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Resumo

Estudamos a estrutura do grupo de automorfismos de curvas algébricas nao singulares
sobre um corpo algebricamente fechado. Classificamos este grupo para curvas de género
zero e fazemos breves comentarios para o caso de curvas de género um. Nosso principal
objetivo é definir o grupo de decomposicao de um lugar, mostrar sua finitude para curvas
de género positivo e provar que o grupo de automorfismos de uma curva de género maior
que um ¢ finito, utilizando um resultado sobre a ordem de grupos irredutiveis de trans-
formacoes lineares. Por fim, exibimos uma familia explicita de curvas planas cujos corpos

de fungoes possuem grupo de automorfismos trivial.

Palavras-Chaves: curva algébrica, corpo de funcao, grupo de automorfismos.






Abstract

We study the structure of the automorphism group of nonsingular algebraic curves
over an algebraically closed field. We classify this group for genus zero curves and we
make brief comments on the case of genus one curves. Our main goal is to define the
decomposition group of a place, to prove its finiteness for curves of positive genus and to
prove that the automorphism group of a curve of genus greater than one is finite, using a
result on the order of irreducible groups of linear transformations. Finally, we exhibit an

explicit family of plane curves whose function fields have trivial automorphism group.

Key-words: algebraic curve, function field, automorphism group.






Introducao

No final do século XIX, Poincaré provou, utilizando métodos analiticos, que uma
superficie de Riemann de género maior que um possui grupo de automorfismos finito e,
nao muito depois, Hurwitz provou o mesmo resultado utilizando métodos mais algébricos.
Mais precisamente, se X é uma curva nao singular de género g > 1 definida sobre os
complexos, Hurwitz mostrou que uma cota superior para seu grupo de automorfismos é
84(g—1) (ver [7]). Seu método se baseava na existéncia de “pontos de Weierstrass” e podia
ser generalizado para curvas nao singulares sobre corpos de caracteristica 0. O caso de
curvas de género maior que um sobre um corpo de caracteristica positiva foi primeiramente
resolvido em 1938 por H. L. Schmid (ver [12]), utilizando uma generalizacao devida a
F. K. Schmidt para a teoria de pontos de Weierstrass. Alguns anos depois, Iwasawa e
Tamagawa mostraram em [8] que o estudo da agao do grupo de automorfismos no conjunto
das diferenciais holomorfas do corpo de fungoes dessas curvas também permite concluir a
finitude desse grupo.

Posteriormente, em 1961, Baily provou em [3] que uma curva genérica de género maior
que dois (sobre os complexos) possui grupo de automorfismos trivial, mas seu método nao
fornecia um exemplo concreto de tal curva. A primeira familia de equacoes explicitas com
grupo de automorfismos trivial foi dada por Turbek em [15].

Nesta dissertacao, nosso principal objetivo é provar os resultados devido a Iwasawa
e Tamagawa em[8] e de Turbek em [15], sendo estes investigados nos capitulos 3 e 4,
respectivamente. Nos capitulos 1 e 2, definimos com precisao os conceitos de curvas
algébricas e corpos de fungdes em uma variavel. Como estamos mais interessados em
utilizar suas propriedades para obter os resultados no capitulo 3 e 4 e a fim de manter o
foco desta dissertacao, nos capitulos 1 e 2 omitimos as demonstracoes de certos lemas e
teoremas classicos, mas sempre fornecemos referéncias para mais detalhes.

Mais precisamente, no primeiro capitulo, a fim de definir o conceito de curva algébrica,
apresentamos mais geralmente as nogoes de variedades algébricas afins e projetivas sobre
um corpo algebricamente fechado e os conceitos de morfismos e aplicagoes racionais en-
tre tais objetos. Definimos também o corpo de funcgoes de uma variedade algébrica e
provamos, por exemplo, o resultado classico de que duas variedades sobre K sao birraci-

onalmente equivalentes se, e s6 se, seus corpos de fungoes sao K-isomorfos. Encerramos
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o capitulo definindo o conceito de curva algébrica e singularidade em curvas algébricas
e exploramos suas principais propriedades, como, por exemplo, a existéncia de modelos
planos e um modelo projetivo nao singular. A demonstracao desses resultados bem como
mais detalhes podem ser encontrados em Hartshorne [6], Fulton [4], Atiyah-Macdonald
[1] ou Matsumura [10].

No segundo capitulo, motivados pelo fato de que a geometria birracional de uma curva
é traduzida pelo seu corpo de funcgoes, definimos a nocao de um corpo de funcoes em uma
variavel sobre um corpo algebricamente fechado K. Definimos também o conceito de
género de um corpo de fungoes e provamos o teorema de Riemann-Roch (teorema 2.4)
seguindo a demonstragao apresentada em Stichtenoth [14], que nao utilizard o fato de
K ser algebricamente fechado. Encerramos o capitulo estudando extensoes algébricas de
corpos de fungoes sobre um corpo algebricamente fechado, que aparecerao naturalmente
no capitulo 3.

No terceiro capitulo, definimos o grupo de automorfismos de um corpo de fungoes sobre
um corpo algebricamente fechado e estudamos sua acao natural no conjunto de divisores
e diferenciais de Weil. Em seguida, consideramos o caso de corpos de fungoes de género
zero, classificando seu grupo de automorfismos e fornecendo explicitamente a agao desse
grupo nos lugares desses corpos de fungoes. Em seguida, com base no artigo de Iwasawa
e Tamagawa, definimos o conceito de grupo de decomposicao de um lugar, provamos sua
finitude para corpos de fungoes de género positivo e, utilizando esse fato bem como um
resultado devido a Burnside (lema 3.6), provamos que o grupo de automorfismos de um
corpo de funcoes de género maior que um sobre um corpo algebricamente fechado ¢ finito.
Na ultima secao, fazemos breves comentarios sobre a estrutura do grupo de automorfismos
de corpos de funcoes de género um.

No quarto e iltimo capitulo, investigamos a familia de curvas planas afins conside-
radas por Turbek e provamos que seu corpo de fungoes possui grupo de automorfismos
trivial. Para tal, construimos o modelo projetivo nao singular dessas curvas e estudamos

a sequéncia de lacunas em cada um de seus pontos.
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Capitulo 1

Variedades

Nesse capitulo, investigamos a categoria das variedades sobre um corpo algebricamente
fechado K e seus morfismos. Definimos também a nocao de uma aplicacao racional
dominante entre variedades e consideramos a categoria das variedades aplicacoes racionais
dominantes. Mostramos que essa ultima categoria é equivalente a categoria das extensoes
de K finitamente geradas e, por fim, consideramos os principais objetos dessa dissertacao,
as curvas algébricas, que sao as variedades de dimensao 1. Provamos alguns resultados,
mas omitimos as demonstracoes de certos lemas e teoremas classicos. Suas provas bem
como mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em Hartshorne [6], Fulton [4],
Atiyah-Macdonald [1] ou Matsumura [10].

1.1 Conjuntos algébricos afins

Ao longo de toda a dissertacao, K denota um corpo algebricamente fechado. Definimos
o n-espago afim sobre K, denotado por A™(K) (ou simplesmente A" caso nao haja divida

de que seja sobre K'), como o produto cartesiano de n cépias de K, isto é,
A"(K)=K x ... x K, n vezes

Definig¢ao 1.1. Seja S C K|z, ..., x,]. O conjunto algébrico afim de S é o conjunto
Z(S)={z e A" | f(x)=0,Vf e S}

Se I é o ideal gerado pelos elementos de S C K|z, ..., ,], entdo é claro que Z(S) =
Z(I) e, portanto, pensamos em V' como uma aplicacao sobrejetiva do conjunto de ideais
de K|z, ..., x,] na classe dos conjuntos algébricos afins. Quanto a notagao, se I é gerado
por elementos fi, ..., f., escrevemos Z( f1, ..., f.) ao invés de Z(I).

As seguintes propriedades sao imediatas da definicao de Z:



Proposicao 1.1.

(a) Para todo k € K\{0}, m € N\{0} e f € Klxy, ..., x,), Z(f) = Z(kf) = Z(f™);
(b) Se I C J sao ideais de K|z, ..., x,], entdo Z(1) 2 Z(J);

(c) Se {I }r € uma familia de ideais de K[x1, ..., x,)|, entdo Z(, 1) = N Z(I));
(d) Se I e J sao ideais de K[y, ..., x|, entdo Z(1) UZ(J) = Z(1J)

(e) 2(0) = A™(K) e Z(1) = 0;

As propriedades em (c) e (d) nos permitem concluir que intersegoes arbitrarias de
conjuntos algébricos bem como unides finitas de conjuntos algébricos sao ainda conjuntos
algébricos. Como o conjunto vazio e A" também sao conjuntos algébricos pela propriedade
em (e), vemos que A" possui estrutura de espago topoldgico, definindo os fechados como

os conjuntos algébricos afins. Essa topologia em A" é denominada topologia de Zariski.

Exemplo 1.1. Os conjuntos algébricos de A! sao os conjuntos de zeros de polinomios em
K|z], que sao precisamente os conjuntos finitos. Logo, os abertos nao vazios de A! sao os

conjuntos de complementar finito.

Em contraposicao ao conceito de conjunto algébrico de um ideal de polinomios, temos

o conceito de ideal de um conjunto de pontos de A™:

Definigao 1.2. Seja X um subconjunto de A"(K), o ideal de X é o conjunto
[(X)={f€Klz1,...,z5] | f(x) =0, Vze X}

Observe que, de fato, o ideal de um subconjunto de A" é um ideal de K|[xy,...,x,],

justificando a nomenclatura dessa aplicacao. Provamos que:

Proposicao 1.2.

(a) Se X CY sio subconjuntos de A"(K), entio 1(X) D 1(Y);
(b) 1(0) = Kay, ..., x];

(c) IA"(K)) = {0};

(d) 1(Z(S)) 2 S, para todo S C Klxy, ..., ).

(e) Z(I(X)) 2 X, para todo X C A"(K).



Demonstra¢ao. A tnica afirmacao que nao é imediata da definicao é a propriedade em
(c). Provaremos esse resultado por indu¢do em n. A veracidade para o caso n = 1
decorre do fato de que um polinémio nao nulo em uma variavel possui apenas um numero
finito de raizes e do fato de que K é um conjunto infinito, pois assumimos K um corpo
algebricamente fechado. Supondo ent@o que o resultado valha para n — 1, seja f € I(A"™),
escrevemos f = fo + fix, + ... + fox?, com f; € Klxy,..., x,_1]. Se f é nao nulo,
entdao algum f; é nao nulo e, pela hipétese de indugao, existe (ay, ..., a,_1) € A" tal que
filat,...,an_1) # 0. Nesse caso, temos que f(ai,...,an_1,Z,) é um polinémio nao nulo em
uma varidvel. No entanto, como f € I(A™), o polinomio f(ay,...,a,_1,2,) deve possuir
infinitas raizes, um absurdo!

m
Utilizando as propriedades acima, podemos provar que:

Corolario 1.1. Seja X C A"(K), entdo I(X) = I(X), onde X denota o fecho de X em
A"(K) (munido da topologia de Zariski).

Demonstragio. Por um lado, como X C X, temos que I(X) D I(X), pelo item (a). Por
outro lado, pelo item (e), X C Z(I(X)) e, como Z(I(X)) é fechado na topologia de Zariski,
temos que X C Z(I(X)). Finalmente, segue pelos itens (a) e (d) que I(X) D I[(Z(I(X))) D
I(X).

0

Logo, a dinamica entre I e Z pode ser resumida no diagrama

Z

/_\

{ideais de K|z1, ..., z,|} {conjuntos algébricos de A"(K)}

\/

I

Ingenuamente poderiamos sugerir que tais operagoes sao inversas. No entanto, a pro-
priedade (a) da proposigao 1.1 nos fala que Z nem é injetival Uma pergunta natural é

qual o resultado das composicoes Zol e [oZ. A resposta da primeira é simples:
Proposigao 1.3. Seja X C A™ um conjunto algébrico, entio Z(1(X)) = X.

Demonstragao. A proposicao 1.2.(e) nos garante a inclusao Z(I(X)) O X. Para verificar a

inclusao contréria, escreva X = Z(J), para algum ideal J de K|z, ..., x,]. Pela proposigao

1.2.(d), temos que I(X) D J e, portanto, pela proposicao 1.2.(a), Z(I(X)) C Z(J) = X.
O

A composic¢ao [oZ nao é tao simples. Sua resposta é conhecida como o teorema dos
zeros de Hilbert:



Teorema 1.1 (Teorema dos zeros de Hilbert). Seja [ um ideal de K|z, ..., x,]. Se

K ¢ algebricamente fechado, entao
(Z(1)) = V1,

onde /I denota o radical de I, isto é, o conjunto de todos os f € K[xq, ..., x,] para os

quais existe um natural m com f™ € I.

Demonstrag¢ao. Ver Fulton [[4], Se¢ao 1.7, pagina 10].
O

Observe que a hipdtese de K ser algebricamente fechado é essencial para a validade
desse teorema. De fato, se, por exemplo, K = R, o ideal I gerado por 22 + y? + 1
em Rz, y] é primo e, portanto, vI = I, mas Z(I) é obviamente vazio e, portanto,
W(Z(I)) = K|z, ..., x,)].

1.2 Variedades afins

Um espaco topologico X é dito irredutivel se ele nao pode ser escrito como a uniao de

dois fechados proprios. Convencionamos que () nao é irredutivel.

Definicao 1.3. Uma variedade afim é um conjunto algébrico afim irredutivel. Uma

variedade quase afim é um aberto nao vazio de uma variedade afim.

Em outras palavras, um subconjunto X C A" é uma variedade quase afim se existem
um aberto U de A" e uma variedade afim V' C A" tais que X = V NU. Em particular,
toda variedade afim é uma variedade quase afim, pois A" é aberto. Além disso, note que

todo aberto nao vazio de uma variedade afim é denso:
Proposicao 1.4. Se U é um aberto ndo vazio de wma variedade afim V, entio U = V.

Demonstracdo. Por um lado, U C V = V. Por outro lado, se U # V, entdo podemos
escrever V = U U (V\U), o que contraria o fato de V ser irredutivel.
O]

Um bom critério para decidir quando um conjunto algébrico afim é uma variedade

afim é olhar para seu ideal:

Proposicao 1.5. Um conjunto algébrico nao vazio V-C A™ é uma variedade afim se, e

sé se, I(V') é um ideal primo.



Demonstra¢ao. Suponha que I(V') nao seja um ideal primo e sejam f, g polinomios em
K[zy, ..., x,] tais que fg € [(V), mas f, g ¢ (V). E claro que

V=V NnZ(f)uVniig))

Afirmamos que VNZ(f) # V. De fato, se VNZ(f) =V, terfamos que V C Z(f) e, nesse
caso, (V) D I(Z(f)) 2 (f), implicando f € I(V'), um absurdo! Pelos mesmos argumentos,
temos que VNZ(g) # V e, portanto, V é redutivel. Para mostrar a reciproca, suponha que
existam conjuntos algébricos Vi, Vo # V tais que V =V} U V4. Nesse caso, I(V;) 2 I(V),
para todo ¢, e podemos escolher f € I(V}), g € I(V3) tais que f, g ¢ I(V'), mas fg € I[(V),

o que nos mostra que I(V') ndo é um ideal primo.

0
Exemplo 1.2. A" e qualquer conjunto do tipo {(ay, ..., a,)} s@o variedades afins, pois
seus ideais sdo, respectivamente, {0} e (1 — ay, ..., T, — a,), que sdo primos.
Exemplo 1.3. Toda hipersuperficie Z(f), com f € K[z, ..., x,] irredutivel, é uma vari-

edade afim, pois seu ideal é \/(f) = (f), que é primo.

Exemplo 1.4. As tinicas variedades de A! sao os conjuntos unitérios e A!. No entanto,
nao ¢ dificil ver que em A? as variedades sao, além dos conjuntos unitérios e o préprio

A% os conjuntos do tipo Z(f), para algum f € K|xy, x| irredutivel.

Um espaco topologico noetheriano é um espaco topoldgico que satisfaz a condicao de
cadeia descendente para fechados, isto é, para toda cadeia de fechados X; O X5 D ...
existe um natural n tal que X,, = X,,,; = .... Por exemplo, A" munido da topologia de

Zariski é noetheriano, uma vez que a cada cadeia de conjuntos algébricos
ViV, 2.
podemos associar a cadeia de ideais
I(Vi) CI(V2) € ...,

que é estaciondria, pois K[xy,..., x,] é um anel noetheriano, pelo teorema da base de
Hilbert (ver Atiyah-Macdonald [[1], Teorema 7.5, pagina 81]). Em particular, todo sub-
conjunto de um espago topoldgico noetheriano ¢ noetheriano e, portanto, toda variedade
quase afim é um espaco topoldgico noetheriano munido da topologia de Zariski induzida.

Definimos a dimensao de uma variedade quase afim da seguinte maneira:

Definicao 1.4. A dimensdo de uma variedade quase afim X, denotada por dim X, é
o supremo dos inteiros n para os quais existe uma cadeia Xy € ... € X,, de fechados

irredutiveis de X.



Exemplo 1.5. Todo conjunto unitario de A™ possui trivialmente dimensao zero. Reci-
procamente, se X # () ¢ uma variedade quase afim de dimensao zero, entao, dado Q € X,
como {@Q} é um fechado irredutivel de X, a inclusao {Q} C X implica X = {Q}, e, assim,

concluimos que as variedades de dimensao zero sao precisamente os conjuntos unitarios.

Exemplo 1.6. Como as variedades de A! sao os conjuntos unitdrios e o préprio Al, a
cadeia mais longa possivel de variedades de A' deve ser da forma {a} C A'. Com isso,

concluimos que dim A! = 1. Veremos a seguir que, mais geralmente, dim A" = n.

Até agora, discutimos essencialmente as propriedades topoldgicas de variedades afins.

Mostraremos como essas propriedades topoldgicas podem ser traduzidas algebricamente:

Definicao 1.5. Seja X C A" uma variedade afim, o anel de coordenadas de X é o

conjunto

Pela proposi¢ao 1.5, I(X) é um ideal primo e, portanto, I'(X) é um dominio de inte-
gridade. A nocao de dimensao de uma variedade afim pode ser traduzida para o contexto

algébrico através da nocao de dimensao de Krull de um anel:

Definigao 1.6. A altura de um ideal primo P de um anel R, denotada por h(P), é o
supremo dos inteiros n para os quais existe uma cadeia Py C ... € P, = P de ideais
primos de R. A dimensdo (de Krull) de R é

dim R = sup{h(P) | P ideal primo de R}.

Teorema 1.2. Seja X uma variedade afim, entdo dim X = dim I'(X).

Demonstragao. Pela proposicao 1.5 e pelo teorema dos zeros de Hilbert, os fechados ir-
redutiveis de X estdao em bijecao com os ideais primos de K|[zq, ..., ,] que contém I(X),
que, por sua vez, correspondem aos ideais primos de I'(X). Logo, dim X é o tamanho da
maior cadeia possivel de ideais primos de I'(X), que é igual a dimI'(X).

O

Enunciamos a seguir um cléssico resultado de Algebra Comutativa:

Teorema 1.3. Seja R um dominio que é uma K-dlgebra finitamente gerada. FEntao,

dim R € igual ao grau de transcendéncia do corpo de fragoes de R sobre K.

Demonstragao. Ver Matsumura [[10], Corolério 1, pagina 91].



Corolario 1.2. dimA"” =n

Demonstragao. Pelo teorema 1.2, dim A™ = dim K|z, ..., x,]. Por sua vez, pelo teorema
1.3, temos que dim K|z, ..., x,] é igual ao grau de transcendéncia de K(x, ..., z,) sobre
K, que é igual a n.

m

1.3 Conjuntos algébricos projetivos

Se estamos interessados em discutir propriedades de intersecao entre duas variedades,
o espago afim nao é o melhor ambiente para fazé-lo. Definimos o n-espago projetivo como

o conjunto de “retas passando pela origem” em A""!. Mais precisamente:
Definigao 1.7. Sejam (ag, ..., a,), (bo, ..., b,) € A" (K), escrevemos

(CL(), ceuy CLn) ~ (b(], ceey bn)

se existe A € K\{0} tal que a; = Ab;, para todo i. Essa relacdo é de equivaléncia e

definimos o n-espago projetivo sobre K como

A0, 0))

~Y

P"(K)

Quando estiver subentendido que o espaco é sobre K, escreveremos simplesmente P”.
Denotamos a classe de equivaléncia de um elemento (ay, ..., a;,) € A"™\{(0,..., 0)} por
[ag : ...t ] e dizemos que [ : ... : @,] s@o as coordenadas homogéneas de (a, ..., ).

Construiremos uma topologia em P" de maneira similiar a topologia de Zariski em
A" onde os fechados sao os conjuntos algébricos. No entanto, para definir a nogao de
conjunto algébrico projetivo, precisamos dizer o que significa um ponto em P" ser zero
de um polinémio. Naturalmente, diremos que o € P é raiz de f € K|xy, ..., x,] se todo
representante () € o é uma raiz de f no sentido usual.

Um polinomio nao nulo em K[z, ..., x,] é dito homogéneo de grau i > 0 se é uma soma
de monomios de grau i. Equivalentemente, um polinémio nao nulo f € K|z, ..., z,] é

homogéneo de grau ¢, se, para todo A € K, temos que
F(Axg, ..., Axy) = A f (20, ..., T).

E claro que um polinémio f € K|xy, ..., x,] de grau m > 0 pode ser escrito unicamente
na forma f = fo+ ... + fn, onde f; = 0 ou é homogéneo de grau ¢. Nesse caso, se o € P"

é raiz de f, concluimos que « é raiz de cada um dos f;. De fato, se @ nao é raiz de um



algum f; e (ao,...,a,) € A" é um elemento da classe de «, entao o polinémio

f(zag, ...,za,) = folag, ..., an) + xfi(ag, ...,an) + ... + 2™ frn(ao, ..., a,)

é nao nulo mas possui infinitas raizes, um absurdo. Assim, vemos que a € P" é raiz de um
polinomio se, e so se, esse polinomio é soma de polinomios homogéneos que sao zerados

por « e, com isso, somos motivados a definir:

Defini¢ao 1.8. Seja S um conjunto de polinomios homogéneos de K|xo, ..., x,], 0 con-

Junto algébrico projetivo de S é o conjunto
Z(S)={xeP"| f(x)=0,Vf € S}

Observagao 1.1. Estamos utilizando a mesma notagao para conjuntos algébricos afins e
projetivos. Quando necessaria uma distingao, escreveremos Z, (resp. Z,) para a aplicacao

afim (resp. projetiva).

Assim como no caso afim, se I é o ideal gerado pelos elementos de S, entao facilmente
se verifica que Z(S) = Z(I) e, portanto, podemos pensar na aplicacdo Z definida no
conjunto de ideais homogéneos de K|z, ..., z,], isto é, no conjunto dos ideais que sao
gerados por polinomios homogéneos. Além disso, as propriedades da proposicao 1.1 com
devidas alteragoes também sao satisfeitas pela aplicacao Z e podemos construir a topologia
de Zariski em P™: os fechados de P" sao os conjuntos algébricos projetivos.

Em contraposi¢ao ao conceito de conjunto algébrico projetivo, temos a nocao de ideal

de um conjunto de pontos de P™:

Definigao 1.9. Seja X um subconjunto de A™(K), o ideal homogéneo de X é o ideal

homogéneo [(X) de K|z, ..., x,] gerado pelo conjunto de polinomios
{f € Klzo, ...,z | f é homogéneo e f(x) =0, Vx € X}.

Observacao 1.2. Estamos utilizando o mesmo simbolo para o ideal de subconjuntos de
A" ¢ P". Quando necessdria uma distingao, escreveremos I, (resp. I,) para a aplicagao

afim (resp. projetiva).

As propriedades da proposicao 1.2 com devidas alteracoes sao ainda satisfeitas por I.
Além disso, utilizando argumentos analogos aos da demonstracao do corolario 1.1, vemos

que podemos encarar I como uma aplicacao definida na classe dos conjuntos algébricos de

P



Z

/_\

{ideais homogéneos de K|z, ..., z,|} {conjuntos algébricos de P*(K)}

\/

I

As composicoes [0Z e Z ol no caso projetivo se comportam de forma similar ao caso

afim:

Teorema 1.4. Sejam X C um conjunto algébrico e I um ideal homogéneo de K|z, ..., Ty,
com Z(I) # 0, entao:

Demonstracao. Para provar a primeira igualdade, antes de mais nada note que, pela
definigao de Z e I, temos que Z(I(X)) 2 X. Por outro lado, escrevendo X = Z(J), para
algum ideal homogéneo J de K|xy, ..., z,], temos que I(X) D J e, portanto, Z(I(X)) C
Z(J) = X.

Para provar a segunda igualdade, observe que

1,(Z, (D) =T.({(ag, .., ) € A" | ag 1 oot ] € V(DI UL(0, ..., 0)})
- Ia<Za(I))'

Pelo teorema dos zeros de Hilbert, temos a igualdade do enunciado.

1.4 Variedades projetivas

Estaremos interessados em estudar conjuntos algébricos projetivos irredutiveis.

Definicao 1.10. Uma variedade projetiva é um conjunto algébrico projetivo irredutivel.

Uma variedade quase projetiva é um aberto nao vazio de uma variedade projetiva.

Como no caso afim, todo aberto nao vazio de uma variedade projetiva é denso. Além
disso, a irredutibilidade de um conjunto algébrico projetivo se traduz na primalidade de

seu ideal homogéneo:

Proposicao 1.6. Um conjunto algébrico X C P" é uma variedade se, e somente se, 1(X)

¢ um ideal primo de Klxo, ..., x,].
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Demonstracao. Segue utilizando argumentos similares aos da demonstragao da proposicao
1.5 e do fato de que, para checar se um ideal homogéneo I é primo, basta verificar se para

quaisquer elementos homogéneos a e b, o produto ab € I implicaa € [ ou b € I.
m

Como a toda cadeia descendente de fechados de P"™ podemos associar uma cadeia
ascendente de ideais de K|z, ..., x,], pelo teorema da base de Hilbert, concluimos que
P™ munido da topologia de Zariski, assim como A", é um espaco topologico noetheriano.
Podemos também definir a nocao de dimensao de uma variedade quase projetiva como no

caso afim:

Definicao 1.11. A dimensdo de uma variedade quase projetiva X, denotada por dim X,
¢ o supremo dos inteiros n para os quais existe uma cadeia Xy € ... € X,, de fechados

irredutiveis de X.

Uma maneira de traduzir algebricamente essa nogao de dimensao ¢é considerar o anel

de coordenadas homogéneas de uma variedade projetiva:

Definicao 1.12. Seja X C P" uma variedade projetiva. O anel de coordenadas ho-

mogéneas de X é o conjunto

Observacao 1.3. Como o contexto sempre deixara claro quando uma variedade estd em

P" ou em A", nao deverd haver ambiguidade no uso do simbolo I'.

Pela proposigao 1.6, temos que o conjunto I'(X') é um dominio de integridade. Podemos

calcular a dimensao de X a partir da dimensao de Krull de I'(X).
Teorema 1.5. Seja X uma variedade projetiva, entdo dim X = dim I'(X) — 1.

Demonstracao. Para cada ¢ = 0, ..., n, podemos considerar a variedade quase projetiva
U={lag: ...t an] €P" | ; #0}
e a aplicagao
oitlag: o ay) €U — (ao/ai, e OZ/EZ-,..., an/ai) e A",

onde = indica a omissdo do i-ésimo termo. FEssa fungdo é um homeomorfismo (ver
Hartshorne [[6], Proposi¢ao 2.2, pagina 10]) e, como a familia {U;} obviamente cobre

P, vemos que

dim X = sup{dim Xi| Xi #0}) = sup{dim X; | X; # 0},



11

onde X; e X; denotam X NUj; e (X NU;), respectivamente.
Observe que existe i tal que X; # (). Para tal i, vemos que z; ¢ I(X) e, assim, podemos
considerar a localizagao de I'(X') no conjunto de classes {1+1(X), z;+1(X), 2?+1(X), ...},

denotada por I'(X),,. Provaremos que

1%

[(X)a, = T(X) [z, ;']

i

onde enxergamos os elementos de I'(X;) como classes de polindmios nas varidveis z;, j # 1.
Primeiramente, note que, como I(X) é um ideal homogéneo, o quociente I'(X) =
K|z, ..., z,]/ I(X) possui naturalmente uma graduagao, e, seja

(X))o = { ZELEE T € N gran(f +103)) =

o anel dos elementos de grau 0 da localizacao I'(X),,, temos que

D(X)z, = (D(X)a, Jolzs +1(X), 277" +1(X)].

k3

Logo, para obter o isomorfismo desejado, basta mostrar que (I'(X),,)o = ['(X;). Para
obter esse ultimo isomorfismo, note que, por um lado, temos o homomorfismo ; :
(I'(X)a, )0 — I'(X;), dado por ¢n(x; + (X)) = 1 +1(X;) e ¢r(x; + I(X)) = z; + 1(X;),
Jj # i, e, por outro lado, temos o homomorfismo ¥y : I'(X;) — (I'(X),,)o, dado por
o + 1(X,)) = (z; + (X)) (z; + 1(X))™", j # i. E imediato verificar que as aplicagoes
11 € Yy sao inversas uma da outra.

Por fim, observe que, pelo isomorfismo acima e pelos teoremas 1.2 e 1.3, se X NU; # 0,

entao
dim X; = dim'(X;) = dim I'(X;)[z;, ;'] — 1 = dim (X)) — 1 = dim'(X) — 1

e isso conlui a demonstracgao.

]

Corolario 1.3. Seja X uma variedade projetiva e sejam U;, p; e X; como na demons-
tracao acima. Se X; # (), entao dim X = dim Xj.

Corolario 1.4. dimP"* =n

Demonstragao. Pelos teoremas 1.5 e 1.3,

dimP" = dimI'(P") — 1 = dim K|z, ..., z,| — 1 = n.



12

1.5 Morfismos

A partir de agora, utilizaremos o termo wariedade (sobre K) para designar uma va-
riedade afim, quase afim, projetiva ou quase projetiva (sobre K). Quando necesséria a
distingao, sera especificado o tipo de variedade. Nosso objetivo é finalizar a construcao da
categoria das variedades definindo os morfismos dessa categoria. Para tal, introduzimos

o conceito de fungao regular, primeiramente no caso afim e em seguida no caso projetivo:

Definicao 1.13. Seja X C A” uma variedade quase afim, uma funcao f : X — K é dita
reqular em P € X se existe um aberto U C X com P € U e polinémios g, h € K[z, ..., x,]
tais que h(Q) # 0, para todo @Q € U, e f = g/h em U. Diremos simplesmente que f é

reqular se o for em todo ponto de X.

Definicao 1.14. Seja X C P" uma variedade quase projetiva, uma fungao f : X — K é
dita reqular em P € X se existe um aberto U C X com P € U e polinomios homogéneos
g, h € K[xy, ..., x,] de mesmo grau tais que h(Q) # 0, para todo Q € U, e f = g/h em

U. Diremos simplesmente que f é reqular se o for em todo ponto de X.

Observagao 1.4. Em geral dado um polindmio homogéneo a funcao de avaliagao desse
polinomio em um ponto de P" nao estda bem-definida. No entanto, se g e h sao polinomios
homogéneos de mesmo grau, a func¢ao que associa cada a € P" ao elemento — g(«)/h(a) €
K esta bem definida.

Se identificarmos K com A!'(K), temos que toda funciao regular em uma variedade é,

em particular, continua:
Proposicao 1.7. Seja X uma variedade. Se f: X — K € regular, entao f é continua.

Demonstracao. Suponha X uma variedade quase afim e seja Y um fechado de K. Vimos
no exemplo 1.1 que Y ¢ finito e, dessa forma, para ver que f é continua, basta mostrar
que, dado a € Y, a imagem inversa f~!(a) é um fechado de X. De fato, como f é regular,
para cada ponto P € X existe um aberto Up C X com P € Up e polinomios g, h tais

que h nao se anula em Up e f = g/h em Up e, nesse caso, temos que

fHa)nUp ={Q € Up | 9(Q)/1(Q) = a} = Z(g — ah) N Up

¢ fechado em Up. Por fim, como a familia {Up | P € X'} é uma cobertura aberta de X,
concluimos que f~1(a) é fechado em X.

A demonstragao para o caso em que X é uma variedade quase projetiva é andloga.
m

Observacao 1.5. Em particular, isso nos mostra que, sejam X uma variedade e Uy, U,

abertos de X, se duas funcoes regulares f; : Uy — K e fo : Uy — K coincidem em algum
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aberto nao vazio V' C U; N U,y, como todo aberto nao vazio de uma variedade é denso e

f1 e f2 sdo continuas pela proposicao acima, devemos ter que f; = fo em Uy N Us.

Definicao 1.15. Sejam X e Y variedades, uma aplicacao ¢ : X — Y sera dita um
morfismo se @ é continua e, para todo aberto U C Y e para toda funcao regular f : U —

K, a composicao fo e : o 1 (U) — K é regular.

Em particular, a identidade idy : « € X — « € X é um morfismo. Além disso, a
composicao de morfismos é ainda um morfismo e, portanto, a classe das variedades jun-
tamente com a classe de morfismos entre essas variedades como definidos acima constitui,

de fato, uma categoria. Nesse caso, temos a nocao de isomorfismo:

Definicao 1.16. Um morfismo de variedades ¢ : X — Y é dito um isomorfismo se existe
um morfismo ¥ : Y — X tal que p oy = idy e ¥ o v = idx. Se, mais ainda, X =Y,
dizemos que ¢ é um automorfismo. O conjunto de todos os automorfismos de X forma

um grupo munido da composigao de fungoes, o qual serda denotado por Aut(X).

Até agora definimos e investigamos as propriedades topoldgicas dos morfismos entre

variedades. Nosso proximo passo serd traduzir essas propriedades algebricamente:

Definigao 1.17. Seja X uma variedade, denotaremos por O(X) o anel das fungoes regu-
lares em X. Sejam P € X e Uy, U, abertos de X contendo P, identificamos duas funcoes
regulares f; : Uy — K e fo : Uy — K se f; = fo em Uy N U,. Nesse caso, escrevemos
f1 ~ fa e ~ éuma relacao de equivaléncia pela observacao 1.5. Definimos o anel local de

X em P como

_ {f regular em uma vizinhanga aberta de P em X}

Op(X)

Y

Quando X estiver subentendida, escreveremos apenas O e Op para denotar O(X)
e Op(X), respectivamente. Observe que, de fato, Op é um anel. Além disso, se um
elemento f € Op é invertivel, entdo obviamente f(P) # 0. Reciprocamente, se f(P) # 0,
como uma fungao regular é continua, deve existir uma vizinhanca aberta de U contendo

P na qual f nao se anula e, portanto, f ¢ invertivel. E imediato verificar que
mp = Op\Op ={f € Op | f(P) =0}

é um ideal de Op. Em particular, como todo ideal préprio esta contido em Op\O3 = mp,
vemos que mp é maximal; mais ainda, é o unico ideal maximal de Op, de onde segue que

Op é um anel local.

Exemplo 1.7. Se X C A" é uma variedade afim, entdao O(X) =2 I'(X). Além disso, para
cada P € X, temos que O(X)p = I'(X ), onde Mp denota o ideal maximal das classes
f+1(X) e I'(X) tais que f(P) =0 (ver Hartshorne [[6], Teorema 3.2, pagina 17]).
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Exemplo 1.8. Se X C P™ é uma variedade projetiva, entao O(X) = K, onde um
elemento de K é identificado com uma funcao constante. Além disso, para cada P € X,
temos que Op(X) = (I'(X ), )o onde Mp denota o ideal primo homogéneo gerado pelos
elementos homogéneos f+1(X) € I'(X) tais que f(P) =0 e (I'(X)n, )o denota o anel dos
elementos homogéneos de grau zero da localizagao I'(X ), (ver Hartshorne [[6], teorema

3.4, pagina 18]).

Finalmente, observe que, se duas variedades X e Y s@o isomorfas, entdao O(X) e
O(Y) sao ismomorfos como K-dlgebras. De fato, se existe um isomorfismo ¢ : X — Y,
as aplicagoes f € OY) — fop e OX)e f € OX) — fop !t e OF) sao K-
homomorfismos, um inverso do outro. No entanto, a reciproca é falsa em geral. Por
exemplo, um subconjunto unitario de P! e P! sao obviamente nao isomorfos, mas seus
anéis de fungoes regulares sao ambos iguais a K, como mencionado no exemplo 1.8.

Um caso em que a reciproca é verdadeira é quando as variedades sao afins. Mais

geralmente:

Teorema 1.6. Sejam X uma variedade qualquer e Y C A" uma variedade afim. A
aplicagao o : Hom(X, Y) — Homg(I'(Y), O(X)), dada por a(p) : f €T (Y) — fop €
O(X), é uma bije¢ao entre o conjunto dos morfismos de X em Y e o conjunto dos K-
homomorfismos de I'(Y) em O(X).

Demonstrag¢ao. A aplicagdo a estd bem-definida, pois Y é afim e, portanto, O(Y) = I'(Y)
(ver exemplo 1.7). Vamos construir uma inversa 3 para essa aplicagao. Mais precisamente,
dado um K-homomorfismo f : I'(Y) — O(X), denotamos & = f(x;) e definimos S(f)
como a aplicacdo de X em A" dada por 5(f)(P) = (£&1(P), ..., &u(P)).

Afirmamos que §(f) possui imagem em Y e é um morfismo. Para provar o primeiro
fato, como Y = Z(I(Y)), basta mostrar que, para todo P € X e h € I(Y), vale

h(B(f)(P)) = h(&i(P), ..., &(P)) = 0,

mas isso realmente ocorre, pois f é K-homomorfismo e, portanto,

h(§1(P), .., &a(P)) = f(h(z1, ..., z0))(P) = 0.

Por tltimo, B(f) é um morfismo, pois cada func¢ao coordenada &; é regular (ver Hartshorne
[[6], Lema 3.6, pagina 20]).
Finalmente, é facil ver que, de fato, a e 8 sao inversas uma da outra.
0

Corolério 1.5. Duas variedades afins X e Y sao isomorfas se e, so se, I'(X) =k ['(Y).
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Demonstragao. J& vimos que, se X e Y s@o isomorfas, entdo O(X) = O(Y). Como X e
Y s@o afins, O(X) = T'(X) e O(Y) 2 I'(Y) e, portanto, I'(X) = I'(Y).

Reciprocamente, seja ¢ : I'(X) — I'(Y) um K-isomorfismo, consideramos os mor-
fismos a”!(p) : Y = X eal(p!): X = Y, onde a é a bijegdo do teorema 1.6.
Obviamente, um é inverso do outro e, portanto, X e Y sao isomorfas.

]

1.6 Aplicacoes racionais

Na secao anterior, vimos que podemos associar a uma variedade afim um dominio que
é uma K-algebra finitamente gerada, a saber seu anel de coordenadas, e essa associagao
é funtorial no sentido de que duas variedades afins sao isomorfas se, e so se, seus anéis de
coordenadas sao K-isomorfos. No entanto, o grupo Aut(X) de uma variedade qualquer
nao permite recuperar a variedade a menos de isomorfismo. Nessa secao, consideramos
certas classes de equivaléncia de morfismos, as chamadas aplicacoes racionais dominantes,
e veremos que a uma variedade qualquer podemos associar um corpo que é uma extensao
finitamente gerada sobre K, o denominado corpo de fungoes da variedade, e essa cons-
trucao é funtorial no sentido de que duas variedades sao birracionalmente equivalentes se,
e so se, seus corpos de funcoes sao K-isomorfos.

Sejam X e Y variedades, consideramos o conjunto de todos os morfismos f : U — Y,
onde U é um aberto nao vazio de X. Identificaremos morfismos f; : Uy =Y e fo: Uy = Y
se fi1 = fo em U; N U; e, nesse caso, escreveremos f; ~ fo. Observe que essa relagao é
de equivaléncia. De fato, pela definicao, f1 ~ fi e, se fi ~ fo, entao fo ~ f;. Por fim,
se fi ~ foe fo~ f3,onde f3:Us; — Y, entao f; = f3 em Uy N Uy NUs e o lema abaixo
garante que f; = f3 em Uy N Us:

Lema 1.1. Se dois morfismos f, g : X — Y coincidem em um aberto U C X, entao

/=g

Demonstragao. Ver Hartshorne [[6], Lema 4.1, pagina 24].
[

Definicao 1.18. Uma aplicagcao racional de X em Y é uma classe de equivaléncia definida
acima. Seja ¢ um morfismo representante, denotamos essa classe por ¢ : X --» Y.
Diremos que uma aplicacao racional é dominante se, para algum aberto U no qual ¢ esta

definida, seu morfismo representante ¢ : U — Y possui imagem ¢(U) densa em Y.

Em particular, pelo lema acima, se algum representante da classe tiver imagem densa
em Y, entdo qualquer outro representante possui essa propriedade. Além disso, observe

que, em geral, a composicao de duas aplicacoes racionais nao estd bem definida, mas a
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composicao de aplicagoes racionais dominantes esta bem-definida e é ainda uma aplicagao
racional dominante. Dessa forma, faz sentido pensar na categoria constituida pelas vari-

edades e as aplicagoes racionais dominantes.

Definicao 1.19. Um isomorfismo na categoria das variedades e aplicagoes racionais domi-
nantes é dito uma aplicacdo birracional. Um morfismo nao constante no sentido da secao
anterior serd dito um morfismo birracional se sua aplicagao racional dominante associada

¢é birracional.

Observacgao 1.6. Para evitar confusoes, a partir de agora, no contexto das variedades, re-
servaremos os termos morfismos, isomorfismos e automorfismos apenas para as aplicacoes

definidas na secao anterior.

Para traduzir o conceito de aplicacao racional algebricamente, precisamos introduzir

a nocao de corpo de funcoes de uma variedade:

Definicao 1.20. Seja X uma variedade, identificamos duas funcoes regulares f; : Uy — K
e fo : Uy — K se fi = fo em Uy NUs, onde Uy e Uy sao abertos nao vazios de X. Essa
relagdo é de equivaléncia e seja f : U — K uma funcao regular, denotamos sua classe
de equivaléncia por f : X --+» K. Uma classe de equivaléncia é denominada uma funcao
racitonal em X e o conjunto de todas as funcoes racionais em X é denominado o corpo de

fungies de X e sera denotado por K(X).

Observagao 1.7. Pela definigao acima, para todo aberto nao vazio U C X, devemos ter
K(U) = K(X).

Observe que K(X) possui uma estrutura natural de anel. Mais ainda, seja f # 0 uma
funcao racional, onde f : U — K é uma fungao regular representante de sua classe, existe
um aberto nao vazio V' C U tal que f nao se anula em V e, assim, vemos que 1/f é
regular em V' e, portanto, sua fungdo racional associada é um inverso para f em K(X).

Isso nos mostra que K(X) possui estrutura de corpo, como sugerido pelo seu nome.

Exemplo 1.9. Se X ¢é uma variedade afim, entdo K(X) = Frac(I'(X)), que é uma
extensao finitamente gerada sobre K com grau de transcendéncia igual a dim X (ver

Hartshorne [[6], Teorema 3.2, pagina 17]).

Exemplo 1.10. Se X ¢é uma variedade projetiva, entdo K(X) = (Frac(I'(X)))o, que é
uma extensao finitamente gerada sobre K com grau de transcendéncia igual a dim X (ver

Hartshorne [[6], Teorema 3.4, pagina 18]).

Genericamente, diremos que uma variedade (ndo necessariamente no espago afim) é
afim se é isomorfa a uma variedade afim no sentido usual. Toda variedade possui uma

cobertura aberta de variedades afins (ver Hartshorne [[6], Proposigao 4.3, pagina 25]) e,
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portanto, a demonstracao de muitos resultados se reduz ao caso das variedades afins.
Utilizaremos esse fato, por exemplo, para provar um andlogo do teorema 1.6 para a

categoria das variedades e as aplicagoes racionais dominantes:

Teorema 1.7. Sejam X, Y wariedades. A aplica¢ao
a : {aplicagoes racionais X --»Y dominantes} — Hom x(K(Y), K(X))

dada por a(p) : f € K(Y) = fop e K(X) € uma bijecao.

Observacao 1.8. A aplicacao acima esta bem-definida. De fato, para cada funcao raci-
onal f :Y --» K e aplicacao racional dominante ¢ : X --» Y, escolhendo uma fungao
regular representante f : V. — K e um morfismo representante ¢ : U — Y, como ¢ é
dominante, ¢~ (V) é nao vazio e fop : ¢ (V) — K é uma funcao regular, de forma que

temos uma fungao racional associada f o ¢ € K(X).

Demonstra¢ao. Supomos primeiramente que Y é uma variedade afim. Como na de-
monstracao do teorema 1.6, vamos construir uma inversa  para «, isto é, dado um
K-homomorfismo f : K(Y) — K(X), vamos definir uma aplica¢ao racional dominante
B(f): X =Y. Sejam y, ..., y, os geradores de I'(Y') como K-algebra, f(y1),..., f(y,) €
K(X) e existe um aberto U C X tal que cada f(y;) é regular em U. Assim, f define
um K-homomorfismo injetivo f : T'(Y) — O(U) que, pelo teorema 1.6, corresponde a um
morfismo B(f) : U — Y e, portanto, a uma aplicac¢ao racional dominante 5(f) : X --» Y.
Obviamente, 3 e a como definidas sao inversas uma da outra.

Para o caso geral, isto é, o caso em que Y nao necessariamente é uma variedade afim, ja
observamos que podemos considerar uma cobertura aberta {Y,} de Y, onde cada Y, é uma
variedade afim. Fixado algum aberto Y, dessa cobertura, para cada aplicacao racional
a: X --+ Y, escolhendo um morfismo representante ¢ : V- — Y, onde V' é um aberto
de X, como ¢ é dominante, (V) NY, # 0 e, portanto, ¢ se restringe a um morfismo
@ : o 1(Yy) — Yy, que corresponde a uma aplicagao racional (dominante) ¢y : X --» Y).

Esse procedimento define uma aplicacao sobrejetiva
{ap. racionais X --» Y dominantes} — {ap. racionais X --+ Y) dominantes},

que pelo lema 1.2 deve também ser injetiva. Por fim, pelo que provamos inicialmente e
pelo fato de que K(Y') = K(Y)) (ver observagao 1.6), concluimos que existe uma bije¢ao
entre o conjunto a direita e Hom g (K(Y), K(X)).

]

Corolario 1.6. Duas variedades X e Y sao birracionalmente equivalentes se, e so se,
K(X) 25 K(Y).
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Demonstracao. Se existe uma aplicagao birracional ¢ : X --+ Y. pelo teorema acima,
existem K-homomorfismos a(p) : K(Y) — K(X) e a(p™!) : K(X) — K(Y), os quais
sdo inversos um do outro e, portanto, K(Y) 2y, K(X). Reciprocamente, se existe um
K-isomorfismo f : K(Y) — K(X), seja § como definida na demonstracdo do teorema
acima, temos aplicacoes racionais B(f) : X --» Y e B(f7!) : Y --» X, que sdo inversas
uma da outra, implicando X e Y birracionalmente equivalentes.

O

1.7 Curvas algébricas
A partir de agora, consideraremos uma classe especial de variedades:

Definicao 1.21. Um curva algébrica é uma variedade C de dimensao 1. Se C for afim
(resp. projetiva), diremos que C é uma curva algébrica afim (resp. curva algébrica proje-

tiva).
Exemplo 1.11. Pelo corolario 1.4, P! é uma curva algébrica, denominada reta projetiva.

Exemplo 1.12. Uma variedade da forma Z(f) C A?, para algum f € K[X, Y] irredutivel,

é uma curva, dita uma curva algébrica plana afim.

Exemplo 1.13. Uma variedade da forma Z(F) C P2, para algum F € K[X,Y, 7]

homogéneo e irredutivel, é uma curva, dita uma curva algébrica plana projetiva.

O corpo de funcoes de uma curva C é uma extensao finitamente gerada de K com grau
de transcendéncia dimC = 1, e toda extensao de corpos finitamente gerada de um corpo
perfeito (em particular, de um corpo algebricamente fechado) é separavelmente gerada
(ver Matsumura [[10], Coroldrio, pagina 194]), isto é, existe x € K(C) tal que K(C)/K(x)
é uma extensao finita e separavel. Dessa forma, pelo teorema do elemento primitivo, existe
y € K(C) algébrico sobre K(z) tal que K(C) = K(x, y) e, nesse caso, x e y satisfazem
f(z, y) = 0, para algum polinémio irredutivel f em duas varidveis com coeficientes em

K. Isso implica
K(C) = K(z, y) =k Frac(I'(Z(f))) = K(Z(f)).
O corolario 1.6 nos fornece entao que:

Proposicao 1.8. Toda curva algébrica é birracionalmente equivalente a uma curva plana

afim.
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Dada uma curva algébrica plana afim C = Z(f), f € K[X, Y], podemos considerar

seu fecho projetivo, isto é, a curva algébrica plana projetiva C = Z(F'), onde
F=2zvW{(X/Z Y/|Z) e K[X,Y, Z

¢ a homogeneizagio de f. Podemos enxergar K(C) = K(z, y), com f(z,y) = 0, e

K(C) = K(z, y, 2), com F(z, y, z) = 0. A aplicacdo K(C) — K(C), dada por z + X/Z e

y — Y/Z, define um isomorfismo K(C) =, K(C) e, pelo corolario 1.6, concluimos que:

Proposicao 1.9. Toda curva algébrica plana afim C € birracionalmente equivalente a seu

fecho projetivo C.

Observacao 1.9. Reciprocamente, comecando com uma curva algébrica plana projetiva
Z(F), com F € K[X;, X5, X3] homogéneo irredutivel, podemos considerar, para cada
variavel X;, sua desomogeneizacao Z(f;), onde f; é obtido fazendo X; = 1 na expressao de
F. Se Z(F) # Z(X;), entao Z(f;) é uma curva algébrica plana afim, cujo fecho projetivo

é precisamente Z(F).

Definimos a nocao de singularidade de uma curva algébrica plana de maneira andloga

a definicao de singularidade na topologia diferencial:

Definigao 1.22. Seja C = Z(f) uma curva algébrica plana afim, dizemos que P € C ¢
um ponto singular de C se fx(P) = fy(P) = 0. Caso contrario, dizemos que P é ndo

singular. Finalmente, diremos que C é nao singular se todo ponto de C é nao singular.

Podemos estender a no¢ao de singularidade para uma curva algébrica plana projetiva
da seguinte maneira: dizemos que P € Z(F) C P?, com F € K[X;, X, X3] homogéneo
irredutivel, é singular se Fx, (P) = Fx,(P) = Fx,(P) = 0. Obviamente, se P ¢ Z(X;),
entdo P ¢ singular em Z(F) se, e s6 se, ;(P) é singular em Z(f;), com ¢; como no
coroldrio 1.3,. Além disso, Z(F') é nao singular se, e sé se, cada desomogeneizacao Z( f;)
¢ nao singular.

Um dominio de valorizagao discreta ¢ um dominio de ideais principais R que também é
um anel local, mas nao é um corpo. Nesse caso, um gerador ¢ de seu tinico ideal maximal
m é dito um parametro local e é facil ver que todo elemento nao nulo z € Frac(R)
pode ser escrito unicamente na forma z = ut™, com u € R* e n € Z (ver Fulton [[4],
Proposigao 4, pagina 22]). Com isso, temos uma fungao, dita uma valorizagao discreta,
v : Frac(R) — Z U {00}, dada por v(z) = n, se z = ut", e v(0) = oo. E imediato de sua
definigao que v(ab) = v(a) + v(b) e que

v(a + b) > min{v(a), v(b)}
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Mais ainda, nao é dificil verificar que, se v(a) # v(b), entao vale a igualdade na expressao

acima. Por fim, notamos que

R ={z € Frac(R) | v(2) > 0},
R* = {z € Frac(R) | v(z) = 0},
m = {z € Frac(R) | v(z) > 0}.

A nao singularidade de um ponto P de uma curva algébrica plana afim C pode ser

traduzida pelo anel local Op(C) da seguinte forma:

Proposicao 1.10. Seja C uma curva algébrica plana afim. Um ponto P € C € nao

singular se, e s se, Op(C) € um dominio de valorizagao discreta.

Demonstragao. Ver Fulton [[4], Teorema 1, pdgina 34].
[l

Esse resultado nos motiva a estender a nogao de singularidade para uma curva algébrica

qualquer da seguinte maneira:

Definigao 1.23. Seja C uma curva algébrica, dizemos que P € C é um ponto nao singular
de C se Op(C) é um dominio de valorizagao discreta. Diremos que C é nao singular se

todo ponto for nao singular.

Ja vimos que estudar curvas algébricas sobre K a menos de equivaléncia birracional é
estudar extensoes de K finitamente geradas com grau de transcendéncia igual a 1. O que
nao é tao 6bvio é que toda extensao finitamente gerada de K com grau de transcendéncia
igual a 1 é K-isomorfa ao corpo de funcgoes de alguma curva algébrica projetiva nao

singular:

Teorema 1.8. Dada uma curva algébrica plana projetiva C, existem uma curva algébrica
projetiva nao singular C' e um morfismo birracional = : C' — C. Mais ainda, 7 € sobre-

jetivo e o par (C', m) € unico no sequinte sentido: para todo outro par (C', ), existe um

tnico isomorfismo v : C' — C' tal que 7o) = .

Demonstracao. A unicidade segue do fato de que toda aplicagao racional X --+ Y onde
X é um curva nao singular e Y é projetiva, se estende a um tunico morfismo X — Y
(ver Fulton [[4], corolrio 1, pagina 82]). De fato, dado um outro par (C', 7), existe uma
equivaléncia birracional entre C' e C', que, pelo fato mencionado, se estende a um tnico

isomorfismo v : ' — C' que faz o diagrama abaixo comutar:

P

N

C—T-C<"(
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A existéncia pode ser obtida, por exemplo, via blow-up (ver Fulton [[4], secdo 7.3 e

teorema 3, pagina 92]). O

A curva C’' é dita um modelo projetivo nao singular de C. Para cada ponto P € C
nao singular, existe um unico @ € C’ tal que 7(Q)) = P. Isso, em geral, nao é verdade
para os pontos singulares de C. Seja P € C um ponto singular, dizemos que @) € C’ esta
acima de P, se m(Q) = P. E possivel provar que acima de qualquer ponto singular de C
existe no maximo um numero finito de pontos de C’. De fato, seja f € Op nao nula com
f(P) = 0, entao, para todo ponto ) acima de P, como 7 é um morfismo, devemos ter
que for € Og\{0} e (fom)(Q) = 0. O resultado segue entao do fato de que uma funcao
racional nao nula possui um ndmero finito de zeros (ver proposigao 2.1). Logo, podemos

escrever

C' = (C — {pontos singulares}) U{Q1, ..., Q,}

onde (); sao os pontos acima dos pontos singulares de C.



Capitulo 2
Corpos de funcoes em uma variavel

No capitulo anterior, vimos que duas curvas algébricas sao birracionalmente equiva-
lentes se, e sé se, seus corpos de fungoes sao K-isomorfos. Dessa forma, muitas respostas
para perguntas sobre curvas e muitos invariantes birracionais de curvas podem ser obti-
dos estudando seus corpos de funcoes. Como um corpo de fungao de uma curva é uma
extensao de corpos finitamente gerada F'//K com grau de transcendéncia igual a 1, nesse
capitulo investigamos os principais resultados sobre extensoes desse tipo. Provaremos a
maior parte dos resultados, apenas omitindo a demonstracao de certos lemas ou resulta-
dos classicos cujas demonstragoes sejam muito longas. Nesse caso, fornecemos referéncias

para suas provas e mais detalhes.

2.1 Corpos de funcoes e curvas algébricas

Lembramos que K denota um corpo algebricamente fechado fixo.

Definigao 2.1. Um corpo de fung¢ées em uma varidvel sobre K (que, por simplicidade,
chamaremos de um corpo de fungoes) é uma extensao F//K tal que F'//K(x) é uma extensao
finita, para algum x € F\K. Um elemento de F' é dito uma func¢do e as fungoes x € K

sao ditas constantes. Dizemos que K é o corpo de constantes de F'.

Em particular, F'/K(z) ¢é finita para todo x € F' transcendente sobre K. Mais ainda,
isso caracteriza os elementos transcendentes sobre K, isto é, x € F' é transcendente sobre
K se, e sé se, F/K(z) é uma extensao finita.

A nocgao de corpo de fungoes acima estd intimamente relacionada com a nocao de
corpo de fungoes de uma curva algébrica. Por um lado, ja vimos que o corpo de fungoes
de uma curva algébrica é um corpo de fungoes no sentido da definicao acima. Por outro
lado, se F'/K é um corpo de fungdes em uma varidavel sobre K, como K é algebricamente
fechado ja haviamos observado que existem elementos z, y € F tais que F = K(x, y)

e f(z,y) = 0, para algum polinémio f em duas varidveis sobre K e, nesse caso, F' é o
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corpo de fungoes da curva algébrica plana Z(f) C A%, Em particular, tomando o modelo
projetivo nao singular do fecho projetivo m, temos que todo corpo de fungoes F/K
como na definicao acima é o corpo de funcoes de alguma curva algébrica projetiva nao
singular X.

Essa construcao garante uma equivaléncia entre a categoria das curvas algébricas pro-
jetivas nao singulares e morfismos nao constantes e a categoria dos corpos de fungoes
em uma variavel e K-homomorfismos. Dessa forma, varios conceitos e resultados podem
ser traduzidos de uma categoria para a outra. Por exemplo, existe uma bijecao entre o
conjunto dos pontos P € X e o conjunto dos ideais maximais dos anéis de valorizacao Op
de F/K, o qual sabemos serem anéis de valorizagao discreta (ver Fulton [[4], Corolario 4,
pégina 82]).

Por simplicidade, denotaremos esses ideais maximais também por P e diremos que

P é um lugar de F/K. Para cada lugar P de F/K, temos uma valorizagdo discreta

vp : F'— Z U {oo}, definida como antes. Lembramos que temos as caracterizagoes:

Op ={x € F|vp(x) >0},
P={z € F|vp(x)>0}.

Vamos fixar alguns termos novos:

Definigao 2.2. Diremos que um lugar P é um zero de x € F' se vp(z) > 0. Se vp(z) < 0,

diremos que P é um polo de z.

Uma consequéncia do lema de Zorn é que toda funcao nao constante x € F' possui
pelo menos um zero e um polo (ver Stichtenoth [[14], corolario 1.1.19, pédgina 8]). Por
outro lado, toda funcao nao nula deve ter no maximo um nimero finito de polos e zeros.

Mais precisamente, nao ¢é dificil provar que:

Proposicao 2.1. Sejam Py, ..., P, zeros distintos de x € F. Entado,
> une) < [F: K@)
i=1

Demonstragao. Ver Stichtenoth [[14], proposicao 1.3.3, pdgina 13].
O

Mais a frente, provaremos que, se Py, ..., P, sao todos os zeros de z, vale a igualdade.

2.2 Divisores

Consideraremos certas somas formais entre os lugares de um certo corpo de fungoes

F/K. No contexto de curvas, esses elementos sao somas formais entre os pontos de um
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modelo projetivo nao singular X com corpo de fungdes K(X) = F. Utilizaremos esses
objetos para definir um importante invariante birracional de uma curva algébrica, seu

genero.

Defini¢ao 2.3. Definimos o grupo de divisores de F/K, denotado por Div(F/K'), como
o grupo abeliano livre gerado pelos lugares de F'//K. Um elemento D € Div(F/K), dito

um divisor de F/K, é, portanto, uma soma formal

onde np € Z e np = 0, para quase todos os (isto é, todos exceto uma quantidade finita

de) lugares P. Definimos seu grau como

grau D = Z np.

P lugar

O elemento neutro de Div(F/K) serd denotado por 0 e corresponde ao divisor com
np = 0, para todo lugar P. Um divisor da forma D = P, para algum lugar P, ¢ dito um
divisor primo.

Como toda func¢do ndo nula x € F possui um ndmero finito de zeros e polos (ver

proposic¢ao 2.1), podemos associar a z um divisor

()= Y wvp(x)P.

P lugar

Um divisor D € Div(F/K) da forma D = (z), para alguma fungdo nao nula z € F,
é dito um divisor principal. Sem dificuldades, se verifica que o conjunto dos divisores
principais juntamente com o divisor nulo forma um subgrupo P(F/K) de Div(F/K). O
quociente Div(F/K)/P(F/K) é conhecido como o grupo de classes de divisores de F/K.
A classe de cada divisor D nesse quociente serd denotada por [D] e escreveremos D; ~ Do
se [D1] = [Dy].

Para introduzir o conceito de género de um corpo de fungoes, precisamos definir um

novo objeto:

Definigao 2.4. Sejam D; = Y npP e Dy = > mpP divisores de F'/K, escreveremos
Dy > Dy se np > mp, para todo lugar P. Para cada D € Div(F/K), definimos

L(D) = {z € F\{0} | (z) + D > 0} U {0}

E imediato da definicdo acima que se D = > npP, entao x € F nao nulo é um

elemento de L(D) se, e somente se, vp(z) > —np, para todo lugar P. Em particular,
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com isso vemos que, para um divisor primo P e um natural positivo n, L(nP) consiste
da funcao nula e de todas as funcoes = € F' tais que x possui polo apenas em P com
vp(z) > —n. Além disso, como toda fun¢do nao constante deve ter um polo, temos que
L(0) = K e L(A) = {0}, para todo A < 0.

Observe também que o conjunto L(D) como definido acima possui estrutura de K-
subespaco de F. De fato, L(D) # () e, para quaisquer duas fungoes x, y € L(D) e
k € K, temos que, para todo lugar P, vp(x —y) > min{vp(z), vp(y)} > —np e vp(kz) =
vp(k)+vp(z) = vp(x) > —np. Mais ainda, provamos que L(D) é um espago de dimensao

finita, a qual denotaremos por [(D).

Lema 2.1. Sejam D;, Dy divisores em F/K:

(a) Se D1 ~ DQ, entao L(Dl) g}( L(Dg),

(b) Se Dy < Dy, entdao L(Dy) C L(Ds) e dim(L(Dy)/L(D;)) < grau Dy grau D .

Demonstragao. Para provar o item (a), observe que, pondo Dy = Dy + (z), para alguma
fungdo ndo nula z € F, temos que, para toda funcao y € L(D;), a fungao zy € F
satisfaz (zy) + Dy = (y) + (z) + D2 = (y) + D1 > 0 . Assim, temos uma aplicacao
y € L(Dy) — xy € L(D,), a qual verifica-se imediatamente ser o K-isomorfismo desejado.

A inclusao L(D;) C L(D;) do item (b) é 6bvia. Para provar a tltima desigualdade,
podemos assumir Dy = D; + @), para algum divisor primo ) e o caso geral segue por
indugdo. Escrevendo Dy = > npP e Dy = Y mpP, podemos tomar ¢t € F' com vg(t) =
ng = mq + 1 e, nesse caso, para cada x € L(D;), temos que vg(xt) = vg(x) + vo(t) =
vo(x) + ng > 0. Dessa forma, obtemos uma aplicacao K-linear x € L(Dy) — zt + Q €
Oq/Q. Seu ntcleo é o conjunto das fungées x € L(Ds) com vg(zt) > 0, o qual verifica-se
facilmente ser L(D;). Finalmente, como K ¢é algebricamente fechado e Og/@Q é uma K-
algebra finitamente gerada e um corpo contendo uma cépia de K, temos que Og/Q = K

(ver Fulton [[4], Proposigao 4, pagina 15]) e consequentemente
dim(L(D1)/L(Ds)) < dim Og/Q = 1 = grau Dy — grau D;.

]

Proposigao 2.2. Seja D um divisor em F/K, existem tunicos divisores Dy, D_ > 0 tais

que D =D, — D_ e, nesse caso,
(D) <grauD, — 1.

Demonstrag¢ao. A existéncia e unicidade da escrita D = D, — D_ é 6bvia. Para provar

a desigualdade do enunciado, observe que, como D < D, pelo lema anterior, L(D) C
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L(Dy) e, portanto, basta mostrar que [(D,) < grau(D,) + 1. De fato, ainda pelo lema

anterior, temos que
I(Dy) —1=dim(L(D4)/L(0)) < grau D, .

O

No caso em que D = (x) é um divisor principal, vamos denotar D, e D_ por (z)g e
(%), respectivamente. Diremos que () € ()o sao respectivamente o divisor de zeros e
o divisor de polos de x em F/K.

Observe que a proposigao 2.1 nos informa que grau(z)o, grau(z). < [F: K(z)]. A

seguir, provamos que, para uma fun¢ao nao constante, vale a igualdade:
Teorema 2.1. Seja x € F\K, entdo grau(x)y = grau(x)s = [F : K(z)].

Demonstragdo. Como (x)g = (x7!), basta mostrar que para uma fungao nao constante
x € F, vale a igualdade grau(z)s, = [F : K(z)]. Além disso, observe que, pela proposigao
2.1, ja temos a desigualdade grau(z).,, < [F : K(z)] e, portanto, falta mostrar que
grau(z)e, > [F: K(2)).

Para tal, sejam n = [F' : K(z)] e {z1, ..., x,} uma base F' sobre K(x), consideramos
um divisor D > 0 tal que (z;) > —D, para todo i. Observe que, para todo natural
m, os elementos z'z; € L((2™)s + D), com i = 0,..., m e j = 1,..., n, sdo linearmente
independentes sobre K, uma vez que os z; sao linearmente independentes sobre K (), e,

portanto:
((2™)e + D) > (m 4+ 1)n.
Mais ainda, pela proposicao 2.2, para todo natural m temos a desigualdade
grau(x™)o + grau(D) +1 > (m + 1)n,
que pode ser reescrita como
m(grau(z)s — n) > n — grau(D) — 1.

Por fim, como a desigualdade acima vale para todo natural m, fazendo m — oo, con-
cluimos que grau(z), —n > 0.

]

Como consequéncia desse teorema, temos que todo divisor principal possui grau 0 e,
portanto, se D ~ Ds, ndo s6 temos que [(D;) = [(D3), mas também grau D; = grau Ds.

Isso, por exemplo, nos permite provar que:
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Corolario 2.1. Se grau D < 0, entdo [(D) = 0.

Demonstracao. De fato, se (D) > 0, existe x € L(D), x # 0 tal que D" := (z) + D > 0.
Nesse caso, D' ~ D e, pelo que j& observamos, grau(D) = grau(D’) > 0.
[

Finalmente, definimos a nogao de género de um corpo de fungoes e provamos o teorema
de Riemann, um primeiro passo importante para a demonstracao de um dos principais

teoremas desse capitulo, o teorema de Riemann-Roch.

Definigao 2.5. Definimos o género de um corpo de fungées F'//K como
g =sup{grau(D) — (D) + 1| D € Div(F/K)}.

Observagao 2.1. Antes de mais nada, observe que esse valor é sempre nao negativo, uma
vez que grau(0) —1(0) + 1 = 0. Nao ¢ dificil mostrar também que g é sempre finito (ver
Stichtenoth [[14], proposicao 1.4.14, pagina 20]).

Teorema 2.2 (Teorema de Riemann). Seja F/K um corpo de funcgoes de género g.
Entao, [(D) > grau D+1—g, para todo divisor D, e eziste um natural ¢ € N (que depende
de F/K) tal que

(D) =grauD + 1 — g,
para todo D € Div(F/K) com grauD > c.

Demonstracao. A primeira desigualdade segue imediatamente da definicao de g. Para
provar a segunda afirmacao, observe que, como ¢ ¢ finito, podemos escolher um divisor
Dy tal que [(Dy) = grau Do + 1 — g. Nesse caso, tome ¢ = grau Dy + g e, pela defini¢ao
do género, precisamos mostrar que, se D é um divisor com grau D > ¢, entao [(D) <

grau D + 1 — g. Para tal, primeiramente, note que
(D — Dy) > grau(D — Dy) +1—g>c—grauDy+1—g=1.

Portanto, existe uma fungao nao nula x € L(D — Dy) e, pondo D' = D + (z) > D,

obtemos que
grauD — (D) = grau D' — [(D") > grau Dy — (D) = g — 1,

como queriamos mostrar.
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2.3 Divisores canonicos e o teorema de Riemann-

Roch

Nessa secao, consideramos uma importante classe de divisores, que nos permitira obter
uma expressao para a dimensao (D) em fungao do grau de D e o género g, bem como o

menor valor da constante ¢ do teorema de Riemann.

Definigao 2.6. Um adele de F//K é uma aplicagdo « : {lugares de F//K} — F tal que
a(P) € Op, para quase todos os lugares P de F/K. Por simplicidade, escreveremos

a = (ap) para denotar o adele a : P +— ap.

Observe que o conjunto dos adeles de F//K, denotado por Ag, possui naturalmente
uma estrutura de K-espago vetorial onde k(ap), com k € K é definido como a aplicagao
P — kap, que, de fato, é um adele, pois, se ap € Op, como vp(k) = 0, devemos
ainda ter kap € Op. Mais ainda, como uma funcao xr € F possui um nimero finito de
polos, a multiplicagao x(ap) pode ser definida da mesma forma e ainda serd um adele, de
onde segue que Ap também possui estrutura de F-espago vetorial. O mesmo argumento
também nos permite ver que a aplicagao constante P +— x é um adele, dito um adele

principal, e, assim, temos uma inclusao F' — Ap.

Definigao 2.7. Para cada lugar P e adele «, definimos vp(a) = vp(ap). Para cada
divisor D = > npP, definimos

.AF<D> = {a c Ar | Up(Oé) +np > O}

Observe que Ap(D) é um K-subespago de Ap. A seguir, mostramos que podemos

interpretar o género como a dimensao sobre K de Ap/(Ar(0) + F).

Lema 2.2.

(a) Sejam Dy e Dy divisores com Dy < Dy. Entao, Ap(D1) C Ap(Ds) e

dim <AF(D2) + F

m) = (grau(Ds) — (D)) — (grau(Dy) — I(Dy)).

(b) Se D é um divisor com (D) = grau D + 1 — g, entio Ap = Ap(D) + F.

Demonstracao. Ver Stichtenoth [[14], teorema 1.5.4, pagina 23].

Teorema 2.3. Para todo divisor D, temos que

- Ar
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Demonstracao. Seja D um divisor qualquer, pelo teorema de Riemann, existe um divisior
Do > D tal que I[(Dy) = grau Dy + 1 — g. Pelo lema anterior, Ar = Ap(Dy) + F e

: Ap
dim (W) = (grau Dy — I(Dy)) — (grau D — (D))

=1(D) —grauD + g — 1.

]

Finalmente, introduzimos o conceito de uma diferencial de Weil e associamos a cada

um desses objetos um divisor:

Defini¢ao 2.8. Uma diferencial de Weil de F'/K é uma aplicacdo K-linear w: Ap — K
que se anula em Ap(D) + F, para algum divisor D. Denotamos o conjunto de todas as
diferenciais de Weil de F'/K por Qp.

Se wy e wy sdo diferenciais de Weil, digamos se anulando em Agp(D;)+F e Ap(Ds)+F,
respectivamente, e k € K, entao kw; — w3 é uma diferencial de Weil, que se anula em
Ap(Ds) + F, para qualquer divisor D3 com D3 < Dy e D3 < Dy. Assim, vemos que §p
possui estrutura natural de K-espaco vetorial.

Além disso, para cada divisor D, o conjunto
Qp(D) ={w € Qp | w se anula em Ap(D) + F'}

é um K-subespaco de Qr naturalmente isomorfo ao dual de Ar/(Ap(D)+ F) e, portanto,
de dimensao [(D) — grau D 4+ g — 1. Em particular, o conjunto Qz(0), cujos elementos sao
denominados diferenciais holomorfas, ¢ um K-espaco vetorial de dimensao ¢g. Isso nos
fornece uma nova interpretacao para o género.

Observe também que Qp possui estrutura de F-espaco vetorial, definindo o produto
zw como a aplicacdo dada por zw(a) = w(za). De fato, se uma diferencial de Weil w se
anula em Ap(D) + F, para algum divisor D, entdo zw é uma aplicagdo K-linear que se

anula em Ap(D + (z)) + F. Nao é dificil mostrar que:
Proposicao 2.3. Qr ¢ um F'-espago vetorial de dimensao 1.

Demonstracao. Ver Stichtenoth [[14], proposicao 1.5.9, pagina 26].
O

Provamos a seguir um importante fato que nos motivara a associar a cada diferencial
de Weil um divisor de F/K:

Proposicao 2.4. Para cada w € Qp nao nula, o conjunto

M(w) ={D € Div(F/K) | w se anula em Ap(D)+ F}
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¢ ndo vazio e existe um divisor W € M (w) tal que D < W, para todo D € M(w).

Demonstragao. Pela definigao de diferencial de Weil, o conjunto M (w) é nao vazio. Seja ¢
a constante do teorema de Riemann, observe que, para todo divisor D € M (w), devemos
ter grau D < ¢, pois, caso contrario, pelo teorema de Riemann, dim(Ap/(Ar(D)+ F)) =
(D) —grauD+¢g—1=0e D ¢ M(w). Logo, podemos escolher um divisor W € M (w)
de grau maximo e afirmamos que W possui a propriedade desejada.
De fato, escreva W = > npP e suponha que exista D € M (w), digamos D = Y mpP,
tal que mg > ng, para algum lugar (). Consideramos um adele o = (ap) € Ap(W + Q)
e decompomos o = a7 + g, onde ay (resp. az) é o adele dado por a;(Q) = 0 (resp.
a3(Q) = ag) e a1 (P) = ap (resp. ay(P) = 0), para lugares P # Q. E imediato ver que
a; € Ap(W) e g € Ap(D) e, portanto, w(a) = w(ay) + w(as) = 0. Em particular, isso
nos mostra que W + @Q € M(w), contradizendo a maximalidade do grau de W.
]

Claramente o divisor da proposi¢ao acima é unico e, assim, a cada diferencial de Weil
nao nula w, associamos o divisor W como no enunciado da proposicao acima, o qual sera
denotado por (w). Um divisor da forma (w) para alguma diferencial de Weil nao nula w
¢ dito um divisor candnico. Se (w) =Y npP, definimos, para cada lugar P, vp(w) = np
e dizemos que P é um zero (resp. polo) de w se vp(w) > 0 (resp. < 0).

Podemos verificar que:

Lema 2.3.
(a) Qp(D) ={weQ|w=0ou(w)> D},
(b) (2w) = () + (w), para todo x € F\{0} ew € Qp\{0};
(c) Se Wi e Wy sao divisores candnicos, entao Wy ~ Wj.

Demonstragao. As afirmagoes em (a) e (b) decorrem da definigao do divisor associado a
uma diferencial de Weil. Para provar a propriedade em (c), basta observar que, escrevendo
Wi = (w1) e Wy = (wy), para certas diferenciais de Weil nao nulas w; e wy, como Qp é
um espago de dimensao 1 sobre F, existe x € F' nao nulo tal que w; = zw,. Nesse caso,

pela propriedade em (b), vemos que
W1 = (wl) = (IWQ) = (.T) + wy = (I) + WQ,

isto é, W1 ~ WQ.

Finalmente, provamos o teorema de Riemann-Roch:



31

Teorema 2.4 (Teorema de Riemann-Roch). Sejam D um divisor de F/K e W um

divisor canonico, entao

[(D) =grau(D) +1— g+ (W — D).

Demonstra¢ao. Como (D) — grau(D) — 1 + g é a dimensao sobre K de Qg(D), basta
mostrar que L(W — D) = Qp(D). Para construir esse isomorfismo, como W é um divisor
candnico, considere primeiramente uma diferencial de Weil w tal que W = (w) e observe
que, se x € L(W — D), x # 0, entao

(zw) = () + (w) = (x) + W > D
implicando zw € Qp(D). Assim, temos a aplicacdo ¢ : L(W — D) — Qg(D) dada
por p(zr) = aw. Essa aplicacdo é obviamente K-linear e injetiva. Para verificar sua
sobrejetividade, note que, dada uma diferencial de Weil w' € Qp(D), como Qg é um

espaco vetorial de dimensao 1 sobre F', devemos ter que w’ = zw, para algum = € F.

Finalmente, como
() + W = (2) + (w) = (aw) = (') = D,

vemos que x € L(W — D) e, portanto, w' = ¢(x).

Corolario 2.2. Um divisor W de F/K ¢é um divisor canonico se, e so se,

graulW=2g—-2 e [(W)=g.

Demonstracao. Por um lado, se W é canonico, entao pelo teorema de Riemann-Roch,

temos que:

[(W)=I1(W—-0)=10) —grau0 —1+g =g,
grauW =[{(W)—14g—I(W —-W) =2g—2.

Reciprocamente se W é um divisor com grau W = 2g—2 e [(W) = g, entdo, consideramos

um divisor canénico W’ de F/K e, pelo teorema de Riemann-Roch, vemos que
(W —=W")=1(W)—graulWV+g—1=1.

Nesse caso, existe uma fungao nao nula z € L(W — W’) satisfazendo (z) + W — W’ > 0.
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Como
grau((z) + W = W') = grau W — grau W' = 0,

concluimos que (z) + W — W’ =0, isto é, W = W' + (z71). Escrevendo W’ = (w), para

1

alguma diferencial de Weil nao nula, vemos que W = (z~'w) e, portanto, W é um divisor

canonico.

]

Coroléario 2.3. Seja D um divisor de F/K. Se grauD > 2g — 1, entao
I(D)=grauD + 1 —g.

Demonstracao. Se grau D > 2g—1, para qualquer divisor canonico W, temos que grau W —
D <2g—2-2g+1 = —1. Pelo corolério 2.1, vemos que {(WW — D) = 0 e, assim, o teorema
de Riemann-Roch aplicado ao divisor D se reduz a expressao do enunciado.

O

2.4 Uma aplicagao: a sequéncia de lacunas em um
lugar

O teorema de Riemann-Roch é sem dividas um dos mais importantes teoremas que
provamos nesse capitulo e sao inimeras suas consequéncias. Nessa secao investigaremos
uma delas, a saber a existéncia de uma sequéncia de lacunas em cada lugar P de um

corpo de funcoes de género positivo.

Proposigao 2.5. Seja P um lugar de F/K. Para todo natural n > 2g, existe um elemento
r € F com (x)s = nP.

Demonstragao. Seja n > 2g, ja vimos que, pelo teorema de Riemann-Roch, como ambos
os graus de (n — 1)P e nP sado maiores ou iguais a 2g — 1, devemos ter [((n — 1)P) =
n—1+1—g=n—gel(nP)=n+1-—g. Isso nos mostra que L((n —1)P) C L(nP) e,
portanto, existe © € L(nP)\L((n —1)P) e () = nP.

[

Definigao 2.9. Seja P um lugar de F'//K. Dizemos que um natural n é uma lacuna em

P se nao existe uma fungao = € F com (z)s = nP.

Em particular, a proposicao que acabamos de provar mostra que toda lacuna deve
ser menor que 2¢g. Note também que o conjunto das nao lacunas em um lugar P é um

subsemigrupo aditivo de N. De fato, se n; e ny nao sao lacunas, entao existem fungoes
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T, Ty € F com (x;)e = n; P, i =1, 2, e, nesse caso, vemos que n; + ng ndo ¢é lacuna, pois
(l'lfbg)oo = (TLl + 7’LQ>P
Dado um lugar P, podemos considerar os espagos L(nP) e eles nos fornecem a seguinte

caracterizacao de quando um natural é uma lacuna em P:

Lema 2.4. Seja P um lugar de F/K. Um natural n é uma lacuna em P se, e so se,
[(n—1)P) =1(nP).

Demonstragao. Por um lado, se I((n — 1)P) # l(nP), entao L((n — 1)P) C L(nP) e
existe z € L(nP)\((n — 1)P), o qual obviamente satisfaz (z)., = nP e isso nos mostra
que n nao é lacuna em P. Reciprocamente, se n nao é lacuna em P, existe x € F' com
(2)oo = nP e, nesse caso, vemos que x € L(nP), mas x ¢ L((n — 1)P. Isso nos mostra
que I[((n —1)P # l(nP).

O]

Finalmente, provamos que em qualquer corpo de funcoes de género g # 0 existem
exatamente ¢ lacunas em cada lugar P. Mais adiante veremos que as sequéncias de
lacunas sao preservadas por automorfismos e no capitulo 4 utilizaremos esse fato para

obter a estrutura do grupo de automorfismos de certos corpos de fungoes.

Teorema 2.5 (Teorema das lacunas de Weierstrass). Sejam F/K um corpo de
fungoes de género g # 0 e P um lugar de F/K. Entdo existem g lacunas ny < ... < n,
em P. Mais ainda, ny =1 eny < 29 — 1.

Demonstracao. Consideramos a sequéncia de K-espagos vetoriais
K =L(0)C L(P)CL(2P)C..C L((2g — 1)P).

Pelo lema 2.1, devemos ter que I(nP) = I((n — 1)P) ou I(nP) = I((n — 1)P) + 1. Como
[(0) = 1 e, pelo teorema de Riemann-Roch, [((2g — 1)P) = g, cada caso deve ocorrer
precisamente g vezes. Pelo lema 2.4, isso corresponde a existéncia de g lacunas n; < ... <
ng < 2g —1 em P. Em particular, como nao existem lacunas maiores ou iguais a 2g pela
proposicao 2.5, ni, ..., ny sao todas as lacunas em P. Falta provar que n; = 1. Para tal
supomos que 1 nao fosse lacuna. Nesse caso, como o grupo das nao lacunas forma um
subsemigrupo aditivo de N e 1 gera N como semigrupo, teriamos que nao existem lacunas
em P, mas isso contradiz o fato de que existem g > 0 lacunas em P.

O

2.5 Extensoes de corpos de funcoes

Seja F'/ K um corpo de fungoes, por defini¢ao, existe x € F\ K tal que o grau [F' : K(x)]

¢ finito. O corpo K (x) também é um corpo de fungoes sobre K e gostariamos de relacionar
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os lugares e divisores de K(x) com os lugares e divisores de F', por exemplo. De uma

forma mais geral, fazemos essa relacao em extensoes algébricas de corpos de fungoes:

Defini¢ao 2.10. Uma eztensao algébrica de corpos de fungoes (sobre K) F'/F sao dois
corpos de fungbes F'/K e F/K tais que a extensao de corpos F'/F ¢ algébrica.

Observe antes de mais nada que:

Proposicao 2.6. Se F'/F ¢ uma extensio algébrica de corpos de fungdes, entao [F' :

F| < oc.

Demonstracao. Seja x € F\K, entdao x € F'\K e, portanto, [F’ : K(z)] < oo. Como
F' D F D K(z), vemos que F'/F é uma extensao finita de corpos.
[l

Para estudar a relacao entre os lugares de F” e os lugares de F', introduzimos a nocao

de estar acima:

Definigao 2.11. Dizemos que um lugar P’ de F’ estd acima de um lugar P de F' se

P C P'. Nesse caso, escrevemos P’|P.

Proposicao 2.7. Sejam F'/F uma extensao algébrica de corpos de fungoes e P’ e P

lugares de F' e F', respectivamente. Sao equivalentes:
(a) P'|P;
(b) Op C Opr;
(¢c) Eziste um natural e(P'|P) > 1 tal que vp(x) = e(P'|P)vp(z), para todo x € F.
Além disso, se P'|P, entio P=P' NF ¢ Op=0p NF.

Demonstragao. Para ver que (a) implica (b), suponha que exista x € F' com vp(x) > 0,
mas vp(x) < —1. Como P C P’, devemos ter x ¢ P, isto é, vp(x) = 0. Seja t € F' com

vp(t) =1, como P C P’, vemos que vp(t) > 0. Nesse caso, observe que
vp (2P Ot) = vp (t)vp(z) + vp(t) = 1
mas
vp(z°P' D) = vpi (t)vp () + vpr(t) < —vpr(t) + vpi(t) = 0,

isto ¢ 2v7"t € P\ P', contradizendo a hipétese de P C P’
Vamos mostrar agora que (b) implica (a). Supondo que Op C Op/, observe primeira-

mente que Op = F' N Opr. De fato, F'N Op é um subanel de F' contendo Op e como Op
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¢ um subanel maximal de F' (ver Stichtenoth [[14], teorema [.1.12, pagina 5]), devemos
ter FNOpr = Op ou FNOp = F. Para ver que o tltimo caso nao ocorre, suponha que
FNOp =F (isto é, F C Op:) e tome um elemento x € F'\Op,. Como a extensao F'/F

é algébrica, existem ay, ..., a,_1 € F' tais que
T4 a1+ a4+ ag = 0.

Como vp: () < 0 e vpr(a;) > 0, para todo i, vemos que na soma acima a parcela x™ possui

ordem em P’ estritamente menor que as ordens das outras parcelas em P’. Logo,
vp(0) = vpr (2™ + ap12™ P+ .+ arx + ag) = vp (2") = nvp(z)

mas isso nao é possivel. Assim concluimos que Op = F N Op: e falta mostrar que
P C P'. De fato, seja y € P, entao vp(y~') < 0 e, portanto, y~! ¢ Op. Em particular,
pela igualdade que acabamos de provar, y=! ¢ Ops, mas isso implica vp/(y~1) < 0 ou,
equivalentemente, vp: (y) > 0, isto é, y € P’.

Finalmente mostramos que (c) é equivalente as duas primeiras afirmagdes. Por um
lado, supondo que Op C Opr, note primeiramente que se z € F possui ordem vp(z) = 0,
entao z, 27! € Op C Op: e, portanto, vp/(z) = 0. Defina e(P’ | P) = vpi(t), onde ¢ é
um parametro local em P, isto é, vp(t) = 1. Em particular, observe que, como P C P’
devemos ter e(P’ | P) > 1. Nesse caso, seja x € F nao nulo, vp(zt~"*(*)) = 0 e, portanto,

pela observacao que fizemos,
vp(z) = vpr (2t TP @) 4 up (P @) = (P’ | P)up(x).

A reciproca é ébvia, pois dado x € Op, entdo vp(x) > 0 e, portanto, vp(z) = e(P’ |
P)up(X) >0, isto é, x € Op:. Dessa forma, estabelecemos a equivaléncia entre (a), (b) e
(c) e provamos que Op = FFN Op:. A igualdade P = F'N P’ segue imediatamente de (c).

]

Obviamente, o natural positivo e(P’|P) da proposi¢ao acima é tinico. Dizemos que
e(P'|P) é o indice de ramifica¢ao de P’ sobre P e, quando P’ e P estiverem subentendidos
escreveremos simplesmente e ao invés de e(P’|P). Note também que, se temos extensoes
algébricas de corpos de fungoes F”/F' e F'/F, a extensao F"/F é algébrica ese P", P', P
sao lugares de F"/K, F'/K, F/K, respectivamente, com P’ O P' D P, entdo, pela

definicao do indice de ramificacao, temos que
e(P"|P) = e(P"|P")e(P'|P).

A seguir provamos um teorema sobre a relacao entre os lugares de F' e F"
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Teorema 2.6. Seja F'/F uma extensdo algébrica de corpos de fungoes sobre K. Para
cada lugar P de F'/K, existe um unico lugar P de F/K, a saber P = F'0 P, tal que
P'|P. Reciprocamente, para cada lugar P de F/K, existe pelo menos um mas no mdzimo
um nimero finito de lugares P' de F'/K com P'|P.

Demonstrag¢ao. Seja P’ um lugar de F'/K, se P é um lugar de F' com P’|P, pela pro-
posicao 2.8, temos que P = P’ N F e, portanto, para provar a primeira afirmacao do
teorema, basta mostrar que P’ N F é um lugar de F. Para isso, vamos mostrar que
O = FNOp é um anel de valorizagao discreta de F. Note primeiramente que existe
r € F,x #0, com vp(x) # 0. De fato, seja t € F' com vp/(t) > 0, como F'/F é uma

extensao algébrica, existem ay, ..., a,_1 € F, ¢g # 0, satisfazendo
"+ a, "N+ agt + ag

e, nesse caso, se todo elemento nao nulo de F tivesse ordem em P’ igual a 0, terfamos
que a parcela ag possui ordem em P’ estritamente menor que a ordem de qualquer outra

parcela da soma acima em P’. Isso implica que
Up/(O) = Up,(t” + aniltnfl + o Fat+ aO) = 'UP’(G/O) = 0’

o que é um absurdo! Como todo elemento de K possui ordem em P’ igual a 0, essa
observacao nos mostra que K C O e, em particular, deve existir z € F' com vp(z) < 0,
implicando também que O C F. Finalmente, se z € F\O, entao vp/(z) < 0 e, portanto,
vp(27') > 0 e, portanto, 27! € O. Isso nos mostra que O é um anel de valorizagao de
F/K e, portanto, é um anel de valorizagao discreta (ver Stichtenoth [[14], teorema I.1.6,
péagina 3]). Seu unico ideal maximal é obviamente P = P'NF e também é claro que P'|P.
Seja agora P um lugar de F, consideramos um elemento x € F' com zero apenas em
P (ver proposicao 2.5). Como x deve possuir pelo menos um mas no maximo um nimero
finito de zeros em F’/K, atltima afirmacao do teorema segue imediatamente se provarmos
que um lugar P’ de F'/K estd acima de P se, e s6 se, vp/(x) > 0. Para provar esse fato,
observe que, por um lado, se P’| P, entdo, pela proposigao 2.7, vp/(x) = e(P'|P)vp(x) > 0.
Por outro lado, se P’ é um zero de z em F’'/K, ja provamos que existe um lugar Py de
F/K com P'|P, e, nesse caso, vp,(x) = e(P'|Py)‘vp/(z) > 0, implicando Py = P, uma
vez que o Unico zero de x em F/K é P. Logo, temos que P'|P.
]

Finalmente, consideramos a relacao entre divisores de F'/K e F/K e provamos a
igualdade fundamental, que relaciona, para cada lugar P de F/K, o grau da extensao
F'/F e os indices de ramificacao e(P’|P), para cada lugar P’ de F'/K acima de P:

Definigao 2.12. Seja D = ) ,npP um divisor de F//K, definimos sua conorma com
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respeito a extensao F'/F como o divisor de F'/K dado por

Con piyp(D) =YY " e(P'|P)npP’

P PP

Observagao 2.2. A aplicacao Congr/p : Div(F/K) — Div(F'/K) é obviamente um
homomorfismo de grupos. Além disso, pela multiplicatividade do indice de ramificacao,

temos que se F”/F' e F'/F sao extensoes de corpos de fungoes, entdo, para todo divisor

D de F/K,

Con pr/p(D) = Con prypr(Con pr/p(D).

Lema 2.5. Sejam F'/F uma extensdo de corpos de fungoes sobre K e x € F. Denotando

por (x), (), (¥)s (resp. (z), (x)y, (x)) 0s respectivos divisores principal, de zeros e

de polos de x em Div(F/K) (resp. Div(F'/K)), entao

()" = Con pr/r((2)),
(2)o = Con g1y ((2)o),

(
(#)o = Con pryp((2)o0)-

Demonstragao. Seja P um zero de z em F/K, para cada lugar P’ de F'/K acima de P,
temos que vp(z) = e(P'|P)vp(z) > 0 e, portanto, P’ é um zero de x em F'/K. Mais
ainda, cada zero P’ de x em F'/K estd acima de um zero P de (z) F/K, uma vez que,

se vpr(z) > 0, entao vp(x) = e(P'|P) tvp/(x) > 0. Assim, vemos que

(@)=Y e(P|P'nF)p(x)

vpr(z)>0

= > > ePPp(x)

vp(xz)>0 P'|P

= Con F//F((x)())

/

"o = Conp//p((2) € finalmente temos que

De maneira andloga, mostramos que ()

(2) = (v)y — (2)5 = Con pr/p((2)o) — Con pr/p((7)oo)
= Con pr/p((2)o — (2)so = Con pr/p((2)).

Teorema 2.7 (Igualdade Fundamental). Seja F'/F uma extensao algébrica de corpos
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de fungoes sobre K e seja P um lugar de F/K. Entao,

[F': F]=> e(P'|P).

P'|P

Demonstrag¢ao. Considere um elemento = € F que possua zero apenas em P (ver Pro-
posigao 2.5). Seja (x); o divisor de zeros de x em F'/K, por um lado, pelos teorema 2.1

e lema 2.5, temos que

[F': K(x)] = gran(z)y = »_ e(P'|P)op(z) = vp(z) Y e(P'|P).

P'|P P'|P

Por outro lado, novamente pelo teorema 2.1, temos que
[F': K(z)]=[F': F|[F: K(z)] = [F": Flup(x).

Igualando os dois valores obtidos para [F” : K(z)], obtém-se a igualdade fundamental.
0

Coroldrio 2.4. Seja F'/F uma extensao algébrica de corpos de fungoes sobre K. Entdo:

(a) Para todo lugar P de F/K, #{lugares P' de F'/K acima de P} < [F": F|;
(b) Para todo lugar P de F/K e P' de F'/K com P'|P, e(P'|P) < [F': F|;
(c) Para todo D € Div(F/K), grau(Conp//p(D)) = [F' : F|grauD.

Demonstragao. As afirmagoes nos itens (a) e (b) sdo imediatas da igualdade fundamental.
Para provar a afirmacdo em (c), escreva D = ) ,npP e observe que, pela igualdade

fundamental

grau(Con p//p(D)) = Z Z e(P'|P)np

P PP
-5 (e S
PP
= [F': F| an
P
= [F': F]grauD.

]

Fixamos, por ultimo, alguns novos termos, que aparecerao com frequéncia na proxima

secao e no proximo capitulo:
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Definigao 2.13. Seja F’/F uma extensao algébrica de corpos de fungdes sobre K e seja
P um lugar de F//K. Diremos que P se ramifica na extensao F'/F se e(P'|P) > 1, para
algum lugar P’ de F'/K acima de P. Em particular, P ndo se ramifica se, e s6 se, existem
[F': F] lugares de F'/K acima de P. Por fim, diremos que P se ramifica totalmente na
extensdo F’/F se existe um tnico lugar P’ de F'/K acima de P. Em particular, isso
ocorre se, e sé se, e(P'|P) = [F': F].

2.6 Extensoes separaveis de corpos de funcoes

Nessa secao, consideramos extensoes algébricas F’/F de corpos de fungoes sobre K tais
que as extensoes de corpos F’/F sdo também separaveis. Da teoria de corpos, sabemos
que essa hipdtese garante que a funcao traco Trp/p : I — F' com respeito a extensao
F'/F nao ¢ identicamente nula. Utilizaremos a seguir o traco de F’/F para construir
um divisor Diffp/p de F'/K, dito a diferente de F'/F, que, de certa forma, contém
informagoes importantes sobre a ramificacao dos lugares de F'/K na extensao F'/F.

Lembramos antes que numa extensao separavel de corpo, toda base possui uma base

dual com respeito ao traco da extensao:

Lema 2.6. Seja F'/F uma extensao algébrica e separdvel de corpos (de fungioes sobre
K). Entao, a fungdo tragco Trpp : F' — F induz uma forma bilinear T : L x L — K
nao degenerada dada por T'(x,y) = Trpp(z, y). Em particular, vemos que, dada uma
F-base {x, ..., x,} de F', existe uma unica F-base {3, ..., x}} de F', dita a base dual de

{z1, ...y xn}, com T(x;x;) = d;5, onde por 0;; denotamos o delta de Kronecker.

Demonstragao. Ver Stichtenoth [[14], proposicao I11.3.3, pdgina 73].
]

Lema 2.7. Sejam F'/F uma extensdo algébrica de corpos de fungoes sobre K e R um
dominio integralmente fechado com corpo de fra¢oes F # R contendo K. Se x € F' é

inteiro sobre R, entao Trp p(x) € R.

Demonstracao. Ver Stichtenoth [[14]Coroldrio I11.3.2, pdgina 72].

Provamos a seguir a existéncia de bases integrais para lugares de F'/F":

Definigao 2.14. Seja F’/F uma extensao algébrica e separavel de corpos de fungoes sobre
K, dizemos que uma base {z1, ..., ,} de F'/F é uma base integral para um lugar P de

F/K se {x1, ..., x,} ¢ uma base para o fecho inteiro de Op em F’ visto como Op-mddulo.

Teorema 2.8. Seja F'/F uma extensao algébrica e separdvel de corpos de fungoes sobre
K e seja R um dominio integralmente fechado contendo K e com corpo de fragoes F' # R.

Se R’ denota o fecho inteiro de R em F', entao:
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(a) Seja x € F', existe a € R nao nulo tal que ax € R'. Em particular, existem bases

de F'/F contidas em R';

(b) Seja {z1,..., x,} uma base de F'/F contida em R' e seja {z7, ..., v} sua base dual,

temos que

Rxi+ ..+ Rx, CR C Rz} + ..+ Rx, .

(¢) Se R é um dominio de ideais principais, entio R' é um R-mddulo livre e existe uma

base {x1, ..., x,} de F'/F tal que

R = Rxy + ... + Rx,,.

Demonstracao.

(a)

Seja x € F', como F'/F é uma extensao algébrica, existem a,,_1, ..., ag € F tais que
2™+ a1 2™ T 4 a4 ag = 0.
Escrevendo a; = a;3; !, com ay, B; € R, defina a = Bi...3,_1 € R e observe que

(az)™ + atpm_1(az)™ ' + ...+ a™ tay(ax) + a™ag = 0,

de onde segue que ax € R'. Por fim, seja agora {z1, ..., z,} uma base de F'/F, como
vimos existem elementos by, ..., b, € R nao nulos tais que b;z; € R, para todo i.
Obviamente, {b1x1, ..., byx,} é uma base de F'/F contida em R’

A primeira desigualdade é imediata. Seja entao x € R’, em particular, x € F’ e,

portanto, existem elementos a4, ..., a,, € F tais que
* *
T =a12] + ... +a,T,.

Por hipétese, x; € R', para todo i, e, assim, temos que xx; € R. Pelo lema 2.7, para

cada 7, devemos ter que
Tr pryp(za;) = Zaj TrF//F(x;x) =a; € R.
j=1
Logo, z € Rz} + ... + Rz,

Comegamos com uma base {z1, ..., z,} de F'/F com R' C Rz + ... + Rz,, o que

é possivel pelo item (b) que acabamos de provar. Para cada j = 1,..., n, definimos
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R; = R’ﬁZLl Rz;. Vamos mostrar que, para cada j, existem 1, ..., x,, € R’ tais que
R; = Rxy + ... + Rx;. Em particular, isso conlui a demonstracao, pois, para j = n,
vemos que R = R, = Rxl + ... + Rz, e x1,..., x,, sdo linearmente independentes

sobre F', pois R’ contém alguma base de F'/F.

Para j = 1, considere o conjunto
IL={a€F|az € R},

e observe que I; C R. De fato, para cada a € I, azy € R' C Rz; + ... + Rz, e, como
21, ..., Zp Sao linearmente independentes sobre F', concluimos que a € R. Mais ainda,
¢ imediato ver que I; é um ideal de R e, portanto, como supomos R um dominio de
ideais principais, existe a; € R tal que I; = Ra,. Dessa forma, definimos 1 = a12; e
vemos que R; = Rx;. De fato, por um lado, dado z € Ry = R'N Rz, entdo z2~ ' € R
e, mais precisamente, como rz7'z; = x € R/, temos que xz; € I; = Ra;. Logo,

T € Rzia; = Rxq. A inclusao R; O Rz é imediata.

Finalmente, supomos que, para j € {2,..., n}, encontramos zi,..., x;_; tais que

R;_1 = Rz + ... + Rx;_;. Considere o conjunto
[]' = {a e F | Hbl, ceey bj,1 € R com b121 + ...+ bjflzjfl —+ az; € R/},

o qual, utilizando argumentos analogos ao do caso 7 = 1, vemos ser um ideal de R,
digamos I; = Raj, para algum a; € I;. Sejam by, ..., bj—1 € R tais que bjz; + ... +

bj_1zj—1+ ajz; € R', defina u; como

T = bizg + ...+ bj_lzj_l + a;z; € R
Por um lado, imediatamente vemos que

J
Rj=R'NY Rz D Rj_y+ (R NRz) D Rz + .. + Ra;

=1

Por outro lado, seja x € Ry, existem ¢, ..., ¢; € R tais que
T =cz+ ..tz

e, nesse caso, vemos que ¢; € I; e, portanto, ¢; = a,c, para algum ¢ € R. Assim,

concluimos que

T — CT = (Cl — Cbl)Zl + ...+ (Cj,1 — ijfl)ijl S Rj,1 = R.Tl + ...+ R.ZEj,l,
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de onde segue que x € Rx; + ... + Rx;.

]

Corolario 2.5. Sejam F'/F uma extensdo algébrica e separdvel de corpos de fungoes
sobre K. Todo lugar de F/K admite uma base integral no sentido da defini¢cao 2.14.

Mais ainda, qualquer base de F'/F € uma base integral para quase todo lugar de F/K.

Demonstra¢ao. A primeira afirmacdo segue imediatamente do item (c) do teorema 2.8,
visto que, para todo lugar P de F'/K, o anel Op é um anel de valorizagao discreta e, em
particular, um dominio de ideais principais. Provamos entao a tultima afirmacao e, para
tal, seja {x1, ..., ,,} uma base arbitréria de F”/F, consideramos sua base dual {z7, ..., =}
e os coeficientes dos polinomios minimos (monicos) de cada x; e x}. Existe um conjunto
finito S de polos de tais coeficientes em F'. Seja P um lugar de F//K com P ¢ S, entao os
coeficientes dos polinomios minimos de cada x; e =] sao elementos de Op, de onde segue
que z;, i € O, para todo i, onde denotamos por O o fecho inteiro de Op em F’. Logo,

pelo item (b) do teorema 2.8 e pelo fato de que {1, ..., x,} é a base dual de {7, ..., 2},

i@pl’l’ C O, C i@pr CO) C iOP%‘,

i=1 =1 i=1

de onde segue que Op = Opzy + ... + Opxy,.
]

Finalmente, utilizando as propriedades do traco mencionadas acima e a existéncia de
bases integrais para lugares de F'/K, provamos um resultado que nos motivard a definir

a diferente da extensdo algébrica e separavel F”/F":

Lema 2.8. Sejam P um lugar de F/K e O% o fecho inteiro de Op em F', entao
Op ={z € F'|vp/(x) >0, para todo P'|P}.

Além disso, Op € um dominio de ideais principais.

Demonstragao. Ver Stichtenoth [[14], corolario I11.3.5, pagina 75]
]

Proposigao 2.8. Sejam P um lugar de F/K e O o fecho inteiro de Op em F', considere
o conjunto Cp = {x € F' | Trp/p(zO%) C Op}. Entao:

(a) Cp € um Op-mddulo com Op C Cp;

(b) Se {x1,..., z,} € uma base integral para o lugar P, entio Cp = Opzi + ...+ Opxl;
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(c) Ezistet € F' tal que Cp = tO) e, pam todo lugar P' de F' /K acima de P, temos que

vp(t) < 0. Além disso, Cp = t'O)p, para outro t' € F' se, e 50 se, vp(t') = vpi(t),
para todo P'|P;

(d) Cq = Og, para quase todo lugar Q de F/K.

Demonstracao.

(a)

(b)

A primeira afirmacao é 6bvia pela definicao de Cp e a segunda afirmacao segue dire-

tamente do lema 2.7.

Por um lado, seja = € Cp, em particular, x € F’ e, portanto, existem a, ..., a, € F
tais que x = ayx + ... + a,x). Como z; € O, para todo i, e x € Cp, vemos que, para

cada 1,

Tr pryp(aa;) Za] Tr pryp(2j2;) = a; € Op

7j=1
e, assim, concluimos que z € Opx] + ... + Opz}.

Por outro lado, seja agora z = a127 + ... + a,x), com a; € Op, devemos mostrar que
Trpp(zy) € Op, para todo y € Op. De fato, seja y € O, existem by, ..., b, € Op

tais que y = byzy + ... + b, e, nesse caso, vemos que

n

Tr prp(zy) = Z a;ib; Tr pr/p(270;) Zalb € Op.

i,7=1

Pelo item (b), existem elementos x1, ..., x, € F’ tais que Cp = Opxy + ... + Opx,,.
Seja © € Op com vp(x) > vp/(x;), para todo P'|P e i, observe que xC)P C O%. De
fato, dado y € Cp, existem ayq, ..., b, € Op tais que y = a1xy + ... + a,x, e, assim,

temos que, para todo lugar P’|P
vp(zy) > min{e(P'|P)vp(ar) + e(P'|P)vp(xy) + vp(z;)} > 0,

o que implica zy € O, pelo lema 2.8. Além disso, pelo item (a), concluimos que
xCp é um ideal de O e, portanto, pelo lema 2.8, existe z € zCp tal que 2Cp = 20%.

1 vemos que Cp = tO% e, como 1 € Cp, devemos ter

Dessa forma, pondo ¢t = zx~
t=t € O, isto é, vp:(t) < 0, para todo P'|P. Finalmente, note que tO% = 'O, para
outro t' € F' se, e s6 se, ambos t't 7! e (#t71)~! sao elementos de Q). Pelo lema 2.8,
isto equivale a dizer que vp: (t't7!) = 0, para todo P'|P, isto é, vp:(t) = vp:(t'), para

todo P'|P.
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(d) Seja {z1,..., z,} uma base de F'/F, sua base dual {z7, ..., 2} é uma base de F'/F,
pelo corodrio 2.5, Oy = Oz} + ... + Oq;, para quase todo lugar @ de F//K. Pelo
item (b), concluimos que Cqo = O, para tais lugares ) de F'/K.

]

Definigao 2.15. Seja F’/F uma extensao algébrica e separavel de corpos de fungoes sobre
K. Para cada lugar P de F/K e P’ de F'/K acima de P, definimos d(P’|P) = —vp:/(t),

onde t é um elemento de F” tal que Cp = tOp. A diferente da extensao F'/F é o divisor

Diff(F'/F) = Y d(P'|P)P"

P PP

Observacao 2.3. O valor d(P’'|P) estd bem definido em virtude do item (b) da pro-
posicao acima. Mais ainda, pelo mesmo item, d(P’|P) > 0 e, portanto, Diff (F'/F) > 0.
Finalmente, note que a soma na expressao da diferente é finita, pois pelo item (c) da
proposigao acima d(P’'|P) = —vp:/(1) = 0, para quase todo lugar P de F//K e P' de F'/K

acima de P.

Como mencionado anteriormente, a diferente da extensao separavel F'/F traz certas
informagoes relevantes sobre a ramificagao dos lugares de F//K. Isso se deve a existéncia
de uma intima relagdo entre os numeros d(P’'|P) e e(P'|P). Essa relagdo é resumida

abaixo em um teorema classico conhecido como o teorema da diferente de Dedekind:

Teorema 2.9 (Teorema da Diferente de Dedekind). Seja F'/F uma extensao algébri-
ca e separdvel de corpos de fungoes sobre K. Sejam P um lugar de F/K e P" um lugar
de F'/K acima de P, entdo:

(a) d(P'|P) = e(P'|P) —1;
(b) d(P'|P) =e(P'|P) — 1 se, e sd se, a caracteristica de K nao divide e(P'|P).

Demonstragao. Ver Stichtenoth [[14], teorema I11.5.1, pagina 89].
]

Finalmente, investigamos a relagao entre os géneros g e gp de F'/K e F/K, respec-
tivamente. Essa relagao se baseia na existéncia do cotra¢o de uma diferencial de Weil de
F/K:

Definigao 2.16. Seja F'/F uma extensao algébrica e separavel de corpos de fungoes

sobre K, definimos

Apyp={a € Ap | ap = aprse PNF=P'NF}
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o qual obviamente é um F’-subespaco do espago de adeles de F'/K. Lembramos que
identificamos um elemento de F” com um adele principal associado a esse elemento e é
claro que um adele principal ¢ um elemento de Ap//r. Estendemos o traco Trp//r a uma

aplicagao F-linear Trpr/p : Ap//p — Ap dada por
(TI‘F//F(Oé»p = ’TI‘F//F(OCP/)7

onde P’ é qualquer lugar de F’/K acima de P.

Observagao 2.4. A extensao do trago definida acima esta bem definida. De fato, para
cada lugar P de F/K, o valor apr é 0 mesmo para todo lugar P'|P, pela defini¢ao de
Api/p, e, portanto, (Trg/p(a))p independe da escolha de P'. Além disso, ag € O, para
quase todo lugar @ de F'/K e, portanto, para quase todo lugar P de F'/K, devemos ter
ap € (gpOq = Op, onde P’ é um lugar de I'/K acima de P. Logo, pelo lema 2.7,
para quase todo lugar P de F/K, devemos ter Trp/ p(ap) € Op, e, assim, concluimos
que Trp p(a) é, de fato, um adele de F/K.

Lema 2.9. Para todo D' € Div(F'/K), temos que Apr = Apijp + Ap/(D').

Demonstragao. Ver Stichtenoth [[14], lema II1.4.8, pagina 84].
O

Teorema 2.10. Seja w uma diferencial de Weil de F/ K, existe unica diferencial de Weil
W' de F'/K tal que

w'(a) = w(Tr pyr(a)),

para todo o € Apijp. Essa tnica diferencial de Weil é denominada cotraco de w (com

respeito a extensao F'/F') e serd denotada por Cotrp p(w). Mais ainda, se w # 0, entdo
(COtI‘ F//F(W)) = Con F//F((W)) + DIH(F,/F)

Demonstracao. Mostramos primeiramente a existéncia do cotraco. Se w = 0, obviamente
tomamos w’ = 0. Caso contrario, consideramos o divisor W' = Congr,p((w))+Diff (F'/F).
Definimos, primeiramente, w; : Ap/p — K dada por w; = w o Trp//p e verifica-se que
(ver Stichtenoth [[14], teorema I11.4.6, pagina 85])

(1) wy é K-linear e se anula em (Ap/p N Ap(W')) + F;

(2) W’ é um elemento maximal do conjunto

M(wy) ={D" € Div(F'/K) | w; se anula em (Ap/(D') N Ap/p) + F'}.
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Finalmente, definimos ' : A — K, utilizando o lema 2.9: dado o € Ap, existem
B e Apyp ey e Ap(W') tais que a = 34 v e, nesse caso, definimos w'(a) = wi(B).
Observe que a aplicacao w’ estd bem definida, pois se o também se escreve como ' + v/,

para outros ' € Ap/p ey € Ap/(W'), entao
B=B=v—+€cAp(W)NApp

e, portanto, pela propriedade (1) de wq, temos que wy (5 — ') = 0, isto é, w1 (8) = w1 (F).

Além disso, obviamente w’ é K-linear e pelas propriedades (1) e (2) de wy, vemos que

(3) W’ se anula em Ap (W') + F;
(4) W' é um elemento maximal do conjunto

M) ={D" € Div(F'/K) | w' se anula em Ap(D") + F'}.

Observe que a propriedade em (3) nos informa que w’ € Qp e a propriedade em (4)
nos diz que W’ é o divisor de ', isto é, (w') = W’ = Congrp((w)) + Diff (F'/F). Por fim,

pela construgao de w’, temos que, para o € Apr/p,
W(a) =wi(a) = w(Tr pp(a)).

Sé falta provar a unicidade do cotraco. Para tal, suponha que w' e w” sdo duas
diferenciais de Weil de F'/K com w’' = w" em Ap//p. Como w' — w” é uma diferencial de
Weil de F'/K, existe D’ € Div(F'/K) tal que w’ — w” se anula em Ap (D’) e, nesse caso,
W' =w" em Ap(D’). Pelo lema 2.9, concluimos que w' = w” em Ap = Ap//p + Ap/(D')
e, portanto, w’ e w” sdo uma mesma diferencial de Weil.

]

Corolario 2.6 (Férmula de Hurwitz). Seja F'/F uma extensao algébrica e separdvel

de corpos de funcoes sobre K. Entao,
29p — 2 =[F": F|(2g9r —2) + d(F'/F)

onde g, gr € d(F'/F) denotam, respectivamente, o género de F'/K, o género de F/K
e o grau da diferente de F'/F.

Demonstragao. Seja w uma diferencial de Weil nao nula de F//K, pelo teorema 2.10,

(Cotr pr/p(w)) = Con pr/p((w)) + Diff (F'/F). (2.1)
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Observe que (Cotrp/p(w)) e (w) sdo divisores canonicos de F'/K e F// K, respectivamente,
e, portanto, possuem graus 2gp — 2 e 2gr — 2, respectivamente. Além disso, pelo item
(c) do corolario 2.4, o grau da conorma de (w) é [F' : F|grau(w) = [F' : F|(2gr — 2) e,
portanto, a igualdade do enunciado segue se tomarmos os graus na expressao (2.1).

0



Capitulo 3

Grupo de Automorfismos de Corpos

de Funcoes

Nesse capitulo, discutimos questoes sobre a ordem do grupo de automorfismos de um
corpo de fungoes F'/K de género g # 1, onde K como nos capitulos anteriores é um
corpo algebricamente fechado. Na primeira secao, estudamos a agao natural desse grupo
no conjunto dos divisores de F'/K e, na segunda se¢ao, determinamos explicitamente
todos os automorfismos de um corpo de funcoes de género 0. No entanto, o principal
objetivo desse capitulo estd na secao 4, onde mostramos que, se g > 2, entao o grupo de
automorfismos de F'/K é finito e, para tal, na secao 3, introduzimos a nocao de grupo
de decomposicao de um lugar e provamos sua finitude. A demonstracao desse fato sera
baseada em Iwasawa-Tamagawa [8]. O caso de corpos de fungoes de género 1 é também
conhecido e faremos breves comentérios na ultima secao, fornecendo referéncias para mais
detalhes.

3.1 Automorfismos de corpos de funcoes

Lembramos que um corpo de fungoes F'//K é antes de mais nada uma extensao de
corpos F/K e por Aut(F/K) denotamos seu grupo de automorfismos, isto é, o conjunto
de todos os automorfismos do corpo F' que deixam cada elemento de K fixo. Seja F'/F
uma extensao de corpos de fungoes sobre K, é conveniente considerar também o grupo dos
automorfismos da extensao de corpos F'/F, denotado por Aut(F’/F'), o qual claramente
é um subgrupo de Aut(F’/K).

Investigaremos primeiramente a agao do grupo Aut(F'/K) no conjunto dos lugares de

F/K:

Proposicao 3.1. Sejam P um lugar de F/K e o € Aut(F/K), entao o(P) é um lugar
de F/K. Mais ainda, 0(Op) = Oup) € Vo(p) = Up © o L.
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Demonstragao. Observe primeiramente que o(Op) é um anel de valorizacdo. De fato,
esse anel nao é um corpo e, se x € F' nao é um elemento de o(Op), entdao o~ (x) nao é
um elemento de Op e, portanto, (¢~ (z))™! = o7 (z7!) € Op, implicando ™! € o(Op).
Nesse caso, vemos que seu lugar associado é o(Op)\o(Op)* = c(Op\O}) = o(P).

Falta verificar que vy(p)y = vp o o~ !. Para tal, considere ¢t um parametro local em P,
isto ¢, t ¢ um gerador do ideal P de Op, e entdo o(t) é claramente um gerador do ideal
o(P) de 0(Op) = Oy(p). Nesse caso, se x € F'\{0} se escreve na forma uc(t)", para

u € O p, entao vy(p)(z) =n e

vp(o™(z)) = vp(o (W) = n = vy (z),

uma vez que o' (u) € 0~ (O} p)) = Op.
[

Corolario 3.1. Sejam F'/F uma extensao algébrica de corpos de fungoes sobre K, P um
lugar de F/K e o € Auwt(F'/K) tal que o(F) = F. Entao, para todo lugar P de F'/K
acima de P, temos que o(P')|o(P) e e(P'|P) =e(a(P')|o(P)).

Demonstragao. Pela proposigao 3.1, o(P’) é um lugar de F'/K e o(P) é um lugar de F// K
e, como o(P") D o(P), concluimos que o(P’)|c(P). Finalmente, se ¢ é um parametro local

em P, pela proposicao 3.1, o(t) é um parametro local em o(P), e, mais ainda,
e(o(P)|o(P)) = vo(pry(a(t)) = vp (o (o(t)) = v (t) = e(P|P).
]

Observacgao 3.1. Mais ainda, no caso especial em que F’/F é uma extensao Galois, para
todo lugar P de F'/K, temos que o grupo de Galois Aut(F’/F') age transitivamente sobre
o conjunto das extensoes P'| P, isto é, dados lugares P; e P, de F'/K acima de um lugar
P de F/K, existe 0 € Aut(F'/F) tal que P, = o(P,) (ver Stichtenoth [[14], Teorema
II1.7.1, pagina 109]). Em particular, vemos que, se @ é um lugar de F'/K acima de um
lugar P de F/K e 0(Q) = @, para todo o € Aut(F’/F), entao ) é totalmente ramificado

na extensao F'/F.

A proposi¢ao 3.1 nos motiva a definir a seguinte a¢ao do grupo Aut(F/K’) no conjunto
dos divisores de F/K:

Definigao 3.1. Seja D = > n, P um divisor de F'/ K, para cada o € Aut(F/K), definimos

o(D) = Z npo(P).
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Note que D e o(D) possuem o mesmo grau. Além disso, se D = (z), para alguma
funcdo = nao nula, entao o(D) = (o(x)) e isso nos mostra que, para um divisor arbitrario
A, os espagos L(A) e L(o(A)) sao K-isomorfos. De fato, se A =Y npP, entao o(A) =
> npo(P) e, para todo z € L(A) ndo nulo, temos que

Vo(py(0(z)) + np = vp(c~ (0(x))) + np = vp(z) + np > 0,

o que nos mostra que o(z) € L(o(A)). A aplicagdo x € L(A) — o(z) € L(o(A)) é
naturalmente um K-isomorfismo.

Por sua vez, o coroldrio 3.1 nos informa que, se F'/F é uma extensao algébrica de
corpos de fungoes sobre K, entdo, para todo o € Aut(F'/K) tal que o(F) = F, temos que
Conpr/p(0(D)) = o(Conpr/p(D)). Supondo F'/F separavel, investigamos o que ocorre

com a diferente da extensao F'/F":

Proposicao 3.2. Sejam F'/F uma extensdo algébrica e separdvel de corpos de fungoes
sobre K, entdo, para todo o € Aut(F'/K) tal que o(F) = F, temos que

o(Diff(F'/F)) = Diff (F'/F).

Demonstra¢ao. Em virtude do corolario 3.1, notamos que o resultado segue se provarmos
que, para cada P’|P, temos a igualdade d(P'|P) = d(c(P')|o(P)). Sejam Cp, O como
na definicao 2.15 e t € F” tal que C,(py = tO;(P), pela caracterizacao de O no lema 2.8
e pela defini¢ao de Cp, ¢é imediato que o(Cp) = Co(p) € 0(Op) = O p). Pela definicao de

t, vemos entao que Cp = o~ 1(t)O% e, assim, concluimos que
d(P'|P) = —vp(0 (1)) = —vo(p(t) = d(o(P)|o(P)).
[l

Observamos também que a sequéncia de lacunas em lugares de um corpo de fungoes

F/K de género positivo é preservada por isomorfismos. Mais precisamente:

Proposicao 3.3. Sejam F/K wum corpo de fungoes de género positivo e o € Aut(F/K).

Entao, para todo lugar P de F/K, a sequéncia de lacunas em P e o(P) sdo iguais.

Demonstracao. Observe que se n nao é lacuna em P, entao existe uma funcao x € F' tal
que (z)s = nP. Nesse caso, vemos que o(z) possui divisor de polos no(P) e, portanto,
n também nao é lacuna em o(P). Reciprocamente, se n nao é lacuna em o(P), pelos
mesmos argumentos, devemos ter que n nao ¢ lacuna em o~ !(o(P)) = P.

[
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Finalmente, terminamos a se¢do, definindo a agdo de Aut(F/K) no conjunto das
diferenciais de Weil de F'/K. Para tal, seja o = (ap) um adele de F'/K, definimos o(«)
como o adele cuja P-ésima componente é o(a,-1(py). De fato, o(a)) é um adele, pois,
se o(a,-1(p)) ¢ Op, entdo a,—1(py ¢ 01 (Op) = O,-1(p) € iss0 ocorre apenas para um

numero finito de lugares P, pois (ap) é um adele.

Definicao 3.2. Sejam o € Aut(F/K) e w € Qp, definimos o(w) como a diferencial de
Weil dada por o(w)(a) = w(c™(a)), para todo adele o € Ap.

Observamos que o(w) como definida acima é realmente uma diferencial de Weil de

F/K, pois o(w) é um funcional K-linear e, se w se anula em Ap(D) + F, para o divisor
D = npP, entao, o(w) se anula em Ap(c(D))+ F. De fato, se o = (ap) € Ar(c(D)),
entao vp(o (s py)) +np > 0 e o (a) € Ap(D), pois, pela proposigao 3.1,

vp(0~ (o(p))) + 1P = Vo(p) (Qo(p)) + np > 0
e, portanto,
o(w)(a+2) =w(e™ (a) + 07 (z)) =0,

para todo adele principal x € F'.

Em particular, a construcao e discussao acima nos fornecem que:

Proposicao 3.4. Sejam o € Awt(F/K) e D um diwvisor de F/K. FEntio Qp(D) e
Qr(o(D)) sao K-isomorfos. Além disso, (0(w)) = o((w)), para toda w € Qp\{0}.

Demonstragao. A aplicagao dada por w € Qp(D) — o(w) € Qp(o(D)) com inversa dada
por w € Qp(c(D)) — o1 (w) € Qp(D) nos fornece o K-isomorfismo do enunciado. Por

fim, consideramos os conjuntos

M(w) ={D € Div(F/K) | w se anula em Agr(D) + F'},
M(o(w)) ={D € Div(F/K) | o(w) se anula em Ap(D) + F'}.

Ja vimos que o induz uma bijegdo D € M(w) — o(D) € M(o(w)) e é imediato verificar
que essa bijecao preserva ordem em Div(F/K). Em particular, a cota superior de M (w)
é levada na cota superior de M (o (w)) e, pela definigdo do divisor de uma diferencial, isso
equivale a dizer que (o(w)) = o((w)).

]
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3.2 Automorfismos de corpos de funcoes de género

zero

Dizemos que um corpo de fungdes F// K é racional se existe xz € F\ K tal que F' = K (x).

Proposicao 3.5. Um corpo de fungées (sobre um corpo algebricamente fechado) tem

género 0 se, e so se, € um corpo de funcoes racional.

Demonstrag¢ao. Por um lado, se F/K tem género 0, seja P um lugar de F/K, como

grau P =12> —1 = 2g — 1, concluimos, pelo coroléario 2.3, que
I(P)=14+1—g=2.

Nesse caso, vemos que L(P) contém uma fungao € F\ K e essa fungao possui divisor de

polos (z)s = P. Dessa forma, temos que
[F: K(z)] = grau(z)s = 1

e, portanto, F' = K (z).

Por outro lado, se F' = K(x), para alguma fungao x € F nao constante, como
1=[F:K(z)] =grau(z)s

concluimos que (z),, = P, para algum lugar P de F/K. Seja r um natural positivo,
como as fungodes 1, z, ..., 2" estdo em L(rP) e sdo linearmente independentes sobre K
(pois possuem ordens distintas em P), vemos que [(rP) > r + 1. Para r > 2g — 1,

obtemos que
r+1<Ii(rP)=r+1—g

e, finalmente, como g > 0, concluimos que g = 0.
O

Estamos, entao, interessados em calcular o grupo de automorfismos de um corpo de
fungoes F'/K de género 0 e, pela proposigao acima, podemos escrever F' = K(z), para

alguma funcao =z € F\ K.

Teorema 3.1. Sejam F = K(x) um corpo de fungoes racional e o € Aut(K(z)/K).
Entao, existem a, b, ¢, d € K tais que ad —bc # 0 e

ar +b
cr+d

o(x) =
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Demonstra¢ao. Sejam o € Aut(K(z)/K) e y = o(x), entdao K(x) = K(y) e [K(x) :
K(y)] = 1. Vamos mostrar que, por outro lado, escrevendo y = f/g, para certos f, g €

K|[z], com g # 0 e f, g primos entre si, devemos ter

[K(z) - K(y)] = max{grau(f), grau(g)}.

Note que, isso implica f e g de grau no maximo 1, isto é, f =ax +be g = cx + d, para
certos a, b, ¢, d € K sendo a ou ¢ nao nulos. Juntamente com o fato de f e g serem

primos entre si, isso é equivalente a condigao ad — be # 0.

Para provar que [K(z) : K(y)] = max{grau(f), grau(g)}, observamos primeiramente

que, como y = f/g, x é raiz do polindémio
h= f(X) —yg(X) € K(y)[X].

Dessa forma, o fato que queremos mostrar segue da irredutibilidade desse polinomio sobre
K(y). Mais ainda, pelo lema de Gauss, sabemos que basta checar sua irredutibilidade
como polinomio em K[X, Y]. No entanto, como polinémio na varidvel Y, h possui grau
1, e, entdo, se h fosse redutivel, deveria ter um fator p € K[X] de grau maior ou igual
a 1. Nesse caso, p deve dividir ambos f e g, o que contraria a hipdtese de f e g serem

primos entre si.

]

Observe que, por outro lado, a matriz

(Z 2) e GL(2, K)

podemos associar a aplicagao

o: K(x) — K(x)
f@ y f(aztb)/(cx+d)
9(x) 9((az+b)/(cz+d))

que é um K-automorfismo de K(z). Nao ¢ dificil ver que essa associagao define um
homomorfismo de GL(2, K) em Aut(K(z)/K) e, mais ainda, pelo teorema que acabamos

de provar, sabemos que esse homomorfismo é sobrejetivo. O nicleo desse homomorfismo

(Z Z) € GL(2, K)

consiste das matrizes
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tais que

ar +b
=z
cr +d

o que implica ¢ =b =0 e a = d. Logo, pelo teorema dos isomorfismos,

GL(2, K)

o 2)eey

O grupo quociente no isomorfismo acima é conhecido como o grupo linear geral projetivo,

denotado por PGL(2, K).

Aut(K (z)/K) =

Terminamos essa se¢ao mostrando como esse grupo age nos lugares de K(z) e, para
tal, determinamos primeiramente quem sao os lugares de K(z). Antes de mais nada,
observe que podemos pensar em K () como o corpo de fungoes da reta afim V,(y) em A?
(ver exemplo 1.9) ou de seu fecho projetivo V,(y), que é uma curva nao singular. Nesse
caso, como observado no comego do capitulo 2, os lugares de K(x) correspondem aos
pontos de Z,(y) = Z,(y) U{(1: 0: 0)} e x: V,(y) --» K é a fungao racional associada a
funcao regular z : V,(y) — K dada por z(k,0) = k.

Se P, = (a, 0) é um ponto afim, entdo vimos no exemplo 1.7 que
Op, ={f/g9 € K(z) | g(a) # 0}

e seu respectivo lugar, também denotado por P,, é

Fo={f/g€ K(z)| f(a) =0, g(a) # 0}

No entanto, um polinomio em uma variavel sobre K possui a como raiz se, e s6 se, r — a

divide esse polinomio e, portanto, podemos reescrever

Op, ={f/g€ K(z) : z —atg}
P, = (z —a)Op,

Em particular, acabamos de ver que x — a é um parametro local em P,. Por fim, seja P

o lugar correspondente ao ponto no infinito (1: 0: 0), como

grau(z)e = [K(x) : K(x)] =1

1

e x nao possui polos em V,(y), concluimos que () = P €, portanto, z~' é um parametro

local em P...
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Proposicao 3.6. Seja K(x) um corpo de fungoes racional e sejam Py, k € K U {0}, os
lugares de K(x) como acima. Se o € Aut(K (z)/K) € dado por o(x) = (ax+b)/(cx +d),
com a, b, c,d € K e ad —bc # 0, entio 0(Py) = P_(y—ar)/(a—ck) Para k € K e 0(Py) =
P_q/c, onde definimos 1/0 = oo.

Demonstracao. Se k € K, entao x — k é um parametro local em P, e na demonstragao da
proposi¢ao 3.1, vimos que o(z — k) é um parametro local em o(P;). Além disso, observe
que K(z) = K(x — k) = K(o(x — k)) e, portanto, pelo teorema 2.1, devemos ter que

o(x — k) possui apenas um zero, a saber o(FPy). Assim, como

(a —ck)x + (b — dk)
cr+d

o(x—k)=

possui zero em P_(y_qk)/(a—ck), concluimos que o(Py) = P—(y—dk)/(a—ck)-
Finalmente, se k = oo, temos que z~! é parametro local em P, e devemos determinar

o zero de o(z~'). Como

cr +d
ar +b

ozl =

possui zero em P_g/., concluimos que o(Py) = P_gy..
UJ

Corolario 3.2. Seja K(x)/K um corpo de fungoes racional. Se o € Aut(K (z)/K) fiza

trés lugares distintos, entao o é a identidade.

Demonstragao. Digamos que o(z) = (ax+0b)/(cx+d), paraa, b, ¢, d € K com ad—bc =0

e que o fixa os lugares Py, , Py,, P,, onde ki, ko, k3 sao elementos distintos entre si de

K U{oo}. Supomos inicialmente que kq, ko, k3 € K e, pela proposicao 3.6, devemos ter
b — dk;

k; = , =1,2,3
a — ck; !

Assim, vemos que k1, ko, k3 sao trés raizes distintas do polinémio
cX*+(d—a)X —b

Como um polinémio nao nulo de grau até 2 deve possuir até no maximo duas raizes,
concluimos que a = d e ¢ = b = 0 e, portanto, o(x) = z, isto é, o é a identidade em K (x).

Supomos por fim que um dos lugares, digamos P, seja Py, e, entao, pela proposicao
3.6, devemos ter ¢ = 0. Além disso, utilizando os mesmos argumentos de acima para os
lugares Py, e Py,, concluimos que ki, ks sdo duas raizes distintas do polinémio (a—d)X —b
e, portanto, a = d e b = 0, o que nos fornece o(z) = x.

]
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3.3 Os grupos de decomposicao e ramificacao de um

lugar
Seja P um lugar de F'/K, definimos o grupo de decomposi¢ao de P sobre K como
G(P)={o € Aut(F/K) | o(P) = P},
e o primeiro grupo de ramificacao de P sobre K como
N(P) = {0 € G(P) | o(t) = t(mod P?)},

onde t é um parametro local em P. Observamos antes de mais nada que:

Proposicao 3.7. A definicio de N(P) nao depende da escolha do parametro local t,
N(P) é um subgrupo normal de G(P) e G(P)/N(P) — (Op/P)* = K*.

Demonstragao. Seja t' outro parametro local em P, sabemos que existe u € O} tal que

t' = ut e precisamos mostrar que
ut = o(u)o(t)(mod P?)

ou equivalentemente que

#@(mod P)

1

para todo o € N(P). De fato, por um lado, como K é algebricamente fechado e Op/P
¢ uma extensao algébrica da cépia de K mnesse quociente (ver Fulton [[4], Proposi¢ao
4, pagina 15]), temos que Op/P = K e, mais precisamente, existe k € K* tal que
u = k(mod P). Nesse caso, como todo automorfismo o € N(P) é a identidade em K
e fixa P, vemos que o(u) = u(mod P), isto é, o(u)/u = 1(mod P). Finalmente, como
o € N(P) fixa t médulo P?, devemos ter que o(t)/t = 1(mod P).

Para provar que N(P) < G(P), consideramos a aplicagao
o(t
§:0€GP)— ¥ + P e (0Op/P)",
onde t é um parametro local em P. Os argumentos acima nos mostram que 6 nao depende

da escolha de t e afirmamos que # é um homomorfismo de grupos. De fato, sejam oy, o9 €
G(P), temos que

(01009)(t) _ o1(0a(t)) oa(t)
t oa(t) ¢
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e, como o9(t) é parametro local em P, ja vimos que

0'1(0'2<t)) o Ul(t)
Nl = i (mod P).

Por fim, note que N(P) = ker(f) e, portanto, N(P) é um subgrupo normal de G(P) e
temos o homomorfismo injetivo G(P)/N(P) — (Op/P)*.
[l

Mostraremos nessa secao que:

Teorema 3.2. Seja P um lugar de um corpo de fungoes F/K de género g > 1 e seja p

a caracteristica de K.

(a) G(P)/N(P) é um grupo ciclico finito de ordem limitada por uma constante que

depende apenas de g e p;
(b) Se p=0, entio N(P) = {id};

(c) Sep >0, entio N(P) € um p-subgrupo de G(P) com |[N(P)| < p*(g+1)(2g — 1)2.

Note que esse teorema implica imediatamente a finitude de G(P):

Corolério 3.3. Sep =0, G(P) € um grupo ciclico finito e, mais geralmente, para qualquer
valor de p, temos que G(P) € um grupo finito de ordem limitada superiormente por uma

constante que depende apenas de g e p.

Provaremos os itens (a), (b) e (c¢) em sequéncia. A grande chave para essa demons-
tragao sera considerar uma representagao de G(P) no espaco das transformagoes linear
de L((2g + 1)P) e utilizar certas propriedades de matrizes e grupos nilpotentes.

Para provar o item (a), utilizaremos também o seguinte resultado de teoria de grupos:

Lema 3.1. Sejam L um corpo e G um subgrupo do grupo multiplicativo L*. Se r =

sup{o(g) | g € G} < o0, entao G é um grupo ciclico de ordem |G| = r.

Demonstragcao. Seja r como no enunciado, sabemos da teoria de grupos que a ordem de
todo elemento do grupo abeliano G deve dividir r (ver Garcia-Lequain [[5], Proposigao
V.3.11, péagina 135]. Logo, todo elemento de G é raiz do polindémio 2" — 1 € L[z] e,
portanto, G deve ser um grupo finito de ordem menor ou igual a r. Como existe um
elemento g € G de ordem o(g) = r, vemos por outro lado que |G| > r e, com isso,

concluimos que |G| = r. Em particular, G = (g).
[
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Dessa forma, como G(P)/N(P) < (Op/P)* = K*, a demonstragao de que G(P)/N(P)
¢ um grupo ciclico finito estd concluida se mostrarmos, por exemplo, que o supremo das
ordens dos elementos de G(P) é finito, o que serd feito na proposi¢ao 3.9. Construimos

agora a representacao mencionada acima.

Observamos que, pelo teorema de Riemann-Roch, L((2g+ 1)P) possui dimensao g+ 2
sobre K e, entdo, podemos escolher uma base {z1,..., 542}, de forma que, para cada
i=1,..., g+2, o conjunto {x;, ..., 412} seja uma base para algum L(n; P) C L((2¢g+1)P),
com n; < 2g + 1. Nesse caso, como cada o € G(P) fixa P e, portanto, induz um

automorfismo K-linear de L(nP), para todo natural n, temos que

O'(l’l) = Q;X; + Z ajixj,

j>i
para certos a; € K* e aj; € K. Matricialmente:
(0(z1), ..., 0(xgs2)) = (21, .0y Tgt2)As,

onde

aq 0

A, =

* Ag+2

¢ uma matriz triangular inferior com autovalores a, ..., az+2. Observe que, de fato, es-

ses autovalores sao nao nulos, pois A, é um automorfismo K-linear de L((2g + 1)P) e,
portanto, det A, # 0.

Proposicao 3.8. A aplicagio p: 0 € G(P) — A, € GL(g + 2, K) é uma representagdo
fiel de G(P).

Demonstracio. E imediato verificar que p é¢ um homomorfismo de grupos. Seja o € ker(p),

entao A, é a matriz identidade, ou, equivalentemente,
o(x;) =z, i=1,...,9+2

Em particular, temos que o é a identidade em K(x1), K(xs9) e K(z1, z3). Queremos
mostrar que o é a identidade em F e, para tal, é suficiente mostrar que K (1, x5) = F.
Por um lado, note que [F' : K(x1, x2)] é um divisor comum de [F : K(z1)] e [F : K(x3)],
mas, por outro lado, como x; € L((29+1)P)\L(2¢9P) ¢ x5 € L(2g9P)\L((2g—1)P), temos
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que

[F: K(z1)] = grau(z) s = 29 + 1,
[F: K(x2)] = grau(zs) e = 29

sao primos entre si.

[]

Essa representacao nos ajudara a obter uma cota dependendo apenas de g e p para a

ordem dos elementos de G(P).

Lema 3.2. Seja 0 € Aut(F/K) tal que o(K(z)) = K(x), para algum x € F\K. Se
p = char(K) nao divide n = [F : K(x)], entdo o possui ordem finita, limitada por uma
constante dependendo apenas de g, p e n.

Demonstracao. Consideramos primeiramente o caso em que p = 0. Nesse caso, sejam

P, ..., P, os lugares de F' que aparecem na expressao da diferente da extensao F/K(x),

digamos acima dos lugares @1, ..., Qs de K(z). Cada Q; possui conorma

el + ... +e, P

it
e, pelo teorema da diferente de Dedekind, contribui com
(61 - l)Pll +o.t (eti - 1)Pltl

na expressao da diferente. Pela igualdade fundamental, o grau dessa contribuicao é
>.ilej—1)=n—t; <n—1. Como, pela férmula de Hurwitz para a extensao F'/K(z), o
grau de Diff(F/K(x)) é

d=29+2n—-2>2n—-2=2(n—1),

concluimos que existem pelo menos trés e no maximo d lugares entre os @);.
Além disso, como o permuta os conjuntos {P;} e {Q;}, mantendo a diferente fixa (ver

proposicao 3.2), concluimos que existe alguma poténcia o', com

1<d(d—1)(d-2)

tal que o' fixa trés dos P, e, consequentemente, trés dos @;. Pelo corolario 3.2, temos que
ol ¢ a identidade em K(x) e, por fim, como n = [F : K ()], concluimos que a ordem de

o satisfaz

o(o) <nl <nd(d—1)(d—2).
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Suponha, entdo, p # 0, e, pela forma canodnica de Jordan, como Aut(K(z)/K) =
PGL(2, K), basta considerar os casos em que o(x) = z+a e o(z) = ax, paraa € K*. No
primeiro caso, o”(z) = x e, portanto, o? é a identidade em K(z). Como [F : K(z)] = n,
concluimos que

o(o) < pn.

O segundo caso requer cuidado. Primeiramente, supomos que o divisor de x com
respeito a extensao F/K seja da forma nP — n@, onde P e @ sao lugares de K(x)
totalmente ramificados em F. Nesse caso, como p { n, pelo teorema da diferente de
Dedekind, as contribuicoes de P e () para a expressao da diferente sao respecitvamente
(n—1)P e (n —1)Q. Como, pela férmula de Hurwitz, d > 2(n — 1), concluimos que
existe um terceiro lugar de K (x) contribuindo para a expressao da diferente. Utilizando

os mesmos argumentos do caso p = 0, concluimos entao que
o(o) < nd(d—1)(d — 2).

Suponha agora que o divisor dos zeros ou o divisor dos polos de x possua dois lugares
P, # P, em sua expressao. Digamos que isso ocorra no divisor dos polos. Primeiramente,
como o fixa o divisor de polos de x permutando os lugares em sua expressao, existe uma

[ com | < n = grau(r)s, tal que o' fixe P e, nesse caso, sejar < g+ 1o

poténcia o
menor natural para o qual L(rP) # K, isto é, a primeira nao lacuna em P, entdo L(rp)
possui dimensao 2 e existe y € L(rP;)\K tal que o!(y) = by + ¢, para certos b, c € K. Se
b = 1, entdo o é a identidade em K (y) e, portanto, como [F : K(y)] = grau(y)e = 1,

concluimos que
o(o) < plr <pn(g+1).

Finalmente, consideramos o caso em que b # 1 e podemos assumir o'(y) = by, pois,

para todo i > 1,

c(b —1)

li :bz
o (y) =by+——

Seja H = > a;; X'Y7 € K|[X, Y] irredutivel tal que H(z,y) = 0, entdo H(a'z, by) =
H(o'(z), o'(y)) = 0 e, portanto, existe k € K tal que

S ayd VXY = H(d' X, 0Y) = kH(X,Y) = > ka; XY,

Como H ¢ irredutivel, existem pelo menos dois coeficientes a;; e as nao nulos e, compa-

rando coeficientes de X'Y7 e XY vemos que a'¥ = k = a'*b'. Logo, a9t =1 e,
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isso nos mostra, por exemplo, que a funcao racional z = 2%y~ é fixada por o'. Observe
também que essa funcao nao é constante, pois x possui polo em P,, mas y apenas pos-
sui polo apenas em P;. Mais ainda, como H é um polinomio de grau menor ou igual a
[F': K(y)] = grau(y) na variavel X e de grau menor ou igual a [F' : K(z)] = grau(z)u

na variavel Y, vemos que

i —s| < grau(y)eo =7 < g+ 1,
|7 —t] < grau(x)s = n.

Dessa forma, pela expressao de z, temos que
[F: K(2)] = grau(z) e < grau(z)eoli — s| + grau(y)eolj — t| < 2n(g + 1).
Por fim, como ! é a identidade em K (z), vemos que
o(c) <I[F : K(2)] < 2n*(g+1).

]

Proposicao 3.9. sup{o(o) | ¢ € G(P)} < M, onde M € uma constante que depende
apenas de g e p.

Demonstragao. Seja o € G(P), buscamos uma fungao = € F' nas condigoes do lema 3.2 e,
para tal, utilizaremos a representacao p da proposicao 3.8. Supomos primeiramente que a
matriz A, = p(o0) seja diagonalizavel e, nesse caso, mudando a base se necessario, podemos
supor que o(x;) = a;x;. Lembramos que, pela construgao de nossa base, {z;, ..., Tg42} €
uma base de L(n;P), para n; < 2¢g + 1. Em particular, o(K(x;)) = K(x1) e 0(K(z2)) =
K(xq). Se

[F: K(x1)] = grau(z1)eo = 29+ 1

nao for divisivel por p, entao o e x; estao nas condicoes do lema 3.2 e conseguimos obter
uma cota para a ordem de o que depende apenas de g e p. Se esse grau for divisivel por

p, entao observamos que
[F: K(z2)] = grau(zs) e = 29

nao o é e, portanto, o e xy estao nas condigoes do lema 3.2 e obtemos uma cota para a
ordem de o dependendo apenas de g e p.
Finalmente, consideramos o caso em que a matriz A, nao é diagonalizavel. Em par-

ticular, pela forma canonica de Jordan, existem autovalores a; = a;, i # j, e elementos
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x, Yo linearmente independentes tais que

o(x) = a;x,

o(yo) = = + a;yo.
Escolhendo y = x + a;y0, vemos que
o(y) = 2a;x + ajyo = a;(z + y)

e, portanto, tomando z = y/x, temos que

a;x
Logo, o(K(z)) = K(z) e, se p = 0, o lema 3.2 nos garante que ¢ possui ordem finita.
Por sua vez, se p > 0, entao o é a identidade em K (z) e, portanto, como grau(z), <

grau(z) e + grau(y)s < 2(2g + 1), pois z, y € L((2g + 1)P), concluimos que
o(o) < plF : K(2)] = pgrau(z)s < 2p(2g + 1).

]

Dessa forma, como mencionado anteriormente, em virtude do lema 3.1, concluimos que
G(P)/N(P) é um grupo finito ciclico; mais ainda, sua ordem ¢é limitada superiormente
por uma constante que depende apenas de p e g.

O préximo passo na demonstragao do teorema 3.2 consiste em mostrar que N(P) é
um grupo finito, provando os itens (b) e (¢) do enunciado. A demonstracao do item (b)
é simples e sera feita na proposicao 3.10. A prova do item é mais envolvente: serd feita
na proposicao 3.11 com a ajuda dos lemas 3.3, 3.4 e 3.5 bem como de alguns resultados
sobre grupos nilpotentes. Defini¢oes e propriedades gerais de grupos nilpotentes podem
ser encontradas em [11].

A estratégia sera ainda considerar a representagao p mas agora restrita ao grupo
N(P). Note que, se 0 € N(P) e t é um parametro local em P, entdo, para cada i =
1,..., g+ 2, existe u; € Op e n; € N tais que z; = w;t™™ e, nesse caso, como ja discutido

na demonstracao da proposicao 3.7, devemos ter

o(x;))  olu) t"

x; u; o(t)m

I(mod P).
Logo, existem v; € O3 U {0} e um natural positivo m; tais que
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Claramente, o termo v;t"™ix; = v;u;t™ ™ é elemento de um espago L(s;P) C L(n;P) e,

assim, vemos que o autovalor a; é igual a 1. Isso nos fornece que, para um elemento

o € N(P), a matriz A, é unitriangular inferior, isto é, da forma
A, =

Estamos prontos para provar o item (a) do teorema 3.2:
Proposicao 3.10. Se p =0, entdo N(P) = {id}.

Demonstragao. Seja o € N(P), a matriz A, possui todos autovalores iguais a 1 e, por-
tanto, A, é diagonalizavel se, e s6 se, A, é a matriz identidade, isto é, se, e s6 se, o = id,
uma vez que a representacao p ¢é fiel (ver proposigao 3.7). Logo, supondo p = 0, basta
mostrar que A, é diagonalizavel, para todo o € N(P).

De fato, se A, nao fosse diagonalizavel, entao pela forma candnica de Jordan, A,
seria equivalente a uma matriz contendo pelo menos um bloco de Jordan com autovalor
1 e com pelo menos duas linhas. Seja J(n) um bloco de Jordan de tamanho n, entao
J(n) = I, + M,, onde I,, é a matriz identidade n por n e M,, é a matriz nilpotente com 1

na diagonal abaixo da diagonal principal e 0 nas demais entradas. Nesse caso, vemos que

k k L
J(n)F = (I, + M,)* = 1I,, + (1)Mn—|- (2)M3+...+ (k—1>M§_1+MS

nao se anula para nenhum valor de £ € N em caracteristica p = 0. No entanto, isso
contradiz o fato de que todo o € N(P) (e, portanto, toda matriz A,) possui ordem finita!
O

O caso em que p > 0 requer mais cuidado. Primeiramente, note que em carac-
teristica positiva, seja J(n) um bloco de Jordan como na demonstracao acima, sua p"-
ésima poténcia é igual a I,,, uma vez que os coeficientes binomiais se anulam e a n-ésima
poténcia da matriz nilpotente M,, é a matriz nula. Logo, a ordem de toda matriz A,, para
o € N(P) é uma poténcia de p e, portanto, N(P) é um p-subgrupo de G(P). Observa-
mos também que, como N (P) é isomorfo, via a representacao p, a um grupo de matrizes
unitriangulares inferiores e o grupo das matrizes unitriangulares inferiores é nilpotente,
entdo N(P) é um grupo nilpotente.

Provamos agora os lemas que nos ajudarao a garantir a finitude de N(P):

Lema 3.3. Seja G um grupo de ordem maior ou igual a um natural n contendo um

subgrupo central N de ordem p (primo) tal que o quociente G/N € abeliano e tal que todo
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elemento de G/N diferente do elemento neutro possua ordem p. Entdo G contém um

subgrupo abeliano de ordem pelo menos /pn.

Demonstrac¢ao. Observe antes de mais nada que podemos supor G finito, pois, caso
contrario, como N é finito e todo elemento diferente do neutro de G/N possui ordem
p, temos que G/N é naturalmente um espago vetorial sobre Z/pZ de dimensao infinita.
Nesse caso, seja m um natural tal que p™ > n, escolhemos m — 1 elementos linearmente
independentes de G/N sobre Z/pZ e o subgrupo (de ordem p™~') gerado por esses ele-
mentos é da forma G'N/N para algum subgrupo G’ < G. Assim, trocamos G por G'N,
que é um grupo finito de ordem maior ou igual a p™ > n e satisfaz as demais hipoteses
do enunciado.

Supondo entao G finito, consideramos U um subgrupo normal abeliano maximal de
G contendo o centro de G e observamos que, como N é central, N < Z(G) < U e o
quociente U/N < G/N possui a propriedade de que todo elemento diferente do neutro
possui ordem p. Também existem elementos oy, ..., g, € U tais que suas classes modulo
N formam uma base de U/N sobre Z/pZ. Mostraremos que U é um subgrupo de ordem
maior ou igual a /pn.

Denotamos por [a, b] o comutador entre a e b, isto é, [a, b] = aba~'b~'. Note que, como
G/N é abeliano, temos que [o,0;] € N, para todo o € G e para todo 4. Isso nos permite

construir uma aplicacao de G em N" dada por
o ([o,01], ..., [0,00]).
Note que a aplicacao acima ¢ um homomorfismo de grupos, pois, se ¥, ¢ € G, entao

[01/1, Ui] = O'[”Lb, O-i]ofl[o-v Ui] = [wv Ui] [07 Ui]u

uma vez que [¢,0;] € N C Z(G), para todo .

Por fim, note que o nicleo desse homomorfismo contém U e é um subgrupo abeliano
normal de GG, de modo que deve ser o préoprio grupo U. Em particular, isso nos mostra
que o quociente G/U tem no maximo p” elementos. Como, por outro lado, U/N possui

p" elementos, concluimos que U possui p"*! elementos (pois N possui p elementos) e
n < |G| =|U|IG/U| < p*™

e, portanto, |U| = p"* > | /pn.
]

Lema 3.4. Seja H é um grupo abeliano tal que todo elemento possua ordem dividindo p?.

Se H possui um tnico subgrupo U de ordem p, entao H é ciclico de ordem p ou p?.
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Demonstracao. Por hipdtese, a ordem de qualquer elemento diferente do neutro é p ou
p? e, como H possui um subgrupo U de ordem p, devemos ter que |H| > p. Supomos
inicialmente que todo elemento possua ordem p. Se H possuisse ordem maior que p, entao
existiria y € H\U e, nesse caso, o grupo gerado por y seria um subgrupo de H de ordem
p distinto de U, um absurdo. Dessa forma, concluimos que H possui ordem p e, portanto,
é ciclico.

Supomos por fim que existe € H de ordem p? e note que, em particular, o grupo
gerado por x contém um subgrupo de ordem p, que deve ser igual a U. Afirmamos que
H é o grupo gerado por z, implicando H ciclico de ordem p?. De fato, se nao o fosse,
existiria y € H\(x) e observamos que y deve possuir ordem p?, pois, caso contrario,
possuiria ordem p e, portanto, estaria contido em U C (z). Além disso, note que, como
o grupo gerado por y possui um elemento de ordem p, devemos ter U C (y) e, portanto,

(x) N (y) = U. Isso implica que o grupo gerado por z e y tem ordem

(Dl _ s

ORI

Como H possui apenas um subgrupo de ordem p, pelo teorema da estrutura dos grupos
abelianos finitamente gerados, vemos que o grupo gerado por x e y deve ser isomorfo a
Z/p*Z, que possui um elemento de ordem p?, contradizendo o fato de que a ordem de
todo elemento de H divide p?.

O

Lema 3.5. Se F/K € um corpo de fungéoes de género g >0 e H € um subgrupo abeliano
de Aut(F/K) tal que:

(a) Todo elemento de H possui ordem poténcia de p;
(b) Todo elemento de H fixa um lugar P;

(c) Para todo subgrupo finito U < H, seu corpo fizo FU é um corpo de fungoes racional;

Entdo, H é um grupo ciclico de ordem 1, p ou p?. Além disso, mesmo se retirada

a hipdtese (c), ainda garantimos que H é um grupo finito, de ordem menor ou igual a
p*(29 —1).

Demonstra¢ao. Suponha que H seja um grupo abeliano satisfazendo as hipéteses (a), (b)
e (c¢) do enunciado e suponha que H nao seja trivial. Entao, pela hip6tese (a), existe um
elemento de H de ordem p”, para algum natural positivo n, e o subgrupo de H gerado
por esse elemento contém um subgrupo U de ordem p, o qual deve ser ciclico, digamos

gerado por o.
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Seja F'V o subcorpo de F fixo pelo subgrupo U, pela hipétese (c), existe z € F tal
que FUY = K(z). Observe que, pelo teorema 2.1, o divisor de z com respeito ao corpo de
fungoes K (x)/K deve possuir divisor de polos de grau [K(x) : K(z)] = 1 e, trocando = por
27! ou por ¥ — k, para algum k € K, podemos supor que esse divisor seja PN K (z) (ver
descri¢ao dos lugares de K(z)/K na secao 3.2), onde P é o lugar fixado pelos elementos
de H da hipdtese (b). Nesse caso, como F/FU é uma extensio Galois de grau |U| = p
e P é totalmente ramificado nessa extensao de corpos de fungoes, pois é fixo por todo

elemento de Aut(F/FY) = U (ver observacao 3.1), temos que () = pP.

Para mostrar que H ¢é ciclico de ordem p ou p?, utilizamos o lema 3.4, bastando
mostrar entdao que todo elemento de H possui ordem no maximo p? e que U é o unico
subgrupo de ordem p de H. Para mostrar esse primeiro fato, observe que como o grupo H
¢ abeliano, por teoria de Galois, todo automorfismo 7 € H se restringe a um automorfismo
de FU = K(z). Além disso, pela hipétese (b), 7 fixa P, que é precisamente o divisor de
polos de x no corpo de fungoes K (z)/K e, assim, a proposigao 3.6 nos permite concluir

que
T(z) =ax +b

para certos a, b € K. Como a ordem de 7 é p™, para algum natural positivo m, temos
que a?” =1 e, consequentemente, a = 1. Nesse caso, vemos que 77 (x) = x e, portanto, a

ordem de 7 é no maximo p[F : K(z)] = p*.

Suponha por fim que exista outro subgrupo V de H de ordem p e entao V é ciclico
gerado por um automorfismo ¢ e VN U = {id}. Pelos mesmos argumentos utilizados
acima, vemos também que existe y € F tal que o subcorpo F" de F fixo por V seja da
forma K(y) com (y)s = pP. Vimos também que ¥ (x) = x + a, para algum a € K e,
como ¢ ¢ U, devemos ter a # 0. Trocando x por z/a, podemos supor que (z) = = + 1.
Analogamente, como y ¢ U, podemos supor que o(y) = y+ 1. Nesse caso, como o(x) = x
e (y) = y, vemos que 2P —z, y* —y € FYV = K(x) N K(y). Como os divisores de
polos desses elementos sao ambos iguais a p?P e F/FUY é uma extensao Galois de grau
|UV| = p?, vemos que K (2P — ) = K(y? —y) e, portanto, existe 7 € Aut(K (2" — z)/K)

tal que y? —y = 7(2P — x) e, pela proposicao 3.6, temos que
v —y=c(a? —x)+d

para certos ¢, d € K.

Definimos z = y — ¢'/Px, de forma que

P —z= (M) +d
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e observamos que, se c!/? —c # 0, entdo v € K(z) e, portanto, y € K(z), poisy = z+c'/Px.
No entanto, como V N U = {id}, devemos ter que F = FV"W = K(z,y) C K(z),
implicando que F' é um corpo de fungoes racional, o que é um absurdo pois supomos
g > 0. Finalmente, se ¢'/? — ¢ = 0, entdo z € K e, portanto, K(z) = K(y), o que
contradiz V N U = {id}.

Mostraremos agora que se H satisfaz apenas as hipGteses (a) e (b), entao H é finito
de ordem nao excedendo p*(2g — 1). Para tal, escolha um subgrupo finito N < H ordem
n (que existe pela hipétese (a)) maximal com a propriedade de que F'V nao seja racional.
Afirmamos que n < 2g. De fato, a extensao F/FY ¢ Galois de grau n e, pela férmula de
Hurwitz para essa extensao, o género ¢’ de F'V se relaciona com o género g de F' através

da equacao
29 —2= (29 —2)n+d

onde d é o grau da diferente da extensiao F//F™. Como pela hipétese (b), o lugar P
se ramifica totalmente na extensio F//F™ com indice de ramificacio e(P|P N FY) =
[F: FN] = n, pelo teorema da diferente de Dedekind, sua contribui¢ao na expressio da

diferente é de pelo menos n — 1 e, portanto
20—2> 29 -2)n+n—1>-n-1.

Se n > 2g, entao 2¢' — 2 < 0 e, consequentemente, ¢’ = 0, um absurdo!

Finalmente, como o grupo H é abeliano, podemos considerar o quociente H/N, que
ainda é um grupo abeliano. Além disso, H/N é o grupo de automorfismos da extensao
FY/FH que é um subgrupo do grupo de automorfismos da extensao F /K e claramente
satisfaz as hipéteses (a) e (b) do enunciado substituindo o lugar P por PNFY. Como todo
subgrupo de H/N corresponde a um subgrupo de H contendo NNV, pela maximalidade de IV,
conluimos que o corpo fixo por todo subgrupo de H/N é um corpo de fungoes racionais
e, portanto, H/N satisfaz a hipdtese (c) do enunciado. Pelo que acabamos de provar,

devemos entao ter |H/N| < p? e, consequentemente,
[H| < p"IN] < p*(29 - 1).

O

Proposicao 3.11. Se p > 0, entdao N(P) é um p-grupo de ordem menor ou igual a
p*(g+1)(29 — 1)%
Demonstragao. Considere o elemento x = x4 da base {1, ..., z442} de L((29 + 1)P) e

observe que x é um elemento do espago L(nP), onde n < g + 1 é o primeiro natural tal

que L(nP) 2 K, isto é, é a primeira nao lacuna em P. Logo, para 0 € N(P), vemos que
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existe inico v, € K tal que o(x) = x + 7, e a aplicagdo dada por o +— 7, é claramente
um homomorfismo do grupo N(P) no grupo aditivo K. Denotaremos por Ny o nicleo
desse homomorfismo, de forma que temos um mergulho N(P)/Ny — K. Em particular,
N(P)/Ny é abeliano e a ordem de todo elemento diferente do elemento neutro é p. Além
disso, como, para todo o € Ny, devemos ter o(x) = z, vemos que Ny C Aut(F/K(x)) é

um grupo finito de ordem menor ou igual a [F' : K(x)] = grau(z)s = n.

Observe agora que, como N(P) é um p-grupo nilpotente, podemos encontrar um
subgrupo N; de Ny normal em N(P) e de indice p em Ny e tal que No/N; < Z(N(P)/Ny)

(ver [[11], exercicio 3, pagina 98]). Se F’ é o corpo fixo pelo subgrupo Ny, devemos ter
PP F) = [Ny : NJINi| = |No| < | Aut(F/K(2))] <

e, portanto, F’ possui género ¢’ > 0. De fato, se ¢ = 0, pela proposicao 3.5, existiria
y € F\K tal que F/ = K(y) e, como na demonstragdo do lema 3.4, podemos supor
(Y)oo =n'P, onde n’ = [F : F'] <n/p < n. Isso no entanto, contradiz a minimalidade de

n.

Como todo elemento distinto do neutro de

N(P) . N(P)/N

No — No/Nu

possui ordem p e o subgrupo No/N; de N(P)/N; é central de ordem p, concluimos, pelo
lema 3.3, que, se |[N(P)/Ni| = m, entdo N(P)/N; contém um subgrupo abeliano U
de ordem pelo menos /pm . Por outro lado, como N(P)/N; pode ser visto como um
subgrupo de Aut(F’/K), ¢ > 0 e todo subgrupo abeliano de N(P)/N; (e, em particular,
U) obviamente satisfaz as hipéteses (a) e (b) do lema 3.5 para o lugar P N F’, sabemos
que qualquer tais grupos possuem ordem limitada por p?(2¢’ — 1). Consequentemente,

devemos ter
Vpm < p*(2g' = 1)
ou, equivalentemente, m < p3(2¢g’ — 1)2. Isso nos mostra que |N(P)/Ny| < p*(2¢9' — 1)%.
Dessa forma, temos que
IN(P)| < [Nolp*(2¢' — 1)* < np?(2¢' —1)* < p*(g +1)(2¢' — 1),

Como desejamos uma cota superior que dependa apenas de g e p, observamos que a

extensao F'/F’" é Galois e entdo podemos relacionar a quantidade 2¢’ — 1 na expressao



69

acima com a quantidade 2g — 1 pela férmula de Hurwitz para a extensao F/F":
29—2=(2¢ —2)[F: F'| +d,

onde d é o grau da diferente da extensao F//F’. Como na demonstracao do lema 3.3., o

lugar P contribui com pelo menos ([F': F'| — 1)P na expressao da diferente e, portanto,

20—1> 29 —1)[F:F']>2¢ —1.

3.4 Automorfismos de um corpo de funcoes com g > 1

Supomos nessa segao que F'/K é um corpo de fungoes de género g > 1 e, utilizando
o fato de que G(P) é finito para todo lugar P de F'/K, mostraremos que Aut(F/K) é
um grupo finito. Observe que a hipdtese de g > 1 nos garante que existem diferenciais
holomorfas nao nulas, pois Qz(0) possui dimensao g, e, mais ainda, como um divisor
candnico possui grau 2g — 2, qualquer w € Qp(0) ndo nula deve possuir pelo menos um
Zero.

Em particular, seja ¢ € Aut(F/K), como ¢ induz um transformacao K-linear em
Qp(0) (ver proposicao 3.4), também denotada por o, podemos obter uma diferencial
w € Qr(0) nao nula e k € K, a saber um autovetor de o e seu correspondente autovalor,

tais que
o(w) = kw.

Nesse caso, o permuta os zeros de w e, como w possui 2g — 2 zeros (ndo necessariamente
distintos entre si), concluimos que existe um natural positivo n < 2g — 2 tal que o™ fixa
pelo menos um dos zeros de w. Seja P tal zero, temos entao que o™ € G(P), o que nos

permite concluir que o possui ordem
o(o) < (29 —2)|G(P)| < 0.

Mais ainda, como ¢ foi tomado genericamente, vemos que

Proposicao 3.12. Todo elemento do grupo de automorfismos possui ordem finita e essas
ordens sao limitadas superiormente por uma constante que depende apenas de g e da

caracteristica p de K.

Precisamos agora de alguns resultados sobre representagoes de grupos em espacos de

transformagoes lineares. Seja V' um espaco vetorial (de dimensao finita), denotamos por
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GL(V') o grupo de suas transformacoes lineares e, seja 7w : H — G L(V') uma representagao
de grupo, dizemos que um subespago W < V ¢ invariante com respeito a 7 se w(h)(w) €
W, para todo h € H e w € W. Nesse caso, temos uma representacao my : H —
GL(W), dada por my(h) = mw(h), que dizemos ser uma subrepresentagdo de 7. Se o0s
tnicos subespagos de V' invariantes com respeito a m sao V' e {0}, dizemos que 7w é uma
representacao irredutivel. Observe que todo espago vetorial de dimensao finita possui
um subespaco invariante nao nulo cuja subrepresentacao associada é irredutivel. Por fim,
diremos que um grupo K < GL(V) é irredutivel se os tunicos subespagos W < V' com
o(W) C W, para todo ¢ € K, sao os triviais e notamos que, se 7 : H — GL(V) é
uma representacao irredutivel, entao a imagem 7 (H) é um grupo irredutivel, dito o grupo

irredutivel associado a essa representacao.

Lema 3.6 (Burnside). Seja G um grupo irredutivel de transformacoes lineares de um
espaco de dimensao finita n. Se a ordem de todo elemento de G é limitada superiormente
por uma constante M > 0, entao o grupo G € finito. Mais ainda, sua ordem € limitada

superiormente por uma constante dependendo de n e M.

Demonstragao. Ver Burnside [[2], Nota J, pagina 491].
O

Teorema 3.3. O grupo de automorfismos de um corpo de fung¢ées F/K de género g > 1
€ finito. Mais ainda, sua ordem € limitada superiormente por uma constante dependendo

apenas de g e da caracteristica p de K.

Demonstrag¢ao. Consideramos a representagao de Aut(F/K) no conjunto das transforma-
goes K-lineares de Qr(0) e W um subespago invariante cuja subrepresentacao associada é
irredutivel. Sejam G o nicleo dessa subrepresentagao e G o grupo irredutivel associado
a essa subrepresentagao, pelo teorema dos isomorfismos, temos que G = Aut(F/K)/Gy.
Observe que, como a ordem de todo elemento de Aut(F'/K) possui uma cota superior,
temos que a ordem de todo elemento de G ¢ limitada superiormente por essa mesma cota
e o lema acima nos fornece que G é um grupo finito com ordem limitada superiormente
por uma constante dependendo apenas de g e p. Dessa forma, para provar que Aut(F/K)
¢é finito e, mais ainda, que uma cota superior para essa ordem depende apenas de g e
p, basta mostrar que Gy é finito de ordem limitada superiormente por uma constante
dependendo de g e p.

Seja w € W uma diferencial holomorfa nao nula, pela definicao de Gy, devemos ter
ow)=w

para todo o € Gq e, assim, o permuta os zeros de w. Seja P um zero de w, como w

possui 2g — 2 zeros (nao necessariamente distintos), consideramos o subgrupo G; < Gy
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dos elementos de Gy que fixam P e afirmamos que [Gy : G1| < 2g — 2. De fato, observe
que, se duas classes laterais 01G; e 032G sao distintas, entdo o1(P) e 03(P) sdo zeros
distintos de w, mas w possui no maximo 2g — 2 zeros distintos.

Finalmente, como G; C G(P), temos que G possui ordem finita limitada superior-

mente por uma constante m = m(g, p). Logo,

|Gol < (29 —2)m(g,p)

e isso conclui a demonstracao.

3.5 Automorfismos de corpos de funcoes de género

uim

Discutimos até agora automorfismos de corpos de fungoes de género g = 0 e g > 2.
Naturalmente, nos perguntamos qual a estrutura do grupo de automorfismos de um corpo
de fungbes F'/K de género 1. Existe uma teoria especifica sobre corpos de fungoes desse
tipo e para nao perdermos o foco dessa dissertagao, nessa se¢ao, daremos apenas uma
ideia da estrutura do grupo de automorfismos de tais corpos de fungoes. Omitimos entao
a demonstracao de alguns resultados classicos e, para mais detalhes, por exemplo, ver
[13].

A estratégia é similar ao caso em que g = 0: mostramos que existem elementos
x, y € F satisfazendo certa relagao e tais que F' = K(z, y); em seguida, utilizamos essa

descricao para estudar a estrutura do corpo de fungoes e classificar seus automorfismos.

Lema 3.7 (Forma de Weierstrass). Seja F/K um corpos de fungoes de género 1.

Ezistem x,y € F\K e a1, ag, a4, as, ag € K tais que
y2 + a1y + a2y = >+ a4x2 + asx + ag
e = K(x,vy).

Demonstragao. Ver Silverman [[13], Proposigao 3.1, pagina 63].

Ao corpo de funcoes F' estamos associando entdao uma curva de equacao

Y24+ a1 XY + aY = X2+ as X%+ a5 X + ag,
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que podemos provar ser nao singular, uma vez que se trata de uma cubica de género 1.
Estudar os automorfismos de F' é entao o mesmo que estudar os automorfismos dessa
curva. Vamos mostrar a seguir apenas que tal grupo de automorfismos é infinito.

Para tal, precisamos do fato de que toda ciibica nao singular E possui uma lei de
grupo abeliano natural, isto é, existem morfismos m : E x EF — Fei: EF — E e um

ponto 0 € E tais que

(a) m(a,b) = m(b,a),
(b) m(m(a,b),c) = m(a,m(b,c)),

(c) m(0,a) = m(a,0) = a,

para todo x, y, z € E. Por conveniéncia, escrevemos a + b = m(a,b) e —a = i(a).

Uma construcao geométrica dessa lei de grupo, utilizando interse¢ao de curvas, pode
ser encontrada em Fulton [[4], Proposigao 4, pagina 63]. Para uma construgao explicita
utilizando a forma de Weierstrass, ver Silverman [[13], Algoritmo da Lei de Grupo 2.3,
pagina 58]. A construgao explicita, por exemplo, nos mostra imediatamente que a soma
e a operacao de inverso sao morfismos.

Vamos mostrar aqui como fazer essa construgao algebricamente:

Lema 3.8. Seja F//K um corpo de fungoes de género g = 1. Se as classes de lugares |P)]
e [Q] sao iguais, entio P = Q.

Demonstragao. Se [P] = [Q)], entdo existe x € F tal que P = Q + () e, nesse caso, vemos
que = € L(Q). Pelo teorema de Riemann-Roch, como g = 1, temos que I(Q)) = 1. Logo,
r € L(Q) = K e, portanto, (x) = 0, o que conclui a demonstragao.

]

Proposigao 3.13. Denotamos por Pic®(F/K) o grupo de classes de divisores de grau

zero e seja QQ um lugar qualquer de F/K. Entao, existe uma bijecao entre os lugares de

F/K e Pi®(F/K) dada por P+ [P] — [Q].

Demonstragdo. Denotemos por P o conjunto dos lugares de F/K e Div’(F/K) o grupo
dos divisores de grau 0. Dado D € Div(F/K), notamos primeiramente que existe tinico
P € P tal que [D] = [P] — [Q]. De fato, como F/K possui género 1, pelo teorema de
Riemann-Roch, temos que L(D + Q) = 1 e, seja = € L(D + @) nao nulo, temos que

0<(zx)+Q+D=Q+D.
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Como D tem grau zero, devemos ter () + D = P, para algum lugar P. Pelo lema acima,
esse é o tnico lugar de F/K tal que [D] = [P] — [Q].

Dessa forma, acabamos de construir uma aplicacdo o : Div’(F/K) — P, que imedi-
atamente vemos ser sobrejetiva. Afirmamos que o(Dq) = a(Dy) se, e s6 se, [D1] = [Ds].

De fato, por um lado, pela definicao de o, temos que
[0(D1)] = [0(D2)] = [D1] = [Do]

e, portanto, imagens iguais implicam [D;] = [Ds]. Por outro lado, se as classes [D;] e [Ds]
coincidem, entao [0(D1)] = [0(Ds2)], o que implica o(D;) = o(Ds), pelo lema acima.

Logo, a aplicacdo o induz uma bijegao 7 : Pic®(F/K) — P, cuja inversa ¢ dada por

]

Utilizamos a bijegao da proposicao acima e a estrutura de grupo de Pic’(F/K) para
definir a lei de grupo no conjunto dos lugares de F//K (ou, equivalentemente, no conjunto
dos pontos da cubica ndo singular associada a F/K). Pode-se provar que, tomando o
lugar () na proposi¢ao acima como o lugar associado ao ponto no infinito da cibica na
forma de Weierstrass, essa lei de grupo construida é a mesma lei de grupo geométrica que
comentamos acima (ver Silverman [[13], Proposi¢ao 3.4, pagina 66]).

Finalmente, provamos que:
Teorema 3.4. Aut(F/K) possui infinitos automorfismos.

Demonstra¢ao. Vamos exibir uma classe de infinitos automorfismos da ctibica singular £
associada a esse corpo de fungoes. Como a lei de grupo é um morfismo de F, dado um

ponto A € E, temos a translacao por A

T4 E — FE
P - P+ A

Y

que é um automorfismo de . Seja B um outro ponto de F/, entao imediatamente verifica-
se que Tg = T4 se, e 86 se, A = B. Como existem infinitos pontos em uma curva sobre
um corpo algebricamente fechado, concluimos que existem infinitos automorfismos de
translagao, o que conclui a prova.

O

Vale a pena mencionar que se sabem mais fatos sobre a estrutura do grupo de au-
tomorfismos. Por exemplo, se £ uma cubica nao singular, segue de um famoso Lema

de Rigidez que todo automorfismo de E é a composi¢ao entre um automorfismo de FE
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como grupo e de uma translagao. Observe que um automorfismo de F como grupo fixa o
lugar ) - o elemento neutro do grupo - e, portanto, uma descricao do grupo total parece
necessitar conhecer o grupo de decomposicao de (), que ja vimos ser um grupo finito na
segdo 3.3. No caso de g = 1, sua cardinalidade exata é conhecida (ver Silverman [[13],

Teorema 10.1, pagina 103]).



Capitulo 4

Curvas com grupo de automorfismos

trivial

No capitulo anterior, determinamos uma cota superior para a ordem do grupo de
automorfismos de um corpo de fungoes de género maior que 1. Uma questao natural é
encontrar uma cota inferior para essa ordem. Em 1961, Bayly mostrou em [3] que uma
curva genérica de género maior que 2 possui grupo de automorfismos trivial mas sua de-
monstracgao nao fornecia uma equacao explicita para alguma curva com essa propriedade.
Nesse capitulo, estudamos uma familia de equagoes polinomiais, construidas por Turbek

em [15], que definem curvas cujo grupo de automorfismos é trivial.

4.1 A equacao da curva

Sejam m, n naturais primos entre si com n > m + 1 > 3, nesse capitulo daremos um
exemplo de uma equagao que define uma curva de género g = (m—1)(n—1)/2 cujo grupo
de automorfismos é trivial. Mais precisamente, seja K um corpo algebricamente fechado
de caracteristica p como nos capitulos anteriores, supomos que p t nm(m — 1) e, dados A,

B € K\{0}, consideraremos a curva afim C de equagao
flz,y) = 2" +y™ + Axy + Bz = 0.
Calculamos suas derivadas parciais

fx = nmnil + Ay + B7
fy=my" ' + Az

e observamos que podemos escolher A e B de forma que C seja nao singular, isto é, f, e

[y nao sejam simultaneamente zero em nenhum ponto de C. De fato, seja (z,y) € C, se
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fa(z,y) = fy(x,y) = 0 entdo, como A # 0, temos que

mym—l

A

r=—
Também, como f(z,y) = 0, vemos que

(n—1)z" —y™ = xfo(z,y) — f(z,y) = 0.

Logo, y é uma das raizes yq, ..., ¥, do polinomio
n, n(m—1)
mwy
(- (-

e, portanto, os pontos singulares devem ser da forma

_my
A 7y’b N

Dessa forma, se para cada 4, definirmos

(=1)"'m" 'n (m=1)(n—1

B’i - An_l yz ) + Ayl
entao tomando B € K\{—By, ..., —B,}, vemos que
m m—1 -1 n—lmn—ln
fx (_ yA 7y) _ ( )An-l y(m—l)(n—l) +Ay+B

nao se anula na curva.

Provaremos nesse capitulo que:

Teorema 4.1. Sejam A, B € K\{0} escolhidos de forma que C seja nao singular, entdo
seu modelo projetivo nao singular C' € uma curva de género g = (m — 1)(n — 1)/2 com

grupo de automorfismos trivial.

4.2 O modelo projetivo nao singular de C

Nessa secao, construimos o modelo projetivo nao singular de C, o qual serd denotado
por C’, e calcularemos seu género. Por tltimo, estudaremos algumas propriedades de seu

corpo de fungoes K(C), que serdo utilizadas nas segoes subsequentes.

Para construir C’, consideramos primeiramente o fecho projetivo de C, denotado por
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C, definido pela homogeneizacio de f:
F(X,Y,Z)=X"+Y™Z"™ 4 AXYZ" 2+ BXZ"' = 0.

Nesse caso, vemos que C possui um tinico ponto no infinito, a saber o ponto P = [0:1:0].

Além disso, como as derivadas parciais de F' sao

Fxy =nX""'4 Ay Z"2 4 BZ" 1,
Fy =mY™ 1z 4 AX 72,
Fy=n—-m)Y™"Z" " +(n—-2)AXYZ" 3+ (n—-1)BXZ"2,

temos que P é um ponto singular, em particular, o tnico ponto singular de C. Dessa
forma, j& vimos que, se m : ' — C é um morfismo birracional de C’ em C, construir C’

consiste em determinar os pontos () € C' acima do ponto P, isto é, tais que m(Q) = P:
Proposigao 4.1. Eziste um unico ponto QQ € C' acima de P.

Demonstracao. Escreva K(C) = K(x,y) com z e y satisfazendo f(x,y) = 0. Os lugares de
K(C) correspondem aos pontos do modelo projetivo nao singular de C, isto é, aos pontos
de C e aos pontos acima de P. Além disso, as fungoes x e y sao regulares em C e vamos
mostrar que possuem polo em todo ponto acima de P. De fato, K(C) = K(X,Y, 2),
com X , Y e Z satisfazendo F(X,Y, Z) = 0, e K(C) =k K(C) via a aplicacio definida
por x — X/Z ey Y/Z. A funcdo Z/Y se anula em P e, assim, como 7 : ' — C
¢ um morfismo birracional, vemos que a fungao correspondente a Z/Y em K(C') possui
zero em todo ponto acima de P. Logo, vg(y) < 0 para todo @) acima de P e, como
2" +y™ + Axy + Bx = 0, concluimos que x também possui polo em (). De fato, seja )
um ponto acima de P, se vg(x) > 0, terfamos que as fungoes 2", y™ e xy possuem ordens

distintas em (@) e, portanto, pela expressao f(z,y) =0 e como vg(y) < 0, deveriamos ter

vo(r) = min{nvg(z), mug(y), ve(x) + ve(y)} = mug(y) <0,

um absurdo.

Seja (Q um ponto de C" acima de P, como f(x,y) = 0, temos que

ym | ym-l +Byim =

e, assim, aplicando a valorizagao vg na expressao acima, obtém-se que
min{n(vg(x)) — mug(y),vg(x) — (m — )vg(y), vo(z) — mug(y)} < 0.

Como vg(x), vg(y) < 0, os valores no membro esquerdo da inequagao acima sao todos
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distintos e vale a igualdade, o que implica

nvg(x) = mug(y).

Da condigao de mdc(m,n) = 1, conclui-se que m | vg(x) e n | vo(y) e, consequente-
mente, |vg(z)| > m e |vg(y)| > n. Logo, se existisse mais de um ponto @) € C’ acima de

P, teriamos que

grau(z)s > 2m,

grau(y)eo > 2n.

No entanto, pelo critério de Eisenstein, verifica-se que f(z,y) é irredutivel como po-
linémio na varidvel y e, portanto, [K(C) : K(z)] = m. Por sua vez, pelo teorema 2.1,
tem-se que grau(z). = [K(C) : K(z)] = m, o que contradiz as desigualdades acima.

[

Dessa forma, podemos enxergar ¢’ = C U {Q}, onde @ é o tunico ponto acima de
[0:1:0], e, além disso, como esse ponto distinto é o tinico polo de x e [K(C) : K(z)] = m,
temos que vg(x) = —m. Da expressdo muvg(y) = nvg(z) provada acima, concluimos entao
que vg(y) = —n e, portanto, [K(C) : K(y)] = grau(y)o = n. Em particular, isso nos
mostra que f também ¢é irredutivel como polinémio na variavel . Como claramente f nao
¢ o produto entre um polindomio na varidvel x e um polinomio na variavel y, concluimos
mais ainda que f, como polinomio em duas varidveis, ¢ irredutivel.

Como a caracteristica p nao divide m = [F' : K(z)], vemos que a extensdo F/K(x)
é separavel. Seja P, o o divisor de polos de z em K(z)/K (ver secao 3.2), o corolario
2.2 nos mostra que —2P, o, ¢ um divisor canonico e, pode-se provar que existe uma tnica
diferencial 7, do corpo de fungoes K (z)/K tal que (1,) = —2P, o € n,(1p, .. (7)) = —1,
onde1p, (z7') éoadelede K(z)/K dadoporip, (x7')(Preo) =2 te1p, (271 (P) =0,
para todo lugar P # P, ., de K(X)/K (ver Stichtenoth [[14], Proposigao 1.7.4, pagina
37]). Definimos

dx = Cotr p/k (z) (1)

e, analogamente, definimos 7, e, como p nao divide n = [F': K(y)], a extensao F/K(y) é

separavel e consideramos

dy = COtI“ F/K(y) (ny)'

Observagao 4.1. A notacao dz similar a de 1-formas é justificada. De fato, é possivel

definir a nogao de 1-formas em um corpo de fungées F'/K e o conjunto das 1-formas,
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denotado por Ag, é um F-espaco vetorial de dimensao 1, de forma que, dado um elemento
separante z, isto é, um elemento z € F tal que F//K(z) é uma extensao finita e separavel,
entao toda 1-forma pode ser escrita na forma gdz, para alguma funcao g € F. Além
disso, dz # 0 se, e s6 se, z é separante e, nesse caso, definimos o quociente de 1-formas
dw/dz como a tnica funcdo g € F satisfazendo dw = gdz. Em particular, é possivel com

essa definicao provar a regra da cadeia

dw dwdk

dz ~ dkdz
para todo elemento k € F separante. Por fim, observamos que, se z € F ¢é separante,
entdo a correspondéncia gdz — g Cotr p/k(.)(n.), onde 7, é diferencial de Weil como
acima, define um F-isomorfismo entre Ar e o conjunto das diferenciais de Weil Qp. Em
particular, seja P um lugar de F//K, podemos definir vp(gdz) = vp(g Cotr p/k(-)(n:)).
Para demonstragoes e mais detalhes sobre esses fatos, ver, por exemplo, Stichtenoth [[14],

Se¢oes IV.1 e IV.3].

Para calcular o género de K(C), vamos avaliar o grau da diferencial

1 1
w=—dr=——dy
fy z

de duas maneiras distintas.

Lema 4.1. Se vp(z) # 0 para algum lugar P de um corpo de fungées F/K, entdo
vp(gdz) =vp(g) +vp(2) — 1, para toda fungio g € F

Demonstra¢ao. Como vp(gdz) = vp(g) + vp(dz), basta mostrar que vp(dz) = vp(z) — 1.
Seja t um parametro local em P, utilizando a expansao P-adica, nao é dificil provar que, se
vp(2) # 0, entao vp(dz/dt) = vp(z) — 1 (ver Stichtenoth [[14], Proposi¢ao IV.2.7, pdgina
145]). Como pela regra da cadeia, dz = (dz/dt) dt, nosso problema se reduz a mostrar
que vp(dt) = 0.

Como t é um parametro local em P, devemos ter vp(t) = 1 e, portanto, como e(P|PN
K(t)) divide vp(t) = 1, vemos que P é ndo ramificado na extensao F/K(t). Além disso,

como dt # 0, devemos ter F'/K(t) separavel e, pelo teorema 2.10, sabemos que
(dt) = Con p/r)(—2(t)x) + Diff (F/K(1)).

Por um lado, pelo teorema da diferente de Dedekind, como a caracteristica de F' nao
divide e(P|PNK (t)) = 1, a contribuicdo de P na expressao da diferente é d(P|PNK (t)) =
e(P|[PNK(t)) — 1 = 0. Por outro lado, como P nao é um polo de ¢, vemos que P nao
aparece na expressao da conorma de —2(t). Assim, pela expressdo de (dt), concluimos
que vp(dt) = 0.
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]

Lema 4.2. Seja g € K|z, y| um polinémio irredutivel nao constante, | € Klx,y] um
polinomio de grau 1 e X e L as curvas plana definidas por g = 0 e | = 0, respectivamente.

Se P = (a,b) € um ponto ndo singular de X, denotamos por

Tp(X) = Z(fo(P)(x — a) + f,(P)(y — b))

a reta tangente a X em P e, nesse caso, temos que L # Tp(X) se, e s6 se, a fun¢ao

racional definida por | € um parametro local em P.

Demonstracao. Decorre essencialmente do fato de que na curva X, como P é simples, P
corresponde a um lugar de K(X) e [ é um parametro local em P se, e s6 se, vp(l) =1 e,
por sua vez, vp(l) = 1 se, e s6 se, L nao ¢ a reta tangente em P (ver Fulton [[4], teorema
1 e comentério subsequente, paginas 34 e 35]).

O
Proposicao 4.2. A curva C' possui género g = (m — 1)(n —1)/2.

Demonstragao. Seja P = (a,b) € C, como C é nao singular, f,(a,b) # 0 ou f,(a,b) # 0.
No primeiro caso, o lema 4.2 nos fornece que y —b é um parametro local em P e, portanto,

pelo lema 4.1, temos que

vp(w) = vp (—%dy) = vp(dy) = vp(d(y — b)) = 0.

xT

Analogamente, no segundo caso, vemos que x — a é um parametro local em P e

vp(w) = vp (-%ym) = vp(dz) = vp(d(z — a)) = 0.

Logo, w possui ordem nula em todo lugar correspondente aos pontos de C.
Por sua vez, como f, = my™ '+ Az, vg(y) = —n e vg(x) = —m, mais uma aplicacao

do lema 4.1 nos fornece
1 :
Vg (f_ dx> = —min{-n(m—-1),-m}+(-m—-1)=n(m—-1) —m— 1.
y
Assim, vemos que

grau(w) = vgo(w) + va(w) =n(m-—1)—m—1.
PeC

Por outro lado, como o divisor (w) é canénico, possui grau 2g — 2. Igualando o valor
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obtido acima a 2g — 2, concluimos que

—-m+14+nim—-1) (n—1)(m—1)

9= 2 - 2 ’

]

Observagao 4.2. Até o final desse capitulo o divisor canoénico (w) = (29 — 2)Q sera

denotado por W.
Encerramos a segao calculando as ordens de algumas fungdes de K(C) em pontos afins:

Lema 4.3. Seja P = (a,b) € C:

(a) Se P =(0,0), entio vp(x) =m evp(y) =1;

(b) Se P #(0,0), entdo vp(x —a) =1 ou 2.
Demonstracao.

(a) Como f,(0,0) # 0, y é parametro local em P = (0,0) e, portanto vp(y) = 1. A
mesma técnica nao se aplica a z, uma vez que f,(0,0) = 0. Para resolver esse
problema, observe, entao, que o tinico zero de x ocorre em P = (0,0), de forma que
seu divisor de zeros é (x)o = vp(z)P. Por sua vez, pelo teorema 2.1, m = [K(C) :

K(x)] = grau(z)p = vp(x).

(b) Basta mostrar que vp(z — a) = 2, quando x — a ndo é um parametro local em
P = (a,b) # (0,0), isto é, quando f,(a,b) = 0, pelo lema 4.2. Para tal, calcularemos

o grau de dx, vendo a contribuicao de cada ponto de C'.

Por um lado, como vp(dz) = vp(d(x — a)) = vp(z —a) — 1 = 0 nos pontos P = (a,b)

em que x — a é uniformizante local, vemos que
grau(dz) = vo(dz) + Z vp(dx),
P

onde o somatério é sobre todos os pontos P = (a,b) de C nos quais  — a nao é um
parametro local. Note que esses pontos sao precisamente os pontos na intersecao das

curvas definidas por f =0 e de f, = 0.

Pela expressdo de f, e f, tem-se que esses pontos sao do tipo (—my™ /A y) e y é

raiz de
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A derivada de h é dada por
, _ _m(m _ 1>ym—2 _mym—l _mym—l

Observando que a caracteristica de K nao divide m(m — 1), por hipdtese, e que f,

nao se anula em um ponto do tipo (—my™ /A, y), pois (—my™ /A,y) é um ponto
nao singular de C e f, ja se anula nesse ponto, concluimos que a tnica raiz multipla
de h é 0, de multiplicidade m — 1.

Logo, como h é um polinémio de grau n(m — 1), existem n(m — 1) — (m — 1) = 2¢g
outros pontos P = (a,b) # (0,0) onde # — a nao ¢é uniformizante local. Nesse caso,
supondo a existéncia de algum ponto desse tipo com vp(x —a) > 2, tem-se que nesse

mesmo ponto a ordem de dx é maior que 1 e, portanto:
grau(dz) > vg(dr) +vee(de) +29+1=(-m—-1)+(m—-1)+29+1=29— 1.

No entanto, isso contraria o fato de que o grau de um divisor candnico é 2g — 2.

4.3 A sequéncia de lacunas em pontos de C’

Sabemos pela proposicao 3.3 que, dado o € Aut(C’), os lugares P e o(P) possuem
a mesma sequéncia de lacunas. Nessa se¢ao, mostraremos que () sempre possui uma
sequéncia de lacunas distinta da sequéncia em qualquer outro ponto de C, exceto possi-
velmente em (0,0). Dessa maneira, poderemos concluir que qualquer automorfismo de C’
deve fixar ) ou, no méaximo, trocar @ e (0,0).

Para estudar a sequéncia de lacunas em @), construiremos uma base para L((m—1)n@),
que, em particular, contém os espagos L(W) = L((2g—2)Q) e LW +Q) = L((29g —1)Q).
Para ajudar nesse processo fornecemos dois lemas com propriedades da funcao “parte

inteira”:

Lema 4.4. Sejam n e m inteiros positivos primos entre si. Entao:

MZ{%"J UEDGEN)

k=1

Demonstragao. Denote por {x} a parte fraciondria do nimero real z. Entao, para k €
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{1,...,m — 1}, obviamente

e, portanto:

3

B rn)

k=1

{5

B
Il

Como para um nimero real x, r = |z| + {z}, segue que:

3 S I R S e

k=1 k=1 k=1

Lema 4.5. Sejam n > m inteiros positivos tais que m { n. Entdo,
LEJ =#{k e N |k <n com k=n(mod m)}.
m

Demonstracao. Considere a divisao euclidiana de n por m: existem ¢, r € N tais que
n=gqm-+rer < m. Por um lado, tem-se que |n/m| = ¢. Por outro lado, existem
exatamente ¢ naturais menores que n congruentes a n moédulo m, a saber, r, r +m, ...,
r+ (¢ — 1)m.

O

Proposicao 4.3. Uma base para o espago L((m — 1)n@Q) é
{2y’ | i, € N com mi+nj < (m — 1)n}.

Demonstracao. Primeiramente, observe que, aplicando o teorema de Riemann-Roch para

o divisor (m — 1)n@, como seu grau é maior que 2g — 1, conclui-se que
[(m—-1nQ)=m—-1)n+1-—g.
Nesse caso, como o conjunto
To = {z'y’ | i,j € N com mi+nj < (m —1)n}

esta obviamente contido em L((m—1)n@), a tese segue se for provado que T, é linearmente

independente e possui (m — 1)n + 1 — g elementos.
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Para fazer essa contagem, introduzimos os conjuntos

A=1{0,1,....,(m —1)n},
B ={ce A|c=mi+ nj, para certos i,j € N}.

Note agora que —vg é uma funcao sobrejetiva de Ty em B. Mais ainda, ¢ facil verificar

que é injetiva. De fato, se mi + nj = —vg(2'y?) = —vg(x”y’) = mi’ + nj’, entio
nj =nj'(mod m) . j=j(modm)
mi =mi'(modn) .. i=i(modn)

Por sua vez, como mi 4+ nj e mi’ + nj sdo ambos menores ou iguais a (m — 1)n, tem-se

que

0<i,i<n

0<j,57<m

e, portanto, as congruéncias acima implicam nas igualdades i = i’ e j = j/, de onde segue
a injetividade da fungao —vg em Tyg.

Logo, mostrar que Ty possui (m — 1)n + 1 — g elementos equivale a mostrar que
#B = (m—1)n+1—g. Para tal, contamos o nimero de elementos de A\ B. Observe que,
como m e n sao primos entre si, para cada elemento de a € A existe um unico elemento

0 < k < m tal que a = kn(mod m) e, nesse caso:
ac AA\B <= a<kn

Para verificar a afirmacao acima, escreva a = kn + mw, para certo w € Z. Por um
lado, se a > kn, entao w > 0 e, portanto, a € B. Por outro lado, se a € B, entao existem
i,j € N tais que a = mi + nj, de forma que k£ = j(mod m) e, em particular, j& vimos
acima que, como j < m, devemos ter k = j. Nesse caso, a — kn = mi > 0.

Pelo lema 4.5, o nimero de inteiros nao negativos menores que kn congruentes a kn
médulo m é |kn/m] e, portanto, pelo lema 4.4 e pela observagdo acima, o nimero de

elementos em A\B é

| kn (n—1)(m—1)
3|1 -
m 2
k=1
Consequentemente, #B = #A — #A\B = (m — 1)n+ 1 — g, como queriamos provar.

Falta mostrar que T ¢ linearmente independente sobre K. No entanto, isso segue do

fato de que as ordens dos elementos z'y’ em @ sdao —(mi + nj), todas distintas entre si.
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]

Como observado anteriormente, L(W) e L(W + @) sao subespagos de L((m — 1)n) e,
portanto, como as ordens dos elementos em {z'y’ | i,7 € N com mi+nj < (m—1)n} sdo

todas distintas em @), segue imediatamente da proposicao 4.3 que:

Corolario 4.1. Os espacos vetoriais L(W) e L(W + Q) possuem respectivamente bases
{2y | 4,5 €N commi+nj <2g9—2} e{z'y’ |i,j €N commi+nj<2g—1}.
Estamos aptos para estudar as sequéncias de lacunas em Q):

Proposicao 4.4. Sejam q,r € N comn=qgm —r e 0 <r < m. Entao, m nao € lacuna

em Qe ser#1, n+r—1¢lacuna em Q.

Demonstra¢ao. Como (7)o = m@), m nao é lacuna em ). Considere agora n+r — 1 =
gm — 1 eobserve quen+r—1<2nemi{n+r—1 Javimos que se n+r — 1 nao
fosse lacuna, entao existiriam 7,7 € N tais que n +r — 1 = mi + nj, e, nesse caso, pelas
duas propriedades de n +r — 1 mencionadas, terifamos n +r — 1 = n(mod m), o que é um
absurdo supondo r # 1.

O]

Consideramos agora o estudo de lacunas em pontos afins de C":

Lema 4.6. Seja P € C, entdo t é lacuna em P se, e so se, existe h € L(W) com
Up(h) =t — 1

Demonstragao. Aplicando o teorema de Riemann-Roch para os divisores tP e (t — 1)P,

obtém-se que

I(tP)=t+1—g+ (W —1tP),
((t—1)P)=t—14+1—g+I(W—-(t-1)P)

e, portanto:
(tP)—l((t—1)P)=14+1(W —tP)—Il(W — (t—1)P).

Vimos no lema 2.4 que t é lacuna em P se e, s se, ((tP) = I((t — 1)P) e a expressao
acima nos mostra que isso ocorre se, e sé se, (W —tP) < (W — (t —1)P).
Como L(W —tP) C L(W — (t —1)P), isso equivale a dizer que existe h € L(W — (t —
1)P)\L(W — tP), que é caracterizado pela propriedade do enunciado.
[l
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Proposicao 4.5. Sejam P C eq,r e Ncomn=qm —r er <m:

(a) Se P # (0,0), entao m € lacuna em P;

(b) Se P =(0,0), entao n+r — 1 ndo € lacuna em P.
Demonstracao.

(a) Seja P = (a,b), pelo lema 4.3, vp(x —a) = 1 ou 2. No primeiro caso, a funcao
(x —a)™! possui ordem m — 1 em P e, além disso, pela caracterizagao de L(TV) no
coroldrio 4.1, conclui-se que (z —a)™~! € L(W). Finalmente, o lema 4.6 garante que

m é lacuna em P.

Por sua vez, se vp(r — a) = 2, consideramos a divisdo euclidiana de m — 1 por 2:
existem s, € Ncomm—1=2s+tet € {0,1}. Nesse caso, j& vimos que fy(a,b) =0
e, portanto, f,(a,b) # 0, implicando que y — b é um parametro local em P. Logo, a
funcao (z —a)®(y — b)" goza da propriedade de estar em L(W) e possuir ordem m — 1

em P e, mais uma vez, o lema 4.6 nos garante que m ¢ lacuna em P.

(b) Observe que, pelo lema 4.3, a fungao h = y/x? possui polo apenas em P = (0,0), de
ordem 1—gm = —(n+r—1). Dessa forma, (h)s, = (n+7—1)P e, portanto, n+r—1

nao ¢ lacuna em P = (0,0).

Um corolario imediato das proposicoes 4.4 e 4.5 é que:

Corolario 4.2. Seja P € C, entao os pontos Q e P possuem sequéncias de lacunas

distintas, exceto possivelmente se P = (0,0). Nesse caso, devemos ter n = —1(mod m).

4.4 O grupo de automorfismos de C’

Pela proposigao 3.3, um ponto de C" e sua imagem por um elemento de Aut(C’) devem

possuir as mesmas sequéncias de lacunas e, assim, o corolario 4.2 nos fornece que:

Proposigao 4.6. Seja o € Aut(C'), entio 0(Q) = Q ou o(Q) = (0,0). Mais ainda, se
(@) = (0,0), entao n = —1(mod m).

Finalmente, o teorema 4.1 segue se provarmos que o Unico automorfismo com as pro-

priedades acima é a identidade:

Proposigao 4.7. O unico automorfismo de C' que preserva QQ € a identidade.
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Demonstracao. Seja o € Aut(C') tal que o(Q) = @, denotamos por ¢* o K-automorfismo
de K(C) induzido por o. Por sua vez, ' e y' denotardo as imagens de = e y por o*,
respectivamente.

Como z (resp. y) possui polo apenas em (), de ordem —m (resp. —n), temos que
x’ (resp. y') também possui polo apenas em (), de ordem —m (resp. —n). Nesse caso,
concluimos que 2/, ' € L(W) e, portanto, pelo corolario 4.1, 2’ e ¢y podem ser escritos

na forma

2 = Z aix'y’,
y' = Z by’

onde as somas acima sao sobre os pares de naturais (7, j) com mi+nj < 2g—2. Para que 2’
(resp. ') possua polo em @) de ordem —m (resp. —n), comon > m e vg(z'y’) = —mi—nj,
vemos que os unicos possiveis termos da forma x'y’ na expressiao de 2’ (resp. y')acima
sao x e 1 (resp. y, 9, ..., x e 1, onde ¢q é o quociente da divisao euclidiana de n por m).

Em outras palavras, existem a, b € K\{0} e aq, by, b1, ..., by € K tais que

2 =ax + a

y' =by+ by + byx + ...byx.

Por conveniéncia, escrevemos h(x) = by + ... + bya? € K|z

Por sua vez, como z e y satisfazem f(z,y) = 0, temos que f(z/,y’) = 0, isto é:
g(x,y) = (ax + ap)" + (by + h(z))™ + A(az + ao)(by + h(z)) + B(ax 4+ ap) =0

Podemos enxergar g como um polindmio na variavel y, que possui grau m, coeficiente
lider b™ € K\{0} e satisfaz g(z,y) = 0. Como f possui grau m, é monico, ¢ irredutivel
como polinémio na varidvel y e também satisfaz f(x,y) = 0, concluimos que g(z,y) =

m=1 na expressao de g é mb™ 1h(z), de onde

b" f(x,y). No entanto, o coeficiente de y
obtemos que h(z) = 0. Da mesma forma, como o coeficiente de y na expressao de g ¢é
Ab(ax + ayp), concluimos que a =b =1 e ay = 0.

Logo, acabamos de provar que ' = = e 3y = y, de onde segue que o é a identidade.

O]
Proposicao 4.8. Nao eziste um automorfismo o de C' tal que o(Q) = (0,0).

Demonstragao. Suponha que exista um automorfismo o de C’ tal que o(Q) = (0,0) e ja
vimos que, nesse caso, podemos supor n = —1(mod m). Denotaremos o ponto (0,0) por
P e, assim como na demonstracao anterior, denotaremos por ¢* o K-automorfismo de

K(C) induzido por o. Observe que, em virtude do corolério 4.2, o tinico possivel ponto
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que tem () como imagem por o é P e vice-versa. Em particular, isso nos mostra que o
possui ordem 2.
Procedemos de maneira andloga a demonstragao da proposicao 4.7. Para tal, observe

que uma base para o espago L((2g — 1)P) é
{z7(y/2?) | mi+nj <29 -1},
onde ¢ é o Unico inteiro tal que n = gm — 1. De fato, note que, pelo lema 4.2,
vp(a™ (y/27)’) = v (a'y’)

e, assim, basta aplicar o mesmo argumento utilizado para obter o corolario 4.1. Sejam
2’ e y' as imagens de x e y por o, respectivamente, entdo x’, y' € L((2g — 1) P) possuem
respectivos divisores de polos mP e nP. Pela descri¢ao de L((2g—1)P) acima, concluimos
como na demonstracdo da proposigao 4.7 que existem a, b € K\{0}, ap € K e um

polindmio h em uma variavel sobre K tais que

/ —
T = axr l—i-ao,

Y =bly/a") + h(z™).

Como o2 é a identidade, devemos ter

a

v =0"(2") = a/r + ag

+a07

de onde segue que ay = 0. Por sua vez, como z e y satisfazem f(z,y) = 0, temos que
f(',y') =0, isto é:

(a/x)" + (h(1/z) + by/z1)™ + A(a/z)(h(1/x) + by/2?) + B(a/x) = 0.
Como na demonstracao da proposigao 4.7, podemos ver que h(1/z) = 0 e, portanto,
(a/x)" + (by/2)™ + A(a/x)(by/2?) + B(a/x) = 0.
Multiplicando por z"*! = 29 obtemos que
a"x + (by)™ + Aabyx" 1+ Bax" =0

o que, mais uma vez pela irredutibilidade de f, implica n—qg = 1. No entanto, n = mq—1
e, portanto, (m — 1)g = 2, um absurdo, pois n > m > 2.
O
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