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RESUMO

FERREIRA, Andrey Dione. Problemas Inversos de Identificacdo de Potenciais em
Equacdes Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro, 2011. Dissertagdo (Mestrado em Ma-
temadtica) - Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2011.

Neste trabalho consideramos os problemas inversos de identificacdo de potenciais
para os problemas de Dirichlet, de EIT (Electrical Impedance Tomography) e de
ondas. Para este ltimo, tratamos tanto do caso conservativo quanto do dissipativo.
Mais precisamente, provaremos que a unicidade dos pardmetros desses problemas é

garantida em termos das medidas de fronteira.

Plavras chaves: Problemas inversos; operador de Dirichlet-Neumann; equagdo de Di-

richlet; EIT (Electrical Impedance Tomography); equacdo de ondas.
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ABSTRACT

FERREIRA, Andrey Dione. Problemas Inversos de Identificacdo de Potenciais em
Equacdes Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro, 2011. Dissertagdo (Mestrado em Ma-
temadtica) - Instituto de Matematica, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2011.

We consider the inverse problems to identify potential for Dirichlet problems of
EIT (Electrical Impedance Tomography) and wave. In the last case we present the
conservative type as well as the dissipative one. More precisely, we prove that the
uniqueness of the parameters of these problems are guaranteed in terms of boundary

measurements.

Key Words: Inverse problems; Dirichlet-Neumann map; Dirichlet equation; EIT (Elec-

trical Impedance Tomography); wave equation.
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Introducao

E usual denominar-se “Problemas Inversos” a drea da Andlise Matemadtica na qual se insere o
tema desta Dissertacao, a saber, a Determinagdo de Parametros em Equagdes Diferenciais Parciais.
Interessam-nos, em especial, aqueles problemas que envolvem medi¢des externas, que matema-

ticamente sejam modelados pelo Operador de Dirichlet-Neumann.

A titulo de exemplo, podemos citar o problema de EIT (Electrical Impedance Tomography),
cujo objetivo é determinar a condutividade elétrica de um corpo a partir de medicdes eletro-
magnéticas em sua superficie. Esse problema tem diversas aplicacdes, dentre as quais podemos

citar as técnicas de mamografia.

Sendo mais precisos, considere um dominio € C R? que representa um dado corpo que possua
a capacidade de conduzir eletricidade em seu interior e cujo coeficiente de condutividade elétrica
seja a(zr), com x € ). Se assumirmos que este corpo é submetido a um potencial elétrico conhe-
cido (o) com o € 012, onde OS2 representa a fronteira de €2, entdo o potencial elétrico u(z) em 2

satisfaz a equacao elitica:

—div (a(z)Vu(z)) =0 em Q
u(o) = ¢(o) sobre 0.

)]

Nesse sentido, a intensidade (local) da corrente é representada por a(a)‘g—;;(a), onde g—g(a)
denota a derivada normal exterior, e o total de energia elétrica necessdria para manter o potencial

© na fronteira serda

Qulp) == / o) [Vu(e) dz = / a(a)g—;%a)@(a)dg.

Q o0

Assim, a questdo que se coloca € a seguinte: a partir dessas informacdes, podemos determinar

o coeficiente de condutividade a(z)? Essa questdo nos leva naturalmente ao estudo do operador de



Dirichlet-Neumann

e do operador

qiw\a.

Algumas questdes bdsicas inerentes ao estudo do operador A sdo:

1. A € injetivo (Identificagao)?
2. A € continuo (Estabilidade)?
3. Podemos descrever a imagem de A (Caracterizag@o)?

4. Podemos determinar o potencial a(z) a partir da caracteriza¢do de A, (Reconstrugdo)?

As interrogacdes acima sdo algumas das questdes basicas que nos interessam no contexto da
area de Problemas Inversos e que abordaremos nesse trabalho. Mais precisamente, trataremos do
Problema de Identificagcdo para o problema de EIT, o problema de Dirichlet e as equacgdes de ondas,

tanto o caso conservativo quanto o dissipativo.

Para ser mais preciso, consideremos os seguintes problemas de Dirichlet:

—Au + qu = 0 em
(2)
u = ¢ sobre 0f2

—div (a(z)Vu(z)) =0 em Q
u(o) = ¢(o) sobre 012,

3)

onde g, a € L*(Q), g >0ea >¢c>0.
Os principais resultados referentes a esses problemas sdo:
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Teorema 1: Sejam Q C RY N > 3, um dominio limitado de classe C'' e q1,qo € L>(1),

g =2 0,5 =1,2 SeA, =, entdo q; = ¢.

Teorema2: SejaQ) C RN, N > 3, um dominio limitado de classe C*' ea; € W>>(Q)(j = 1,2),

tal que a; > € para algume > 0. Se A,, = A,, entdo a; = as.

Esses resultados sdo validos para N = 2 mas as técnicas de demonstracao sao diferentes das

que apresentaremos aqui (ver [14]).

Definindo de modo analogo o operador de Dirichlet-Neumann para as equacdes de ondas:

uy — Au+qu =0, em (0,7) x Q,
u(0,z) = u(0,z) =0, em €, “4)
u(t,o) = ¢(t,o), sobre [0,7] x 0N

uy — Au+ quy =0, em (0,7) x Q,
u(0,2) = u(0,2) =0, em €, )
u(t,o) = ¢(t,0), sobre [0,T] x OS2,

temos o seguinte resultado:
Teorema 3: Sejam ¢y, g2 € L™(Q) tais que Ay, = A,,. Se T > diam (2, entdo ¢; = go.

Organizamos a dissertacdo da seguinte forma. No Capitulo 1, apresentaremos algumas definicdes
e resultados bésicos para a compreensdo do texto, mais precisamente, apresentaremos as defini¢oes
de alguns Espacos de Sobolev e propriedades desses, alguns resultados de Anélise Funcional. No
Capitulo 2 abordaremos o problema de identificacdo de potenciais para o problema de Dirichlet e
de EIT, e no Capitulo 3 trataremos do problema de identificagdo de potenciais para as equagoes de

ondas, tanto no caso conservativo quanto no caso dissipativo.



Capitulo 1

Conceitos basicos

Neste capitulo apresentaremos algumas definicdes e resultados basicos necessarios para a compre-

ensdo do texto, como defini¢des de certos espagos funcionais e teoremas relacionados.

1.1 Definicoes e Teoremas Preliminares

No que se segue, quando falarmos de integral, estaremos nos referindo a Integral de Lebesgue e

denotaremos por K o corpo dos reais ou o corpo dos complexos.

Sejam 2 C R um conjunto aberto, p € Rcom 1 < p < ocoem € N.

Definimos,
LP(Q) = {f:Q—HK;/ ]f(x)|pdx<oo,1§p<oo},
Q

L=(Q) ={f : Q2 — K; fé mensurdvel e essencialmente limitada} ,



com as respectivas normas
1
P
1l = ( / )P dx) T ——]
Q e

Observacao: No caso de p = 2, LP € um espago de Hilbert com o produto interno

Denotamos por D(f2) o espago da fungdes testes em 2 C RY e por D'(Q) o espago vetorial
das distribugdes sobre 2. Consideramos também os espagos de Sobolev W"™P(Q)) das funcdes

u € LP(Q) tais que D*u pertence a LP(£2), onde

dlely,

Doy=—"
Dz . Dxon’

com as derivadas de u no sentido das distribui¢des e a notagdo usual || = ay +as + ... + «, para
todo a = (aq, g, ..., ay) € N
Para u € W™P(), definimos

lallmp=| D [ ID%u(@)fde | , 1<p<oo,

|a\<mQ

|t m,00 = Z supess|Da x)|.
|a|l<m
No caso em que p = 2, denotamos

HY(Q) = W(Q).

Proposicao 1.1. O espaco de Sobolev W™ P () é um espaco de Banach.

Denota-se Wy"" o fecho de D(2) em WP, Se 1 < p < oo el < g < oo tal que Il) + % =1,

representamos por W ~™4(Q2) o dual topolégico de Wy (2).



Podemos definir uma familia de espagos entre LP(§2) e W1P(Q)). Mas precisamente, se s € R,

0<s<lel<p<oo,definimos

W (Q) = {u € I7(9); —‘“(x) Tﬁfsz)’ € LP(9 Q)} ,
r—y

munido da norma de LP(€) x (), isto é,
1/p
ey = [ 1) = utPle = o~>-"asay )

Definimos também

H3(Q) = W*2(Q).

Para s € R, s > 1, definimos WW*?(2) como segue. Escreva s = m + ¢ com m sendo a parte

inteira de s e defina

WP (Q) = {u e W™P(Q); D*u € W7P(Q2), a € N"tal que |a| = m}.

1.1.1 O Teorema do Traco

A seguir apresentamos o teorema do traco que caracteriza o espaco ao qual pertence a restri¢cao de
uma funcio u de H™, definida em um dominio €2, sobre sua fronteira 0€). Consideraremos {2 um

aberto limitado do RV bastante regular (ou seja, de classe C* paratodo k = 1,2,...).

Representaremos por D(0S2) o espago vetorial que consiste das fungdes reais w definidas em
0€) que possuem derivadas parciais continuas de todas as ordens. Dada uma func¢do u definida em

2, representamos por You a restricdo de u a 0S.

Como 9f) tem medida nula no R”, a restricdo de u a 0€) ndo estd bem definida. Porém, é

possivel caracterizar o espaco Y onde estd definida yyu.

Observe que no caso em que @ = RY podemos identificar 0Q = {(/,0);2’ € RV} com

RY~!, identificando toda fungio u definida em 02 com a fungdo 2/ — wu(z’,0) do RY¥~! em
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R. Com essa identificagdo temos D(9)) = DRV 1) e LP(0Q) = LP(RN71). E, nesse caso,
definimos H*(0Q)) = H*(RN"1),5s > 0,s € R.

Proposicao 1.2. Vale a seguinte desigualdade

oull 3 -1y < lulli gy Yu € DRE).

Demonstracao. Ver [20]. 0

Considerando D(RY') com a topologia induzida por H*(RY'), a proposi¢éo acima afirma que a
aplicacao
Y : DRY) — H>(RV)
¢ continua. Além disso, como D(@) é denso em H'(RY), essa aplicacdo se estende continua-

mente a uma aplicacdo linear continua que permanecemos denotando por 7, onde
v HY(RY) — HZ(RY )
é denominada funcdo traco e seu valor yyu denomina-se o traco de u sobre RV 1.
Teorema 1.1. A fungdo trago aplica H'(RY) sobre H 2 (RY=1Y) e o niicleo de 7y é o espaco
Hj (RY).

Demonstracao. Ver [20]. [

Observacgio: Temos que 7, € a dnica aplicacdo linear e continua de H'(RY) em H 2(RV1) tal

que

You = u|gn-1, Yu € D(RY).

Passaremos agora ao caso em que {2 é um aberto limitado bem regular. Para definir H°(0f2),

s € R, considere
Q={( ynv) eRV' xR;lyj| <1,i=1,2,...,n—1,[yn| < 1},

7



Qt=Qn{yny >0}, =QN{yny =0} ={(¥,0);y e RN}

e um conjunto de cartas locais U = {(Uy, 1), (Us, p2), ..., (Un, @n)} tais que, para cada k =

1,2,...,n, tem-se:

or(Us) = Q, 01U N Q) = QF, 0 (U N Q) = 3.
Pk, go,;lséo de classe C'™°.
Se U, N U; # () entdo existe um homeomorfismo .Jy; de classe C'™ (1.1)

com jacobiano positivo de ¢ (U N U;) sobre ¢, (Ux, N U;) tal que

vi(x) = Ju(pr(x)), Yo € Uy, N Uj(condigdo de compatibilidade).

\

Considere funcdes testes oq, 01, . . ., 0, do RY tais que
) ) ?

0<o,<1,k=0,...,n, suppoy C {2

supp (0x) C U,k =1,...,n, ¢ > op(z) =1,V € Q.
k=0

(1.2)

Dada uma fung@o w definidaem 00 e k = 1,...,n, seja

(00w} (4,0)) se y € Q= (=1, )N

wi(y') =
0 se y € RN-1\Qy.

Como supp wy, = supp (o © go,;l)|g, (supp ox) NI C Uy N ON e ¢y, aplica Uy, N OS2 sobre
Y], temos que

supp wy C 2.

Define-se o espaco D(012) das fungdes C'° em OS2 como o espago das fungdes w : I — K

tais que wy, € D(RY 1) paratodo k = 1,...,n.

Temos que D(9N2) coincide com o espaco das funcdes F = {ulsq;u € D(Q)} (ver [20]).

Além disso, se w : 92 — K € mensuravel, como 0f) é limitado, entdo o suporte de w € compacto.



Com isso, dado s € R, s > 0, define-se H*(0€2) como o espago das fungdes w : 92 — K tais

que wy, € H*(RN~1) paratodo k = 1,2,...,n, munido do produto escalar
(w; U)Hs(asz) - Z (wr, Uk)HS(RNfl) , (1.3)
k=1
para todo par de fungdes w, v € H*(052). Denotando a norma desse espaco por || - || zss0), temos

lwlls o) Z wx I3

Tem-se que H°(0S2) é um espaco de Hilbert e D(052) é denso em H*(052).

Hs RN 1

Vale salientar que se tivermos outro sistema de cartas locais V satisfazendo (1.1) entdo o novo
produto escalar para H*(0f), definido da mesma maneira que em (1.3), produz uma norma equi-
valente a norma do sistema U/, de forma que a defini¢ao do espagco H*(0€2) nao depende da escolha

do sistema de cartas.

Se uw € H'(Q2) entdo u = Y o u quase sempre em ). Para K = 1,. .., n, define-se a fun¢do
k=0

-1/ / +
Uk(ylayN) _ (()Oku)((pk (y 7yN)) se (y ayN> € Q (14)

se (v, yv) € RI\Q™.
Se u € D(Q), denota-se por Yu 2 restrigio de u a 9.
Proposicio 1.3. Existe uma constante C' > 0, que independe de u € D(RQ), tal que

oull 3 o0y < Cllulli @, Yo € D(Q).

Demonstracao. Ver [20]. O

Novamente, da proposi¢do (1.3) concluimos que podemos estender continuamente vy a H'(12),

obtendo assim a aplicagdo linear e continua
Yo : H'(Q) — H2(09).

9



Temos ainda que

3

oullZ 20 = D [(00) (0w 3r1/2000) » Fu € HY(Q).
k=1

Teorema 1.2. O niicleo de ~y, coincide com H}(Q) e o € sobrejetora.

Por fim, trataremos do caso geral do teorema do traco, ou seja o caso em que u € H™ (),
m > 2. Comegando com o caso em que u € H™(RY), identificamos como antes a fronteira 92 de

RY com RV,

Sejau € D(@) Define-se

(vu)(2') = (Dy)(',0) = 7o(Dyu) (')

=9 Considere o espaco de Hilbert

Paraj:0717---7”_1e$'€RN—1,ondeDN=(%N

m—1
X = H Hm—j—%(RN—l)

J=0

com a norma
lwll% = Z (L7 S

onde w = (wg, Wy, . . ., Wp_1). Tem-se que (D(RY~1))™ ¢ denso em X. Dai, segue o teorema do

trago para H™(RY).
Teorema 1.3. Seja Q) = RY. A aplicagao linear
D) — X
e (NP, Ym-19)

estende-se continuamente a uma aplicacdo linear e continua v em H™(2), m > 1, sobre X, cujo
niicleo € o espago H\"(SY). Além disso, ~y possui uma inversa a direita linear e continua, isto é,

existe uma aplicacdo A linear e continua de X em H™ () tal que v(Aw) = w para todo x € X.

10



Demonstracao. Ver [20]. O

Considere agora §2 um aberto do RY com fronteira 02 bem regular, e seja n(x) a normal

unitaria exterior em z € 0€). Parad > 0 e € > 0, definimos

Qse = {(v,yn) e RN xR Jyi| < 6,i=1,2,...,N—1,—e <y— N <e}

Q. = Qs N {yn > 0}, %5 = Qs N {yny = 0}.

E possivel escolher um sistema de cartas locais U = {(Uy, 1), (Us, 03), ..., (Un, ©n)}, para
052, que, além das propriedades em (1.1), com @) = Qs., satisfaz, paratodo k = 1,2,...n,

Sy 0 = (1" 5w 0. 0)

paratodau € D(Q),(y',0) € ¥ em = 1,2,..., onde as fungdes oy, e vy, sdo definidas em (1.2) e

(1.4), respectivamente.

Define-se a aplicacdo linear

D) — Y
(1.5)
u o yu = (YU, MUy .y Y1),
onde v;u € a restri¢do a 0€) da fungdo g%j,j =0,1,...,m—1,e Y é o espaco de Hilbert

[y

m—

y =[] a2 00)

J]=

m—1
Il = > 1141
7=0

com a norma

2
Hmfjf% ?

Sendog = (607517 tee 7€m71) €Y.

Do teorema (1.3) e com o auxilio de cartas locais, tem-se o teorema do trago para funcdes

u € H™(Q).

11



Teorema 1.4. Seja Q) um aberto limitado bem regular do R™ e m um inteiro, m > 1. A aplicacdo
v definida em (1.5) prolonga-se continuamente a uma aplicacdo linear continua, ainda denotada

m—1 )
por 7y, de H™(Q)) sobre Y = [] H™7~2(8), cujo niicleo é o espago HI(Q). Além disso, v
j=0
possui uma inversa a direita linear e continua.

1.1.2 Espacos de Sobolev Vetoriais

Para p € [1, oo], I um intervalo aberto de R e X um espacgo de Banach, denotamos por L(/, X) o
espago vetorial das aplicacdes f : I — X tais que a fun¢do t — || f(¢)||x pertence a LP(I). Para

f € L*(1,X), definimos

1
p
1l = { JALCIE dt} % p < o0,
I
TP —
tel

Definimos também D(1, X)) = C°(I, X) o espago das fungdes C*°(I, X') com suporte com-

pacto em /.

Observacao: O espaco LP(1, X) possui a maioria das propriedades do espago LP([) = L*(I,R),
com essencialmente as mesmas provas. Em particular, verifica-se facilmente os seguintes resulta-

dos.

1. LP(1, X) munido da norma || - || .»(; x) é um espago de Banach. Se p < oo, entdo D(/, X) é

denso em LP(I, X)
2.SefelP(I,X)epe Li(I) com%—i—éz I <1, entdo pf € L"(I, X) e temos

lp.f]

rra,x) < || flleex el o

3.Se feL'(I,X)e [ f(s)p(s)ds = 0 paratoda p € D(I, X), entdo f(t) = 0 quase sempre
T
em [.

12



Denotaremos por D'(I, X') o espago das distribui¢des sobre I que assumem valores em X,
mais precisamente, o espago das aplicacdes lineares e continuas D(/) — X, onde X é munido da

topologia fraca.
Um elemento f € L;, (I, X) define uma distribui¢do T} : D(I) — X pela férmula

(Ty, ) = /If(t)gp(t)dt, para toda ¢ € D(I).

(n

Definimos a n-ésima derivada T ) de uma distribuigao 7' por

<TJ§”),¢> = (—1)”/If(t) dndiit)dt, para toda ¢ € D(I).

Para 1 < p < oo, denotamos por W'?(I, X') conjunto das fungdes f € LP(I,X) tais que
f' € LP(I,X), no sentido de D'(I, X). Para f € WP(I, X) definimos a norma

I fllwrr,x)y = 1 fllzea.x) + [1f ] 2o .x)-

Definimos, para m € N, o espaco

4
WmP(I,X) = {f € LP(LX);% € LP(1,X) para todoj € {1,--- ,m}}

Quando p = 2 escrevemos W™2(I, X) = H™(I, X). Além disso, definimos de modo andlogo o
espaco H} (I, X) e seu dual topoldgico H (1, X)

Lema 1.1. O operador 9 : L*(0,T; L*(2)) — H~'(0,T; L*(2)) € continuo.

Demonstracio. E claro que
ue L*(0,T;L*(Q)) = T, € D'(0,T; L*(Q)) = T, € D'(0,T; L*(Q)).

Seja {¢n }» uma sequéncia em D(0, T') que converge para ¢ na topologia de D (0, T), isto é, ¢, — ¢
converge uniformente para zero sobre os compactos de (0,7") assim como todas as suas derivadas.

Entdo, por definicdo,
(Tl on); @), = ((Th;0); @),, V@ € L*(Q).

13



Por outro lado, .
(rsore),= - [ ([ utop ) awan

de onde se conclui que
‘(<T11?90>?q))2| < lull 20,7522 |€] 220,09 [| P[] £2(02)-
Logo, T/ : D(0,T) — L*(Q) é operador linear continuo para a topologia forte de L*(Q) e
(T )20y < lull 20,0200 191 L2 01) -
Como [|¢'|| 20,1y < [loll 2 (0,1)> tem-se

T/,
||T1/L||H*1(O,T;L2(Q)) = sup W

< ||ullz2(0.7:L2(02))-
©#0 ||<P||H3(0,T) ( ()

0J

Os resultados sobre espagos de Sobolev aqui mencionados podem ser encontrados em [1], [6],
[18], [20], [26] e [27], dentre outros cldssicos.
1.1.3 Desigualdades e Resultados Basicos de Analise Funcional

Lema 1.2. (Desigualdades de Gronwall):

1. (Forma diferencial) Seja 1 uma funcdo ndo negativa e absolutamente continua em [0, T tal

que, em quase todo ponto, 1 satisfaz

1 (t) < o()n(t) + ¥(t),

onde ¢ e 1 sdo fung¢des ndo negativas e integrdveis em |0, T|. Entdo
t
o) < el (o) + [ueotr). vee .1
0
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2. (Forma integral) Seja 7)(-) uma fun¢do ndo negativa e integrdavel em [0, T tal que, em quase

todo ponto, n satisfaz
t
n(t) < Cy + Cg/ n(s)ds
0

para constantes C, Cy > 0. Entdo
n(t) < Che?t

para quase todo t € [0,T].
Demonstracao. Ver [9]. O

Lema 1.3. (Desigualdade de Poicaré-Friedrichs). Seja ) um aberto limitado do R™. Se f €
H}(Q), entdo
1fll2 < CIV £z,

onde a constante C' > () 5o depende de ).

Demonstracao. Ver [20]. Ol

Se E/ € um espago vetorial normado, denotaremos por ££* o dual topoldgico de £, isto €
E*={f: E —K; félinear e continua} .

Teorema 1.5. Hahn-Banach. Seja A C F e B C E dois subconjuntos convexos, ndo vazios de
um espago vetorial normado E tal que AN B = (). Assuma que A é fechado e B compacto. Entéo

existe « € Re f € E* tais que f(r) < aVr € Ae f(x) > aVx € B.
Demonstracao. (Ver [3]) ]

Corolario 1.1. Seja F C E um subespaco de E tal que F # E. Entdo existe f € E*, f # 0, tal
que <f,x> =0Vz e F.
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Demonstracao. (Ver [3]) ]

Observacao: O coroldrio 1.1 é usualmente utilizado para provar que um subespacgo vetorial
F C E édenso em L. Para isso basta mostrar que se V[ € E* tal que

<f;$> =0Vx € F,tem-se f = 0.

Uma ferramenta importante para o estudo dos problemas tratados aqui, é a transformada de

Fourier, cuja defini¢do se da como segue:

Defini¢ao 1. Dada uma funcdo f € L*(RY), define-se a transformada de Fourier de f por

1 .
F(E) = (%)% /RN exp(—ix - &) f(x) du.

Definimos a transformada inversa de f por

-1 _ ! exp(iz -
PN = s [ el Or(@)de

Usaremos as vezes a notagdo f para representar J( f).

Teorema 1.6. (Plancherel) As aplicacoes
F:L*RY) — L*(RY) e F~1: L2(RY) — LA(RY)
sdo isomorfismos isométricos de espacos de Hilbert. Mais que isso, tém-se

(F); F9))ra@my = (F59) aeny = (F () FH9)) pogny

para todo par f,g € L*(RY), onde (- ; ) 2w~y denota o produto interno em L*(RY).
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Capitulo 2

Identificacao de Potenciais para Equacoes

Eliticas

Em seu famoso artigo [5], A. P. Caldéron fez a seguinte pergunta: é possivel determinar a condu-
tividade térmica de um objeto a partir de medidas do fluxo de calor na sua fronteira? Em 1984,
R. KOHN & M. VOGELIUS estudaram esse problema em seu trabalho intitulado Determining

conductivity by boundary measurements (ver [16]).

Neste capitulo trataremos da questdo de identificagdo de potenciais para o problema de Diri-
chlet e para o problema de EIT (Eletrical Impedance Tomography) citado na introducdo. Esses

problemas foram estudados em [14], [16], [17], [21] e [24].

2.1 O problema de Dirichlet

Seja Q@ C RY, N > 2, um dominio limitado com fronteira O Lipschitz. Seja ¢ € L*°() tal que

q(z) > 0 quase sempre em 2. Entdo, para cada ¢ € H/%(952), existe uma dnica u € H'(f)
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solucdo de

—Au + qu = 0 em
2.1)

u = ¢ sobre 0f.

Para a prova da existéncia de solugdo da equacgdo (2.1) veja [3].
Considere o operador de Dirichlet-Neumann (D-N) A, : H'/2(9Q) — H~'/2(9) definido por
A()(r) = Go(r), 7€ o0, 22

onde g—:}‘ ¢ a derivada na direcao da normal unitéria exterior a (). Entao o problema de identificacio

de ¢ consiste no seguinte:

Problema 2.1. Se A, () = A,,(¢) para todo ¢ € A C HY?(98) implica q; = q»?

Provaremos que, no caso em que A = H'/2(91), a resposta do problema (2.1) é afirmativa.

Lema 2.1. A, é um operador simétrico, isto é,

(Ag(p1); p2) = (Ag(w2); 1) , Vo1, 02 € H1/2(3Q)

onde { .; .} denota o produto de dualidade entre H'/?(0S)) e o seu dual H=/*(0Q), ou seja,

<Aq(901)5902> = o Aq(@l)ﬁpQ dr.

Demonstracao. Sejam u; e us as solugdes de (2.1) correspondentes a ¢; e o respectivamente.

Multiplicando a equacdo em u; por us € a em us por u; obtemos,

—ug(Auy +quy) =0 em €,
2( 1174 1) 2.3)
—up(Aug + qug) =0 em €.

Integrando em (2 temos

/ —us Auy dr + / quity dr = / —u1Ausg dx + / quouy dz = 0.
Q Q Q Q

18



Pela identidade de Green, obtemos

0
/ VusVurde — / UJQﬂ dr =
Q o0 On
/ VU1VU2dZL' — / Ul% dr = —
0 o0 n

Portanto,

/VUQVuldx—i-/qulqux:/ Ug——dT =
Q Q oo On

/Vu1Vu2dx+/qu2u1 dx:/
Q Q o0

de onde se conclui

(Ag(p1); p2) =

/ s Auy dx = — / quius dx

Q Q

/ w1 Aug dr = —/ quou dx.
Q Q

O (Ag(1); 2)

0
wgdr = (Ay(2)i 1)

(Ag(2); 1) -

O

Lema 2.2. Sejam q; € L>(2),q; > 0,5 = 1, 2. Suponhamos que Ny, (p) = Ay, (), para algum

¢ € HY2(09). Consideremos u a solugdo de

—Au + qu

u

ev € HY(Q) satisfazendo —Av + quv = 0 em €.

= 0 em(),

@ sobre S}

(2.4)

Entao

/ uv(qr — q2) dz = 0.
Q

Demonstracao. Seja 1) o trago de v sobre 0€2. De (2.4) segue que

/—vAua@—{—/vqmdx:0:>/Vqud$—/ v@d7‘+
Q Q Q o0 On

/ qoudr =0
Q
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:>/Vqud:c+/q1vudx:/ YAy, (@) dr = (P; Ay, (@) . (2.5)
Q Q o0

Da mesma forma, temos que

/—uAvdx+/q2uvda::O:>/Vqudx—/ u@dT%—/unvdaj:O
Q Q Q a0 On Q

= / VoVudx + / Quvdr = / oAy, (V) dT = (p; Ay, (V) (2.6)
Q Q 1)
De (2.5) e (2.6), segue que

/Q (@1 — @)uvde = Ay, (9); ) — (Agy (8);0) "2 (A, () 0) — (Ngy ()5 00) =

O

Corolario 2.1. Sejam q; € L>(Q),q; = 0,5 = 1,2, tais que N, = A,,. Consideremos u; €
H(Q) satisfazendo —Au; + qju; = 0. Entdo

/((h — @)urus dx = 0.
Q

Observacio: Seja o € H/2(00) tal que Ay, () = Ay, () € u solugdo de (2.4). Consideremos o
espaco vetorial

E,, = span{uv;v € H(Q), —Av+ gv =0} .

Se F,, € denso em Lt (©2), entdo podemos concluir do lema 2.2 que ¢; = ¢2. A nosso conhecimento,

o problema da densidade de £, € ainda um problema em aberto.
De forma andloga, se A,, = A4, e o espago vetorial
Eg .4, = span {ujus;u; € H'(Q), —Au; + gju; = 0,5 = 1,2}
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é denso em L'(Q), entdo, segue do Coroldrio 2.1 que ¢ = ¢o. De fato, se E, ,, = L'(Q) e

A, = A, pelo Coroldrio 2.1, denotando ¢ = (q1 — ¢2) € L>(2) = (Ll(Q))*, temos

(g;w)=0 vwEEq1,q2:><Q§f>:O erLl(Q).

2.2 Densidade do espaco £,

1,92°

Nesta se¢do provaremos a densidade do espago E,, ,, em L'(f2) definido anteriormente. Com

1,92

isso, resolveremos o problema 2.1. Com excecao do utltimo teorema, os resultados dessa se¢ao sao

devidos a [11].
Seja Q = (—R, R)™ o cubo em R de raio R com centro na origem.
Definiciio 2. Uma funcio u : RY — C é Q-periddica se
u(z + 2Re) =u(z) VzxeRY, k=1,..,N,

onde{ey, ...,en} € a base canédnica do R" .

(RY, C) que sdo Q-periédicas por H (Q).

per

Vamos denotar o espago das fun¢des H.

loc

Seja
aR 1 o R .
Z*—{aER”;l——§EZ,JT€Z paraj 22}
Observe que se o € Z,, entdo a; # 0 e escrevendo O‘ITR — % = zonde z € Z, entdo || =
omztl
155t | = o5
Além disso, podemos escrever
T T
Z, = —e +=7"
*T"o2R 'R



Definicdo 3. Dizemos que uma fungéo u : RN — C é Z,-periddica se a aplicacdo
x — exp(—imz/2R)u(x)
é Q-periddica. Denotaremos o espago das funcoes de H (R™, C) que sdo Z,-periddicas por H,

Lema 2.3. Para cada o € Z, seja p,, a fungdo definida por

va(z) = (2R) M2 exp(iar - ).

Entdo ¢, é Z,-periddica e satisfaz Vo, = iopg e Aoy = — |af® 0o Além disso, {a}e € uma
base de Hilbert para L*(Q).

Demonstracao.
1. Por um célculo direto, temos

Vo =V ((zR)-% exp(ic - :@) — (2R)" %V (exp(ia - 7)) = iapa.

2. Analogamente

?;ij = (2R) M exp(ia - v)ia;,
O = (2R) M2 exp(ia - x)i%a?
o3 I
N
= Agpa = —Ya Z(a?) == |Oé‘2 Pa-
=1

3. Provemos que ¢, é Z,.- periddica.

—inw
5 1) va(r) é Q — periddica se, e somente se,

xr—>exp<

exp () 0, (v + 2Rer) = exp () a(@)
exXp ( 17TI1) Spa(]} + 2R€k> = exp ( lﬁxl) (,Oa( )

Y

Vk=2... N.
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De fato, sejak € {2,..., N}

exp <_;7;§1) Yo + 2Rey) = exp (_;7;;1> (2R)_% exp (iov - (z + 2Rey))

= exp (_Z;l) o) exp(ia - 2Rey).

Escrevendo a = g5e1 + %&(21,...,2n8) € Z, temos
exp(ia - 2Rey,) = exp(i2zxm) = 1, se k # 1.

Se k = 1, temos que
<—i7r(x1 + 2R)
exp| ———=

SR ) Yo + 2Req)

= exp (_;Zl) exp(im) (2R)_% exp (ia.(z + 2Rey))

= exp (_;7;;1) o) exp(im) exp(ir) = exp <_;7;f:1) Vo).
Portanto ¢, € Z,-periddica.

4. Resta provarmos que {¢, }, € uma base de Hilbert para L*(Q).

(a) Claramente ¢, € L*(Q).

(b)

N

N . 2
l¢allz2Q) = / ’(QR)_ > exp(ia - z)| do
Q

= (QR)_N/dx = gg = 1.
Q

=

Além disso, por um célculo direto, se a; # o,

(90041; 90042) = /(2R)_N eXp(i(al — Oéz) . LE)d.CE = 0.
Q
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(c) Vejamos que o espago gerado por {, } € denso em L?(Q).

De fato, observando que

Pa(@) = a()pa() ... oo(@),
onde ¢’ (z) = (2R)*%exp(i@jxj), j€{l,..., N}, sendo ¢; a j-ésima coordenada de
« € Z, e z;j aj-ésima coordenada de € Q = (—R, R)", se provarmos para o caso
N = 1o0caso N > 2 segue por argumentos simples de teoria de espacos de Hilbert
(ver [4] proposi¢ao 8.29).
Se f e L? ((—R, R)) entdo f tem em L? ((—R, R)) a série de Fourier

=Y fla “m =3 fn) (9%?),

aeX Z ne’l

onde

fm>=(ﬁ¢Q:3/Rﬂw

e ()

De onde se conclui o caso N = 1.

exp (—iat) dt

[
Lema 2.4. Sejam u,v € C?(Q, C) fungcées Q-periédicas. Entdo:
u z)v(z)dr = —/ u(az)@(m)daz,
Q 9%; o 0%
ou, —— / du
—(t)v(t)dt = u(t)—(t)dt = 0; 2.7)
[ Sewia= [ ungio
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Demonstracdo. Como u e v sdo fungdes Q-periddicas, entdo u(z fr, — Rey) = u(xfr + Rey),

onde fj denota o vetor cuja k-ésima coordenada € zero e as outras sdo iguais a um.

1. Utilizando integracdo por partes, temos que

B ou AR
o S vdzj = w(xf; + Re;) — . wv(z f; — Rej) — /_R ua—%d%
=0

Dai, -
ou , . —— v
a—xj(x)v(:c)d:c = —/Qu(:c)a—%(:c)d:c.

2. Pela identidade de Green, temos que

/EAuﬂL VoVudx :/ @a—(t)dt.
Q 8Q 81/

Mas

/ vAu + VoVudx = Z/ u gf gg

Utilizando novamente integragao por partes temos que

/R 0%u B o1 ou

R 8952 + R 81’16371 .

Dai,

u v du ou —
Z/ axz oz, =0= o0 5(t)v(t)dt = 0.

Da mesma forma temos que
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3. Pela segunda identidade de Green e por 2 segue que

/ AU — uAvdr = / ﬂ% — u@dt = 0.
Q 2Q aV aV

De onde,

/QAu(x)mdx:/Qu(x)Av(x)dx.
0

Proposicio 2.1. Seja s € R,s # 0,6 € RY tal que € - e; = 0 e seja ( = i& + sey. Entdo para
cada [ € L*(Q) existe uma tinica ® € Hj, N H?*(Q) solugdo de

—AP —2( -V = . (2.8)

Além disso,

1®]le < — =11l 22 (2.9)

R
™ |s|

Demonstragdo. Como {(,}, é uma base de Hilbert para L?(Q), temos

f=Y (fi¢a)fa-

Q€L

Assumindo que a solucdo de (2.8) é periddica, multiplicando (2.8) por ©, e integrando em (@),

temos

Q/(—Aq) — 20 - VO)padx = Q/f@dx.

Pelo lema 2.4, segue que

/f@ = / —DPAp, + P2( - Vi, dx.
Q
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Dai, pelo lema 2.3,

(f;¢a) = / af? = 2i¢ - a®Padr = (| — 2iC - a) (D;¢a) -
2

Como

iIC-a=1sa; — & -,
temos que
llaf? = 2i¢ - a| = |Im(|a]® = 2iC - a)| = [2sa1| = |s]|2k + 1%,

para algum k € Z

Assim

, T
oo = 2iC - a| 2 |S|E > 0.
Portanto, como |a|? — 2i¢ - o # 0, podemos escrever

oy Fiva)
(‘I’a%)—m

€ consequentemente

Q€L

Como {©, } € uma base de Hilbert para L?(QQ), segue da identidade de Parserval que

2 2
: R
P 2 — |(f7 9001)‘ < 2 ]
I ||L2(Q) QZGZ* |2 = 2iC - a’Q = |s |22 ||f||L2(Q)

Logo, ® € L*(Q).

Para concluir que ® € H?(Q), recorremos a resultados de regulariade para equagdes eliticas

(ver [2], [3]). 0J
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Corolario 2.2. Seja ( = n+i€, onde &, € RY satisfazem &-n = 0,1 # 0. Seja) C RV, (N > 2),
um dominio limitado. Entdo existe um operador linear e continuo B : L*(Q;C) — H?*(Q;C)

tal que
1Be(llz < il fll2, Vf € L2H(2C), (2.10)

onde ¢ > 0 ndo depende da escolha de ( e 1. Além disso, a fungido ® = B¢(f) é solugdo de

—AD—20-Vd = f.

Demonstracao. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 € (2, ja4 que o operador

—A — 2(.V ¢ invariante por transla¢des. Sendo (2 limitado, existe R > 0 tal que

T(Q)C (—R,R)N, V rotagio T em RY.

Fixe uma rotagdo 71" tal que T'e; = L. Pela proposigdo 2.1, existe

~ nl
v(y) € Hy N H?*(Q), tal que

—Av = 2T ¢+ |nle)) - Vo = g,
¢

onde
f(y), seyeT(Q)

0, caso contrario.

9(y) =

Seja
O(x) =v(T(x)).

Entdo, usando o fato de que o laplaciano € invariante por rota¢des, que 1" € linear e que 1" =

T, onde T" é a transposta de T, temos pela regra da cadeia que

A®(z) = A(v(Tz)) = Av(z) e VO(z) = TH(Vo(Tz)) =T (Vu(Tz)).
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Observe ainda que ¢ = iT7 ' + |nle; = T¢ = i€ + Inlih = i€+ .
Portanto, se y = T'(x), temos
—A®(z) — 2¢ - VI(z) = —Av(Tz) — 2 - T H(Vo(Tz)) = —Av(y) — 2¢.Vo(y) = g(y).

Assim, pela proposicao 2.1,

1Be()llz < &l VF € LA C),
de onde se conclui que o operador
B:: L*9Q,C) — H*Q,C)
S —

onde ® € solucdo de —AP — 2(.V® = f, € um operador linear e continuo que satisfaz (2.10). [J

Proposi¢io 2.2. Seja ( = n+ i, onde £, € RY sdo tais quen # 0 e & -n = 0. Sejam Q C RY
(N > 2) um dominio limitado e q € L™ (). Entdo existe uma constante ¢y > 0 e para |n| > cy
existe um operador linear continuo M, : L*(Q) — H*(Q) tal que para qualquer f € L*(2), a
fungdo i = M(f) satisfaz, 1 € H*(Q) e

—Ap =20V + qp = f. (2.11)
Além disso,
1], = |Mc(f)], < m K 2.12)

onde ¢ > (0 independe de e f.

Demonstracao. Observe que v satisfaz (2.11) se, e somente se,

= B(f) — Belqy), (2.13)
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onde B, ¢ o operador definido pelo Coroldrio 2.2. Mostremos que para |7 suficientemente grande,
a aplicacdo ¢ - B:(f)— Be(qt) é uma contragdo de L?(12), o que implica que ela tem um tinico
ponto fixo e, consequentemente, as equagdes (2.11) e (2.13) t€ém uma tnica solugdo. De fato, se

1,109 € L2(9), entdo

17 (1) = F(a)ll2 = [ Be(qvb) — Belavn)ll2 = 1B (a(h2 — v1)) [l2-

Como
Be(qv) < ﬁuqumuwu?, vy e LA(Q),
entao
|F (W) — Fln)ls < W"‘,nqnmnwl — sl

Portanto se |1)] > 2¢||q||, entdo || F (1) — F(2)||2 < ]|th1 — 2|2 e a equagdio (2.11) tem uma

Unica solucao.

Seja A;(v) = B¢(qv). Entdo para |n| > 2c||q||«, temos que ||A¢]| < 1/2 e, portanto, a

aplicagdo ¢ — A.(1)) € linear e continua.

Assim, se M = (I — A;)"' B, temos que

= —A)) " B(f)

2c

[l < 12 = A I1Be(f)ll2 < 7

/12

Pelos mesmos argumentos de regularidade da proposi¢ao anterior aplicados a equagdo (2.11),

segue que ¥ € H%(Q).

O

Teorema 2.1. Sejam q1,q2 € L=(2),q; = 0,5 = 1,2.Se Q C RN, N > 3, é aberto limitado com

fronteira Lipschitz e Ay, = A,,, entdo E,, ,, é denso em L'(Q). Em particular q; = go.

30



Demonstragio. Para mostrar que E,, ,, é denso em L'((2), basta provar, de acordo com o

1,92

corolario 1.1, que se para todo v € (L;(f2))" tal que

(v(z);w(z)) = /'U(:r;)w(:c)d:c =0 YweE,, = v=0. (2.14)

Q

Seja £ € RV, € # 0. Como N > 3, podemos escolher w,n € RY e ¢t > 0 tais que |w| =
Ln-é=w-E=n-w=0¢|n*=|]* + 2 Sejam

G=n+i+tw), G =—n+i({—tw)
e;(j = 1,2) asolugdo de 2.11 com f = —g;, isto &, ; € a solucdo de

— A — 20V + ¢y = —q;.

Como ¢; - ¢; = 0, podemos verificar que u; = (1 + 1;)e%* € solugdo de
—Auj + QjUj = 0.

Consequentemente u uy € Eg, g,

Fazendo w = ujus em 2.14 temos que

/U(a:)ul(a:)uQ(x)dx = /U(x) <1 + 1y (x)) <1 + 1&2(93))6((414“@)“)(13:

— /U(JU) (1 + Y1(x) + Pa(w) + q/;l(g;)%(x))e(mg.x)dx _0
— /U($)62i£-xd$ = —/v(a:) (1/11(9:) + y(x) + ;pl(g;)%@)) Q26T g

Q Q

Portanto,
[ et@rssds] =| [ @) (v1(0) + ala) + vr(a)un(o)) e
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S /\v(x)\ (Wl(w)! + |¢ha(x)| + |1p1(g;)¢2(q;)|> 257 | day

Q =1
< [vllzos @ 191 + P2 + itda|l L1 (a)

< Jollze @) (K len iy + 19l z2c@) + [z liga ey ).

Onde K = \/medida(f).

Usando a estimativa em 2.12,
C
[;ll, < il gl .

e o fato de |n| > t, temos

it c c c c
/U(ﬂf)fo “rdr| < HUHLW(Q) <K<g HQ1HL2 + ¥ HQ2HL2> + 1 HQ1HL2 ¥ HQ2HL2) .
Q

Portanto, fazendo ¢ — 400, segue que

/v(x)em'xd:v =0= /T)(x)e%'xda:,

Q RN

onde
v(x), sex €

0, se x ¢ Q.
Ou seja, a transformada de Fourier de 9(x) € zero, donde se conclui que v = 0.

Portanto, E,, ,, é denso em L*(Q)) e assim ¢; = ¢o.

OJ

Note que foi necessario considerar N > 3 para a escolha de £, w e 7 no teorema acima. O caso

N = 2 foi provado por Kang (ver [14]) usando métodos diferentes do apresentado aqui.
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2.3 O problema de EIT

Nesta secao trataremos do problema de EIT. Veremos que esse caso pode ser resolvido baseado no

problema de Dirichlet da secao anterior.

Seja 2 € RY N > 2, um dominio limitado com fronteira OQ2 Lipschitz e a € L>() tal que
a(x) > gy > 0 quase sempre em 2. Ento, para cada ¢ € H2(9) existe uma tinica u € H(1)

solugdo de

—div(aVu) =0 em¢,
(2.15)
u = @ sobre Jf2.

A prova da existéncia e unicidade da solu¢@o da equagdo (2.15) pode ser encontrada em [10].

Considerando o operador de Dirichlet- Neumann, £, : Hz(9Q) —s H~2(8%2) definido por
£a(p)(o) = a(ff)a—n(o)» o € 09, (2.16)
temos o seguinte problema:

Problema 2.2. Se £,,(p) = £4,(0) para todo o € H2 () entdo a; = ay?

A resposta para esse problema € sim, desde que tenhamos certas condi¢des satisfeitas. Por

exemplo, suponha que a € W?>(Q) e considere v = y/au, onde u é solugdo de (2.15).

Assim, temos que

Av = A(v/a)u + 2VvaVu + vaAu

2a
iv(aVu) = aAu + VaVu = aAu + = Y2VaV
div(aVu) = aAu+ VaVu =a u—|—2\/a aVu
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= aAu + 2VvaVu = VavaAu + 2V/aVu.

Portanto,

div(aVu) = va (Av — qu) ,

onde

1=~ (2.17)

Além disso, na fronteira J€) temos que

u Oa 1 1 Oa

= Vg + g =0 ) + el

Assim, se £,, = £,,, temos que A, = A,,, desde que
0a1 8@2
= —(0) = =— Vo € 0f.
a1(o) = as(o) e an (o) on (0), Vo e

Onde ¢;, j € {1, 2}, € definido por (2.17) com a = a,.
E se esse for o caso, pelo Teorema 2.1, temos que ¢; = ¢ €, consequentemente, a; = as.

Assim, o problema a ser resolvido se torna o seguinte:

Problema 2.3. Se £,,(p) = £a,(0) para todo ¢ € Hz(99Q) tem-se que
6’a1 8a2
a1(0) = az(o) e an (o) n (0), Yoe€o

O seguinte resultado devido a J. Sylvester e G. Uhlmann ([24]) responde a esta questao.

Teorema 2.2. Seja Q2 C RN, N > 2, um dominio limitado de classe C*' e a; € W**(Q)(j = 1,2),

tal que a; > € para algum € > 0. Se £,,(p) = £,4,(p) para todo ¢ € H?2(99) entdo

8@1 o 8a2

8—77(O') = a—n(O'), \V/O' < aQ

a(0) = ay(o) e
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Nao apresentaremos a prova do resultado acima. Essa prova pode ser encontrada em [15].

Observacao: Os resultados apresentados nesse capitulo sobre a determinagdo de coeficientes a
partir de dados na fronteira, isto €, a partir do conhecimento do operador de Dirichlet-Neumann,

nao sdo validos em dimensdao /N = 1, conforme podemos ver pelo seguinte exemplo:

Exemplo 1: Para ) = (0, 1), considere o problema de contorno

—(a(x)u’(x))/ =0,z € (0,1),
u(0) = ug, u(l) = uy,

(2.18)

onde a € C([0,1];R) N C*((0,1); R) satisfaz a(x) > & > 0,Vz € [0, 1]. Neste caso, o operador

de Dirichlet-Neumann em a €:
A,: R — R?
(uo, u1) — (— u/(0),u/(1)).
Integrando a equagdo (2.18), obtemos

a(z)u'(z) = ¢ Vx € [0, 1].

Em particular:

Além disso,
ds

)

Vale observar que a(s) > ¢ > 0,Vs € [0, ], implica que = foz % estd bem definida em

o (z) = :u(m):uo—i—c/j

0, 1]. Portanto,

U1 — Ug
C= "0 4
0 a(s)
de modo que
Uy — U 1 1
A = - '
a(uo, u1) < 1%> a(0)’ a(l))
0 als
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Para concluir que o operador A ndo é injetivo, basta verificar que A, = A; quaisquer que sejam

aea,a# a,tais que a(0) = a(0),a(l) = a(l),
' ds ' ds
Jo o= )y ey

Considere, por exemplo,
a(z) =sen(2rz) + 2 e a(r) = —sen(2mx) + 2.

Entdo, é facil verificar que a # a, a(0) = a(0),a(1) = a(l) e

Assim, pelo que vimos, temos A, = A; mas a # a.

Vale ainda observar que se considerarmos a mudanca v = y/au, sendo u a solucédo de (2.15),
concluimos que o resultado de identificacdo de potenciais para o problema de Dirichlet também
nao € valido para o caso NV = 1, pois nesse caso temos que o potencial ¢ para a equacado de Dirichlet

¢ dado por ¢ = %a, onde a € o potencial em (2.15).
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Capitulo 3

Identificacao de Potenciais para a Equacao

de Ondas

Neste capitulo consideramos o problema de identificacdo de coeficientes para a equagdo de ondas,
tanto no caso em que a energia do sistema € conservada, quanto no caso onde ocorre dissipacao de
energia. Essas questdes foram abordadas por R. Cipolatti, [7], e por R. Cipolatti & Ivo F. Lopez,
[8]. Em [8], além de obterem um resultado de identificacdo para o caso dissipativo, os autores

obtém estimativas de estabilidade considerando todas as medidas de fronteira.

A prova de existéncia e unicidade das solugdes dos problemas tratados aqui podem ser encon-

tradas em [22].

3.1 O caso conservativo

Sejam 2 C R™, n > 2, um dominio limitado com fronteira 92 de classe C', g € L>*(Q) e T > 0.
Entdo para cada ¢ € C? ([O,T];H%(aﬁ)), existe u € C'([0,T]; L*(2)) N C([0,T]; H'(Q))
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solu¢do tnica de
uy — Au+qu =0, em (0,7) x €,
u(0,z) = u(0,z) =0, em €, 3.1
u(t,o) = ¢(t,0), sobre [0,T] x OS.

Considerando o operador de Dirichlet-Neumann

NI

A, : C? ([o,T];H%(aQ)) — ([O,T]; H (59))
definido por A, (p)(t,0) = ‘g—g(t, 0),(t,0) € [0,T] x 0, o problema a ser resolvido é:

Problema 3.1. Se A, (p) = Ay, (), para toda ¢ € C* ([0, T}, H%(89)> entdo ¢ = q”

Observe que se denotarmos f(¢,2) = f(T —t,z), entdo v(t, x) = a(t, z) é solugdo de

vy — Av+qu =0, em (0,7) x Q,
v(T,z) =v(T,z) =0, em €, (3.2)
v(t,o) =(t,0), sobre [0,T] x Of.

se, e somente se, u € solu¢do de (3.1), onde ¢ (t,0) = (T —t,0).
Assim, (3.2) € o problema adjunto associado a (3.1).
Para (3.2) considere o operador de Dirichlet-Neumann
AL ([O,T]; H%(ag)) — ([o,:r]; H%(am)
definido por

N(@)(t o) = 2—2@,0), (t,0) € [0,T] x 9.

No que se segue denotemos por ( - ; -) a integral de superficie sobre 0f).

Lema 3.1. Para toda o, € C? ([0, T} H%(E?Q)> temos

/ (Ag(p); ) dt = / (A3(); ) dt.
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Demonstracao. Pela identidade de Green, temos que

(M(@)ie) = Bal@)i) = | 5 edo = [ 5 dbdo
o0 o0
0
/ (uAv — vAu) dx = / (uvy — vuy) dz % / (uvy — vuy) dx
0 Q Q
Portanto,
T T 5
/<AZ(¢)§SO> - Z/a/(uvt—vut) dxdt =
0 0 Q
/u(T,a;) w (T, z) — (T x)u (T, z)d /u x) —v(0,2) u(0,2) dz =0
N—— ~——
Q =0 i Q=0 —0
Assim

[ atorvrae= [xywioa

Lema 3.2. Sejam q1,qx € L>(S2). Entdo Ny, = Mg, se, e somente se, A} = A7 .

Demonstracao. Se u é solug@o de (3.1) com u = ¢ sobre 02 e v é solugdo de (3.2) com

v = ¢ = 1) sobre 0, entdo v = U

Em particular,

. - Ov 0Ou
Ay () = oo Ag().

Como A, = A, se, e somente se, A, (¢) = A, (p) para toda ¢, temos que

—_——

Ay (9) = Mg (9) == Ay (9) = Mgy () = A () = AL (D).
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Lema 3.3. Sejam qi,qo € L®(Q) e 0,9 € C? <[0, T}, H%(69)>. Se u ¢é solugdo de (3.1) com

q = q1 tal que u = @ sobre OS2 e v € solucdo de (3.2) com q = q tal que v = 1) sobre O}, entdo

/T (Agi (p) — Aq /T / ) — qo())u(t, x)v(t, x)dzdt.

Demonstracao. Multiplicando a equagdo em (3.1) por v e a equacdo em (3.2) por u, temos que

UAV = uvy + uvgy € VAU = vuy + uvg,. 3.3)

Donde,

VAU — ulAv = ((¢1 — g2)uv) + (Vi — uvy).

Integrando em €2 e depois em [0, 7] temos,

/T/(UAU_UA”)dwdt:/T/((ﬁh — q2)uv) d$dt—7§/(vut—uvt)dxdt.
0 A /

0 Q

=

-~

=0

Pela identidade de Green,

T

// ¢ — q2)uv) dzdt = // (vAu — uAv)dzdt = // (—v — —u) do =

0 0 900
T

[atora- [rg)a

0
Aplicando o Lema 3.1 na dltima integral temos,

//twwwwmﬁ ] >w—7mamww=

(Aar(e) = Aga0)s ) dt.

St~
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Corolario 3.1. Se A,, = A,,, entdo para todo u; solugdo de (3.1) com q = ¢ e vy solugdo de

(3.2) com q = qo, tem-se

f/ (1(7) = q2(x) )us (t, 2)vo(t, x)dadt = 0.

De forma andloga ao problema de identificacdo de potenciais para a equacdo de Dirichlet, se
E, 4 = span {uv2; 1y € vy sdo, respectivamente, solugdes de (3.1) e (3.2)},

o Coroldrio (3.1), nos indica que ao provarmos a densidade de E,, ,, em L'(f2), resolve-se o

problema de identificagdo dos potenciais g € go.
Proposicao 3.1. Seja w € RY um vetor unitdrio e o, € C>°(RY) tais que

Suppapﬂﬁ:@,

- (3.4)
(supp ) — Tw) N2 = 0.

Entdo para cada \ > 0, existem R, ) e Ry ) satisfazendo

T

C
[ [ 1Ristta)Paoi < 556 = 1.2),

0 Q

onde Cy > 0 independe de \. Além disso as funcdes uy, vy definidas por
uy(t, z) = @z + tw) exp (IN(z.w + 1)) + Ry (¢, 2)

vo(t, ) = Y(x + tw) exp (—iA(z.w + 1)) + Rax(t, x)

sdo solugoes de (3.1) com q = q1 e de (3.2) com q = @, respectivamente.

Demonstracdo. Sejam ¢ € C°(RY) tal que supp ¢ N Q = @ e R a solugio de

Ry — AR+ qR = —exp (iMN(z.w + 1)) 2(t, x),
R(0,z) = R(0,2) =0, =€,
R(t,0) =0, o€ 0,
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onde
N 52
, L — A + + + tw).
2(t, x) E WjWg . xk(w—{—tw) o+ tw) + q(x)p(x + tw)

(3.5)

Seja
u(t,z) = p(r +tw) exp(i(z - w + 1)) + R(t, ).

=1,...,n), entdo

Se escrevermos F'(t,z) = p(x +tw) e g; = x; + tw; (J

F
Qu _ OF o ep(iM(z - w+ ) + F(t, 2) exp(iA(x - w + 1))id + R,

ot ot
x)exp(iX(z - w +1t)) + Ry,

2 2
F
Ju_OF exp(iM(z-w+1)) + 2aa—ti)\ exp(iM(z - w + 1)) — N2 F(t,

orr o
OF "L Oy 09, B &p n B

koS
ot = dg; Ot = 89 —
e
IE 0Py
Ox? — Oa?’
Assim,
¢ A 20\ A
Uy = Z ijkam o exp(iX(z -w +1)) + 21 ija%exp(l (- w+1))
7,k=1 =
~MNo(x + tw) exp(iX(z - w + 1)) + Ry

e
Au = Apexp(i(z w—i—t))—i—?i/\zwjg_w exp(iX(z-w+1t)) = N2p(r+tw) exp(i(z-w+t))+ AR
L

Portanto
82
e+ qp | exp(iNz-w+1t)+ Ry — AR+ qR = 0.

et (o

Jk=1

Além disso, como supp ¢ N Q = ), se z € Q temos que



n

u (0, ) = ij %p(x) exp(iAz - w) + p(z) exp(iXz - w)id + Ry(0,2) =0

j=1 N—— =0 =0
=0
e
u(t,o) = p(o + tw)exp(ir(o - w +t)) + R(t,0), o € IN.
=0
Ou seja, a fungdo u definida em (3.5) satisfaz
Uy — Au+ qu = 0,
u(0,2) = u(0,2) =0, xe€Q,
u(t,o) = p(o + tw) exp(ir(o - w + 1)), o € .
Considere agora
t
w(t,z) = [ R(r,z)dr,
o (3.6)
h(t,z) = — [exp(iX(z - w + 7))z(T, z)dT.
0
Entao,
t
wy = R(t,z) — R(0,2) = R(t,x) = wy = Ry(t,z) = /Rtt(T, x)dr
0
e
0? / 0’R /
w
92 = W(T, x)dT = Aw = /ARdT.
0 ‘ 0
Ou seja, w satisfaz
wy — Aw + qw = h,
w(0,z) = w(0,2) =0, =€, (3.7)

w(t,o) =0, o € 0.

Agora, utilizando integracao por partes, temos que
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h(t,z) = —z(r, Z‘)i\ exp(iX(z - w + 7)) Z

t
1
+ Y / exp(iX(z - w + 7))z (7, z)dT.
i
0

Portanto, tomando a norma em L>((0,7") x ), temos que

t
¢ 1
+5 /exp (X - w+ 7)) 2(7, )dT

1 .
1Pl oy < 5 || @) exp (M - w + 7)) |
L
Lo

onde C; > 0 depende apenas de ||90HL00 (0x2) e de ||qHLoo (00x)°

Multiplicando 3.7 por wy, integrando em (2, e tomando a parte real temos

R / wyw; — Awwy; + quiwgdx | = R / hw,dz

Q Q

=R /wttwtdx+/Vw.thdx+/qutdx </|h||wt|dx
Q
Q Q

1 3 2 8 2 8 2 /
— | — — — <
= 3 (815/9‘%’ dx+at/QWw| dﬂH—at/Qq]w] da:) < Q\hHwtldm

(Yang

S Aty lwe @)l < %Hh(tw)lﬁ 1||wt( Iz -
.S,

Portanto

9 (e, 1B+ 15t Y+ [Golt, V1) < e DI + e, 2.

99 integrando deOat,com

Assim se FE(t) = ||w,(t, )||2 + |Vw(t, ||2 + ||\/_w

0 <t < T, e usando as condi¢des iniciais, temos que

t
E(t) < / Ih(s, )12 + [lws(s,)||5 ds, paratodo0 <t < T.
0
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= [lwn(t, ) < E() S Tz + | fwi(s, )

Segue da desigualdade de Gronwall, que

T
we(t, )15 < VGT
Enfim, por (3.6), temos que
cT
IR|l5 < VCT-

De forma andloga, sejam ¢ € C°(R") tal que (suppy) — Tw) N Q = () e R a solugdo de

Ry — AR+ qR = exp(—iA(z - w + 1))z(t, x),
R(T,z)=R(T,x) =0, x€
R(t,0) =0, o€

onde
2

- (0
A(the) = ) wng o
J

Jk=1

(x + tw) — AY(z + tw) + q(x)(x + tw).

Assim, definindo

v(t, ) = P(z + tw)exp(—iN(z - w + 1)) + R(t, z),
usando o fato de que (suppt) — Tw) N Q = @, um célculo direto nos dd que v satisfaz

Utt—AU+QU:O,
v(T,z) =v(T,2) =0, x€q (3.8)

v(t,o) =Y(o + tw)exp(—iA(o -w +t)), o € IN.

Defina .
[ R(r,z)dr,

t

(t,7) =
h*(t,x) = ;frexp(—i)\(x cw+T))2(T, T)dT.
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Entdo w* satisfaz
wy, — Aw* + qu* = h*(t,x)

w (T, z) =w;(T,z) =0, x€Q
w*(t,o) =0, o€ N.

Enfim, basta usar para w* e h* o mesmo processo que foi utilizado para estimar w e h definidas

em (3.6). Desse modo, segue o resultado. ]

Coroldrio 3.2. Se A,, = A,,, entdo para todo vetor unitdrio w € RY e para todo p, € C°(RY)

satisfazendo (3.4), temos

// (1 (x) — q2(2)) p(z + tw)p(z + tw)dxdt = 0.

Demonstracao. Aplicando o Coroldrio 3.1 para as funcdes u; e vo definidas pela Proposicao 3.1,
temos que

T

// (ql—q2> <(gp(x+tw) exp(iX(z-w+t))+R1 ) (¢ (z+tw) exp(—i)\(:p-w+t))+R2A))dmdt =0.

Logo,

T
0/ Q/ (@1 — @) ppdadt =

T
// G — q2) goexp(l)\(x w+1))Roy +Yexp(—iN(x - w+ 1)) R\ + Ri\Ro )\> dxdt
Q

0

T T
/ / (a1 — @o)ptbdadt] < [lg1 — ol / / (ol Ronl + [ ][ Run| + |Rul|Ro|dudt
0 Q

0 Q
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T T
<C’// |R2,\|—|—|R1,\| d$dt+0//|R1,>\||R27A|d$dt,
0 Q 0 Q

onde C' = C([|¢]loc 1 llsos lar — @2/l) -

Utilizando Cauchy-Schwarz, temos por (3.1) que

0<|[ [~ wpvdsat] < ¢ (VTmedda(@) (| Rslla + [1Realls) + [ Rasllal Reals)

A A2

vVCTeT CTeT
<C ( Tmedida(92) <2 ‘ ) + > —0,
—00
onde || - [[2 = || - [ z2(0,r;22(02))-
Portanto,

// (¢1(z) — q2(2)) p(x + tw)(z + tw)dxdt = 0,

Q
para todo ¢, € C>(RY) satisfazendo (3.4).

Teorema 3.1. Sejam q1,qx € L>(N2) tais que Ay, = A,,. Se T > diam €Q, entdo q; = go.

Demonstracao.

Sejam w € RY um vetor unitdrio, ¢ = (T' — diam ) /2 e
Q. ={z e RY\ Q;d(z,Q) <e€}.
Se ¢, € C=(£,), entdo suppp N Q = (). Por outro lado, se x € suppy) C Q. = z ¢ Q
ed(z,Q) < e = (T—-diamQ)/2 = d(z — Tw,Q) = in£|x—Tw—z| > T —d(z,Q) >
zE
T — (T — diam ) /2 = (T + diam ) /2 > 0. Logo (supp ) — Tw) N Q = 0.
Assim, se

(7) — q2(x), se x€Q
0, se ¢,

p(x) =
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temos pelo Corolério 3.2 que

T

/ / p(2)p( + tu)b(x + te)dadt = 0.

0 RN
Considerando a mudanca de varidveis y = x + tw & ¢ = y — tw temos
T
/ / ply — tw)p(y)i(y)dydt = 0. 3.9)
0 RN

Seja
entdo por Fubini temos que

para toda ¢, 1) € C°(€).).

Visto que C2°(€.) € denso em L?(€.), segue que ®,,(y) = 0 quase sempre em (), para todo

vetor unitario w.

Em particular
T
[ oty + e = 2.0 +2-) =0
-T

quase sempre em ().

Masset > Tey € Q. = d(y + tw,Q) = insf2|y+tw—z| = in£|tw—(z—y)| > |t —
ze zE
diy,Q) >T —e =T — (T —diam Q) /2 = (T + diam Q) /2 > 0. Ou seja, y + tw ¢ €2, donde,
p(y + tw) = 0 para todo y € Q. e [¢| > T'. Portanto

(e 9]

/ p(y + tw)dt =0 (3.10)

— 00
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quase sempre em ().

Sejax € RY. Se paraalgum ty € R x+tqw € , entdo existe t* € R tal que y = z+t*w € ..

Assim,
/ p(x + tw)dt = / p<y +(t—t )w) dt = / p(y + sw)ds o 3.10) 0.
Entdo -
/ ply +tw)dt =0 (3.11)

quase sempre em RY.

Como p € L%*RY), entdo para quase todo y € R, temos, pela transformada inversa de

Fourier,

1

27)

y /ﬁ(f) exp (i(y + tw) - €)de-

RN

py + tw) =

Integrando de —L a L em relacdo a ¢, para L > 0, temos
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L

{p(yjttw)dt: (273)];R[ p(&) exp (iy - €) {exp (itw - &)dt | d€
1 . , QSen(Lw f)

RN

Mas como p(y + tw) = 0 se y + tw ¢ Q e Q € limitado, para cada y € R existe L, > 0 tal

que
Ly [
/ p(y + tw)dt = / p(y + tw)dt.
—Ly —00
Assim, para todo L > L,
L 00
/p(y + tw)dt = / ply +tw)dt =
por 3.11
—L —0o0

e por (3.12)

(zi)évR[ (ﬁ@%) exp (iy - £)d¢ = 0.

Ou seja, a transformada de Fourier inversa de g € L?(RY) definida por

2sen(Lw - §)

(€)= O T

é nula. Assim, g = 0 em quase todo ponto de R,

Como (2sen(Lw - §))/w - € # 0 em quase todo ponto, temos que p = 0 e usando o fato de que

F: L*(RY) — L*(RY) é uma isometria de espagos de Hilbert, temos que p = 0.

Portanto ¢; = ¢s.
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3.2 O caso dissipativo

Nesta se¢do apresentaremos a solugdo para o problema de identificacdo de potenciais para a equagao

de ondas com dissipa¢do dada por

uyy — Au+ quy = 0.

Os argumentos usados aqui sdo semelhantes aos do caso conservativo.

Sejam 2 C RN, N > 2, um dominio limitado com fronteira 0f) de classe C', T > 0,
p e ([o,T]; H%(am) eqe L=(Q).

Sejau € C* ([0, T); L*(©2)) N C ([0, T]; H*(2)) a dnica solugdo de

uy — Au+ quy =0 em (0,7) x Q,

uw(0,2) = u(0,2) =0 em Q, (3.13)
u(t,o) = p(t, o) sobre [0,7] x 0.
Considere
A, C? ([O,T];H%(ag)) —C ([o,T];H%(aQ)) (3.14)
definido por

A(p)(t, o) = g—z(t,a), (t,o) € 10,T] x OS2

Como no caso conservativo, se definirmos f(¢,xz) = f(T — t,z), entdo v(t,z) = a(t,x) é

solu¢do do problema adjunto associado a (3.13), ou seja, v é solucdo de
vy — Av —quy =0 em (0,7) x Q,

v(T,z) =v(T,z) =0 em £, (3.15)
v(t,o) = Y(t, o) sobre [0,7] x 09.
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Da mesma forma, o operador adjunto de A, associado a (3.15) é dado por

Ar: 2 ([o,T];H%(aQ)) . 0([0,T];H%(a§z))

W(t, o) — g—:;(t, o),
(t,0) € [0,T] x 00.
Denotaremos por ( - ; -) a integral de superficie sobre 0.

Lema 3.4. Para toda ¢, € C* ([0, T} %(8Q)>, femos

/<Aq(90)ﬂ/’> dt=/<AZ(1/J);g0> dt.

Demonstracao. Multiplicando a equagdo em (3.13) por v, a equagdo em (3.15) por u e aplicando

a identidade de Green, temos que

(AS(6); ) — (A / soda—/ e =

/ (uAv — vAu) dx = / (uvy — vuy) dr — / (quuy + quuy) dx
Q 9)

Q
= 2 uvy — vuy) der — UV dx)
- ( / o / (quv)
Assim,
T
/<A;(¢);g@> — (Ay(9); ¥) dt:/%/ (uvy — vuy) dedt — / 8t/ (quv) dzdt.
0 0 Q 0 Q

= /u(T, z)vu(T,x) — (T, z) u (T, z)dx — /u(O, x)v:(0,2) — v(0, z) u (0, z) da

Q =0 =0 Q =0 =0
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Portanto,

Lema 3.5. Sejam q1,q> € L>=(S2). Entdo Ay, = Ay, se, e somente se, A}, = A7 .

Demonstracao. Seja u solugdo de (3.13) com u = ¢ sobre 0f2 e v solugdo de (3.15) com v = @

sobre 0f). Entdo v = w e, em particular,

Lema 3.6. Sejam q1,q2 € L>(Q) e ¢, € C? ([O,T]; H%(aQ)). Se u é solugdo de (3.13) com

q = q1 e v é solugdo de (3.15) com q = @, entdo

/0 Ay () — Ay () ) dt = / / (a1(2) — qa(2))ue(t, 2o (t, =) dudt

_ /O ! /Q (42() — @1 (2))ult, 2)or(t, 2)dadt.
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Demonstracao. Multiplicando a equacao em (3.13) por v e a equac@o em (3.15) por u temos que

UAV = uvy — quuy € VAU = vuy + quuy,

de onde se deduz que

VAU — UAV = vuy — uvy + UL + Gauy.

Integrando em €2 e em [0, 7] e aplicando a identidade de Green

/ (A W) dt — / (As, (V) ) dt = / / (%v - —u) dodt
0
/ / vAu — uAvdzdt = / / VU — uvt dxdt +/ / q1ous + qzuvt) dxdt.

Pelo Lema 3.5 temos que

/0<A22(¢);90>dt=/0 (Agy ()5 2) dt.

/O (M (9) = A ()s08) dt = / ' / (qyvus + quvy) dad.

Utilizando integracao por partes temos, que
T T
— / uvydt,
0 0

/0 UUtdt_E;_,
= /O () — Ay () ) di = /O ' /Q (42() — @1 (2))ult, 2)or(t, 2)dadt.

Por outro lado, usando novamente integragc@o por partes,

T T T
/ wv, = vu| — / wvdt.
0 0 0

—~—
=0

Portanto,
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Portanto,
/0 (Agi () = Ay (0);0) dt = /0 /Q (01(2) — g2 (@) )us (X, 2)v(t, x)dadt.

OJ

Corolario 3.3. Se A,, = A, entdo para toda v, solugdo de (3.13) com q = q, e para todo v,

solucdo de (3.15) com q = q, tem-se

/0 /Q (qi(z) — C.Iz(@)%(t, x)v(t, x)dzdt = 0.

Demonstracao. Pelo Lema 3.6,

| o) = st = [ [ (@) = a@) Gttt

Portanto, se A, = A4, entdo

/0 /Q (q(z) — %(x))%(t, x)vo(t, z)dzdt = 0.

O

Lema 3.7. Sejam A > 0, w € R" um vetor unitdrio, ¢; € L*((0,T); L*(Q)) e ¢ € L>().
Considere R a solugdo de
Ry — AR+ qR, = hy
R(0,z) = R(0,2) =0, em (2 (3.16)
R(t,0) =0, (t,0) € [0,T] x 09,
onde hy(t,x) = ¢1(t,x)exp(iN(x - w + t)). Entdo, existe uma constante C' > 0, que depende

apenas de ||¢1 || L20,1.22()) € ||q]|oor tal que

| Rl z20.);22(0) + ([ Bl L2 (0,m):220)) <

ST
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Demonstracio. Multiplicando a equagio em (3.16) por R,, integrando em 2 e tomando a parte

- — . 1 —
éR (/ Rtht — ARRt + QRthdﬂf) = éR (/ Xtht)
Q Q

10 h
19 /\Rt|2dx+/|VR\2d:c g/—llRtIJrq]Rt]Qd:c

1 1 1+ 2|qlloo
< Sl 2l Be(t lla+lalloo 1Rt )3 < g bt )5+ 1+ 2l [R.(t, )3,
(C.5) A 2\ 2

(Yang)

real, temos

ou seja,

0 1
57 R+ IVRE I2) < 5zlhn(t )l + (14 2lalleo) 1Rl )2

Integrando de 0 a t e usando as condic¢des iniciais em (3.16), segue que
t
1
[Re(t, )l + IV R, )12 </0 eIt 5 + (1 2lglloe) 1Rl ) 15t

th H%Q(O,T;Q)

t
< R (2l [ IR+ VR

Assim, pela desigualdade de Gronwall, temos que

||h1”%2(0 T;L2(2))
||Rt(t7 )Hg + ||VR(t7 )H% < )\é : e(1+2”q”°°)T,
ou seja

C
1Rt )5 + VR IE < 33,
onde C' > 0 € uma constante que depende de ||¢1|12(0,7;02(0)) € ||q]|o- Em particular

Ve Ve Ve
[Rutt e < 55 ¢ IVR(E ) < V5 = IRt )l + VR )2 < 235

Por fim, como R € C’([O, T}, H&(Q)), segue pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs que

existe uma constante K, que depende apenas de (2 (que podemos supor maior que 1) tal que
IR, )ll2 < KIIVR(E, )2

56



Portanto

R

1Rt )2 + ([ R )l < KRt )l + IVR(E, ) [2) < 2K
N,

= 1 Bellz2(o,myiz2@) + 1 Bll2omyeze) < 2K =T

Q

OJ

Lema 3.8. Sejam \ > 0,w € R", um vetor unitdrio, ¢ € H'(0,T; L*(2)) tal que ¢»(0,z) =0 e
q € L>(Q). Seja R a solugdo de
R — AR+ QRt h2
R(0,z) = Ry(0,2) =0, z€Q (3.17)
R(t,0) =0, (t,0)€[0,T] x 09,

onde hy(t, ) = ¢o(t, x)exp(iX(z - w + t)). Entdo existe uma constante C' > 0, que ndo depende

de \ tal que
C
| Rellz-10,m22(0)) + 1Rl 220,722 (0)) < N
Demonstracio. Seja w(t, ) fo (1,2)dT e h(t,x) = fg hy(,x)dT, onde R € solugdo de
(3.17). Entao um calculo direto nos d4 que w satisfaz
—Aw+quw, =h
w(0,2) = w(0,2) =0, =€ (3.18)

w(x,0) =0, (t,0)€]0,T]x S
Utilizando integragdo por partes e o fato de que ¢2(0, ) = 0, temos que
1 t
h(t,z) = Y ((bg(t,a:)exp(i)\(:c ‘w+ 1)) —/ P (T, x)exp (iX(z - w + T))dT) .
0

Multiplicando a equag@o em (3.18) por wy, integrando em (2, tomando a parte real e utilizando o
mesmo procedimento do Lema 3.7, obtemos que

C
Hwt( )”2 + ||Vw( )Hg < 2
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onde C' > 0 é uma constante que depende apenas de || P2 || g1 (0,1).22(0) € de ||¢]|oo-

Em particular,
Ve
IRl 20,m:22(0)) = [[well 20,7:22(0)) < TT (3.19)

T.

-5

[Vw(t, )z207:02(0) <

Como o operador 2 : L?(0,T; L*(Q)) — H~(0,T; L*(Q)) é continuo (veja Lema 1.1.2),
p ot )

existe A > 1 tal que

-5

| Rell r-10,m220)) < K||R|| 2010200 < K——T. (3.20)

Portanto, de (3.19) e de (3.20), segue que

| Bell-10,7,020)) + | Rll 22 0,1522(0)) < 2K—-T.

Ve
By

Corolario 3.4. Sejam \ > 0,w € R"™ um vetor unitdrio, ¢ € H*(0,T; L*(2)) tal que
¢o(T,x) =0eq € L>®(Q). Seja ainda R a solugcdo de

Rtt — AR — QRt = h2
R(T,z)=R(T,x) =0, z€Q (3.21)
R(t,o0) =0, (t,0)€[0,T] x 09,

onde hy(t, ) = ¢o(t, z)exp(— iz w+t)). Entdo, existe uma constante C > 0 que ndo depende
de \ tal que

| Rellz-10,m:22(0) + 1 Rell20,m;02(0)) <

> Q
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Demonstracio. Basta observar que se R(t,z) = R(T — t, ) o problema (3.21) é o problema
adjunto associado ao problema (3.17), ou seja ]SL(t, x) é solugdo de (3.21) se, e somente se, R(t, )

€ solucao de (3.17).

Verifica-se facilmente que as normas de R(t,z) e de R(t, z), solucdes de (3.17) e (3.21) res-

pectivamente, em L?(0, T'; L*(€2)) coincidem.

Usando novamente o fato de que 2 : L?(0,7; L*(Q)) — H'(0,T;L*(Q)) € continuo,

segue o resultado. O

Lema 3.9. Sejam A > 0, w € R™ um vetor unitdrio, ¢35 € H?(0,T; L*(Q)) tal que ¢3(T,x) =
o3:(T,x) =0eq e L>®(Q). Considere R a solugdo de

Rtt — AR — QRt — Ah3
R(T,z)=R(T,x) =0, z€Q (3.22)
R(t,0) =0, (t,0)€[0,T] x 01,

onde hs(t,x) = ¢3(t, z)exp( — iX(z - w + t)). Entdo existe uma constante C' > 0, que independe
de \ tal que

IRl g-101:0200) <

> Q

Demonstracao. Defina
T /T T T
((t,z) :/ / R(s,x)dsdr, U(t,x) :/ / Ahs(s, x)dsdr.
t T t T

Usando as condi¢des em (3.22), € facil ver que

(9( B T azc B B T T
pri —/t R(r,z)dT = 2 R(t,x) = /t /T Ry (s, z)dsdr,

T T T T
G = / / Ry(s,x)dsdT e A = / / AR(s,x)dsdr,
t T t T
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de modo que ( satisfaz

Gt — AC —qG =V
C(0,2) = G(0,2) =0, €9 (3.23)
C(t,o) =0, (t,0)€[0,T]x 0.

Como
T T T T
ﬁ(t,x):/ / )\hg(s,x)dsdrz/ / AP3(s, x)exp(—iA(z - w + s))dsdr,
t T t T

integrando por partes duas vezes, obtemos

I(t,x) = /tT/\ <¢3(T, x)eXp(_i)\(:;. w 7)) + /TT ¢3s(s,x)eXp(_i/\(§. “r S))ds) dr

_ —¢3(t, z)exp(—iA(z - w + 1))

A
[ (a7 + sutrexp(-ida o+ 1) + [ " yns, D)exp(—iA (w0 + s de
I 1T (1) o)+ [ o).
Logo,

)

L2(0,T;L2(Q))

1 T T
Wl < 5 [loa+ [ (1atr) + buctrl + [ lonato,0las) ar
t T

ou seja

C
19| 20,1 02(02)) < T

onde a constante C' depende apenas de ||¢s]| i2(0,7:22(02))-

Multiplicando a equagio (3.23) por ;, integrando em 2 e tomando a parte real, obtemos

o ( / Gt ) + |v<<t,x>|2dx) < / 9t D)[G (L, )] + glG(t, @) Pda
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< O 216t o + lallo Gt )5 < 5
C.S Yang

CBIE (L2 g,

Integrando de 0 a ¢ e usando as condicdes iniciais em (3.23),

t C t
ISCE 15 < 0G5+ (1 +2H<J|!oo)/0 IGe(ts )lzdt < + + (1 +2HQHOO)/O IG: (¢, )5t

Por Gronwall,

c C
1G:(E, )l < Xe“*?”qlloo)t < Xe(uznquoo)T

K
= |Gl z2(0,m;22(0)) < 3
onde a constante K depende apenas de ||¢s]| m2(0,7;22())-

Assim, usando a continuidade do operador 2 : L*(0,T; L*(Q)) — H~'(0,T; L*(2)) existe

uma constante M > 0 tal que

|Rllaz—101:020) = |Gellm—101:0200) < M||Gll2200,m:220))

de modo que

MK
| Rl z-10,m522(0) < N

]
Proposicao 3.2. Sejam w € R"™ um vetor unitdrio e ¢, € C°(R") satisfazendo
suppe NQ =0 e (supptyy — Tw)NQ = 0. (3.24)
Entdo para cada \ > 0 existem
Ry, Rop € C'([0,T); L*(2)) N C([0,T); Hy ()
tais que
C C
10 Rl -10,m:0200)) + | Ruallz2o.m22)) < 3 e [ Rollz-10,1:220)) < T (3.25)
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onde C' > 0 é uma constante que independe de )\, para as quais as fungdes uy, v definidas por

uy(t,z) = (@ + tw)exp(iX(z - w + t)) + Ria(t, z)
vo(t, z) = Y(x + tw)exp(—iA(x - w + t)) + Ro(t, x)

(3.26)
sdo solugoes de (3.13) com q = q, e de (3.15) com q = q- respectivamente.

Demonstracao. Seja 17 ) a solugdo de

Ry — AR+ qiRy = $hy + ho,
R(0,z) = R(0,2) =0, =€ (3.27)
R(t,0) =0, (t,0)€[0,T]x 052
onde h;(t,z) = ¢;(t, x)exp(iA(z - w+1t)),j = 1,2, sendo
2

N Py
¢1(t, ) = j;l Wjwi 5,0 (z +tw) — Ap(z + tw) + q1(2)w - Vo(z + tw)

P2(t, 7) = qu(7)p(x + tw).

Dessa forma, da defini¢ao de u; em (3.26), obtemos

1| < 0% .
Onr — Auy + q10puy = o Lkzl ijkm —Ap+ qw - Vo | exp(ir(z-w +1))

)

+ qrpexp(iX(z - w + 1)) + OuRix — ARy x + 1O Ry .
Usando as condi¢des em (3.24) temos que u; € solugdo de (3.13).

Observe que podemos escrever

Rl,)\ - R"—S,

com R e S solugodes de (3.16) e (3.17) respectivamente. Entdo, pelos Lemas 3.7 e 3.8, temos
| Rull 10,7522 + [[Biallz2 022 (9)
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C
<Rl 10,220 + (IS a-10,m020)) + | Bl 200,7522(0)) + |15 220,722 (00)) < 2x-

Analogamente, considere 1?5 ) a solugdo de

Rtt — AR — QQRt = h; + )\hg,
R(0,z) = Ry(0,2) =0, € (3.28)
R(t,0) =0, (t,0)€[0,T] x 09,
onde 1} (t, x) = ;(t, z)exp(—iA(z - w + 1)), j = 2,3,
2

Uo(t, Z ‘”"f”’“ajg k(:v + tw) — AY(z + tw) — @a(x)w - V(z + tw)

7,k=1

P3(t, x) = —ga(x)(z + tw).
Pela definicdo de v, em (3.26),
OpVy — Avy — @Oy = [’Z ijka — A — quw - VY | exp(—iA(z - w + 1))
xjﬁx

—)\qgwexp(—i)\(x c W+ t)) + attRQ)\ — ARZ}\ — qQatRQ’)\.

Como (suppy) — Tw) NQ = (), temos ainda que (T, z) = 0y, (T, z) = 0. Portanto, vy é solugio
de (3.15).

Escrevendo Ry, = R + S com R solugdo de (3.21) e S solucdo de (3.22), segue do Co-

rolario 3.4 e pelo Lema 3.9 que

| Roll -1 0,220 < || Rl 10,7220 + |S]a-1¢ 0TL2(Q))<2X-

Teorema 3.2. Sejam q1,qx € L>(2) tais que Ay, = A,,. Se T > diam(), entdo ¢ = go.
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Demonstracao. Pelo Corolério 3.3,

T
/ /<Q1 — q2)Opuvaddt = 0, (3.29)
0o Ja
onde u; € v9 sd0, respectivamente, solucdes de (3.13) e (3.15).
Sejam
T — diam{2
e = % ¢ Q.= {r e RM\Q; d(x,Q) < ).

Se ¢, € C(€.), entdo supp p N Q = P e (suppt) — Tw) N Q = ().

Assim, pela Proposi¢do 3.2, podemos considerar u; e v- satisfazendo (3.26) solucdes de (3.13)

e (3.15) respectivamente.
Observe também que

1
Oyur = (aw Vel +tw) + oo + tw))eXp(iA(w ‘w 1))+ O Ry x.

Portanto, se p(z) = ¢1(x) — ¢2(x), segue por (3.29) que

/ / ( —w-Vp+ go) exp(iX(z-w + 1)) + (9tR1?A> (¢6XP(—1/\($'W+75))+R2,,\>dacdt —0

x—i—tw ?ﬂ(%—i-t&))dl’dt‘ ax + By + yn + 0y, (3.30)

onde

= 3ol f f [(w. V) (¥ + Ry)|dzdt,

B = [|plloo ff [ Ro \|dxdt,
0@ (3.31)

T
= HPHOOIf |10y Ry »|dzdt,
0Q

Ry dudt.

\

Como supp ¢ C 2. e T' > diam(2, as aplicagdes
(t,x) = oz +tw), (t,z) > Yx+tw) e (t,z) = w- Vo(r + tw)
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pertencem a H} (0, T; L*(£2)). Logo, pela Proposicdo 3.2 segue que

oz<g 6<€ <g
)\\/\7 )\\)\7 7)\\/\-

Da defini¢do de R; , vemos que
(af “ A+ qlat)RLA =1h thye (af A qQat)RQ,A — Bt MRS, (3.32)

onde h;(t,r) = ¢;(z + tw)exp(iA(z - w + 1)) e hj(t, ) = (v + tw)exp(—i(r - w + 1)).

Usando integracao por partes e a identidade de Green, obtemos

T T
/ / (07 R1) — ARy )) Ropdadt = / / (07 Ro) — ARy ) ) Ry ndadt.
0 Q 0 Q

Assim, multiplicando a primeira equagdo em (3.32) por Ry 5, a segunda por 1?; , e integrando em

(0,T) x €, decorre da identidade acima

T T 1
/ / qlatRL,\Rg’)\ + QQathy)\Rl,)\dl’dt = / / (—hl + h2> RQ,)\dwdt
0 Q 0 Q A

T
- / / (I + Ah3) Ry adadt.
0 Q

T T
/ /Q2atR2,,\R1,,\dIdt: —/ /Q2atR1,,\R2,>\d$dt7
0o Ja o Jo

T T 1
/ /(Ql - QQ)atRL)\RQ)\dmdt = / / (—hl + hg) Rg’)\d.%dt
0 Q 0 Q A

T
- / / (% + ARS) Ry xdadt. (3.33)
0 Q

Como

temos

Das defini¢oes de ¢; e 1;, segue que supp ¢; e supp 1; estdo contidos em (.. Logo,
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hj, ht € Hy(0,T; L*(Q)) e consequentemente,

T
1 1
/ /Xthz,Ad:cdt‘ < X||h1||H3(0¢;L2(Q))||R27A||H*1(07T;L2<Q))v
0 Q

T
/ / thz,Adxdt' < Rl g3 0,602 [ B2l 5-10,7:22(0)) 5
0 Q

T
/ /h’le,,\dxdt‘ < Hhﬂ|L2(0,t;L2(Q))||R1,>\HL2(0,T;L2(Q))- (334)
0 Q

Além disso, como

T T
/ / Ah(t, x) Rya(t, o) dedt = / / Ao (@ + tw) Ry A(t, )exp(—iN(x - w + t))dzdt,
o Ja o Jo

integrando por partes em relacdo a ¢, temos

T T

/ / A¢2R1’)\e—i)\(x'w+t)dxdt — _1/ / <<w . va)Rl,)\ + wzatRl,/\>e—i)\(ac-w-i-t)dxdt'
o Ja 0o Ja

Portanto,

T
/ //\hERLAdIdt‘ < lw - Vol L2o,m 2 [ Buall 20750200
o Ja

+ 102l a2 0,2 1O Ra | 10,7, 22(02))- (3.35)

De (3.33), (3.34), (3.35) e (3.25), concluimos que §, < C/\.

Fazendo ) tender a zero em (3.30) temos

/0 /Q (q1(z) — @2(2)) p(x + tw)p(z + tw)dzdt = 0.

Utilizando exatamente os mesmos argumentos do Teorema 3.1, segue o resultado.
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Capitulo 4

Consideracoes finais

A determinacdo de parametros em Equacgdes Diferenciais Parciais insere-se na area dos Problemas
Inversos. Além das questdes matemdticas que o tema suscita, devemos salientar a importancia
do ponto de vista das aplicacdes, como nas técnicas que envolvem processos nao invasivos. Tais
processos sdo bastante comuns na area médica, como, por exemplo, Tomografia, Ressonancia

Magnética, etc.

Para elaborar essa dissertacdo, baseamos nossos estudos principalmente nos artigos [16], [21]
e [14], que tratam da identificagdo de potenciais; assim como nos artigos [8], [12] e [25], que

abrangem ainda a questdo da estabilidade.

A questdo da caracterizacdo € baseada geralmente em técnicas numéricas, € um exemplo dessa

abordagem pode ser encontrado [13].
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