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Andrey Dione Ferreira

Problemas Inversos de Identificação de Potenciais em
Equações Diferenciais Parciais

DISSERTAÇÃO
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Ferreira, Andrey Dione.

Problemas Inversos de Identificação de Potenciais em Equações

Diferenciais Parciais/ Andrey Dione Ferreira. - Rio de Janeiro: UFRJ, IM, 2011.

iv, 75f.

Orientador: Rolci de Almeida Cipolatti

Dissertação (mestrado) - UFRJ/ IM/ Programa de Pós-Graduação em
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RESUMO

FERREIRA, Andrey Dione. Problemas Inversos de Identificação de Potenciais em

Equações Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro, 2011. Dissertação (Mestrado em Ma-

temática) - Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2011.

Neste trabalho consideramos os problemas inversos de identificação de potenciais

para os problemas de Dirichlet, de EIT (Electrical Impedance Tomography) e de

ondas. Para este último, tratamos tanto do caso conservativo quanto do dissipativo.

Mais precisamente, provaremos que a unicidade dos parâmetros desses problemas é

garantida em termos das medidas de fronteira.

Plavras chaves: Problemas inversos; operador de Dirichlet-Neumann; equação de Di-

richlet; EIT (Electrical Impedance Tomography); equação de ondas.
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ABSTRACT

FERREIRA, Andrey Dione. Problemas Inversos de Identificação de Potenciais em

Equações Diferenciais Parciais. Rio de Janeiro, 2011. Dissertação (Mestrado em Ma-

temática) - Instituto de Matemática, Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2011.

We consider the inverse problems to identify potential for Dirichlet problems of

EIT (Electrical Impedance Tomography) and wave. In the last case we present the

conservative type as well as the dissipative one. More precisely, we prove that the

uniqueness of the parameters of these problems are guaranteed in terms of boundary

measurements.

Key Words: Inverse problems; Dirichlet-Neumann map; Dirichlet equation; EIT (Elec-

trical Impedance Tomography); wave equation.
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Introdução

É usual denominar-se “Problemas Inversos” a área da Análise Matemática na qual se insere o

tema desta Dissertação, a saber, a Determinação de Parâmetros em Equações Diferenciais Parciais.

Interessam-nos, em especial, aqueles problemas que envolvem medições externas, que matema-

ticamente sejam modelados pelo Operador de Dirichlet-Neumann .

A tı́tulo de exemplo, podemos citar o problema de EIT (Electrical Impedance Tomography),

cujo objetivo é determinar a condutividade elétrica de um corpo a partir de medições eletro-

magnéticas em sua superfı́cie. Esse problema tem diversas aplicações, dentre as quais podemos

citar as técnicas de mamografia.

Sendo mais precisos, considere um domı́nio Ω ⊂ R3 que representa um dado corpo que possua

a capacidade de conduzir eletricidade em seu interior e cujo coeficiente de condutividade elétrica

seja a(x), com x ∈ Ω. Se assumirmos que este corpo é submetido a um potencial elétrico conhe-

cido ϕ(σ) com σ ∈ ∂Ω, onde ∂Ω representa a fronteira de Ω, então o potencial elétrico u(x) em Ω

satisfaz a equação elı́tica:

 − div (a(x)∇u(x)) = 0 em Ω

u(σ) = ϕ(σ) sobre ∂Ω.
(1)

Nesse sentido, a intensidade (local) da corrente é representada por a(σ)∂u
∂η

(σ), onde ∂u
∂η

(σ)

denota a derivada normal exterior, e o total de energia elétrica necessária para manter o potencial

ϕ na fronteira será

Qa(ϕ) :=

∫
Ω

a(x) |∇u(x)|2 dx =

∫
∂Ω

a(σ)
∂u

∂η
(σ)ϕ(σ)dσ.

Assim, a questão que se coloca é a seguinte: a partir dessas informações, podemos determinar

o coeficiente de condutividade a(x)? Essa questão nos leva naturalmente ao estudo do operador de
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Dirichlet-Neumann

ϕ
Λa−→ a

∂u

∂η
,

e do operador

q
Λ−→ Λa.

Algumas questões básicas inerentes ao estudo do operador Λ são:

1. Λ é injetivo (Identificação)?

2. Λ é contı́nuo (Estabilidade)?

3. Podemos descrever a imagem de Λ (Caracterização)?

4. Podemos determinar o potencial a(x) a partir da caracterização de Λa (Reconstrução)?

As interrogações acima são algumas das questões básicas que nos interessam no contexto da

área de Problemas Inversos e que abordaremos nesse trabalho. Mais precisamente, trataremos do

Problema de Identificação para o problema de EIT, o problema de Dirichlet e as equações de ondas,

tanto o caso conservativo quanto o dissipativo.

Para ser mais preciso, consideremos os seguintes problemas de Dirichlet:

 −∆u + qu = 0 em Ω,

u = ϕ sobre ∂Ω
(2)

e

 − div (a(x)∇u(x)) = 0 em Ω

u(σ) = ϕ(σ) sobre ∂Ω,
(3)

onde q, a ∈ L∞(Ω), q > 0 e a > ε > 0.

Os principais resultados referentes a esses problemas são:
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Teorema 1: Sejam Ω ⊂ RN , N > 3, um domı́nio limitado de classe C1,1 e q1, q2 ∈ L∞(Ω),

qj > 0, j = 1 , 2. Se Λq1 ≡ Λq2 , então q1 = q2.

Teorema 2: Seja Ω ⊂ RN , N > 3, um domı́nio limitado de classeC1,1 e aj ∈ W 2,∞(Ω)(j = 1, 2),

tal que aj > ε para algum ε > 0. Se Λa1 ≡ Λa2 então a1 = a2.

Esses resultados são válidos para N = 2 mas as técnicas de demonstração são diferentes das

que apresentaremos aqui (ver [14]).

Definindo de modo análogo o operador de Dirichlet-Neumann para as equações de ondas:


utt −∆u+ qu = 0, em (0, T )× Ω,

u(0, x) = ut(0, x) = 0, em Ω,

u(t, σ) = ϕ(t, σ), sobre [0, T ]× ∂Ω

(4)

e


utt −∆u+ qut = 0, em (0, T )× Ω,

u(0, x) = ut(0, x) = 0, em Ω,

u(t, σ) = ϕ(t, σ), sobre [0, T ]× ∂Ω,

(5)

temos o seguinte resultado:

Teorema 3: Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω) tais que Λq1 = Λq2 . Se T > diam Ω, então q1 = q2.

Organizamos a dissertação da seguinte forma. No Capı́tulo 1, apresentaremos algumas definições

e resultados básicos para a compreensão do texto, mais precisamente, apresentaremos as definições

de alguns Espaços de Sobolev e propriedades desses, alguns resultados de Análise Funcional. No

Capı́tulo 2 abordaremos o problema de identificação de potenciais para o problema de Dirichlet e

de EIT, e no Capı́tulo 3 trataremos do problema de identificação de potenciais para as equações de

ondas, tanto no caso conservativo quanto no caso dissipativo.
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Capı́tulo 1

Conceitos básicos

Neste capı́tulo apresentaremos algumas definições e resultados básicos necessários para a compre-

ensão do texto, como definições de certos espaços funcionais e teoremas relacionados.

1.1 Definições e Teoremas Preliminares

No que se segue, quando falarmos de integral, estaremos nos referindo à Integral de Lebesgue e

denotaremos por K o corpo dos reais ou o corpo dos complexos.

Sejam Ω ⊂ RN um conjunto aberto, p ∈ R com 1 6 p 6∞ e m ∈ N.

Definimos,

Lp(Ω) =

{
f : Ω→ K;

∫
Ω

|f(x)|p dx <∞, 1 6 p <∞
}
,

L∞(Ω) = {f : Ω→ K; f é mensurável e essencialmente limitada} ,
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com as respectivas normas

‖f‖Lp =

(∫
Ω

|f(x)|p dx
) 1

p

, ‖f‖L∞ = supess
x∈Ω

|u(x)|.

Observação: No caso de p = 2, Lp é um espaço de Hilbert com o produto interno

(v;u) =

∫
Ω

v(x)u(x)dx

Denotamos por D(Ω) o espaço da funções testes em Ω ⊂ RN e por D′(Ω) o espaço vetorial

das distribuções sobre Ω. Consideramos também os espaços de Sobolev Wm,p(Ω) das funções

u ∈ Lp(Ω) tais que Dαu pertence a Lp(Ω), onde

Dαu =
∂|α|u

∂xα1
1 . . . ∂xαnn

,

com as derivadas de u no sentido das distribuições e a notação usual |α| = α1 +α2 + . . .+αn para

todo α = (α1, α2, . . . , αn) ∈ Nn.

Para u ∈ Wm,p(Ω), definimos

‖u‖m,p =

∑
|α|6m

∫
Ω

|Dαu(x)|p dx

 1
p

, 1 6 p <∞,

‖u‖m,∞ =
∑
|α|6m

supess
x∈Ω

|Dαu(x)|.

No caso em que p = 2, denotamos

H1(Ω) = W 1,2(Ω).

Proposição 1.1. O espaço de Sobolev Wm,p(Ω) é um espaço de Banach.

Denota-se Wm,p
0 o fecho de D(Ω) em Wm,p. Se 1 6 p < ∞ e 1 < q 6 ∞ tal que 1

p
+ 1

q
= 1,

representamos por W−m,q(Ω) o dual topológico de Wm,p
0 (Ω).
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Podemos definir uma famı́lia de espaços entre Lp(Ω) e W 1,p(Ω). Mas precisamente, se s ∈ R,

0 < s < 1 e 1 6 p <∞, definimos

W s,p(Ω) =

{
u ∈ Lp(Ω);

|u(x)− u(y)|
|x− y|s+(n/p)

∈ LP (Ω× Ω)

}
,

munido da norma de Lp(Ω× Ω), isto é,

‖u‖W s,p(Ω) =

(∫∫
|u(x)− u(y)|p|x− y|−sp−ndxdy

)1/p

.

Definimos também

Hs(Ω) = W s,2(Ω).

Para s ∈ R, s > 1, definimos W s,p(Ω) como segue. Escreva s = m + σ com m sendo a parte

inteira de s e defina

W s,p(Ω) = {u ∈ Wm,p(Ω); Dαu ∈ W σ,p(Ω), α ∈ Nn tal que |α| = m} .

1.1.1 O Teorema do Traço

A seguir apresentamos o teorema do traço que caracteriza o espaço ao qual pertence a restrição de

uma função u de Hm, definida em um domı́nio Ω, sobre sua fronteira ∂Ω. Consideraremos Ω um

aberto limitado do RN bastante regular (ou seja, de classe Ck para todo k = 1, 2, . . .).

Representaremos por D(∂Ω) o espaço vetorial que consiste das funções reais w definidas em

∂Ω que possuem derivadas parciais contı́nuas de todas as ordens. Dada uma função u definida em

Ω, representamos por γ0u a restrição de u a ∂Ω.

Como ∂Ω tem medida nula no RN , a restrição de u a ∂Ω não está bem definida. Porém, é

possı́vel caracterizar o espaço Y onde está definida γ0u.

Observe que no caso em que Ω = RN
+ podemos identificar ∂Ω =

{
(x′, 0);x′ ∈ RN

}
com

RN−1, identificando toda função u definida em ∂Ω com a função x′ → u(x′, 0) do RN−1 em

6



R. Com essa identificação temos D(∂Ω) = D(RN−1) eLp(∂Ω) = Lp(RN−1). E, nesse caso,

definimos Hs(∂Ω) = Hs(RN−1), s > 0, s ∈ R.

Proposição 1.2. Vale a seguinte desigualdade

‖γ0u‖H 1
2 (RN−1)

6 ‖u‖H1(RN+ ) ,∀u ∈ D(RN
+ ).

Demonstração. Ver [20]. �

Considerando D(RN
+ ) com a topologia induzida por H1(RN

+ ), a proposição acima afirma que a

aplicação

γ0 : D(RN
+ ) −→ H

1
2 (RN−1)

é contı́nua. Além disso, como D(RN
+ ) é denso em H1(RN

+ ), essa aplicação se estende continua-

mente a uma aplicação linear contı́nua que permanecemos denotando por γ0, onde

γ0 : H1(RN
+ ) −→ H

1
2 (RN−1)

é denominada função traço e seu valor γ0u denomina-se o traço de u sobre RN−1.

Teorema 1.1. A função traço aplica H1(RN
+ ) sobre H

1
2 (RN−1) e o núcleo de γ0 é o espaço

H1
0 (RN

+ ).

Demonstração. Ver [20]. �

Observação: Temos que γ0 é a única aplicação linear e contı́nua de H1(RN
+ ) em H

1
2 (RN−1) tal

que

γ0u = u|Rn−1 , ∀u ∈ D(RN
+ ).

Passaremos agora ao caso em que Ω é um aberto limitado bem regular. Para definir Hs(∂Ω),

s ∈ R, considere

Q =
{

(y′, yN) ∈ RN−1 × R; |y′i| < 1, i = 1, 2, . . . , n− 1, |yN | < 1
}
,
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Q+ = Q ∩ {yN > 0},Σ = Q ∩ {yN = 0} = {(y′, 0); y′ ∈ RN−1}

e um conjunto de cartas locais U = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), . . . , (Un, ϕn)} tais que, para cada k =

1, 2, . . . , n, tem-se:



ϕk(Uk) = Q,ϕk(Uk ∩ Ω) = Q+, ϕk(Uk ∩ ∂Ω) = Σ.

ϕk, ϕ
−1
k são de classe C∞.

SeUk ∩ Ul 6= ∅ então existe um homeomorfismo Jkl de classe C∞

com jacobiano positivo de ϕk(Uk ∩ Ul) sobre ϕl(Uk ∩ Ul) tal que

ϕl(x) = Jkl(ϕk(x)),∀x ∈ Uk ∩ Ul(condição de compatibilidade).

(1.1)

Considere funções testes σ0, σ1, . . . , σn do RN tais que


0 6 σk 6 1, k = 0, . . . , n, suppσ0 ⊂ Ω

supp (σk) ⊂ Uk, k = 1, . . . , n, e
n∑
k=0

σk(x) = 1,∀x ∈ Ω.
(1.2)

Dada uma função w definida em ∂Ω e k = 1, . . . , n, seja

wk(y
′) =

 (σ0w)(ϕ−1
k (y′, 0)) se y′ ∈ Ω0 = (−1, 1)N−1

0 se y′ ∈ RN−1\Ω0.

Como suppwk = supp (σk ◦ ϕ−1
k )|Σ, (suppσk) ∩ ∂Ω ⊂ Uk ∩ ∂Ω e ϕk aplica Uk ∩ ∂Ω sobre

Σ, temos que

suppwk ⊂ Σ.

Define-se o espaço D(∂Ω) das funções C∞ em ∂Ω como o espaço das funções w : ∂Ω 7−→ K

tais que wk ∈ D(RN−1) para todo k = 1, . . . , n.

Temos que D(∂Ω) coincide com o espaço das funções F = {u|∂Ω;u ∈ D(Ω)} (ver [20]).

Além disso, se w : ∂Ω→ K é mensurável, como ∂Ω é limitado, então o suporte de w é compacto.
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Com isso, dado s ∈ R, s > 0, define-se Hs(∂Ω) como o espaço das funções w : ∂Ω→ K tais

que wk ∈ Hs(RN−1) para todo k = 1, 2, . . . , n, munido do produto escalar

(w; v)Hs(∂Ω) =
n∑
k=1

(wk, vk)Hs(RN−1) , (1.3)

para todo par de funções w, v ∈ Hs(∂Ω). Denotando a norma desse espaço por ‖ · ‖Hs(∂Ω), temos

‖w‖2
Hs(∂Ω) =

n∑
k=1

‖wk‖2
Hs(RN−1).

Tem-se que Hs(∂Ω) é um espaço de Hilbert e D(∂Ω) é denso em Hs(∂Ω).

Vale salientar que se tivermos outro sistema de cartas locais V satisfazendo (1.1) então o novo

produto escalar para Hs(∂Ω), definido da mesma maneira que em (1.3), produz uma norma equi-

valente à norma do sistema U , de forma que a definição do espaçoHs(∂Ω) não depende da escolha

do sistema de cartas.

Se u ∈ H1(Ω) então u =
n∑
k=0

σku quase sempre em Ω. Para K = 1, . . . , n, define-se a função

vk(y
′, yN) =

 (σku)(ϕ−1
k (y′, yN)) se (y′, yN) ∈ Q+

0 se (y′, yN) ∈ RN
+\Q+.

(1.4)

Se u ∈ D(Ω), denota-se por γ0u à restrição de u a ∂Ω.

Proposição 1.3. Existe uma constante C > 0, que independe de u ∈ D(Ω), tal que

‖γ0u‖H 1
2 (∂Ω)

6 C‖u‖H1(Ω), ∀u ∈ D(Ω).

Demonstração. Ver [20]. �

Novamente, da proposição (1.3) concluı́mos que podemos estender continuamente γ0 aH1(Ω),

obtendo assim a aplicação linear e contı́nua

γ0 : H1(Ω) −→ H
1
2 (∂Ω).

9



Temos ainda que

‖γ0u‖2
H1/2(∂Ω) =

n∑
k=1

[(γ0σk)(γ0u)]2H1/2(∂Ω) , ∀u ∈ H
1(Ω).

Teorema 1.2. O núcleo de γ0 coincide com H1
0 (Ω) e γ0 é sobrejetora.

Por fim, trataremos do caso geral do teorema do traço, ou seja o caso em que u ∈ Hm(Ω),

m > 2. Começando com o caso em que u ∈ Hm(RN
+ ), identificamos como antes a fronteira ∂Ω de

RN
+ com RN−1.

Seja u ∈ D(RN
+ ). Define-se

(γju)(x′) = (Dj
N)(x′, 0) = γ0(Dj

Nu)(x′)

para j = 0, 1, . . .m− 1 e x′ ∈ RN−1, onde DN = ∂
∂xN

. Considere o espaço de Hilbert

X =
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (RN−1)

com a norma

‖w‖2
X =

m−1∑
j=0

‖wj‖2

Hm−j− 1
2 (RN−1)

,

onde w = (w0, w1, . . . , wm−1). Tem-se que (D(RN−1))m é denso em X . Daı́, segue o teorema do

traço para Hm(RN
+ ).

Teorema 1.3. Seja Ω = RN
+ . A aplicação linear

D(Ω) −→ X

ϕ 7−→ (γ0ϕ, γ1ϕ, . . . , γm−1ϕ)

estende-se continuamente a uma aplicação linear e contı́nua γ em Hm(Ω),m > 1, sobre X , cujo

núcleo é o espaço Hm
0 (Ω). Além disso, γ possui uma inversa à direita linear e contı́nua, isto é,

existe uma aplicação Λ linear e contı́nua de X em Hm(Ω) tal que γ(Λw) = w para todo x ∈ X .

10



Demonstração. Ver [20]. �

Considere agora Ω um aberto do RN com fronteira ∂Ω bem regular, e seja η(x) a normal

unitária exterior em x ∈ ∂Ω. Para δ > 0 e ε > 0, definimos

Qδε =
{

(y′, yN) ∈ RN−1 × R; |y′i| < δ, i = 1, 2, . . . , N − 1,−ε < y −N < ε
}

e

Q+
δε = Qδε ∩ {yN > 0},Σδ = Qδε ∩ {yN = 0}.

É possı́vel escolher um sistema de cartas locais U = {(U1, ϕ1), (U2, ϕ2), . . . , (Un, ϕn)}, para

∂Ω, que, além das propriedades em (1.1), com Q = Qδε, satisfaz, para todo k = 1, 2, . . . n,

∂m

∂ymN
vk(y

′, 0) = (−1)m
∂m

∂ηm
(σku)(ϕ−1

k (y′, 0))

para toda u ∈ D(Ω), (y′, 0) ∈ Σ e m = 1, 2, . . ., onde as funções σk e vk são definidas em (1.2) e

(1.4), respectivamente.

Define-se a aplicação linear

D(Ω) −→ Y

u 7−→ γu = (γ0u, γ1u, . . . , γm−1u),
(1.5)

onde γju é a restrição a ∂Ω da função ∂ju
∂ηj
, j = 0, 1, . . . ,m− 1, e Y é o espaço de Hilbert

Y =
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (∂Ω)

com a norma

‖ξ‖2
Y =

m−1∑
j=0

‖ξj‖2

Hm−j− 1
2
,

sendo ξ = (ξ0, ξ1, . . . , ξm−1) ∈ Y .

Do teorema (1.3) e com o auxı́lio de cartas locais, tem-se o teorema do traço para funções

u ∈ Hm(Ω).
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Teorema 1.4. Seja Ω um aberto limitado bem regular do RN e m um inteiro, m > 1. A aplicação

γ definida em (1.5) prolonga-se continuamente a uma aplicação linear contı́nua, ainda denotada

por γ, de Hm(Ω) sobre Y =
m−1∏
j=0

Hm−j− 1
2 (∂Ω), cujo núcleo é o espaço Hm

0 (Ω). Além disso, γ

possui uma inversa à direita linear e contı́nua.

1.1.2 Espaços de Sobolev Vetoriais

Para p ∈ [1,∞], I um intervalo aberto de R e X um espaço de Banach, denotamos por Lp(I,X) o

espaço vetorial das aplicações f : I → X tais que a função t → ‖f(t)‖X pertence a Lp(I). Para

f ∈ Lp(I,X), definimos

‖f‖Lp(I,X) =

{∫
I

‖f(t)‖pX dt
} 1

p

se p <∞,

‖f‖L∞(I,X) = supess
t∈I
‖f(t)‖X .

Definimos também D(I,X) = C∞c (I,X) o espaço das funções C∞(I,X) com suporte com-

pacto em I .

Observação: O espaço Lp(I,X) possui a maioria das propriedades do espaço Lp(I) = Lp(I,R),

com essencialmente as mesmas provas. Em particular, verifica-se facilmente os seguintes resulta-

dos.

1. Lp(I,X) munido da norma ‖ · ‖Lp(I,X) é um espaço de Banach. Se p <∞, então D(I,X) é

denso em Lp(I,X)

2. Se f ∈ Lp(I,X) e ϕ ∈ Lq(I) com 1
p

+ 1
q

= 1
r
6 1, então ϕf ∈ Lr(I,X) e temos

‖ϕf‖Lr(I,X) 6 ‖f‖Lp(I,X)‖ϕ‖Lq(I).

3. Se f ∈ L1(I,X) e
∫
I

f(s)ϕ(s)ds = 0 para toda ϕ ∈ D(I,X), então f(t) = 0 quase sempre

em I .
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Denotaremos por D′(I,X) o espaço das distribuições sobre I que assumem valores em X ,

mais precisamente, o espaço das aplicações lineares e contı́nuas D(I)→ X , onde X é munido da

topologia fraca.

Um elemento f ∈ L1
loc(I,X) define uma distribuição Tf : D(I)→ X pela fórmula

〈Tf , ϕ〉 =

∫
I

f(t)ϕ(t)dt, para toda ϕ ∈ D(I).

Definimos a n-ésima derivada T (n)
f de uma distribuição Tf por〈

T
(n)
f , ϕ

〉
= (−1)n

∫
I

f(t)
dnϕ(t)

dtn
dt, para toda ϕ ∈ D(I).

Para 1 6 p 6 ∞, denotamos por W 1,p(I,X) conjunto das funções f ∈ Lp(I,X) tais que

f ′ ∈ Lp(I,X), no sentido de D′(I,X). Para f ∈ W 1,p(I,X) definimos a norma

‖f‖W 1,p(I,X) = ‖f‖Lp(I,X) + ‖f ′‖Lp(I,X).

Definimos, para m ∈ N, o espaço

Wm,p(I,X) =

{
f ∈ Lp(I,X);

djf

dtj
∈ Lp(I,X) para todoj ∈ {1, · · · ,m}

}
.

Quando p = 2 escrevemos Wm,2(I,X) = Hm(I,X). Além disso, definimos de modo análogo o

espaço H1
0 (I,X) e seu dual topológico H−1(I,X)

Lema 1.1. O operador ∂t : L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
−→ H−1

(
0, T ;L2(Ω)

)
é contı́nuo.

Demonstração. É claro que

u ∈ L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
⇒ Tu ∈ D′(0, T ;L2(Ω))⇒ T ′u ∈ D′(0, T ;L2(Ω)).

Seja {ϕn}n uma sequência emD(0, T ) que converge para ϕ na topologia deD(0, T ), isto é, ϕn−ϕ

converge uniformente para zero sobre os compactos de (0, T ) assim como todas as suas derivadas.

Então, por definição, (
〈T ′u;ϕn〉; Φ

)
2
→
(
〈T ′u;ϕ〉; Φ

)
2
, ∀Φ ∈ L2(Ω).
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Por outro lado, (
〈T ′u;ϕ〉; Φ

)
2

= −
∫

Ω

(∫ T

0

u(t, x)ϕ′(t) dt

)
Φ(x) dx.

de onde se conclui que

∣∣(〈T ′u;ϕ〉; Φ
)

2

∣∣ ≤ ‖u‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϕ′‖L2(0,T )‖Φ‖L2(Ω).

Logo, T ′u : D(0, T )→ L2(Ω) é operador linear contı́nuo para a topologia forte de L2(Ω) e

‖〈T ′u;ϕ〉‖L2(Ω) ≤ ‖u‖L2(0,T ;L2(Ω))‖ϕ′‖L2(0,T ).

Como ‖ϕ′‖L2(0,T ) ≤ ‖ϕ‖H1
0 (0,T ), tem-se

‖T ′u‖H−1(0,T ;L2(Ω)) = sup
ϕ6=0

‖〈T ′u;ϕ〉‖L2(Ω)

‖ϕ‖H1
0 (0,T )

≤ ‖u‖L2(0,T ;L2(Ω)).

�

Os resultados sobre espaços de Sobolev aqui mencionados podem ser encontrados em [1], [6],

[18], [20], [26] e [27], dentre outros clássicos.

1.1.3 Desigualdades e Resultados Básicos de Análise Funcional

Lema 1.2. (Desigualdades de Gronwall):

1. (Forma diferencial) Seja η uma função não negativa e absolutamente contı́nua em [0, T ] tal

que, em quase todo ponto, η satisfaz

η′(t) 6 φ(t)η(t) + ψ(t),

onde φ e ψ são funções não negativas e integráveis em [0, T ]. Então

η(t) 6 e
∫ t
0 φ(s)ds

(
η(0) +

∫ t

0

ψ(s)dx

)
, ∀t ∈ [0, T ].
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2. (Forma integral) Seja η(·) uma função não negativa e integrável em [0, T ] tal que, em quase

todo ponto, η satisfaz

η(t) 6 C1 + C2

∫ t

0

η(s)ds

para constantes C1, C2 > 0. Então

η(t) 6 C1eC2t

para quase todo t ∈ [0, T ].

Demonstração. Ver [9]. �

Lema 1.3. (Desigualdade de Poicaré-Friedrichs). Seja Ω um aberto limitado do Rn. Se f ∈

H1
0 (Ω), então

‖f‖2 6 C‖∇f‖2,

onde a constante C > 0 só depende de Ω.

Demonstração. Ver [20]. �

Se E é um espaço vetorial normado, denotaremos por E∗ o dual topológico de E, isto é

E∗ = {f : E → K; f é linear e contı́nua} .

Teorema 1.5. Hahn-Banach. Seja A ⊂ E e B ⊂ E dois subconjuntos convexos, não vazios de

um espaço vetorial normado E tal que A ∩ B = ∅. Assuma que A é fechado e B compacto. Então

existe α ∈ R e f ∈ E∗ tais que f(x) < α ∀x ∈ A e f(x) > α ∀x ∈ B.

Demonstração. (Ver [3]) �

Corolário 1.1. Seja F ⊂ E um subespaço de E tal que F 6= E. Então existe f ∈ E∗, f 6≡ 0, tal

que
〈
f, x
〉

= 0∀x ∈ F.
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Demonstração. (Ver [3]) �

Observação: O corolário 1.1 é usualmente utilizado para provar que um subespaço vetorial

F ⊂ E é denso em E. Para isso basta mostrar que se ∀f ∈ E∗ tal que〈
f ;x

〉
= 0∀x ∈ F , tem-se f ≡ 0.

Uma ferramenta importante para o estudo dos problemas tratados aqui, é a transformada de

Fourier, cuja definição se dá como segue:

Definição 1. Dada uma função f ∈ L1(RN), define-se a transformada de Fourier de f por

F(f)(ξ) =
1

(2π)
N
2

∫
RN

exp(−ı̇x · ξ)f(x) dx.

Definimos a transformada inversa de f por

F−1(f)(x) =
1

(2π)
N
2

∫
RN

exp(ı̇x · ξ)f(ξ) dξ.

Usaremos as vezes a notação f̂ para representar F(f).

Teorema 1.6. (Plancherel) As aplicações

F : L2(RN) 7−→ L2(RN) e F−1 : L2(RN) 7−→ L2(RN)

são isomorfismos isométricos de espaços de Hilbert. Mais que isso, têm-se

(F(f);F(g))L2(RN ) = (f ; g)L2(RN ) =
(
F−1(f);F−1(g)

)
L2(RN )

para todo par f, g ∈ L2(RN), onde (· ; ·)L2(RN ) denota o produto interno em L2(RN).
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Capı́tulo 2

Identificação de Potenciais para Equações

Elı́ticas

Em seu famoso artigo [5], A. P. Caldéron fez a seguinte pergunta: é possı́vel determinar a condu-

tividade térmica de um objeto a partir de medidas do fluxo de calor na sua fronteira? Em 1984,

R. KOHN & M. VOGELIUS estudaram esse problema em seu trabalho intitulado Determining

conductivity by boundary measurements (ver [16]).

Neste capı́tulo trataremos da questão de identificação de potenciais para o problema de Diri-

chlet e para o problema de EIT (Eletrical Impedance Tomography) citado na introdução. Esses

problemas foram estudados em [14], [16], [17], [21] e [24].

2.1 O problema de Dirichlet

Seja Ω ⊂ RN , N > 2, um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω Lipschitz. Seja q ∈ L∞(Ω) tal que

q(x) > 0 quase sempre em Ω. Então, para cada ϕ ∈ H1/2(∂Ω), existe uma única u ∈ H1(Ω)
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solução de  −∆u + qu = 0 em Ω,

u = ϕ sobre ∂Ω.
(2.1)

Para a prova da existência de solução da equação (2.1) veja [3].

Considere o operador de Dirichlet-Neumann (D-N) Λq : H1/2(∂Ω)→ H−1/2(∂Ω) definido por

Λq(ϕ)(τ) =
∂u

∂η
(τ), τ ∈ ∂Ω, (2.2)

onde ∂u
∂η

é a derivada na direção da normal unitária exterior a Ω. Então o problema de identificação

de q consiste no seguinte:

Problema 2.1. Se Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ) para todo ϕ ∈ A ⊂ H1/2(∂Ω) implica q1 = q2?

Provaremos que, no caso em que A = H1/2(∂Ω), a resposta do problema (2.1) é afirmativa.

Lema 2.1. Λq é um operador simétrico, isto é,

〈Λq(ϕ1);ϕ2〉 = 〈Λq(ϕ2);ϕ1〉 ,∀ϕ1, ϕ2 ∈ H1/2(∂Ω)

onde 〈 . ; . 〉 denota o produto de dualidade entre H1/2(∂Ω) e o seu dual H−1/2(∂Ω), ou seja,

〈Λq(ϕ1);ϕ2〉 =

∫
∂Ω

Λq(ϕ1)ϕ2 dτ .

Demonstração. Sejam u1 e u2 as soluções de (2.1) correspondentes a ϕ1 e ϕ2 respectivamente.

Multiplicando a equação em u1 por u2 e a em u2 por u1 obtemos,

 −u2(∆u1 + qu1) = 0 em Ω,

−u1(∆u2 + qu2) = 0 em Ω.
(2.3)

Integrando em Ω temos∫
Ω

−u2∆u1 dx+

∫
Ω

qu1u2 dx =

∫
Ω

−u1∆u2 dx+

∫
Ω

qu2u1 dx = 0.

18



Pela identidade de Green, obtemos∫
Ω

∇u2∇u1dx−
∫
∂Ω

u2
∂u1

∂η
dτ = −

∫
Ω

u2∆u1 dx = −
∫

Ω

qu1u2 dx∫
Ω

∇u1∇u2dx−
∫
∂Ω

u1
∂u2

∂η
dτ = −

∫
Ω

u1∆u2 dx = −
∫

Ω

qu2u1 dx.

Portanto,

∫
Ω

∇u2∇u1dx+

∫
Ω

qu1u2 dx =

∫
∂Ω

u2
∂u1

∂η
dτ = 〈Λq(ϕ1);ϕ2〉∫

Ω

∇u1∇u2dx+

∫
Ω

qu2u1 dx =

∫
∂Ω

u1
∂u2

∂η
dτ = 〈Λq(ϕ2);ϕ1〉 ,

de onde se conclui

〈Λq(ϕ1);ϕ2〉 = 〈Λq(ϕ2);ϕ1〉 .

�

Lema 2.2. Sejam qj ∈ L∞(Ω), qj > 0, j = 1, 2. Suponhamos que Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ), para algum

ϕ ∈ H1/2(∂Ω). Consideremos u a solução de −∆u + q1u = 0 em Ω,

u = ϕ sobre ∂Ω
(2.4)

e v ∈ H1(Ω) satisfazendo −∆v + q2v = 0 em Ω. Então

∫
Ω

uv(q1 − q2) dx = 0.

Demonstração. Seja ψ o traço de v sobre ∂Ω. De (2.4) segue que

∫
Ω

−v∆u dx+

∫
Ω

vq1u dx = 0⇒
∫

Ω

∇u∇v dx−
∫
∂Ω

v
∂u

∂η
dτ +

∫
Ω

q1vu dx = 0
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⇒
∫

Ω

∇u∇v dx+

∫
Ω

q1vu dx =

∫
∂Ω

ψΛq1(ϕ) dτ = 〈ψ; Λq1(ϕ)〉 . (2.5)

Da mesma forma, temos que∫
Ω

−u∆v dx+

∫
Ω

q2uv dx = 0⇒
∫

Ω

∇u∇v dx−
∫
∂Ω

u
∂v

∂η
dτ +

∫
Ω

q2uv dx = 0

⇒
∫

Ω

∇v∇u dx+

∫
Ω

q2uv dx =

∫
∂Ω

ϕΛq2(ψ) dτ = 〈ϕ; Λq2(ψ)〉 . (2.6)

De (2.5) e (2.6), segue que∫
Ω

(q1 − q2)uv dx = 〈Λq1(ϕ);ψ〉 − 〈Λq2(ψ);ϕ〉 Lema 2.1
= 〈Λq1(ϕ);ψ〉 − 〈Λq2(ϕ);ψ〉 =

〈
Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ)︸ ︷︷ ︸

=0

;ψ

〉
= 0.

�

Corolário 2.1. Sejam qj ∈ L∞(Ω), qj > 0, j = 1, 2, tais que Λq1 ≡ Λq2 . Consideremos uj ∈

H1(Ω) satisfazendo −∆uj + qjuj = 0. Então∫
Ω

(q1 − q2)u1u2 dx = 0.

Observação: Seja ϕ ∈ H1/2(∂Ω) tal que Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ) e u solução de (2.4). Consideremos o

espaço vetorial

Eq2 = span
{
uv ; v ∈ H1(Ω),−∆v + q2v = 0

}
.

SeEq2 é denso emL1(Ω), então podemos concluir do lema 2.2 que q1 = q2.A nosso conhecimento,

o problema da densidade de Eq2 é ainda um problema em aberto.

De forma análoga, se Λq1 ≡ Λq2 e o espaço vetorial

Eq1,q2 = span
{
u1u2;uj ∈ H1(Ω),−∆uj + qjuj = 0, j = 1, 2

}
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é denso em L1(Ω), então, segue do Corolário 2.1 que q1 = q2. De fato, se Eq1,q2 = L1(Ω) e

Λq1 ≡ Λq2 , pelo Corolário 2.1, denotando q = (q1 − q2) ∈ L∞(Ω) =
(
L1(Ω)

)∗, temos

〈 q ;w 〉 = 0 ∀w ∈ Eq1,q2 ⇒ 〈 q ; f 〉 = 0 ∀f ∈ L1(Ω).

2.2 Densidade do espaço Eq1,q2.

Nesta seção provaremos a densidade do espaço Eq1,q2 em L1(Ω) definido anteriormente. Com

isso, resolveremos o problema 2.1. Com exceção do último teorema, os resultados dessa seção são

devidos à [11].

Seja Q = (−R,R)N o cubo em RN de raio R com centro na origem.

Definição 2. Uma função u : RN → C é Q-periódica se

u(x+ 2Rek) = u(x) ∀x ∈ RN , k = 1, ..., N,

onde{e1, ..., eN} é a base canônica do RN .

Vamos denotar o espaço das funções H1
loc(RN ,C) que são Q-periódicas por H1

per(Q).

Seja

Z∗ =

{
α ∈ Rn;

α1R

π
− 1

2
∈ Z,

αjR

π
∈ Z paraj > 2

}
Observe que se α ∈ Z∗, então α1 6= 0 e escrevendo α1R

π
− 1

2
= z onde z ∈ Z, então |α1| =∣∣2πz+1

2R

∣∣ > π
2R

.

Além disso, podemos escrever

Z∗ =
π

2R
e1 +

π

R
ZN .
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Definição 3. Dizemos que uma função u : RN → C é Z∗-periódica se a aplicação

x 7→ exp(−ı̇πx1/2R)u(x)

é Q-periódica. Denotaremos o espaço das funções deH1
loc(Rn,C) que são Z∗-periódicas porH1

Z∗ .

Lema 2.3. Para cada α ∈ Z∗ seja ϕα a função definida por

ϕα(x) = (2R)−N/2 exp(ı̇α · x).

Então ϕα é Z∗-periódica e satisfaz ∇ϕα = iαϕα e ∆ϕα = − |α|2 ϕα. Além disso, {ϕα}α é uma

base de Hilbert para L2(Q).

Demonstração.

1. Por um cálculo direto, temos

∇ϕα = ∇
(

(2R)−
N
2 exp(iα · x)

)
= (2R)−

N
2 ∇ (exp(ı̇α · x)) = ı̇αϕα.

2. Analogamente
∂ϕα
∂xj

= (2R)−N/2 exp(ı̇α · x)ı̇αj,

∂2ϕα
∂x2

j

= (2R)−N/2 exp(ı̇α · x)i2α2
j

⇒ ∆ϕα = −ϕα
N∑
j=1

(α2
j ) = − |α|2 ϕα.

3. Provemos que ϕα é Z∗- periódica.

x 7−→ exp

(
−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x) é Q− periódica se, e somente se,

 exp
(
−ı̇π(x1+2R)

2R

)
ϕα(x+ 2Re1) = exp

(−ı̇πx1
2R

)
ϕα(x),

exp
(−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x+ 2Rek) = exp

(−ı̇πx1
2R

)
ϕα(x) ∀k = 2, . . . , N.
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De fato, seja k ∈ {2, . . . , N}

exp

(
−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x+ 2Rek) = exp

(
−ı̇πx1

2R

)
(2R)−

N
2 exp

(
ı̇α · (x+ 2Rek)

)
= exp

(
−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x) exp(ı̇α · 2Rek).

Escrevendo α = π
2R
e1 + π

R
(z1, . . . , zN) ∈ Z∗ temos

exp(ı̇α · 2Rek) = exp(ı̇2zkπ) = 1, se k 6= 1.

Se k = 1, temos que

exp

(
−ı̇π(x1 + 2R)

2R

)
ϕα(x+ 2Re1)

= exp

(
−ı̇πx1

2R

)
exp(ı̇π) (2R)−

N
2 exp

(
ı̇α.(x+ 2Re1)

)
= exp

(
−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x) exp(ı̇π) exp(ı̇π) = exp

(
−ı̇πx1

2R

)
ϕα(x).

Portanto ϕα é Z∗-periódica.

4. Resta provarmos que {ϕα}α é uma base de Hilbert para L2(Q).

(a) Claramente ϕα ∈ L2(Q).

(b)

‖ϕα‖L2(Q) =

∫
Q

∣∣∣(2R)−
N
2 exp(ı̇α · x)

∣∣∣2 dx
 1

2

= (2R)−N
∫
Q

dx =
(2R)N

(2R)N
= 1.

Além disso, por um cálculo direto, se α1 6= α2,

(ϕα1 ;ϕα2) =

∫
Q

(2R)−N exp(ı̇(α1 − α2) · x)dx = 0.
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(c) Vejamos que o espaço gerado por {ϕα}α é denso em L2(Q).

De fato, observando que

ϕα(x) = ϕ1
α(x)ϕ2

α(x) . . . ϕnα(x),

onde ϕjα(x) = (2R)−
1
2 exp(iαjxj), j ∈ {1, . . . , N}, sendo αj a j-ésima coordenada de

α ∈ Z∗ e xj a j-ésima coordenada de x ∈ Q = (−R,R)N , se provarmos para o caso

N = 1 o caso N > 2 segue por argumentos simples de teoria de espaços de Hilbert

(ver [4] proposição 8.29).

Se f ∈ L2
(

(−R,R)
)

então f tem em L2
(

(−R,R)
)

a série de Fourier

f(t) =
∑
α∈ π

R
Z

f̃(α)
exp (iαt)√

2R
=
∑
n∈Z

f̃(n)
1√
2R

exp

(
inπt

R

)
,

onde

f̃(α) =
(
f, ϕα

)
=

∫ R

−R
f(t)

1√
2R

exp (−iαt) dt

= f̃(n) =

∫ R

−R
f(t)

1√
2R

exp

(
−inπt

R

)
dt.

De onde se conclui o caso N = 1.

�

Lema 2.4. Sejam u, v ∈ C2(Ω,C) funções Q-periódicas. Então:

∫
Q

∂u

∂xj
(x)v(x)dx = −

∫
Q

u(x)
∂v

∂xj
(x)dx;

∫
∂Q

∂u

∂ν
(t)v(t)dt =

∫
∂Q

u(t)
∂u

∂ν
(t)dt = 0; (2.7)

∫
Q

∆u(x)v(x)dx =

∫
Q

u(x)∆v(x)dx.
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Demonstração. Como u e v são funções Q-periódicas, então u(xfk − Rek) = u(xfk + Rek),

onde fk denota o vetor cuja k-ésima coordenada é zero e as outras são iguais a um.

1. Utilizando integração por partes, temos que∫ R

−R

∂u

∂xj
vdxj = uv(xfj +Rej)− uv(xfj −Rej)︸ ︷︷ ︸

=0

−
∫ R

−R
u
∂v

∂xj
dxj.

Daı́, ∫
Q

∂u

∂xj
(x)v(x)dx = −

∫
Q

u(x)
∂v

∂xj
(x)dx.

2. Pela identidade de Green, temos que

∫
Q

v∆u+∇v∇udx =

∫
∂Q

v(t)
∂u

∂ν
(t)dt.

Mas ∫
Q

v∆u+∇v∇udx =
n∑
i=1

∫
Q

v
∂2u

∂x2
i

+
∂v

∂xi

∂u

∂xi
.

Utilizando novamente integração por partes temos que∫ R

−R
v
∂2u

∂xi
dxi +

∫ R

−R

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dxi =

v
∂u

∂xi
(xfj +Rej)− v

∂u

∂xi
(xfj −Rej)︸ ︷︷ ︸

= 0

−
∫ R

−R

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dxi +

∫ R

−R

∂v

∂xi

∂u

∂xi
dxi︸ ︷︷ ︸

= 0

.

Daı́,
n∑
i=1

∫
Q

v
∂2u

∂x2
i

+
∂v

∂xi

∂u

∂xi
= 0 =⇒

∫
∂Q

∂u

∂ν
(t)v(t)dt = 0.

Da mesma forma temos que ∫
∂Q

u(t)
∂u

∂ν
(t)dt = 0.
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3. Pela segunda identidade de Green e por 2 segue que∫
Q

v∆u− u∆vdx =

∫
∂Q

v
∂u

∂ν
− u∂v

∂ν
dt = 0.

De onde, ∫
Q

∆u(x)v(x)dx =

∫
Q

u(x)∆v(x)dx.

�

Proposição 2.1. Seja s ∈ R, s 6= 0, ξ ∈ RN tal que ξ · e1 = 0 e seja ζ = iξ + se1. Então para

cada f ∈ L2(Q) existe uma única Φ ∈ H1
Z∗ ∩H

2(Q) solução de

−∆Φ− 2ζ · ∇Φ = f. (2.8)

Além disso,

‖Φ‖L2 6
R

π |s|
‖f‖L2 (2.9)

Demonstração. Como {ϕα}α é uma base de Hilbert para L2(Q), temos

f =
∑
α∈Z∗

(f ;ϕα)ϕα.

Assumindo que a solução de (2.8) é periódica, multiplicando (2.8) por ϕα e integrando em Q,

temos ∫
Q

(−∆Φ− 2ζ · ∇Φ)ϕαdx =

∫
Q

fϕαdx.

Pelo lema 2.4, segue que

∫
Q

fϕα =

∫
Q

−Φ∆ϕα + Φ2ζ · ∇ϕαdx.
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Daı́, pelo lema 2.3,

(f ;ϕα) =

∫
Q

|α|2 − 2iζ · αΦϕαdx =
(
|α|2 − 2iζ · α

)
(Φ;ϕα) .

Como

iζ · α = isα1 − ξ · α,

temos que ∣∣|α|2 − 2iζ · α
∣∣ > ∣∣Im(|α|2 − 2iζ · α)

∣∣ = |2sα1| = |s||2k + 1| π
R
.

para algum k ∈ Z

Assim ∣∣|α|2 − 2iζ · α
∣∣ > |s| π

R
> 0.

Portanto, como |α|2 − 2iζ · α 6= 0, podemos escrever

(Φ;ϕα) =
(f ;ϕα)

α|2 − 2iζ · α

e consequentemente

Φ =
∑
α∈Z∗

[
(f ;ϕα)

|α|2 − 2iζ · α

]
ϕα.

Como {ϕα}α é uma base de Hilbert para L2(Q), segue da identidade de Parserval que

‖Φ‖2
L2(Q) =

∑
α∈Z∗

|(f ;ϕα)|2

||α|2 − 2iζ · α|2
6

R2

|s|2π2
‖f‖2

L2(Q).

Logo, Φ ∈ L2(Q).

Para concluir que Φ ∈ H2(Q), recorremos a resultados de regulariade para equações elı́ticas

(ver [2], [3]). �
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Corolário 2.2. Seja ζ = η+iξ, onde ξ, η ∈ RN satisfazem ξ·η = 0, η 6= 0. Seja Ω ⊂ RN , (N > 2),

um domı́nio limitado. Então existe um operador linear e contı́nuo Bζ : L2(Ω;C) −→ H2(Ω;C)

tal que

‖Bζ(f)‖2 6 c
|η|‖f‖2, ∀f ∈ L2(Ω;C), (2.10)

onde c > 0 não depende da escolha de ζ e η. Além disso, a função Φ = Bζ(f) é solução de

−∆Φ− 2ζ · ∇Φ = f.

Demonstração. Podemos supor, sem perda de generalidade, que 0 ∈ Ω, já que o operador

−∆− 2ζ.∇ é invariante por translações. Sendo Ω limitado, existe R > 0 tal que

T (Ω) ⊂ (−R,R)N , ∀ rotação T em RN .

Fixe uma rotação T tal que Te1 = η
|η| . Pela proposição 2.1, existe

v(y) ∈ H1
Z∗ ∩H

2(Q), tal que

−∆v − 2(iT−1ξ + |η|e1︸ ︷︷ ︸
ζ

) · ∇v = g,

onde

g(y) =

 f(y), se y ∈ T (Ω)

0, caso contrário.

Seja

Φ(x) = v (T (x)) .

Então, usando o fato de que o laplaciano é invariante por rotações, que T é linear e que T t =

T−1, onde T t é a transposta de T, temos pela regra da cadeia que

∆Φ(x) = ∆
(
v(Tx)

)
= ∆v(x) e ∇Φ(x) = T t(∇v(Tx)) = T−1(∇v(Tx)).
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Observe ainda que ζ = iT−1ξ + |η|e1 ⇒ Tζ = iξ + |η| η|η| = iξ + η.

Portanto, se y = T (x), temos

−∆Φ(x)− 2ζ · ∇Φ(x) = −∆v(Tx)− 2ζ · T−1(∇v(Tx)) = −∆v(y)− 2ζ.∇v(y) = g(y).

Assim, pela proposição 2.1,

‖Bζ(f)‖2 6 c
|η|‖f‖2, ∀f ∈ L2(Ω;C),

de onde se conclui que o operador

Bζ : L2(Ω,C) 7−→ H2(Ω,C)

f 7−→ Φ,

onde Φ é solução de −∆Φ− 2ζ.∇Φ = f, é um operador linear e contı́nuo que satisfaz (2.10). �

Proposição 2.2. Seja ζ = η + iξ, onde ξ, η ∈ RN são tais que η 6= 0 e ξ · η = 0. Sejam Ω ⊂ RN

(N > 2) um domı́nio limitado e q ∈ L∞(Ω). Então existe uma constante c0 > 0 e para |η| > c0

existe um operador linear contı́nuo Mζ : L2(Ω) → H2(Ω) tal que para qualquer f ∈ L2(Ω), a

função ψ = Mζ(f) satisfaz, ψ ∈ H2(Ω) e

−∆ψ − 2ζ.∇ψ + qψ = f. (2.11)

Além disso,

‖ψ‖2 = |Mζ(f)|2 6
c

|η|
‖f‖2 , (2.12)

onde c > 0 independe de ζ e f .

Demonstração. Observe que ψ satisfaz (2.11) se, e somente se,

ψ = Bζ(f)−Bζ(qψ), (2.13)
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onde Bζ é o operador definido pelo Corolário 2.2. Mostremos que para |η| suficientemente grande,

a aplicação ψ F7−→ Bζ(f)−Bζ(qψ) é uma contração de L2(Ω), o que implica que ela tem um único

ponto fixo e, consequentemente, as equações (2.11) e (2.13) têm uma única solução. De fato, se

ψ1, ψ2 ∈ L2(Ω), então

‖F(ψ1)−F(ψ2)‖2 = ‖Bζ(qψ2)−Bζ(qψ1)‖2 = ‖Bζ

(
q(ψ2 − ψ1)

)
‖2.

Como

Bζ(qψ) 6
c

|η|
‖q‖∞‖ψ‖2, ∀ψ ∈ L2(Ω),

então

‖F(ψ1)−F(ψ2)‖2 6
c

|η|
‖q‖∞‖ψ1 − ψ2‖2.

Portanto se |η| > 2c‖q‖∞, então ‖F(ψ1)− F(ψ2)‖2 6 1
2
‖ψ1 − ψ2‖2 e a equação (2.11) tem uma

única solução.

Seja Aζ(ψ) := Bζ(qψ). Então para |η| > 2c‖q‖∞, temos que ‖Aζ‖ 6 1/2 e, portanto, a

aplicação ψ 7−→ Aζ(ψ) é linear e contı́nua.

Assim, se Mζ = (I − Aζ)−1Bζ , temos que

ψ = (I − Aζ)−1Bζ(f)

e

‖ψ‖2 6 ‖(I − Aζ)−1‖‖Bζ(f)‖2 6
2c

|η|
‖f‖2.

Pelos mesmos argumentos de regularidade da proposição anterior aplicados a equação (2.11),

segue que ψ ∈ H2(Ω).

�

Teorema 2.1. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω), qj > 0, j = 1, 2. Se Ω ⊂ RN , N > 3, é aberto limitado com

fronteira Lipschitz e Λq1 ≡ Λq2 , então Eq1,q2 é denso em L1(Ω). Em particular q1 = q2.
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Demonstração. Para mostrar que Eq1,q2 é denso em L1(Ω), basta provar, de acordo com o

corolário 1.1, que se para todo v ∈ (L1(Ω))∗ tal que

〈
v(x);w(x)

〉
=

∫
Ω

v(x)w(x)dx = 0 ∀w ∈ Eq1,q2 =⇒ v ≡ 0. (2.14)

Seja ξ ∈ RN , ξ 6= 0. Como N > 3, podemos escolher ω, η ∈ RN e t > 0 tais que |ω| =

1, η · ξ = ω · ξ = η · ω = 0 e |η|2 = |ξ|2 + t2. Sejam

ζ1 = η + i(ξ + tω), ζ2 = −η + i(ξ − tω)

e ψj(j = 1, 2) a solução de 2.11 com f = −qj , isto é, ψj é a solução de

−∆ψj − 2ζj∇ψj + qjψj = −qj.

Como ζj · ζj = 0, podemos verificar que uj = (1 + ψj)e
ζj ·x é solução de

−∆uj + qjuj = 0.

Consequentemente u1u2 ∈ Eq1q2 .

Fazendo w = u1u2 em 2.14 temos que∫
Ω

v(x)u1(x)u2(x)dx =

∫
Ω

v(x)
(

1 + ψ1(x)
)(

1 + ψ2(x)
)
e((ζ1+ζ2)·x)dx

=

∫
Ω

v(x)
(

1 + ψ1(x) + ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(x)
)
e(2iξ·x)dx = 0

=⇒
∫
Ω

v(x)e2iξ·xdx = −
∫
Ω

v(x)
(
ψ1(x) + ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(x)

)
e2iξ·xdx.

Portanto, ∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

v(x)e2iξ·xdx

∣∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

v(x)
(
ψ1(x) + ψ2(x) + ψ1(x)ψ2(x)

)
e2iξ·xdx

∣∣∣∣∣∣
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6
∫
Ω

|v(x)|
(
|ψ1(x)|+ |ψ2(x)|+ |ψ1(x)ψ2(x)|

)
|e2iξ·x|︸ ︷︷ ︸

=1

dx

6 ‖v‖L∞(Ω)‖ψ1 + ψ2 + ψ1ψ2‖L1(Ω)

6 ‖v‖L∞(Ω)

(
K(‖ψ1‖L2(Ω) + ‖ψ2‖L2(Ω)) + ‖ψ1‖L2(Ω)‖ψ2‖L2(Ω)

)
.

Onde K =
√
medida(Ω).

Usando a estimativa em 2.12,

‖ψj‖2 6
c

|η|
‖qj‖2 ,

e o fato de |η| > t, temos

∣∣∣∣∣∣
∫
Ω

v(x)e2iξ·xdx

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖v‖L∞(Ω)

(
K
(c
t
‖q1‖L2 +

c

t
‖q2‖L2

)
+
c

t
‖q1‖L2

c

t
‖q2‖L2

)
.

Portanto, fazendo t→ +∞, segue que∫
Ω

v(x)e2iξ·xdx = 0 =

∫
RN

ṽ(x)e2iξ·xdx,

onde

ṽ(x) =

 v(x), se x ∈ Ω

0, se x /∈ Ω.

Ou seja, a transformada de Fourier de ṽ(x) é zero, donde se conclui que v ≡ 0.

Portanto, Eq1,q2 é denso em L1(Ω) e assim q1 = q2.

�

Note que foi necessário considerar N > 3 para a escolha de ξ, ω e η no teorema acima. O caso

N = 2 foi provado por Kang (ver [14]) usando métodos diferentes do apresentado aqui.
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2.3 O problema de EIT

Nesta seção trataremos do problema de EIT. Veremos que esse caso pode ser resolvido baseado no

problema de Dirichlet da seção anterior.

Seja Ω ⊂ RN , N > 2, um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω Lipschitz e a ∈ L∞(Ω) tal que

a(x) > ε0 > 0 quase sempre em Ω. Então, para cada ϕ ∈ H 1
2 (∂Ω) existe uma única u ∈ H1(Ω)

solução de

 − div(a∇u) = 0 em Ω,

u = ϕ sobre ∂Ω.
(2.15)

A prova da existência e unicidade da solução da equação (2.15) pode ser encontrada em [10].

Considerando o operador de Dirichlet- Neumann, £a : H
1
2 (∂Ω) −→ H−

1
2 (∂Ω) definido por

£a(ϕ)(σ) = a(σ)
∂u

∂η
(σ), σ ∈ ∂Ω, (2.16)

temos o seguinte problema:

Problema 2.2. Se £a1(ϕ) = £a2(ϕ) para todo ϕ ∈ H 1
2 (∂Ω) então a1 = a2?

A resposta para esse problema é sim, desde que tenhamos certas condições satisfeitas. Por

exemplo, suponha que a ∈ W 2,∞(Ω) e considere v =
√
au, onde u é solução de (2.15).

Assim, temos que

∆v = ∆(
√
a)u+ 2∇

√
a∇u+

√
a∆u

e

div(a∇u) = a∆u+∇a∇u = a∆u+
2

2

√
a√
a
∇a∇u
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= a∆u+ 2∇
√
a∇u =

√
a
√
a∆u+ 2∇

√
a∇u.

Portanto,

div(a∇u) =
√
a (∆v − qv) ,

onde

q =
∆
√
a√
a
. (2.17)

Além disso, na fronteira ∂Ω temos que

∂v

∂η
=
√
a
∂u

∂η
+

u

2
√
a

∂a

∂η
= a−

1
2£a(ϕ) +

1

2
√
a
ϕ
∂a

∂η
.

Assim, se £a1 = £a2 , temos que Λq1 = Λq2 , desde que

a1(σ) = a2(σ) e
∂a1

∂η
(σ) =

∂a2

∂η
(σ), ∀σ ∈ ∂Ω.

Onde qj, j ∈ {1, 2}, é definido por (2.17) com a = aj .

E se esse for o caso, pelo Teorema 2.1, temos que q1 = q2 e, consequentemente, a1 = a2.

Assim, o problema a ser resolvido se torna o seguinte:

Problema 2.3. Se £a1(ϕ) = £a2(ϕ) para todo ϕ ∈ H 1
2 (∂Ω) tem-se que

a1(σ) = a2(σ) e
∂a1

∂η
(σ) =

∂a2

∂η
(σ), ∀σ ∈ ∂Ω?

O seguinte resultado devido a J. Sylvester e G. Uhlmann ([24]) responde a esta questão.

Teorema 2.2. Seja Ω ⊂ RN , N > 2, um domı́nio limitado de classeC1,1 e aj ∈ W 2,∞(Ω)(j = 1, 2),

tal que aj > ε para algum ε > 0. Se £a1(ϕ) = £a2(ϕ) para todo ϕ ∈ H 1
2 (∂Ω) então

a1(σ) = a2(σ) e
∂a1

∂η
(σ) =

∂a2

∂η
(σ), ∀σ ∈ ∂Ω.
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Não apresentaremos a prova do resultado acima. Essa prova pode ser encontrada em [15].

Observação: Os resultados apresentados nesse capı́tulo sobre a determinação de coeficientes a

partir de dados na fronteira, isto é, a partir do conhecimento do operador de Dirichlet-Neumann,

não são válidos em dimensão N = 1, conforme podemos ver pelo seguinte exemplo:

Exemplo 1: Para Ω = (0, 1), considere o problema de contorno −
(
a(x)u′(x)

)′
= 0, x ∈ (0, 1),

u(0) = u0, u(1) = u1,
(2.18)

onde a ∈ C
(
[0, 1];R

)
∩ C1

(
(0, 1);R

)
satisfaz a(x) > ε > 0,∀x ∈ [0, 1]. Neste caso, o operador

de Dirichlet-Neumann em a é:

Λa : R2 −→ R2

(u0, u1) 7−→
(
− u′(0), u′(1)

)
.

Integrando a equação (2.18), obtemos

a(x)u′(x) = c ∀x ∈ [0, 1].

Em particular:

u′(1) =
a(0)

a(1)
u′(0)

Além disso,

u′(x) =
c

a(x)
⇒ u(x) = u0 + c

∫ x

0

ds

a(s)
.

Vale observar que a(s) > ε > 0, ∀s ∈ [0, x], implica que x 7→
∫ x

0
ds
a(s)

está bem definida em

[0, 1]. Portanto,

c =
u1 − u0∫ 1

0
ds
a(s)

de modo que

Λa(u0, u1) =
u1 − u0(∫ 1

0
ds
a(s)

) (− 1

a(0)
,

1

a(1)

)
.
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Para concluir que o operador Λ não é injetivo, basta verificar que Λa = Λã quaisquer que sejam

a e ã, a 6≡ ã, tais que a(0) = ã(0), a(1) = ã(1),∫ 1

0

ds

a(s)
=

∫ 1

0

ds

ã(s)
.

Considere, por exemplo,

a(x) = sen(2πx) + 2 e ã(x) = −sen(2πx) + 2.

Então, é fácil verificar que a 6≡ ã, a(0) = ã(0), a(1) = ã(1) e∫ 1

0

ds

a(s)
=

∫ 1

0

ds

ã(s)
.

Assim, pelo que vimos, temos Λa = Λã mas a 6≡ ã.

Vale ainda observar que se considerarmos a mudança v =
√
au, sendo u a solução de (2.15),

concluı́mos que o resultado de identificação de potenciais para o problema de Dirichlet também

não é válido para o casoN = 1, pois nesse caso temos que o potencial q para a equação de Dirichlet

é dado por q = ∆
√
a√
a

, onde a é o potencial em (2.15).
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Capı́tulo 3

Identificação de Potenciais para a Equação

de Ondas

Neste capı́tulo consideramos o problema de identificação de coeficientes para a equação de ondas,

tanto no caso em que a energia do sistema é conservada, quanto no caso onde ocorre dissipação de

energia. Essas questões foram abordadas por R. Cipolatti, [7], e por R. Cipolatti & Ivo F. Lopez,

[8]. Em [8], além de obterem um resultado de identificação para o caso dissipativo, os autores

obtêm estimativas de estabilidade considerando todas as medidas de fronteira.

A prova de existência e unicidade das soluções dos problemas tratados aqui podem ser encon-

tradas em [22].

3.1 O caso conservativo

Sejam Ω ⊂ Rn, n > 2, um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω de classe C1, q ∈ L∞(Ω) e T > 0.

Então para cada ϕ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
, existe u ∈ C1

(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];H1(Ω)

)
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solução única de 
utt −∆u+ qu = 0, em (0, T )× Ω,

u(0, x) = ut(0, x) = 0, em Ω,

u(t, σ) = ϕ(t, σ), sobre [0, T ]× ∂Ω.

(3.1)

Considerando o operador de Dirichlet-Neumann

Λq : C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
7−→ C

(
[0, T ];H

1
2 (∂Ω)

)
definido por Λq(ϕ)(t, σ) = ∂u

∂η
(t, σ), (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω, o problema a ser resolvido é:

Problema 3.1. Se Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ), para toda ϕ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
então q1 = q2?

Observe que se denotarmos f̃(t, x) = f(T − t, x), então v(t, x) = ũ(t, x) é solução de
vtt −∆v + qv = 0, em (0, T )× Ω,

v(T, x) = vt(T, x) = 0, em Ω,

v(t, σ) = ψ(t, σ), sobre [0, T ]× ∂Ω.

(3.2)

se, e somente se, u é solução de (3.1), onde ψ(t, σ) = ϕ(T − t, σ).

Assim, (3.2) é o problema adjunto associado a (3.1).

Para (3.2) considere o operador de Dirichlet-Neumann

Λ∗q : C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
7−→ C

(
[0, T ];H

1
2 (∂Ω)

)
definido por

Λ∗q(ψ)(t, σ) =
∂v

∂η
(t, σ), (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

No que se segue denotemos por 〈 · ; ·〉 a integral de superfı́cie sobre ∂Ω.

Lema 3.1. Para toda ϕ, ψ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
temos

T∫
0

〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
dt.
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Demonstração. Pela identidade de Green, temos que

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
− 〈Λq(ϕ);ψ〉 =

∫
∂Ω

∂v

∂η
ϕdσ −

∫
∂Ω

∂u

∂η
ψdσ =

∫
Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫
Ω

(uvtt − vutt) dx =
∂

∂t

∫
Ω

(uvt − vut) dx.

Portanto,

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
− 〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

∂

∂t

∫
Ω

(uvt − vut) dxdt =

∫
Ω

u(T, x) vt(T, x)︸ ︷︷ ︸
=0

− v(T, x)︸ ︷︷ ︸
=0

ut(T, x)dx−
∫
Ω

u(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

vt(0, x)− v(0, x)ut(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

dx = 0

Assim,
T∫

0

〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
dt.

�

Lema 3.2. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω). Então Λq1 = Λq2 se, e somente se, Λ∗q1 = Λ∗q2 .

Demonstração. Se u é solução de (3.1) com u = ϕ sobre ∂Ω e v é solução de (3.2) com

v = ϕ̃ = ψ sobre ∂Ω, então v = ũ.

Em particular,

Λ∗q(ϕ̃) =
∂v

∂η
=
∂ũ

∂η
= Λ̃q(ϕ).

Como Λq1 = Λq2 se, e somente se, Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ) para toda ϕ, temos que

Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ)⇐⇒ Λ̃q1(ϕ) = Λ̃q2(ϕ)⇐⇒ Λ∗q1(ϕ̃) = Λ∗q2(ϕ̃).

�
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Lema 3.3. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω) e ϕ, ψ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
. Se u é solução de (3.1) com

q = q1 tal que u = ϕ sobre ∂Ω e v é solução de (3.2) com q = q2 tal que v = ψ sobre ∂Ω, então

T∫
0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

∫
Ω

(q1(x)− q2(x))u(t, x)v(t, x)dxdt.

Demonstração. Multiplicando a equação em (3.1) por v e a equação em (3.2) por u, temos que

u∆v = uvtt + uvq2 e v∆u = vutt + uvq1. (3.3)

Donde,

v∆u− u∆v = ((q1 − q2)uv) + (vutt − uvtt).

Integrando em Ω e depois em [0, T ] temos,

T∫
0

∫
Ω

(v∆u− u∆v)dxdt =

T∫
0

∫
Ω

((q1 − q2)uv) dxdt−
T∫

0

∂

∂t

∫
Ω

(vut − uvt)dxdt︸ ︷︷ ︸
=0

.

Pela identidade de Green,

T∫
0

∫
Ω

((q1 − q2)uv) dxdt =

T∫
0

∫
Ω

(v∆u− u∆v)dxdt =

T∫
0

∫
∂Ω

(
∂u

∂η
v − ∂v

∂η
u

)
dσ =

T∫
0

〈Λq1(ϕ);ψ〉 dt−
T∫

0

〈
Λ∗q2(ψ);ϕ

〉
dt.

Aplicando o Lema 3.1 na última integral temos,

T∫
0

∫
Ω

((q1 − q2)uv) dxdt =

T∫
0

〈Λq1(ϕ);ψ〉 dt−
T∫

0

〈Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

〈
Λq1(ϕ) − Λq2(ϕ);ψ

〉
dt.

�
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Corolário 3.1. Se Λq1 = Λq2 , então para todo u1 solução de (3.1) com q = q1 e v2 solução de

(3.2) com q = q2, tem-se
T∫

0

∫
Ω

(q1(x)− q2(x))u1(t, x)v2(t, x)dxdt = 0.

De forma análoga ao problema de identificação de potenciais para a equação de Dirichlet, se

Eq1,q2 = span {u1v2;u1 e v2 são, respectivamente, soluções de (3.1) e (3.2)} ,

o Corolário (3.1), nos indica que ao provarmos a densidade de Eq1,q2 em L1(Ω), resolve-se o

problema de identificação dos potenciais q1 e q2.

Proposição 3.1. Seja ω ∈ RN um vetor unitário e ϕ, ψ ∈ C∞c (RN) tais que

suppϕ ∩ Ω = ∅,

(suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅.
(3.4)

Então para cada λ > 0, existem R1,λ e R2,λ satisfazendo

T∫
0

∫
Ω

|Rj,λ(t, x)|2dxdt 6 C1

λ2
, (j = 1, 2),

onde C1 > 0 independe de λ. Além disso as funções u1, v2 definidas por

u1(t, x) = ϕ(x+ tω) exp (ı̇λ(x.ω + t)) +R1,λ(t, x)

v2(t, x) = ψ(x+ tω) exp (−ı̇λ(x.ω + t)) +R2,λ(t, x)

são soluções de (3.1) com q = q1 e de (3.2) com q = q2, respectivamente.

Demonstração. Sejam ϕ ∈ C∞c (RN) tal que suppϕ ∩ Ω = ∅ e R a solução de
Rtt −∆R + qR = − exp (ı̇λ(x.ω + t)) z(t, x),

R(0, x) = Rt(0, x) = 0, x ∈ Ω,

R(t, σ) = 0, σ ∈ ∂Ω,
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onde

z(t, x) =
N∑

j,k=1

ωjωk
∂2ϕ

∂xj∂xk
(x+ tω)−∆ϕ(x+ tω) + q(x)ϕ(x+ tω).

Seja

u(t, x) = ϕ(x+ tω) exp(ı̇λ(x · ω + t)) +R(t, x). (3.5)

Se escrevermos F (t, x) = ϕ(x+ tω) e gj = xj + tωj (j = 1, . . . , n), então

∂u

∂t
=
∂F

∂t
exp(ı̇λ(x · ω + t)) + F (t, x) exp(ı̇λ(x · ω + t))ı̇λ+Rt,

∂2u

∂t2
=
∂2F

∂t2
exp(ı̇λ(x · ω + t)) + 2

∂F

∂t
ı̇λ exp(ı̇λ(x · ω + t))− λ2F (t, x) exp(ı̇λ(x · ω + t)) +Rtt,

∂F

∂t
=

n∑
j=1

∂ϕ

∂gj

∂gj
∂t

=
n∑
j=1

ωj
∂ϕ

∂gj
⇒ ∂2F

∂t2
=

n∑
j=1

ωj

(
n∑
k=1

ωk
∂2ϕ

∂gjgk

)
e

∂2F

∂x2
j

=
∂2ϕ

∂x2
j

.

Assim,

utt =

(
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ϕ

∂xj∂xk

)
exp(ı̇λ(x · ω + t)) + 2ı̇λ

n∑
j=1

ωj
∂ϕ

∂xj
exp(iλ(x · ω + t))

−λ2ϕ(x+ tω) exp(ı̇λ(x · ω + t)) +Rtt

e

∆u = ∆ϕ exp(ı̇(x·ω+t))+2ı̇λ
n∑
j=1

ωj
∂ϕ

∂xj
exp(ı̇λ(x·ω+t))−λ2ϕ(x+tω) exp(ı̇(x·ω+t))+∆R.

Portanto

utt −∆u+ qu =

(
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ϕ

∂xj∂xk
−∆ϕ+ qϕ

)
exp(ı̇λ(x · ω + t)) +Rtt −∆R + qR = 0.

Além disso, como suppϕ ∩ Ω = ∅, se x ∈ Ω temos que

u(0, x) = ϕ(x)︸︷︷︸
=0

exp(ı̇λ(x · ω)) +R(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0,
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ut(0, x) =
n∑
j=1

ωj
∂ϕ

∂xj
(x)︸ ︷︷ ︸

=0

exp(ı̇λx · ω) + ϕ(x)︸︷︷︸
=0

exp(ı̇λx · ω)ı̇λ+Rt(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

= 0

e

u(t, σ) = ϕ(σ + tω) exp(ı̇λ(σ · ω + t)) +R(t, σ)︸ ︷︷ ︸
=0

, σ ∈ ∂Ω.

Ou seja, a função u definida em (3.5) satisfaz
utt −∆u+ qu = 0,

u(0, x) = ut(0, x) = 0, x ∈ Ω,

u(t, σ) = ϕ(σ + tω) exp(ı̇λ(σ · ω + t)), σ ∈ ∂Ω.

Considere agora 
w(t, x) =

t∫
o

R(τ, x)dτ,

h(t, x) = −
t∫

0

exp(ı̇λ(x · ω + τ))z(τ, x)dτ.

(3.6)

Então,

wt = R(t, x)−R(0, x) = R(t, x) =⇒ wtt = Rt(t, x) =

t∫
0

Rtt(τ, x)dτ

e
∂2w

∂x2
i

=

t∫
0

∂2R

∂x2
i

(τ, x)dτ =⇒ ∆w =

t∫
0

∆Rdτ.

Ou seja, w satisfaz


wtt −∆w + qw = h,

w(0, x) = wt(0, x) = 0, x ∈ Ω,

w(t, σ) = 0, σ ∈ ∂Ω.

(3.7)

Agora, utilizando integração por partes, temos que
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h(t, x) = −z(τ, x)
1

ı̇λ
exp(ı̇λ(x · ω + τ))

∣∣∣t
0

+
1

ı̇λ

t∫
0

exp(ı̇λ(x · ω + τ))zt(τ, x)dτ.

Portanto, tomando a norma em L∞
(
(0, T )× Ω

)
, temos que

‖h‖L∞((0,T )×Ω) 6
1

λ

∥∥∥∥z(τ, x) exp
(
ı̇λ(x · ω + τ)

)∣∣∣t
0

∥∥∥∥
L∞

+
1

λ

∥∥∥∥∥∥
t∫

0

exp
(
ı̇λ(x · ω + τ)

)
zt(τ, x)dτ

∥∥∥∥∥∥
L∞

6
1

λ
C1,

onde C1 > 0 depende apenas de ‖ϕ‖
L∞
(

(0,t)×Ω
) e de ‖q‖

L∞
(

(0,t)×Ω
).

Multiplicando 3.7 por wt, integrando em Ω, e tomando a parte real temos

<

∫
Ω

wttwt −∆wwt + qwwtdx

 = <

∫
Ω

hwtdx



⇒ <

∫
Ω

wttwtdx+

∫
Ω

∇w.∇wtdx+

∫
Ω

qwwtdx

 6 ∫
Ω

|h||wt|dx

⇒ 1

2

(
∂

∂t

∫
Ω

|wt|2 dx+
∂

∂t

∫
Ω

|∇w|2 dx+
∂

∂t

∫
Ω

q |w|2 dx
)
6
∫

Ω

|h||wt|dx

6
(C.S.)

‖h(t, ·)‖2 ‖wt(t, ·)‖2 6
(Y ang)

1

2
‖h(t, ·)‖2

2 +
1

2
‖wt(t, ·)‖2

2 .

Portanto

∂

∂t

(
‖wt(t, ·)‖2

2 + ‖∇w(t, ·)‖2
2 + ‖√qw(t, ·)‖2

2

)
6 ‖h(t, ·)‖2

2 + ‖wt(t, ·)‖2
2 .

Assim se E(t) = ‖wt(t, ·)‖2
2 + ‖∇w(t, ·)‖2

2 +
∥∥√qw(t, ·)

∥∥2

2
, integrando de 0 a t, com

0 < t < T , e usando as condições iniciais, temos que

E(t) 6
∫ t

0

‖h(s, ·)‖2
2 + ‖ws(s, ·)‖2

2 ds, para todo 0 < t < T.
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⇒ ‖wt(t, ·)‖2
2 6 E(t) 6 T.

C1

λ2
+

∫ t

0

|ws(s, ·)‖2
2 ds.

Segue da desigualdade de Gronwall, que

‖wt(t, ·)‖2
2 6

C1T

λ2
eT .

Enfim, por (3.6), temos que

‖R‖2
2 6

CT

λ2
eT .

De forma análoga, sejam ψ ∈ C∞c (Rn) tal que (suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅ e R a solução de
Rtt −∆R + qR = exp(−iλ(x · ω + t))z(t, x),

R(T, x) = Rt(T, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, σ ∈ ∂Ω

onde

z(t, x) =
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ψ

∂xj∂xk
(x+ tω)−∆ψ(x+ tω) + q(x)ψ(x+ tω).

Assim, definindo

v(t, x) = ψ(x+ tω)exp(−iλ(x · ω + t)) +R(t, x),

usando o fato de que (suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅, um cálculo direto nos dá que v satisfaz
vtt −∆v + qv = 0,

v(T, x) = vt(T, x) = 0, x ∈ Ω

v(t, σ) = ψ(σ + tω)exp(−iλ(σ · ω + t)), σ ∈ ∂Ω.

(3.8)

Defina 
w∗(t, x) =

T∫
t

R(τ, x)dτ,

h∗(t, x) =
T∫
t

exp(−iλ(x · ω + τ))z(τ, x)dτ.
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Então w∗ satisfaz 
w∗tt −∆w∗ + qw∗ = h∗(t, x)

w∗(T, x) = w∗t (T, x) = 0, x ∈ Ω

w∗(t, σ) = 0, σ ∈ ∂Ω.

Enfim, basta usar para w∗ e h∗ o mesmo processo que foi utilizado para estimar w e h definidas

em (3.6). Desse modo, segue o resultado. �

Corolário 3.2. Se Λq1 = Λq2 , então para todo vetor unitário ω ∈ RN e para todo ϕ, ψ ∈ C∞c (RN)

satisfazendo (3.4), temos

T∫
0

∫
Ω

(q1(x)− q2(x))ϕ(x+ tω)ψ(x+ tω)dxdt = 0.

Demonstração. Aplicando o Corolário 3.1 para as funções u1 e v2 definidas pela Proposição 3.1,

temos que

T∫
0

∫
Ω

(
q1−q2

)((
ϕ(x+tω) exp(ı̇λ(x·ω+t))+R1,λ

)(
ψ(x+tω) exp(−ı̇λ(x·ω+t))+R2λ

))
dxdt = 0.

Logo,
T∫

0

∫
Ω

(q1 − q2)ϕψdxdt =

−
T∫

0

∫
Ω

(q1 − q2)
(
ϕ exp(ı̇λ(x · ω + t))R2,λ + ψ exp(−ı̇λ(x · ω + t))R1,λ +R1,λR2,λ

)
dxdt

e ∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
Ω

(q1 − q2)ϕψdxdt

∣∣∣∣∣∣ 6 ‖q1 − q2‖∞

T∫
0

∫
Ω

|ϕ||R2,λ|+ |ψ||R1,λ|+ |R1,λ||R2,λ|dxdt
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6 C

T∫
0

∫
Ω

(|R2,λ|+ |R1,λ|) dxdt+ C

T∫
0

∫
Ω

|R1,λ||R2,λ|dxdt,

onde C = C
(
‖ϕ‖∞, ‖ψ‖∞, ‖q1 − q2‖∞

)
.

Utilizando Cauchy-Schwarz, temos por (3.1) que

0 6

∣∣∣∣∣∣
T∫

0

∫
Ω

(q1 − q2)ϕψdxdt

∣∣∣∣∣∣ 6 C
(√

Tmedida(Ω)
(
‖R1,λ‖2 + ‖R2,λ‖2

)
+ ‖R1,λ‖2‖R2,λ‖2

)

6 C

(√
Tmedida(Ω)

(
2

√
CTeT

λ

)
+
CTeT

λ2

)
−→ 0
λ→∞

,

onde ‖ · ‖2 = ‖ · ‖L2(0,T ;L2(Ω)).

Portanto,
T∫

0

∫
Ω

(q1(x)− q2(x))ϕ(x+ tω)ψ(x+ tω)dxdt = 0,

para todo ϕ, ψ ∈ C∞c (RN) satisfazendo (3.4).

�

Teorema 3.1. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω) tais que Λq1 = Λq2 . Se T > diam Ω, então q1 = q2.

Demonstração.

Sejam ω ∈ RN um vetor unitário, ε = (T − diam Ω)/2 e

Ωε =
{
x ∈ RN \ Ω; d (x,Ω) < ε

}
.

Se ϕ, ψ ∈ C∞c (Ωε), então suppϕ ∩ Ω = ∅. Por outro lado, se x ∈ suppψ ⊂ Ωε ⇒ x /∈ Ω

e d(x,Ω) < ε = (T − diam Ω) /2 ⇒ d(x − Tω,Ω) = inf
z∈Ω
|x− Tω − z| > T − d (x,Ω) >

T − (T − diam Ω) /2 = (T + diam Ω) /2 > 0. Logo (suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅.

Assim, se

ρ(x) =

 q1(x)− q2(x), se x ∈ Ω

0, se x /∈ Ω,
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temos pelo Corolário 3.2 que

T∫
0

∫
RN

ρ(x)ϕ(x+ tω)ψ(x+ tω)dxdt = 0.

Considerando a mudança de variáveis y = x+ tω ⇔ x = y − tω temos

T∫
0

∫
RN

ρ(y − tω)ϕ(y)ψ(y)dydt = 0. (3.9)

Seja

Φω(y) =

T∫
0

ρ(y − tω)dt,

então por Fubini temos que ∫
RN

ϕ(y)ψ(y)Φω(y)dy = 0,

para toda ϕ, ψ ∈ C∞c (Ωε).

Visto que C∞c (Ωε) é denso em L2(Ωε), segue que Φω(y) = 0 quase sempre em Ωε para todo

vetor unitário ω.

Em particular
T∫

−T

ρ(y + tω)dt = Φω(y) + Φ−ω(y) = 0

quase sempre em Ωε.

Mas se t > T e y ∈ Ωε ⇒ d(y + tω,Ω) = inf
z∈Ω
|y + tω − z| = inf

z∈Ω
|tω − (z − y)| > |t| −

d(y,Ω) > T − ε = T − (T − diam Ω) /2 = (T + diam Ω) /2 > 0. Ou seja, y + tω /∈ Ω, donde,

ρ(y + tω) = 0 para todo y ∈ Ωε e |t| > T . Portanto

∞∫
−∞

ρ(y + tω)dt = 0 (3.10)
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Ωε

Ω

 x

x+t*ω

x+t0ω

x+tω
, t

quase sempre em Ωε.

Seja x ∈ RN . Se para algum t0 ∈ R x+t0ω ∈ Ω, então existe t∗ ∈ R tal que y = x+t∗ω ∈ Ωε.

Assim,

∞∫
−∞

ρ(x+ tω)dt =

∞∫
−∞

ρ
(
y + (t− t∗)ω

)
dt =

∞∫
−∞

ρ(y + sω)ds =
(por 3.10)

0.

Então
∞∫

−∞

ρ(y + tω)dt = 0 (3.11)

quase sempre em RN .

Como ρ ∈ L2(RN), então para quase todo y ∈ RN , temos, pela transformada inversa de

Fourier,

ρ(y + tω) =
1

(2π)
N
2

∫
RN

ρ̂(ξ) exp
(
ı̇(y + tω) · ξ

)
dξ·

Integrando de −L à L em relação à t , para L > 0, temos
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L∫
−L

ρ(y + tω)dt =
1

(2π)
N
2

∫
RN

ρ̂(ξ) exp
(
ı̇y · ξ

) L∫
−L

exp(ı̇tω · ξ)dt

 dξ

⇒
L∫

−L

ρ(y + tω)dt =
1

(2π)
N
2

∫
RN

ρ̂(ξ) exp
(
ı̇y · ξ

)2 sen(Lω · ξ)
ω · ξ

dξ. (3.12)

Mas como ρ(y + tω) = 0 se y + tω /∈ Ω e Ω é limitado, para cada y ∈ RN existe Ly > 0 tal

que
Ly∫

−Ly

ρ(y + tω)dt =

∞∫
−∞

ρ(y + tω)dt.

Assim, para todo L > Ly

L∫
−L

ρ(y + tω)dt =

∞∫
−∞

ρ(y + tω)dt =
por 3.11

0

e por (3.12)
1

(2π)
N
2

∫
RN

(
ρ̂(ξ)

2 sen(Lω · ξ)
ωξ

)
exp

(
ı̇y · ξ

)
dξ = 0.

Ou seja, a transformada de Fourier inversa de g ∈ L2(RN) definida por

g(ξ) = ρ̂(ξ)
2 sen(Lω · ξ)

ω · ξ
,

é nula. Assim, g = 0 em quase todo ponto de RN .

Como
(
2 sen(Lω · ξ)

)
/ω · ξ 6= 0 em quase todo ponto, temos que ρ̂ = 0 e usando o fato de que

F : L2(RN) 7−→ L2(RN) é uma isometria de espaços de Hilbert, temos que ρ = 0.

Portanto q1 = q2.

�
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3.2 O caso dissipativo

Nesta seção apresentaremos a solução para o problema de identificação de potenciais para a equação

de ondas com dissipação dada por

utt −∆u+ qut = 0.

Os argumentos usados aqui são semelhantes aos do caso conservativo.

Sejam Ω ⊂ RN , N > 2, um domı́nio limitado com fronteira ∂Ω de classe C1, T > 0,

ϕ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
e q ∈ L∞(Ω).

Seja u ∈ C1 ([0, T ];L2(Ω)) ∩ C ([0, T ];H1(Ω)) a única solução de
utt −∆u+ qut = 0 em (0, T )× Ω,

u(0, x) = ut(0, x) = 0 em Ω,

u(t, σ) = ϕ(t, σ) sobre [0, T ]× ∂Ω.

(3.13)

Considere

Λq : C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
−→ C

(
[0, T ];H

1
2 (∂Ω)

)
(3.14)

definido por

Λq(ϕ)(t, σ) =
∂u

∂η
(t, σ), (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

Como no caso conservativo, se definirmos f̃(t, x) = f(T − t, x), então v(t, x) = ũ(t, x) é

solução do problema adjunto associado a (3.13), ou seja, v é solução de


vtt −∆v − qvt = 0 em (0, T )× Ω,

v(T, x) = vt(T, x) = 0 em Ω,

v(t, σ) = ψ(t, σ) sobre [0, T ]× ∂Ω.

(3.15)
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Da mesma forma, o operador adjunto de Λq associado a (3.15) é dado por

Λ∗q : C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
−→ C

(
[0, T ];H

1
2 (∂Ω)

)
ψ(t, σ) 7−→ ∂v

∂η
(t, σ),

(t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

Denotaremos por 〈 · ; ·〉 a integral de superfı́cie sobre ∂Ω.

Lema 3.4. Para toda ϕ, ψ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
, temos

T∫
0

〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
dt.

Demonstração. Multiplicando a equação em (3.13) por v, a equação em (3.15) por u e aplicando

a identidade de Green, temos que

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
− 〈Λq(ϕ);ψ〉 =

∫
∂Ω

∂v

∂η
ϕdσ −

∫
∂Ω

∂u

∂η
ψdσ =

∫
Ω

(u∆v − v∆u) dx =

∫
Ω

(uvtt − vutt) dx−
∫
Ω

(quvt + qvut) dx

=
∂

∂t

∫
Ω

(uvt − vut) dx−
∫
Ω

(quv) dx


Assim,

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
− 〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

∂

∂t

∫
Ω

(uvt − vut) dxdt−
T∫

0

∂

∂t

∫
Ω

(quv) dxdt.

=

∫
Ω

u(T, x) vt(T, x)︸ ︷︷ ︸
=0

− v(T, x)︸ ︷︷ ︸
=0

ut(T, x)dx−
∫
Ω

u(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

vt(0, x)− v(0, x)ut(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

dx
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−

∫
Ω

qu(T, x) v(T, x)︸ ︷︷ ︸
=0

dx−
∫
Ω

q u(0, x)︸ ︷︷ ︸
=0

v(0, x)dx

 = 0.

Portanto,
T∫

0

〈Λq(ϕ);ψ〉 dt =

T∫
0

〈
Λ∗q(ψ);ϕ

〉
dt.

�

Lema 3.5. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω). Então Λq1 = Λq2 se, e somente se, Λ∗q1 = Λ∗q2 .

Demonstração. Seja u solução de (3.13) com u = ϕ sobre ∂Ω e v solução de (3.15) com v = ϕ̃

sobre ∂Ω. Então v = ũ e, em particular,

Λ∗q(ϕ̃) = Λ̃q(ϕ).

Assim,

Λq1 = Λq2 ⇔ Λq1(ϕ) = Λq2(ϕ)∀ϕ⇔ Λ̃q1(ϕ) = Λ̃q2(ϕ)⇔ Λ∗q1(ϕ̃) = Λ∗q2(ϕ̃)∀ϕ⇔ Λ∗q1 = Λ∗q2 .

�

Lema 3.6. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω) e ϕ, ψ ∈ C2
(

[0, T ];H
3
2 (∂Ω)

)
. Se u é solução de (3.13) com

q = q1 e v é solução de (3.15) com q = q2, então

∫ T

0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)
ut(t, x)v(t, x)dxdt

=

∫ T

0

∫
Ω

(
q2(x)− q1(x)

)
u(t, x)vt(t, x)dxdt.
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Demonstração. Multiplicando a equação em (3.13) por v e a equação em (3.15) por u temos que

u∆v = uvtt − quvt e v∆u = vutt + qvut,

de onde se deduz que

v∆u− u∆v = vutt − uvtt + q1vut + q2uvt.

Integrando em Ω e em [0, T ] e aplicando a identidade de Green∫ T

0

〈Λq1(ϕ);ψ〉 dt−
∫ T

0

〈
Λ∗q2(ψ);ϕ

〉
dt =

∫ T

0

∫
∂Ω

(
∂u

∂η
v − ∂v

∂η
u

)
dσdt

=

∫ T

0

∫
Ω

v∆u− u∆vdxdt =

∫ T

0

∂

∂t

∫
Ω

(
vut − uvt

)
dxdt︸ ︷︷ ︸

=0

+

∫ T

0

∫
Ω

(
q1vut + q2uvt

)
dxdt.

Pelo Lema 3.5 temos que∫ T

0

〈
Λ∗q2(ψ);ϕ

〉
dt =

∫ T

0

〈Λq2(ϕ);ψ〉 dt.

Portanto, ∫ T

0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
q1vut + q2uvt

)
dxdt.

Utilizando integração por partes temos, que∫ T

0

vutdt = vu
∣∣∣T
0︸︷︷︸

=0

−
∫ T

0

uvtdt,

⇒
∫ T

0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
q2(x)− q1(x)

)
u(t, x)vt(t, x)dxdt.

Por outro lado, usando novamente integração por partes,∫ T

0

uvt = vu
∣∣∣T
0︸︷︷︸

=0

−
∫ T

0

utvdt.
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Portanto, ∫ T

0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)
ut(t, x)v(t, x)dxdt.

�

Corolário 3.3. Se Λq1 = Λq2 , então para toda u1 solução de (3.13) com q = q1 e para todo v2

solução de (3.15) com q = q2 tem-se∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)∂u1

∂t
(t, x)v2(t, x)dxdt = 0.

Demonstração. Pelo Lema 3.6,∫ T

0

〈Λq1(ϕ)− Λq2(ϕ);ψ〉 dt =

∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)∂u1

∂t
(t, x)v2(t, x)dxdt.

Portanto, se Λq1 = Λq2 então∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)∂u1

∂t
(t, x)v2(t, x)dxdt = 0.

�

Lema 3.7. Sejam λ > 0, ω ∈ Rn um vetor unitário, φ1 ∈ L2
(
(0, T );L2(Ω)

)
e q ∈ L∞(Ω).

Considere R a solução de
Rtt −∆R + qRt = 1

λ
h1

R(0, x) = Rt(0, x) = 0, em Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.16)

onde h1(t, x) = φ1(t, x)exp(iλ(x · ω + t)). Então, existe uma constante C > 0, que depende

apenas de ‖φ1‖L2(0,T ;L2(Ω)) e ‖q‖∞, tal que

‖Rt‖L2((0,T );L2(Ω)) + ‖R‖L2((0,T );L2(Ω)) 6
C

λ
.
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Demonstração. Multiplicando a equação em (3.16) por Rt, integrando em Ω e tomando a parte

real, temos

<
(∫

Ω

RtRtt −∆RRt + qRtRtdx

)
= <

(∫
Ω

1

λ
h1Rt

)
⇒ 1

2

∂

∂t

(∫
Ω

|Rt|2 dx+

∫
Ω

|∇R|2 dx
)
6
∫

Ω

h1

λ
|Rt|+ q|Rt|2dx

6
(C.S.)

1

λ2
‖h1(t, ·)‖2‖Rt(t, ·)‖2+‖q‖∞‖Rt(t, ·)‖2

2 6
(Y ang)

1

2λ2
‖h1(t, ·)‖2

2+

(
1 + 2‖q‖∞

2

)
‖Rt(t, ·)‖2

2,

ou seja,

∂

∂t

(
‖Rt(t, ·)‖2

2 + ‖∇R(t, ·)‖2
2

)
6

1

λ2
‖h1(t, ·)‖2

2 + (1 + 2‖q‖∞) ‖Rt(t, ·)‖2
2.

Integrando de 0 a t e usando as condições iniciais em (3.16), segue que

‖Rt(t, ·)‖2
2 + ‖∇R(t, ·)‖2

2 6
∫ t

0

1

λ2
‖h1(t, ·)‖2

2 + (1 + 2‖q‖∞) ‖Rt(t, ·)‖2
2dt

6
‖h1‖2

L2(0,T ;Ω)

λ2
+ (1 + 2‖q‖∞)

∫ t

0

‖Rt(t, ·)‖2
2 + ‖∇R(t, ·)‖2

2dt.

Assim, pela desigualdade de Gronwall, temos que

‖Rt(t, ·)‖2
2 + ‖∇R(t, ·)‖2

2 6
‖h1‖2

L2(0,T ;L2(Ω))

λ2
e(1+2‖q‖∞)T ,

ou seja

‖Rt(t, ·)‖2
2 + ‖∇R(t, ·)‖2

2 6
C

λ2
,

onde C > 0 é uma constante que depende de ‖φ1‖L2(0,T ;L2(Ω)) e ‖q‖∞. Em particular

‖Rt(t, ·)‖2 6

√
C

λ
e ‖∇R(t, ·)‖2 6

√
C

λ
⇒ ‖Rt(t, ·)‖2 + ‖∇R(t, ·)‖2 6 2

√
C

λ
.

Por fim, como R ∈ C
(
[0, T ];H1

0 (Ω)
)
, segue pela desigualdade de Poincaré-Friedrichs que

existe uma constante K, que depende apenas de Ω (que podemos supor maior que 1) tal que

‖R(t, .)‖2 6 K‖∇R(t, ·)‖2.
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Portanto

‖Rt(t, ·)‖2 + ‖R(t, ·)‖2 6 K(‖Rt(t, ·)‖2 + ‖∇R(t, ·)‖2) 6 2K

√
C

λ

⇒ ‖Rt‖L2((0,T );L2(Ω)) + ‖R‖L2((0,T );L2(Ω)) 6 2K

√
C

λ
T.

�

Lema 3.8. Sejam λ > 0, ω ∈ Rn, um vetor unitário, φ2 ∈ H1(0, T ;L2(Ω)) tal que φ2(0, x) = 0 e

q ∈ L∞(Ω). Seja R a solução de
Rtt −∆R + qRt = h2

R(0, x) = Rt(0, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.17)

onde h2(t, x) = φ2(t, x)exp(iλ(x · ω + t)). Então existe uma constante C > 0, que não depende

de λ tal que

‖Rt‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖R‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
C

λ
.

Demonstração. Seja w(t, x) =
∫ t

0
R(τ, x)dτ e h(t, x) =

∫ t
0
h2(τ, x)dτ , onde R é solução de

(3.17). Então um cálculo direto nos dá que w satisfaz
wtt −∆w + qwt = h

w(0, x) = wt(0, x) = 0, x ∈ Ω

w(x, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

(3.18)

Utilizando integração por partes e o fato de que φ2(0, x) = 0, temos que

h(t, x) =
1

iλ

(
φ2(t, x)exp

(
iλ(x · ω + t)

)
−
∫ t

0

φ2t(τ, x)exp
(
iλ(x · ω + τ)

)
dτ

)
.

Multiplicando a equação em (3.18) por wt, integrando em Ω, tomando a parte real e utilizando o

mesmo procedimento do Lema 3.7, obtemos que

‖wt(t, ·)‖2
2 + ‖∇w(t, ·)‖2

2 6
C

λ2
,
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onde C > 0 é uma constante que depende apenas de ‖φ2‖H1(0,T );L2(Ω) e de ‖q‖∞.

Em particular,

‖R‖L2(0,T ;L2(Ω)) = ‖wt‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6

√
C

λ
T (3.19)

e

‖∇w(t, ·)‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6

√
C

λ
T.

Como o operador ∂
∂t

: L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
−→ H−1

(
0, T ;L2(Ω)

)
é contı́nuo (veja Lema 1.1.2),

existe K > 1 tal que

‖Rt‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6 K‖R‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6 K

√
C

λ
T. (3.20)

Portanto, de (3.19) e de (3.20), segue que

‖Rt‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖R‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6 2K

√
C

λ
T.

�

Corolário 3.4. Sejam λ > 0, ω ∈ Rn um vetor unitário, φ2 ∈ H1
(
0, T ;L2(Ω)

)
tal que

φ2(T, x) = 0 e q ∈ L∞(Ω). Seja ainda R a solução de
Rtt −∆R− qRt = h2

R(T, x) = Rt(T, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.21)

onde h2(t, x) = φ2(t, x)exp
(
− iλ(x ·ω+ t)

)
. Então, existe uma constante C > 0 que não depende

de λ tal que

‖Rt‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖Rt‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
C

λ
.
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Demonstração. Basta observar que se R̃(t, x) = R(T − t, x) o problema (3.21) é o problema

adjunto associado ao problema (3.17), ou seja R̃(t, x) é solução de (3.21) se, e somente se, R(t, x)

é solução de (3.17).

Verifica-se facilmente que as normas de R̃(t, x) e de R(t, x), soluções de (3.17) e (3.21) res-

pectivamente, em L2(0, T ;L2(Ω)) coincidem.

Usando novamente o fato de que ∂
∂t

: L2
(
0, T ;L2(Ω)

)
−→ H−1

(
0, T ;L2(Ω)

)
é contı́nuo,

segue o resultado. �

Lema 3.9. Sejam λ > 0, ω ∈ Rn um vetor unitário, φ3 ∈ H2(0, T ;L2(Ω)) tal que φ3(T, x) =

φ3t(T, x) = 0 e q ∈ L∞(Ω). Considere R a solução de
Rtt −∆R− qRt = λh3

R(T, x) = Rt(T, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.22)

onde h3(t, x) = φ3(t, x)exp
(
− iλ(x · ω + t)

)
. Então existe uma constante C > 0, que independe

de λ tal que

‖R‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6
C

λ
.

Demonstração. Defina

ζ(t, x) =

∫ T

t

∫ T

τ

R(s, x)dsdτ, ϑ(t, x) =

∫ T

t

∫ T

τ

λh3(s, x)dsdτ.

Usando as condições em (3.22), é fácil ver que

∂ζ

∂t
= −

∫ T

t

R(τ, x)dτ ⇒ ∂2ζ

∂t2
= R(t, x) =

∫ T

t

∫ T

τ

Rtt(s, x)dsdτ,

ζt =

∫ T

t

∫ T

τ

Rt(s, x)dsdτ e ∆ζ =

∫ T

t

∫ T

τ

∆R(s, x)dsdτ,
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de modo que ζ satisfaz 
ζtt −∆ζ − qζt = ϑ

ζ(0, x) = ζt(0, x) = 0, x ∈ Ω

ζ(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω.

(3.23)

Como

ϑ(t, x) =

∫ T

t

∫ T

τ

λh3(s, x)dsdτ =

∫ T

t

∫ T

τ

λφ3(s, x)exp(−iλ(x · ω + s))dsdτ,

integrando por partes duas vezes, obtemos

ϑ(t, x) =

∫ T

t

λ

(
φ3(τ, x)

exp(−iλ(x · ω + τ))

iλ
+

∫ T

τ

φ3s(s, x)
exp(−iλ(x · ω + s))

iλ
ds

)
dτ

=
−φ3(t, x)exp(−iλ(x · ω + t))

λ

−1

λ

∫ T

t

(
(φ3(τ, x) + φ3t(τ, x))exp(−iλ(x · ω + τ)) +

∫ T

τ

φ3ss(s, x)exp(−iλ(x · ω + s))ds

)
dτ

6
|φ3(t, x)|

λ
+

1

λ

∫ T

t

(
|φ3(τ, x) + φ3τ (τ, x)|+

∫ T

τ

|φ3ss(s, x)|ds
)
dτ.

Logo,

‖ϑ‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
1

λ

∥∥∥∥|φ3|+
∫ T

t

(
|φ3(τ, x) + φ3τ (τ, x)|+

∫ T

τ

|φ3ss(s, x)|ds
)
dτ

∥∥∥∥
L2(0,T ;L2(Ω))

,

ou seja

‖ϑ‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
C

λ
,

onde a constante C depende apenas de ‖φ3‖H2(0,T ;L2(Ω)).

Multiplicando a equação (3.23) por ζt, integrando em Ω e tomando a parte real, obtemos

1

2

∂

∂t

(∫
Ω

|ζt(t, x)|2 + |∇ζ(t, x)|2dx
)
6
∫

Ω

|ϑ(t, x)||ζt(t, x)|+ q|ζt(t, x)|2dx
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6
C.S
‖ϑ(t, ·)‖2‖ζt(t, ·)‖2 + ‖q‖∞‖ζt(t, ·)‖2

2 6
Y ang

‖ϑ(t, ·)‖2
2

2
+

(
1 + 2‖q‖∞

2

)
‖ζt(t, ·)‖2

2.

Integrando de 0 à t e usando as condições iniciais em (3.23),

‖ζ(t, ·)‖2
2 6 ‖ϑ(t, ·)‖2

2 + (1 + 2‖q‖∞)

∫ t

0

‖ζt(t, ·)‖2
2dt 6

C

λ
+ (1 + 2‖q‖∞)

∫ t

0

‖ζt(t, ·)‖2
2dt.

Por Gronwall,

‖ζt(t, ·)‖2
2 6

C

λ
e(1+2‖q‖∞)t 6

C

λ
e(1+2‖q‖∞)T

⇒ ‖ζt‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
K

λ
,

onde a constante K depende apenas de ‖φ3‖H2(0,T ;L2(Ω)).

Assim, usando a continuidade do operador ∂
∂t

: L2(0, T ;L2(Ω)) → H−1(0, T ;L2(Ω)) existe

uma constante M > 0 tal que

‖R‖H−1(0,T ;L2(Ω)) = ‖ζtt‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6M‖ζt‖L2(0,T ;L2(Ω)),

de modo que

‖R‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6
MK

λ
.

�

Proposição 3.2. Sejam ω ∈ Rn um vetor unitário e ϕ, ψ ∈ C∞c (Rn) satisfazendo

suppϕ ∩ Ω = ∅ e (suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅. (3.24)

Então para cada λ > 0 existem

R1,λ, R2,λ ∈ C1
(
[0, T ];L2(Ω)

)
∩ C

(
[0, T ];H1

0 (Ω)
)

tais que

‖∂tR1,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖R1,λ‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6
C

λ
e ‖R2,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6

C

λ
, (3.25)
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onde C > 0 é uma constante que independe de λ, para as quais as funções u1, v2 definidas por u1(t, x) = 1
iλ
ϕ(x+ tω)exp(iλ(x · ω + t)) +R1,λ(t, x)

v2(t, x) = ψ(x+ tω)exp(−iλ(x · ω + t)) +R2,λ(t, x)
(3.26)

são soluções de (3.13) com q = q1 e de (3.15) com q = q2 respectivamente.

Demonstração. Seja R1,λ a solução de


Rtt −∆R + q1Rt = 1

λ
h1 + h2,

R(0, x) = Rt(0, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω

(3.27)

onde hj(t, x) = φj(t, x)exp(iλ(x · ω + t)), j = 1, 2, sendo

φ1(t, x) =
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ϕ

∂xj∂xk
(x+ tω)−∆ϕ(x+ tω) + q1(x)ω · ∇ϕ(x+ tω)

e

φ2(t, x) = q1(x)ϕ(x+ tω).

Dessa forma, da definição de u1 em (3.26), obtemos

∂ttu1 −∆u1 + q1∂tu1 =
1

iλ

[
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ϕ

∂xj∂xk
−∆ϕ+ q1ω · ∇ϕ

]
exp(iλ(x · ω + t))

+ q1ϕexp(iλ(x · ω + t)) + ∂ttR1,λ −∆R1,λ + q1∂tR1,λ.

Usando as condições em (3.24) temos que u1 é solução de (3.13).

Observe que podemos escrever

R1,λ = R + S,

com R e S soluções de (3.16) e (3.17) respectivamente. Então, pelos Lemas 3.7 e 3.8, temos

‖R1,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖R1,λ‖L2(0,T ;L2(Ω))
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6 ‖R‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖S‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖R‖L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖S‖L2(0,T ;L2(Ω)) 6 2
C

λ
.

Analogamente, considere R2,λ a solução de
Rtt −∆R− q2Rt = h∗2 + λh∗3,

R(0, x) = Rt(0, x) = 0, x ∈ Ω

R(t, σ) = 0, (t, σ) ∈ [0, T ]× ∂Ω,

(3.28)

onde h∗j(t, x) = ψj(t, x)exp(−iλ(x · ω + t)), j = 2, 3,

ψ2(t, x) =
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ψ

∂xj∂xk
(x+ tω)−∆ψ(x+ tω)− q2(x)ω · ∇ψ(x+ tω)

e

ψ3(t, x) = −q2(x)ψ(x+ tω).

Pela definição de v2 em (3.26),

∂ttv2 −∆v2 − q2∂tv2 =

[
n∑

j,k=1

ωjωk
∂2ψ

∂xj∂xk
−∆ψ − q2ω · ∇ψ

]
exp(−iλ(x · ω + t))

−λq2ψexp(−iλ(x · ω + t)) + ∂ttR2,λ −∆R2,λ − q2∂tR2,λ.

Como (suppψ−Tω)∩Ω = ∅, temos ainda que ψj(T, x) = ∂tψj(T, x) = 0. Portanto, v2 é solução

de (3.15).

Escrevendo R2,λ = R + S com R solução de (3.21) e S solução de (3.22), segue do Co-

rolário 3.4 e pelo Lema 3.9 que

‖R2,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6 ‖R‖H−1(0,T ;L2(Ω)) + ‖S‖H−1(0,T ;L2(Ω)) 6 2
C

λ
.

�

Teorema 3.2. Sejam q1, q2 ∈ L∞(Ω) tais que Λq1 = Λq2 . Se T > diamΩ, então q1 = q2.
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Demonstração. Pelo Corolário 3.3,

∫ T

0

∫
Ω

(q1 − q2)∂tu1v2dxdt = 0, (3.29)

onde u1 e v2 são, respectivamente, soluções de (3.13) e (3.15).

Sejam

ε =
T − diamΩ

2
e Ωε =

{
x ∈ Rn\Ω; d(x,Ω) < ε

}
.

Se ϕ, ψ ∈ C∞c (Ωε), então suppϕ ∩ Ω = ∅ e (suppψ − Tω) ∩ Ω = ∅.

Assim, pela Proposição 3.2, podemos considerar u1 e v2 satisfazendo (3.26) soluções de (3.13)

e (3.15) respectivamente.

Observe também que

∂tu1 =
( 1

iλ
ω · ∇ϕ(x+ tω) + ϕ(x+ tω)

)
exp(iλ(x · ω + t)) + ∂tR1,λ.

Portanto, se ρ(x) = q1(x)− q2(x), segue por (3.29) que∫ T

0

∫
Ω

ρ(x)

(( 1

iλ
ω · ∇ϕ+ ϕ

)
exp(iλ(x · ω + t)) + ∂tR1,λ

)(
ψexp(−iλ(x·ω+t))+R2,λ

)
dxdt = 0

⇒
∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

ρ(x)ϕ(x+ tω)ψ(x+ tω)dxdt

∣∣∣∣ 6 αλ + βλ + γλ + δλ, (3.30)

onde 

αλ = 1
λ
‖ρ‖∞

T∫
0

∫
Ω

|(ω.∇ϕ)(ψ +R2,λ)|dxdt,

βλ = ‖ρ‖∞
T∫
0

∫
Ω

|ϕR2,λ|dxdt,

γλ = ‖ρ‖∞
T∫
0

∫
Ω

|ψ∂tR1,λ|dxdt,

δλ =

∣∣∣∣ T∫
0

∫
Ω

ρR2,λ∂tR1,λ

∣∣∣∣ dxdt.
(3.31)

Como suppϕ ⊂ Ωε e T > diamΩ, as aplicações

(t, x)→ ϕ(x+ tω), (t, x)→ ψ(x+ tω) e (t, x)→ ω · ∇ϕ(x+ tω)
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pertencem a H1
0

(
0, T ;L2(Ω)

)
. Logo, pela Proposição 3.2 segue que

αλ 6
C

λ
, βλ 6

C

λ
, γλ 6

C

λ
.

Da definição de Rj,λ vemos que(
∂2
t −∆ + q1∂t

)
R1,λ = 1

λ
h1 + h2 e

(
∂2
t −∆− q2∂t

)
R2,λ = h∗1 + λh∗2, (3.32)

onde hj(t, x) = φj(x+ tω)exp(iλ(x · ω + t)) e h∗j(t, x) = ψ(x+ tω)exp(−i(x · ω + t)).

Usando integração por partes e a identidade de Green, obtemos∫ T

0

∫
Ω

(
∂2
tR1,λ −∆R1,λ

)
R2,λdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

(
∂2
tR2,λ −∆R2,λ

)
R1,λdxdt.

Assim, multiplicando a primeira equação em (3.32) por R2,λ, a segunda por R1,λ e integrando em

(0, T )× Ω, decorre da identidade acima∫ T

0

∫
Ω

q1∂tR1,λR2,λ + q2∂tR2,λR1,λdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

(
1

λ
h1 + h2

)
R2,λdxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

(h∗1 + λh∗2)R1,λdxdt.

Como ∫ T

0

∫
Ω

q2∂tR2,λR1,λdxdt = −
∫ T

0

∫
Ω

q2∂tR1,λR2,λdxdt,

temos ∫ T

0

∫
Ω

(q1 − q2)∂tR1,λR2,λdxdt =

∫ T

0

∫
Ω

(
1

λ
h1 + h2

)
R2,λdxdt

−
∫ T

0

∫
Ω

(h∗1 + λh∗2)R1,λdxdt. (3.33)

Das definições de φj e ψj , segue que suppφj e suppψj estão contidos em Ωε. Logo,
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hj, h
∗
j ∈ H1

0

(
0, T ;L2(Ω)

)
e consequentemente,∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

1

λ
h1R2,λdxdt

∣∣∣∣ 6 1

λ
‖h1‖H1

0 (0,t;L2(Ω))‖R2,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)),∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

h2R2,λdxdt

∣∣∣∣ 6 ‖h2‖H1
0 (0,t;L2(Ω))‖R2,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)),∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

h∗1R1,λdxdt

∣∣∣∣ 6 ‖h∗1‖L2(0,t;L2(Ω))‖R1,λ‖L2(0,T ;L2(Ω)). (3.34)

Além disso, como∫ T

0

∫
Ω

λh∗2(t, x)R1,λ(t, x)dxdt =

∫ T

0

∫
Ω

λψ2(x+ tω)R1,λ(t, x)exp(−iλ(x · ω + t))dxdt,

integrando por partes em relação a t, temos∫ T

0

∫
Ω

λψ2R1,λe
−iλ(x·ω+t)dxdt = −i

∫ T

0

∫
Ω

(
(ω · ∇ψ2)R1,λ + ψ2∂tR1,λ

)
e−iλ(x·ω+t)dxdt.

Portanto, ∣∣∣∣∫ T

0

∫
Ω

λh∗2R1,λdxdt

∣∣∣∣ 6 ‖ω · ∇ψ2‖L2(0,T ;L2(Ω))‖R1,λ‖L2(0,T ;L2(Ω))

+ ‖ψ2‖H1
0 (0,T ;L2(Ω))‖∂tR1,λ‖H−1(0,T ;L2(Ω)). (3.35)

De (3.33), (3.34), (3.35) e (3.25), concluı́mos que δλ 6 C/λ.

Fazendo λ tender à zero em (3.30) temos∫ T

0

∫
Ω

(
q1(x)− q2(x)

)
ϕ(x+ tω)ψ(x+ tω)dxdt = 0.

Utilizando exatamente os mesmos argumentos do Teorema 3.1, segue o resultado.

�
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Capı́tulo 4

Considerações finais

A determinação de parâmetros em Equações Diferenciais Parciais insere-se na área dos Problemas

Inversos. Além das questões matemáticas que o tema suscita, devemos salientar a importância

do ponto de vista das aplicações, como nas técnicas que envolvem processos não invasivos. Tais

processos são bastante comuns na área médica, como, por exemplo, Tomografia, Ressonância

Magnética, etc.

Para elaborar essa dissertação, baseamos nossos estudos principalmente nos artigos [16], [21]

e [14], que tratam da identificação de potenciais; assim como nos artigos [8], [12] e [25], que

abrangem ainda a questão da estabilidade.

A questão da caracterização é baseada geralmente em técnicas numéricas, e um exemplo dessa

abordagem pode ser encontrado [13].
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a Derivadas Parciais. Notas de mini-curso publicado nos Anais do 570 Seminário Brasileiro

de Análise, 39-86, 2003.

[8] R. Cipolatti & Ivo F. Lopez. Determination of Coefficients for a Dissipative Wave Equation

via Boundary Measurements. J. Math. Anal. Appl., 306 (2005), 317-329.

68



[9] L. C. Evans. Partial Differential Equations. American Math. Society,1997. 662p.

[10] D. Gilbart & N. S. Trundinger. Elliptic Partial Differential Equations of Second Order, 2

ed. Springer-Verlag Berlin Heidelberg New York, 2000, 517p.

[11] P. Hähner. A periodic Faddeev-Type Solution Operator. J. Differential Equations, 128

(1996), pp. 300-308.

[12] P. Hähner. On the Continuous Dependence of the Exterior Dirichlet Problem on the Boun-

dary. Math. Meth. Appl. Sci, vol 20 (1997), pp 707-716.

[13] B. Kaltenbacher. Lectures notes on parameter indentification in partial differential equati-

ons. University of Linz. lectures notes for a winter school, 2005/06.

[14] H. Kang. A uniqueness theorem for an inverse boudary value problem in two dimensions.

J. Math. Anal. Appl.,270 (2002), pp 291-302.

[15] O. Kavian. Four Lectures on Parameter Identification in Elliptic Partial Differential Ope-

rators. Lectures notes for a minicurso at IM-UFRJ, Rio de Janeiro, 2002.

[16] R. Kohn & M. Vogelius. Determining conductivity by boundary measurements. Comm.

Pure. Appl. Math., 37 (1984), pp. 289-298.

[17] R. Kohn & M. Vogelius. Determining conductivity by boundary measurements II. Interior

Results. Comm. Pure. Appl. Math., 38 (1985), pp. 643-667.
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