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Resumo

Uma versão unidimensional do sistema dinâmico de Marguerre-Vlasov com efeitos

térmicos é considerado . O sistema depende de um parâmetro ε > 0 de um modo

singular quando ε→ 0. Nosso interesse é duplo :

(i) Procurar o limite do sistema quando ε→ 0 .

(ii) Estudar o comportamento assintótico quando t → +∞ da energia total Eε(t) e

compará-lo com a energia total do sistema limite.

Palavras-chave: Limite singular, sistema de Marguerre-Vlasov, estabilização uni-

forme.
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Abstract

A one dimensional version of the dynamic Marguerre-Vlasov system in the presence

of thermal e�ects is considered. The system depends on a parameter ε > 0 in a singular

way as ε→ 0. Our interest is twofold:

(i) To �nd the limit system as ε→ 0.

(ii) To study the asymptotic behavior as t→ +∞ of the total energy Eε(t) and compare

it with the total energy of the limit system.

Keywords: Singular limit, Marguerre-Vlasov system, uniform stabilization.
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Capítulo 1

Introdução

A teoria não linear de cascas pode ser considerada como uma generalização do pro-

blema de Plateau que estuda superfícies assumindo que a densidade da energia potencial

de deformação é essencialmente proporcional à alteração da área do elemento. Boas refe-

rências sobre o assunto são os livros de Ph.Ciarlet [5] e I.I.Vorovich [19]. Vamos considerar

uma versão unidimensional do sistema dinâmico de Marguerre-Vlasov que descreve as vi-

brações das cascas rasas (ver [17] ou [5]), onde efeitos térmicos estão presentes no modelo.

Este trabalho aborda de forma didática o manuscrito dos autores G. Perla e J. Sejje [16]

que trata da existência das soluções globais fracas e decaimento exponencial com taxa

uniforme do sistema de Marguerre-Vlasov com efeito térmico. Este modelo é formulado

da seguinte forma. Seja ε > 0 e 0 < α ≤ 1.

Denotemos por u = uε , w = wε e θ = θε a solução do sistema acoplado de equações
ε utt = µ0[ux + 1

2
w2
x +K1(x)w]x − εα ut

wtt + wxxxx − wxxtt = [f(u,w)]x − g(u, w)− θxx
θt − θxx − wxxt = 0

(1.1)

em Ω × (0,∞) onde Ω = (0, L) e t denota a variável temporal. As funções u(x, t) e

w(x, t) representam, respectivamente, o deslocamento longitudinal e transversal da viga

no ponto x ao instante t, θ(x, t) denota o �uxo de calor em x no tempo t,

f(u,w) = µ0[wx(ux +
1

2
w2
x +K1(x)w)]

e

g(u,w) = µ0K1(x)[ux +
1

2
w2
x +K1(x)w].

Finalmente K1(x) representa a curvatura da seção da casca no ponto x e µ0 é uma

constante positiva relacionada com o módulo da elasticidade. Consideremos o sistema
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(1.1) com condições de fronteira{
u = 0, w = 0, θ = 0 em x = 0, L para qualquer t > 0

wx = 0 em x = 0, L para qualquer t > 0
(1.2)

e condiciones iniciais

(u, ut)|t=0 = (u0, u1), (w,wt)|t=0 = (w0, w1), θ(x, 0) = θ0(x) (1.3)

para qualquer x ∈ Ω. Analisaremos as seguintes questões:

(i) Investigar a proximidade quando ε → 0 das componentes wε e θε em (1.1) para a

solução de uma equação de viga com efeitos térmicos.

(ii) Investigar a taxa de decaimento uniforme da energia total de (1.1)-(1.3) em relação

a ε→ 0 quando t→ +∞ e compará-lo com a energia total do sistema limite.

Recentemente, alguns autores consideraram a versão unidimensional do sistema Marguerre-

Vlasov com um amortecimento mecânico em seu interior [17] ou uma dissipação na fron-

teira [13]. Os efeitos térmicos são fenômenos absolutamente naturais na modelagem para

vibrações de cascas, assim a conclusão deste trabalho poderia ser de interesse no as-

sunto. Resultados relacionados na análise dos limites singulares para placas ou vigas

foram considerados por G.Perla Menzala, A.Pazoto e E.Zuazua [15].

Este trabalho é organizado como segue: No Capítulo 2 especi�camos as notações,

alguns resultados preliminares e desenvolvemos de maneira didática, a teoria de Semi-

grupos Lineares necessária para a abordagem da solubilidade do problema em questão.

No Capítulo 3 provamos a existência e unicidade de soluções fracas, via teoria de semi-

grupos aludido no Capítulo 2 . No Capítulo 4 demonstramos o limite assintótico e as

condições iniciais. Finalmente no Capítulo 5 provaremos o decaimento exponencial com

taxa uniforme.
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Capítulo 2

Resultados Básicos

Neste capítulo apresenta-se os pré-requisitos necessários para desenvolver a teoria a

ser apresentado nos capítulos subseqüentes.

De�nição 2.1 Seja E um espaço de Banach. A topologia fraca sobre E denotada por

σ(E,E ′) é a topologia menos �na tal que todos os funcionais lineares f ∈ E ′ são contí-

nuos.

Proposição 2.1 Seja (xn) uma seqüência num espaço de Banach E. Se veri�cam as

seguintes asserções

(i) xn ⇀ x fraco em σ(E,E ′)⇔
〈
f, xn

〉
→
〈
f, x
〉
,∀f ∈ E ′.

(ii) Se xn → x forte, então xn ⇀ x fraco em σ(E,E ′).

(iii) Se xn ⇀ x fraco em σ(E,E ′), então ‖xn‖ é limitado e ‖x‖ ≤ lim inf ‖xn‖.

(iv) Se xn ⇀ x fraco em σ(E,E ′) e se fn → f forte em E ′ então
〈
fn, xn

〉
→
〈
f, x
〉
.

Demonstração: Veja H.Brezis ([3], página 35).

Temos resultados análogos a proposição anterior para a convergência fraca − ∗ .

Proposição 2.2 Seja E um espaço de Banach sepáravel e seja {un}n∈N uma sucessão

limitada em E ′. Então existe uma subseqüência {unk}k∈N tal que

unk
∗
⇀ u em E ′.

Demonstração: Veja Brezis ([3], página 42).
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Teorema 2.1 (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja (fn) uma

seqüencia de funções mensuráveis de Ω em X, f : Ω→ X e seja g ∈ L1(Ω). Se

|fn(x)| ≤ g(x), q.t.p x ∈ Ω,∀n ∈ N

onde g é uma função integrável em Ω. Suponha que

lim
n→∞

fn(x) = f(x), q.t.p x ∈ Ω

Então,

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

Demonstração: Veja ([4], página 53).

2.1 Espaço das Distribuições

De�nição 2.2 Dada uma função contínua, ϕ : Ω ⊂ RN → R, onde Ω é um aberto,

denomina-se suporte de ϕ ao fecho em Ω do conjunto dos pontos x tais que ϕ (x) 6= 0.

Isto é

supp (ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ (x) 6= 0}
Ω
.

Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções de classe C∞ em Ω, com

suporte compacto em Ω.

2.1.1 Convergência em C∞0 (Ω)

Dado Ω como acima, considere o espaço vetorial topológico C∞0 (Ω). Diz-se que uma

seqüência (ϕν)ν∈N de funções em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) quando forem

satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um conjunto compacto K ⊂ Ω tal que

supp (ϕ) ⊂ K e supp (ϕν) ⊂ K, ∀ ν ∈ N

ii) Dαϕν −→ Dαϕ uniformemente em Ω para cada multi-índice α, quando ν → +∞.

O espaço vetorial C∞0 (Ω) munido da noção de convergência de�nida acima, será

representada por D (Ω) e denominado de espaço das funções testes .
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Denomina-se distribuição escalar sobre Ω a toda forma linear T : D (Ω) −→ R con-

tínua com respeito a topologia de D (Ω). Isto signi�ca que se uma seqüência (ϕν)ν∈N

convergir em D (Ω) para ϕ, então

T (ϕν) −→ T (ϕ) em R, quando ν → +∞.

O valor da distribuição T na função teste ϕ será representado por 〈T, ϕ〉.
O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real, denotado

por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω.

2.1.2 Convergência e Derivação em D′ (Ω)

De�nição 2.3 Diz-se que uma função u : Ω → R é localmente integrável em Ω quando

u é integrável à Lebesgue em todo compacto K ⊂ Ω. O espaço das funções localmente

integráveis é denotado por L1
loc(Ω). Em símbolos temos

u ∈ L1
loc(Ω)⇔

∫
K

|u(x)|dx <∞,

para todo compacto K ⊂ Ω.

A seqüência de distribuições escalares (Tν)ν∈N converge para a distribuição escalar T em

D′ (Ω) quando

〈Tν , ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉 em R,∀ϕ ∈ D (Ω) .

Com esta noção de convergência, D′ (Ω) é um espaço vetorial topológico e tem-se as

seguintes cadeias de imersões contínuas e densas

D (Ω) ↪→ Lp (Ω) ↪→ L1
loc (Ω) ↪→ D′ (Ω) para 1 ≤ p <∞.

Dada uma distribuição T sobre Ω e dado um multi-índice α ∈ NN de�ne-se a derivada

distribucional de ordem α de T como sendo a distribuição DαT : D (Ω)→ R dada por

〈DαT, ϕ〉 := (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 para todo ϕ ∈ D (Ω) .

2.2 Espaços de Sobolev

2.2.1 Convergência em Lp e no dual de Lp

Diz-se que uma seqüência (ϕν) converge para ϕ em Lp (Ω) se ‖ϕν − ϕ‖Lp(Ω) → 0, para

1 ≤ p ≤ ∞. Se p e q são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
q

= 1 com 1 ≤ p < ∞, então
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se veri�ca que o dual topológico de Lp (Ω), que será de notado por [Lp (Ω)]′, é o espaço

Lq (Ω). No caso de 1 ≤ p < ∞ o espaço vetorial Lp (Ω) é separável e, para 1 < p < ∞,

é re�exivo. Para a demonstração destes e outros fatos relacionados aos espaços Lp (Ω)

consulte Brezis [3]. Enunciaremos a seguir alguns resultados que serão úteis no decorrer

do trabalho.

Teorema 2.2 Sejam (fn)n∈N ⊂ Lp (Ω) e f ∈ Lp (Ω), tais que

‖fn − f‖Lp(Ω) −→ 0.

Então existe uma subseqüência (fnk)k∈N de (fn)n∈N que converge quase sempre para f em

Ω, e existe h ∈ Lp (Ω) tal que |fnk (x)| ≤ h (x), ∀k ∈ N quase sempre em Ω.

Demonstração: Veja ([3], página 58).

De�nição 2.4 Seja H um espaço de Hilbert. Chama-se base hilbertiana de H à seqüên-

cia de elementos (ωn) de H que veri�cam:

i) ‖ωn‖H = 1 ∀n, (ωn, ωm) = 0 ∀n,m, m 6= n;

ii) O espaço gerado pela (ωn)n∈N é denso em H.

Sejam m um número inteiro positivo e 1 ≤ p ≤ ∞. O espaço de Sobolev de ordem

m, denotado por Wm,p (Ω), é por de�nição o espaço vetorial das (classes de) funções em

Lp (Ω) para as quais suas derivadas de ordem α, no sentido das distribuições, pertencem

a Lp (Ω), para todo multi-índice α, com |α| ≤ m. O espaço Wm,p (Ω) será equipado com

a norma

‖u‖Wm,p(Ω) :=
( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

)1/p

, 1 ≤ p <∞

e quando p =∞, de�ne-se

‖u‖Wm,∞(Ω) :=
∑
|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω) .

Proposição 2.3 Os espaços lineares Wm,p (Ω) equipados das respectivas normas acima

são espaços de Banach.

O espaço Wm,p (Ω) é um espaço re�exivo se 1 < p <∞ e separável se 1 ≤ p <∞. No

caso particular em que p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é um espaço de Hilbert, que é denotado

por Hm (Ω). Isto é

Hm (Ω) =
{
u ∈ L2 (Ω) ;Dαu ∈ L2 (Ω) ,∀ |α| ≤ m

}
6



cuja norma e produto interno são dados respectivamente, por

‖u‖Hm(Ω) =
( ∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

)1/2

e ((u, v)) =
∑
|α|≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω)

O espaço Hm (Ω) com a estrutura topológica acima, é um espaço de Hilbert, continu-

amente imerso em L2 (Ω) .

De�nição 2.5 De�nimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω).

O dual topológico do espaço Wm,p
0 (Ω) é representado por W−m,q (Ω) se 1 ≤ p <∞ com

p e q índices conjugados. Se ϕ ∈ W−m,q (Ω) então ϕ
∣∣D(Ω) pertence a D′ (Ω). Quando

p = 2, Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual é o espaço denotado por H−m (Ω).

Observação 2.1 Identi�cando L2(Ω) com o seu dual, dos teoremas de imersão temos

que:

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) = (L2(Ω))′ ↪→ H−1(Ω);

e portanto 〈
f, u
〉
H−1×H1

0
= (f, u)L2 ,∀f ∈ L2(Ω),∀u ∈ H1

0 (Ω).

Observação 2.2 Uma caracterização do espaço H1
0 (Ω) que é muito útil é dada assim:

( veja Medeiros e Milla Miranda [11], página. 100),

H1
0 (Ω) = {u ∈ H1(Ω);u|Γ = 0}.

Lema 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω ⊂ RN um aberto limitado em al-

guma direção xi de RN , ( isto é, existe uma direção ei tal que |pri(Ω)| < C onde pri é a

projeção do RN sobre o eixo ei ). Então, existe uma constante CΩ > 0 tal que

‖u‖2
L2(Ω) ≤ CΩ ‖∇u‖2

L2(Ω)

para qualquer u ∈ H1
0 (Ω) .

Demonstração: Veja ([12], página 36).

Observação 2.3 Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H1
0 (Ω), as nor-

mas ‖u‖H1(Ω) e ‖∇u‖L2(Ω) são equivalentes.
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Dado um aberto Ω do RN denota-se por Lp (Ω) , 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das

(classes de) funções mensuráveis u : Ω −→ R tais que |u|p é integrável no sentido de

Lebesgue em Ω, equipado com a norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u (x)|p dx
)1/p

.

No caso p =∞ denota-se por L∞ (Ω) o espaço vetorial das (classes de) funções mensu-

ráveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe uma constante C > 0

tal que

|u (x)| ≤ C quase sempre em Ω,

onde quase sempre signi�ca a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espaço considera-se a seguinte norma

‖u‖L∞(Ω) = sup ess |u (x)| ∀u ∈ L∞ (Ω) .

O espaço Lp (Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, com sua respectiva norma, é um espaço de Banach.

Em particular, quando p = 2, tem-se que L2 (Ω) é um espaço de Hilbert cuja norma e

produto interno serão de�nidos e denotados, respectivamente por

‖u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2 dx
)1/2

e (u, v) =

∫
Ω

u (x) v (x) dx.

Lema 2.2.2 (Du Bois Raymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Considere a forma linear Tu

de�nida em D(Ω) como 〈
Tu, ϕ

〉
=

∫
Ω

uϕdx

para toda ϕ ∈ D(Ω). Então Tu ∈ D′(Ω) e se veri�ca que: Tu := 0⇔ u = 0 quase sempre

em Ω.

Demonstração: Veja ([12], página 10).

Lema 2.2.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q tais que 1
p
+ 1
q

= 1 e f ∈ Lp(Ω)

e g ∈ Lq(Ω). Então fg ∈ L1(Ω) e∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração: Veja ([3], página 56).
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Observação 2.4 A desigualdade de Cauchy-Schwartz, freqüentemente utilizada neste

trabalho, é um caso particular da Desigualdade de Hölder, mais especi�camente, quando

p = q = 2.

Lema 2.2.4 (Desigualdade de Young) Sejam a, b ≥ 0 e p, q > 0 tais que 1
p

+ 1
q

= 1.

Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Para p = q = 2 tem-se, também, a chamada desigualdade de Young com γ. Isto é, seja

γ > 0, então, sob as mesmas condições do Lema anterior vale a desigualdade

ab ≤ γa2

2
+
b2

2γ
.

O resultado é obtido tomando
√
γa e b√

γ
na desigualdade de Young. Este resultado será

usado com freqüência no desenvolvimento do trabalho.

Demonstração: Veja ([3], página 56).

Lema 2.2.5 Sejam a, b, c números reais e q ∈ N. Então vale a seguinte desigualdade:

|a+ b+ c|q ≤ 2qmax{2q, 1}(|a|q + |b|q + |c|q).

Demonstração: De fato, fazendo d = b+ c vem que :

|a+ b+ c|q = |a+ d|q ≤ (|a|+ |d|)q ≤ 2qmax{|a|q, |d|q}

≤ 2q(|a|q + |d|q) ≤ 2q(|a|q + 2q(|b|q + |c|q))

≤ 2qmax{2q, 1}(|a|q + |b|q + |c|q).

2.3 Espaços Lp (0, T ;X) e Distribuições Vetoriais

Seja X um espaço de Banach real com a norma ‖·‖X , T um número real positivo e χE

a função característica do conjunto E ⊆ (0, T ). Uma função vetorial ϕ : (0, T ) −→ X, é

dita simples quando assume apenas um número �nito de valores distintos em X. Dada

uma função simples ϕ : (0, T ) −→ X com representação canônica

ϕ (t) =
k∑
i=1

χEi(t)ϕi,
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onde Ei ⊂ (0, T ) é mensurável, i = 1, 2, ..., k, dois a dois disjuntos e ϕi ∈ X, i = 1, 2, ..., k.

De�ne-se a integral de ϕ como sendo o vetor de X dado por∫ T

0

ϕ (t) dt =
k∑
i=1

µ (Ei)ϕi.

Diz-se que uma função vetorial u : (0, T ) −→ X é Bochner integrável

(B -integrável) se existir uma seqüência (ϕν)ν∈N de funções simples tal que:

i) ϕν −→ u em X, q.s. em (0, T );

ii) lim
k,m→∞

∫ T

0

‖ϕk (t)− ϕm (t)‖X dt = 0.

Uma função vetorial u : (0, T ) ⊂ R −→ X é fracamente mensurável quando a função

numérica t 7→ 〈Φ, u (t)〉 for mensurável, ∀Φ ∈ X ′, onde X ′ é o dual topológico de X. Diz-

se que u é fortemente mensurável quando u for limite quase sempre de uma seqüência

(ϕν)ν∈N de funções simples. Em particular, quando u for fortemente mensurável, então

a aplicação t 7→ ‖u (t)‖X é mensurável à Lebesgue.

Denota-se por Lp (0, T ;X), 1 ≤ p < ∞, o espaço vetorial das (classes de) funções

u : (0, T ) −→ X fortemente mensuráveis e tais que a função t 7→ ‖u (t)‖pX é integrável à

Lesbegue em (0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
)1/p

.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;H) é também um

espaço de Hilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;H) =

∫ T

0

(u (s) , v (s))H ds.

Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções

u : (0, T ) ⊂ R −→ X que são fortemente mensuráveis e tais que t 7→ ‖u (t)‖X ∈ L∞ (0, T ).

A norma em L∞ (0, T ;X) é de�nida por

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈(0,T )

‖u (t)‖X .

QuandoX é re�exivo e separável e 1 < p <∞, então Lp (0, T ;X) é um espaço re�exivo

e separável, cujo dual topológico se identi�ca ao espaço de Banach Lp
′
(0, T ;X ′), onde p
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e p′ são índices conjugados, isto é, 1
p

+ 1
p′

= 1. Mais precisamente, mostra-se que para

cada u ∈ [Lp (0, T ;X)]′, existe ũ ∈ Lp′ (0, T ;X ′) tal que

〈u, ϕ〉(Lp(0,T ;X))′×Lp(0,T ;X) =

∫ T

0

〈ũ (t) , ϕ (t)〉X′×X dt.

No caso, p = 1, o dual topológico do espaço L1 (0, T ;X) se identi�ca ao espaço L∞ (0, T ;X ′).

O espaço das aplicações lineares e contínuas de D (0, T ) em X é denominado espaço

das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores em X, o qual será denotado por

D′ (0, T ;X).

De�nição 2.6 Seja T ∈ D′ (0, T ;X). A derivada de ordem n é de�nida como sendo a

distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X dada por〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ϕ ∈ D (0, T ) .

Por C0 ([0, T ] ;X), 0 < T < ∞ representa-se o espaço de Banach das funções contí-

nuas u : [0, T ] −→ X munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C0([0,T ];X) = max
t∈[0,T ]

‖u (t)‖X .

Por C0
w ([0, T ] ;X) denota-se o espaço das funções u : [0, T ] −→ X fracamente contínuas ,

isto é, a aplicação t 7→ 〈v, u (t)〉X′,X é contínua em [0, T ] ,∀v ∈ X ′.
Quando X = H é um espaço de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicação t 7−→ (u (t) , v)H para ∀v ∈ H.

Teorema 2.3 (Aubin-Lions) Sejam B0, B, B1 espaços de Banach tais que

B0
c
↪→ B ↪→ B1

onde B0 e B1 são re�exivos, ↪→ denota a imersão contínua e a imersão de B0 em B é

compacta. De�namos

W = {u ∈ Lp0 (0, T ;B0) ; u′ ∈ Lp1 (0, T ;B1)} ,

onde 1 < p0, p1 <∞ e T < +∞, munido da norma

‖u‖W = ‖u‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖u′‖Lp1 (0,T ;B1) .

Então W é um espaço de Banach e a imersão de W em Lp0 (0, T ;B) é compacta.
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Demonstração: Veja Lions ([9], página 58).

Corolário 2.1 (J.Simon) Sejam X,B, Y espaços de Banach tais que

X
c
↪→ B ↪→ Y

onde X,B e Y são re�exivos, ↪→ denota a imersão contínua e a imersão de X em

B é compacta.

Seja F limitada em L∞(0, T ;X) e ∂F
∂t

limitada em Lr(0, T ;Y ) onde r > 1. Então F é

relativamente compacto em C([0, T ];B).

Demonstração: Veja ([18], página 85).

Observação 2.5 Como conseqüência do Teorema de Aubin-Lions 2.3 podemos estabele-

cer a seguinte a�rmação: se (uν)ν∈N é uma seqüência limitada em L2 (0, T ;B0) e (u′ν)ν∈N

é uma seqüência limitada em L2 (0, T ;B1) então (uν)ν∈N é limitada em W . Daí, segue

que existe uma subseqüência (uνk)k∈N de (uν)ν∈N tal que uνk −→ u forte em L2 (0, T ;B) .

Lema 2.3.1 (J.L.Lions) Seja Q um aberto limitado do RN
x × Rt, gm e g funções de

Lq(Q), 1 < q < +∞, tal que ‖gm‖Lq(Q) ≤ C, gm → g quase sempre em Q. Então gm ⇀ g

na topologia fraca de Lq(Q).

Demonstração: Veja Lions([9], página 12)

2.4 Outros Resultados Úteis

De�nição 2.7 Uma forma bilinear a(·, ·) : H × H → R é contínua se existe c > 0 de

modo que

|a(u, v)| ≤ c‖u‖‖v‖∀u, v ∈ H

sendo a(·, ·) forma bilinear, se diz que ela é coerciva se existe α > 0 tal que

a(u, u) ≥ α‖u‖2,∀u ∈ H.

Lema 2.4.1 (Lax-Milgram) Seja H espaço de Hilbert, f ∈ H ′ e a(u, v) uma forma

bilinear contínua e coerciva sobre H ×H. Então, existe uma única u ∈ H tal que

a(u, v) = (f, v),∀v ∈ H.

Demonstração: Veja H.Brezis ([3], página 84).
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De�nição 2.8 Um operador diferencial de ordem 2m, (m ∈ N) da forma

Lu =
∑
|α|≤m

Cα(x)D2αu, x ∈ Ω

é chamado de operador uniformemente elíptico se existe uma constante C > 0 tal que

∑
|α|≤m

Cα(x)ξ2α ≥ C|ξ|2m

para todo ξ ∈ Rn e para todo x ∈ Ω.

Teorema 2.4 (Regularidade Elíptica) Sejam L um operador diferencial uniforme-

mente elíptico de ordem 2m,m ∈ N, de�nido em um aberto regular Ω ⊆ Rn e u ∈ D′(Ω),

sendo D′(Ω) o espaço das distribuições sobre Ω. Seja u solução de Lu = f, no sentido

distribucional, com f ∈ L2(Ω). Então, u ∈ H2m(Ω).

Demonstração: Veja [2].

Lema 2.4.2 Seja f ∈ H−1(0, L). Se w ∈ H2
0 (0, L) satisfaz∫ L

0

wxxϕxxdx =
〈
f, ϕ

〉
H−1×H1

0
, ∀ϕ ∈ W

então

w ∈ H3(0, L),

onde
〈
·, ·
〉
H−1×H1

0
representa a dualidade entre H−1 e H1

0 e

W = {ϕ ∈ H2(0, L) ∩H1
0 (0, L);ϕ(0) = ϕ(L) = ϕx(0) = ϕx(L) = 0}.

Demonstração: Veja ([8], página 188).

A �m de simpli�car as notações, algumas vezes usaremos Ω em vez de (0, L) e em al-

guns casos omitiremos o conjunto Ω. Por exemplo, ao escrevermos H1
0 ×H2, entendesse

H1
0 (0, L)×H2(0, L).

Lema 2.4.3 O operador (I − ∂2

∂x2
)−1 : L2(Ω) 7−→ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) é limitado.

Demonstração: Devemos mostrar que existe c > 0 tal que:

‖(I − ∂2

∂x2
)−1f‖H2 ≤ c‖f‖, ∀f ∈ L2(Ω).
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Para isto, seja f ∈ L2(Ω) e considere o sistema{
u− uxx = f ⇐⇒ u = (I − ∂2

∂x2
)−1f

u(0) = u(L) = 0.

Na equação multiplique por u e integre de 0 a L.∫ L

0

u2dx−
∫ L

0

uxxudx =

∫ L

0

fudx.

Integrando por partes obtemos∫ L

0

u2dx+

∫ L

0

u2
xdx =

∫ L

0

fudx ≤ ‖f‖‖u‖

assim

‖u‖2 + ‖ux‖2 ≤ ‖f‖‖u‖

‖u‖2
H1 ≤ ‖f‖‖u‖ ≤ c1‖f‖‖u‖H1

cancelando

‖u‖H1 ≤ c1‖f‖.

De outro lado

uxx = u− f

‖uxx‖ ≤ ‖f‖+ ‖u‖

‖uxx‖ ≤ ‖f‖+ c2‖u‖H1 ≤ ‖f‖+ c1c2‖f‖

assim

‖uxx‖ ≤ c‖f‖

‖u‖H2 ≤ c‖f‖.

Portanto

‖(I − ∂2

∂x2
)−1f‖H2 ≤ c‖f‖

Lema 2.4.4 O operador ∂
∂x

(I − ∂2

∂x2
)−1 : L2(Ω) 7−→ H1

0 (Ω) é limitado.

Demonstração: Devemos mostrar que existe c > 0 tal que:

‖ ∂
∂x

(I − ∂2

∂x2
)−1f‖H1 ≤ c‖f‖, ∀f ∈ L2(Ω).
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Para isto considere o problema:{
u− uxx = f ∈ L2(Ω)⇐⇒ u = (I − ∂2

∂x2
)−1f ∈ H1

0 (Ω) ∩H2(Ω)

u(0) = u(L) = 0.

Logo, ux ∈ H1(Ω). Então

‖ux‖2
H1 = ‖ux‖2 + ‖uxx‖2 ≤ c1‖f‖2 + ‖uxx‖2

≤ c1‖f‖2 + c‖f‖2

≤ c3‖f‖2

ou seja

‖ux‖H1 ≤ c4‖f‖.

Portanto

‖ ∂
∂x

(I − ∂2

∂x2
)−1f‖H1 ≤ c‖f‖.

Lema 2.4.5 O operador (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
: L2(Ω) 7−→ H1

0 (Ω) é limitado.

Demonstração: Devemos mostrar que existe c > 0 tal que:

‖(I − ∂2

∂x2
)−1∂u

∂x
‖H1

0
≤ c‖u‖, ∀u ∈ L2(Ω).

Para isto considere o problema{
(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂u

∂x
= f ∈ H1

0 (Ω)⇐⇒ ∂u
∂x

= (I − ∂2

∂x2
)f ∈ H−1(Ω)

u ∈ L2(Ω).

Logo dado ϕ ∈ H1
0 (Ω) temos

〈
ux, ϕ

〉
H−1×H1

0
=
〈
(I − ∂2

∂x2
)f, ϕ

〉
H−1×H1

0〈
ux, ϕ

〉
H−1×H1

0
=
〈
f, ϕ

〉
H−1×H1

0
+
〈
fx, ϕx

〉
H−1×H1

0

−(u, ϕx) = (f, ϕ)H1
0

+ (fx, ϕx)

em particular para ϕ = f

| − (u, fx)| = (f, f)H1
0

+ (fx, fx) = ‖f‖2
H1

0
+ ‖fx‖2 ≥ c‖f‖2

H1
0
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isto é

‖f‖2
H1

0
≤ C‖f‖H1

0
‖u‖ ⇒ ‖f‖H1

0
≤ c‖u‖.

Portanto

‖(I − ∂2

∂x2
)−1∂u

∂x
‖H1

0
≤ c‖u‖, ∀u ∈ L2(Ω).

Lema 2.4.6 O operador (I − ∂2

∂x2
)−1 : H−2(Ω) 7−→ L2(Ω) é limitado.

Demonstração: Devemos mostrar que existe c > 0 tal que:

‖(I − ∂2

∂x2
)−1f‖ ≤ c‖f‖H−2 , ∀f ∈ H−2(Ω).

Pelo lema 2.4.3, sabemos que o problema{
−vxx = f ∈ L2(Ω)

v(0) = v(L) = 0

tem uma única solução v ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω) ↪→ L2(Ω).

Dado f ∈ H−2(Ω). Considere o problema{
u− uxx = f ∈ H−2(Ω)⇐⇒ u = (I − ∂2

∂x2
)−1f

u ∈ L2(Ω).

Seja v 6= 0, v ∈ H2 ∩H1
0 então〈

u, v
〉
−
〈
uxx, v

〉
=
〈
f, v
〉
H−2×H2〈

−vxx, v
〉
−
〈
u, vxx

〉
=
〈
f, v
〉
H−2×H2〈

vx, vx
〉

+
〈
vxx, vxx

〉
=
〈
f, v
〉
H−2×H2

‖v‖2
H2 = ‖vx‖2 + ‖vxx‖2 =

〈
f, v
〉
≤ |
〈
f, v
〉
| ≤ ‖f‖H−2‖v‖H2

como v 6= 0 e − vxx = u. Então

‖(I − ∂2

∂x2
)−1f‖ = ‖u‖ ≤ c‖f‖H−2 , ∀f ∈ H−2(Ω).

Lema 2.4.7 Se f ∈ H3(Ω) então ∂3

∂x3
(I − ∂2

∂x2
)−1f = (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂3

∂x3
f.
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Demonstração: A igualdade acima equivale a mostrar que:

(I − ∂2

∂x2
)
∂3

∂x3
(I − ∂2

∂x2
)−1f︸ ︷︷ ︸

g

=
∂3

∂x3
f, ∀f ∈ H3(Ω).

Denotando por

g = (I − ∂2

∂x2
)−1f ⇒ f = g − gxxx

como

f ∈ H3(Ω)⇒ fxxx = gxxx − gxxxxx

assim

(I − ∂2

∂x2
)gxxx = gxxx − gxxxxx = fxxx =

∂3

∂x3
f.

Portanto
∂3

∂x3
(I − ∂2

∂x2
)−1f = (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

3

∂x3
f, ∀f ∈ H3(Ω).

Lema 2.4.8 Se θ ∈ H1
0 (Ω) então ∂

∂x
(I − ∂2

∂x2
)−1θ = (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
θ.

Demonstração: A igualdade acima equivale mostrar que:

(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
(I − ∂2

∂x2
)−1θ︸ ︷︷ ︸

β

=
∂

∂x
θ, ∀θ ∈ H1

0 (Ω).

Denotando por

β = (I − ∂2

∂x2
)−1θ ⇒ θ = β − βxx

como

θ ∈ H1
0 (Ω)⇒ θx = βx − βxxx

assim

(I − ∂2

∂x2
)βx = βx − βxxx = θx =

∂

∂x
θ.

Portanto
∂

∂x
(I − ∂2

∂x2
)−1θ = (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
θ, ∀θ ∈ H1

0 (Ω).

Lema 2.4.9 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Seja η (·) uma fun-

ção não negativa, absolutamente contínua em [0, T ].
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i) Se η satisfaz a desigualdade diferencial

η′ (t) ≤ ψ (t) + ϕ (t) η (t) , q.s. em [0, T ] (2.1)

onde ϕ (t) e ψ (t) são funções não negativas e integráveis em [0, T ], então

η (t) ≤ e

∫ t
0
ϕ(s)ds

[
η (0) +

∫ t

0

ψ (s) e−
∫ s

0
ϕ(r)drds

]
≤ e

∫ t
0
ϕ(s)ds

[
η (0) +

∫ t

0

ψ (s) ds

] (2.2)

para todo 0 ≤ t ≤ T .

ii) Em particular, se η′ ≤ ϕη em [0, T ] e η (0) = 0, então

η ≡ 0 em [0, T ]

Demonstração: Multiplicando ambos os membros de (2.1) por e−
∫ s

0
ϕ(r)dr tem-se

d

ds

(
η (s) e−

∫ s
0
ϕ(r)dr

)
= (η′ (s)− ϕ (s) η (s)) e−

∫ s
0
ϕ(r)dr ≤ ψ (s) e−

∫ s
0
ϕ(r)dr

para 0 ≤ t ≤ T quase sempre.

Conseqüentemente, para cada 0 ≤ t ≤ T , conclui-se

η (t) = e

∫ s
0
ϕ(r)dr

[
η (0) +

∫ t

0

e−
∫ s

0
ϕ(r)drψ (s) ds

]
≤ e

∫ s
0
ϕ(r)dr

[
η (0) +

∫ t

0

ψ (s) ds

]
quase sempre em [0, T ].

Lema 2.4.10 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral) Sejam u, ϕ, ψ funções

reais contínuas não negativas em [0, T ] satisfazendo

u (t) ≤ ϕ (t) +

∫ t

0

ψ (σ)u (σ) dσ, ∀t ∈ [0, T ]. (2.3)

Então tem-se

u (t) ≤ ϕ (t) +

∫ t

0

ψ (s)ϕ (s) e

∫ t
s
ψ(τ)dτds, ∀t ∈ [0, T ].

Demonstração: Considerando o funcional auxiliar

η (t) =

∫ t

0

ψ (s)u (s) ds.

Assim, de (2.3)

η′ (t) = ψ (t)u (t) ≤ ψ (t) (ϕ (t) + η (t)) . (2.4)
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De�nindo

F (t) = η (t) e−
∫ t
0 ψ(τ)dτ (2.5)

obtém-se

F ′ (t) = −ψ (t) η (t) e−
∫ t
0 ψ(τ)dτ + η′ (t) e−

∫ t
0 ψ(τ)dτ

portanto usando (2.4)

F ′ (t) ≤ ψ (t)ϕ (t) e−
∫ t
0 ψ(τ)dτ .

Integrando ambos os membros,

F (t) ≤
∫ t

0

ψ (s)ϕ (s) e−
∫ s
0 ψ(τ)dτds,

pois F (0) = 0. De (2.5) obtém-se

η (t) ≤
∫ t

0

ψ (s)ϕ (s) e
∫ t
s ψ(τ)dτds,

mas de (2.3) u (t)− ϕ (t) ≤ η (t) e assim

u (t) ≤ ϕ (t) +

∫ t

0

ψ (s)ϕ (s) e
∫ t
s ψ(τ)dτds

e obtém-se o resultado desejado.

2.5 Teoria de Semigrupos

Uma família {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados de X → X se denomina

semigrupo de operadores se

T (t+ s) = T (t)T (s) ∀ t, s ≥ 0,

T (0) = I.

O espaço X é um espaço vectorial normado e completo, logo é um espaço de Banach.

De�nição 2.9 Uma família {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados num espaço de

Banach X, é chamado semigrupo fortemente contínuo se

(i) T (0) = I, (I é o operador identidade em X),

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) para todo t, s ≥ 0 (propriedade de semigrupos),

(iii) A função (x, t)→ T (t)x ∈ X é contínua em cada ponto (x, t) ∈ X × [0,+∞).
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Observação 2.6 Como conseqüência do Teorema da limitação uniforme de Banach se

sabe que (iii) vale, se e somente se, para cada elemento x ∈ X,T (t)x → x quando

t→ 0+.

De�nição 2.10 O operador linear A : D(A) ⊆ X → X de�nido como

Ax := lim
t→0+

T (t)x− x
t

para todo x ∈ D(A),

onde

D(A) = { x ∈ X : lim
t→0+

T (t)x− x
t

existe }

é chamado o gerador in�nitesimal do semigrupo {T (t)}t≥0.

Chamaremos de semigrupo de classe C0 ou simplesmente semigrupo C0 a um semigrupo

fortemente contínuo. Algumas vezes denotaremos T (t) por eAt, onde A é seu gerador

in�nitesimal.

De�nição 2.11 Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T (t)}t≥0, é dito uni-

formemente contínuo se

lim
t→0+
‖T (t)− I‖L(X,X) = 0.

Teorema 2.5 Sejam {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 semigrupos fortemente contínuos de opera-

dores lineares limitados. Suponha que

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Demonstração: Veja ([6], página 15).

Teorema 2.6 Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 em um espaço de Banach X e

A seu gerador in�nitesimal. Então se veri�cam:

(a) Para todo x ∈ X, temos que

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.

(b) Para todo x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.
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(c) Para todo x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Em particular, a função u = T (t)x satisfaz
d

dt
u = Au.

Demonstração: Veja ([6], página 13).

Observação 2.7 Seja {T (t)}t≥0 um Semigrupo C0 em um espaço de Banach X e A seu

gerador in�nitesimal. Então a função u(t) = T (t)x é a única solução para o problema de

Cauchy abstrato 
du

dt
= Au

u(0) = x.
(2.6)

Além disso u(t) tem a seguinte regularidade:

Se x ∈ X ⇒ u ∈ C([0,∞);X), (2.7)

Se x ∈ D(A)⇒ u ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);X). (2.8)

De�nição 2.12 Um semigrupo {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados em X é cha-

mado de semigrupo de contrações, se

‖T (t)‖L(X,X) ≤ 1 para todo t ≥ 0.

De�nição 2.13 Dizemos que um semigrupo C0, {T (t)}t≥0, é exponencialmente estável

se existem constantes positivas µ e M ≥ 1 tais que

||T (t)||L(X,X) ≤Me−µt, ∀t ≥ 0. (2.9)

Teorema 2.7 Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0. Então existem constantes

ω ≥ 0 e M ≥ 1 tais que

‖T (t)‖L(X,X) ≤ Meωt para todo 0 ≤ t <∞.

Demonstração: Veja ([6], página 10).

De�nição 2.14 Um operador linear A de�nido em um espaço de Hilbert X, se diz que

é dissipativo se, para todo x ∈ D(A),

Re(Ax, x) ≤ 0, (2.10)

onde (. , .) denota o produto interno de X.
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Uma caracterização útil dos operadores dissipativos é a seguinte:

Teorema 2.8 Um operador linear A num espaço de Hilbert é dissipativo se existe λ > 0

tal que:

‖(λI − A)x‖L(X,X) ≥ λ‖x‖ ∀ x ∈ D(A).

Demonstração: Veja ([6], página 38)

2.5.1 Semigrupos C0 gerados por operadores dissipativos

Tendo um gerador A de um semigrupo {T (t)}t≥0, a observação (2.7) nos garante a

existência de uma única solução para o problema (2.6) dada por u(t) = T (t)x. Este fato

nos diz que é fundamental conhecer as condições necessárias e su�cientes para que dado

um operador A, de�nido em um espaço de Hilbert X, ele seja o gerador in�nitesimal

de algum semigrupo T (t) tal que u = T (t)x seja a solução de (2.6). Neste contexto

apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.

Teorema 2.9 (Hille-Yosida) Um operador linear (não limitado) A é o gerador in�ni-

tesimal de um semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 se, e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e, para todo λ > 0,

‖R(λ;A)‖L(X;X) ≤
1

λ
.

Demonstração: Veja ([14], página 8).

Teorema 2.10 Para que um operador linear A, de�nido em D(A) ⊂ X e com valores em

X seja o gerador in�nitesimal de um semigrupo S de classe C0, é necessário e su�ciente

que :

(i) A seja fechado e D(A) = X;

(ii) Existam números reais M e ω tais que para cada real λ > ω se tenha λ ∈ ρ(A) e

‖R(λ;A)n‖L(X;X) ≤
M

(λ− ω)n
, , ∀n = 1, 2, ...

Demonstração: Veja ([6], página 32).
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Teorema 2.11 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear num espaço de Hilbert X

com domínio D(A) denso em X.

(i) Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0 tal que a imagem de λ0I −A é todo o espaço

X, isto é, R(λ0I −A) = X, então A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de

classe C0 de contrações em X.

(ii) Se A é gerador in�nitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações em X,

então R(λI − A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Demonstração: Veja ([14], página 14).

2.6 Problema Semilinear Abstrato

Consideremos o seguinte problema de valor inicial

(?)

{
du
dt

= Au+ Fu; em [0,T]

u(0) = u0

em um espaço normado H, em que F é uma aplicação de H em H, u0 ∈ H um valor

inicial dado e A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contrações.

De�nição 2.15 Se u ∈ C([0, T ];H) satisfaz o problema (?), a solução u é dita solução

fraca ou mild solution. Se u ∈ C1([0, T ];H) ∩ C([0, T ];D(A)), a solução de (?) é dita

clássica. Em ambos os casos, u satisfaz a equação integral

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)F (u(s))ds. (2.11)

De�nição 2.16 Seja H espaço de Banach. Uma aplicação F : H → H é dita Lips-

chitz contínua sobre conjuntos limitados, se para cada constante positiva M existe uma

constante positiva LM tal que

‖F (v)− F (u)‖H ≤ LM‖v − u‖H

para todo u, v ∈ H tal que ‖u‖H ≤M e ‖v‖H ≤M.

Para a aplicação F de�nida acima, isto é, F uma aplicação Lipschitz contínua sobre

conjuntos limitados, são válidos os resultados abaixo.
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Teorema 2.12 Para cada u0 ∈ H, existe 0 < T < ∞ e uma única solução fraca u de

(?) de�nida em [0, T ]. Isto é, u ∈ C([0, T ];H) e (2.11) é válida para todo t ∈ [0, T ].

Demonstração: Seja E = C([0, T ], H) com a norma usual e T > 0 a ser escolhido

convenientemente. Vamos de�nir o conjunto

K = {u ∈ E; ‖u(t)‖ ≤ ‖u0‖+ 1, ∀ t ∈ [0, T ]}.

Assim, K é um subconjunto fechado do espaço de Banach E.

Agora, para u ∈ K, podemos concluir φ(u) ∈ E sendo φ dada por

φ(u)(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)F (u(s))ds, t ∈ [0, T ]

com {S(t)}t≥0 o semigrupo de contrações gerado pelo operador A dado no problema (?)

Também da de�nição 2.16 temos que

‖φ(v)− φ(u)‖E ≤ LT‖v − u‖E, (2.12)

para todo u, v ∈ K, sendo L = LM com M = ‖u0‖+ 1. De fato, sendo u, v ∈ K, então

‖φ(v)− φ(u)‖ = sup
0≤t≤T

‖
∫ t

0

S(t− s)F (u(s))ds−
∫ t

0

S(t− s)F (v(s))ds‖

≤ sup
0≤t≤T

∫ t

0

‖F (u(s))− F (v(s))‖ds

≤ sup
0≤t≤T

∫ t

0

LM‖u(s)− v(s)‖ds

≤
∫ t

0

LM‖u(s)− v(s)‖ds ≤ TLM‖u− v‖E,

onde temos usado o fato que F é localmente Lipschitz com M = ‖u0‖+ 1.

Vamos provar que φ(K) ⊆ K se T (‖F (0)‖+ L(‖u0‖+ 1)) ≤ 1. Com efeito,

‖φ(u)(t)‖ ≤ ‖u0‖+

∫ t

0

‖F (u(s))‖ds, t ∈ [0, T ].

Usando o fato de que u ∈ K, a desigualdade abaixo é válida

‖F (u(s))− F (0)‖ ≤ L‖u(s)‖ ≤ L(‖u0‖+ 1),

para s ∈ [0, T ], L = LM e M = ‖u0‖+ 1. Então obtemos

‖φ(u)(t)‖ ≤ ‖u0‖+ T (‖F (0)‖+ L(‖u0‖+ 1)), t ∈ [0, T ].
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Assim, tomando T su�cientemente pequeno tal que

T (‖F (0)‖+ L(‖u0‖+ 1)) < 1 (2.13)

resulta que φ(u) ∈ K. Assim, com a condição (2.13) sobre T, φ atua de K em K.

A condição (2.13) sobre T implica que TL < 1. Então, a estimativa (2.12) diz que

φ : K → K é contração. Por tanto φ tem um único ponto �xo u ∈ K. Este u é uma

solução fraca do problema (?).

A unicidade de u segue da de�nição 2.16 e da desigualdade de Gronwall.

Agora, enunciaremos o resultado principal para solubilidade da existência do nosso

problema em questão

Teorema 2.13 Seja F : H → H Lipschitz contínua sobre conjuntos limitados. Então,

para toda u0 ∈ H existe u solução fraca de (?) em [0, T ] e esta pode ser estendida em

uma solução maximal sobre [0, Tmax[ com

Tmax = +∞ ou Tmax < +∞ e lim
t→Tmax

‖u(t)‖H = +∞.

No caso Tmax = +∞, u é dita solução Global e no caso Tmax < +∞ dizemos que u

explode (ou que tem blow up) quando t se aproxima do tempo �nito Tmax.
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Capítulo 3

Existência e Unicidade de solução

global

3.1 Existência de Soluções

Vamos reformular, formalmente, o sistema (1.1)-(1.3) para poder usar teoria de se-

migrupos e mostrar a existência de soluções para este modelo. De fato, consideremos o

problema (1.1)-(1.3) com solução {u,w, θ} e α, µ0, ε > 0. Seja o espaço de Hilbert

X = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H2

0 (Ω)×H1
0 (Ω)× L2(Ω)

com a norma ‖.‖X dada por

‖(u, v, w, z, θ)‖2
X = µ0‖ux‖2 + ε‖v‖2 + ‖wxx‖2 + ‖z‖2 + ‖zx‖2 + ‖θ‖2

onde ‖.‖ denota a norma em L2(Ω). Reescreveremos (1.1)− (1.3) da seguinte forma



ut = v

εvt = εutt = µ0[ux + 1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv

wt = z

(I − ∂2

∂x2
)zt = (I − ∂2

∂x2
)wtt = wtt − wxxtt = −wxxxx + [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx

θt = θxx + zxx,

isto é, {
BUt = AU +N(U)

U(0) = U0 = (u0, u1, w0, w1, θ0)τ ∈ X,
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onde

B =



1 0 0 0 0

0 ε 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 (I − ∂2

∂x2
) 0

0 0 0 0 1


, A =



0 1 0 0 0

µ0
∂2

∂x2
0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 − ∂4

∂x4
0 − ∂2

∂x2

0 0 0 ∂2

∂x2
∂2

∂x2



N(U) =



0

µ0[1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv

0[
f(u,w)

]
x
− g(u,w)

0


, U =



u

v

w

z

θ


. (3.1)

A�rmação : (I − ∂2

∂x2
) : H1

0 (Ω) ∩H2(Ω) 7→ L2(Ω) satisfaz Ker(I − ∂2

∂x2
) = {0}.

Demonstração: De fato, seja z ∈ Ker(I − ∂2

∂x2
)⇔ (I − ∂2

∂x2
)z = 0,

isto é, {
zxx = z

z(0) = z(L) = 0.

Logo, z(x) = c1e
x + c2e

−x e assim{
z(0) = c1 + c2 = 0

z(L) = c1e
L + c2e

−L = 0

de onde se deduz que c1 = c2 = 0, ou seja; que z = 0.

Portanto, o operador (I − ∂2

∂x2
) é injetivo, ou seja, existe (I − ∂2

∂x2
)−1. Assim podemos

de�nir a matriz Ã da forma:

Ã := B−1A =



0 1 0 0 0

ε−1µ0
∂2

∂x2
0 0 0 0

0 0 0 1 0

0 0 −(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂4

∂x4
0 −(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂2

∂x2

0 0 0 ∂2

∂x2
∂2

∂x2


. (3.2)

Problema Linear:

Vamos a estudar primeiramente o caso N ≡ 0, ou seja,{
Ut = ÃU

U(0) = U0 ∈ X.
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Sabemos por de�nição que

D(Ã) = {U ∈ X; ÃU ∈ X}.

Então, seja U ∈ D(Ã), isto é, U ∈ X e ÃU ∈ X. Logo,

u ∈ H1
0 (Ω)

v ∈ L2(Ω)

w ∈ H2
0 (Ω)

z ∈ H1
0 (Ω)

θ ∈ L2(Ω)

e

(1) v ∈ H1
0 (Ω)

(2) ε−1µ0uxx ∈ L2(Ω)

(3) z ∈ H2
0 (Ω)

(4) −(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂4

∂x4
w − (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂2

∂x2
θ ∈ H1

0 (Ω)

(5) zxx + θxx ∈ L2(Ω).

De (2) podemos considerar o problema{
−ε−1µ0uxx = g ∈ L2(Ω)

u(0) = u(L) = 0,

o qual pode ser solucionado usando o Lema 2.4.1 (Lax-Milgram). De fato, formalmente

multiplicando por ϕ ∈ H1
0 (Ω) e integrando de 0 a L obtemos

−ε−1

∫ L

0

µ0uxxϕdx =

∫ L

0

gϕdx.

Logo, integrando por partes

ε−1

∫ L

0

µ0uxϕxdx =

∫ L

0

gϕdx. (3.3)

Mostremos que (3.3) tem uma única solução. Sejam

a : H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)→ R e F : H1
0 (Ω)→ R
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de�nidas por

a(u, ϕ) = ε−1

∫ L

0

µ0uxϕxdx,

F (ϕ) =
〈
F, ϕ

〉
=

∫ L

0

gϕdx.

A�rmação 1 : ‖u‖2 ≤ 2L‖ux‖2

Demonstração: De fato

(u(x))2 = (

∫ x

0

u′(s)ds+ u(0))2 ≤ 2((

∫ x

0

u′(s)ds)2 + u(0)2)

e como u(0) = 0, então

(u(x))2 ≤ 2(

∫ L

0

u′(x)dx)2.

Integrando sobre Ω = (0, L)∫ L

0

(u(x))2dx ≤ 2L(

∫ L

0

u′(x)dx)2 ⇒ ‖u‖2 ≤ 2L‖ux‖2.

Observe também que

‖u‖2
H1

0
= ‖u‖2 + ‖ux‖2 ≤ 2L‖ux‖2 + ‖ux‖2 = (2L+ 1)‖ux‖2,

isto é,

‖ux‖2 ≥ 1

2L+ 1
‖u‖2

H1
0
.

A�rmação 2 : a é contínua.

Demonstração: De fato, pela desigualdade de Hölder temos

|a(u, ϕ)| ≤ ε−1µ0

∫ L

0

|ux||ϕx|dx ≤ C1‖ux‖‖ϕx‖ ≤ C‖u‖H1
0
‖ϕ‖H1

0

para todo u ∈ H1
0 (Ω), ϕ ∈ H1

0 (Ω).

A�rmação 3 : a é coerciva.

Demonstração:

a(u, u) = ε−1µ0

∫ L

0

u2
xdx = ε−1µ0‖ux‖2 ≥ ε−1µ0

2L+ 1
‖u‖2

H1
0

A�rmação 4 : F é contínua.

Demonstração: Novamente pelas desigualdades de Hölder e Poincaré , temos

|
〈
F, ϕ

〉
| ≤

∫ L

0

|g||ϕ|dx ≤ ‖g‖‖ϕ‖ ≤ Cp‖g‖‖ϕx‖ ≤ C‖g‖‖ϕ‖H1
0
.
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Claramente, F é linear e a é bilinear. Então, pelo Lema 2.4.1 (Lax Milgram), existe

uma única u ∈ H1
0 (Ω), tal que

a(u, ϕ) =
〈
F, ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ H1

0 (Ω)

de onde obtemos (3.3). Em particular, para todo ϕ ∈ D(Ω) em (3.3) vemos que

ε−1µ0

〈
ux, ϕx

〉
=
〈
g, ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ D(Ω),

o qual implica que

−ε−1µ0

〈
uxx, ϕ

〉
=
〈
g, ϕ

〉
, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Portanto

−ε−1µ0uxx = g em D′(Ω).

Como g ∈ L2(Ω) e u ∈ H1
0 (Ω) temos pela equação acima que uxx ∈ L2(Ω).

Logo, pelo Teorema 2.4 (Regularidade Elíptica) podemos concluir que

u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Analogamente , de (5) e (3) consideremos o problema{
θxx = f − zxx ∈ L2(Ω)

θ(0) = θ(L) = 0⇒ θ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Pelo Lema 2.4.5 sabemos que o operador

(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
: L2(Ω) 7−→ H1

0 (Ω) é limitado,

como

θ ∈ H1
0 (Ω)⇒ ∂θ

∂x
∈ L2(Ω)⇒ (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2θ

∂x2
∈ H1

0 (Ω).

Assim, se deduz de (4) que

(I − ∂2

∂x2
)−1∂

4w

∂x4
= w̃ ∈ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω)

o qual equivale a
∂4w

∂x4
= (I − ∂2

∂x2
)w̃ = w̃ − w̃xx ∈ H−1(Ω),

de onde obtemos o problema

(F)

{
∂4w
∂x4

= λ ∈ H−1(Ω)

w ∈ H2
0 (Ω).
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Para solucionar o problema, consideremos o espaço

W = {ϕ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)/ϕ(0) = ϕ(L) = ϕx(0) = ϕx(L) = 0}.

Multipliquemos a equação (F) por ϕ ∈ W e usando dualidade segue que∫ L

0

∂4w

∂x4
ϕdx =

〈
λ, ϕ

〉
H−1×H1

0
.

Integrando por partes ∫ L

0

∂2w

∂x2

∂2ϕ

∂x2
dx =

〈
λ, ϕ

〉
H−1×H1

0

pelo Lema 2.4.2 se conclui que

w ∈ H3(Ω) ∩H2
0 (Ω).

Claramente de (1) e de (3) se obtém que

v ∈ H1
0 (Ω), z ∈ H2

0 (Ω).

Logo , U ∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)× (H3(Ω)∩H2
0 (Ω))×H2

0 (Ω)× (H2(Ω)∩H1
0 (Ω)),

ou seja,

D(Ã) ⊆ (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)× (H3(Ω) ∩H2
0 (Ω))×H2

0 (Ω)× (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

Analogamente tem-se que

D(Ã) ⊇ (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)× (H3(Ω) ∩H2
0 (Ω))×H2

0 (Ω)× (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).

Portanto,

D(Ã) = (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)× (H3(Ω) ∩H2
0 (Ω))×H2

0 (Ω)× (H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)).�
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A�rmação: Ã é um operador dissipativo

Demonstração: Seja U = (u, v, w, z, θ) ∈ D(Ã) então

〈
ÃU, U

〉
X

=
〈
(v, ε−1µ0uxx, z,−(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w − (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2

∂x2
θ, zxx + θxx); (u, v, w, z, θ)

〉
= µ0(ux, vx) + ε−1(ε−1µ0uxx, v) + (zxx, wxx) + (−(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w, z)

+ (−(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2

∂x2
θ, z) + (− ∂

∂x
(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w, zx) + (− ∂

∂x
(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2

∂x2
θ, zx)

+ (zxx, θ) + (θxx, θ)

= µ0(ux, vx)− µ0(ux, vx) + (zxx, wxx) + (−(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w, z)

+ (
∂2

∂x2
(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w, z) + (−(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2

∂x2
θ, z) + (

∂2

∂x2
(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2

∂x2
θ, z)

+ (zxx, θ)− (θx, θx)

= (zxx, wxx)− ((I − ∂2

∂x2
)(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

4

∂x4
w, z)− ((I − ∂2

∂x2
)(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x2
θ, z)

+ (zxx, θ)− ‖θx‖2

= −(
∂2

∂x2
θ, z) + (θ,

∂2

∂x2
z)− ‖θx‖2

= (θx, zx)− (θx, zx)− ‖θx‖2

= −‖θ‖2 ≤ 0.

Portanto, Ã é dissipativo. Aqui foram usados os Lemas 2.4.7 e 2.4.8 .
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A�rmação: Ã é maximal

Demonstração: Seja G = (f, g, h, k, l)τ ∈ X. Mostraremos que o sistema

ÃU = G

admite uma única solução U ∈ D(Ã). Isto é equivalente a encontrar (u, v, w, z, θ) ∈ D(Ã)

tais que:

(a) v = f ∈ H1
0 (Ω)

(b) ε−1µ0uxx = g ∈ L2(Ω)

(c) z = h ∈ H2
0 (Ω)

(d) −(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂4

∂x4
w − (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂2

∂x2
θ = k ∈ H1

0 (Ω)

(e) zxx + θxx = l ∈ L2(Ω).

De (b) consideremos o problema{
−ε−1µ0uxx = g̃ ∈ L2(Ω)

u(0) = u(L) = 0.

Pelo Teorema 2.4 (Regularidade Elíptica) se provou que

u ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Similarmente, de (e) e (c) consideremos o problema{
θxx = l − zxx ∈ L2(Ω)

θ(0) = θ(L) = 0⇒ θ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Pelo Lema 2.4.5 o operador

(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
: L2(Ω) 7−→ H1

0 (Ω) é limitado

e como

θ ∈ H1
0 (Ω)⇒ ∂θ

∂x
∈ L2(Ω)⇒ (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

2θ

∂x2
∈ H1

0 (Ω),

então da parte (d) obtemos

(I − ∂2

∂x2
)−1∂

4w

∂x4
= k̃ ∈ H1

0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω)
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o qual equivale a
∂4w

∂x4
= (I − ∂2

∂x2
)k̃ = k̃ − k̃xx ∈ H−1(Ω),

de onde obtemos o problema

(∗)

{
∂4w
∂x4

= λ̃ ∈ H−1(Ω)

w ∈ H2
0 (Ω).

Para solucionar este problema consideremos o espaço

W = {ϕ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω)/ϕ(0) = ϕ(L) = ϕx(0) = ϕx(L) = 0}.

Multiplicando a equação (∗) por ϕ ∈ W, integrando por partes e usando dualidade

obtemos ∫ L

0

∂2w

∂x2

∂2ϕ

∂x2
dx =

∫ L

0

∂4w

∂x4
ϕdx =

〈
λ̃, ϕ

〉
H−1×H1

0
.

Então, pelo Lema 2.4.2 se obtém

w ∈ H3(Ω) ∩H2
0 (Ω).

Também temos claramente de (a) e (c) que

v ∈ H1
0 (Ω), z ∈ H2

0 (Ω).

Portanto

U = (u, v, w, z, θ) ∈ (H2(Ω)∩H1
0 (Ω))×H1

0 (Ω)×(H3(Ω)∩H2
0 (Ω))×H2

0 (Ω)×(H2(Ω)∩H1
0 (Ω))

e Ã é maximal.

Também é claro que D(Ã) é denso em X. Combinando as a�rmacões mostramos o

seguinte resultado.

Teorema 3.1 Seja X espaço de Banach e Ã : D(Ã) ⊂ X → X um operador linear

com domínio D(Ã) denso em X. Se Ã é dissipativo e maximal então Ã é o gerador

in�nitesimal de um semigrupo C0 em X.

Problema Semilinear: Podemos reescrever o problema de valor inicial (1.1)-(1.3) na

forma {
Ut = ÃU +B−1N(U), U ∈ D(Ã) ⊂ X

U(0) = U0 = (u0, u1, w0, w1, θ0)τ ∈ X,
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onde Ã é o operador dado em (3.2) e

N : D(N) ⊂ X −→ D(B−1) = H1
0 (Ω)× L2(Ω)×H2

0 (Ω)× L2(Ω)× L2(Ω)

U 7−→ N(U) =



0

µ0[1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv

0[
f(u,w)

]
x
− g(u,w)

0


onde D(N) = (H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω)) × L2(Ω) × H2
0 (Ω) × H1

0 (Ω) × L2(Ω). Mostramos agora

que N está bem de�nida. De fato, seja (u, v, w, z, θ) ∈ D(N), K1 ∈ H1(Ω), C constante

positiva que varia de linha a linha. Usando H1(Ω) ↪→ L∞(Ω), pois Ω = (0, L) ⊂ R temos

‖µ0

[1
2
w2
x +K1(x)w

]
x
− εαv‖2 ≤ 2‖µ0

[w2
x

2
+K1w

]
x
‖2 + 2‖εαv‖2

≤ 2µ2
0‖wxwxx + (K1)xw +K1wx‖2 + 2ε2α‖v‖2

≤ C
[
‖wxwxx‖2 + ‖(K1)xw‖2 + ‖K1wx‖2 + ε2α‖v‖2

]
≤ C

[
‖wx‖2

∞‖wxx‖2 + ‖(K1)x‖2‖w‖2
∞ + ‖K1‖2

∞‖wx‖2 + ε2α‖v‖2
]

≤ C
[
‖wxx‖4 + ‖K1‖2

H1‖wxx‖2 + ‖K1‖2
H1‖wxx‖2 + ε2α‖v‖2

]
< +∞.

Similarmente,

‖
[
f(u,w)

]
x
− g(u,w)‖2 ≤ 2‖

[
f(u,w)

]
x
‖2 + 2‖g(u,w)‖2

≤ 2‖
[
µ0wx(ux +

1

2
w2
x +K1w)

]
x
‖2 + 2‖µ0K1(ux +

1

2
w2
x +K1w)‖2

≤ C
[
‖wxx(ux +

1

2
w2
x +K1w) + wx(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

+ ‖K1‖2‖ux +
1

2
w2
x +K1w‖2

∞
]

≤ C
[
‖wxx‖2‖ux +

1

2
w2
x +K1w‖2

∞ + ‖wx‖2
∞‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

+ ‖K1‖2
H1‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

]
≤ C

[
‖wxx‖2‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2 + ‖wxx‖2‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

+ ‖K1‖2
H1‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

]
≤ C

[
‖wxx‖2 + ‖K1‖2

H1

]
‖(ux +

1

2
w2
x +K1w)x‖2

≤ C
[
‖wxx‖2 + ‖K1‖2

H1

][
‖uxx‖2 + ‖wxx‖4 + ‖K1‖2

H1‖w‖2
]
< +∞.
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Mostraremos agora a existência e unicidade local de solução do problema (1.1)-(1.3).

Agora, sejam U = (u, v, w, z, θ)τ e V = ( ũ, ṽ, w̃, z̃, θ̃)τ elementos de D(N) ⊂ X.

Procedendo formalmente e usando (3.1), temos

N(U) =



0

µ0[1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv

0[
f(u,w)

]
x
− g(u,w)

0


, N(V ) =



0

µ0[1
2
w̃2
x +K1(x)w̃]x − εαṽ

0[
f(ũ, w̃)

]
x
− g(ũ, w̃)

0


.

Então,

N(U)−N(V ) =



0

µ0[1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv − µ0[1

2
w̃2
x +K1(x)w̃]x + εαṽ

0[
f(u,w)

]
x
−
[
f(ũ, w̃)

]
x
− g(u,w) + g(ũ, w̃)

0


.

Claramente,

B−1 =



1 0 0 0 0

0 ε−1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 (I − ∂2

∂x2
)−1 0

0 0 0 0 1


.

Assim,

B−1[N(U)−N(V )] =



0

ε−1{µ0[1
2
w2
x +K1(x)w]x − εαv − µ0[1

2
w̃2
x +K1(x)w̃]x + εαṽ}

0

(I − ∂2

∂x2
)−1{[f(u,w)]x − [f(ũ, w̃)]x − g(u,w) + g(ũ, w̃)}

0


.

Logo,

B−1[N(U)−N(V )] = (0, T1, 0, T2, 0)τ ,

onde

T1 = ε−1{µ0[
1

2
w2
x +K1w]x − µ0(

1

2
w̃2
x +K1 w̃)x − εα( v − ṽ)}

T2 = (I − ∂2

∂x2
)−1{[f(u, w)]x − [f( ũ, w̃)]x − g(u, w) + g( ũ, w̃)}.
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No que segue denotaremos por C uma constante positiva que pode variar de linha a linha.

Com as notações anteriores, note que

∥∥B−1[N(U)−N(V )]
∥∥2

X
= ε ‖T1‖2 + ‖T2‖2 +

∥∥∥∥ ∂∂xT2

∥∥∥∥2

.

Usando a desigualdade de Poincaré e H1(Ω) ↪→ L∞(Ω), pois Ω = (0, L) ⊂ R obtemos

ε ‖T1‖2 = ε

∥∥∥∥ε−1{µ0[
1

2
w2
x +K1w]x − µ0[

1

2
w̃2
x +K1 w̃]x − εα( v − ṽ)}

∥∥∥∥2

= ε‖ε−1{µ0[
1

2
w2
x −

1

2
w̃2
x +K1(w − w̃)]x − εα(v − ṽ)}‖2

≤ 2ε−1µ2
0‖[

1

2
w2
x −

1

2
w̃2
x +K1(w − w̃)]x‖2 + 2ε2α−1‖ v − ṽ‖2

≤ 2ε−1µ2
0 ‖(wxwxx − w̃xw̃xx) +K1(wx − w̃x) + (K1)x(w − w̃)‖2 + 2ε2α−1 ‖ v − ṽ‖2

≤ 8ε−1µ2
0

[
‖wxwxx − w̃xw̃xx‖2 + ‖K1(wx − w̃x)‖2 + ‖(K1)x(w − w̃)‖2]+ 2ε2α−1 ‖ v − ṽ‖2

≤ 8ε−1µ2
0

[
‖wxwxx − wxw̃xx + wxw̃xx − w̃xw̃xx‖2 + ‖K1‖2

∞‖wx − w̃x‖2 + ‖(K1)x‖2‖w − w̃‖2
∞
]

+ 2ε2α−1 ‖v − ṽ‖2

≤ 8ε−1µ2
0

[
2‖wx‖2

∞‖wxx − w̃xx‖2 + 2‖w̃xx‖2‖wx − w̃x‖2
∞ + LC‖K1‖2

H1‖wxx − w̃xx‖2

+ LC‖K1‖2
H1‖wxx − w̃xx‖2

]
+ 2ε2α−1 ‖v − ṽ‖2

≤ 8ε−1µ2
0

[
2C(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)‖wxx − w̃xx‖2 + 2CL‖K1‖2

H1‖wxx − w̃xx‖2
]

+ 2ε2α−1‖v − ṽ‖2

≤ C(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2 + ‖K1‖2
H1)‖wxx − w̃xx‖2 + 2ε2α−1‖v − ṽ‖2

≤ C(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2 + 1)‖wxx − w̃xx‖2 + 2ε2α−1‖v − ṽ‖2

≤ C(1 + ‖U‖2
X + ‖V ‖2

X)‖U − V ‖2
X

≤ C(1 + ‖U‖2
X + ‖V ‖2

X)2‖U − V ‖2
X .

Além disso , usando a desigualdade de Poincaré e que (a+ b)2 ≤ 2(a2 + b2), temos

‖T2‖2 = ‖(I − ∂2

∂x2
)−1{ ∂

∂x

[
f(u,w)− f(ũ, w̃)

]
} − (I − ∂2

∂x2
)−1
[
g(u,w)− g(ũ, w̃)

]
‖2

≤ 2‖(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x

[
f(u,w)− f(ũ, w̃)

]
‖2 + 2‖(I − ∂2

∂x2
)−1
[
g(u,w)− g(ũ, w̃)

]
‖2.

Pelo Lema 2.4.5 o operador (I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
: L2(Ω) 7→ H1

0 (Ω) é limitado, ou seja, existe

C > 0, tal que

‖(I − ∂2

∂x2
)−1 ∂

∂x
[f(u, w)− f( ũ, w̃)]‖2

H1
0 (Ω) ≤ C‖f(u, w)− f( ũ, w̃)‖2 ≤
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≤ C‖µ0[wx(ux +
1

2
w2
x +K1w)]− µ0[w̃x(ũx +

1

2
w̃2
x +K1w̃)]‖2

≤ C‖wx(ux +
1

2
w2
x +K1w)− w̃x(ux +

1

2
w2
x +K1w) + w̃x(ux +

1

2
w2
x +K1w)− w̃x(ũx +

1

2
w̃2
x +K1w̃)‖2

≤ C‖(ux +
1

2
w2
x +K1w)(wx − w̃x) + w̃x[(ux − ũx) +

1

2
(w2

x − w̃2
x) +K1(w − w̃)]‖2

≤ 2C[‖(ux +
1

2
w2
x +K1w)(wx − w̃x)‖2 + ‖w̃x‖2

∞‖(ux − ũx) +
1

2
(w2

x − w̃2
x) +K1(w − w̃)‖2]

≤ 2C[‖(ux +
1

2
w2
x +K1w)(wx − w̃x)‖2 + 4‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 +

1

4
‖w2

x − w̃2
x‖2 + ‖K1(w − w̃)‖2)]

≤ 2C[4‖(ux +
1

2
w2
x +K1w)(wx − w̃x)‖2 + 4‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 +

1

4
‖(wx + w̃x)(wx − w̃x)‖2

+ ‖K1(w − w̃)‖2)]

≤ 8C[‖ux +
1

2
w2
x +K1w‖2‖wx − w̃x‖2

∞ + ‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 +
1

4
‖wx + w̃x‖2

∞‖wx − w̃x‖2

+ ‖K1‖2
∞‖w − w̃‖2)]

≤ 8C[‖ux +
1

2
w2
x +K1w‖2‖wxx − w̃xx‖2 + ‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 + (‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)‖wxx − w̃xx‖2

+ ‖K1‖2
H1‖wxx − w̃xx‖2)]

≤ 8C[(‖ux‖2 + ‖wxx‖4 + ‖K1‖2
H1‖wxx‖2)‖wxx − w̃xx‖2

+ ‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 + (‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)‖wxx − w̃xx‖2 + ‖K1‖2
H1‖wxx − w̃xx‖2)]

≤ 8C{(‖ux‖2 + C1(1 + ‖wxx‖2)‖wxx‖2)‖wxx − w̃xx‖2

+ ‖w̃xx‖2(‖ux − ũx‖2 + (‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)‖wxx − w̃xx‖2 + C1‖wxx − w̃xx‖2)}

≤ 8C{(‖ux‖2 + C1(1 + ‖wxx‖2)‖wxx‖2)‖wxx − w̃xx‖2

+ ‖w̃xx‖2
[
‖ux − ũx‖2 + C1‖wxx − w̃xx‖2(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2 + 1)

]
}

≤ C{‖ux‖2 ‖wxx − w̃xx‖2 + (1 + ‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2) ‖wxx‖2 ‖wxx − w̃xx‖2

+ ‖w̃xx‖2 ‖ux − ũx‖2 + ‖w̃xx‖2 ‖wxx − w̃xx‖2 (1 + ‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)}

≤ C{‖ux‖2‖wxx − w̃xx‖2 + ‖w̃xx‖2‖ux − ũx‖2

+ ‖wxx − w̃xx‖2(1 + ‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)}

≤ C{‖ux‖2‖wxx − w̃xx‖2 + ‖w̃xx‖2‖ux − ũx‖2 + ‖wxx − w̃xx‖2(1 + ‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2)2}

≤ C(1 + ‖U‖2
X + ‖V ‖2

X)2‖U − V ‖2
X ,

onde C1 = max{1, ‖K1‖2
H1} > 0.

Similarmente, pelo Lema 2.4.3 o operador (I − ∂2

∂x2
)−1 : L2(Ω) 7→ H2(Ω) ∩ H1

0 (Ω) é
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limitado, ou seja, existe C > 0 tal que∥∥∥∥(I − ∂2

∂x2
)−1[g(u, w)− g( ũ, w̃)]

∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ C‖g(u, w)− g( ũ, w̃)‖2

≤ C

∥∥∥∥K1(ux +
1

2
w2
x +K1w)−K1(ũx +

1

2
w̃2
x +K1w̃)

∥∥∥∥2

≤ C‖µ0K1[(ux − ũx) +
1

2
(w2

x − w̃2
x) +K1(w − w̃)‖2

≤ C‖K1‖2
∞‖(ux − ũx) +

1

2
(w2

x − w̃2
x) +K1(w − w̃)‖2

≤ C‖K1‖2
H1

[
‖ux − ũx‖2 +

1

4
‖(wx − w̃x)(wx + w̃x)‖2 + ‖K1‖2

∞‖w − w̃‖2
]

≤ C
[
‖ux − ũx‖2 + ‖wx − w̃x‖2(‖wx‖2 + ‖w̃x‖2) + ‖K1‖2

∞‖wxx − w̃xx‖2
]

≤ C
[
‖ux − ũx‖2 + ‖wxx − w̃xx‖2(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2) + ‖K1‖2

H1‖wxx − w̃xx‖2
]

≤ C
[
‖ux − ũx‖2 + ‖wxx − w̃xx‖2(‖wxx‖2 + ‖w̃xx‖2 + 1)

]
≤ C(1 + ‖U‖2

X + ‖V ‖2
X)‖U − V ‖2

X

≤ C(1 + ‖U‖2
X + ‖V ‖2

X)2‖U − V ‖2
X

Logo, obtemos∥∥∥∥(I − ∂2

∂x2
)−1{[f(u,w)]x − [f(ũ, w̃)]x −

[
g(u, w)− g( ũ, w̃)

]
}
∥∥∥∥2

H1
0

≤ C(1+‖U‖2
X+‖V ‖2

X)2 ‖U − V ‖2
X ,

onde C é uma constante positiva dependendo de ε, µ0, α e ‖K1‖H1 .

Assim, se ‖U‖X ≤ R, ‖V ‖X ≤ R, tem-se que

‖B−1[N(U)−N(V )]‖2
X ≤ C[1 + 2R2]2 ‖U − V ‖2

X

e concluímos que

‖B−1[N(U)−N(V )]‖X ≤ LR ‖U − V ‖X
com LR = C

1
2 [1+2R2]. Portanto B−1N(·) é localmente Lipschitz contínua sobre conjuntos

limitados com M = R. Como X pode ser visto como um espaço métrico com a métrica

induzida pela sua norma, e foi mostrado anteriormente que Ã é o gerador in�nitesimal

de um semigrupo C0 em X, então todas as hipóteses do Teorema 2.12 foram satisfeitas.

Logo podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Sejam ε > 0 , α ≥ 0 , K1 ∈ H1(Ω) e (u0, u1, w0, w1, θ0) ∈ X. Então

existe T0 > 0, tal que o problema (1.1)−(1.3) admite uma única solução fraca no intervalo

[0, T0[. Podemos considerar T0 = Tmax.
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3.2 Energia total associada ao sistema

Multiplicando formalmente as equações do sistema (1.1)−(1.3) por ut, wt e θ, respectivamente,

integrando de 0 a L e somando-se, obtemos∫ L

0

εuttutdx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ L

0

wtwttdx︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ L

0

wxxwxxtdx︸ ︷︷ ︸
I3

+

∫ L

0

θθtdx︸ ︷︷ ︸
I4

+

∫ L

0

wxtwxttdx︸ ︷︷ ︸
I5

+µ0

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)uxtdx+ µ0

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)wxwxtdx︸ ︷︷ ︸

I6

+µ0

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)K1wtdx︸ ︷︷ ︸
I6

= −
∫ L

0

[θ2
x + εαu2

t ]dx. (3.4)

Usando integração por partes, formalmente deduzimos que:

I1 =
1

2

d

dt

∫ L

0

ε|ut|2dx,

I2 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|wt|2dx,

I3 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|wxx|2dx,

I4 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|θ|2dx,

I5 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|wxt|2dx

e

I6 = µ0

∫ L

0

(
ux+

1

2
w2
x+K1w

)
(uxt+wxwxt+K1wt)dx =

1

2

d

dt
µ0

∫ L

0

[
u2
x+

1

2
w2
x+K1w

]2
dx.

Substituindo estes valores na identidade (3.4), obtemos

1

2

d

dt

∫ L

0

{εu2
t + w2

t + w2
xx + θ2 + w2

xt + µ0

[
ux +

1

2
w2
x +K1w

]2}dx = −
∫ L

0

(εαu2
t + θ2

x)dx.

Assim, a energia total do sistema (1.1) é dada por

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[ε u2
t + µ0(ux +

1

2
w2
x +K1w)2 + w2

t + w2
xx + w2

xt + θ2]dx. (3.5)
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Segue que
d

dt
Eε(t) = −

∫ L

0

(εα u2
t + θ2

x)dx. (3.6)

3.3 Existência global

Consideremos o problema de existência global para o modelo (1.1)-(1.3). Usando

técnicas usuais podemos estender a solução local obtida no Teorema 3.2 a um intervalo

maximal de existência [0, Tmax). Além disso vale a seguinte a�rmação: Se {u,w, θ} é

solução do problema (1.1)-(1.3), então devemos ter que:

(i) Tmax = +∞
ou

(ii) Tmax < +∞, e neste caso

lim
t→Tmax

(µ0‖ux‖+ ε‖ut‖+ ‖wxx‖+ ‖wt‖+ ‖wxt‖+ ‖θ‖) =∞.

Assim, para demonstrar a existência global é su�ciente mostrar que (ii) não se veri�ca.

Para isto vamos obter estimativas a priori. Mostraremos que ∀t ∈ [0, T ], tal que 0 < T <

Tmax,

µ0‖ux‖+ ε‖ut‖+ ‖wxx‖+ ‖wt‖+ ‖wxt‖+ ‖θ‖ ≤ C,

onde C é uma constante que somente depende dos dados iniciais.

De fato, de (3.6) temos

d

dt
(Eε(t)) = −

∫ L

0

(εα u2
t + θ2

x)dx ≤ 0.

Integrando em (0, t) resulta que

Eε(t)− Eε(0) ≤ 0.

Logo,

Eε(t) ≤ Eε(0) ≤ C0,

isto é,

1

2

∫ L

0

[ε u2
t + µ0(ux +

1

2
w2
x +K1w)2 + w2

t + w2
xx + w2

xt + θ2]dx ≤ C0

para todo t ∈ [0, Tm), com Tm tão próximo de Tmax quanto se queira. Isto garante que

ε‖ut‖2, µ0‖ux +
1

2
w2
x +K1w‖2, ‖wt‖2, ‖wxx‖2, ‖wxt‖2, ‖θ‖2 ≤ 2C0,∀t ∈ [0, Tm).
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Fazendo Tm → Tmax segue que

‖ux‖2, ‖ut‖2, ‖wxx‖2, ‖wt‖2, ‖wxt‖2, ‖θ‖2 são limitadas em [0, Tmax),

ou seja,

‖U‖2
X = µ0‖ux‖2 + ε‖ut‖2 + ‖wxx‖2 + ‖wt‖2 + ‖wxt‖2 + ‖θ‖2 ≤ C, ∀t ∈ [0, Tmax[

onde C é uma constante que depende dos dados iniciais. Logo, a solução u(t) está de�-

nida globalmente em [0,+∞).

3.4 Unicidade da solução global

Dado T > 0, temos

µ0‖ux‖+ ε‖ut‖+ ‖wxx‖+ ‖wt‖+ ‖wxt‖+ ‖θ‖ ≤ C, ∀t ∈ [0, T ],

onde C é uma constante que depende dos dados iniciais. Usaremos este resultado na

demonstração da unicidade da solução global.

Vamos supor a existência de duas soluções, (u1, w1, θ1) e (u2, w2, θ2), satisfazendo (1.1)-

(1.3) e considere (u,w, θ) = (u1 − u2, w1 − w2, θ1 − θ2).

Então (u,w, θ) satisfaz em (0, L)× (0,+∞)
εutt = µ0

[
ux + 1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
x
− εαut

wtt = −wxxxx + wxxtt + µ0

[
w1x(u1x + 1

2
w2

1x +K1w1)− w2x(u2x + 1
2
w2

2x +K1w2)
]
x

− µ0K1

[
(u1x + 1

2
w2

1x +K1w1)− (u2x + 1
2
w2

2x +K1w2)
]
− θxx

θt = θxx + wxxt

ou seja, (u,w, θ) satisfaz em (0, L)× (0,+∞)
εutt = µ0

[
ux + 1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
x
− εαut

wtt = −wxxxx + wxxtt + µ0

[
(w1xu1x − w2xu2x) + 1

2
(w3

1x − w3
2x) +K1(w1w1x − w2w2x)

]
− µ0K1

[
(u1x − u2x) + 1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
− θxx

θt = θxx + wxxt

com as condições de contorno
u(0, t) = u(L, t) = 0, ∀t > 0

w(0, t) = w(L, t) = wx(0, t) = wx(L, t) = 0, ∀t > 0

θ(0, t) = θ(L, t) = 0, ∀t > 0
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e condições iniciais 
u(x, 0) = ut(x, 0) = 0, ∀t > 0

w(x, 0) = wt(x, 0) = 0, ∀t > 0

θ(x, 0) = 0. ∀t > 0

Multiplicando as equações por ut, wt, θ, integrando em (0, L) e somando-as, obtemos

ε

∫ L

0

uttutdx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ L

0

wttwtdx︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ L

0

wxxxxwtdx︸ ︷︷ ︸
I3

−
∫ L

0

wxxttwtdx︸ ︷︷ ︸
I4

+

∫ L

0

θtθdx︸ ︷︷ ︸
I5

−µ0

∫ L

0

[
ux +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
x
utdx︸ ︷︷ ︸

I6

−µ0

∫ L

0

[
(w1xu1x − w2xu2x) +

1

2
(w3

1x − w3
2x) +K1(w1w1x − w2w2x)

]
x
wtdx︸ ︷︷ ︸

I6

+µ0

∫ L

0

K1

[
(u1x − u2x) +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
wtdx︸ ︷︷ ︸

I6

−
∫ L

0

θθxxdx︸ ︷︷ ︸
I7

+ εα
∫ L

0

ut
2dx︸ ︷︷ ︸

I7

−
∫ L

0

wxxtθdx︸ ︷︷ ︸
I8

+

∫ L

0

θxxwtdx︸ ︷︷ ︸
I8

= 0.

Os termos I1 a I5 já foram analisados anteriormente, agora vamos analisar os termos I6

e I7 e vemos que I8 se cancela por integração por partes.

Análise de I6

I6 = µ0

∫ L

0

[
ux +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

] d
dt

[
ux +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
dx

−µ0

∫ L

0

[
(u1x+

1

2
w2

1x)−(u2x+
1

2
w2

2x)+K1(w1−w2)
]
(w1xw1xt−w2xw2xt+K1w1t−K1w2t)dx

+µ0

∫ L

0

[
(u1x +

1

2
w2

1x +K1w1)w1x − (u2x +
1

2
w2

2x +K1w2)w2x

]
(w1xt − w2xt)dx

+µ0

∫ L

0

K1

[
(u1x − u2x) +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
wtdx

= µ0
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux+
1

2
(w2

1x−w2
2x)+K1(w1−w2)|2dx−µ0

∫ L

0

(u1x+
1

2
w2

1x+K1w1)wxw2xtdx

+µ0

∫ L

0

(u2x+
1

2
w2

2x+K1w2)wxw1xtdx+µ0

∫ L

0

K1

[
(u1x−u2x)+

1

2
(w2

1x−w2
2x)+K1(w1−w2)

]
wtdx
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−µ0

∫ L

0

[
(u1x − u2x) +

1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

]
K1wtdx

= µ0
1

2

d

dt

∫ L

0

|ux+
1

2
(w2

1x−w2
2x)+K1(w1−w2)|2dx−µ0

∫ L

0

(u1x+
1

2
w2

1x+K1w1)wxw2xtdx

+µ0

∫ L

0

(u2x +
1

2
w2

2x +K1w2)wxw1xtdx.

Análise de I7

I7 =

∫ L

0

θ2
xdx+ εα

∫ L

0

ut
2dx.

Assim obtemos

1

2

d

dt

∫ L

0

[
ε|ut|2 + µ0

∣∣ux +
1

2
(w2

1x−w2
2x) +K1(w1−w2)

∣∣2 + |wt|2 + |wxx|2 + |wxt|2 + |θ|2
]
dx

= µ0

∫ L

0

(u1x +
1

2
w2

1x +K1w1)wxw2xtdx︸ ︷︷ ︸
I9

−µ0

∫ L

0

(u2x +
1

2
w2

2x +K1w2)wxw1xtdx︸ ︷︷ ︸
I10

−
∫ L

0

θ2
xdx︸ ︷︷ ︸

<0

− εα
∫ L

0

ut
2dx︸ ︷︷ ︸

<0

. (3.7)

Avaliamos, separadamente, os termos I9 e I10.

Avaliação de I9

Decorre da desigualdade de Cauchy Schwartz que

I9 ≤
(∫ L

0

|u1x+
1

2
w2

1x+K1w1|2dx
) 1

2
(∫ L

0

|wxw2xt|2dx
) 1

2 ≤ ‖u1x+
1

2
w2

1x+K1w1‖‖w2xt‖‖wx‖∞

≤ ‖u1x +
1

2
w2

1x +K1w1‖‖w2xt‖‖wx‖H1 ≤ ‖u1x +
1

2
w2

1x +K1w1‖‖w2t‖H1‖w‖H2 .

Avaliação de I10

Da mesma forma que I9, vemos que

I10 ≤ ‖u2x +
1

2
w2

2x +K1w2‖‖w1t‖H1‖w‖H2 .

Como (u1, w1, θ1) e (u2, w2, θ2) são soluções de (1.1)− (1.3), existem constantes C1 e C2,

tais que

I9 ≤ C1‖w‖H2 , I10 ≤ C2‖w‖H2 .
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Seja

F (x, t) =
1

2

∫ L

0

[
ε|ut|2+µ0

∣∣ux+1

2
(w2

1x−w2
2x)+K1(w1−w2)

∣∣2+|wt|2+|wxx|2+|wxt|2+|θ|2
]
dx.

Substituindo I9 e I10 em (3.7) vemos que

d

dt
F (x, t) ≤ (C1 + C2)‖w‖H2 = C3‖w‖H2 ,

ou seja,

F (x, t) ≤ C4

∫ t

0

‖w‖H2ds ≤ C

∫ t

0

F (x, s)ds ∀t ∈ [0, T ].

Usando a desigualdade de Gronwall, tem-se

F (x, t) = 0 ∀t ∈ [0, T ].

Logo ‖w‖H2 = 0, o que implica que w1x − w2x = 0. Além disso, ‖θ‖ = 0, ou seja,

θ1 − θ2 = 0. Também∫ L

0

|ut|2dx =

∫ L

0

∣∣ux +
1

2
(w2

1x − w2
2x) +K1(w1 − w2)

∣∣2dx = 0,

ou seja, ut = ux = 0. Assim, u(x, t) é constante e como u(x, 0) = 0 temos que u1 = u2.

Portanto, a solução é única. Logo, mostramos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Seja ε > 0, α ≥ 0, K1 ∈ H1(Ω) e (u0, u1, w0, w1, θ0) ∈ X. Então, o problema

(1.1)−(1.3) tem uma única mild solução global (uε, uεt , w
ε, wεt , θ

ε) no espaço C([0,+∞);X).
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Capítulo 4

O Limite Assintótico

Como nos capítulos anteriores sejam ε > 0, 0 < α ≤ 1, consideremos a solução

{uε, wε, θε} como no Teorema 3.3 e novamente denotemos u = uε, w = wε e θ = θε. O

objetivo neste capítulo é calcular o limite de wε e θε, soluções do problema (1.1)-(1.3),

quando ε→ 0.

4.1 Convergência do problema aproximado

Teorema 4.1 Seja ε > 0 e 0 < α ≤ 1. Então, existem funções Z = Z(x, t) e φ = φ(x, t),

tais que wε ⇀ Z, θε ⇀ φ quando ε→ 0 e {Z, φ} é a solução do modelo acoplado{
Ztt + Zxxxx − Zxxtt = H(t)Zxx −K1(x)H(t)− φxx
φt − φxx − Zxxt = 0

(4.1)

com condições de fronteira{
Z = 0, Zx = 0 em x = 0, L ∀t > 0

φ = 0 em x = 0, L ∀t > 0
(4.2)

e condições iniciais

Z(x, 0) = w0(x), Zt(x, 0) = w1(x), φ(x, 0) = θ0(x), ∀x ∈ Ω (4.3)

aqui

H(t) :=
µ0

2L

∫ L

0

(Z2
x + 2K1(x)Z)dx.

Demonstração: A energia associada ao sistema (1.1) é dada por

Eε(t) =
1

2

∫ L

0

[ε u2
t + µ0(ux +

1

2
w2
x +K1w)2 + w2

t + w2
xx + w2

xt + θ2]dx.
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Considerando 0 < ε < 1, então

Eε(t) ≤ Eε(0) ≤ C0

onde C0 é uma constante positiva que depende dos dados iniciais. Assim, deduzimos que:

1

2

∫ L

0

εu2
tdx ≤ C0,

1

2

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx ≤ C0,

1

2

∫ L

0

w2
t dx ≤ C0,

1

2

∫ L

0

w2
xxdx ≤ C0,

1

2

∫ L

0

w2
xtdx ≤ C0,

1

2

∫ L

0

θ2dx ≤ C0.

Daí, ∃C1 > 0, tal que:

sup ess‖
√
εut‖ ≤ C1, sup ess‖ux +

1

2
w2
x +K1w‖ ≤ C1, sup ess‖wt‖ ≤ C1

sup ess‖wxx‖ ≤ C1, sup ess‖wxt‖ ≤ C1, sup ess‖θ‖ ≤ C1,

ou seja,

{
√
εuεt}ε>0, {uεx +

1

2
(wεx)

2 +K1w
ε}ε>0, {wεt}ε>0, {wεxx}ε>0, {wεxt}ε>0 e {θε}ε>0

são limitados em L∞(0,+∞;L2(Ω)). Além disso, como

d

dt
Eε(t) = −

∫ L

0

(εαu2
t + θ2

x)dx

integrando sobre o intervalo [0, T ] obtemos

Eε(T )− Eε(0) = −
∫ T

0

∫ L

0

(εαu2
t + θ2

x)dxds,

ou seja,

Eε(0)− Eε(T ) =

∫ T

0

∫ L

0

(εαu2
t + θ2

x)dxds ≤ Eε(0) ≤ C0.

Assim ∫ T

0

∫ L

0

εαu2
tdxds ≤ C0 e

∫ T

0

∫ L

0

θ2
xdxds ≤ C0.

Logo, fazendo T → +∞, temos∫ ∞
0

∫ L

0

εαu2
tdxds ≤ C0 e

∫ ∞
0

∫ L

0

θ2
xdxds ≤ C0

de onde concluímos que

‖εα/2ut‖L2(0,∞;L2(Ω)) ≤ C0 e ‖θx‖L2(0,∞;L2(Ω)) ≤ C0,
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isto é, {εα/2ut} e {θx} são limitados em L2(0,∞;L2(Ω)). Assim, podemos extrair sub-

seqüências convergentes (que ainda denotamos com os mesmos símbolos) que garantem

a existência das funções ξ(x, t), η(x, t), Z(x, t) e φ(x, t) (independente de ε > 0), tais que

√
εut

∗
⇀ ξ em L∞(0,∞;L2(Ω)) (4.4)

ux +
1

2
(wx)

2 +K1w
∗
⇀ η em L∞(0,∞;L2(Ω)) (4.5)

w
∗
⇀ Z em L∞(0,∞;H2

0 (Ω)) ∩W 1,∞(0,∞;H1
0 (Ω)) (4.6)

θ
∗
⇀ φ em L∞(0,∞;L2(Ω)) ∩ L2(0,∞;H1

0 (Ω)), (4.7)

quando ε → 0. Das convergências (4.4)-(4.7) vemos que é su�ciente passar o limite no

termo não linear das equações em (1.1). Além disso, como

1

2

∫ L

0

w2
xxdx ≤ Eε(t) ≤ C0,

1

2

∫ L

0

w2
xtdx ≤ C0 e

1

2

∫ L

0

w2
t dx ≤ C0,

ou seja,

sup ess‖w‖2
H2

0 (Ω) ≤ C0, sup ess‖wt‖2
H1

0
≤ C0 e sup ess‖wt‖2 ≤ C0,

se obtém que

{w} é uniformemente limitada em L∞(0, T,H2
0 (Ω)), (4.8)

{wt} é uniformemente limitada em L∞(0, T,H1
0 (Ω)),

{wt} é uniformemente limitada em L∞(0, T, L2(Ω)).

Portanto {w} é uniformemente limitada em L∞(0, T ;H2
0 (Ω))∩W 1,∞(0, T ;H1

0 (Ω)). Agora,

observamos que

H2
0 (Ω)

c
↪→ H2−δ

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω).

Logo, aplicando o Teorema de compacidade (Aubin-Lions) ver ([18], Corolário 4) garan-

timos a existência de um elemento Z̃ ∈ L∞(0, T ;H2−δ
0 (Ω)) e uma subseqüência (ainda

denotada da mesma forma), tal que

w → Z̃ forte em L∞(0, T ;H2−δ
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)),

quando ε→ 0, para qualquer δ > 0 e T > 0.

Agora usando (4.6) e a unicidade do limite fraco se deduz que Z̃ = Z.

Assim obtemos que

wx → Zx = Z̃x forte em L2(0, T ;L2(Ω)).
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Combinando esse resultado com (4.5) deduzimos que

wx(ux +
1

2
w2
x +K1w) ⇀ Zxη fraca em L2(0, T ;L2(Ω)),

quando ε→ 0 e 0 < T < +∞.

A�rmação 1:

∫ L

0

w4
xdx ≤ C ‖wxx‖4

L2(Ω) .

Demonstração:

De fato. Se w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), sabemos que

H1(Ω) ↪→ Lp(Ω), ∀1 ≤ p ≤ ∞.

Então

‖w‖L4 ≤ C0‖w‖H1 , ∀w ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Por outro lado,usando a equivalência de normas em H1
0 (Ω) ∩H2(Ω), temos

‖w̃‖H2 ≤ C1‖w̃xx‖L2 , ∀w̃ ∈ H1
0 (Ω) ∩H2(Ω).

Assim, das duas últimas desigualdades, tem-se

‖wx‖L4 ≤ C0‖wx‖ ≤ C1‖w‖H2 ≤ C2‖wxx‖L2 .

Logo, temos que ∫ L

0

w4
xdx = ‖wx‖4

L4 ≤ C‖wxx‖4
L2 .

A�rmação 2: η é independente de x e dado por

η(t) =
1

2L

∫ L

0

Z2
xdx+

1

L

∫ L

0

K1(x)Zdx. (4.9)

Demonstração:

De fato, ∫ L

0

u2
xdx =

∫ L

0

[ux + (
1

2
w2
x +K1w)− (

1

2
w2
x +K1w)]2dx

=

∫ L

0

[(ux +
1

2
w2
x +K1w)− (

1

2
w2
x +K1w)]2dx
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≤ 2

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ 2

∫ L

0

(
1

2
w2
x +K1w)2dx

≤ 2

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ 2

∫ L

0

[1
4
w4
x + (K1w)2 + (w2

x)(K1w)
]
dx

≤ CEε(t) +

∫ L

0

1

2
w4
xdx+ 2

∫ L

0

(K1w)2dx+ 2

∫ L

0

w2
xwK1dx

≤ CEε(0) +

∫ L

0

1

2
w4
xdx+ 2

∫ L

0

(K1w)2dx+

∫ L

0

w4
xdx+

∫ L

0

(wK1)2dx

≤ C[Eε(0) +

∫ L

0

w4
xdx+

∫ L

0

(K1w)2dx]

≤ C[Eε(0) + ‖wxx‖4
L2(Ω) + ‖K1‖2

∞

∫ L

0

w2dx]

≤ C[Eε(0) + ‖wxx‖4
L2(Ω) + ‖K1‖2

H1

∫ L

0

w2
xxdx]

≤ C[Eε(0) + Eε(t) + Eε(t)]

≤ C[Eε(0) + Eε(0) + Eε(0)]

≤ CEε(0).

Portanto ∫ T

0

∫ L

0

u2
xdxdt ≤ CTEε(0),

ou seja,

‖ux‖L2(0,T ;L2(Ω)) ≤ CTEε(0) (4.10)

onde C depende de ‖K1‖H1 e independe de ε.

Assim podemos extrair uma subseqüência de {ux}, que ainda denotamos da mesma forma,

tal que

ux ⇀ ρ fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)),

quando ε→ 0, para algum ρ ∈ L2(0, T ;L2(Ω)). Também como

K1w ⇀ K1Z, wx ⇀ Zx e
1

2
w2
x ⇀

1

2
Z2
x em L2(0, T ;L2(Ω)),

temos que

ux +
1

2
w2
x +K1w ⇀ ρ+

1

2
Z2
x +K1Z = η,

quando ε→ 0, fracamente em L2(0, T ;L2(Ω)).

Como α > 0, da desigualdade (4.10) se deduz que

{ux} é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)) e εα → 0,
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e pela desigualdade de Poincaré obtemos

{u} limitado em L∞(0, T,H1
0 (Ω)) ↪→ L2(0, T ;H1

0 (Ω)) e εα → 0.

Assim,

{ut} e limitado em H−1(0, T,H1
0 (Ω)) e εα → 0,

e então

εαut ⇀ 0 em H−1(0, T ;H1
0 (Ω)), quando ε→ 0.

Agora, de (4.4) se tem
√
εut ⇀ ξ em L2(0, T ;L2(Ω))

o que implica
√
εutt ⇀ ξt em H−1(0, T ;L2(Ω)).

Portanto

εutt =
√
ε
√
εutt ⇀ 0 em H−1(0, T ;L2(Ω))

quando ε→ 0.

De (4.5) temos, em particular, que para T > 0,

ux +
1

2
w2
x +K1w

∗
⇀ η em L∞(0, T, L2(Ω)) ↪→ L2(0, T, L2(Ω)),

ou seja,

ux +
1

2
w2
x +K1w ⇀ η em L2(0, T, L2(Ω)).

Por outro lado,

εαut ⇀ 0 em H−1(0, T,H1
0 (Ω)) ↪→ H−1(0, T, L2(Ω))

e

εutt ⇀ 0 em H−1(0, T, L2(Ω)).

Logo, da equação (1.1) se obtém que

(εutt + εαut) = µ0[ux +
1

2
w2
x +K1w]x ⇀ 0 em H−1(0, T, L2(Ω)),

e como

[ux +
1

2
w2
x +K1w]x ⇀ ηx

pela unicidade de limite fraco

ηx = [ρ+
1

2
Z2
x +K1Z]x = 0.

51



Conseqüentemente,

η = η(t),

isto é, não depende de x.

Por outro lado, integrando η = ρ+ 1
2
Z2
x +K1Z de 0 a L obtemos

η(t)L =

∫ L

0

η(t)dx =

∫ L

0

(ρ+
1

2
Z2
x +K1Z)dx

=

∫ L

0

ρdx+

∫ L

0

1

2
Z2
xdx+

∫ L

0

K1Zdx.

Pelo Teorema 2.1, segue que∫ L

0

ρdx =

∫ L

0

lim
ε→0

uεxdx = lim
ε→0

∫ L

0

uεxdx = 0

pois uε(0, t) = uε(L, t) = 0.

Assim, concluímos que

η(t) =
1

2L

∫ L

0

Z2
xdx+

1

L

∫ L

0

K1(x)Zdx.

Como conseqüência, temos

[wx(ux +
1

2
w2
x +K1w)]x ⇀ ηZxx = [

1

2L

∫ L

0

Z2
xdx+

1

L

∫ L

0

K1Zdx]Zxx

em L2(0, T ;H−1(Ω)). Da discussão acima obtemos

[f(u,w)]x ⇀ µ0[
1

2L

∫ L

0

Z2
xdx+

1

L

∫ L

0

K1Zdx]Zxx em L2(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−2(Ω)),

g(u,w) ⇀ µ0K1[
1

2L

∫ L

0

Z2
xdx+

1

L

∫ L

0

K1Zdx] em L2(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−2(Ω))

e

wxxxx ⇀ Zxxxx em L2(0, T ;H−2(Ω))

quando ε→ 0 e T > 0.

Portanto, concluímos que a componente {w = wε} do sistema converge à solução Z =

Z(x, t) fracamente em L2(0, T ;H2
0 (Ω)), quando ε→ 0 e T > 0.
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Além disso, de (4.7), para T > 0, obtemos

θxx ⇀ φxx em L2(0, T ;H−2(Ω))

e também deduzimos da equação (1.1) que

{θt} é limitada em L2(0, T ;H−2(Ω)).

Assim, existe um subseqüência, ainda denotada da mesma forma, tal que

θt ⇀ φt em L2(0, T ;H−2(Ω))

e

wxxt ⇀ Zxxt em L2(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L2(0, T ;H−2(Ω)).

Portanto, a componente {θ = θε} do sistema converge à solução φ = φ(x, t) fracamente

em L2(0, T ;H2
0 (Ω)).

Claramente {Z, φ} satisfaz às condições de fronteira.

4.2 Condições iniciais

• Z(x, 0) = w0(x).

De (4.6) temos, em particular, que para T > 0

{w} é limitada em L∞(0, T ;H2
0 (Ω))

e

{wt} é limitada em L∞(0, T ;H1
0 Ω)).

Aplicando o Corolário 2.1 na cadeia

H2
0 (Ω)

c
↪→ H2−δ

0 (Ω) ↪→ H1
0 (Ω)

se deduz que existe uma subseqüência de {w}, ainda denotada da mesma forma, tal que

wε = w → Z forte em C([0, T ];H2−δ
0 (Ω)),

quando ε→ 0. Então

w(x, 0)→ Z(x, 0) em H2−δ
0 (Ω),

e como wε(x, 0) = w0(x), ∀ε > 0 segue que Z(x, 0) = w0(x).
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• Zt(x, 0) = w1(x).

Usando a equação (1.1) podemos escrever

(I − ∂2

∂x2
)wtt = −wxxxx − θxx + [µ0wx(ux +

1

2
w2
x +K1w)]x − µ0K1(ux +

1

2
w2
x +K1w).

Consideremos a cadeia

H2(Ω) ↪→ H1(Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ H−2(Ω).

De (4.7) e (4.8), para T > 0, temos que

{θ} é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω))⇒ {θx} é limitado em L∞(0, T ;H−2(Ω)),

{w} é limitado em L∞(0, T ;H2
0 (Ω))⇒ {wxxxx} é limitado em L∞(0, T ;H−2(Ω)).

Também de (4.5) e (4.8), para T > 0, temos

{ux+
1

2
w2
x+K1w} é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω)) e {wx} é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Portanto,

µ0[(ux +
1

2
w2
x +K1w)wx]x é limitado em L∞(0, T ;H−1(Ω)) ↪→ L∞(0, T ;H−2(Ω))

e como K1 ∈ H1(Ω) ↪→ L2(Ω) obtemos

{K1(ux +
1

2
w2
x +K1w)} é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω)) ↪→ L∞(0, T ;H−2(Ω)).

Da discussão acima claramente se observa que

{(I − ∂2

∂x2
)wtt} é limitado em L∞(0, T ;H−2(Ω)).

Agora, usando (1.1) podemos escrever

(I − ∂2

∂x2
)wtt = wtt − wxxtt = −wxxxx + [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx,

ou seja,

wtt = (I − ∂2

∂x2
)−1[−∂

4w

∂x4
+ [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx].

Pelo lema 2.4.6 o operador

(I − ∂2

∂x2
)−1 : H−2(Ω) 7→ L2(Ω) é limitado.
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Assim, existe C > 0, tal que

‖wtt‖L2(Ω) =

∥∥∥∥(I − ∂2

∂x2
)−1[−∂

4w

∂x4
+ [f(u,w)]x + g(u,w)− θxx]

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C ‖−wxxxx + [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx‖H−2(Ω)

≤ C{‖wxxxx‖H−2(Ω) + ‖[f(u,w)]x‖H−2(Ω) + ‖g(u,w)‖H−2(Ω) + ‖θxx‖H−2(Ω)}

≤ C{‖wxx‖L2(Ω) + ‖f(u,w)‖L2(Ω) + ‖g(u,w)‖L2(Ω) + ‖θ‖L2(Ω)}.

Elevando ao quadrado e usando H1(Ω) ↪→ L∞(Ω), pois Ω = (0, L) ⊂ R obtemos

‖wtt‖2 ≤ C[‖wxx‖2 + ‖f(u,w)‖2 + ‖g(u,w)‖2 + ‖θ‖2]

≤ C[

∫ L

0

w2
xxdx+ ‖wx‖2

∞‖ux +
1

2
w2
x +K1w‖2 + ‖K1‖2

∞‖ux +
w2
x

2
+K1w‖2 +

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

w2
xxdx+ ‖wxx‖2

∥∥∥∥ux +
w2
x

2
+K1w

∥∥∥∥2

+ ‖K1‖2
H1

∥∥∥∥ux +
w2
x

2
+K1w

∥∥∥∥2

+

∫ L

0

θ2dx]

≤ CEε(0).

Portanto,

{wtt} é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Além disso, de (4.6)

{wt} é limitada em L∞(0, T ;H1
0 (Ω)).

Novamente, aplicando o Corolário 2.1 na cadeia

H1
0 (Ω)

c
↪→ H1−δ

0 (Ω) ↪→ L2(Ω), δ > 0,

se deduz que existe uma subseqüência de {wt}, ainda denotada da mesma forma, tal que

wεt = wt → Zt forte em C([0, T ];L2(Ω)),

quando ε→ 0 e T > 0; isto é,

wt(x, 0)→ Zt(x, 0) em L2(Ω)

e como wεt (x, 0) = w1(x), ∀ε > 0, se obtém que

Zt(x, 0) = w1(x).

55



• φ(x, 0) = θ0(x).

De (4.6) e (4.7), para T > 0, tem-se

{wxt} é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω))⇒ {wxxt} é limitada em L∞(0, T ;H−1(Ω)),

{θ} é limitada em L∞(0, T ;L2(Ω))⇒ {θxx} é limitada em L∞(0, T ;H−2(Ω)).

Da equação (1.1) vemos que

θt = θxx + wxxt.

Assim concluímos que

{θt} é limitado em L∞(0, T ;H−2(Ω)).

Também, de (4.7) temos

{θ} é limitado em L∞(0, T ;L2(Ω)).

Novamente, aplicando o Corolário 2.1 na cadeia

L2(Ω)
c
↪→ H−1(Ω) ↪→ H−2(Ω)

se deduz que existe uma subseqüência de {θ = θε}, ainda denotada da mesma forma, tal

que

θε = θ → φ forte em C([0, T ];H−1(Ω)),

quando ε→ 0 e T > 0, ou seja,

θ(x, 0)→ φ(x, 0) em H−1(Ω).

Como θε(x, 0) = θ0(x), ∀ε > 0, se obtém que

φ(x, 0) = θ0(x).

Observação 4.1 Todas as convergências obtidas neste Capítulo foram para subseqüên-

cias em ε, porém como ambos modelos (1.1) e (4.1) tem solução global única segue que o

resultado vale sempre que ε se aproxime a zero não importa por qual seqüência.
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Capítulo 5

Estabilização Uniforme

Sejam ε > 0 e 0 < α ≤ 1 . Denotemos por u = uε, w = wε e θ = θε. Vamos

mostrar o decaimento uniforme da energia total Eε(t) do problema (1.1)-(1.3). Usemos

o funcional de Lyapunov

Gε,δ(t) = Eε(t) + δFε(t) + 2δIε(t), δ > 0, (5.1)

onde Eε(t) é dado por (3.5),

Fε(t) = ε

∫ L

0

uutdx+

∫ L

0

(wwt + wxwxt)dx (5.2)

e

Iε(t) =

∫ L

0

θwtdx−
1

2

∫ L

0

θ2dx+

∫ L

0

wt(−
∂2

∂x2
)−1θdx. (5.3)

Observe que em Fε(t) as expressões são padrões na construção do funcional de Lyapunov.

Porém, Iε(t) não é .

5.1 Decaimento Exponencial

Lema 5.1.1 Seja Hε(t) = Fε(t) + 2Iε(t). Então, existe uma constante positiva C, tal

que

|Hε(t)| ≤ C{1 + ε[Eε(0) + ‖K1‖2
∞]}Eε(t) (5.4)

para qualquer t ≥ 0.

Demonstração: No que segue C denotará uma constante positiva que varia de linha a

linha e independente de ε. De (5.2) e (5.3) para γ > 0, usando a desigualdade∫ L

0

√
γ(
√
γ)−1abdx ≤

∫ L

0

a2

2γ
dx+

γ

2

∫ L

0

b2dx
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obtemos a estimativa

|Hε(t)| ≤ |Fε(t)|+ 2|Iε(t)|

≤ ε

∫ L

0

|uut|dx+

∫ L

0

|wwt|dx+

∫ L

0

|wxwxt|dx+ 2

∫ L

0

|θwt|dx

+

∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

|wt(−
∂2

∂x2
)−1θ|dx

≤ (
1

2γ

∫ L

0

εu2
tdx+

εγ

2

∫ L

0

u2dx) + (
γ

2

∫ L

0

w2dx+
1

2γ

∫ L

0

w2
t dx)

+ (
γ

2

∫ L

0

w2
xdx+

1

2γ

∫ L

0

w2
xtdx)

+ (γ

∫ L

0

θ2dx+
1

γ

∫ L

0

w2
t dx) + 2

∫ L

0

θ2dx

+ (
1

γ

∫ L

0

w2
t dx+ γ

∫ L

0

[(− ∂2

∂x2
)−1θ]2dx).

Agora usando a desigualdade de Poincaré obtemos

|Hε(t)| ≤ (
ε

2γ

∫ L

0

u2
tdx+

εγ

2

∫ L

0

u2dx) + (
Cγ

2

∫ L

0

w2
xxdx (5.5)

+
1

2γ

∫ L

0

w2
t dx) + (

Cγ

2

∫ L

0

w2
xxdx+

1

2γ

∫ L

0

w2
xtdx)

+ (γ

∫ L

0

θ2dx+
1

γ

∫ L

0

w2
t dx) + 2

∫ L

0

θ2dx

+ (
1

γ

∫ L

0

w2
t dx+ γ

∫ L

0

[(− ∂2

∂x2
)−1θ]2dx).

Sabemos que (− ∂2

∂x2
)−1 : L2(Ω) 7→ H2(Ω) ∩H1

0 (Ω) é um operador limitado e

H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω), onde Ω = (0, L). Então∥∥∥∥(− ∂2

∂x2
)−1θ

∥∥∥∥2

L2(Ω)

≤ C

∥∥∥∥(− ∂2

∂x2
)−1θ

∥∥∥∥2

H1
0 (Ω)

≤ C ‖θ‖2
L2(Ω) . (5.6)

Usando (5.6) e as desigualdades∫ L

0

w4
xdx ≤ C ‖wxx‖4

L2(Ω) , (5.7)

∫ L

0

u2
xdx ≤ C[Eε(0) + ‖wxx‖4

L2(Ω) + ‖K1‖2
H1

∫ L

0

w2
xxdx], (5.8)
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as quais foram usadas na prova do Teorema 4.1, deduzimos de (5.5) a estimativa

|Hε(t)| ≤ (C

∫ L

0

εu2
tdx+ C

∫ L

0

εu2
xdx) + (C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx)

+ (C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
xtdx) + (C

∫ L

0

θ2dx+ C

∫ L

0

w2
t dx) + 2

∫ L

0

θ2dx

≤ C

∫ L

0

εu2
tdx+ Cε

∫ L

0

u2
xdx+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C

∫ L

0

εu2
tdx+ Cε

∫ L

0

[ux + (
w2
x

2
+K1w)− (

w2
x

2
+K1w)]2dx

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C

∫ L

0

εu2
tdx+ 2Cε

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+ 2Cε

∫ L

0

(
w2
x

2
+K1w)2dx

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C

∫ L

0

εu2
tdx+ 2Cε

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+ [Cε

∫ L

0

1

2
w4
xdx

+ 2Cε

∫ L

0

(K1w)2dx+ 2Cε

∫ L

0

w2
xK1wdx]

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

{εu2
t + ε(ux +

w2
x

2
+K1w)2}dx] + Cε(

∫ L

0

w2
xxdx)2

+ Cε

∫ L

0

(K1w)2dx+ Cε(

∫ L

0

w4
xdx+

∫ L

0

(K1w)2dx)

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

{εu2
t + ε(ux +

w2
x

2
+K1w)2}dx] + ε[C(

∫ L

0

w2
xxdx)2 + C ‖K1‖2

∞

∫ L

0

w2
xxdx]

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

{εu2
t + ε(ux +

w2
x

2
+K1w)2}dx] + Cε[Eε(0) + ‖K1‖2

∞]Eε(t)

+ [C

∫ L

0

w2
xxdx+ C

∫ L

0

w2
t dx+ C

∫ L

0

w2
xtdx+ (2 + C)

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

(εu2
t + ε(ux +

w2
x

2
+K1w)2 + w2

xx + w2
t + w2

xt + θ2)dx] + Cε[Eε(0) + ‖K1‖2
∞]Eε(t)

≤ CEε(t) + εC[Eε(0) + ‖K1‖2
∞]E(t) = C[1 + ε{Eε(0) + ‖K1‖2

∞}]Eε(t).
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Portanto,

|Hε(t)| ≤ C[1 + ε{Eε(0) + ‖K1‖2
∞}]Eε(t),

onde C = C(γ) > 0. O lema está demonstrado.

Lema 5.1.2 Sob as condições do Teorema 3.3, então

dHε

dt
≤ (1 +

εα−1

2γ
)

∫ L

0

εu2
tdx+ (γ − 1)

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx (5.9)

+ [−µ0

2
+
εαγC

2
+ 2γC ‖K1‖2

H1 ]

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx

+ [
γ

2
− 1 +

εαγC

2
(Eε(0) + ‖K1‖2

H1) + 2γC(1 + Eε(0)) + µ0c1Eε(0)]

∫ L

0

w2
xxdx

+ (
2

γ
+ 2γC)

∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

θ2
xdx,

para qualquer t ≥ 0 e qualquer γ > 0.

Demonstração: Usando as equações (1.1) obtemos as identidades

d

dt

∫ L

0

εuutdx =

∫ L

0

εu2
tdx−

∫ L

0

µ0(ux +
1

2
w2
x +K1w)uxdx− εα

∫ L

0

uutdx

d

dt

∫ L

0

wwtdx =

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xxdx+

∫ L

0

wwxxttdx−
∫ L

0

f(u,w)wxdx

−
∫ L

0

g(u,w)wdx−
∫ L

0

θxxwdx

d

dt

∫ L

0

wxwxtdx =

∫ L

0

w2
xtdx−

∫ L

0

wwxxttdx.

As identidades acima implicam que

dFε
dt

= ε

∫ L

0

d

dt
(uut)dx+

∫ L

0

d

dt
(wwt)dx+

∫ L

0

d

dt
(wxwxt)dx

= (

∫ L

0

εu2
tdx−

∫ L

0

µ0(ux +
1

2
w2
x +K1w)uxdx− εα

∫ L

0

uutdx)

+ (

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xxdx−

∫ L

0

f(u,w)wxdx−
∫ L

0

g(u,w)wdx−
∫ L

0

θxxwdx) +

∫ L

0

w2
xtdx
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dFε
dt

= (

∫ L

0

εu2
tdx−

∫ L

0

µ0(ux +
1

2
w2
x +K1w)uxdx− εα

∫ L

0

uutdx)

+ (

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xxdx−

∫ L

0

µ0w
2
x(ux +

w2
x

2
+K1w)dx

−
∫ L

0

µ0K1w(ux +
w2
x

2
+K1w)dx−

∫ L

0

θxxwdx) +

∫ L

0

w2
xtdx

dFε
dt

=

∫ L

0

εu2
tdx−

∫ L

0

µ0(ux +
1

2
w2
x +K1w)[ux + w2

x +K1w]dx︸ ︷︷ ︸
I

−εα
∫ L

0

uutdx

−
∫ L

0

w2
xxdx+

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

θxxwdx+

∫ L

0

w2
xtdx.

Análise de I :

I = −µ0

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)(2ux + w2

x + 2K1w)dx+ µ0

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)(ux +K1w)dx

≤ −2µ0

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+

µ0

2

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+

µ0

2

∫ L

0

(ux +K1w)2dx

≤ −3

2
µ0

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+

µ0

2

∫ L

0

(ux +K1w +
1

2
w2
x −

1

2
w2
x)

2dx

≤ −3

2
µ0

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+ µ0

∫ L

0

(ux +K1w +
1

2
w2
x)

2dx+ µ0

∫ L

0

1

4
w4
xdx

≤ −µ0

2

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+ µ0c1(

∫ L

0

w2
xxdx)2

≤ −µ0

2

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx.

Substituindo obtemos:

dFε
dt

≤
∫ L

0

εu2
tdx−

µ0

2

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx− εα

∫ L

0

uutdx (5.10)

−
∫ L

0

w2
xxdx+

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

θxxwdx+

∫ L

0

w2
xtdx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx.
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Similarmente

d

dt

∫ L

0

wtθdx =

∫ L

0

wttθdx+

∫ L

0

wtθtdx (5.11)

=

∫ L

0

wttθdx+

∫ L

0

wt(θxx + wxxt)dx

=

∫ L

0

wttθdx−
∫ L

0

wxtθxdx−
∫ L

0

w2
xtdx.

Também

d

dt

∫ L

0

−1

2
θ2dx = −

∫ L

0

θθtdx = −
∫ L

0

θ(θxx + wxxt)dx (5.12)

=

∫ L

0

θ2
xdx+

∫ L

0

θxwxtdx

e

d

dt

∫ L

0

wt(−
∂2

∂x2
)−1θdx =

∫ L

0

wtt(−
∂2

∂x2
)−1θdx+

∫ L

0

wt
d

dt
[(
−∂2

∂x2
)−1θ]dx.

Da equação (1.1)

θt − θxx − wxxt = 0,

ou seja,

θt = (
∂2

∂x2
)(θ + wt).

Logo,

(− ∂2

∂x2
)−1 d

dt
θ = −(θ + wt)⇒

d

dt
(− ∂2

∂x2
)−1θ = −θ − wt.

Substituindo acima

d

dt

∫ L

0

wt(−
∂2

∂x2
)−1θdx =

∫ L

0

wtt(−
∂2

∂x2
)−1θdx−

∫ L

0

wtθdx−
∫ L

0

w2
t dx. (5.13)

Somando as equações (5.11),(5.12) e (5.13) obtemos

dIε(t)

dt
= −

∫ L

0

(w2
t + w2

xt + wtθ)dx+

∫ L

0

(θ2
x + wttθ + wtt(−

∂2

∂x2
)−1θ)dx. (5.14)
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Logo, de (5.10) e (5.14) deduzimos, para qualquer γ > 0, as desigualdades

dHε

dt
=
dFε(t)

dt
+

2dIε(t)

dt
dHε

dt
≤
∫ L

0

εu2
tdx−

µ0

2

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx− εα

∫ L

0

uutdx

+

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xxdx−

∫ L

0

θxxwdx+

∫ L

0

w2
xtdx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

− 2

∫ L

0

(w2
t + w2

xt + wtθ)dx+ 2

∫ L

0

[θ2
x + wttθ + wtt(−

∂2

∂x2
)−1θ]dx

dHε

dt
≤
∫ L

0

(εu2
t + 2θ2

x)dx−
∫ L

0

{w2
t + w2

xx + w2
xt +

µ0

2
(ux +

1

2
w2
x +K1w)2}dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

− εα
∫ L

0

uutdx−
∫ L

0

wθxxdx− 2

∫ L

0

wtθdx+ 2

∫ L

0

wttθdx+ 2

∫ L

0

wtt(
−∂2

∂x2
)−1θdx

dHε

dt
≤
∫ L

0

(εu2
t + 2θ2

x)dx−
∫ L

0

{w2
t + w2

xx + w2
xt +

µ0

2
(ux +

1

2
w2
x +K1w)2}dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

+ εα
∫ L

0

|uut|dx+

∫ L

0

|wxxθ|dx+ 2

∫ L

0

|wtθ|dx+ 2

∫ L

0

|wttθ|dx+ 2

∫ L

0

wtt(
−∂2

∂x2
)−1θdx.

Assim, para qualquer γ > 0, obtém-se

dHε

dt
≤
∫ L

0

(εu2
t + 2θ2

x)dx (5.15)

−
∫ L

0

{w2
t + w2

xx + w2
xt +

µ0

2
(ux +

1

2
w2
x +K1w)2}dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

+ εα(
γ

2

∫ L

0

u2dx+
1

2γ

∫ L

0

u2
tdx)

+ (
1

2γ

∫ L

0

θ2dx+
γ

2

∫ L

0

w2
xxdx) + (γ

∫ L

0

w2
t dx+

1

γ

∫ L

0

θ2dx)

+ (γ

∫ L

0

w2
ttdx+

1

γ

∫ L

0

θ2dx) + (γ

∫ L

0

w2
ttdx+

1

γ

∫ L

0

([− ∂2

∂x2
]−1θ)2dx).

Precisamos obter estimativas para os termos∫ L

0

u2dx e
∫ L

0

w2
ttdx.
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Usando a desigualdade de Poincaré e (5.7), deduzimos que∫ L

0

u2dx ≤ C

∫ L

0

u2
xdx = C

∫ L

0

(ux + (
w2
x

2
+K1w)− (

w2
x

2
+K1w))2dx

≤ 2C

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ 2C

∫ L

0

(
1

2
w2
x +K1w)2dx

≤ 2C

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ C

∫ L

0

1

2
w4
xdx+ 2C

∫ L

0

(K1w)2dx+ 2C

∫ L

0

w2
xK1wdx

≤ 2C

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ C ‖wxx‖4

L2(Ω) + C ‖K1‖2
∞ ‖w‖

2
L2(Ω)

+ C

∫ L

0

w4
xdx+ C

∫ L

0

(K1w)2dx

≤ 2C

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ C‖wxx‖4 + C‖K1‖2

H1‖wxx‖2

≤ C[

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ (

∫ L

0

w2
xxdx)2 + ‖K1‖2

H1

∫ L

0

w2
xxdx].

Assim, obtemos∫ L

0

u2dx ≤ C[

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ (

∫ L

0

w2
xxdx)2 + ‖K1‖2

H1

∫ L

0

w2
xxdx]. (5.16)

Agora, usando (1.1) podemos escrever

(I − ∂2

∂x2
)wtt = wtt − wxxtt = −wxxxx + [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx

wtt = (I − ∂2

∂x2
)−1[−∂

4w

∂x4
+ [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx].

Pelo lema 2.4.6 o operador

(I − ∂2

∂x2
)−1 : H−2(Ω) 7→ L2(Ω) é limitado

e como

L2(Ω) ↪→ H−1(Ω) ↪→ H−2(Ω)

obtemos

‖wtt‖L2(Ω) =

∥∥∥∥(I − ∂2

∂x2
)−1[−∂

4w

∂x4
+ [f(u,w)]x + g(u,w)− θxx]

∥∥∥∥
L2(Ω)

≤ C ‖−wxxxx + [f(u,w)]x − g(u,w)− θxx‖H−2(Ω)

≤ C{‖wxxxx‖H−2(Ω) + ‖[f(u,w)]x‖H−2(Ω) + ‖g(u,w)‖H−2(Ω) + ‖θxx‖H−2(Ω)}

≤ C{‖wxx‖L2(Ω) + ‖f(u,w)‖L2(Ω) + ‖g(u,w)‖L2(Ω) + ‖θ‖L2(Ω)}.
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Elevando ao quadrado e usando H1(Ω) ↪→ L∞(Ω), pois Ω = (0, L) ⊂ R temos

‖wtt‖2 ≤ C[‖wxx‖2 + ‖f(u,w)‖2 + ‖g(u,w)‖2 + ‖θ‖2]

≤ C[

∫ L

0

w2
xxdx+ ‖wx‖2

∞‖ux +
w2
x

2
+K1w‖2 + ‖K1‖2

∞‖ux +
w2
x

2
+K1w‖2 +

∫ L

0

θ2dx]

≤ C[

∫ L

0

w2
xxdx+ ‖wxx‖2

∥∥∥∥ux +
w2
x

2
+K1w

∥∥∥∥2

+ ‖K1‖2
H1

∥∥∥∥ux +
w2
x

2
+K1w

∥∥∥∥2

+

∫ L

0

θ2dx].

Assim, ∫ L

0

w2
ttdx ≤ C[

∫ L

0

w2
xxdx+ (

∫ L

0

w2
xxdx)(

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx) (5.17)

+ ‖K1‖2
H1

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+

∫ L

0

θ2dx].

Usando as estimativas (5.14) e (5.17) deduzimos de (5.15)

dHε

dt
≤
∫ L

0

(εu2
t + 2θ2

x)dx−
∫ L

0

{w2
t + w2

xx + w2
xtdx+

µ0

2
(ux +

1

2
w2
x +K1w)2}dx

+ (
εαγ

2

∫ L

0

u2dx+
εα

γ

∫ L

0

u2
tdx) + (

1

2γ

∫ L

0

θ2dx+
γ

2

∫ L

0

w2
xxdx)

+ (γ

∫ L

0

w2
t dx+

1

γ

∫ L

0

θ2dx) + (γ

∫ L

0

w2
ttdx+

∫ L

0

θ2

γ
dx)

+ (γ

∫ L

0

w2
ttdx+

∫ L

0

1

γ
[(− ∂2

∂x2
)−1θ]2dx) + µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

dHε

dt
≤
∫ L

0

(εu2
t + 2θ2

x)dx−
∫ L

0

{w2
t + w2

xx + w2
xtdx+

µ0

2
(ux +

1

2
w2
x +K1w)2}dx

+
εαγC

2
[

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ (

∫ L

0

w2
xxdx)2 + ‖K1‖2

H1

∫ L

0

w2
xxdx] +

εα

2γ

∫ L

0

u2
tdx

+ (
1

2γ
+

1

2γ
)

∫ L

0

θ2dx+
γ

2

∫ L

0

w2
xxdx+ γ

∫ L

0

w2
t dx

+ 2γC[

∫ L

0

w2
xxdx+ (

∫ L

0

w2
xxdx)(

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx)

+ ‖K1‖2
H1

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+

∫ L

0

θ2dx] +
1

γ

∫ L

0

([− ∂2

∂x2
]−1θ)2dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx.

Lembrando que o operador (− ∂2

∂x2
)−1 : L2(Ω) → H1

0 ∩H2 é limitado e H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω),

onde Ω = (0, L), então

‖(− ∂2

∂x2
)−1θ‖2

L2 ≤ ‖(−
∂2

∂x2
)−1θ‖2

H1
0
≤ ‖θ‖2

L2 ,
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ou seja,
1

γ

∫ L

0

[(− ∂2

∂x2
)−1θ]2dx ≤ 1

γ

∫ L

0

θ2dx.

Usando isto, obtemos

dHε

dt
≤ {1 +

εα−1

2γ
}
∫ L

0

εu2
tdx+ (γ − 1)

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx−

∫ L

0

w2
xxdx

+ {−µ0

2
+ 2‖K1‖2

H1γC +
εαγC

2
}
∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

+ 2γC

∫ L

0

w2
xx(1 + Eε(0))dx+

γ

2

∫ L

0

w2
xxdx+

2

γ

∫ L

0

θ2dx

+
εαγC

2
[

∫ L

0

w2
xxdx+ ‖K1‖2

H1 ]

∫ L

0

w2
xxdx+ 2γC

∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

θ2
xdx

dHε

dt
≤ {1 +

εα−1

2γ
}
∫ L

0

εu2
tdx+ (γ − 1)

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx

+ {−µ0

2
+ 2γC‖K1‖2

H1 +
εαγC

2
}
∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx+ µ0c1Eε(0)

∫ L

0

w2
xxdx

+ 2γC

∫ L

0

(1 + Eε(0))w2
xxdx+

∫ L

0

[(
γ

2
− 1) +

εαγC

2
{Eε(0) + ‖K1‖2

H1}]w2
xxdx

+ {2γC +
2

γ
}
∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

θ2
xdx

dHε

dt
≤ {1 +

εα−1

2γ
}
∫ L

0

εu2
tdx+ (γ − 1)

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx

+ {−µ0

2
+ 2γC‖K1‖2

H1 +
εαγC

2
}
∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx

+ [2γC(1 + Eε(0)) + (
γ

2
− 1) +

εαγC

2
{Eε(0) + ‖K1‖2

H1}+ µ0c1Eε(0)]

∫ L

0

w2
xxdx

+ {2

γ
+ 2γC}

∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

θ2
xdx,

que prova o Lema 5.1.2.

Lema 5.1.3 Sob as asserções do Teorema 3.3, seja δ > 0, ε > 0 e consideremos

Gε,δ(t) = Eε(t) + δHε(t).

Então, existe uma constante positiva C = C(δ), tal que

dGε,δ(t)

dt
≤ −C(δ)Eε(t), (5.18)

para qualquer t ≥ 0.
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Demonstração: Usando o Lema 5.1.2, deduzimos para qualquer γ > 0

dGε,δ(t)

dt
=

d

dt
Eε(t) + δ

d

dt
Hε(t)

≤ −
∫ L

0

(εαu2
t + θ2

x)dx+ δ[(1 +
εα−1

2γ
)

∫ L

0

εu2
tdx

+ (−µ0

2
+
εαγC

2
+ 2γC‖K1‖2

H1)

∫ L

0

(ux +
w2
x

2
+K1w)2dx

+ (γ − 1)

∫ L

0

w2
t dx−

∫ L

0

w2
xtdx+ [

γ

2
− 1 + εαγC(Eε(0) + ‖K1‖2

H1)

+ 2γC(1 + Eε(0)) + µ0c1Eε(0)]

∫ L

0

w2
xxdx+ (

2

γ
+ 2γC)

∫ L

0

θ2dx+ 2

∫ L

0

θ2
xdx]

dGε,δ(t)

dt
≤ −{εα−1 − δ[1 +

εα−1

2γ
]}
∫ L

0

εu2
tdx

− δ(1− γ)

∫ L

0

w2
t dx− δ

∫ L

0

w2
xtdx

− δ{µ0

2
− Cγ(1 + ‖K1‖2

H1)}
∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx

− δ{(1− µ0c1Eε(0))− Cγ[1 + Eε(0) + εα(Eε(0) + ‖K1‖2
H1)]}

∫ L

0

w2
xxdx

+ (2δ − 1)

∫ L

0

θ2
xdx+ Cδ(

1

γ
+ γ)

∫ L

0

θ2dx.

(5.19)

Seja Dε = 1 + Eε(0) + εα(Eε(0) + ‖K1‖2
H1). Para qualquer λ > 0, escolha γ = λD−1

ε .

Logo,

γ +
1

γ
=

1

λD−1
ε

+ λD−1
ε <

Dε

λ
+ λ pois Dε > 1.

Portanto,

Cδ(
1

γ
+ γ) < Cδ(

Dε

λ
+ λ) (5.20)

para qualquer δ > 0 e C > 0. Usando a desigualdade de Poincaré, (5.20) e escolhendo

δ < 1
2
, segue que

(2δ − 1)

∫ L

0

θ2
xdx+ δC(

1

γ
+ γ)

∫ L

0

θ2dx ≤ (2δ − 1)

L

∫ L

0

θ2dx+ Cδ(
Dε

λ
+ λ)

∫ L

0

θ2dx.
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Assim, deduzimos de (5.19)

dGε,δ(t)

dt
≤ −{εα−1 − δ[1 +

εα−1

2γ
]}
∫ L

0

εu2
tdx (5.21)

− δ{1− λD−1
ε }

∫ L

0

w2
t dx− δ

∫ L

0

w2
xtdx

− δ{µ0

2
− CλD−1

ε (1 + ‖K1‖2
H1)}

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx

− δ{(1− µ0c1Eε(0))− Cλ}
∫ L

0

w2
xxdx

− [
(1− 2δ)

L
− δC(

Dε

λ
+ λ)]

∫ L

0

θ2dx.

Como 0 < ε < 1, segue que µ0c1Eε(0) ≤ µ0c1E(0). Logo, 1− µ0c1Eε(0) ≥ 1− µ0c1E(0).

Assuma que µ0 <
1

c1E(0)
e denote por C̃ = 1− µ0c1E(0). O termo

−δ{(1− µ0c1Eε(0))− Cλ}
∫ L

0

w2
xxdx

pode ser estimado da seguinte forma:

1− µ0c1Eε(0) ≥ 1− µ0c1E(0) = C̃ > 0.

Logo,

[1− µ0c1Eε(0)]− Cλ ≥ C̃ − λC

e então

−δ{[1− µ0c1Eε(0)]− Cλ}
∫ L

0

w2
xxdx ≤ −δ{C̃ − Cλ}

∫ L

0

w2
xxdx.

Portanto, substituindo em (5.21) obtemos

dGε,δ(t)

dt
≤ −{εα−1 − δ[1 +

εα−1

2γ
]}
∫ L

0

εu2
tdx (5.22)

− δ{1− λD−1
ε }

∫ L

0

w2
t dx− δ

∫ L

0

w2
xtdx

− δ{µ0

2
− CλD−1

ε (1 + ‖K1‖2
H1)}

∫ L

0

(ux +
1

2
w2
x +K1w)2dx

− δ{C̃ − Cλ}
∫ L

0

w2
xxdx

− [
(1− 2δ)

L
− δC(

Dε

λ
+ λ)]

∫ L

0

θ2dx.
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Agora escolhemos λ e δ como segue:

(a) C̃ − Cλ > 0

(b) 1− λD−1
ε > 0

(c) µ0
2
− CλD−1

ε (1 + ‖K1‖2
H1) > 0

(d) εα−1 − δ[1 + εα−1

2γ
] > 0

(e) L−1(1− 2δ)− δC(Dε
λ

+ λ) > 0.

Claramente (a) ,(b) e (c) são satisfeitas se 0 < λ < Min{C̃C−1, 1, µ0
2C[1+‖K1‖2H1 ]

}, pois
Dε > 1. Agora, mantemos λ �xo. Observe que para 0 < ε < 1, Dε ≤ C0 onde C0 é uma

constante positiva que depende só do dado inicial (independente de ε). Assim,

Dε

λ
+ λ ≤ C0

λ
+ λ.

Logo,
2

L
+ C(

Dε

λ
+ λ) ≤ 2

L
+ C(

C0

λ
+ λ).

Se segue que para veri�car (e) é su�ciente escolher δ > 0, tal que

0 < δ <
[
2 + LC(

C0

λ
+ λ)

]−1 ≤
[
2 + LC(

Dε

λ
+ λ)

]−1
.

Similarmente, como Dε ≤ C0 e 0 < ε < 1, então 2λε1−α +Dε ≤ 2λ+ C0.

Conseqüentemente, do item (d) é su�ciente escolher δ > 0, tal que

δ <
2λ

C0 + 2λ
≤ 2λ

2λε1−α +Dε

=
2γεα−1

2γ + εα−1
.

Assim consideramos

δ < Min{
[
2 + LC(

C0

λ
+ λ)

]−1
,

2λ

C0 + 2λ
}

o que implica

δ <
2λ

2λ+ C0

≤ 2γεα−1

2γ + εα−1
=

εα−1

1 + εα−1

2γ

.

Como γ = λD−1
ε , onde Dε = 1 + Eε(0) + εα(Eε(0) + ‖K1‖2

H1), se deduz que

δ ≤ εα−1

1 + εα−1Dε
2λ

≤ εα−1

1 + εα−1

2λ
[1 + εα(Eε(0) + ‖K1‖2

H1)]
. (5.23)
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Por outro lado, δ também deve satisfazer

δ <
[
2 + LC(

C0

λ
+ λ)

]−1 ≤
[
2 + LC(

Dε

λ
+ λ
]−1

,

ou seja,

δ ≤ λ

2λ+ LCDε + λ2LC
≤ λ

2λ+ LCλ2 + LC
[
1 + εα(Eε(0) + ‖K1‖2

H1)
] . (5.24)

Observe que (5.23) e (5.24) são satisfeitas se escolhemos δ > 0 da forma

δ =
C̃1

1 + εα(Eε(0) + ‖K1‖2
H1)

para alguma constante positiva C̃1 (que depende de λ), mas independente de 0 < ε < 1.

Portanto, de (5.22) deduzimos que

dGε,δ(t)

dt
≤ −C(δ)Eε(t),

onde

C(δ) =
C̃2

1 + εα(Eε(0) + ‖K1‖2
H1)

> 0

com C̃2 dependente de λ mas independente de 0 < ε < 1. Isto prova o Lema.

Teorema 5.1 Assuma as hipóteses do Teorema 3.3 e µ0 < [c1E(0)]−1. Então, existem

constantes positivas C e β, tais que

Eε(t) ≤ CEε(0)exp(
−βt

1 + εα[Eε(0) + ‖K1‖2
H1 ]

), (5.25)

para qualquer t ≥ 0.

Demonstração: De fato,

Gε,δ(t) = Eε(t) + δHε(t).

Então, pelo Lema 5.1.1

|Gε,δ(t)− Eε(t)| = δ|Hε(t)| ≤ δC{1 + ε[Eε(0) + ‖K1‖2
H1 ]}Eε(t).

Assim,

(1− Cδ{1 + ε[Eε(0) + ‖K1‖2
H1 ]})︸ ︷︷ ︸

C1

Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤ (1 + Cδ{1 + ε[Eε(0) + ‖K1‖2
H1 ]})︸ ︷︷ ︸

C2

Eε(t).
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Escolhendo δ, su�cientemente pequeno , tal que 1−Cδ{1+ε[Eε(0)+‖K1‖2
H1 ]} > 0 temos

que

C1Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤ C2Eε(t),

onde C1 > 0 e C2 > 0.

Isto implica que

−C1Eε(t) ≥ −Gε,δ(t) ≥ −C2Eε(t).

Logo, substituindo isto e usando o Lema 5.1.3 obtemos

d

dt
Gε,δ(t) ≤ −C(δ)Eε(t) ≤ −ωGε,δ(t),

onde ω = C(δ)
C2

> 0.

Logo, ( d
dt
Gε,δ(t)

)
eωt + ωeωtGε,δ(t) ≤ 0,

ou seja,
d

dt

(
Gε,δ(t)e

ωt
)
≤ 0.

Daí, segue que

Gε,δ(t) ≤ Gε,δ(0)e−ωt.

Logo, obtemos

C1Eε(t) ≤ Gε,δ(t) ≤ C2Eε(0)e−ωt

e, conseqüentemente,

Eε(t) ≤ CEε(0)e−ωt ∀t ≥ 0,

sendo C = C2

C1
> 0.

Portanto,

Eε(t) ≤ CEε(0)exp(− βt

1 + εα[Eε(0) + ‖K1‖2
H1 ]

) ∀t ≥ 0,

e assim, concluímos o Teorema.

Energia do Sistema Limite:Multiplicando as equações do sistema (4.1) por Zt e φ,

respectivamente, integrando de 0 a L e somando-se, obtemos∫ L

0

ZttZtdx︸ ︷︷ ︸
I1

+

∫ L

0

ZxxZxxtdx︸ ︷︷ ︸
I2

+

∫ L

0

φφtdx︸ ︷︷ ︸
I3

+

∫ L

0

ZxtZxttdx︸ ︷︷ ︸
I4

+

∫ L

0

H(t)ZxZxtdx+

∫ L

0

K1(x)H(t)Ztdx︸ ︷︷ ︸
I5

= −
∫ L

0

φ2
xdx. (5.26)
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Usando integração por partes, formalmente deduzimos que

I1 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|Zt|2dx,

I2 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|Zxx|2dx,

I3 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|φ|2dx,

I4 =
1

2

d

dt

∫ L

0

|Zxt|2dx

e

I5 =

∫ L

0

H(t)[ZxZxt+K1(x)Zt]dx = H(t)
d

dt

∫ L

0

[1
2
Z2
x+K1(x)Z

]
dx =

µ0

2L

d

dt

[∫ L

0

(
1

2
Z2
x+K1(x)Z)dx

]2
.

Agora, substituindo estes valores na identidade (5.26), obtemos

d

dt

1

2

∫ L

0

(Z2
t + Z2

xx + Z2
xt + φ2)dx+

µ0

2L

(1

2

∫ L

0

Z2
xdx+

∫ L

0

K1(x)Zdx
)2

= −
∫ L

0

φ2
xdx.

Assim, a energia total do sistema (4.1) é dada por

L(t) =
1

2

∫ L

0

(Z2
t + Z2

xx + Z2
xt + φ2)dx+

µ0

L
(
1

2

∫ L

0

Z2
xdx+

∫ L

0

K1(x)Zdx)2

e segue que
dL
dt

= −
∫ L

0

φ2
xdx. (5.27)

Por outro lado, aplicando a Proposição 2.1 (iii) em (4.4) obtemos

{‖
√
εut‖}ε>0 é limitado e ‖ξ‖ ≤ lim inf

ε→0
‖
√
εut‖. (5.28)

Logo, da semicontinuidade inferior da norma L2 , (5.25), (5.28), α > 0 e das convergências

(4.5), (4.6), (4.7) se deduz que

L(t) ≤
∫ L

0

ξ2dx+ L(t) ≤ lim inf
ε→0

Eε(t) ≤ CL(0)exp(−βt).

Assim, L decai exponencialmente quando t → +∞. O caso α = 0 é especial (ver [17]

seção 5).
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