UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO
INSTITUTO DE MATEMATICA

DEPARTAMENTO DE MATEMATICA

Sobre o Sistema de Marguerre-Vlasov com Efeito Térmico

Wilman Rodas Huarcaya

Dissertacao submetida ao Corpo Docente do
Instituto de Matematica da Universidade Fe-
deral do Rio de Janeiro, como parte dos re-
quisitos necessarios para a obtencao do grau
de Mestre.

Orientador: Prof. Dr. Gustavo Perla Menzala

Rio de Janeiro
Agosto de 2011



Sobre o Sistema de Marguerre-Vlasov com Efeito Térmico

Wilman Rodas Huarcaya

Dissertacao submetida ao Corpo Docente do Instituto de Mateméatica da Universidade
Federal do Rio de Janeiro, como parte dos requisitos necessarios para a obtencao do

grau de Mestre.

Aprovada por:

Presidente, Prof. Gustavo Perla Menzala - IM/UFRJ

Prof. Ademir Fernando Pazoto - IM/UFRJ

Prof. Antonio André Novotny - LNCC/MCT

Prof. Hugo Danilo Fernandez Sare - IM /UFR.J

Rio de Janeiro

Agosto de 2011



Ficha Catalografica

R685

Rodas Huarcaya, Wilman.
Sobre o sistema de Marguerre-Vlasov com efeito térmico. /

Wilman Rodas Huarcaya.- Rio de Janeiro: IM/UFRJ, 2011.

v, 74f. ;30cm.

Orientador: Gustavo Perla Menzala.

Disserta¢ao (mestrado) - UFRJ/IM. Programa de pos-
graduagao em Matematica, 2011.

Referéncias: {.73-74.

1. Sistema Marguerre-Vlasov I. Perla Menzala, Gustavo.
I1. Universidade Federal do Rio de Janeiro. Instituto de

Matematica. III. Titulo.




Dedicatoria

Dedico essa dissertacao a minha mae, por ter sido em

toda vida minha melhor amiga, e a meu pai pelo apoio.



Agradecimentos

Acima de tudo agradeco a DEUS pela forca e satide para superar os obstéaculos.

A minha familia que me apoiou nestes anos de estudo e que nao mediu esforcos para
que se concluisse esta importante fase de minha vida.

Ao meu orientador professor Dr. Gustavo Perla Menzala pela competente orientacao,
por toda a atencao, dedicagao, paciéncia, compreensao e apoio a mim dedicados.

Ao professor Dr. Hugo Fernandez Sare pelas valiosas sugestoes e corre¢oes inerentes
a este trabalho e por toda a atencao e disponibilidade .

Ao professor Dr. Ademir Fernando Pazoto, pela ajuda, disposicao e contribuicao para
minha formagao, como também, agradecer pelos importantes comentarios no inicio deste
trabalho.

Aos membros da banca examinadora, os professores Ademir Fernando Pazoto, Antonio
André Novotny e Hugo Fernandez Sare, pelas importantes contribuicoes a este trabalho.

A todos os professores do IM/UFRJ, especialmente os professores da Pos-Graduagao
pelos conhecimentos transmitidos com tanta presteza.

Aos funcionarios técnicos-administrativos do IM, que sem excecao, fizeram o possivel
para me ajudar.

Aos amigos que fiz aqui ao longo desses dois anos de curso, pois foram muitos os
momentos felizes que compartilhamos juntos.

Ao LNCC pelo uso de suas instalagoes.

A Turma de Danca do CT, em especial 4 Ana Claudia pela sua paciéncia.

Finalmente ao povo brasileiro que, por meio da Coordenacao de Aperfeicoamento de

Pessoal de Ensino Superior(CAPES), financiou este trabalho.

i



Resumo

Uma versao unidimensional do sistema dinamico de Marguerre-Vlasov com efeitos
térmicos ¢ considerado . O sistema depende de um parametro € > 0 de um modo

singular quando € — 0. Nosso interesse é duplo :
(i) Procurar o limite do sistema quando ¢ — 0 .

(ii) Estudar o comportamento assintético quando ¢ — +oo da energia total E.(f) e

compara-lo com a energia total do sistema limite.

Palavras-chave: Limite singular, sistema de Marguerre-Vlasov, estabilizacao uni-

forme.
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Abstract

A one dimensional version of the dynamic Marguerre-Vlasov system in the presence
of thermal effects is considered. The system depends on a parameter £ > 0 in a singular

way as € — 0. Our interest is twofold:
(i) To find the limit system as € — 0.

(ii) To study the asymptotic behavior as t — 400 of the total energy E.(t) and compare
it with the total energy of the limit system.

Keywords: Singular limit, Marguerre-Vlasov system, uniform stabilization.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria nao linear de cascas pode ser considerada como uma generalizacao do pro-
blema de Plateau que estuda superficies assumindo que a densidade da energia potencial
de deformagao ¢ essencialmente proporcional a alteracao da area do elemento. Boas refe-
réncias sobre o assunto sao os livros de Ph.Ciarlet [5] e I.I. Vorovich [19]. Vamos considerar
uma versao unidimensional do sistema dinamico de Marguerre-Vlasov que descreve as vi-
bragoes das cascas rasas (ver [17] ou [5]), onde efeitos térmicos estao presentes no modelo.
Este trabalho aborda de forma didatica o manuscrito dos autores G. Perla e J. Sejje [16]
que trata da existéncia das solucoes globais fracas e decaimento exponencial com taxa
uniforme do sistema de Marguerre-Vlasov com efeito térmico. Este modelo é formulado
da seguinte forma. Sejae >0e 0 < a <1.

Denotemos por u = u® ,w = w® e § = 6° a solugao do sistema acoplado de equacoes

€ uy = pol ug + %wg + K (z) w], — e*uy

Wit + Wogge — Ween = [f(u, W)z — g(u, w) — Oy (1.1)

0 — Ope — Wegr =0
em  x (0,00) onde 2 = (0,L) e t denota a variavel temporal. As fungoes u(z,t) e
w(z,t) representam, respectivamente, o deslocamento longitudinal e transversal da viga
no ponto x ao instante t, 6(x,t) denota o fluxo de calor em x no tempo ¢,

Fu,w0) = pofa (s + 5 0+ K () w)]

(. 0) = poKa(n) e + 5 w? 4+ K () w]

Finalmente K;(z) representa a curvatura da segdo da casca no ponto z e oy é uma

constante positiva relacionada com o moédulo da elasticidade. Consideremos o sistema



(1.1) com condigoes de fronteira

u=0,w=00=0emz=0,L paraqualquert >0 (1.2)
w, =0em x =0,L para qualquer t >0 '
e condiciones iniciais
(uuut>|t:0 = (U07U1)> (U%wt)\t:o = (w07w1)7 9(1‘70) = 90(1‘) (1~3)

para qualquer x € (2. Analisaremos as seguintes questoes:

(1) Investigar a proximidade quando ¢ — 0 das componentes w® e §° em (1.1) para a

solucao de uma equacao de viga com efeitos térmicos.

(ii) Investigar a taxa de decaimento uniforme da energia total de (1.1)-(1.3) em relacdo

a ¢ — 0 quando t — +00 e compara-lo com a energia total do sistema limite.

Recentemente, alguns autores consideraram a versao unidimensional do sistema Marguerre-
Vlasov com um amortecimento mecanico em seu interior [17] ou uma dissipac¢ao na fron-
teira [13]|. Os efeitos térmicos sao fendmenos absolutamente naturais na modelagem para
vibracoes de cascas, assim a conclusao deste trabalho poderia ser de interesse no as-
sunto. Resultados relacionados na anélise dos limites singulares para placas ou vigas
foram considerados por G.Perla Menzala, A.Pazoto e E.Zuazua [15].

Este trabalho é organizado como segue: No Capitulo 2 especificamos as notacoes,
alguns resultados preliminares e desenvolvemos de maneira didatica, a teoria de Semi-
grupos Lineares necesséiria para a abordagem da solubilidade do problema em questao.
No Capitulo 3 provamos a existéncia e unicidade de solugoes fracas, via teoria de semi-
grupos aludido no Capitulo 2 . No Capitulo 4 demonstramos o limite assintético e as
condicoes iniciais. Finalmente no Capitulo 5 provaremos o decaimento exponencial com

taxa uniforme.



Capitulo 2
Resultados Basicos

Neste capitulo apresenta-se os pré-requisitos necessarios para desenvolver a teoria a

ser apresentado nos capitulos subseqiientes.

Definicao 2.1 Seja E um espaco de Banach. A topologia fraca sobre E denotada por
o(E,E") é a topologia menos fina tal que todos os funcionais lineares f € E' sio conti-

nuos.

Proposicao 2.1 Seja (x,) uma seqiéncia num espag¢o de Banach E. Se verificam as

sequintes assercoes
(i) ©, — x fraco em o(E, E') < <f,3:n> — <f,x>,Vf e E.
(ii) Se x, — x forte, entio x, — x fraco em o(E,E').
(iii) Se x, — x fraco em o(E, E'), entdo x| € limitado e ||z|| < liminf ||z,]|.

(tv) Sex, — x fraco em o(E,E') e se f, — [ forte em E' entio (fp, x,) — (f, ).

Demonstracao: Veja H.Brezis ([3], pagina 35). u

Temos resultados analogos a proposi¢ao anterior para a convergéncia fraca — x .

Proposicao 2.2 Seja E um espaco de Banach sepdravel e seja {u,}nen uma sucessao

. y . ‘ a
limitada em E'. Entdo existe uma subseqiéncia {u,, }ren tal que
* /
Up, — w em L.

Demonstracao: Veja Brezis (|3], pagina 42). n



Teorema 2.1 (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma

seqiiencia de fungoes mensurdveis de Q em X, f:Q — X e seja g € L'(Q). Se
[fu(z)| < glx), q¢tp ze€QVneN

onde g € uma funcao integravel em ). Suponha que

lim f,(z) = f(x), ¢tp x€Q

n—so0
Entao,

lim [ fu.(x)dx = / f(z)dz.

oo o Q
Demonstracao: Veja ([4], pagina 53). u

2.1 Espaco das Distribuicoes

Definicao 2.2 Dada uma funcdo continua, ¢ : Q C RY — R, onde Q é um aberto,
denomina-se suporte de ¢ ao fecho em Q do conjunto dos pontos x tais que ¢ (x) # 0.

Isto ¢

Q
supp (¢) = {z € Q; ¢ (z) # 0} -
Representa-se por C°(€2) o espaco vetorial das fungoes de classe C> em €2, com

suporte compacto em ().

2.1.1 Convergéncia em C{°(2)

Dado 2 como acima, considere o espaco vetorial topologico C§°(£2). Diz-se que uma
seqiiéncia (¢,),oy de fungdes em Cg° () converge para ¢ em Cg° (£2) quando forem

satisfeitas as seguintes condicgoes:

1) Existe um conjunto compacto K C € tal que

supp (p) C K e supp(p,) C K, VveN

1) D%, — D%p uniformemente em () para cada multi-indice a, quando v — +oc.

O espago vetorial C§° (€2) munido da noc¢do de convergéncia definida acima, sera

representada por D () e denominado de espaco das fungdes testes.



Denomina-se distribuicdo escalar sobre € a toda forma linear 7" : D (2) — R con-

tinua com respeito a topologia de D (). Isto significa que se uma seqiiéncia (¢, ),y

convergir em D ({2) para ¢, entdo
T (p,) — T (p) em R, quando v — +o0.

O valor da distribui¢ao 7" na fungao teste ¢ sera representado por (7', ¢).
O conjunto das distribuicoes escalares sobre €2 é um espaco vetorial real, denotado

por D'(R2), denominado espago das distribuicoes escalares sobre €.

2.1.2 Convergéncia e Derivagao em D’ ()

Definicao 2.3 Diz-se que uma funcao u : 0 — R € localmente integrdavel em ) quando

u € integrdvel a Lebesque em todo compacto K C ). O espago das funcoes localmente

1

integrdvets € denotado por L;,,

(Q). Em simbolos temos
u€ L, (Q) e / lu(z)|dx < oo,
K
para todo compacto K C €.

A seqiiéncia de distribuiges escalares (7),),.y converge para a distribui¢ao escalar 7' em
D' () quando
(T, ) — (I',p) em R, Vp € D(Q).

Com esta nocao de convergéncia, D’ (£2) é um espaco vetorial topologico e tem-se as

seguintes cadeias de imersoes continuas e densas
D(Q) — LF(Q) < L. (Q) — D' () para 1<p < oo.

Dada uma distribuicdo 7" sobre Q e dado um multi-indice o € NV define-se a derivada

distribucional de ordem « de T como sendo a distribuicao DT : D (2) — R dada por

(DT, ) := (=1)I*'(T, D*¢) para todo ¢ € D(Q).

2.2 Espacos de Sobolev

2.2.1 Convergéncia em L? e no dual de L*

Diz-se que uma seqiiéncia (¢, ) converge para p em L? (Q) se ||, — @[ 15q) — 0, para

1 < p < oo Sepe qsao indices conjugados, isto é, %4— % =1com 1 < p < oo, entao

5



se verifica que o dual topologico de LP (), que sera de notado por [LP ()], é o espaco
L1(Q). No caso de 1 < p < 00 0 espago vetorial LP () é separavel e, para 1 < p < oo,
¢ reflexivo. Para a demonstracao destes e outros fatos relacionados aos espagos LP ()
consulte Brezis [3]. Enunciaremos a seguir alguns resultados que serdo uteis no decorrer
do trabalho.

Teorema 2.2 Sejam (fy),cy C LP () e f € LP(Q), tais que

1fn = Fllo@) — 0.

Entao eviste uma subsegiéncia (fp,)pey de (fn) que converge quase sempre para f em

neN
Q, e existe h € LP () tal que |f,, (z)| < h(z), Yk € N quase sempre em §).

Demonstracao: Veja ([3], pagina 58). u

Definicao 2.4 Seja H um espaco de Hilbert. Chama-se base hilbertiana de H a seqiién-

cia de elementos (w,) de H que verificam:
i) [|wnlly =1 Y0, (Wn,wm) =0 VYn,m, m#n;

1) O espago gerado pela (wy), oy € denso em H.

Sejam m um numero inteiro positivo e 1 < p < oco. O espaco de Sobolev de ordem
m, denotado por WP (Q), é por definigao o espago vetorial das (classes de) fung¢oes em
LP (§) para as quais suas derivadas de ordem «, no sentido das distribui¢oes, pertencem
a L (§2), para todo multi-indice a, com |a| < m. O espaco W™P (§2) sera equipado com

a norma )
1/p
[l = (D 1Dl ) " 1<p < o0

laj<m

e quando p = oo, define-se

||u||me°°(Q) = Z ||DauHL°°(Q)‘

laj<m

Proposicao 2.3 Os espagos lineares W™P (Q) equipados das respectivas normas acima

sao espacos de Banach.

O espago W™P () é um espago reflexivo se 1 < p < oo e separavel se 1 < p < co. No
caso particular em que p = 2, o espago W™?2 (Q) é um espaco de Hilbert, que é denotado
por H™ (). Isto é

H™(Q) ={ue L*(Q); D e L*(Q),V]a| <m}

6



cuja norma e produto interno sao dados respectivamente, por

1/2
llliniey = (D2 1D ulFay ) e () = D (D%, D) g

|a|<m || <m

O espaco H™ (2) com a estrutura topologica acima, é um espago de Hilbert, continu-

amente imerso em L? ().
Defini¢ao 2.5 Definimos o espaco Wy*(2) como sendo o fecho de D(Q2) em W™P(Q).

O dual topologico do espago Wi"* (2) é representado por W4 (Q2) se 1 < p < oo com
p e q indices conjugados. Se ¢ € W™ () entdo ¢ |D(Q) pertence a D’ (§2). Quando
p =2, WJ*(Q) é denotado por H" (), cujo dual é o espaco denotado por H~™ ().

Observagao 2.1 Identificando L*(Q) com o seu dual, dos teoremas de imersio temos
que:
Hy(Q) = L*(Q) = (L*(Q))" = H ' ();

e portanto

<f,u>Hfleé = (f,u)r2,Vf € L*(Q),Yu € H ().

Observacgido 2.2 Uma caracterizacio do espago Hy(Q) que é muito itil é dada assim:
( veja Medeiros e Milla Miranda [11], pagina. 100),

H(Q) = {u € H'(Q);ulr = 0},

Lema 2.2.1 (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ C RY um aberto limitado em al-
guma direcio x; de RN, (isto é, existe uma direcio e; tal que |pr;(Q)| < C onde pr; € a

projecio do RN sobre o eiro e; ). Entao, eriste uma constante Cq > 0 tal que
2 2
||U||L2(Q) < Cq ||VU||L2(Q)
para qualquer w € H} (Q).
Demonstracao: Veja ([12|, pagina 36). n

Observagao 2.3 Usando a desigualdade de Poincaré conclui-se que em H} (), as nor-

mas |[ull g1 q) € IVullp2q) sdo equivalentes.



Dado um aberto 2 do RY denota-se por L” (Q) , 1 < p < 00, o espago vetorial das
(classes de) fungoes mensuraveis u :  — R tais que |ul” é integravel no sentido de

Lebesgue em 2, equipado com a norma

1/p
ol g = ( / ru<x>|pdx) .

No caso p = oo denota-se por L™ (€2) o espago vetorial das (classes de) fun¢oes mensu-
raveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em (), isto é, existe uma constante C' > 0
tal que

lu(x)] < C quase sempre em

onde quase sempre significa a menos de um conjunto de medida nula.

Neste espago considera-se a seguinte norma
[ull oo ) = sup ess |u(z)] Vue€ L™ (Q).

O espaco L?(2), 1 < p < oo, com sua respectiva norma, é um espaco de Banach.
Em particular, quando p = 2, tem-se que L? (2) ¢ um espago de Hilbert cuja norma e

produto interno serao definidos e denotados, respectivamente por

ol = ( [ futo |dw)2 e (o) = [ule)v(@)ds

Lema 2.2.2 (Du Bois Raymond) Seja u € L, (). Considere a forma linear T,
definida em D()) como

<Tu,go>:/u<pdm
Q

para toda ¢ € D(Y). Entao T, € D'(Q) e se verifica que: T, := 0 < u =0 quase sempre

em €.
Demonstracao: Veja ([12|, pagina 10). n

Lema 2.2.3 (Desigualdade de Hélder) Sejam 1 < p, q tais que i—i—é =lefeLP(N)
e g€ LiQ). Entio fge LY(Q) e

/ F@g@)ldz < ||l gl

Demonstracao: Veja ([3], pagina 56). n



Observacao 2.4 A desigualdade de Cauchy-Schwartz, freqiientemente utilizada neste

trabalho, € um caso particular da Desigualdade de Hélder, mais especificamente, quando
p=q=2.

Lema 2.2.4 (Desigualdade de Young) Sejam a,b>0 e p,q >0 tais que , +; = 1.
Entao
a? bl
ab < — + —.
p q
Para p = q = 2 tem-se, também, a chamada desigualdade de Young com . Isto é, seja

v > 0, entao, sob as mesmas condi¢oes do Lema anterior vale a desigualdade

2 2
<1 0
2 27y

O resultado é obtido tomando \/va e Y na desigualdade de Young. Este resultado serd

Nai
usado com freqiiéncia no desenvolvimento do trabalho.

Demonstracao: Veja ([3], pagina 56). u
Lema 2.2.5 Sejam a,b, c numeros reais e ¢ € N. Entao vale a segquinte desigualdade:
la+ b+ c|? < 2%max{2,1}(|al]? + [0]7 + |c]).
Demonstracao: De fato, fazendo d = b + ¢ vem que :
la+b+c" = |a+d[" <(laf +[d])* < 2'maz{]al?, |d|"}

< 29(la|? + |d|?) < 29(la|? + 27(|b]7 + [c|?))
< 2%'max{2?, 1}(|a|® + [b]? + |c|?).

2.3 Espacos L*(0,T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Seja X um espaco de Banach real com a norma ||-||y, 7" um namero real positivo e x g
a funcao caracteristica do conjunto £ C (0,7"). Uma funcao vetorial ¢ : (0,7) — X, é
dita simples quando assume apenas um nimero finito de valores distintos em X. Dada
uma fun¢do simples ¢ : (0,7) — X com representagao canonica

k

p(t) = Z X, ()i,

i=1

9



onde E; C (0,T) é mensuravel, i = 1,2, ..., k, dois a dois disjuntos e p; € X, i =1,2,... k.

Define-se a integral de ¢ como sendo o vetor de X dado por

| o= nEe.

Diz-se que uma fun¢ao vetorial v : (0,7) — X ¢é Bochner integravel

(B -integrdvel) se existir uma seqiiéncia (¢, ),y de fungdes simples tal que:

veN

1) ¢, — uem X, q.s. em (0,7);

T
i) Jim [ o) = on (0] dt = .

Uma fungao vetorial u : (0,7) C R — X é fracamente mensurdvel quando a fungao
numérica t — (P, u (t)) for mensuravel, V& € X’ onde X’ é o dual topologico de X. Diz-
se que u é fortemente mensurdvel quando u for limite quase sempre de uma seqiiéncia
(¢v),en de funces simples. Em particular, quando u for fortemente mensurével, entao
a aplicacdo t — |lu (t)||y é mensuravel a Lebesgue.

Denota-se por LP (0,7;X), 1 < p < oo, o espaco vetorial das (classes de) fungoes
u: (0,T) — X fortemente mensuraveis e tais que a fungao t — ||u (¢)||% ¢ integravel a

Lesbegue em (0,7T), munido da norma

T 1/p
Hmmmmxy—(érm@m&w) .

Quando p =2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago L? (0,T; H) é também um

espaco de Hilbert cujo produto interno é dado por

wwmwaA(Mﬁw@hﬁ

Por L*(0,7;X) representa-se o espaco de Banach das (classes de) fungoes
u:(0,7) C R — X que sdo fortemente mensuraveis e tais que t — ||u (t)|| € L (0,T).
A norma em L (0,7; X) é definida por

HUHLOO(O,T;X) = sup ess [[u (¢)]| -
te(0,T)

Quando X é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entao L? (0,T; X') é um espaco reflexivo

e separavel, cujo dual topologico se identifica ao espaco de Banach L* (0,T; X’), onde p

10



e p' sdo indices conjugados, isto é, % + z% = 1. Mais precisamente, mostra-se que para

cada u € [L? (0,T; X))’ existe u € L¥ (0,T; X') tal que

T
(u, 90>(Lp(o,T;X))’pr(o,T;X) - /0 (W (t), e (1) xrexdt.

No caso, p = 1, o dual topoldgico do espago L' (0, T'; X) se identifica ao espago L™ (0, T; X").
O espaco das aplicagoes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado espago

das distribuigbes vetoriais sobre (0,7") com valores em X, o qual serd denotado por
D'(0,T; X).

Definig¢ao 2.6 Seja T € D' (0,7;X). A derivada de ordem n é definida como sendo a

distribuicao vetorial sobre (0,T) com valores em X dada por

arr " d"p
— = (-1 T, — ),V D(0,T).
(Ge) =0 (1.52) woeD.1)

Por C°([0,7]; X), 0 < T < oo representa-se o espaco de Banach das fungoes conti-

nuas u : [0,7] — X munido da norma da convergéncia uniforme

HUHCO([O,T];X) = tgﬁ%ﬁ] [l ()]l -

Por C? ([0,T]; X) denota-se o espaco das funcoes u : [0,T] — X fracamente conlinuas,
isto ¢, a aplicagdo t — (v, u (t)) x, x € continua em [0,7],Vv € X".
Quando X = H é um espaco de Hilbert, a continuidade fraca de u é equivalente a

continuidade da aplicacdo t — (u (t),v), para Vv € H.

Teorema 2.3 (Aubin-Lions) Sejam By, B, By espagos de Banach tais que
By <> B < B,

onde By e By sao reflexivos, — denota a imersao continua e a imersao de By em B ¢é

compacta. Definamos
W = {u e Lpo (O,T, Bo) ) u/ e L™ (O,T,Bl)},
onde 1 < py,p1 < 0o eT < +o0, munido da norma

[ully = HuHLPO(O,T;BO) + HUIHLPI(O,T;Bl) :

Entao W € um espago de Banach e a imersao de W em LP° (0,T; B) é compacta.
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Demonstracao: Veja Lions ([9], pagina 58). n
Corolario 2.1 (J.Simon) Sejam X, B,Y espacos de Banach tais que

XS BoyYy

onde X,B eY sao reflexivos, — denota a imersao continua e a tmersio de X em
B € compacta.
Seja F limitada em L>(0,T; X) e 2 limitada em L™(0,T;Y) onde r > 1. Entio F é

relativamente compacto em C([0,T]; B).
Demonstracao: Veja ([18], pagina 85). n

Observacao 2.5 Como conseqiiéncia do Teorema de Aubin-Lions 2.3 podemos estabele-
cer a sequinte afirmagao: se (u,),oy € wma seqiéncia limitada em L* (0,T; By) e (ul,), e
¢ uma seqiiéncia limitada em L (0,T; By) entdo (u,),oy € limitada em W. Dai, seque

que eziste uma subseqiiéncia (uy, ),y de (), oy tal que u,, — u forte em L*(0,T;B).

Lema 2.3.1 (J.L.Lions) Seja Q um aberto limitado do RY x Ry, g, e g fungdes de
L(Q), 1 < q < 400, tal que ||gm|| L) < C, gm — g quase sempre em Q. Entio g, — g
na topologia fraca de L1(Q).

Demonstracao: Veja Lions(|9], pagina 12) |

2.4 Outros Resultados Uteis

Defini¢ao 2.7 Uma forma bilinear a(-,-) : H x H — R ¢ continua se existe ¢ > 0 de

modo que
|a(u, v)| < cllull||v]|Vu,v e H

sendo a(-,-) forma bilinear, se diz que ela é coerciva se existe a > 0 tal que
a(u,u) > allul|?,Yu € H.

Lema 2.4.1 (Lax-Milgram) Seja H espago de Hilbert, f € H' e a(u,v) uma forma

bilinear continua e coerciva sobre H x H. Entao, existe uma tunica v € H tal que
a(u,v) = (f,v),Yv € H.
Demonstracao: Veja H.Brezis ([3], pagina 84). u
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Defini¢ao 2.8 Um operador diferencial de ordem 2m, (m € N) da forma
Lu = Z Co(z)D* u,x € Q
la|<m

¢ chamado de operador uniformemente eliptico se existe uma constante C' > 0 tal que

S Cul@)€ = ClefP

|a|<m

para todo £ € R™ e para todo x € €.

Teorema 2.4 (Regularidade Eliptica) Sejam L um operador diferencial uniforme-
mente eliptico de ordem 2m,m € N, definido em um aberto reqgular Q@ CR" e u € D'(Q),
sendo D'(Q) o espago das distribui¢oes sobre . Seja u solugao de Lu = f, no sentido
distribucional, com f € L*(Q). Entdo, u € H*™(Q).

Demonstracao: Veja [2]. n

Lema 2.4.2 Seja f € H'(0,L). Se w € H2(0, L) satisfaz

L
/ wzzgpxa:dx = <f7 <’O>H*1><Hé’ VQ,O ew
0
entao
w e H*(0,L),

onde (-, '>H—1xH(} representa a dualidade entre H™' e H} e

W = {o € HX(0,L) N H}(0, L); 9(0) = ¢(L) = 0.(0) = pu(L) = 0},

Demonstracao: Veja ([8], pagina 188). n
A fim de simplificar as notagoes, algumas vezes usaremos 2 em vez de (0, L) e em al-

guns casos omitiremos o conjunto 2. Por exemplo, ao escrevermos Hy x H?, entendesse

HL0, L) x H(0, L).

Lema 2.4.3 O operador (I — 25)7": L*(Q) — HY(Q) N H*(Q) ¢ limitado.

Demonstragao: Devemos mostrar que existe ¢ > 0 tal que:

82
11 = 55) " Flle <cllfll, VF € LX(9).
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Para isto, seja f € L*(Q) e considere o sistema

{u—um:f<:>u:( —8‘9—;)_1f
u(0) =u(L) =0.

Na equacao multiplique por u e integre de 0 a L.

L L L
/ uldx —/ U WAL :/ fudz.
0 0 0

Integrando por partes obtemos

L L L
/ i+ / Wldy = / Fudz < ||f | ]lul
0 0 0

lall + Nluall® < £l

lullz < 1AMl < el £l

assim

cancelando
[ullgr < el f1I-

De outro lado

Ugy = U — f
el < (|1 + (el

tae|] < (I fI] 4 collullar < (I + crcall 1]

assim
[t || < || £
[ull g2 < ell £1I-
Portanto 52

(T = 55)" Flle < cll )

Lema 2.4.4 O operador (I CN1: L2(Q) — HYQ) ¢ limitado.

T 0x2

Demonstragao: Devemos mostrar que existe ¢ > 0 tal que:

0 02
o= 5 5) ™l < el ¥f € @),

14



Para isto considere o problema:

{ Uty = [ € LAQ) = u= (I — Z)7'f € HY(Q) N H(Q)
u(0) =u(L) = 0.

Logo, u, € H'(Q). Entao

lua i = lluall? + lluaell* < exll 17 + [l
< allfI* + el fI?
< ol fI?

ou seja
el < call £1]
Portanto 5 o2
— (I — =)t < )
o7 = )l < cllf]

Lema 2.4.5 O operador (I — -25)"12 : L2(Q) — HX(Q) € limitado.

T 922 oz
Demonstragao: Devemos mostrar que existe ¢ > 0 tal que:
I = 52) " 5l < ellull, Vu € L3(Q).
Para isto considere o problema

(I 2712 = f e HYQ) < 2 = (I - 2] € H(®)
u € L*(9Q).

Logo dado ¢ € H}(Q) temos

82
<u$’ (P>H*1><H(% - <<] o ﬁ)f’ S0>H*1><H3

<u1,, (‘0>H*1><H3 - <f’(’0>H*1><H% + <f$’('0x>H*1><H%

em particular para ¢ = f

| = (u, fo)l = (Fs Dy + (fos fo) = 1 f o + 1 fall® = el fll 7
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isto é
A7 < ClAllaglull = 11f 11y < cllull.

Portanto o 2
U
I = )7 Sy < clpull, Vu € L),

Lema 2.4.6 O operador (I — 68—;)_1 c H72(Q) — L*(Q) € limitado.

Demonstragao: Devemos mostrar que existe ¢ > 0 tal que:

0? _
I =5z I < ellflu-s Vfe HAQ).
Pelo lema 2.4.3, sabemos que o problema

{ Uy = f € LA(Q)
v(0) =v(L)=0

tem uma tnica solugao v € HJ () N H*(Q) — L*(Q).
Dado f € H™%(Q2). Considere o problema

U=ty =fEHN) = u=(-2L)'f
u e L*(Q).

Seja v # 0,v € H* N H} entao

(,0) = (ttaas 0) = (f,0) ooy
(=0, 0) = (,00) = (f,0) oy o

<nyvm> + <Ux:m Umc> = <f7 U>H—2><H2
[vllz2 = [lvall® + lJvsa 1 = (f,v) < I(Fo)] < N flm-2llollme
comov #0 e — v, =u. Entao

82
(7= 2—5) 7 il = llull < ell flu-2y Vf € H(Q),

Lema 2.4.7 Se f € H3(Q) entdo 833( aﬁ) f=- aﬁ) ' f-

oz3
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Demonstracao: A igualdade acima equivale a mostrar que:

AT NP ;
([_8332)8;1;3 ([_8552) f—@f, Vf e H(Q).
—

g

Denotando por
62

=(I—=—)! — g —
9=U=55)" = =9~ g
como
assim 52 -
I—-— = — = =—Ff.
Portanto o 52 - -
it @)Af = - @)Aﬁfl Vfe H(Q).
[
Lema 2.4.8 Se 0 € H}(Q) entdo 8%([ — 6‘9—;)—19 =(I—- 86_;)—1%9.
Demonstracao: A igualdade acima equivale mostrar que:
0? 0 0? 0
I——)'—(I-=)'%=—4¢ 6 e H Q).
( 83:2) 83:( 8932) ox "’ V6 € Ho()
B
Denotando por
o =0
e I _ ) = —
como
assim 52 5
I ——)6, =0, — =0,=—~0.

Portanto 5 52 52 5

(T~ \"1p_ R T S 1

Gx(j 8x2) 0= (1 8x2> 8x9’ Vo € Hy(Q).

[

Lema 2.4.9 (Desigualdade de Gronwall - Forma Diferencial) Sejan () uma fun-

¢Go nao negativa, absolutamente continua em [0, 7).
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i) Semn satisfaz a desigualdade diferencial

n () <et)+e@)n(t), gs em[0,T] (2.1)

onde ¢ (t) e ¥ (t) sdo fungdes nao negativas e integrdveis em [0,T], entdo
t t s
00 <k g0+ [ hiomal
0

< e[y )+ ['o )

para todo 0 <t <T.
1)  Em particular, se 0 < ¢n em [0,T] e n(0) =0, entdo

n=0 em [0,7]

Demonstracao: Multiplicando ambos os membros de (2.1) por e_fo P tem-se

4

u <n (S) e_foscp(v')dr> _ (7]/ (S) _y (S) . (S)) e_fosw(T)dr <o (S) e‘fos@(T)dT

para 0 <t < T quase sempre.

Conseqiientemente, para cada 0 <t < T, conclui-se

1(1) = o [n (0) + /Ote‘fos“"(”% (5) ds] < ehoete [n (0) + /Otw (5) dS]

quase sempre em [0, 7. [ ]

Lema 2.4.10 (Desigualdade de Gronwall - Forma Integral) Sejam u, ¢, funcdes

reais continuas nao negativas em [0, T satisfazendo

t
u(t) <e(t)+ / Y (o)u(o)do, Vtel0,T]. (2.3)
0
Entao tem-se
t t
u(t) < ¢(t) + / Y (s)p(s) eJsvDirgs v e [0,77.
0
Demonstracao: Considerando o funcional auxiliar
t
0= [ v ds
0

Assim, de (2.3)
() =¢ ) u(t) <) () +n(t). (2.4)



Definindo
F(t) =n(t)e v (2.5)

obtém-se
F/(t) = = (£) () e o O gy () e Jo vin)r

portanto usando (2.4)
F/(1) S (1) p(t) e o0

Integrando ambos os membros,
t
Fi)< [ wploe F0mas,
0

pois F'(0) = 0. De (2.5) obtém-se

n(t) < /Ot W (s) i () el PO,

mas de (2.3) u(t) — ¢ (t) <n(t) e assim

w(t) < o(t) + / b (5) @ (5) elt Vg

e obtém-se o resultado desejado. [

2.5 Teoria de Semigrupos

Uma familia {T(t)}:>o de operadores lineares limitados de X — X se denomina

semigrupo de operadores se

Tit+s) = TH)T(s) Vit,s>0,
T0) = 1.

O espaco X é um espaco vectorial normado e completo, logo é um espago de Banach.

Definicao 2.9 Uma familia {T'(t)}1>0 de operadores lineares limitados num espago de

Banach X, é chamado semigrupo fortemente continuo se
(i) T(0) =1, (I é o operador identidade em X ),
(it) T(s+1t)=T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos),

(1i1) A funcao (z,t) — T'(t)x € X € continua em cada ponto (x,t) € X x [0,4+00).
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Observacao 2.6 Como conseqiiéncia do Teorema da limitacdo uniforme de Banach se
sabe que (ii1) wvale, se e somente se, para cada elemento v € X, T(t)r — = quando

t—0F.
Definicao 2.10 O operador linear A : D(A) C X — X definido como

Ap e iy LOZ -2

t—0t t

para todo x € D(A),

onde -
D(A) = {zeX : tim LH2=

eriste }
t—0+

¢ chamado o gerador infinitesimal do semigrupo {T(t)}>o-

Chamaremos de semigrupo de classe Cy ou simplesmente semigrupo Cp a um semigrupo

At

fortemente continuo. Algumas vezes denotaremos T'(t) por e, onde A é seu gerador

infinitesimal.

Definicao 2.11 Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T(t)}+>o, € dito uni-

formemente continuo se

t—0t

Teorema 2.5 Sejam {T'(t)}1>0 e {S(t) }i>0 semigrupos fortemente continuos de opera-

dores lineares limitados. Suponha que

T(t)—1 -1
lim L = A = lim S(t)
t—0+t t t—0+ t
entao T(t) = S(t) para todo t > 0.
Demonstracao: Veja ([6], pagina 15). n

Teorema 2.6 Seja {T'(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy em um espago de Banach X e

A seu gerador infinitesimal. Entao se verificam:

(a) Para todo x € X, temos que

(b) Para todo v € X, [} T(s)xds € D(A) e

A < /0 t T(s)xds) — Tz — 2.
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(¢) Para todo x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
ET(t)x = AT(t)x = T(t)Ax.

d
Em particular, a funcio u =T (t)x satisfaz T Au.
Demonstracao: Veja ([6], pagina 13). n

Observagao 2.7 Seja {T'(t)}i>0 um Semigrupo Cy em um espago de Banach X e A seu
gerador infinitesimal. Entao a fungdo u(t) = T(t)x € a dnica solugao para o problema de

Cauchy abstrato

du
— = A
dt N (2.6)
u(0) = =
Além disso u(t) tem a seguinte reqularidade:
Sexe X =ueC(0,0);X), (2.7)
Se x € D(A) = u € C([0,00); D(A)) N CH([0, 00); X). (2.8)

Defini¢ao 2.12 Um semigrupo {T'(t)}+>0 de operadores lineares limitados em X € cha-

mado de semigrupo de contracoes, se
|T(t)||zx,x)y <1 para todo t > 0.

Defini¢ao 2.13 Dizemos que um semigrupo Co, {T'(t)}i>0, € exponencialmente estdvel

se existem constantes positivas 1 e M > 1 tais que
IT)lexx) < Me™, vt >0. (2.9)

Teorema 2.7 Seja {T(t)}i>0 um semigrupo de classe Cy. FEntao existem constantes

w>0eM>1 tais que
1T lex,x) < Me! para todo 0 <t < 0.
Demonstragao: Veja ([6], pagina 10). n

Definicao 2.14 Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert X, se diz que
é dissipativo se, para todo x € D(A),

Re(Ax,x) <0, (2.10)
onde (., .) denota o produto interno de X.
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Uma caracterizacao 1til dos operadores dissipativos é a seguinte:

Teorema 2.8 Um operador linear A num espaco de Hilbert € dissipativo se existe A > 0
tal que:
(AL = A)zllexx) = Al Va € D(A).

Demonstracao: Veja ([6], pagina 38) n

2.5.1 Semigrupos () gerados por operadores dissipativos

Tendo um gerador A de um semigrupo {7'(t)}:+>0, a observacao (2.7) nos garante a
existéncia de uma unica soluc¢ao para o problema (2.6) dada por u(t) = T'(t)z. Este fato
nos diz que é fundamental conhecer as condicoes necessarias e suficientes para que dado
um operador A, definido em um espaco de Hilbert X, ele seja o gerador infinitesimal
de algum semigrupo T'(t) tal que u = T(t)x seja a solucdo de (2.6). Neste contexto

apresentamos os teoremas de Hille-Yosida e Lumer-Phillips.

Teorema 2.9 (Hille-Yosida) Um operador linear (nao limitado) A é o gerador infini-

tesimal de um semigrupo de contragoes {T'(t) }1>0 se, e somente se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X.
11) O conjunto resolvente p(A) de A contém R™ e, para todo X\ > 0,
(i) p

IR\ Allexx) <

> =

Demonstracao: Veja ([14], pagina 8). n

Teorema 2.10 Para que um operador linear A, definido em D(A) C X e com valores em
X seja o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy, € necessdrio e suficiente

que :

(i) A seja fechado e D(A) = X;

(1) Existam nimeros reais M e w tais que para cada real A > w se tenha A € p(A) e

M

R(X; A" x) < —
IR A) 20 < Gy

Vn=1,2,..
Demonstracao: Veja ([6], pagina 32). n

22



Teorema 2.11 (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear num espaco de Hilbert X

com dominio D(A) denso em X.

(i) Se A € dissipativo e existe um \g > 0 tal que a imagem de A\oI — A € todo o espaco
X, isto €, R(\I — A) = X, entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy de contragoes em X.

(ii) Se A € gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em X,
entdo R(AN — A) = X para todo A >0 e A € dissipativo.

Demonstracao: Veja ([14], pagina 14). u

2.6 Problema Semilinear Abstrato

Consideremos o seguinte problema de valor inicial
du __ .
*) % = Au+ Fu; em [0,T]
u(0) = ug

em um espaco normado H, em que F é uma aplicacao de H em H,uy € H um valor

inicial dado e A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contracoes.

Definicao 2.15 Se u € C([0,T]; H) satisfaz o problema (%), a solu¢ao u é dita solu¢ao
fraca ou mild solution. Se w € C*([0,T]; H) N C([0,T); D(A)), a solugao de (x) € dita

cldssica. Em ambos os casos, u satisfaz a equacao integral

u(t) = S(t)ug + /0 S(t — s)F(u(s))ds. (2.11)

Definicao 2.16 Seja H espaco de Banach. Uma aplicacao F : H — H ¢é dita Lips-
chitz continua sobre conjuntos limitados, se para cada constante positiva M existe uma

constante positiva Lys tal que
[F(v) = F(u)lla < Lallv — ulla
para todo u,v € H tal que ||ullg < M e |jv||g < M.

Para a aplicagao F' definida acima, isto é, F' uma aplicacao Lipschitz continua sobre

conjuntos limitados, sao validos os resultados abaixo.
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Teorema 2.12 Para cada uy € H, existe 0 < T < oo e uma unica solu¢ao fraca u de
(%) definida em [0,T]. Isto é, u € C([0,T]; H) e (2.11) é vdlida para todo t € [0,T].

Demonstracao: Seja F = C([0,7],H) com a norma usual e 7" > 0 a ser escolhido

convenientemente. Vamos definir o conjunto
K = {u € Bllut)]| < ol +1, V€ [0,T]}.

Assim, K é um subconjunto fechado do espaco de Banach F.

Agora, para u € K, podemos concluir ¢p(u) € E sendo ¢ dada por

o(u)(t) = S(t)ug +/O S(t—s)F(u(s))ds, tel0,T]

com {S(t) }+>0 0 semigrupo de contragoes gerado pelo operador A dado no problema (%)

Também da defini¢ao 2.16 temos que

[p(v) = o(u)lle < LT[lv - ul e, (2.12)

para todo u,v € K, sendo L = Ly com M = |jug|| + 1. De fato, sendo u,v € K, entao

t

[p(v) = ¢(u)l| = sup | S(t—S)F(U(S))dS—/O S(t = s)F(v(s))ds||

0<t<T

IN

0<t<T

sup / |F(u(s)) — Flu(s))]ds
< sup / Las|lu(s) —v(s)||ds

0<t<T Jo

t
< / Lo llu(s) — v(s)l|ds < T Ly — o]l .
0

onde temos usado o fato que F' ¢ localmente Lipschitz com M = |lug|| + 1.
Vamos provar que ¢(K) C K se T(||F(0)|| + L(|juo|| + 1)) < 1. Com efeito,

[o(w) @) < uoll +/Ot 1 (u(s))llds, ¢ €[0,T].
Usando o fato de que u € K, a desigualdade abaixo é valida
[1E(u(s)) = FO)|| < Llju(s)|| < L(Jluoll + 1),
para s € [0, T],L = Ly ¢ M = ||ug|| + 1. Entao obtemos
()OI < Nluoll + TUEO) + Lllluoll + 1)), ¢ € [0,T].
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Assim, tomando T' suficientemente pequeno tal que
T([FO) + L(fluoll + 1)) <1 (2.13)

resulta que ¢(u) € K. Assim, com a condi¢ao (2.13) sobre T, ¢ atua de K em K.

A condigao (2.13) sobre T implica que T'L < 1. Entdo, a estimativa (2.12) diz que

¢ : K — K é contragao. Por tanto ¢ tem um tnico ponto fixo u € K. Este u é uma

solugdo fraca do problema (x).

A unicidade de u segue da definicao 2.16 e da desigualdade de Gronwall. ]
Agora, enunciaremos o resultado principal para solubilidade da existéncia do nosso

problema em questao

Teorema 2.13 Seja F' : H — H Lipschitz continua sobre conjuntos limitados. Entao,
para toda ug € H existe u solugdo fraca de (x) em [0,T] e esta pode ser estendida em
uma solu¢ao mazimal sobre [0, Tpnaz| com

Tonaw = +00 0u Thpae < +00 ¢ lm  |u(t)|| g = +o0.

_>T77L ax

No caso Ty = +00, u € dita solucao Global e no caso Ty < +oo dizemos que u

explode (ou que tem blow up) quando t se aprozima do tempo finito Tpaz.
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Capitulo 3

Existéncia e Unicidade de solucao

global

3.1 Existéncia de Solucoes

Vamos reformular, formalmente, o sistema (1.1)-(1.3) para poder usar teoria de se-
migrupos e mostrar a existéncia de solucoes para este modelo. De fato, consideremos o

problema (1.1)-(1.3) com solugao {u,w, 0} e «, pg,e > 0. Seja o espago de Hilbert
X = Hy(2) x L*() x HF(Q) x Hy(Q) x L*(Q)
com a norma ||.||y dada por
1(w, v, w, 2, 0)1% = polluall* + ellvll* + llwaell* + 121 + [|22]1* + 101

onde ||.|| denota a norma em L?*(Q2). Reescreveremos (1.1) — (1.3) da seguinte forma

Uy = v
evy = euy = polu, + w2 + Ki(z)w], — v

$ wy =2

(I — 38—;)% = - %)wtt = Wit — Waatt = —Wazze + [f(U, )]z — g(u, w) — Ope

L Qt = sz + Zzz,

isto é,

BU, = AU + N(U)
U(0) = Uy = (g, u1, wo, wy, )" € X,
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onde

(10 0 0 ] 0 1 0 0 o0 |
0 ¢ 0 0 ot 00 0 0
B=|loo1 0 0|, A=l 0 0 0 1 0
000 (I-2) 0 0 0% o0 -Z
(000 0 1] 0 0 0 % Z
i ; - -
polzw? + Ki(z)w], — v v
N(U) = 0 LU= w|. (3.1)
[f(u,w)], = g(u, w)
0

Afirmacao : ([ — 2,): H}(Q) N H*(Q) — L(Q) satisfaz Ker(I — 2,) = {0}.
Demonstragao: De fato, seja z € Ker(I — 68—;) < (I - 88—;2)z =0,

isto é,

{ 2(0) = z(L) = 0.

Logo, z(x) = c1e” + coe™® e assim

20)=c14+c=0

2(L) = crel + cpe ¥ =0
de onde se deduz que ¢; = ¢ = 0, ou seja; que z = 0. [
Portanto, o operador (I — %) ¢ injetivo, ou seja, existe (I — %)’1. Assim podemos

definir a matriz A da forma:

0 1 0 0 0
e s 0 0 0 0
A:=B'A= 0 0 0 1 0 (3.2)
0 0 —(I-Z)1'% o —-(I-5)1%
2 2
00 0 522 2

Problema Linear:

Vamos a estudar primeiramente o caso N = 0, ou seja,

U, = AU
U(O):U()GX
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Sabemos por definicao que
D(A) ={U € X; AU € X}.
Entdo, seja U € D(A), isto é, U € X e AU € X. Logo,

(we Hi(S2)
v e L*(Q)
w € HE(Q)
z € H}Q)
0 € L?(Q2)

(1) ve Hy(2)
(2) e tpouss € LA(Q)
(3) z € Hi(Q)
(4) —(I = &) w — (I = £5) 7' 250 € Hy ()
(5) 2w + 010 € L*(Q).
De (2) podemos considerar o problema

{ —e Yguge = g € L2()
u(0) = u(L) =0,

o qual pode ser solucionado usando o Lema 2.4.1 (Lax-Milgram). De fato, formalmente

multiplicando por ¢ € H}(Q) e integrando de 0 a L obtemos

L L
—™ / HoUzzpdr = / gpdz.
0 0

Logo, integrando por partes

L L
5_1/ ,uouxapxdm:/ geda. (3.3)
0 0

Mostremos que (3.3) tem uma tnica solu¢do. Sejam

a:H)(Q) x HY(Q) - Re F: H)(Q) — R
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definidas por

L
a(u, 90) = 8_1/ ,uOurSOa:dx7

F(p) = (F,¢) :/0 gpdz.

Afirmagao 1 : |jul? < 2L||u.|?

Demonstracgao: De fato
(u)? = ([ w(e)ds+ ) < (| s+ u(op)
e como u(0) = 0, entao

(u(z))? < 2(/0 o (2)dz)2.
Integrando sobre 2 = (0, L)

/o (u(z))?dx < 2L(/0 u'(z)dz)? = ||ul* < 2L)|u.||?.

Observe também que
lullfn = llull? + el < 2LJJug|* + ug|* = (2L + 1) flu ||,

isto é,

luaz|* >

Afirmacao 2 : a é continua.

Demonstracao: De fato, pela desigualdade de Holder temos

L
|a(u, p)| < €1uo/0 [t || pa|dz < C|ua[l|@all < Cllullmy llopll

para todo u € H}(Q), ¢ € H}(Q).
Afirmacgao 3 : a é coerciva.

Demonstracao:

s

a(u,u) = e pig / " e — gl = St
o " = 2L+1

Afirmacao 4 : F' ¢ continua.

Demonstracao: Novamente pelas desigualdades de Hélder e Poincaré , temos

L
(F,©)] S/O 9llelde < llgllllell < Collglllleall < Cllgllllell -
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Claramente, F' é linear e a é bilinear. Entao, pelo Lema 2.4.1 (Lax Milgram), existe

uma tnica u € Hj(Q), tal que

a(u, ) = (F,p), Y€ Hy(Q)

de onde obtemos (3.3). Em particular, para todo ¢ € D(2) em (3.3) vemos que

e po(ua, pa) = (9,0), Ve € D(),

o qual implica que
_6_1M0<uxm ()0> = <ga (70>a \V/(JO S D(Q)

Portanto

—e HNigtye = g em D' ().

Como g € L*(Q) e u € H} () temos pela equagao acima que u,, € L*(9).

Logo, pelo Teorema 2.4 (Regularidade Eliptica) podemos concluir que
u € Hy () N H?(RQ).

Analogamente , de (5) e (3) consideremos o problema

Ope = [ — 220 € L2(Q)
6(0) =0(L) =0=0 € H}(Q) N H*Q).

Pelo Lema 2.4.5 sabemos que o operador

2
(I — %>1§ : L2(2) — Hy() é limitado,
x x

como ol 0? 00
Assim, se deduz de (4) que

0 _ 0w _

(I — @) 1@ =w € Hy() — L*(Q) — H Q)

o qual equivale a

Mw . _

de onde obtemos o problema



Para solucionar o problema, consideremos o espaco

W ={p € H*(Q) N Hy(Q)/¢(0) = ¢(L) = ¢2(0) = ¢s(L) = 0}

Multipliquemos a equagao (%) por ¢ € W e usando dualidade segue que

L otw
/0 71 P4 = N e

Integrando por partes
L 92, 92
0*w 0%p
o 0x2% 0x? de = <)\’SO>H’1XH3

pelo Lema 2.4.2 se conclui que

w e H3(Q) N HZ(Q).
Claramente de (1) e de (3) se obtém que

v e Hy(Q),z € H(Q).

Logo , U € (H*(Q) N Hg(2)) x Hy () x (H3(Q) N Hg(Q)) x Hg (2) x (H*(2) N Hy (),

ou seja,

D(A) C (H*(Q) N Hy(Q)) x Hg(Q) x (H*(2) N HF(Q)) x HF () x (H*(Q) N Hy(€)).
Analogamente tem-se que

D(A) 2 (H*(Q) N Hy(Q)) x Hg(Q) x (H*(2) N HF()) x HF () x (H*(Q) N Hy(€)).
Portanto,

D(A) = (H*() N Hy(Q)) x Hy(Q) x (H*(Q) N HF(Q)) x H§ () x (H*(Q) N Hy())-m
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Afirmacdo: A é um operador dissipativo

Demonstragao: Seja U = (u,v,w, z,0) € D(A) entao

02, o 9 | O

I . —1 _ o _ _ _ - .
(AU, U>X = ((v, e poUas, 2, —(I 8:62) 51 (I 8:62) 8x26’zm + 052); (u,v,w, 2,0))
B B 82 B 84
= ,U/O(ua:a Uz) +¢€ 1<5 1#0“:1::1:7 U) + (cha wx:c) + (_([ - @) 1@?1)7 Z)
0?0 0 0?0 0 0* .,
H (= 55)7 gt + (mg (U= 55) 7 gqw z) + (—5- (T = 25)" o
0?0t
- ,u()(uaca v:c) - ,LL()(Ux, vcc) + (Z:cza wxcc) + (_([ - %) %wa Z)
0? 0? 04 0? 0? 0? 0? 0?
[— 21 B S T R [— 2y
+ (8552( 0:52) ot 2) + (= 83:2) 0z )+ (8932( 8932) 0x?

+ (sz7e> - (91701>
0? 0? 1 o 0? 0? 1

= (22, Wawr) — (L — axg)(f— axz) 8x4w7z) —((I - @)(I— @) 922
+ (Zz:me) - H9wH2

0? 0?
= —(@9, z) + (8, E)
= (0, 22) — (Ony 22) — H9x||2
=gl < 0.

2) = 101"

Portanto, A ¢ dissipativo. Aqui foram usados os Lemas 2.4.7 ¢ 2.4.8 .
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Afirmacio: A é maximal

Demonstragao: Seja G = (f,g,h,k,l)” € X. Mostraremos que o sistema
AU =G

admite uma tnica solucao U € D(A). Isto é equivalente a encontrar (u,v,w, z,0) € D(A)

tais que:
(a) v=1[€ Hy(®)
(b) e poue, = g € L*(Q)
(¢c) 2=he€ HQ)
(d) —( = 52) " Forw = (I = ) 7' 50 = b € HY(Q)
(€) zpe + 0.2 =1 € L*(0).

De (b) consideremos o problema

{ —e Youge, = g € L*(Q)
u(0) = u(L) = 0.

Pelo Teorema 2.4 (Regularidade Eliptica) se provou que
u € Hy () N H*(RQ).
Similarmente, de (e) e (¢) consideremos o problema

Ope = | — 240 € L*(Q)
0(0) = (L) = 0 = 6 € HL(Q) N H2(Q).

Pelo Lema 2.4.5 o operador

2
(I — %)_102  L2(Q) — H}(Q) é limitado

x x

o eome 00 0? . _,0%
RS Hé(Q) = % € LQ(Q) = (I — @)71@ € Hé(Q),
entao da parte (d) obtemos
0 0w - _
(I — %) 1@ =ke Hy(Q) — L*(Q) — H ()



o qual equivale a
4 2 ~
Fw _ (I-— g
oxt 0x?

de onde obtemos o problema

) Yu_Xe H (D)
w € HE(Q).

Para solucionar este problema consideremos o espaco

W = {p € H*(Q) N Hy(Q)/0(0) = ¢(L) = ¢2(0) = ¢u(L) = 0}.

Multiplicando a equagao (%) por ¢ € W, integrando por partes e usando dualidade

obtemos
L 92w 0% L otw

L gz ) et = APy

Entao, pelo Lema 2.4.2 se obtém
w € H*(Q) N HZ(Q).
Também temos claramente de (a) e (c¢) que
veE Hy(Q),z € H(Q).
Portanto
U= (u,v,w,z0) € (H*(Q)NH(Q))x Hy (Q)x (H>(QNHZ (Q))x H (Q) < (H*(Q)NH(Q))

e A é maximal. =
Também ¢ claro que D(A) é denso em X. Combinando as afirmacdes mostramos o

seguinte resultado.

Teorema 3.1 Seja X espaco de Banach e A D([l) C X — X um operador linear
com dominio D(A) denso em X. Se A ¢ dissipativo e mazimal entio A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy em X.

Problema Semilinear: Podemos reescrever o problema de valor inicial (1.1)-(1.3) na

forma

U =AU+ B 'N(U), UeD(A) cX
U(O) = UO = <u07 Uy, Wo, wlveo)T € X7
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onde A é o operador dado em (3.2) e

N : DIN)CX — D(B™") = H}(Q) x L*(Q) x H}(®) x L*(Q) x L*(%)

0
polzw? + K (z)w], — e®v
U — NU) = 0
[f(u’ ’LU)]I - g(uv w)
0 -

onde D(N) = (H?(Q) N H}(Q)) x L*(Q) x HY(Q) x HI(Q) x L*(Q). Mostramos agora
que N estd bem definida. De fato, seja (u,v,w, 2,0) € D(N), K; € H(Q2),C constante
positiva que varia de linha a linha. Usando H'(Q2) < L>°(Q), pois Q = (0, L) C R temos
1 w?
ol + K (@], — 0l < 2ol 2 + K] 1 + 2
< 202 | wewas + (K1)pw + Kyw,||* + 262 ||v]|?
< Cfllwswss||* + | (K1)awl|* + [ Kyws||* + £*v]|?]

< C[llwallZsllwas |1* + 1 (K1) al* 1wl + 1K1 ws [1* + & o))

< Clllwaall® + 1Kl wae 1 + 1K 3 lwee | + €2 [J0]|?] < +o0.

Similarmente,

I ()], = g(u, w)I* < 201 [f(u, w)] |I* + 2]lg(u, w)]*

1 1
<2 [uowm(ux + §wfc + Klw)]xl|2 + 2| o K1 (uy + §w§ + Kyw)|?

1 1
< C[me(ux + 5@02 + Kiw) + wy (u, + iwi + Klw)x||2

1
+ [l + Swz + Kywlf2]

2
< O llwwelPlle + 07 + Kol + el (ke + 07 + Foao)a?
IR ot + 0 + Ky )
< O Pt 502+ K)o+ Pl (s + 502 + Ko
IR s+ + Fy) )
< O flhweell? + 1E3 ] e + 502 + K)o

< Clllwaall® + 1K1 ] [lttow 1 + llwae | + [ Kl w]l*] < +oo.
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Mostraremos agora a existéncia e unicidade local de solugdo do problema (1.1)-(1.3).
Agora, sejam U = (u, v, w, z,0)" e V = (@, 0, W, ,0)" elementos de D(N) C X.
Procedendo formalmente e usando (3.1), temos

0 0
polzw; + K (z)w], — v pol307 + K (2)w], — €0
N(U) = 0 SNV = 0
[f(ua w)] - g(u, w) [f(ﬁu @)]x - g(fb, ’LTJ)
- 0 - - 0 -
Entao,
_ . -
polzw? + Ki(z)w], — v — po[3w02 + Ky (2)w], + €0
N(U) - N(V) = 0
[f(uv w)}z - [f(ﬁa ﬁ))]x - g<u7w) + g(vl,'u?)
- 0 -
Claramente, ) i
1 0 0 0 0
0 1 0 0 0
B'=10 1 0 0
0 0 I-2Z)™" 0
i 0 0 0 1 |
Assim,
_ . ;
e Hpolzw2 + Ki(z)w], — v — po[302 4+ Ky (z)w], + €0}
B N(U)— N(V)] = 0
(I = 22) 7 (w, w)]e = [f (@ @)]e — g(u, w) + g(i, @)}
0
Logo,
BTIN(U) - N(V)] = (0,T1,0,T3,0)",
onde = - L ) ) )
Th = 7 Hhol5 wi + Ky wle — pio(5 05 + Ky ) — (v — 0)}
T, = (1~ )™ w)le — [ @) — g, w) + o( 5, )

0x?
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No que segue denotaremos por C' uma constante positiva que pode variar de linha a linha.

Com as notagoes anteriores, note que

2

BN () - NI = I+ Il + | 7

Usando a desigualdade de Poincaré e H*(Q2) — L>(Q), pois Q = (0, L) C R obtemos

1 2

1
€ 1{M0[ wy + Kiwl, — piol5

2@§+Klw]x—sa(v— o)}

e|Tl* =

_ 1 I s N .
= elle oLyt — 52 + K (w — D)), — (0 — D)}

< 2 [ — 502+ Ka(w — L[ + 2% v — o]

< 26 2 || (Wptgy — Wathyy) + K1 (wy — y) + (K1) g(w — 0)||> 4+ 2627 || v — 9|

< 8™ i [[lwatag — Watlae||® + || K1 (we — @) [° + [[(K1)e (w — @) "] + 267 v — 3

< 8 g [ Wty — Wetlhys + Watlhae — WaDaa || + | K[| e — Bal|® + ([ (K1) |l — @[|2]

+ 2% v — ﬁH

< 87 g 2w P2 1wae — Waa||* + 2] 00| * [ we — @ ||%, + LC K71 [[t020 — e

+ LC| K1 |7 [ wae — Wae||*] + 262 Jo — 9

< 87 11g [2C ([[wae | + ([ 1P [0z — W ||* + 2C L K |71 1w — W ||?] + 267 H|w — |2
C[lwall® + 0 I* + 1K1 ) [[0ze — D[ |* + 262 o — 0|2

< C([[wae* + 1 0aal® 4+ Dl[we — Wy ||* + 2627 v — 0|

< CA+[UI% +IVIETU = V%

<SCA+[UI% +VIE)NU = VI

Além disso , usando a desigualdade de Poincaré e que (a + b)? < 2(a® + b?), temos

T = 10— e 2 () = )]}~ (1~ ) s w) — ol )]
62 6 02

<27 = ) [l w) = £ ]I+ 20T = ) ol w) - (i, )] |-

Pelo Lema 2.4.5 o operador (I — 25)~'2 : [(Q) v H(Q) ¢ limitado, ou seja, existe

C >0, tal que
0? 0

1T = o) (s w) = £ @)y < L, w) = £, 0 <
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1 1
< Ol po[we (ug + §wi + K1w)| — po[, (t, + 571)926 + Kyw)]|]?

1 1 1 1

1 1
< O|(ugp + §w§ + Kiw)(wy — Wy) + Wa[(tue — Up) + 5( 2w 4+ Ki(w — )]

1 i i | i -
< 20| (ua + 5"%% + Kyw)(wy — W) |[* + [0 |13l (ve — i) + §(W§ —w3) + Ki(w — )]

1 _ _ N 1 - .
< 20([[(ue + Gz + Kyw) (we — @) [I* + 4l |*(lue = @ll® + Fllwy — @1 + [Ki(w = @)[°)]

1 . ~ - 1 . N
< 2CT4| (ux + §wi + Kyw)(w, — w:t)HQ + 4”me2(“’&$ - uwHZ + z_l”(wm + Wy ) (wy — wx)H2
+ [ Ky (w — @) ||*)]

1 . . N 1 - .
< 80[”“9: + §w3: + K1w||2||wx - wa“go + ||wm||2(||u$ - u$||2 + Zl”wz + wa:Honwx - ww||2

+ [ Sl lw — @ ][*)]

1 - - . - -
< 8C([Jug + 5“’925 + Kle2me - wx:c”Q + meHQ(Hux - UIHQ + (waxH2 + ||wm|!2)me - me2

+ K113 [ wee — Wea|?)]

< 8O[(ual® + [[wae||* + 1K1 [ Fr1 1w ) [0ee — e

+ @0 ([Jttz = Gl + (N ||* + ([ ) | wae = Waall? + 1K1l 1 wee — Wral?))
< 8C{(lual® + CL(1 + N[ I*) w0 ||*) | War — Wra||?

F [ (e = e[| + (wae | + 100z ) [waw — Dl* + Crl|t0ze — wea[|*)}

< 8C{([Juel* + CL(1 A+ [we ) [ wa|I*) 1020 — Wa]®

+ | @aal? [l — @ell® + Chllwaw — Waa || (|wee ||* + |0ee]|* + 1)}

< Ot [[wew = Baa|* + (1 + [ |* + [@ral*) [weal® |0z — ae |

+ [ ([t = Til|® A+ || 00 — D |* (1 + ([ l|* + || |1*) }

< C{lJta P wee — Wea|l* + [[0ee 1]t — e

F [ wew — Do P (1 + [ waal|? + [ 00a]*) (w2 + 022 1) }

< OllualPllwze — Waall? + 100 21100 = @l + e = Waa | (1 + ([0 I* + ([0 ]|*)*}

<COA+ UK + IVIR)IT = VI,

onde C; = maz{1, || K |31} > 0.

Similarmente, pelo Lema 2.4.3 o operador (I — 88—;2)_1 : L2(Q) = H*(Q) N HH(Q) é
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limitado, ou seja, existe C' > 0 tal que

82

Hu———w%mwu»—mmwMQ

< COllg(u, w) — g(a, o)
HL(Q)

0x?

2

IA

1 1
C HKl(ux + §w§ + Kyw) — Ky (G, + 5@3 + K1)

IN

1
S = a2) + K (w — )
. 1 _ _
Ol = ) + 5 (w2 = 62) + (w0 = @)
_ 1 g N N
OB e = i+ 5 e = ) (s + @)+ 1w = ]

C”lLUKl[(ux — Ug) +

IA

IN

Clllte — tal® + [lwe — o l*(well* + 1@ ]1*) + | K1ll2 I wae — Bas|”]

C
C

IA

e — o | + oo — Waal* (1wasl* + [1Bas]*) + 1K1l 1wae — dool?]

IA

IN

CA+UIE +IVIRIU = VIIX

[Huw - &:EHQ + || Wee — 'LDIIHQ(HU}MHQ + meHz + 1)}
(
CA+UIX + IVIR)U - VI

IN

Logo, obtemos

(= o Ut = il = (ot ) - )

2

Hg
onde C' ¢ uma constante positiva dependendo de €, o, v e || K| ;1 -
Assim, se ||U||x < R, ||V]|x < R, tem-se que

IBHNWU) = NVl < CIL+ 2R lU — Vx

e concluimos que

IBTN@U) = NV)llx < Lr|U = V]
com Ly = C2[142R?]. Portanto B~'N(-) é localmente Lipschitz continua sobre conjuntos
limitados com M = R. Como X pode ser visto como um espaco métrico com a métrica
induzida pela sua norma, e foi mostrado anteriormente que A é o gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy em X, entao todas as hipoteses do Teorema 2.12 foram satisfeitas.

Logo podemos estabelecer o seguinte resultado.

Teorema 3.2 Scjam e >0, a >0, K; € HY(Q) e (ug, uy, wy, wy,0y) € X. Entao
existe Ty > 0, tal que o problema (1.1)—(1.3) admite uma tinica solu¢dao fraca no intervalo

[0, Ty[. Podemos considerar Ty = Tz
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3.2 Energia total associada ao sistema

Multiplicando formalmente as equagoes do sistema (1.1)—(1.3) por uy, w; e 6, respectivamente,
integrando de 0 a L e somando-se, obtemos

L L L L L
/ cupurdx + / wywydx + / WapWapt AT + / 00,dx + / Wt Wapr AT
0 0 0 0 0

~\~ ~\~ ' ~\~ ~~
[1 12 13 14 15

L L
1 1
+ Mo/ (ug + 5“1925 + Kyw)ugdr + ﬂo/ (up + sws + Kyw)w,w,dx
0 0

2
Is
L 1 L
+u0/ (uz + §wi + Kjw)Kjwidx = —/ [02 + c®u?]dx. (3.4)
0 0
Ts

Usando integracao por partes, formalmente deduzimos que:

I = %% 0L£|ut|2dx,
I = %% OL \w,|*dz,
5 %% oL 1022,
Iy = %% OL 10]*dx,

e

L L
1 1d 1
Iy = [L[)/ (ux+§wf:+K1w) (Ut + WyWes + Kywy)dx = 5%,&0/ [U§+—wi+Klw}2dﬂi
0 0

2
Substituindo estes valores na identidade (3.4), obtemos
1d [* 2 2 2 2 2 Loy 2 g o, 2 2
ST {eu] +wi + w2, + 0° + wl, + pou, + S + Kyw| }de = — | (%] + 62)dz.
0 0
Assim, a energia total do sistema (1.1) é dada por
Lt L o 2 2 2 2 2
E.(t) = 5/ e up + po(uy + 5 Wa t Ky w)* 4+ w; + wi, + w;, + 0°|dx. (3.5)
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Segue que

d g a, 2 2
—E.(t)=— [ (e%u; +6))dx. (3.6)
dt 0

3.3 Existéncia global

Consideremos o problema de existéncia global para o modelo (1.1)-(1.3). Usando
técnicas usuais podemos estender a solucao local obtida no Teorema 3.2 a um intervalo
maximal de existéncia [0, Tpna,). Além disso vale a seguinte afirmacgao: Se {u,w,0} é

solugdo do problema (1.1)-(1.3), entdo devemos ter que:

(1) Thaz = +o0

ou
(i) Trae < 400, € neste caso

A (puol[ug || 4 el + l[wee || + llwel| + [[wel| +[16]]) = oo

Assim, para demonstrar a existéncia global é suficiente mostrar que (ii) nao se verifica.
Para isto vamos obter estimativas a priori. Mostraremos que Vt € [0, 7], tal que 0 < T' <
ez,

piol[ve || + ellvl] + [[waa | + lwell + [lwe|] + 0] < C,

onde C' é uma constante que somente depende dos dados iniciais.
De fato, de (3.6) temos

L
%(Eg(t)) _ —/ (w2 + 62)dx < 0.
0

Integrando em (0, ¢) resulta que

Logo,

isto é,

I 1
5/ [5u?+uo(ux+§wi+[(1w)2+ w4+ wl, + w2, + 0%)dr < Cy
0

para todo t € [0,7,,), com T}, tao proximo de T,,,, quanto se queira. Isto garante que

1
elluell®s polle + S0z + Kywl[”, e, llwea 1, [lwad |, 101 < 2C0, Vit € [0, Tn).
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Fazendo T}, — T4 segue que
luall?, el llwas |, llwell?, llwse|*, 16]* sao limitadas em [0, Tinae),
ou seja,
IUN% = pollus|* + elluell* + llwaell* + lwel® + llwae* + 10]* < C, ¥t € [0, Tinao|

onde C' é uma constante que depende dos dados iniciais. Logo, a solu¢ao u(t) esta defi-

nida globalmente em [0, +00).

3.4 Unicidade da solugao global

Dado T > 0, temos
pol [tz || + lluell + Jwaall + [[well + llwel| + 101l < €, ¥t € 10,77,

onde C' é uma constante que depende dos dados iniciais. Usaremos este resultado na
demonstragao da unicidade da solugao global.
Vamos supor a existéncia de duas solugoes, (uq,ws,61) e (ug, ws, Bs), satisfazendo (1.1)-
(1.3) e considere (u,w, ) = (u; — ug, wy — wy, 01 — 63).
Entao (u,w, d) satisfaz em (0, L) x (0, 400)

guy = polus + 5(wi, —wi,) + Ki(wy — wg)}x — %y

Wy = —Warae + Waatt + fo [Wia(U1e + Wi, + Kiwr) — wae(use + 503, + Kyws)]

— pok: [(Um + %w%x + Kywi) — (ug, + %ng + KIU)QH — Oz
0 = Opp+ Waar

ou seja, (u,w,d) satisfaz em (0, L) x (0, +00)

El = Ho [Uw + %(w%w - w%m) + Kl(wl - wQ)}m — &%y
Wy = —Waags + Wagtr + Ho [ (Wialz — Wazting) + 3 (W, — w,) + Ki(wiwiy — woway,)]

- ,UOKl [(ulx - u?x) + %(w%x - w%x) + K1<w1 - w2):| B 9m
Qt = exx + Wyt

com as condicoes de contorno

uw(0,t) = u(L,t)=0, Vt>0
w(0,t) = w(L,t) =w,(0,t) =w,(L,t) =0, Vt>0
6(0,t) = O(L,t)=0, Vt>0
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e condicoes iniciais
u(z,0) = wu(x,0)=0, Vt>0
w(z,0) = wy(z,0)=0, Vt>0
O(z,0) = 0. ¥t >0

Multiplicando as equagdes por u, wy, 0, integrando em (0, L) e somando-as, obtemos

L L L L L
5/ Uttutdﬂj + / 'lUttwtd.T + / wmmwtd$ — / wmttwtdx + / 9t9d$
0 0 0 0 0

N - -

I I I I I
v 1
_ MO/ [u, + 5(“’%:[; —w3,) + Ki(w; — wg)]xutdx
0
Is

L

1

— uo/ [(wipt1e — wagugy) + 5 T — Why) + Ki(wiwiy — waws,)| widx
0

I

L L
1
—|—,uo/ Ki[(u1p — usg) + 5(10%:0 — wj,) + K1 (wy — ws)|wyda —/ 00, dx
0 0

J/

TV VvV
16 I7
L L L
—1—50‘/ uldr — / WaprOdx —I—/ 0. widr = 0.
0 0 0
N -~ > -~ 7 N -~ 7
17 18 18

Os termos [; a [ ja foram analisados anteriormente, agora vamos analisar os termos I

e Iy e vemos que [g se cancela por integracao por partes.
Analise de Ig

L
1 d 1
Is = Mo/ [u, + 5( s —wy,) + Ki(wy — ’UJ2>]%[UCE + 5( e — why) + Ki(w — wo)]|dx
0

L
1 1
—Ho / [(le + §w%x) — (uge+ 510533) + K (wy —w2)] (W1 W1t — W Wt + K w1 — Kywoy )d
0

L

1 1

+,uo/ [(Uu + Ew%x + Kiwy)wiy — (U2, + §w§gg + K1w2)w2x] (Wigt — Wy )dw
0

L
1
‘WO/ K, [(ulx — Uge) + é(wfx —w3,) + Ki(w; — wg)}wtdac
0
1d [* L 2 2 " L s
= po=— [ |uz+=(wi, —ws,)+ Ki(wy —ws)|*dx — g [ (w1, + =wi, + Kjwi)wywoudx
2dt J, 2 . 2

L L
1 1
—l—,uo/ (uz$+Eng—i-Kle)wxwlmtdx—i-,uo/ K [(ulx—qu)+§( T Why )+ K1 (w1 —ws) Jwdz
0 0
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L

1

_luo/ [(ulx - u2z) + 5( iv - w%x) + Kl(wl — w2):| Klwtdl‘
0

1d [*F

1 L 1
— /L(]i% |uw+—(wfx—w§x)+[(1(w1—wg)\de—,uo/ (U1, + =w?, + Kywy ) wywogdx
0 0

2 2

L

1

+/~Lo/ (uge + §w§$ + Kijws)wwygede.
0

Anaélise de I
L L
I; :/ Qid:p—l—sa/ u2de.
0 0

1 2
[l + po e + 5 (i, = w3,) + Ko (wr = wo) | + [n]* + [waa | + [ * + |6 dw

Assim obtemos

1d [F
2dt J,

L L L
1 1
= uo/ (u1z + iwfm + Kywq)wywepdr — ,uo/ (uge + ing + Kjws)w,w pdz —/ Gidx
0 0 0

N~ ~~

Iy I <0
L
—8”‘/ udz . (3.7)
A,_/
<0

Avaliamos, separadamente, os termos Iq e .

Avaliacao de Iy

Decorre da desigualdade de Cauchy Schwartz que

L
(/ |wxw2xtl2dw)
0

N
=

1
< st 5w, Kyw[[waee | [[we |

L
1
19 S (/ ’le‘i‘—w%x‘{—KlwlPdw) 9
0

2

1 1
< e + gty + K [[lwas | [[we |1 < lluae + 501, + Kyw[[[[wallm Jwll a2

Avaliacao de I

Da mesma forma que Iy, vemos que
1 2
Lo < |uge + W + Kyws||[lwie|| g [|w)] a2

Como (uy,wy, 01) e (ug, ws, 03) sao solugoes de (1.1) — (1.3), existem constantes C; e Csy,

tais que

Iy < Ch||w|| g2, Ly < Cy||wl| g2
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Seja

1 [ 1 2
Fant) = 5 [ el tnofus 3wt —ud)+ Ko=)+ P +6F]

Substituindo Iy e I}y em (3.7) vemos que

d
%F(l‘a’f) < (C1 + Cy)||lwl g2 = Csllwl| a2,

ou seja,

t t
Flat) < 04/ || eds < c/ Flz,s)ds ¥t e [0,T).
0 0
Usando a desigualdade de Gronwall, tem-se
F(z,t) =0 Vte[0,T].

Logo ||w|lgz = 0, o que implica que wy, — wy, = 0. Além disso, ||| = 0, ou seja,
91 — (92 = 0. Também

L L

1

/ |Ut|2dl':/ ‘U$+§( %I—wg$)+K1(wl—w2)|2de:O’
0 0

ou seja, uy = u, = 0. Assim, u(z,t) é constante e como u(x,0) =0 temos que u; = us.

Portanto, a solugao é tnica. Logo, mostramos o seguinte resultado:

Teorema 3.3 Sejac >0, a >0, K; € HY(Q) e (ug, u1, wo, wy,0y) € X. Entdo, o problema
(1.1)—(1.3) tem uma dnica mild solugdo global (u®, uf, w®,ws, 6%) no espago C([0,400); X).
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Capitulo 4
O Limite Assintotico

Como nos capitulos anteriores sejam ¢ > 0, 0 < a < 1, consideremos a solucao
{u®, w®,6°} como no Teorema 3.3 e novamente denotemos u = u®, w = w® e § = 0. O
objetivo neste capitulo é calcular o limite de w® e 6°, solugdes do problema (1.1)-(1.3),

quando £ — 0.

4.1 Convergéncia do problema aproximado

Teorema 4.1 Sejaec >0¢e0 < a < 1. Entdo, existem funcoes Z = Z(x,t) e ¢ = ¢(z,1),

tais que w* — Z, 0° — ¢ quando € — 0 e {Z, ¢} € a solucdo do modelo acoplado

(bt - (bx:r - met =0
com condigoes de fronteira
Z=0,Z,=0emxz=0,L Vt >0
(4.2)
¢6=0emax=0,L Vt>0
e condi¢oes iniciais
Z(:L‘70) :wo(x),Zt(w, O) :’LU1<.’13),¢(1‘,0) :90(1’), Vo e Q (43)

aqul

H(p) =1 /0 C(22 + 9K (1) 2.

Demonstragao: A energia associada ao sistema (1.1) é dada por
g 1
E.(t) == / e uf + pio(uy + 3 w2 + Ky w)® + wp + w, + wi, + 6°]dx.
0
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Considerando 0 < € < 1, entao

E.(t) < E.(0) < Co

onde Cj é uma constante positiva que depende dos dados iniciais. Assim, deduzimos que:

1, 1 [t 1, ) 1,
— [ eujde < Cy, = | (uy+ zwi;+ Kyw)de <Cy, = [ widr <y,
2 /s 2/, 2 2/,

Lt Lt (R
— widr < Cy, = widr < Cy, — 0°dx < Cy.
2 Jo 2o 2o
Dai, 9C4 > 0, tal que:
1
sup ess||vew|| < Cy, sup ess|u, + éwz + Kyw|| < Cy, sup ess||wy| < Cy

sup ess||wy,|| < C1, sup ess||wy| < Cp, sup ess||d] < Ch,

ou seja,

1
{\/Euf}oo, {u + §(w§)2 + K w }eso, {w] Feso, {W, om0, {W, }es0 € {0 }es0

sdo limitados em L*(0, 4+o00; L*(£2)). Além disso, como

@ EL(t) = —/OL(g &+ 0)da

integrando sobre o intervalo [0, 7] obtemos

E.(T) - / / eu} + 02)dwds,

E.(0) // (e%u? 4 02)dzds < E.(0) < Cj.

T L T L
/ / e*uldrds < Cj e / / 02dxds < C.
o Jo o Jo

Logo, fazendo T' — +00, temos

fe’e) L 00 L
/ / 6aufdxds <(Che / / Hidxds < (Cy
o Jo o Jo

de onde concluimos que

ou seja,

Assim

12 ue 2 0,00220) < Co € Nl6all 20,0022y < Co,
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isto ¢, {e*?u,} e {6,} sdo limitados em L?(0,00; L?(2)). Assim, podemos extrair sub-
seqiiéncias convergentes (que ainda denotamos com os mesmos simbolos) que garantem

a existéncia das fun¢oes &(z,t),n(z,t), Z(x,t) e ¢(x,t) (independente de £ > 0), tais que

VEu, S € em L=(0, 005 LA(Q)) (4.4)

o+ (02 + Ky S em L(0, 00; 12(0) (45)
w7 em L0, 00; HE(Q)) N W(0, 00; HE() (4.6)
0 g em L(0, 00 L2(2)) 1 L2(0, 003 HA(Q)), (4.7)

quando ¢ — 0. Das convergéncias (4.4)-(4.7) vemos que ¢é suficiente passar o limite no

termo nao linear das equagoes em (1.1). Além disso, como

1 /- 1 L 1 [L
_/ w? dr < E.(t) < Cy, —/ w?dr < Cy e —/ widr < Cy,

ou seja,
sup esusH?{g(Q) < Cp, sup esustqu% <Cy e sup ess|wdl? < Co,
se obtém que
{w} & uniformemente limitada em L>(0,T, H3(2)), (4.8)
{w,} é uniformemente limitada em L>°(0, T, H;(9)),
{w,;} é uniformemente limitada em L>°(0, T, L*(Q)).

Portanto {w} ¢ uniformemente limitada em L>(0,T; HZ(Q))NW>°(0,T; H}(Q)). Agora,
observamos que

H2(Q) S HF(Q) — HA(Q).

Logo, aplicando o Teorema de compacidade (Aubin-Lions) ver ([18], Corolario 4) garan-
timos a existéncia de um elemento Z € L®(0,T; H2~°(Q)) e uma subseqiiéncia (ainda

denotada da mesma forma), tal que
w — Z forte em L>=(0,T; H3%(Q)) — L*(0,T; H()),

quando € — 0, para qualquer 6 > 0e T > 0.
Agora usando (4.6) e a unicidade do limite fraco se deduz que Z=2.

Assim obtemos que
Wy — Zy = Z, forte em L*(0,T; L*(2)).
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Combinando esse resultado com (4.5) deduzimos que

1
Wy (uy + éwi + Kyw) — Z,n fraca em L*(0,T; L*(%)),

quando e - 0e 0 < T < +o00.

L
Afirmacao 1: / widr < C meHiz(m :
0

Demonstragao:
De fato. Se w € H}(Q) N H?(2), sabemos que

HY(Q) — LP(Q), V1< p< oo.

Entao
|w||ps < Col|lwl|gr, Yw e Hé(Q) N HQ(Q).

Por outro lado,usando a equivaléncia de normas em Hj(Q) N H%(Q), temos
[0 2 < Ch [t 2, Va0 € Hy(Q) N H*(Q).

Assim, das duas ultimas desigualdades, tem-se
[wal|zs < Collws|| < Crlwllaz < Collwael|r2-

Logo, temos que

L
/ whde = lwy L < CllwgallLe.
0

Afirmacao 2: 7 ¢é independente de x e dado por

1 [F 1 [
t) = — Z2dx + — Kq(z)Zdzx.
o) =57 | 2o+ [ K@)z

Demonstracao:
De fato,
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L L

1 1

< 2/ (ux+§wi+K1w)2dx+2/ (§w§+K1w)2dx
0 0

L 1 L
< 2/ (ug + §w§ + Kw)idz + 2/ [Zw;‘ + (Kyw)? 4 (w?)(Kw)]de
0 0

L L L
< CE(t) +/ §widx + 2/ (Kyw)?dx + 2/ w?wk,dx
" 1 L L L
< C’EE(O)—l—/ §widx+2/ (Klw)2dx+/ widw—f—/ (wK,)*dz
° Jo 0 0
< C[E:(0) —i—/ widm—i—/ (K w)?da]
0 0

L
< CLE(0) + lwrall ooy + 1K |2 / wids)

< CLB-(0) + lwael ey + [1E0 | / w?,da]
< C[E-(0) + E.(t) + E.(t)]
< C[E-(0) + E.(0) + E.(0)]
< CE.(0).
Portanto

T L
/ / uidrdt < CTE.(0),
0 0

1l 20,712 () < CTE:(0) (4.10)

ou seja,

onde C' depende de || K|/ e independe de ¢.
Assim podemos extrair uma subseqiiéncia de {u, }, que ainda denotamos da mesma forma,
tal que

u, — p fracamente em L*(0,T; L*(2)),

quando € — 0, para algum p € L*(0,T; L*(2)). Também como
1 1
Kw—K\Z, w,—2Z, e §w§ — §Z§ em L*(0,T; L*(9)),
temos que

1 1
ux+§w§+K1w4p+§Z§+KlZ:n,

quando € — 0, fracamente em L?(0,T; L*(2)).
Como «a > 0, da desigualdade (4.10) se deduz que

{u,} é limitada em L>(0,T; L*(Q)) e e* — 0,
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e pela desigualdade de Poincaré obtemos
{u} limitado em L>(0,T, Hy(2)) — L*(0,T; H}(Q)) e e* — 0.
Assim,
{u,} e limitado em H (0, T, H}(Q)) e e — 0,

e entao
ey — 0 em H Y0, T; Hy(Q)), quando & — 0.

Agora, de (4.4) se tem
Veu, — Eem L*(0,T; L*(Q))

o que implica
Veuy — & em HH(0,T; L*(Q)).

Portanto
EUy = \/g\/gutt — O em H_l(O, T, LQ(Q))
quando £ — 0.

De (4.5) temos, em particular, que para T > 0,

1 N
Uy + §w§ + Kjw = nem L®(0,T, L*(Q)) — L*(0,T, L*(Q)),

ou seja,

1
Uy + §wi + Kyw —nem L*(0,T, L*(Q)).

Por outro lado,

eu; — 0 em H 10,7, Hy(Q)) — H*0,T, L*(Q))

cuyg — 0 em H (0, T, L*(2)).

Logo, da equacao (1.1) se obtém que
1
(&futt + Eaut> = ,uo[uz + 511)3 + Klw]x — 0 em H_1<0, T, Lz(Q>>,

€ como

pela unicidade de limite fraco

e = lp+52; + K1Z], = 0.



Conseqiientemente,
n=mn(t),

isto é, nao depende de z.

Por outro lado, integrando n = p + %Zﬁ + K17 de 0 a L obtemos

L L
1
n(t)L = / n(t)dx = / (p+ §Z§ + K\ Z)dx
0 0

L Lq L
—/ pdx—i—/ —szx+/ K\ Zdzx.
0 0 2 0

Pelo Teorema 2.1, segue que

L L L
/ pdr = / limuidr =lim [ wu,dx =0
0 o €0 e=0 /g
pois u®(0,t) = u*(L,t) = 0.

Assim, concluimos que

[t 1 [t
)= — Z4d - Ki(z)Zdx.
o) =57 | 2o+ [ K@)z

Como conseqiiéncia, temos

1 I 1 [*

em L*(0,T; H'(Q)). Da discussao acima obtemos

L 1 L
[f(u, )]y — MO[% /0 22+ /0 K\ Zdx) Zy, em L0, T; H7Y(Q)) < L2(0, T; H2(Q)),

1 [F 1 [
g(u,w) — uoKl[i/ Z2dx + Z/ K\ Zdx) em L*(0,T; H *(Q)) — L*(0,T; H *(Q))
0 0

quando e — 0e T > 0.
Portanto, concluimos que a componente {w = w®} do sistema converge a solugdo Z =
Z(z,t) fracamente em L*(0,T; H2(S)), quando e — 0 e T > 0.

52



Além disso, de (4.7), para T' > 0, obtemos
One = uq em L2(0,T; H*(Q2))
e também deduzimos da equacao (1.1) que
{6,} & limitada em L*(0,T; H *(Q)).
Assim, existe um subseqiiéncia, ainda denotada da mesma forma, tal que

0, — ¢, em L*(0,T; H*(Q))

Wyt = Zy em L*(0,T; H1(Q)) = L*(0,T; H*(2)).

Portanto, a componente {6 = 6°} do sistema converge a solu¢ao ¢ = ¢(x,t) fracamente
em L?(0,T; HZ()). n

Claramente {Z, ¢} satisfaz as condicoes de fronteira.

4.2 Condicoes iniciais

o Z(x,0) =wp(x).
De (4.6) temos, em particular, que para T" > 0

{w} & limitada em L>(0,T; H3(Q2))

{w;} é limitada em L>(0,T; Hy<)).

Aplicando o Corolario 2.1 na cadeia
H3(Q) < Hy™(Q) <= Hy(Q)
se deduz que existe uma subseqiiéncia de {w}, ainda denotada da mesma forma, tal que
w® = w — Z forte em C([0,T]; HZ7°()),

quando € — 0. Entao
w(z,0) — Z(x,0) em HZ°(Q),

e como w*(z,0) = wy(z), Ve > 0 segue que Z(x,0) = wp(x).
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o Z;(x,0) =w(x).

Usando a equacao (1.1) podemos escrever

82

1 1
(I — @)wtt = —Warzr — Ozz + [flows (uy + —w? + Kyw))y — po Ky (ug + —w? + Kyw).

2" 2"

Consideremos a cadeia
H?*(Q) — H'(Q) = L*(Q) — H () — H*(Q).
De (4.7) e (4.8), para T' > 0, temos que
{6} ¢ limitado em L>(0,T; L*(Q)) = {6,} & limitado em L>(0,T; H *(9)),

{w} é limitado em L*°(0,T; HF () = {Wapee} € limitado em L°(0,T; H 2(Q)).

Também de (4.5) e (4.8), para T' > 0, temos

1
{ux+§w§—l—K1w} ¢ limitado em L>(0,T; L*(Q2)) e {w,} & limitado em L>(0,T; L*(2)).

Portanto,

1
pol(us + §w§, + Kyw)w,), é limitado em L>®(0,T; H*(Q)) < L>®(0,T; H (Q))

e como K; € HY(Q2) — L*(Q) obtemos

1
(K (ug + §w§ + Kjw)} é limitado em L(0,T; L*(Q)) «— L*(0,T; H*(Q2)).

Da discussao acima claramente se observa que

2
{(I - %)wtt} ¢ limitado em L>(0,T; H %(Q)).

Agora, usando (1.1) podemos escrever

62

(] - @)wtt = Wit — Wagtt = —Wagzs T [f(u)w)]:v - g(u7 w) - e;rxa

ou seja,
0% .. 0w

Pelo lema 2.4.6 o operador

82

(I — ﬁ)—1 : H3(Q) — L*(Q) é limitado.
T
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Assim, existe C' > 0, tal que

oy = [0 = 2 58+ )+ ) —
8:52 oxt 12(9)
< Ol =Waaao + [f(w, w)]z — g(u, w) = ool 2o
< Cllweeall g-2iq) + 11 (w w)]all 20y + [19(w, W) || gr—2(q) + [0zl g2y }
<

Clllwsell g2y + 1 (w, w)l 20y + l9(w, W)l 20y + 101l 120y}

Elevando ao quadrado e usando H'(Q) — L>(), pois Q = (0, L) C R obtemos

lwiel* < Clllwasl® + [1f (w, w)[* + lg(u, w) [ + [16]1]

L 2 L
1 w
< C[/ w? dr + ||wy]|A |ue + w? + Kyw||* + || K% |Jue + == 4+ Kw))? +/ 0*dx)
0 0
2

2 2
2 L
+ / 0% dz]
0

2
+ [ K[

2

2
ux—l—%—l—Klw

L w
< C[/ w,de + merHQ Uy + —236 + Kjw
0

< CE(0).

Portanto,
{wy} ¢ limitada em L*°(0,T; L*(£2)).

Além disso, de (4.6)
{w,} é limitada em L>(0,T; H}(Q)).

Novamente, aplicando o Corolario 2.1 na cadeia
HY(Q) S HIT(Q) — L*(Q), § > 0,
se deduz que existe uma subseqiiéncia de {w;}, ainda denotada da mesma forma, tal que
w = w, — Z, forte em C([0,T]; L*(Q)),
quando € - 0 e T > 0; isto é,
wy(z,0) — Zy(x,0) em L*(Q)

e como w;(z,0) = wy(z), Ve > 0, se obtém que

Zi(x,0) = w ().
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o 6(z,0) = bo(a).
De (4.6) e (4.7), para T > 0, tem-se

{wy} & limitada em L>®(0,T; L*(Q)) = {wgu} ¢ limitada em L>(0,T; H (9)),

{6} ¢ limitada em L>(0,T; L*(2)) = {0, } ¢ limitada em L>(0,T; H *(Q)).

Da equacao (1.1) vemos que

et = ex:c + Wt

Assim concluimos que
{6} ¢ limitado em L>(0,T; H *(Q)).
Também, de (4.7) temos
{6} é limitado em L>(0,T; L*()).
Novamente, aplicando o Coroléario 2.1 na cadeia
L2(Q) <5 HYQ) — H%(Q)

se deduz que existe uma subseqiiéncia de {6 = 6°}, ainda denotada da mesma forma, tal
que
0° =0 — ¢ forte em C([0,7]; H'(Q)),

quando € - 0 e T > 0, ou seja,
0(z,0) = ¢(z,0) em H (Q).

Como 6°(z,0) = Oy(x), Ve > 0, se obtém que

o(,0) = Op(x).

Observacao 4.1 Todas as convergéncias obtidas neste Capitulo foram para subseqiién-
cias em €, porém como ambos modelos (1.1) e (4.1) tem solucao global tinica seque que o

resultado vale sempre que € se aproxime a zero nao importa por qual seqiéncia.
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Capitulo 5
Estabilizacao Uniforme

Sejam ¢ > 0e 0 < a < 1. Denotemos por u = u®, w = w® e 6§ = 6°. Vamos
mostrar o decaimento uniforme da energia total E.(¢) do problema (1.1)-(1.3). Usemos

o funcional de Lyapunov

Ges(t) = B.(t) + 6F.(t) + 261.(t), > 0, (5.1)
onde FE.(t) é dado por (3.5),
F.(t) = e/OL uugdr + /OL(wwt + Wpwy)dx (5.2)
© L 1 L L 52
I.(t) = /0 Owdx — 5/0 0*dx +/0 wt(—@)_ledw (5.3)

Observe que em F_(t) as expressoes sao padrdes na construgao do funcional de Lyapunov.

Porém, I.(t) ndo é .

5.1 Decaimento Exponencial

Lema 5.1.1 Seja H.(t) = F.(t) + 2I.(t). Entdo, existe uma constante positiva C, tal
que

[H(t)] < C{1+ e[Bo(0) + [ KulIZ ]V E-() (5:4)

para qualquer t > 0.

Demonstracao: No que segue C denotard uma constante positiva que varia de linha a

linha e independente de €. De (5.2) e (5.3) para v > 0, usando a desigualdade
L L 2 5 [F
/ V(7)) tabdx §/ —dz + —/ b2dx
0 0 27 2 Jo
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obtemos a estimativa

| H(1)]

< ()] + 2| 1.(t

/|uut|dx+/ \wwt|dx—|—/ \wxth\dx—l—Z/ |Ow,|dx
82
+ /92dx+2/ ]wt(_ﬁ)flejd:c
0
1 2 by |
(%/ 5utdx+—/ dx) + /0 wdx%—ﬂ/o w;dx)
L
Y[ s
+ (2/0 $d:v—|—2fy/0 w?,dx)
L 1 (L L
+ (7/ 92dx+—/ wtzdx)+2/ 0*dx
0 7 Jo 0

1 L ) L 82 1o

IN

Agora usando a desigualdade de Poincaré obtemos

Sabemos que (—

\H.(t)] < (%/0 das+—/ wldz) + /wgg&d:c (5.5)

P 2d)(V/ d+1/L2d)
— widx — w;,dx wi,dz
2y Jo ! 2 Jy 2y Jo !
L 1 [L L
7/ «92dx+—/ wfdx)+2/ 0*dzx
0 Y Jo 0

1 / 2 + /L[<—a—2>-1912d>
A widxr + 7y i 502 ).

3‘922) : L2(Q) — H?*(Q) N Hy () é um operador limitado e

(
(

H}(Q) < L*(Q), onde Q = (0, L). Entao

Usando (5.6) e as desigualdades

02 2 02 2 )
—— < 19 < (|8 . 5.6
e Y] (S I (56)
L 4
| wtde < Clunliag,. (5.7)
L A ) L
/0 u2dr < CLE0) + [[wrel ooy + 1K I / w?,dal, (5.8)
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as quais foram usadas na prova do Teorema 4.1, deduzimos de (5.5) a estimativa

L L L L
|H.(t)| < (C / euldr + C’/ euldr) + (C/ w2, dz + C/ w?dr)
0 0 0

L L L L
C/ w2, dz + C/ w?,dr) + (C/ 0*dx + C/ widz) + 2/ 0*dx
0 0 0 0

L L L L L
C/ eu dx+C’5/ uid:cﬂc/ wixderC/ wfda;+c/ wgtdx+(2+0)/ 0%dx)
0 0 0 0 0 0

[e=]

L L
fd:zc—l—C’/ witdx—l—(Z—I—C')/ 02 dz]
L L 2 ’ 2 wz
(J/ EU dx—i—?Cs/ ux+7+K1w)2dx+205/ (7—|—K1w)d
0 0

L L L
w; dac+C'/ td:l:—kC’/ mtdx—l—(Q—l—C’)/ 0*dz]
0

0

L w? L1
/ euldr + 205/ (ug + 735 + Kyw)?*dr + [C’a/ §w;‘dx
0 0
L
—i-QC'a/ (Kyw) dx—i-QC'a/ w? Kwdx)
+[C

L L
/ w?_dx + C’/ widx + C’/ w2, dr + (24 C) / 6*dx)
0 0
L
C[/ {eu? + e(uy + f + Kyw)*Ydx] + Ce(/ w? dx)?
o 0
|
0
/
/ 2
/

L L
+Ce | (Kyw)*dw + C’s(/ widr +/ (Kyw)*dx)
0

0

L L L
w? dx + C/ widr + C/ w2, dr + (24 C) / 6*dx)
0 0 0

L
+[C

L w L L

{Eut2 + e(uy + 7;” + Klw)z}dx] + 5[0(/ wixdaj)z +C HKlHiO/ wizda:]

L L L ° L °

+[C wixdas + C/ wfdx + C/ witd:v +(2+ C’)/ Ozdas]
0 0 0

L 2

<l [ feud + e+ 5 + Ky + CEE0) + | K LIE)

L L L L
+ [C’/ w2, dx + C/ widr + C/ w2 dr + (24 C) / 0*dx)
0 0 0 0
g 2 waQ: 2 2 2 2 2 2
0

< OB (t) + eC[E-(0) + | K0 [[Z)E() = C[1 + e{ E(0) + 1K1 |5 1 E: ().
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Portanto,
[H-(t)] < C[1+{E(0) + | K1 |3} E-(1),

onde C'= C(v) > 0. O lema esta demonstrado. |

Lema 5.1.2 Sob as condicoes do Teorema 3.3, entao

d[_[5 ga—1 L L ) L )
o <(1+ > )/ eutdr + (y 1)/0 wtdx—/o wi,d (5.9)

C E 1
HER B 0 [+ e+ Kiw)ds
0

gl e"C
=—1
T

9 L L
+ (= +270) / 0*dx + 2/ 02dx,
Y 0 0

(E-(0) + [ Kull7) + 2vC (L + E-(0)) + pocr E=(0)] /0 wyde

para qualquer t > 0 e qualquer v > 0.

Demonstracao: Usando as equagoes (1.1) obtemos as identidades

L L
1
il euutdx = / culdr — / po(ug + §w§ + Kyw)u,dx — 5a/ uudx
0 0

L L L L
wwtdac = / w?dx — / w? dx + / WWappt AT — | (u, w)w,dz
dt 0 0 0 0

L L
—/ g(u,w)wdm—/ 0 wdx
0 0

d L L L
T Wy Wy dx = / witdx— / WWagpr dT.
0 0 0

As identidades acima implicam que

dF, Ld bd bd
p —5/0 E(uut)dm%—/o %(wwt)dx%—/o dt(wxth)daj

L L 1 L
= (/ suldr — / po (g + w2 + Kiw)udr — e / uuyder)
0 0

2

L L L
+ (/ w?dx —/ w? dx —/ f(u, w)w,dx —/ g(u, w)wdz —/ 0 wdr) +/ w?,dx
0 0 0
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dF. L 1
:</ eutd$_ HO uw+

L
I 2w + Kyw)u,dx — * /0 uudr)

0
L w2
+ / wldr — [ w? dx—/ pow? (U, + 79” + Kyw)dx
0

L L
_ / poKiw(u, + 7 + Kyw)dx — / 0 wdz) + / w2, dx
0 0
L L L
/ eutdx / po(uy + w 2+ Kyw)[u, +w? + Kyw|dz — / uupdx

0

dF.
dt

J/

T
L L
—/ wy dm+/ 2dx — Qmwdx—l—/ w?,dz.
0 0

Analise de [ :

U)2 L w2
(ug + 71" + Kyw)(2ug + w? + 2K w)dx + Mo/ (ug + 7"” + Kyw)(uy + Kyw)dz
0

~
|
=
<)
O\h

g w} Ho w} Ho 2
§—2u0/ ux—|—7+Kw)da:+2/(I+7+K1w)da:+2/(ux—|—Klw)dx
0 0 0

3 L 2 L 1 1
§—§,u0/0(ux+%+[(1w) d:l:—l—'éo/o(ux—l—KleLQw —;w)dx
3 L w? L 1 L
< ——,uo/ (uy + == 4+ Kyw)?dx + ,uo/ (ug + Kyw + ~w?)?dr + Mo/ —widy
2/ |, 2 ; 2 , 4
o [* w2 L
<=2 (up+ 2+ Kw)de + Nocl(/ wi,dw)?
2 Jo 2 0
o [F w2 L
< -2 (up + 2+ Kyw)?de + poci E-(0) / w? dr.
2 Jo 2 0
Substituindo obtemos:
dF. L 1 L
< / euldr — Ho (ux + —w? + Kyw)?dx — aa/ uuydx (5.10)

L L L L L
- / w? dx +/ widx —/ 0 wdz +/ w?,dr + uoclEE(O)/ w? dx.
0 0 0 0 0
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Similarmente

d L
— wOdzx
dt J,

Também

d [* 9 _,
— ——)'od
dt/o wi( 8:v2) v

Da equagao (1.1)
ou seja,

Logo,
0?

St LV S S S)

Ox?

Substituindo acima

dt

d L 82 ) L 82 ) L L )
— ——— )" 0dx = ——— )" 0dx — Odx — dx.
o /0 wy( 8$2) T /0 we( 6$2) T /0 wyfdx /o wy dx

L L
/ wttedflf + / U)tetdﬂf
0 0

L L
/ wttedl' + / wt(exw + wmt)d:c
0 0

L L L
/ wttde—/ thexda:—/ witdx.
0 0 0

L L
0 0

L L
/ 93, dx + / O, wyidx
0 0

L 82 ) L d _82
———)'0d —[(—=)"10]dzx.
/0 Wi~ 52) x+/0 wgl(Gz) " Olde

et - e:mr

— Wyt = 0,

2

6, — (%)(th).

d - 0?
dt* Ox?

Somando as equagoes (5.11),(5.12) e (5.13) obtemos

dL(t)
dt

L L
= — / (’U)t2 + wgt + w,ﬁ)dw + / (92 + wmﬁ + wtt(—
0 0

82

D2
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(5.13)
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Logo, de (5.10) e (5.14) deduzimos, para qualquer v > 0, as desigualdades

dH. dF()+2dI()
dt dt

dH L 1 L
/ euldr — (uy + le’ + Kyw)?dr — 50‘/ uudr
0 0

L L L L
+/ w?dx —/ w?, dx —/ 0z wdx +/ w2, dx +,uoclEg(O)/ w?, dx
0 0 0 0 0

2

L
0
—2/ (w? + w? +wt0)dm—|—2/ 02 +wtt9—|—wtt(—m) 10]dx
0 0

dH. g 2 2 k 2 2 2 | Mo 1 g 2
= < [ (eu; +20)dx — | {w;+wi, +w;, + ?(ux + sz + Kyw)?}dz + poc1 E-(0) | w? dx
0 0 0
L L L L L _?
_ ga/ wuydx — / Wl dr — 2/ wyOdx + 2/ wyddx + 2/ T - )~ L9dx
0 0 0 0 0 Ox
dH,

L L L
1
o < / (eu? + 202)dx — / {w? + w2, + w2, + l; (uz + wa + Kyw)?}dz + poc B-(0) / w2, dx
0 0 0

L L L L —82
0 0 0 0 0 Ox?

Assim, para qualquer v > 0, obtém-se

dH.

L
g/ (eu + 2602)dzx (5.15)

1 L
/ {wt + wx;v + wzt + IUQO (ux + Ewg% + Klw)2}d’r + #OCIEE(O) / wgaxd‘r
0

+€O‘(z/ 2dm—|——/

2 Jo

+(1/92d+ / dz) + (/L 2d+1/L6’2d)
— x w? dx 7y wydr + — x
2y 2 Jo o T Jo

( /L 2d ! /L 6*dx) (’y/L 2d ! /L([ i ——1710)%dx).
+ wydr + — x)+ wyar + — x
! 0 " 7 Jo 0 " Y Jo Ox?

Precisamos obter estimativas para os termos

L L
/ u’dr e / w?dz.
0 0
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Usando a desigualdade de Poincaré e (5.7), deduzimos que

L L L w2 w2
/ wldr < C/ ulde = C’/ (uz + (75” + Kjw) — <7x + Kyw))?dx
0 0

< /OL (ug + w 2 + Kyw) dx+20/0L(%wi + Kyw)?de
L Lq L L

< 20/ Uy + w 2 + Kyw) d:z:—i—C’/U 5widm+20/0 (Klw)2dm+20/0 w? Kywdx
g 1

< 20 [ (uat qud+ KowPdo + C el + O Nl ol

L L
+ C/ w4dac+C'/ (K w)*dx
0

(g + w 2+ Kiw)2de + Cllwae||* + C|| K1 |21 || wae ||

VAN

[\

Q
o\
h

L

IA

Assim, obtemos

L L L L
1
/o udr < C’[/O (ug + 5103 + Kyw)?dr + (/0 w2, dz)? + || K |5 /o w? dx].

Agora, usando (1.1) podemos escrever

82
([ a 2)wtt = Wy — Wagtt = — Wrrar + [f(ua w)}m - g<u7 U)) - emc
0% . 0w
wy = (I — @) 1[_W + [f(w, w)]e — g(u, w) — Opy.
Pelo lema 2.4.6 o operador
2
( %) H™2(Q) — L*(Q) & limitado
T
e como
L*(Q) — H Q) — H?(Q)
obtemos
0*w
2 = — A 1 T 5 - exa:
lelise = (0= ) -5 + U0l + o 0) = 6 "
< COll=Weges + [f(u, )]s — g(u, w) — emHHﬁ(Q)
< Cflwezwall g-2iq) + 11 (W w)]all -2y + ll9(w, 0) | g-2(q) + 1022l g2
< C{||wa:a:||L2(Q) + ||f(uvw)||L2(Q) + ||9(an)||L2(Q) + ||9||L2(Q)}-
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/ Uy + w + Kyw)*dr + (/ w?,dz)? + || Ky |5 / w?, da).
0 0 0

(5.16)

}



Elevando ao quadrado e usando H*(Q2) — L>(Q), pois Q = (0, L) C R temos

lwel* < Clllwssl* + 1f (uw, w)I* + g (w, w)l|* + [10]]

L 2 2
w
< C[/ wfmdx—l—waHioHux—l—?m—i—KleQ—l—HKIH \|ux+7+K1w\|2 92dx
0
L w2 2
< Ol ukdo ot o ur + 2+ K|+ Kl e+ 2 +K1w /9%@:
0

Assim,
L L L L 1
/ widr < C’[/ w? dr + (/ wixdx)(/ (ug + Ewg + Kyw)?dz)  (5.17)
0 0 0 0

L 1 L
+ HK1||§{1/ (ux~|—2wx—|—K1w) da:—l—/ 0*dz).
0 0

Usando as estimativas (5.14) e (5.17) deduzimos de (5.15)

dH. g 1
o < / (euj + 202)d / {w} + w2, + w2, dr + l;o (uz + 2wr + Kyw)?}dx
0

+ <5a7/ Qdm—l——/ uidz) + (i/ 0*dx + —/Lw2 dx)
L 02
+ (7/ 2+ — / 0*dx) + / widx +/ —dx)
0 o 7

a L
+(7/ U)ttdl’—i—/ —(=53)" Y0)2dx) + poci B, (O)/ w? dx
0 o 7Y 3x 0

st L 2 2 Ho 1
= < [ (eu;+267)) {wt +w?, +widr + = 5 (uz + 2wx + Kyw)?}dx
0

e*yC L L, 2 g 2 2 2 r 2 e [F 2
+ [/ (uy + zwi + Kqw)“dx + (/ w;,dxr)” + HKlHHl/ ws,dz] + —/ updx
2 0 2 0 0 27 Jo

1 1 g 2 i k 2 g 2
+ —+—/ de—l——/ wmdm—k’y/ wydx
<2’Y 2’Y> 0 2 Jo 0 '

L L L
1
+ 276’[/ w? dr + (/ wixdaz)(/ (uy + wa + Kyw)?dr)
0 0 0

L 1 1 L 2 L
+ |1 K1 )30 / (up + w2 + Kyw)?dz +/ 0*dz] + —/ (- 0 il 10)%dx + poc, E. (O)/ w? dr.
0 2 0 Y Jo Ox 0

Lembrando que o operador (—8‘9—;)*1 : L*(Q) — H} N H? é limitado e H}(Q) — L*(Q),
onde Q2 = (0, L), entao
0 0*
1(=52) "0l < (=52) "0l < 10122,
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ou seja,

I e L I
— ———92dx<_/ 0*dz.

Usando isto, obtemos

dH L L L
- < sutdx+ 1)/ wfdm—/ witdx—/ w? dx
dt 0 0 0
o 'y 1 Loy
+ {— + 2|| K1 |3 7C + Folo(ue+ S 2+ Kyw)?dx + poc  E.(0) | w?,dw
0
L v [t 9
+ 276’/ wfﬂz(l—i-Ea(O))dx—i-—/ wixdx—k—/ 0*dx
0 2 Jo 7 Jo
oy O [T Lo, L L
+ - [ dm—I—HK1||H1] widr+2vC | 6dz+2 | 607dx
0 0 0
dHa L L
o < €utdx+ —1)/0 wfda:—/o w?,dx
3 WC 1 Loy
+ {— + 29C|| K1 |5 + Fo(ue+ S W 2+ Kyw)?dx + poe E.(0) | w2, dx
0
2 3 gl e 70 2 \p 2
+ 50 / 1+ B0udet [ 1 =1+ ZIEE0) + Kl Hutde
0
+ {27C + }/ 92d:v+2/ 02dx
dHE L L
7 < EutdaH— 1)/0 wfdx—/o w?,dx
C 1
+ -2 +270|1K1HH1+€ y }/ (s + Fu? + Kyw)da
a L
+ 90+ BL0)+ (G = )+ B0 + [Killn} + 1o B0)] [ uda
9 L L
+ {—+2’y(]}/ 02dx—|—2/ 02du,
g 0 0
que prova o Lema 5.1.2. [

Lema 5.1.3 Sob as assercoes do Teorema 3.3, seja 6 > 0,e > 0 e consideremos
Ges5(t) = E-(t) + 0H(t).

FEntao, existe uma constante positiva C' = C(0), tal que

dG5(t)
dt

< —C(6)E.(t), (5.18)

para qualquer t > 0.
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Demonstracao: Usando o Lema 5.1.2, deduzimos para qualquer v > 0

dG.s(t) d d
: = —F, —H_(t
dt dt (t) + 5dt (*)
L €a_1 L
< —/ (e“u} + 02)dx + 0[(1 + )/ euidx
0 2y 0
o C L 2
+(_%+8 Y +2fyCHK1H§{1)/ (ux+%+Klw)2dx
0

L L
+=1) [wpde— [ utde s [J - 14 e CIEO) + 1K)
0 0

L 2) L L
+2vC (1 + E.(0)) + poc1 E-(0)] / w? dr + (; +270) / 0*dx + 2/ 02 dz]
0 0

dGc5(t)
dt

2

L
—6(1—7)/ w?d:p—é/ w?,dz
0 0

L
1
o - K} [ (et jud + KuePda
0

0
fa—1 e*! r 2
< —{e S[1 + 1} | euidx
Y 0
L

— 0{(1 = poc1 Ec(0)) = Cy[1 + E(0) + *(EL(0) + HKllﬁp)]}/o wy,dz

L 1 L
+ (20 — 1)/ 02dx + C5(= + 7)/ 0*dz.
0 Y 0

(5.19)

Seja D, =1+ E.(0) +e*(E-(0) + || K1||3:). Para qualquer A > 0, escolha v = AD_ .
Logo,

1 1 4 _D. :
7+;:)\D—;1+)\DE <T+)\pOISDa>1

Portanto,

05(% +) < 05(% + ) (5.20)

para qualquer 6 > 0 e C' > 0. Usando a desigualdade de Poincaré, (5.20) e escolhendo

0 < %, segue que

L L o L L
(25—1)/ Hidx+60(l+v)/ 0*dx < (20 1>/ 92dx+05(%+A)/ 0*dx.
0 Y 0 L 0 A 0
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Assim, deduzimos de (5.19)

dGe5(t)
dt -

— {1 -=AD_ 1}/ 2dr — 6§ / w?,dx
0

Y. (1+HK1||H1}/ (s + 02 + Kyw)de

—{e* ! - z—:ut (5.21)

= S{(1 = i B(0)) — CA} / w2, dz

(1 - 26) )
- [ _so(le /de

Como 0 < e < 1, segue que o1 E-(0) < poc  E(0). Logo, 1 — poci E-(0) > 1 — poce1 £(0).

Assuma que py < e denote por C' =1 — toc1 E(0). O termo

c1 E(O)

—0{(1 — poc1 E-(0)) — C'/\}/0 w? dx

pode ser estimado da seguinte forma:

1-— /JJ()CIEE(O) > 1-— MgClE(O) =C>0.

Logo,
(1 — pocr E-(0)] —CA > C = \C
e entao

—{[1 — poc1 E- C’)\}/ w2, dr < —6{C — C)\}/ w? dx.

Portanto, substituindo em (5.21) obtemos

dG5(t)
dt

IN

_{ga—l

— 0{1—=AD_ 1}/ 2dx — & / w2, dx
0

Y. (1+||K1||H1}/ (uy + w 2 | Kyw)de

€ut2d3: (5.22)

— §{C —-C\} / w?, dx
0

(1—20) D, Lo
— 7 —5C(T+)\)]/O 0%dz.
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Agora escolhemos A e § como segue:
(a) C—CA>0
(b) 1-AD-'>0
() &5 = CAD' (1 + |[Kull7p) > 0
(d) e =01+ 5] >0
(€) L7'(1—28) —6C (= + \) > 0.

Claramente (a) ,(b) e (c) sdo satisfeitas se 0 < A < Min{CC~, ’W} pois
D, > 1. Agora, mantemos A fixo. Observe que para 0 < e <1, D. < (Cj onde Cy é uma

constante positiva que depende s6 do dado inicial (independente de €). Assim,

D, Co

— 4+ A< —+ A\

NS T
Logo,

2 D. 2 Co
-z € < Z
L+C()\ +)\)_L+C()\

Se segue que para verificar (e€) é suficiente escolher 6 > 0, tal que

+ ).

Co
A

-1 -1

0<5< 2+ L0(+ ] < 24+ O+ )

Similarmente, como D, < Cpe 0 < e < 1, entdo 2Xe!=* 4+ D, < 2\ + C,.
Conseqiientemente, do item (d) é suficiente escolher § > 0, tal que

2 2\ 2yeal

0 < < =
Co+2)\ ~ 2 el=2+ D, 2y 4 et

Assim consideramos

. Co -1 2
M 24 LC(— —_—
6 < Min{[2 + C()\ +A)] 7Co+2)\}
o que implica
2\ 2ye1 gol

0 < < —
A+ Cy ~ 2y 4ol 1+€“ !

Como v =AD", onde D, =1+ E.(0) +e*(E-(0) + || K1]|31), se deduz que

ga—l €a—1

0< ——=5- < — — . (5.23)
I 5 T 5[+ e(E(0) + ([ K[ 7))
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Por outro lado, § também deve satisfazer
C - D, _
b< IO +N] T < Lo A

ou seja,

A

5 < <
T 20+ LCD. + N2LC T 2X + LOXN? 4+ LC[1 + e*(E-(0) + || K:1[/%1)]

(5.24)

Observe que (5.23) e (5.24) sao satisfeitas se escolhemos § > 0 da forma

5= Gy
14 e2(E(0) + || K1]|3)

para alguma constante positiva o (que depende de \), mas independente de 0 < ¢ < 1.

Portanto, de (5.22) deduzimos que

dG.s(t)
) < —=C(0)E.(t),
20 < —C(6)EHAt)
onde ~
&
C(6) = >0
14 e*(E(0) + [ K11 30)
com Cy dependente de A mas independente de 0 < £ < 1. Isto prova o Lema. [

Teorema 5.1 Assuma as hipéteses do Teorema 3.8 e jy < [c1E(0)]7!. Entdo, existem
constantes positivas C' e 3, tais que

— Bt

E.(t) < OEE(O)exp(l + e2[E.(0) + || K1 |[31]

), (5.25)

para qualquer t > 0.

Demonstracao: De fato,
Ges5(t) = E-(t) + 0H.(t).

Entao, pelo Lema 5.1.1
G.s(t) — E-(t)| = 8| H.(t)] < 6C{1 + €[B-(0) + || Ky |[31] Y Eo(t).
Assim,

(1= O3{1+[E0) + | Kill3n]}) Be(t) < Gep(t) < (14 CO{L +[E.(0) + || Ki[|3]}) E-().

N J
-~ -~

C CZ
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Escolhendo 4, suficientemente pequeno , tal que 1 —Cé{1+¢e[E-(0)+ | K1 |3:]} > 0 temos
que
ClEe(t) S Ga,é(t) S CQEE(t)v

onde C7 >0e Cy > 0.
Isto implica que
—C1E-(t) > —G.5(t) > —CLE(1).

Logo, substituindo isto e usando o Lema 5.1.3 obtemos

d
%GE,(;(t) < —C()E(t) < —wG.5(t),
onde w = %j) > 0.
Logo, p
(EG6 5(t))€wt + we“’tG&g( ) <0,
ou seja,

Dai, segue que
Logo, obtemos
e, conseqiientemente,

sendo C = % > 0.
1

Portanto,
I1
14 e2[E-(0) + [ K1)

e assim, concluimos o Teorema. [

E.(t) < CE.(0)exp( ) Vt>0,

Energia do Sistema Limite: Multiplicando as equagoes do sistema (4.1) por Z; e ¢,

respectivamente, integrando de 0 a L e somando-se, obtemos

L L L L
/ Zttth.fE -+ / Za}xe:ctdx -+ / ¢¢tdx + / thZzttdl'
0 0 0 0

—~ —~ ~ —~

I I Is I
L L L
—l—/ H(t)Zmedm—{—/ Ki(z)H(t)Zydx = —/ P2dx. (5.26)
Jo 0 B 0
Is
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Usando integracao por partes, formalmente deduzimos que

1d [*
I = —— YARY
LT 9ar ), |2 dz,

Z d
I = 2 dt / | :m| L
(25 d
Iy = 2 dt / | | T

7z
la= 2dt/ | Zr|d

e

I; = /L H(t)[Zs Zopt 1 () Zi) o = H(ﬂi/L[lZ”Kl( )2)dr = 20

dat J, 27 2Ldt[/ (122”{1( )Z)dz]”.

Agora, substituindo estes valores na identidade (5.26), obtemos

d1 1
Ei/ (22 + 22, + 22, + ¢*)dux 52(5/ ZQd%L/ K\(z)Zdz)* = /¢2dl’
0

Assim, a energia total do sistema (4.1) é dada por

1 L 1 L L
L(t) == /(Z2+22 + 722, + ¢)da + B2 (= / Zﬁdax+/ K\(v)Zdz)?
2 Jo L2 0
€ segue que
/ P2 dx. (5.27)

Por outro lado, aplicando a Proposi¢ao 2.1 (iii) em (4.4) obtemos

{IIVeus]| }eso € limitado e [|£]| < limiglf |vew|. (5.28)
e—

Logo, da semicontinuidade inferior da norma L? , (5.25), (5.28), a > 0 e das convergéncias
(4.5),(4.6), (4.7) se deduz que

L
t) < /0 Edr + L(t) < liren_}glf E.(t) < CL(0)exp(—pt).

Assim, £ decai exponencialmente quando ¢ — 400. O caso a = 0 é especial (ver [17]

se¢ao b).
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