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Orientador: Ademir Fernando Pazoto

Dissertação de Mestrado submetida ao Programa de Pós-graduação do Instituto de Ma-
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Aprovada por:

Prof. Ademir Fernando Pazoto - Presidente

IM/UFRJ

Prof. Gustavo Alberto Perla Menzala

IM/UFRJ e LNCC/MCT

Prof. Jose Felipe Linares Ramirez

IMPA

Rio de Janeiro

Julho de 2011
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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma estimativa de Carleman para a equação de Korteweg-de

Vries em um domı́nio limitado. Como consequência dessa desigualdade, obtemos a propri-

edade de continuação única para soluções fracas. A existência de soluções fracas e fortes

também é estudada. palavras-chave: Korteweg-de Vries, Propriedade de Continuação

única, Desigualdade de Carleman.



Abstract

In this work we establish a Carleman estimate for a Korteweg-de Vries equation posed

on a bounded domain. As a consequence, we derive the unique continuation property for

weak solutions. The global well-posedness of weak and strong solutions is also studied.

keywords: Korteweg-de Vries, Unique continuation property, Carleman estimate.
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Notações

• C([0,∞);X) denota o espaço das funções cont́ınuas de [0,∞) em X.

• C∞0 (Ω) denota o espaço das funções infinitamente diferenciáveis e de suporte compacto

em Ω.

• ρ(A) = {λ ∈ C; (λI − A)−1 ∈ L(X)} é o conjunto resolvente do operador A.

• σ(A) = C\ρ(A) é o espectro de A.

• R(λ;A) = (λI − A)−1 é o operador resolvente.

• I ou I representam o operador identidade.

• ut = ∂u
∂t

.

• ux = ∂u
∂x

.

Sejam X e Y espaços de Banach.

• C(X, Y ) denota o espaço das funções cont́ınuas de X em Y munido da norma do

supremo.

• Cb(X, Y ) denota o espaço das funções cont́ınuas e limitadas de X em Y munido da

norma do supremo.

• L(X, Y ) denota o espaço dos operadores lineares de X em Y .

• X ↪→ Y denota X ⊂ Y com injeção cont́ınua.

• Ȳ denota o fecho de Y na topologia de X.

1



Introdução

É relativamente comum no desenvolvimento da ciência que uma descoberta importante não

seja imediatamente reconhecida como tal. Isto acontece na maioria das vezes porque o

grau de conhecimento da época não é suficientemente desenvolvido para que se perceba seu

significado. Um exemplo t́ıpico de tal situação, que abordaremos agora, refere-se à descoberta

do que hoje se denominam solitons. Foram necessários 130 anos para se perceber que certas

ondas de água em um canal, consideradas até então uma mera curiosidade, são, de fato,

exemplos de um importante fenômeno, comum em vários sistemas não lineares. Sabe-se,

hoje, que esses fenômenos estão presentes em muitos campos da matemática aplicada e da

f́ısica, tais como meteorologia, f́ısica de part́ıculas, f́ısica de plasmas, ótica não linear (laser),

etc.

A primeira observação documentada sobre sólitons foi feita em 1834 pelo cientista e

engenheiro escocês John Scott Russel, quando observava o movimento de uma balsa no

canal de Edinburgh, em Glasgow. Ela estava sendo puxada por dois cavalos, um em cada

margem do estreito canal, quando parou bruscamente. Segundo suas próprias palavras

“a massa de água que se acumulava na frente da balsa em movimento, em um estado de

violenta agitação, seguiu em alta velocidade, assumindo a forma de uma grande elevação

solitária, uma montanha de água, lisa e bem definida, que continuou seu curso ao longo do

canal, aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua velocidade”. Russell a seguiu

a cavalo, por mais de 3km, correndo a uma velocidade de aproximadamente 15km/h.

Não foi por mero acaso que Russell teve a oportunidade de observar a onda que ele

mesmo denominou inicialmente de “onda de translação” e, posteriormente,“onda solitária”.

Ele estava engajado em um estudo sobre desenho e casco de barcaças e já tinha realizado
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vários experimentos em outros canais, rios e lagos.

A curiosidade de Russell por essa onda, que não se deformara por uma razoável distancia,

não se esgotou nesse dia. Ele fez uma série de experimentos, descobrindo como reproduzi-

las e construiu um canal raso que continha um anteparo em uma das suas extremidades

que permitiam acumular água. Esse dispositivo, quando retirado abruptamente, liberava a

massa de água, permitindo que uma onda solitária se deslocasse na direção da extremidade

oposta. A partir desses experimentos, ele deduziu a fórmula c2 = g(h0 + a) relacionando a

velocidade c da onda com a amplitude a (sua altura em relação ao ńıvel da água em repouso)

e a profundidade h0. Esta equação provocou muita polêmica, porque estava em contradição

com outra, que fora obtida por Airy a partir de argumentos puramente teóricos.

O interesse de Russell sobre esse assunto transformou-se, posteriormente, quase que em

uma obsessão. Ele desenvolveu uma teoria das ondas solitárias para o ar e o éter, utilizando-

as para calcular (corretamente) a espessura da atmosfera e (erroneamente) o tamanho do

universo.

Russell morreu em 1882 sem ter conseguido uma fórmula matemática para o perfil da

onda solitária ou uma equação que pudesse descrever sua evolução. Somente em 1895, dois

matemáticos holandeses, Korteweg e de Vries, conseguiram deduzir a (agora renomada)

equação para a propagação de ondas em águas rasas. A partir de essa equação, hoje conhe-

cida como “KdV”, pode-se determinar a fórmula (surpreendentemente simples) para o perfil

das ondas solitárias.

A forma original da equação principal do artigo é

ηt =
3

2

√
g

l
(
1

2
η2 +

3

2
αη +

1

3
βηxx)x,

onde η é a elevação da superf́ıcie de ĺıquidos sobre o seu ńıvel de equiĺıbrio l > 0, α > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propução linear) do ĺıquido, g > 0 é a

constante de gravidade e β = l3

3
− T l

ρg
é constante relacionada às forças capilares do tensor

T e da densidade ρ, constante e positiva. Do ponto de vista matemático, os coeficientes na

KdV não representam um papel chave, podem ser escolhidos segundo a conveniência.
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Dada a equação KdV ut + 6uux + uxxx = 0, procuremos solução do tipo onda solitária,

isto é, solução que satisfaça as seguintes condições:

(a) Representa uma onda de forma permanente, ou seja, é da forma v(x− ct) onde c ∈ R;

(b) É localizada, ou seja, v(s)→ 0, assim como todas as suas derivadas, quando |s| → ∞.

Usando (a) temos

−cv′ + 6vv
′
+ v

′′′
= 0 ⇒ −cv′ + 3(v2)

′
+ v

′′′
= 0

⇒ (−cv + 3v2 + v
′′
)
′
= 0

⇒ −cv + 3v2 + v
′′

= k1

⇒ v
′′

= −3v2 + cv + k1.

Fazendo a mudança v
′
= f e encarando f como uma função de v obtemos:

f
df

dv
= −3v2 + cv + k1 ⇒ fdf = (−3v2 + cv + k1)dv

⇒ f 2

2
= −v3 +

cv2

2
+ k1v + k2.

Fazendo uso de (b), temos k1 = k2 = 0. Assim, chegamos a equação separável

dv

ds
= v(−2v + c)1/2

onde s = x− ct. O problema fica então reduzido a

s = −
∫ v(s)

0

dz

z(c− 2z)1/2
+ k.

Considerando z = c
2
sech2(θ), temos

dz = −csech2(θ)tanh(θ)dθ

e

z(c− 2z)1/2 =
c3/2

2
sech2(θ)tanh(θ).
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Dáı

s = −
∫ v(s)

0

dz

z(c− 2z)1/2
+ k = −

∫ θ1

0

−csech2(θ)tanh(θ)dθ
c3/2

2
sech2(θ)tanh(θ)

+ k

= −
∫ θ1

0

−c
c3/2

2

dθ + k

=
2θ1√
c

+ k,

onde θ1 é dado implicitamente pela relação

c

2
sech2(θ1) = v(s).

Combinando os resultados, finalmente obtemos

v(s) =
c

2
sech2(

√
c

2
(s− k))⇒ u(x, t) =

c

2
sech2(

√
c

2
(x− ct− k)),

onde k é uma constante arbitrária. Podemos observar mediante a fórmula acima, a relação

entre a amplitude e a velocidade de propagação das ondas solitárias.

As equações que descrevem os movimentos de ondas, são uma das mais familiares nas

quais os efeitos dispersivos estão presentes. Deste modo simples, podemos dizer que a dis-

persão de uma onda é o fenômeno no qual a velocidade de onda depende da sua amplitude

(ou da frequência, no caso de um envelope de ondas).

O objetivo principal desse trabalho é a obtenção de uma estimativa de Carleman para a

KdV que nos permita, a partir dáı, obter a propriedade de continuação única para soluções do

modelo em um domı́nio limitado. Uma estimativa de Carleman é uma estimativa ponderada,

com parâmetro grande, para uma equação diferencial parcial. No trabalho não mencionare-

mos o teorema geral de Carleman, mostraremos uma derivação direta obtida por Rosier em

[30]. Mais precisamente, escolheremos uma função ψ adequada satisfazendo∫ T

0

∫ L

−L

{
s5

t5(T − t)5
|u|2 +

s3

t3(T − t)3
|ux|2

s

t(T − t)
|uxx|2

}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ C0

∫ T

0

∫ L

−L
|ut + uxxx + ζux|2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt,

onde C0 = C0(L, T,R),∀s ≥ s0, ∀ζ ∈ V com ‖ζ‖V ≤ R, e ∀u ∈ Z (onde V , Z serão

especificados mais adiante). Note que C0 é independente de s ≥ s0 e de u ∈ Z.
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Finalmente, provaremos a propriedade de continuação única para a KdV não linear,
ut + ux + uxxx + a(u)ux = 0 , em (0, L)× (0, T )

u(0, t) = 0 , t ∈ (0, T )

u ≡ 0 , em w × (0, T )

(1)

com a ∈ C0(R) e w ∈ (0, L), então u ≡ 0 em (0, L) × (0, T ). Esse tipo de resultado é

extremamente útil quando se deseja provar o decaimento exponencial das soluções. Veja,

por exemplo, [21], [24], [26], [27], [30], [31]. Para ilustrar uma dessas situações, consideramos

a equação KdV na presença de uma dissipação localizada; ou seja;

ut + ux + uxxx + a(u)ux + b(x)u = 0 , em (0, L)× IR+

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀ t > 0

ux(L, t) = 0 , ∀ t > 0

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω,

(2)

onde b(x) ≥ a0 > 0 em w ⊂ (0, L), w aberto. A energia total associada ao modelo é

decrescente e satisfaz

d

dt
E(t) =

d

dt

1

2

∫ L

0

u2dx = −1

2
u2
x(0, t)−

∫ L

0

b(x)u2dx. (3)

Nesse caso, o problema do decaimento exponencial de E(t) se reduz ao problema de conti-

nuação única para (2.8).

No primeiro caṕıtulo daremos os resultados preliminares que serão utilizados no trabalho.

No segundo caṕıtulo provaremos a existência e unicidade para a KdV linear e não linear.

Isso será feito utilizando a teoria de semigrupos, um argumento de ponto fixo e estimativas

a priori. No terceiro caṕıtulo provaremos uma estimativa de Carleman para logo provar, no

último caṕıtulo (Aplicações), a propriedade de continuação única para a KdV não linear.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste Caṕıtulo, daremos algumas definições e estabeleceremos alguns resultados e notações

que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

ou artigos mencionados nas referências.

1.1 Resultados Básicos

Seja X um espaço vetorial normado.

Teorema 1.1. (Teorema da Aplicação Aberta) Denotemos por E e F dois espaços de

Banach e seja T um operador linear cont́ınuo e sobrejetivo de E em F . Então, existe uma

constante c > 0, tal que

T (BE(0, 1)) ⊇ BF (0, c),

onde BX(a, r) é a bola aberta em X de centro a e raio r, isto é,

BX(a, r) = { y ∈ X ; ‖y − a‖ < r }.

Demonstração. Ver [4].

Corolário 1.1. Sejam E e F espaços de Banach e seja T um operador linear cont́ınuo e

bijetivo de E sobre F . Então T−1 é cont́ınuo de F em E.

Demonstração. Ver [4].
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Definição 1.1.1. (Operador Fechado) Sejam E e F espaços vetoriais normados e T :

D(T ) ⊂ E → F um operador linear. Diremos que T é um operador fechado se seu gráfico

G(T ) = { (x, y) ; x ∈ D(T ) , y = Tx }

for um subconjunto fechado de E × F .

Teorema 1.2. (Teorema do Gráfico Fechado) Sejam E e F espaços de Banach e T um

operador linear de E em F . Suponha que o gráfico de T , G(T ), seja fechado em E × F .

Então T é cont́ınuo.

Demonstração. Ver [4].

Corolário 1.2. Sejam E e F espaços de Banach, T : D(T ) ⊂ E → F , D(T ) fechado em

E. Se T é cont́ınuo, então T é fechado.

Demonstração. Ver [4].

No que segue, Ω denotará um subconjunto aberto limitado de Rn dotado da medida de

Lebesgue. Suponhamos conhecidos os conceitos de função integrável, mensurável, conjunto

de medida nula, etc. (ver, por exemplo, [2]).

Denotamos por L1(Ω) o espaço das funções integráveis sobre Ω, e denotamos por

‖f‖L1 =

∫
Ω

|f(x)|dx

a norma L1(Ω) da função f .

Teorema 1.3. (Teorema da Convergência Monótona) Seja (fn)n∈N uma sucessão cres-

cente de funções em L1(Ω), tal que supn∈N
∫

Ω
fn(x)dx <∞. Então fn(x) converge quase sem-

pre em Ω para um limite finito denotado por f(x). Além disso, f ∈ L1(Ω) e ‖fn−f‖L1 → 0.

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.4. (Teorema da Convergência Dominada de Lebesgue) Seja {fn}n∈mathbbN
uma sucessão de funções em L1(Ω). Suponha que

(a) fn(x) −→ f(x) quase sempre em Ω, quando n→∞,
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(b) existe uma função g ∈ L1(Ω), tal que, para cada n ∈ N, |fn(x)| ≤ g(x) quase sempre

em Ω.

Então f ∈ L1(Ω) e ‖fn − f‖L1 −→ 0, quando n→∞.

Demonstração. Ver [4].

Teorema 1.5. Sejam f : R→ R uma função localmente integrável e defina

Fh(t) =
1

h

∫ t+h

t

f(s)ds,∀ t ∈ R e h 6= 0.

Então, existe um conjunto E com medida nula, tal que limh→0 Fh(t) = f(t),∀ t ∈ R− E

Demonstração. Ver [4].

Definição 1.1.2. Denotaremos por Cc(Ω) o espaço das funções cont́ınuas em Ω com suporte

compacto, isto é,

Cc(Ω) = { f ∈ C(Ω) ; f(x) = 0 ∀x ∈ Ω\K onde K ⊂ Ω é compacto } .

Teorema 1.6. (Teorema de Densidade) O espaço Cc(Ω) é denso em L1(Ω), isto é,

∀f ∈ L1(Ω) e ∀ε > 0 , ∃f1 ∈ Cc(Ω), tal que ‖f − f1‖L1 < ε.

Demonstração. Ver [4].

Seja agora Ω um subconjunto aberto limitado do Rn. Definimos, para 1 ≤ p < ∞, o

espaço Lp(Ω) como o espaço das funções reais u, mensuráveis em Ω, tais que |u|p é integrável

a Lebesgue em Ω. Em Lp(Ω) definimos a norma

‖u‖pLp =

∫
Ω

|u(x)|pdx ; 1 ≤ p <∞,

com a qual Lp(Ω) resulta ser um espaço de Banach. No caso p = ∞, Lp(Ω) representa o

espaço de todas as funções essencialmente limitadas em Ω com a norma

‖u‖L∞ = sup
x∈Ω

ess|u(x)| .

Também neste caso L∞(Ω) é um espaço de Banach. Para os espaços Lp(Ω) é posśıvel mostrar

também um resultado análogo ao Teorema 1.6 como indica o seguinte teorema.
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Teorema 1.7. C∞0 é denso em Lp para 1 6 p <∞.

Demonstração. Ver [4]

Quando p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert com produto interno

(u, v) =

∫
Ω

u(x)v(x)dx

e norma induzida

‖u‖2 =

∫
Ω

|u(x)|2dx.

1.2 Espaços Funcionais

Dados Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e uma função cont́ınua f : Ω −→ R, define-se suporte de

f, por

supp(f) = {x ∈ Ω; f(x) 6= 0}.

Uma n-upla de inteiros não negativos α = (α1, ..., αn) é denominada multi-́ındice e sua

ordem é definida por |α| = α1 + ...+ αn.

Representa-se por Dα o operador derivação de ordem |α| , isto é,

Dα =
∂|α|

∂xα1
1 ...∂x

αn
n

.

Para α = (0, 0, ..., 0) , define-se D0u = u, para toda função u.

Por C∞0 (Ω) denota-se o espaço vetorial, com as operações usuais, das funções infinita-

mente diferenciáveis definidas e com suporte compacto em Ω.

Um exemplo clássico de uma função de C∞0 (Ω) é dado por:

Exemplo 1. Sejam Ω ⊂ Rn um conjunto aberto e B1 (0) = {x ∈ Rn; ‖x‖ < 1} ⊂⊂ Ω.

Consideremos f : Ω −→ R, tal que

f (x) =

 e
1

‖x‖2−1 , se ‖x‖ < 1

0, se ‖x‖ ≥ 1
,
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onde x = (x1, x2, ..., xn) e ‖x‖ =

(
n∑
i=1

x2
i

) 1
2

é a norma euclidiana de x. Temos que f ∈

C∞ (Ω) e supp(f) = B1 (0) é compacto, isto é, f ∈ C∞0 (Ω) .

Definição 1.2.1. Diz-se que uma sequência (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge para ϕ em C∞0 (Ω) ,

quando forem satisfeitas as seguintes condições:

(i) Existe um subconjunto compacto K de Ω, tal que supp(ϕ) ⊂ K e supp(ϕn) ⊂ K,

∀ n ∈ N,

(ii) Dαϕn → Dαϕ uniformemente em K, para todo multi-́ındice α.

Observação 1. É posśıvel (ver [6]) munir C∞0 (Ω) de uma topologia de forma que a noção

de convergência nessa topologia coincida com a dada pela Definição 1.2.1.

O espaço C∞0 (Ω), munido da convergência acima definida, será denotado por D (Ω) e

denominado Espaço das Funções Testes sobre Ω.

Uma distribuição (escalar) sobre Ω é todo funcional linear cont́ınuo sobre D (Ω) . Mais

precisamente, uma distribuição sobre Ω é um funcional T : D (Ω) → R satisfazendo as

seguintes condições:

(i) T (αϕ+ βψ) = αT (ϕ) + βT (ψ) , ∀ α, β ∈ R e ∀ ϕ, ψ ∈ D (Ω) ,

(ii) T é cont́ınua, isto é, se (ϕn)n∈N converge para ϕ em D (Ω) , então (T (ϕn))n∈N converge

para T (ϕ) em R.

Denotamos o valor da distribuição T em ϕ por 〈T, ϕ〉 .

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω com as operações usuais é um espaço vetorial,

o qual representa-se por D′ (Ω) .

Os seguintes exemplos de distribuições escalares desempenham um papel fundamental na

teoria.

Exemplo 2. Seja u ∈ L1
loc (Ω) . O funcional Tu : D (Ω)→ R, definido por

〈Tu, ϕ〉 =

∫
Ω

u (x)ϕ (x) dx,
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é uma distribuição sobre Ω univocamente determinada por u (ver [6]) . Por esta razão,

identifica-se u com a distribuição Tu por ela definida e, desta forma, L1
loc (Ω) será iden-

tificado a uma parte (própria) de D′ (Ω) .

Exemplo 3. Consideremos 0 ∈ Ω e o funcional δ0 : D (Ω)→ R, definido por

〈δ0, ϕ〉 = ϕ (0) .

Em [6], vê-se que δ0 é uma distribuição sobre Ω. Além disso, mostra-se que δ0 não é definido

por uma função de L1
loc (Ω) .

Definição 1.2.2. Diz-se que uma sequência (Tn)n∈N em D′ (Ω) converge para T em D′ (Ω) ,

quando a sequência numérica (〈Tn, ϕ〉)n∈N convergir para 〈T, ϕ〉 em R, para toda ϕ ∈ D (Ω) .

Definição 1.2.3. Sejam T uma distribuição sobre Ω e α um multi-́ındice. A derivada DαT

(no sentido das distribuições) de ordem |α| de T é o funcional definido em D (Ω) por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α| 〈T,Dαϕ〉 , ∀ϕ ∈ D (Ω) .

Observação 2. Decorre da Definição 1.2.3 que cada distribuição T sobre Ω possui derivadas

de todas as ordens.

Observação 3. DαT é uma distribuição sobre Ω, onde T ∈ D′ (Ω) . De fato, vê-se facilmente

que DαT é linear. Agora, para a continuidade, consideremos (ϕn)n∈N convergindo para ϕ

em D (Ω) . Assim, |〈DαT, ϕn〉 − 〈DαT, ϕ〉| ≤ |〈T,Dαϕn −Dαϕ〉| → 0, quando n→∞.

Observação 4. Vê-se em [9] que a aplicação Dα : D′ (Ω) → D′ (Ω) , tal que T 7→ DαT é

linear e cont́ınua no sentido da convergência definida em D′ (Ω) .

Dado um número inteiro m > 0, por Wm,p (Ω) , 1 ≤ p ≤ ∞, representa-se o espaço de

Sobolev de ordem m sobre Ω, isto é, o espaço vetorial das (classes de) funções u ∈ Lp (Ω)

tais que Dαu ∈ Lp (Ω), para todo multi-́ındice α, com |α| ≤ m.

Munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

∫
Ω

|Dαu (x)|p dx

 1
p

, quando 1 ≤ p <∞,
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e

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑
|α|≤m

sup ess
x∈Ω

|Dαu (x)| , quando p =∞,

Wm,p (Ω) é um espaço de Banach, (vide [9]) .

Quando p = 2, o espaço Wm,2 (Ω) é denotado por Hm (Ω) , e munido do produto interno

(u, v)Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

∫
Ω

Dαu (x)Dαv (x) dx,

é um espaço de Hilbert. Consideremos no nosso trabalho o subespaço de H1 (0, L) definido

por

V =
{
u ∈ H1 (0, L) ; u(0) = 0

}
.

Em [6] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do H1 (0, L) são equivalentes

em V . Assim, consideraremos V munido do produto interno e norma dados respectivamente

por

((u, v)) = (ux, vx) , ‖u‖2 = |ux|2 ,

onde (·, ·) e |·| denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L2 (0, L) .

Dado um espaço de Banach X, denotaremos por Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p < ∞, o espaço de

Banach das (classes de) funções u, definidas em ]0, T [ com valores em X, que são fortemente

mensuráveis e ‖u (t)‖pX é integrável a Lebesgue em ]0, T [ , com a norma

‖u (t)‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u (t)‖pX dt
) 1

p

.

Por L∞ (0, T ;X) representa-se o espaço de Banach das (classes de) funções u, definidas em

]0, T [ com valores em X, que são fortemente mensuráveis e ‖u (t)‖X possui supremo essencial

finito em ]0, T [ , com a norma

‖u (t)‖L∞(0,T ;X) = sup ess
t∈]0,T [

‖u (t)‖X .

Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço L2 (0, T ;X) é um espaço de Hilbert,

cujo produto interno é dado por

(u, v)L2(0,T ;X) =

∫ T

0

(u (t) , v (t))X dt.
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Quando 1 < p < ∞, e X é um Hilbert separável, então podemos fazer a seguinte

identificação

[Lp (0, T ;X)]′ ≈ Lq (0, T ;X ′) ,

onde (1/p) + (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificação

[
L1 (0, T ;X)

]′ ≈ L∞ (0, T ;X ′) .

Essas identificações encontram-se detalhadas em [7].

O espaço vetorial das aplicações lineares e cont́ınuas de D (0, T ) em X é denominado

Espaço das Distribuições Vetoriais sobre ]0, T [ com valores em X e denotado por D′ (0, T ;X) .

Definição 1.2.4. Dada S ∈ D′ (0, T ;X), define-se a derivada de ordem n de S como sendo

a distribuição vetorial sobre ]0, T [ com valores em X dada por〈
dnS

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
S,
dnϕ

dtn

〉
, ∀ ϕ ∈ D (0, T ) .

Exemplo 4. Dadas u ∈ Lp (0, T ;X) , 1 ≤ p <∞, e ϕ ∈ D (0, T ) a aplicação Tu : D (0, T )→

X, definida por

Tu (ϕ) =

∫ T

0

u (t)ϕ (t) dt,

(integral de Bochner em X) é linear e cont́ınua no sentido da convergência de D (0, T ), logo

uma distribuição vetorial. A aplicação u 7→ Tu é injetiva, de modo que podemos identificar

u com Tu e, neste sentido, temos Lp (0, T ;X) ⊂ D′ (0, T ;X) .

Consideremos o espaço

Wm,p (0, T ;X) =
{
u ∈ Lp (0, T ;X) ; u(j) ∈ Lp (0, T ;X) , j = 1, ...,m

}
,

onde u(j) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuições vetoriais. Munido

da norma

‖u‖Wm,p(0,T ;X) =

(
m∑
j=0

∥∥u(j)
∥∥p
Lp(0,T ;X)

) 1
p

,

Wm,p (0, T ;X) é um espaço de Banach (vide [7]).
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Quando p = 2 e X é um espaço de Hilbert, o espaço Wm,p (0, T ;X) será denotado por

Hm (0, T ;X) que, munido do produto interno

(u, v)Hm(0,T ;X) =
m∑
j=0

(
u(j), v(j)

)
L2(0,T ;X)

,

é um espaço de Hilbert. Denota-se por Hm
0 (0, T ;X) o fecho, em Hm (0, T ;X) , de D (0, T ;X)

e por H−m (0, T ;X) , o dual topológico de Hm
0 (0, T ;X) .

Observação 5. Seja f ∈ Lp(I,X), onde I = (0, T ). Temos os seguintes resultados:

• Se p < ∞, C∞0 (I,X) é denso em Lp(I,X). Em particular, se Y é um espaço de Ba-

nach, tal que Y ↪→ X com imersão densa, então C∞0 (I,X) é denso em Lp(I,X)(desde

que C∞0 (I, Y ) seja denso em Cc(I,X) na norma de Cb(I,X)).

• f : I → X é uma função mesurável que pertence a Lp(I,X) se, e somente se, existe

g ∈ Lp(I), tal que ‖f‖ ≤ g em quase todo ponto de I.

Citaremos agora alguns resultados dos espaços L2(Ω) e dos espaços de Sobolev que serão

usados neste trabalho.

Teorema 1.8. (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com p e q

satisfazendo 1 ≤ p, q ≤ ∞ e
1

p
+

1

q
= 1. Então fg ∈ L1(Ω) e

∫
Ω

|f(x)g(x)|dx ≤ ‖f‖Lp‖g‖Lq .

Demonstração. Ver [4].

Lema 1. (Desigualdade de Poincaré) Seja Ω um subconjunto aberto limitado de Rn.

Então, existe uma constante positiva cp, que depende univocamente de Ω e n, tal que

‖u‖Lp(Ω) ≤ cp‖∇u‖Lp(Ω) , ∀ u ∈ W 1,p
0 (Ω),

onde cp é a constante de Poincaré.

Demonstração. Ver [6].
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Teorema 1.9. Sejam f ∈ Lp(0, T,X) e Thf(t) = 1
h

∫ t+h
t

f(s)ds, ∀ t ∈ (0, T ) e h > 0.

Então, Thf ∈ Lp(0, T − h,X) ∩ Cb(0, T − h,X) e ‖Thf‖Lp(0,T−h,X) ≤ ‖f‖Lp(0,T,X). Além

disso, se p <∞, então limh→0 Thf = f em Lp(0, T
′
, X),∀ T ′ < T.

Demonstração:

Thf ∈ C(0, T ;X), pois

‖Thf(t0 + r)− Thf(t0)‖X =

∥∥∥∥1

h

∫ t0+r+h

t0+r

f(s)ds− 1

h

∫ t0+h

t0

f(s)ds

∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥1

h

∫ t0+r+h

t0+h

f(s)ds

∥∥∥∥
X

≤ 1

h

∫ t0+r+h

t0+h

‖f(s)‖X ds.

Logo, pela desigualdade de Hölder

‖Thf(t0 + r)− Thf(t0)‖X ≤
1

h
‖f‖Lp(0,T ′ ;X)|r|,

o que nos garante que

‖Thf(t0 + r)− Thf(t0)‖X −→ 0

quando r → 0. Além disso, pelo teorema Fubinni temos

‖Thf(t)‖ ≤ 1

h

∫ t+h

t

‖f(s)‖pdt ≤ 1

h
‖f‖pLp(0,T,X),

∀t ∈ R e h 6= 0.

Corolário 1.3. Seja g ∈ L1
Loc(I,X), I = (0, T ), t0 ∈ I e f ∈ C(I,X). Definindo

f(t) =
∫ t
t0
g(s)ds, ∀ t ∈ I, temos as seguintes propriedades:

• f é diferenciável e f
′
= g em quase todo ponto de I,

•
∫
I
g(t)ϕ(t)dt = −

∫
I
f(t)ϕ

′
(t)dt, ϕ ∈ C1

c (I).

Demonstração. Ver [7].
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1.3 Teoria de Semigrupos e algumas definições

De modo geral, um sistema dinâmico é uma famı́lia {T (t)}t≥0 de mapeamentos sobre um

conjunto X satisfazendo

T (t+ s) = T (t)T (s) ∀ t, s ≥ 0,

T (0) = I.

Aqui X é o conjunto de todos os estados de um sistema, t ∈ R+ representa o tempo e T (t)

representa o mapeamento que descreve a mudança de um estado x ∈ X para o estado T (t)x

no tempo t. No contexto linear, o espaço X é um espaço vetorial e cada T (t) é um operador

linear em X, logo {T (t)}t≥0 é chamado um semigrupo de operadores. A situação normal em

que tais semigrupos de operadores aparecem naturalmente são os chamados problemas de

Cauchy abstrato

du

dt
(t) = Au(t), ∀ t > 0

u(0) = x,

onde A é um operador linear em um espaço de Banach X. Em algumas situações concretas

particulares a relação entre T (t) e A é dada pelas fórmulas

T (t) = eAt

A =
dT (t)

dt

∣∣∣
t=0
.

Em geral, tal relação parece estar fora de alcance. No entanto, um simples pressuposto

de continuidade no semigrupo (veja definição 1.3.1) produz que T (t) se comporte como

uma exponencial do operador A em espaços de Banach. Logo, uma teoria rica com um

vasto campo e quase universal de aplicações. É o objetivo desta seção resumir esta teoria e

apresentar algumas definições relevantes para este trabalho.

Definição 1.3.1. Uma famı́lia parametrizada {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados

num espaço de Banach X, é chamado semigrupo fortemente cont́ınuo se

(i) T (0) = I, (I é o operador identidade em X),

(ii) T (s+ t) = T (s)T (t) para todo t, s ≥ 0 (propriedade de semigrupos),
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(iii) limt→0 ‖(T (t)− I)x‖ = 0 , ∀x ∈ X.

Definição 1.3.2. O operador linear A definido por

Ax = lim
t→0+

T (t)x− x
t

=
d+T (t)x

dt

∣∣∣
t=0

para todo x ∈ D(A),

em que

D(A) = { x ∈ X : lim
t→0+

T (t)x− x
t

existe }

é o domı́nio de A, é o gerador infinitesimal do semigrupo T (t).

Chamaremos de semigrupo de classe C0 ou simplesmente semigrupo C0 a um semigrupo

fortemente cont́ınuo.

Definição 1.3.3. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T (t)}t≥0, é dito unifor-

memente cont́ınuo, se

lim
t→0+
‖T (t)− I‖ = 0.

Teorema 1.10. Um operador linear A é o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-

memente cont́ınuo se, e somente se, A é um operador linear limitado.

Demonstração. Ver [3].

Teorema 1.11. Sejam {T (t)}t≥0 e {S(t)}t≥0 semigrupos fortemente cont́ınuos de operadores

lineares limitados. Suponha que

lim
t→0+

T (t)− I
t

= A = lim
t→0+

S(t)− I
t

então T (t) = S(t) para todo t ≥ 0.

Demonstração. Ver [3].

Teorema 1.12. Sejam {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Então, se verificam:

(a) Para todo x ∈ X, temos que

lim
h→0+

1

h

∫ t+h

t

T (s)xds = T (t)x.
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(b) Para todo x ∈ X,
∫ t

0
T (s)xds ∈ D(A) e

A

(∫ t

0

T (s)xds

)
= T (t)x− x.

(c) Para todo x ∈ D(A), T (t)x ∈ D(A) e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Em particular, a função u = T (t)x, satisfaz
d

dt
u = Au.

Demonstração. Ver [3].

Proposição 1.1. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Se x ∈ D (A), então T (t)x ∈ D (A), ∀t ≥ 0 e

d

dt
T (t)x = AT (t)x = T (t)Ax.

Demonstração. Ver [1].

Definição 1.3.4. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Colocando A0 = I, A1 = A e supondo que Ak−1 esteja definido, vamos definir Ak por

D
(
Ak
)

=
{
x ∈ D

(
Ak−1

)
: Ak−1 ∈ D (A)

}
,

Akx = A
(
Ak−1x

)
, ∀x ∈ D

(
Ak
)

.

Proposição 1.2. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 e A o gerador infinitesimal.

Então

1. D
(
Ak
)

é um subespaço de X e Ak é um operador linear de X;

2. Se x ∈ D
(
Ak
)
, então T (t)x ∈ D

(
Ak
)
, t ≥ 0 e

dk

dtk
T (t)x = AkT (t)x = T (t)Akx, ∀k ∈ N;

3.
⋂
k

D
(
Ak
)

é denso em X.

Demonstração. Ver [1].
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Proposição 1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo {T (t)}t≥0 de classe C0.

Então,

∀x ∈ D(An), T (t)x ∈ Cn−k(R+, D(Ak)), k = 0, 1, ...., n.

Demonstração. Ver [1].

Como consequência dos teoremas 1.11 e 1.12, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13. Sejam {T (t)}t≥0 um Semigrupo C0 em um espaço de Banach X , A seu

gerador e x ∈ D(A). A aplicação u(t) := T (t)x é a única solução do problema de Cauchy

abstrato 
du

dt
= Au

u(0) = x
(1.1)

com regularidade

u ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);X). (1.2)

Demonstração. Ver [3].

Definição 1.3.5. Uma função u é solução clássica ou forte do problema


du

dt
= Au+ f(t)

u(0) = x
(1.3)

se u ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1((0,∞), X), onde A : D(A) ⊂ X −→ X, X espaço de Banach,

x ∈ X e f : R+ −→ X.

Definição 1.3.6. Uma função u ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s)ds (1.4)

é chamada solução generalizada ou “mild solution” do problema (1.3).

Teorema 1.14. Para cada x ∈ X, T > 0 e f ∈ L1(0, T ;X), o problema


du

dt
= Au+ f(t)

u(0) = x
(1.5)
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possui uma única solução fraca em [0, T ] se, e somente se, A é gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe C0 {T (t)}t≥0.

Demonstração. Ver [10].

Definição 1.3.7. Um semigrupo, {T (t)}t≥0 de operadores lineares limitados em X é dito

semigrupo de contrações se

‖T (t)‖ ≤ 1, ∀ t ≥ 0.

Definição 1.3.8. Dizemos que um semigrupo C0, {T (t)}t≥0 , é exponencialmente estável se

existem constantes positivas µ e M ≥ 1, tais que

||T (t)|| ≤Me−µt, ∀t ≥ 0. (1.6)

Dado o operador A gerador de algum semigrupo C0 em um espaço de Hilbert X, para

recuperar o semigrupo T (t) := eAt, é necessário introduzir outro objeto,

λ 7→ (λI − A)−1 ∈ L(X). (1.7)

Definiremos a seguir o domı́nio para que esta aplicação tenha sentido.

Definição 1.3.9. (Resolvente e Espectro) Seja A um operador linear em X, não ne-

cessariamente limitado. Definimos o conjunto resolvente de A, denotado por ρ(A), como o

conjunto de todos os números complexos λ para os quais λI − A é um operador inverśıvel,

isto é, (λI −A)−1 é um operador linear e limitado em X. Além disso, definimos o Espectro

de A, denotado por σ(A), como o complemento do resolvente de A, isto é, σ(A) = C\ρ(A).

É importante ressaltar que o espectro de A é formado por três subconjuntos disjuntos:

o Espectro Pontual σp(A), o Espectro Cont́ınuo σc(A) e o Espectro Residual σr(A). Estes

subconjuntos são definidos da seguinte forma: λ ∈ σp(A) se λI−A não é injetivo; λ ∈ σc(A)

se λI − A é injetivo, λI − A não é sobrejetivo mas a imagem de λI − A é densa em X e,

finalmente, λ ∈ σr(A) se λI − A é injetivo e sua imagem não é densa em X. Destas três

definições segue que σp(A), σc(A) e σr(A) são disjuntos e sua união é exatamente σ(A).

Denotemos como R(λ;A) = (λI − A)−1 o operador resolvente de A ou simplesmente o

resolvente de A.
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Observação 6. No caso de dimensão finita temos que σc(A) = σr(A) = ∅ pois, se λI − A

é injetivo, então λI − A é sobrejetivo.

Observação 7. No caso de A ser um operador não limitado com resolvente compacto, isto

é, (λ0I−A)−1 é um operador compacto para algum λ0, então σc(A) = σr(A) = ∅. Logo σ(A)

está composto só por autovalores de A (isto é, σ(A) = σp(A)).

Lema 2. O conjunto resolvente ρ(A) é aberto e a função R(λ;A) é anaĺıtica em ρ(A).

Demonstração. Ver [3].

Teorema 1.15. Seja {T (t)}t≥0 um semigrupo de classe C0 em X. Então existem constantes

ω ≥ 0 e M ≥ 1, tais que

‖T (t)‖X ≤ Meωt, ∀ t > 0.

Demonstração. Ver [1].

Definição 1.3.10. Um operador linear A definido em um espaço de Hilbert X, é dito dissi-

pativo se, para todo x ∈ D(A),

Re(Ax, x)X ≤ 0, (1.8)

onde (. , .) denota o produto interno de X.

Uma caracterização útil dos operadores dissipativos é a seguinte:

Teorema 1.16. Um operador linear A é dissipativo se, e somente se,

‖(λI − A)x‖X ≥ λ‖x‖X ∀ x ∈ D(A) e λ > 0.

Demonstração. Ver [1].

Sejam X um espaço de Hilbert com norma induzida || . ||X e {T (t)}t≥0 o semigrupo

C0 gerado por um operador dissipativo A. Para u0 ∈ D(A) (dado inicial) definimos as

funções u(t) := T (t)u0, solução do problema (1.9), e E(t) = 1
2
||u(t)||2X . Então, procedendo

formalmente, temos que

dE

dt
=

1

2

d

dt
(u, u)X = Re(

du

dt
, u)X = Re(Au, u)X .
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A função E(t) é chamada a energia do sistema e como A é dissipativo, da equação acima

conclúımos que
dE

dt
≤ 0,

ou seja, a energia E(.) decresce a medida que o tempo cresce. No contexto f́ısico, a maioria

dos fenômenos são dissipativos, ou seja, a energia do sistema associado diminui com o tempo

devido à ação de forças externas, tais como a resistência do meio em que eles ocorrem. É

importante entender que a escolha do espaço (X, || . ||X) é fundamental para determinar um

sistema dissipativo.

1.4 Semigrupos C0 gerados por operadores dissipativos

Tendo um gerador A de um semigrupo {T (t)}t≥0 , o teorema 1.13 nos garante a existência

de uma única solução para o problema (1.9) dada por u(t) = T (t)x. Este fato nos diz que é

fundamental conhecer as condições necessárias e suficientes para que um operador A dado,

definido em um espaço de Hilbert X, seja gerador infinitesimal de algum semigrupo {T (t)}t≥0

tal que u(t) = T (t)x seja a solução de (1.9). Neste sentido, apresentamos os importantes

teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips.

Teorema 1.17. (Hille-Yosida) Sejam X um espaço de Banach. Um operador linear (não

limitado) A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 se, e somente

se,

(i) A é um operador fechado e D(A) = X,

(ii) o conjunto resolvente ρ(A) de A contém R+ e, para todo λ > 0,

‖R(λ;A)‖X ≤
1

λ
.

Demonstração. Ver [3].

Corolário 1.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, {T (t)}t≥0, de

contrações. Então, o conjunto resolvente de A contém o semiplano positivo, isto é, C+ :=
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{ λ : Reλ > 0 } ⊂ ρ(A). Além disso, para todo Reλ > 0, temos que

‖R(λ;A)‖X ≤
1

Reλ
.

Demonstração. Ver [3].

Teorema 1.18. Sejam X um espaço de Banach. Um operador linear A é o gerador infinite-

simal de um semigrupo de classe C0, {T (t)}t≥0 , satisfazendo ‖T (t)‖X ≤Meωt se, e somente

se,

(i) A é fechado e D(A) = X,

(ii) o conjunto resolvente ρ(A) de A contém o semiplano Reλ > ω e

‖R(λ;A)n‖X ≤
M

(Reλ− ω)n
, ∀Reλ > ω, ∀n = 1, 2, ...

Demonstração. Ver [3].

Teorema 1.19. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com domı́nio denso D(A)

em um espaço de Banach X.

(i) Se A é dissipativo e existe um λ0 > 0, tal que a imagem de λ0I−A é todo o espaço X,

isto é, R(λ0I −A) = X, então A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

C0 de contrações em X.

(ii) Se A é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0 de contrações em X, então

R(λI − A) = X para todo λ > 0 e A é dissipativo.

Demonstração. Ver [3].

Como consequência do Teorema de Lumer-Phillips, temos que um operador não limitado

A, gerador infinitesimal de um semigrupo C0, é dissipativo se, e somente se, o semigrupo

{T (t)}t≥0 é de contrações.

Corolário 1.5. Seja A um operador linear (não limitado) densamente definido em X, espaço

de Hilbert. Se A é dissipativo e 0 ∈ ρ(A), resolvente de A, então A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contrações {T (t)}t≥0 em X.
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Demonstração. Ver [3].

Corolário 1.6. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e A∗ são

dissipativos, então A é gerador infinitesimal de um semigrupo C0 de contrações.

Definição 1.4.1. Diremos que um semigrupo {T (t)}t≥0 de operadores em um espaço X é

um grupo em X se as aplicações t 7→ T (−t) e t 7→ T (t) formam uma famı́lia de semigrupos

para t ≥ 0.

Definição 1.4.2. Seja X um espaço de Hilbert com produto interno (., .) e norma ||.||.

• Um operador A é dito simétrico se D(A) = X e A ⊂ A∗, isto é, (Ax, y) = (x,Ay), ∀ x, y ∈

D(A),

• A é auto-adjunto se A = A∗,

• Um operador limitado é unitário se U∗ = U−1.

Teorema 1.20. (Stone) O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo de operadores

unitários sobre um espaço de Hilbert X se, e somente se, iA é auto-adjunto.

Demonstração. Ver [1].

Observação 8. Considere o problema de encontrar u, tal que


du

dt
= Au+ f(t, u)

u(0) = u0

(1.9)

onde f : R+ −→ X, X espaço de Banach e u0 ∈ X. As noções de solução clássica ou forte,

e de “mild solution”ou solução generalizada se estendem de manera análoga para o problema

(1.9). Assim,

u(t) = T (t)u0 +

∫ t

0

T (t− s)f(s, u(s))ds

é chamada ”mild solutions”de (1.9).

Para simplificar a linguagem, vamos escrever A ∈ G(M,w) para exprimir que A é

gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe C0 S, que

satisfaz a condição ‖S(t)‖ ≤Mewt, ∀t ≥ 0.
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Teorema 1.21. Seja A ∈ G(1, 0) e B dissipativo relativamente a alguma aplicação duali-

dade. Se D(B) ⊃ D(A) e existem constantes a e b, 0 ≤ a < 1 e b ≥ 0, tais que

‖Bx‖ ≤ a‖Ax‖+ b‖Bx‖, ∀x ∈ D(A),

então A+B ∈ G(1, 0).

Demonstração. Ver [1].

Teorema 1.22. Se A ∈ G(1, 0) e B ∈ L(X), então A+B ∈ G(1, 0).

Demonstração. Ver [1].
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Caṕıtulo 2

A Equação Linear de Korteweg-de

Vries

2.1 Existência e unicidade do modelo linear

Neste seção estamos interessados em provar a existência e unicidade do seguinte problema

ut + ux + uxxx + a(x)u = 0 , em Ω× IR+

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀ t > 0

ux(L, t) = 0 , ∀ t > 0

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω,

(2.1)

onde Ω = {x ∈ IR/0 < x < L} e a ∈ L∞(Ω) e a(x) ≥ a0 > 0 em w,

onde w é um subconjunto aberto não vazio de Ω.

Caso a ≡ 0:

Nesse caso, (2.1) se reduz ao modelo

ut + ux + uxxx = 0 , em Ω× IR+

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀ t > 0

ux(L, t) = 0 , ∀ t > 0

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω.

(2.2)
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A existẽncia e unicidade serão obtidas utilizando a Teoria de Semigrupos. Antes disso

observe que, formalmente, se multiplicamos a equação por u e integramos por partes em

[0, L], obtemos que
d

dt

1

2

∫ L

0

u2(x, t)dx = 0.

Portanto, escolhendo X = L2(Ω) e considerando o operador A definido por
Aw = −w′′′ − w′

A : D(A) ⊂ X → X

D(A) = {u ∈ H3 ∩H1
0 (Ω)/ux(L) = 0} ,

(2.3)

(2.2) pode ser escrito como 
d

dt
u = Au

u(0) = u0.
(2.4)

Temos então a seguinte proposição:

Proposição 2.1. Nas condições anteriores, temos que A gera um semigrupo de contrações

de clase C0 em X.

Demonstração.

Inicialmente, mostraremos que D(A) é denso em X, em seguida que A e A∗ são dissipativos

e, finalmente, que A é fechado.

1) D(A) é denso em X,

Como D(Ω) = X e D(Ω) ⊂ D(A) ⊂ X, o resultado segue.

2) A e A∗ são dissipativos,

Seja u ∈ D(A)

〈Au, u〉X×X =

∫ L

0

(Au)udx =

∫ L

0

(−ux − uxxx)udx

= −
∫ L

0

uxudx−
∫ L

0

uxxxudx = −1

2
u2
x(0) ≤ 0;

ou seja; A é dissipativo. Agora, observe que se u ∈ D(A) e v ∈ X é um elemento a ser
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determinado, temos que

〈Au, v〉X×X =

∫ L

0

(−ux − uxxx)vdx = −
∫ L

0

uxvdx−
∫ L

0

uxxxvdx

= −uv |L0 +

∫ L

0

uvxdx− uxxv |L0 +

∫ L

0

uxxvxdx

=

∫ L

0

uvxdx+ uxvx |L0 −
∫ L

0

uxvxxdx

=

∫ L

0

uvxdx− uvxx |L0 +

∫ L

0

uvxxxdx

=

∫ L

0

u(vx + vxxx)dx,

se assumimos que v(0) = v(L) = vx(0) = 0. Portanto, o adjunto de A é definido por
A∗w = w′′′ + w′

A∗ : D(A∗) ⊂ X → X

D(A∗) = {u ∈ H3 ∩H1
0 (Ω);wx(0) = 0} .

Seja v ∈ D(A∗).

〈A∗v, v〉X×X =

∫ L

0

(A∗v)vdx =

∫ L

0

(vx + vxxx)vdx

=

∫ L

0

vxvdx+

∫ L

0

vxxxvdx = −1

2
v2
x(L) ≤ 0.

Assim, A∗ é dissipativo.

3) A é fechado

Basta mostrar que A∗∗ = A. Seja u ∈ D(A∗) e v a ser determinado. Assumindo que
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v(0) = v(L) = vx(L) = 0, segue que

〈A∗u, u〉X×X =

∫ L

0

(A∗u)vdx =

∫ L

0

(ux + uxxx)vdx

=

∫ L

0

uxvdx+

∫ L

0

uxxxvdx

= uv |L0 −
∫ L

0

uvxdx+ uxxv |L0 −
∫ L

0

uxxvxdx

= −
∫ L

0

uvxdx− uxvx |L0 +

∫ L

0

uxxvxdx

= −
∫ L

0

uvxdx+ uvxx |L0 −
∫ L

0

uvxxxdx

= −
∫ L

0

u(vx + vxxx)udx.

Assim, 
A∗∗u = −u′′′ − u′

A∗∗ : D(A∗∗) ⊂ X → X

D(A∗∗) = {u ∈ H3 ∩H1
0 (Ω);ux(L) = 0}

Portanto, A∗∗ = A e pelo corolário 1.6, temos o resultado desejado.

Corolário 2.1. Para cada u0 ∈ D(A) o problema (2.2) possui uma única solução u ∈

C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);X). Se u0 ∈ X, u ∈ C([0,∞];X).

Demonstração. Segue de (2.4) que (2.1) pode ser reescrito como
du

dt
= Au

u(0) = u0

Logo, pela proposição 2.1, temos que

u(t) = S(t)u0

é solução de (2.1), onde S é o semigrupo gerado por A. Além disso, pelo teorema 1.13

u ∈ C([0,∞);D(A)) ∩ C1([0,∞);X).
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Se u0 ∈ X, segue da proposição 1.3 que

u ∈ C([0,∞);X).

Caso a > 0:

Observemos que o modelo (2.1) pode ser reescrito como


du

dt
= Au+Bu

u(0) = u0,
(2.5)

onde A foi definido em (2.3) e B é dado por

B : X → X

u → −a(x)u.

Logo, para mostrar que A+B gera um semigrupo de contrações de classe C0 e, consequen-

temente, que (2.1) possui solução, basta mostrar que B ∈ L(X ). De fato, como

‖Bu‖2
X =

∫ L

0

|a(x)u|2dx ≤ ‖a‖2
L∞

∫ L

0

|u|2dx ≤ ‖a‖2
L∞‖u‖2

X ,

o corolário 1.7 nos dá o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Se u0 ∈ D(A), o problema (2.1) possui uma única solução u ∈ C([0,∞);D(A))∩

C([0,∞);X)).

Demonstração.

O resultado é obtido combinando a proposição 2.1 e o teorema 1.22

O seguinte teorema mostra um ganho de regularidade das soluções da equação de Korteweg-

de Vries (Efeito regularizante de Kato).

Teorema 2.2. Se u0 ∈ X, o problema (2.1) possui uma única solução u, tal que

u ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) ∩ C([0, T ];X). (2.6)

Demonstração.

Para obter (2.6), assumiremos inicialmente que u0 ∈ D(A), ou seja, que u ∈ C([0, T ];D(A)).
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Seja q ∈ C∞([0, L] × [0, T ]). Multiplicando (2.1) por qu e integrando em (0, L) × (0, T ),

obtemos ∫ T

0

∫ L

0

qu(ut + ux + uxxx + a(x)u)dxdt = 0.

Agora, observemos que

∫ T

0

∫ L

0

quutdxdt =

∫ L

0

∫ T

0

q

2

d

dt
(u2)dtdx =

∫ L

0

(
q

2
u2 |T0 −

∫ T

0

qt
2
u2dt)dx

=

∫ L

0

(
qu2

2
)(x, T )dx−

∫ L

0

(
qu2

2
)(x, 0)dx

−
∫ L

0

∫ T

0

qt
u2

2
dtdx

∫ T

0

∫ L

0

quuxdxdt =

∫ T

0

∫ L

0

q

2

d

dx
(u2)dxdt =

∫ T

0

(
q

2
u2 |L0 −

∫ L

0

qx
2
u2dx)dt

= −
∫ T

0

∫ L

0

qx
u2

2
dxdt

∫ T

0

∫ L

0

quuxxxdxdt =

∫ T

0

(quuxx |L0 −
∫ L

0

(qxu+ qux)uxxdx)dt

= −
∫ T

0

∫ L

0

qxuuxxdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

quxuxxdxdt

= −
∫ T

0

(qxuux |L0 −
∫ L

0

(qxxu+ qxux)uxdx)dt

−
∫ T

0

∫ L

0

q

2

d

dx
(u2

x)dxdt

=

∫ T

0

∫ L

0

(qxxu+ qxux)uxdxdt−
∫ T

0

q

2
u2
x |L0 dt

+

∫ T

0

∫ L

0

qx
2
u2
xdxdt

=

∫ T

0

∫ L

0

qxx
2

d

dx
u2dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

qxu
2
xdxdt

+

∫ T

0

(q
u2
x

2
)(0, t)dt+

∫ T

0

∫ L

0

qx
2
u2
xdxdt

= −
∫ T

0

∫ L

0

qxxx
u2

2
dxdt+

3

2

∫ T

0

∫ L

0

qxu
2
xdxdt

+

∫ T

0

(q
u2
x

2
)(0, t)dt
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∫ T

0

∫ L

0

qua(x)udxdt =

∫ T

0

∫ L

0

qa(x)u2dxdt.

Escolhendo q ≡ 1, obtemos

1

2

∫ L

0

u2dx = −1

2

∫ T

0

u2
x(0, s)ds+

1

2

∫ L

0

u2
0dx−

∫ T

0

∫ L

0

a(x)u2dxdt,

de onde se conclui que,

‖u‖C([0,T ];L2(Ω)) ≤ ‖u0‖L2(Ω).

Agora, escolhendo q(x, t) = x obtém-se

−
∫ T

0

∫ L

0

u2dxdt+

∫ L

0

xu(x, T )dx−
∫ L

0

xu0(x)dx

+3

∫ T

0

∫ L

0

u2
xdxdt+ 2

∫ T

0

∫ L

0

xa(x)udxdt = 0.

Portanto,

∫ T

0

∫ L

0

u2
xdxdt ≤

1

3
(

∫ T

0

∫ L

0

u2dxdt+ L

∫ L

0

u2
0dx),

ou seja,

‖u‖2
L2(0,T,H1

0 (Ω)) =

∫ T

0

∫ L

0

u2
xdt ≤

1

3
(

∫ T

0

∫ L

0

u2dxdt+ L

∫ L

0

u2
0dx)

≤ 1

3

∫ T

0

∫ L

0

u2dxdt+
L

3

∫ L

0

u2
0

≤ T

3
‖u‖2

C([0,T ];L2(Ω)) +
L

3
‖u0‖2

L2(Ω)

≤ T + L

3
‖u0‖2

L2(Ω).
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Logo,

‖u‖L2(0,T,H1
0 (Ω)) ≤

√
T + L

3
‖u0‖L2(Ω). (2.7)

Pela densidade de D(A) em L2(Ω), o resultado se estende à u0 ∈ L2(Ω) arbitrário. De fato,

observe que se u0 ∈ L2(Ω), existe uma sequência {u0,n}n∈N ⊂ D(A), tal que u0,n → u0 em

L2(Ω), quando n → ∞. Considerando un a solução associada a u0,n, a desigualdade acima

nos permite mostrar que {un}n∈N é uma sequência de Cauchy em L2(0, T ;H1
0 (0, L)) e pela

identidade da energia (3), temos o mesmo resultado em C([0, T ];L2(Ω)). Com isso, podemos

passar o limite na equação e obter uma função v ∈ C([0, T ];L2(0, L)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)) que

é solução fraca do modelo. Logo, por unicidade, temos que u = v. Assim, podemos passar

o limite em (2.7) e obter o resultado.
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2.2 Existência e unicidade do modelo não Linear

Neste seção estamos interessados em provar a existência e unicidade do seguinte problema



ut + ux + uxxx + uux + a(x)u = 0 , em Ω× IR+

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀ t > 0

ux(L, t) = 0 , ∀ t > 0

u(x, 0) = u0(x) , x ∈ Ω.

(2.8)

O teorema que enunciamos na sequência será fundamental na obtenção dos resultados.

Teorema 2.3. Para todo u0 ∈ L2(Ω), o problema (2.8)tem uma única solução fraca

u ∈ L2
loc(0,∞;H1

0 ) ∩ C(0,∞;L2(Ω)). (2.9)

Demonstração. Uma demonstração detalhada desse resultado pode ser encontrado em [26]

e [5].

O teorema principal desse caṕıtulo é obtido derivando a equação em (2.7) e analisando

a regularidade de v = ut, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4. Seja u a solução de (2.8) obtida no teorema anterior. Então, o problema



vt + vx + vxxx + (uv)x + a(x)v = 0 , em Ω× IR+

v(0, t) = v(L, t) = 0 , ∀ t > 0

vx(L, t) = 0 , ∀ t > 0

v(x, 0) = v0(x) , x ∈ Ω.

(2.10)

tem uma única solução fraca v ∈ L2(0, T ;H1
0 ) ∩ L∞(0, T ;L2(Ω)), sempre que

v0 ∈ L2(Ω).

Demonstração. Ver [4].

Procedendo como em [26] e [5], mostramos que (2.10) possui uma única solução local

v ∈ L2
loc(0,∞;H1

0 (Ω)) ∩ C([0, T0];L2(Ω)). Além disso,
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v(t) = S(t)v0 +

∫ t

0

S(t− s)(−(uv)x)ds,

onde S(t) é semigrupo associado à parte linear de (2.10). Assim para concluir a prova é

suficiente provar que a solução existe globalmente. Para isto é necessário algumas estimativas

a priori, que serão obtidas em diversos passos.

Primeiramente, multiplicamos a equação em (2.10), por v e integramos por partes em (0, L):

1

2

d

dt

∫ L

0

v2dx+
1

2
v2
x(0, T ) +

∫
a(x)v2dx =

∫ L

0

uvvxdx, (2.11)

pois
∫ L

0
v(uv)xdx = −

∫ L
0
uvvxdx. Integrando a igualdade acima de 0 a T e aplicando as

desigualdades de Cauchy Schwarz e Hölder, segue que

∫ L

0

v2(x, T )dx ≤
∫ L

0

v2
0dx+ 2

∫ T

0

∫ L

0

| uvvx | dxdt (2.12)

≤
∫ L

0

v2
0dx+ 2(

∫ T

0

‖uv‖L2(Ω)‖vx‖L2(Ω)dt)

≤
∫ L

0

v2
0dx+ 2(

∫ T

0

‖uv‖2
L2(Ω))

1/2(

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)dt)

1/2

≤
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

‖u‖2
L∞(Ω)‖v‖2

L2(Ω)dt+

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)dt.

Para estimar os dois últimos termos no lado direito de (2.12) multiplicamos la equação (2.10)

por xv e integramos em (0, L)× (0, T ):

∫ T

0

∫ L

0

v2
xdxdt+

1

3

∫ L

0

xv2(x, T )dx+
2

3

∫ T

0

∫ L

0

xa(x)v2dxdt =

1

3

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
1

3

∫ L

0

xv2
0(x)dx+

2

3

∫ T

0

∫ L

0

xuvvxdxdt
2

3

∫ T

0

∫ L

0

uv2dxdt, (2.13)

pois

∫ T

0

∫ L

0

xv(uv)xdxdt = xv(uv) |L0 −
∫ L

0

uv2dx−
∫ L

0

xuvvxdx.

Obtemos então

∫ T

0

∫ L

0

v2
xdxdt ≤

2

3

∫ T

0

∫ L

0

xuvvxdxdt+
2

3

∫ T

0

∫ L

0

uv2dxdt. (2.14)

+
1

3

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
1

3

∫ L

0

xv2
0(x)dx,
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pois os outros termos que aparecem no lado esquerdo de (2.12) são positivos. Assim, proce-

dendo como em (2.13) e usando a desigualdade de Poncairé, deduzimos que

2

3

∫ T

0

∫ L

0

xuvvxdxdt ≤
2L

3

∫ T

0

∫ L

0

| uvvx |dxdt

≤ 2

3

∫ T

0

‖uv‖L2(Ω)‖vx‖L2(Ω)

≤ 2

3
(

∫ T

0

‖uv‖2
L2(Ω)dt)

1/2(

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω))

1/2

≤ L

3δ

∫ T

0

‖uv‖2
L2(Ω)dt+

Lδ

3

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)

≤ L

3δ

∫ T

0

‖uv‖2
L∞(Ω)dt+

Lδ

3

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)

e

2

3

∫ T

0

∫ L

0

uv2dxdt ≤ 2

3

∫ T

0

∫ L

0

| uv2 | dxdt

≤ 2

3

∫ T

0

‖uv‖L2(Ω)‖v‖L2(Ω)dt

≤ 2c

3
(

∫ T

0

‖uv‖2
L2(Ω))

1/2(

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω))

1/2

≤ c

3δ

∫ T

0

‖uv‖2
L2(Ω) +

cδ

3

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)dt

≤ c

3δ

∫ T

0

‖u‖L∞(Ω)‖v‖2
L2(Ω)dt+

cδ

3

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)dt.

Assim, ∫ T

0

∫ L

0

v2
xdxdt ≤

c+ L

3δ

∫ T

0

‖u‖L∞(Ω)‖v‖2
L2(Ω)dt+

(c+ L)δ

3

∫ T

0

‖vx‖2
L2(Ω)dt. (2.15)

+
1

3

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
L

3

∫ L

0

v2
0dx.

Portanto, para algum δ > 0, suficientemente pequeno, temos que existe c > 0, tal que∫ T

0

∫ L

0

v2
xdxdt ≤ c{

∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

(1 + ‖u‖2
L∞(Ω))‖v‖2

L2(Ω)dt}. (2.16)
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Combinando (2.12) e (2.16) obtemos∫ L

0

v2(x, T )dx ≤
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

‖u‖2
L∞(Ω)‖v‖2

L2(Ω)dt+

∫ T

0

∫ L

0

v2
xdxdt

≤
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

‖u‖2
L∞(Ω)‖v‖2

L2(Ω)dt

+c{
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

(1 + ‖u‖2
L∞(Ω))‖v‖2

L2(Ω)dt}

≤ (c+ 1){
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

(1 + ‖u‖2
L∞(Ω))‖v‖2

L2(Ω)dt}.

Logo, aplicando a desigualdade de Gronwall e o teorema 2.3 garantimos a existência de uma

constante c > 0, tal que

‖v‖2
L2(Ω) ≤ c‖v0‖2

L2(Ω)e
(c

∫ T
0 (1+‖u‖2

H1
0(Ω)

)dt)
.

Assim,

‖v‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ≤ C, (2.17)

onde C = C(T, ‖u0‖L2(Ω), ‖v0‖L2(Ω)). Por outro lado, combinando (2.16), (2.17) e o teorema

2.9 segue que

‖v‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) ≤ c{
∫ L

0

v2
0dx+

∫ T

0

(1 + ‖u‖2
L∞(Ω)dt)‖v‖2

L2(Ω)}

≤ c‖v0‖2
L2(Ω) + c‖v‖2

L∞(0,T ;L2(Ω))

∫ T

0

(1 + ‖u‖2
L∞(Ω))dt

≤ C,

onde C = C(T, ‖u0‖L2(Ω), ‖v0‖L2(Ω)).

A unicidade pode ser obtida seguindo os mesmos argumentos apresentados em [8].

Agora podemos provar o resultado principal desse caṕıtulo:

Teorema 2.5. Se u0 ∈ D(A), o problema (2.8) possui uma única solução forte.

Demonstração. Segue do teorema 2.3 que existe u ∈ C([0,∞);L2(Ω)) ∩ L2
loc(0,∞;H1

0 (Ω)).

Por outro lado, segue do teorema 2.4 que
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uxxx = −ut − ux − uux − a(x)u ∈ L2(0, T ;L2(Ω))

de onde se obtém que u ∈ C([0,∞);L2(Ω)) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω) ∩ H3(Ω)). Para mostrar que

ux(L, t) = 0, procedemos da seguinte forma: por um lado, sabe-se que

d

dt
(u(t), ϕ) + (ux(t), ϕ) + (ux(t), ϕxx)−

1

2
(u2(t), ϕx) + (a(x)u, ϕ) = 0, em D′(0, T ),

∀ϕ ∈ H2(Ω) ∩H1
0 (Ω), tal que ϕx(0) = 0. Por outro lado, u satisfaz

ut + ux + uxxx + uux + a(x)u = 0 em L2(0, T ;L2(Ω)),

de onde se obtém que

−
∫ T

0

(u(t), ϕ)θ
′
(t) +

∫ T

0

(ux(t), ϕ)θ(t) +

∫ T

0

(ux(t), ϕxx)θ(t)dt

+

∫ T

0

(u(t)ux(t), ϕ)θ(t)dt−
∫ T

0

ux(L, t)ϕx(L)θ(t)dt+

∫ T

0

(a(x)u, ϕ)dt = 0.

Assumindo que ϕx(L) = 1 e comparando as duas últimas identidades. Obtemos que∫ T

0

ux(L, t)θ(t)dt = 0, ∀θ ∈ D(0, T ).

Portanto, ux(L, t) = 0.
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Caṕıtulo 3

Estimativas de Carleman

Seja Q = (0, T )× (−L,L). Para T e L ∈ R+, introduzimos os espaços

V = {ζ ∈ L2(0, T,H3(−L,L)), ζt ∈ L2(0, T,H1(−L,L))}

munido da norma

‖ζ‖V = (‖ζ‖2
L2(0,T,H3(−L,L)) + ‖ζt‖2

L2(0,T,H1(−L,L)))
1
2 ,

e

Z =
{
q ∈ C3([0;T ]× [−L;L]); q|x=−L = qx|x=−L = qxx|x=−L = q|x=L = 0

}
.

Teorema 3.1. Sejam R > 0 e ζ ∈ V , tal que ‖ζ‖V ≤ R. Então, existem constantes positivas

s0 = s0(L, T,R) e C0 = C0(L, T,R) e uma função diferenciável positiva em [−L,L], tal que

para todo s ≥ s0 e todo q ∈ Z, temos∫ T

0

∫ L

−L

{
s5

t5(T − t)5
|q|2 +

s3

t3(T − t)3
|qx|2

s

t(T − t)
|qxx|2

}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ C0

∫ T

0

∫ L

−L
|qt + qxxx + ζqx|2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt.

Demonstração:

Sejam R > 0, ζ ∈ V com ‖ζ‖V ≤ R, ψ = ψ(x) função positiva (que será especificada da

mais adiante) de classe C3 em [−L,L] e ϕ(t, x) = ψ(x)
t(T−t) . Para q ∈ Z e s > 0, definimos

u = e−sϕq e w = e−sϕP (esϕu), onde

P = ∂t + ∂xxx + ζ∂x.
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Assim,

∂t(e
sϕu) = sϕte

sϕu+ esϕut (3.1)

∂x(e
sϕu) = sϕxe

sϕu+ esϕux

∂xx(e
sϕu) = sϕxxe

sϕu+ sϕx (sϕxe
sϕu+ esϕux) + sϕxe

sϕux + esϕuxx,

∂xxx(e
sϕu) = sϕxxxe

sϕu+ sϕxx(sϕxe
sϕu+ esϕux) + [sϕxx(sϕxe

sϕu+ esϕux)]

+sϕx(sϕxxe
sϕu+ s2ϕ2

xe
sϕu+ sϕxe

sϕux + sϕxe
sϕux + esϕuxx)

+sϕxxe
sϕux + sϕx (esϕsϕxux + sϕxe

sϕuxx) + sϕxe
sϕuxx + esϕuxxx,

ou seja,

∂xxx(e
sϕu) = sϕxxxe

sϕu+ s2ϕxϕxxe
sϕu+ sϕxxe

sϕux + s2ϕxxϕxe
sϕu+ sϕxxe

sϕux

+s2ϕxϕxxe
sϕu+ s3ϕ3

xe
sϕu+ s2ϕ2

xe
sϕux + s2ϕ2

xe
sϕux + sϕxe

sϕuxx (3.2)

+sϕxxe
sϕux + esϕs2ϕ2

xux + s2ϕ2
xe
sϕuxx + sϕxe

sϕuxx + esϕuxxx

e

ζ∂(esϕu) = ζsϕxe
sϕu+ ζesϕux. (3.3)

Segue então de (3.1), (3.2) e (3.3) que a função w pode ser escrita da seguinte forma

w = (sϕtu+ ut) + (sϕxxxu+ s2ϕxϕxxu+ sϕxxux + sϕxxux + s2ϕxϕxxu+ s2ϕxϕxxu)

+s3ϕ3
xu+ s2ϕ2

xux + uxxsϕx + sϕxxux + 2s2ϕ2
xux + 2sϕxuxx + uxxx)

+(ζsϕxu+ ζux),

ou então

w = (sϕt + sϕxxx + 3s2ϕxϕxx + s3ϕ3
x + ζsϕx)u

+(3s2ϕ2
x + 3sϕxx + ζ)ux + (3sϕx)uxx + uxxx + ut

w = Au+Bux + Cuxx + uxxx + ut,

onde

A = s(ϕt + ϕxxx + ζsϕx) + 3s2ϕxϕxx + s3ϕ3
x

B = 3s2ϕ2
x + 3sϕxx + ζ

C = 3sϕx.
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Introduzimos também as seguintes notações

Ã = s(ϕt + ϕxxx) + s3ϕ3
x

B̃ = (3− δ)sϕxx + 3s2ϕ2
x

M1(u) = ut + uxxx + B̃ux

M2(u) = Ãu+ Cuxx

onde δ é uma constante positiva que será determinada mais adiante. Portanto,

M1(u) +M2(u) =
{
sϕt + sϕxxx + sζϕx + 3s2ϕxϕxx + s3ϕ3

x

}
u+

{
3s2ϕ2

x + 3sϕxx + ζ
}
ux

+3sϕxuxx + uxxx + ut − (sζϕx + 3s2ϕxϕxx)u− (ζ + δsϕxx)ux

e tendo em vista a definição da função w, obtém-se

M1(u) +M2(u) = w − (sζϕx + 3s2ϕxϕxx)u− (ζ + δsϕxx)ux.

Assim,

‖M1(u) +M2(u)‖2 ≤ 3
(
‖w‖2 +

∥∥(sζϕx + 3s2ϕxϕxx)u
∥∥2

+ ‖(ζ + δsϕxx)ux‖2
)

≤ 3
(
‖w‖2 + s2 ‖(ζϕx + 3sϕxϕxx)u‖2 + ‖(ζ + δsϕxx)ux‖2) . (3.4)

Agora, assumindo que as funções ζ e ϕ são tais que

|ζ(t, x)| ≤ δs|ϕxx(t, x)|, ∀ (x, t) ∈ Q,

obtém-se

|ζ + 3sϕxx|2 ≤ |ζ|2 + 6s|ζϕxx|+ 9s2|ϕxx|2

≤ s2δ2|ϕxx|2 + 6δs2|ϕxx|2 + 9s2|ϕxx|2

= s2|ϕxx|2(3 + δ)2.

Portanto,

s2 ‖(ζ + 3sϕxx)ϕxu‖2
L2(Q) ≤ s4(3 + δ)2 ‖ϕxϕxxu‖2

L2(Q) .

Analogamente,

|ζ + 3sϕxx|2 ≤ |ζ|2 + δ2s2|ζϕxx|2 + 2δs|ζϕxx|

≤ δ2s2|ϕxx|2 + δ2s2|ϕxx|2 + 2δ2s2|ϕxx|2

= 4δ2s2|ϕxx|2,
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o que nos garante que

‖(ζ + δsϕxx)ux‖2
L2(Q) ≤ 4δ2s2 ‖ϕxxux‖2

L2(Q) .

Combinando (3.4) com as desigualdades acima, obtemos

‖M1(u) +M2(u)‖2 ≤ 3
(
‖w‖2

L2(Q) + (3 + δ)2s4 ‖ϕxϕxxu‖2
L2(Q) + 4δ2s2 ‖ϕxxux‖2

L2(Q)

)
. (3.5)

Por outro lado,

‖M1(u) +M2(u)‖2 = ‖M1(u)‖2
L2(Q) + ‖M2(u)‖2

L2(Q) + 2

∫ T

0

∫ L

−L
M1(u)M2(u)dxdt. (3.6)

Por isso, na sequência estimemos o termo∫ T

0

∫ L

−L
M1(u)M2(u)dxdt.

Considere as seguintes notações∫ ∫
u =

∫ T

0

∫ L

−L
u(t, x)dxdt e

∫
u =

∫ T

0

u(t, L)dt.

Temos que

2

∫ ∫
M1(u)M2(u) = 2

∫ ∫
M1(u)(Ãu+ Cuxx)

= 2

∫ ∫
M1(u)Ãu+ 2

∫ ∫
CuxxM1(u), (3.7)

= 2

∫ ∫
M1(u)Ãu+ 2

∫ ∫
Cuxx(ut + uxxx + B̃ux)

= 2

∫ ∫
M1(u)Ãu+ 2

∫ ∫
Cuxxut + 2

∫ ∫
(uxxx + B̃ux)Cuxx

= I1 + I2 + I3,

onde

I1 = 2

∫ ∫
M1(u)Ãu ; I2 = 2

∫ ∫
Cuxxut ; I3 = 2

∫ ∫
(uxxx + B̃ux)Cuxx.

Fazendo integração por partes e usando as condições de contorno, obtemos

I1 =

∫ ∫
(ut + uxxx + B̃ux)Ã2u =

∫ ∫
utÃ2u+

∫ ∫
uxxxÃ2u+

∫ ∫
B̃uxÃ2u

=

∫ ∫
d

dt
(u2)Ã+

∫ ∫
d

dx
(u2)B̃Ã+

∫ ∫
uxxxÃ2u

=

∫ {
u2Ã

}T
0
dx−

∫ ∫
u2Ãt +

∫ {
u2B̃Ã

}L
−L
dt−

∫ ∫
u2(B̃Ã)x +

∫ ∫
uxxxÃ2u.
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O primeiro termo da igualdade acima pode ser calculado da seguinte maneira:

u2Ã |T0 = lim
t→T

u2Ã− lim
t→0

u2Ã

= lim
t→T

e−sϕqÃ− lim
t→0

e−sϕqÃ = 0.

Logo,

I1 = −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x +

∫ ∫
uxxxÃ2u

= −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x +

∫ {
uxx2uÃ

}L
−L
dt−

∫ ∫
uxx2uxÃ−

∫ ∫
2uuxxÃx

= −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x −
∫ ∫

uxx2uxÃ−
∫ ∫

2uuxxÃx

= −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x −
∫
u2
xÃ+

∫ ∫
u2
xÃx −

∫ ∫
2uuxxÃx

= −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x −
∫
u2
xÃ+

∫ ∫
u2
xÃx

−2{
∫
{uxuÃx}L−Ldt−

∫ ∫
ux(uxÃx + uÃxx)}

= −
∫ ∫

u2Ãt −
∫ ∫

u2(B̃Ã)x −
∫
u2
xÃ+

∫ ∫
u2
xÃx

−
{
−2

∫ ∫
u2
xÃx −

∫ ∫
d

dx
(u2)Ãxx

}
= −

∫ ∫
u2Ãt −

∫ ∫
u2(B̃Ã)x −

∫
u2
xÃ+

∫ ∫
u2
xÃx

−
{
−2

∫ ∫
u2
xÃx −

∫
{u2Ãxx}L−L +

∫ ∫
u2Ãxxx

}
= −

∫ ∫
u2Ãt −

∫ ∫
u2(B̃Ã)x −

∫
u2
xÃ+ 3

∫ ∫
u2
xÃx −

∫
u2Ãxxx

= −
∫ ∫

(Ãt + (B̃Ã)x + Ãxxx)u
2 + 3

∫ ∫
u2
xÃx −

∫
u2
xÃ.

Portanto,

I1 = −
∫ ∫

(Ãt + (B̃Ã)x + Ãxxx)u
2 + 3

∫ ∫
u2
xÃx −

∫
u2
xÃ. (3.8)
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Analogamente, temos que

I2 = 2

∫ ∫
utCuxx =

∫
{2utuxC}L−L dt−

∫ ∫
2uxutxC −

∫ ∫
2uxutCx

= −
∫ ∫

2uxutxC −
∫ ∫

2uxutCx

=

∫ {
u2
x

}T
0
dx+

∫ ∫
Ctu

2
x +

∫ ∫
2Cx(Au+Bux + Cuxx + uxxx − w)ux

=

∫ ∫
Ctu

2
x +

∫ ∫
2CxAuux +

∫ ∫
2CxBu

2
x +

∫ ∫
2CxCuxxux +

∫ ∫
2Cxuxxxux

−
∫ ∫

2Cxwux

=

∫ ∫
Ctu

2
x +

∫ {
u2CxA

}L
−L dt−

∫ ∫
u2(CxA)x +

∫ ∫
2CxBu

2
x +

∫
u2
xCxC

−
∫ ∫

u2
x(CxC)x +

∫ ∫
2Cxuxxxux −

∫ ∫
2Cxwux

=

∫ ∫
Ctu

2
x −

∫ ∫
u2(CxA)x +

∫ ∫
2CxBu

2
x −

∫ ∫
u2
x(CxC)x +

∫ ∫
2Cxuxxxux

−
∫ ∫

2Cxwux +

∫
u2
xCxC

=

∫ ∫
Ctu

2
x −

∫ ∫
u2(CxA)x +

∫ ∫
2CxBu

2
x −

∫ ∫
u2
x(CxC)x + 2

∫
{Cxuxuxx}L−L dt

−
∫ ∫

2uxuxxCxx −
∫ ∫

2u2
xxCx −

∫ ∫
2Cxwux +

∫
u2
xCxC

=

∫ ∫
Ctu

2
x −

∫ ∫
u2(CxA)x +

∫ ∫
2CxBu

2
x −

∫ ∫
u2
x(CxC)x −

∫ {
u2
xCxx

}L
−L dt

+

∫ ∫
u2
xCxxx −

∫ ∫
2u2

xxCx −
∫ ∫

2Cxwux +

∫
u2
xCxC + 2

∫
Cxuxuxx

=

∫ ∫
Ctu

2
x −

∫ ∫
u2(CxA)x +

∫ ∫
2CxBu

2
x −

∫ ∫
u2
x(CxC)x +

∫ ∫
u2
xCxxx

−
∫ ∫

2u2
xxCx −

∫ ∫
2Cxwux +

∫
u2
xCxC + 2

∫
Cxuxuxx −

∫
u2
xCxx.

Logo,

I2 = −
∫ ∫

(CxA)xu
2 +

∫ ∫
{Ct + 2CxB − (CxC)x + Cxxx}u2

x −
∫ ∫

2Cx(uxx)
2

−
∫ ∫

2Cxwux +

∫
u2
xCxC + 2

∫
Cxuxuxx −

∫
u2
xCxx. (3.9)
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Finalmente,

I3 =

∫ ∫
2(uxxx + B̃ux)Cuxx =

∫ ∫
(2uxxxCuxx + 2B̃Cuxuxx) (3.10)

=

∫ ∫
d

dx
(uxx)

2C +

∫ ∫
B̃C

d

dx
(ux)

2

=

∫
u2
xxC −

∫ ∫
u2
xxCx +

∫
u2
xB̃C −

∫ ∫
u2
x(B̃C)x

= −
∫ ∫

(B̃C)xu
2
x +

∫
B̃Cu2

x −
∫ ∫

Cxu
2
xx +

∫
Cu2

xx.

Substituindo (3.7), (3.8), (3.9) e (3.10) em (3.6), temos que

2

∫ ∫
M1(u)M2(u) = −

∫ {
Ãt + Ãxxx + (ÃB̃)x + (CxA)x

}
u2

+

∫ ∫ {
3Ãx + Ct + 2CxB − (CCx)x + Cxxx − (B̃C)x

}
u2
x

−3

∫ ∫
Cxu

2
xx − 2

∫ ∫
wCxux +

∫
(−Ã+ CCx − Cxx + B̃C)u2

x

+

∫
Cu2

xx + 2

∫
Cxuxuxx.

Introduzindo a notação

D = −
{
Ãt + Ãxxx + (ÃB̃)x + (CxA)x

}
E =

{
3Ax + Ct + 2CxB − (CCx)x + Cxxx − (B̃C)x

}
F = −Ã+ CCx − Cxx + B̃C,

a identidade acima pode ser reescrita como

2

∫ ∫
M1(u)M2(u) =

∫ ∫
Du2 +

∫ ∫
Eu2

x − 3

∫ ∫
Cxu

2
xx − 2

∫ ∫
wCxux

+

∫
Fu2

x +

∫
Cu2

xx + 2

∫
Cxuxuxx. (3.11)

Agora, se ε é qualquer número que pertence ao intervalo (0, 1), pela desigualdade de Cauchy

- schwarz, temos

2

∫ ∫
|wCxux| ≤ 2

(∫ ∫
w2

)1/2(∫ ∫
C2
xu

2
x

)1/2

= 2

(
ε−1

∫ ∫
w2

)1/2(
ε

∫ ∫
C2
xu

2
x

)1/2

≤ ε

∫ ∫
C2
xu

2
x + ε−1

∫ ∫
w2. (3.12)
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Por outro lado,

2 |
∫
Cxuxuxx |≤

∫
u2
xx +

∫
C2
xu

2
x (3.13)

e de (3.5), (3.6), (3.11), (3.12) e (3.13), obtemos∫ ∫
Du2 +

∫ ∫
Eu2

x +

∫ ∫
(−3Cxu

2
xx) +

∫
Fu2

x +

∫
Cu2

xx + ‖M1(u)‖2 + ‖M2(u)‖2

= 2

∫ ∫
wCxux − 2

∫
Cxuxuxx + ‖M1(u) +M2(u)‖2

≤ ε

∫ ∫
C2
xu

2
x + ε−1

∫ ∫
w2 +

∫
u2
xx +

∫
C2
xu

2
x

+3

∫ ∫
w2 + 3(3 + δ)2s4

∫ ∫
ϕ2
xϕ

2
xxu

2 + 12δ2s2

∫ ∫
ϕ2
xxu

2
x.

Logo,∫ ∫
{D − 3(3 + δ)2s4ϕ2

xϕ
2
xx}u2 +

∫ ∫
{E − εC2

x − 12δ2s2ϕ2
xx}u2

x +

∫ ∫
(−3Cxu

2
xx)

+

∫
(F − C2

x)u2
x +

∫
(C − 1)u2

xx ≤ (3 + ε−1)

∫ ∫
w2.(3.14)

Observamos que a função ψ e as constantes δ, ε e s0, introduzidas no enunciado do teorema

são escolhidas de modo que os termos entre parênteses na parte esquerda da desigualdade

(3.14) sejam positivas. Na sequência analisaremos os termos que aparecem no lado esquerdo

de (3.14). Começaremos por D.

Inicialmente, observe que

Ãt = s(ϕtt + ϕxxxt) + 3s3ϕ2
xϕxt

= sϕtt + sϕxxxt + 3s3ϕ2
xϕxt

Ãxxx = s(ϕtxxx + ϕxxxxxx) + 3s3(2ϕ3
xx + 6ϕxϕxxϕxxx + ϕ2

xϕxxxx)

ÃB̃ = {s(ϕt + ϕxxx) + s3ϕ3
x}((3− δ)sϕxx + 3s2ϕ2

x)

= s2(3− δ)ϕxx(ϕt + ϕxxx) + 3s3ϕ2
x(ϕt + ϕxxx) + s4ϕ3

xϕxx(3− δ) + 3s5ϕ5
x

= s2(3− δ)ϕxxϕt + s2(3− δ)ϕxxϕxxx + 3s3ϕ2
xϕt + 3s3ϕ2

xϕxxx

s4(3− δ)ϕ3
xϕxx + 3s5ϕ5

x
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(ÃB̃)x = s2(3− δ)(ϕxxxϕt + ϕxxϕtx) + s2(3− δ)(ϕ2
xxx

+ϕxxϕxxxx) + 3s3(2ϕxϕxxϕt + ϕ2
xϕtx)

+3s3(2ϕxϕxxϕxxx + ϕ2
xϕxxxx) + s4(3− δ)(3ϕ2

xϕ
2
xx + ϕ3

xϕxxx) + 15s5ϕ4
xϕxx

(CxA) = 3s2ϕxx(ϕt + ϕxxx + ζsϕx) + 9s3ϕxϕ
2
xx + 3s4ϕ3

xϕxx

(CxA)x = 3s2ϕxxx(ϕt + ϕxxx + ζsϕx) + 3s2ϕxx(ϕtx + ϕxxxx + s[ζxϕx + ζϕxx])

+9s3(ϕ3
xx + 2ϕxxϕxxxϕx) + 3s4(3ϕ2

xϕ
2
xx + ϕ3

xϕxxx).

Assim, D pode ser reescrito como

D = −[(sϕtt + sϕxxxt + 3s3ϕ2
xϕxt) + sϕtxxx + sϕxxxxxx + 6s3ϕ3

xx + 18s3ϕxϕxxϕxxx

+3s3ϕ2
xϕxxxx + s2(3− δ)ϕxxxϕt + s2(3− δ)ϕxxϕtx + s2(3− δ)ϕ2

xxx

+s2(3− δ)ϕxxϕxxxx + 6s3ϕxϕxxϕt + 3s3ϕ2
xϕtx + 6s3ϕxϕxxϕxxx + 3s3ϕ2

xϕxxxx

+3s4(3− δ)ϕ2
xϕ

2
xx + s4(3− δ)ϕ3

xϕxxx + 15s5ϕ4
xϕxx + 3s2ϕxxxϕt

+3s2ϕ2
xxx + 3s3ζϕxxxϕx + 3s2ϕxxϕtx + 3s2ϕxxϕxxxx + 3s3ϕxxζxϕx

3s3ζϕ2
xx + 9s3ϕ3

xx + 18s3ϕxxϕxxxϕx

+9s4ϕ2
xϕ

2
xx + 3s4ϕ3

xϕxxx].

Agora, observe que existe uma constante K > 0, tal que

‖ζ‖L∞(Q) + ‖ζx‖L∞(Q) ≤ KR,

pois ‖ζ‖V ≤ R. Por outro lado, como ϕ = ϕ(x, t) = ψ(x)
t(T−t) , segue da identidade acima que

D = −15
s5(ψ

′
(x))4ψ

′′
(x)

t5(T − t)5
+

O(s4)

t4(T − t)4
, quando s −→∞. (3.15)

A partir de agora, vamos assumir que a função ψ = ψ(x) mencionada acima, é tal que

| ψ′′(x) |> 0 e ψ
′′
(x) < 0, ∀x ∈ [−L,L].

Assim, se m1 := −15(ψ
′
(x))2ψ

′′
(x), então

m1(x) > 0 e ∃K1 > 0, tal que K1 ≤ m1(x), ∀x ∈ [−L,L]
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pois ψ ∈ C3[−L,L]. Logo,

K1s
5

t5(T − t)5
≤ m1(x)s5

t5(T − t)5
, quando s > 0,

e por (3.15) obtém-se

K1s
5

t5(T − t)5
+

O(s4)

t4(T − t)4
≤ D, quando s > 0.

Assim,

K1s
5

t5(T − t)5
+

O(s4)

t4(T − t)4
− 3(3 + δ)s4ϕ2

xϕ
2
xx ≤ D − 3(3 + δ)s4ϕ2

xϕ
2
xx,

ou seja,

K1s
5

t5(T − t)5
+

O
′
(s4)

t4(T − t)4
≤ D − 3(3 + δ)s4ϕ2

xϕ
2
xx quando s −→∞.

Portanto,
K1s

5

t5(T − t)5
≤ D − 3(3 + δ)s4ϕ2

xϕ
2
xx.

Por outro lado,

E = 3Ãx + Ct + 2CxB − (CCx)x + Cxxx − (B̃C)x

onde

Ãx = sϕtx + sϕxxx + 3s3ϕ2
xϕxx

Ct = 3sϕxt

Cx = 3sϕxx

Cxxx = 3sϕxxxx.

Logo,

E = 3sϕtx + 3sϕxxxx + 9s3ϕ2
xϕxx + 3sϕxt + 6sζϕxx + 18s2ϕ2

xx + 18s3ϕ2
xϕxx

−(9s2ϕxϕxx)x + 3sϕxxxx − {((3− δ)sϕxx + 3s2ϕ2
x)(3sϕx)}x

= 9s3ϕ2
xϕxx + 6sϕxx(3sϕxx + 3s2ϕ2

x)− (9s2ϕxϕxx)x − {((3− δ)sϕxx + 3s2ϕ2
x)(3sϕx)}x

+(6sϕtx + 6sϕxxxx + 6sζϕxx)

= 9s3ϕ2
xϕxx + 6sϕxx(3sϕxx + 3s2ϕ2

x)− 9s2ϕ2
xx − 9s2ϕxϕxxx − 3s2(3− δ)ϕxϕxxx

−18s3ϕ2
xϕxx + 3s2(3− δ)ϕ2

xx + 9s3ϕ2
xϕxx + (6sϕtx + 6sϕxxxx + 6sζϕxx).
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Como ϕ(x, t) = ψ(x)
t(T−t) , obtém-se

E = 9s3ϕ2
xϕxx + 6sϕxx(3sϕxx + 3s2ϕ2

x)− (9s2ϕxϕxx)x

−{((3− δ)sϕxx + 3s2ϕ2
x)(3sϕx)}x +O(

s

t(T − t)
).

Consequentemente, para ε > 0 e δ > 0, temos que

{E − εC2
x − 12δ2s2ϕ2

xx} = {3δs2ϕ2
xx + (3δ − 18)s2ϕxϕxx}+O(

s

t(T − t)
)

= s2(3δ − 9ε− 12δ2)
ψ
′′

t2(T − t)2
+ (3δ − 18)s2 ψ

′
ψ
′′

t2(T − t)2
+O(

s

t(T − t)
). (3.16)

Tomamos ε > 0 e δ > 0, tais que

3δ − 9ε− 12δ2 > 0.

Além disso, assumimos que a função ψ = ψ(x) também satisfaz

ψ
′′
(x) 6= 0 e ψ

′
(x)ψ

′′
(x) ≤ 0, x ∈ [−L,L].

Logo, definindo

m2(x) = s2(3δ − 9ε− 12δ2)ψ
′′

+ (3δ − 18)s2ψ
′
ψ
′′

temos que m2(x) > 0 e, como ψ ∈ C3([−L;L]), existe uma constante K2 > 0, tal que

K2 ≤ m2(x), ∀x ∈ [−L,L].

Consequentemente,

s2K2

t2(T − t)2
≤ s2m2(x)

t2(T − t)2
,

ou ainda

s2K2

t2(T − t)2
+O(

s

t(T − t)
) ≤ s2

t2(T − t)2
m2(x) +O(

s

t(T − t)
)

Combinando a desigualdade acima com (3.16), obtém-se

E − εC2
x − 12δ2s2ϕ2

xx ≥
s2K2

t2(T − t)2
.
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Agora, analisamos os termos F − C2
x e C − 1 de (3.14):

−3Cx = −9s
ψ
′′
(x)

t(T − t)
≥ K3

s

t(T − t)
, (3.17)

onde K3 é uma constante positiva. Por outro lado,

F = −s(ϕt + ϕxxx)− s3ϕ3
x + 9s2ϕxϕxx − 3sϕxxx + 3s2ϕx(3− δ)ϕxx + 9s3ϕ3

x (3.18)

e

C2
x = 9s2ϕ2

xx.

Logo,

F − C2
x = −s3ϕ3

x + 9s3ϕ3
x − s(ϕt + ϕxxx) + 9s2ϕxϕxx

−3sϕxxx + 3s2(3− δ)ϕxϕxx − 9s2ϕ2
xx

= −s3ϕ3
x + 9s3ϕ3

x +O(
s2

t2(T − t)2
)

≥ K4
s3

t3(T − t)3
.

Além disso,

C − 1 = 3sϕx − 1 ≥ K5
s

t(T − t)
, (3.19)

onde K3, K4 e K5 são constantes positivas, pois ψ
′′
(x) < 0 e ψ

′
(x) > 0, para todo x ∈ [−L,L]

e s suficientemente grande. As constantes K3, K4 e K5, podem ser obtidas explicitamente

dado que a função ψ ∈ C3([−L,L]), ψ > 0, ψ
′
> 0, ψ

′′
< 0 e ψ

′
ψ
′′′ ≤ 0 no intervalo [−L,L].

Basta considerar para nosso casso, ψ(x) = 1 + 4L2 + x(3L − x), que claramente satisfaz as

condições anteriores. Assim, segue de (3.14) que∫ ∫
{K1

s5

t5(T − t)5
u2 +K2

s2

t2(T − t)2
u2
x + K3

s

t(T − t)
u2
xx

+K4
s3

t3(T − t)3
u2
x +K5

s

t(T − t)
u2
xx} ≤ (3− ε−1)

∫ ∫
w2.

Logo,

∫ ∫
{ s5u2

t5(T − t)5
+

s2u2
x

t2(T − t)2
+

su2
xx

t(T − t)
} ≤ K6

∫ ∫
w2,

onde K6 = (3−ε−1)
N

e N = min{K1, K2 +K4, K3 +K5}.
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Aplicando o teorema de Fubinni, fazendo integração por partes e considerando as condições

de contorno, temos∫ T

0

(

∫ L

−L

s3

t3(T − t)3
u2
xdx)dt =

∫ T

0

({ s3uxu

t3(T − t)3
}L−L −

∫ L

−L

s3uuxx
t3(T − t)3

dx)dt

= −
∫ T

0

∫ L

−L

s3

t3(T − t)3
uuxxdxdt

≤ K6

2

∫ ∫
w2.

Como

−
∫ ∫

s3

t3(T − t)3
uuxx = −

∫ ∫
(

s1/2uxx
t1/2(T − t)1/2

)(
s5/2u

t5/2(T − t)5/2
)

≤ 1

2
(

∫ ∫
su2

xx

t(T − t)
+

∫ ∫
s5u2

t5(T − t)5
)

≤ K6

2

∫ ∫
w2

obtemos ∫ ∫
s3

t3(T − t)3
u2
x ≤

K6

2

∫ ∫
w2. (3.20)

Logo, por (3.15), obtemos∫ ∫
{ s5

t5(T − t)5
u2 +

s3

t3(T − t)3
u2
x +

s

t(T − t)
u2
xx} ≤

3K6

2

∫ ∫
w2. (3.21)

Para concluir a demonstração, faremos a substituição u = e−sϕq.∫ ∫
s5

t5(T − t)5
| q |2 e−2sϕ =

∫ ∫
s5

t5(T − t)5
u2 ≤ 3K6

2

∫ ∫
w2. (3.22)

Como

qx = esϕ(sϕ)u+ eϕux = esϕ(sϕxu+ ux),

temos que

| qx |2 ≤ 2e2sϕ(| sϕxu |2 + | ux |2)
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e ∫ ∫
s3

t3(T − t)3
| qx |2 e−2sϕ ≤ 2

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
| ux |2 +2

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
| sϕxu |2

= 2

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
| ux |2 +2

∫ ∫
s5

t5(T − t)5
| ψ′u |2

≤ c1

∫ ∫
w2 + c2

∫ ∫
s5

t5(T − t)5
| u |2

≤ c3

∫ ∫
w2, (3.23)

onde c1, c2, c3 > 0. Finalmente, temos

qxx = esϕ{(s2ϕ2
x + sϕxx)u+ 2sϕxux + uxx}.

Logo,

| qxx |2 ≤ 2e2sϕ{(s2ϕ2
x + sϕxx)

2u2 + (2sϕxux + uxx)
2}

≤ 2e2sϕ{2(s4ϕ4
x + s2ϕ2

xx)u
2 + 2(4s2ϕ2

xu
2
x + u2

xx)}

= 4e2sϕ{s4 (ψ
′
)4

t4(T − t)4
u2 + s2 (ψ

′′
)2

t2(T − t)2
u2 + 4s2 (ψ

′
)2

t2(T − t)2
u2
x + u2

xx}

e

| qxx |2
s

t(T − t)
e−2sϕ ≤ 4{s5 (ψ

′
)4

t5(T − t)5
u2 + s3 (ψ

′′
)2

t3(T − t)3
u2 + 4s3 (ψ

′
)2

t3(T − t)3
u2
x +

s

t(T − t)
u2
xx}

≤ c4
s5

t4(T − t)5
u2 + c5

s3

t3(T − t)3
u2 + c6

s3

t3(T − t)3
u2
x +

s

t(T − t)
u2
xx,

onde c4, c5, c6 > 0. Portanto,∫ ∫
s

t(T − t)
| qxx |2 e−2sϕ ≤ c4

∫ ∫
s5

t4(T − t)5
u2 + c5

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
u2 + c6

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
u2
x

+

∫ ∫
s

t(T − t)
u2
xx. (3.24)

Agora, fazendo integração por partes e estimativas, temos∫ ∫
s3

t3(T − t)3
u2 ≤ c7(

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
u2
x +

∫ ∫
s3

t3(T − t)3
uuxx). (3.25)

Logo de (3.21), (3.24) e (3.25)∫ ∫
| qxx |2

s

t(T − t)
e−2sϕ ≤ 3K6c4

2

∫ ∫
w2 +

3K6c7

2

∫ ∫
w2 +

3K6c7

2

∫ ∫
w2

+
3K6c6

2

∫ ∫
w2 +

3K6

2

∫ ∫
w2.
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Assim, ∫ ∫
| qxx |2

s

t(T − t)
e−2sϕ ≤ c

∫ ∫
w2. (3.26)

Combinando (3.22), (3.23) e (3.26) temos∫ ∫
{ s5

t5(T − t)5
| q |2 +

s3

t3(T − t)3
| qx |2 +

s

t(T − t)
| qxx |2} ≤ C

∫ ∫
w2.

Finalmente substituindo w por e−sϕP (esϕu) = e−sϕP (q) temos o resultado.
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Caṕıtulo 4

Aplicações

Neste caṕıtulo, mostraremos a propriedade de continuação única para a equação de Korteweg-

de Vries não linear em um domı́nio limitado, onde a solução u ∈ L∞(0, T,H1(0, l)). Para

isso, utilizaremos a Estimativa de Carleman provada no caṕıtulo 3.

4.1 Propriedade de Continuação Única para a Equação

de

Korteweg-de Vries não Linear

Lema 3. Sejam l > 0 e T > 0. Se u ∈ L∞(0, T,H1(0, l)) é solução de
ut + ux + uxxx + a(u)ux = 0 , em (0, l)× (0, T )

u(0, t) = 0 , t ∈ (0, T )

u ≡ 0 , em (l
′
, l)× (0, T )

(4.1)

com a ∈ C0(R) e 0 < l
′
< l, então u ≡ 0 em (0, l)× (0, T ).

Demonstração:

Inicialmente introduzimos a função u[h], dada por

u[h](x, t) =
1

h

∫ t+h

t

u(x, s)ds.
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Como u ∈ L∞(0, T,H1(0, l)), pelo teorema 1.9, temos que

u[h] ∈ W 1,∞(0, T − h,H1(0, l))

e u[h] é solução de

u
[h]
t + u[h]

x + u[h]
xxx + (a(u)ux)

[h] = 0, em (0, l)× (0, T
′
) (4.2)

u[h](0, t) = 0, t ∈ (0, T
′
) (4.3)

u[h] ≡ 0, em(l
′
, l)× (0, T

′
), (4.4)

onde T
′
< T . Além disso, como a ∈ L∞(0, l), obtém-se

u
[h]
t ∈ L∞(0, T

′
, H1(0, l)) (4.5)

u[h]
x ∈ L∞(0, T

′
, L2(0, l)) (4.6)

(a(u)ux)
[h] ∈ L∞(0, T

′
, L2(0, l)). (4.7)

Logo, combinando e (4.2), (4.5), (4.6), e (4.7), temos que

u[h]
xxx ∈ L∞(0, T

′
, L2(0, l)),

ou seja,

u[h] ∈ L∞(0, T
′
, H3(0, l)).

Assim, u[h] ∈ H1(0, T
′
, L2(0, l)) ∩ L∞(0, T

′
, H3(0, l)) e de (4.3) e (4.4), obtemos as seguintes

condições de contorno

u[h](0, t) = u[h](l, t) = u[h]
x (l, t) = u[h]

xx(0, t) = 0.

Temos então, as condições necessárias para poder aplicar as Estimativas de Carleman.

Para todo s ≥ s0, segue da teorema (3.1) que u[h] satisfaz∫ T
′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T − t)5
|u[h]|2 +

s3

t3(T − t)3
|u[h]
x |2 +

s

t(T − t)
|u[h]
xx|2
}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h]|2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt(4.8)

56



onde C0 não depende h, pois C0 na Estimativa de Carleman não depende de u[h].

Agora, como

|(a(u)ux)
[h]|2 ≤ 2|a(u)u[h]

x |2 + 2|(a(u)ux)
[h] − a(u)u[h]

x |2

temos

C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h]|2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt ≤

2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|a(u)u[h]
x |2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt+

+2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h] − a(u)u[h]

x |2exp
(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt.

Introduzimos as seguintes notações:

I1 = 2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|a(u)u[h]
x |2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

I2 = 2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h] − a(u)u[h]

x |2exp
(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt.

Assim, retornando à desigualdade (4.8) com as considerações acima, temos∫ T
′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T − t)5
|u[h]|2 +

s3

t3(T − t)3
|u[h]
x |2 +

s

t(T − t)
|u[h]
xx|2
}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ I1 + I2.

Como a(u) ∈ L∞(0, T, L∞(0, l)),

I1 ≤ C

∫ T
′

0

∫ l

0

|u[h]
x |2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

onde C é uma constante que não depende de h. Logo,∫ T
′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T − t)5
|u[h]|2 +

s3

t3(T − t)3
|u[h]
x |2 +

s

t(T − t)
|u[h]
xx|2
}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ C

∫ T
′

0

∫ l

0

|u[h]
x |2exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt+ I2.

ou seja,∫ T
′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T − t)5
|u[h]|2 +

(
s3

t3(T − t)3
− C

)
|u[h]
x |2 +

s

t(T − t)
|u[h]
xx|2
}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ I2.

(4.9)
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Tomando s ≥ s0 suficientemente grande, garante-se que(
s3

t3(T − t)3
− C

)
> 0.

O próximo passo é mostrar que I2 → 0, quando h→ 0. De fato, como

exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
≤ 1,

deduzimos que,

I2 = 2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h] − a(u)u[h]

x |2exp
(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt

≤ 2C0

∫ T
′

0

∫ l

0

|(a(u)ux)
[h] − a(u)u[h]

x |2dxdt

Agora, de (4.7), (a(u)ux)
[h] ∈ L2(0, T

′
, L2(0, l)). Logo pelo teorema 1.9.

(a(u)ux)
[h] → a(u)ux em L2(0, T

′
, L2(0, l)), quando h→ 0.

Também, como a(u) ∈ L∞(0, T
′
, L∞(0, l)) e ux ∈ L2(0, T

′
, L2(0, l)) o mesmo Teorema ga-

rante que

a(u)u[h]
x → a(u)ux em L2(0, T

′
, L2(0, l)), quando h→ 0,

Logo,

I2 → 0, quando h→ 0,

e de (4.9) conclúımos que∫ T
′

0

∫ l

0

{
s5

t5(T − t)5
|u[h]|2 +

(
s3

t3(T − t)3
− C

)
|u[h]
x |2 +

s

t(T − t)
|u[h]
xx|2
}
exp

(
− 2sψ(x)

t(T − t)

)
dxdt→ 0

quando h→ 0. Consequentemente, quando h→ 0,∫ T
′

0

∫ l

0

{
|u[h]|2

t5(T − t)5

}
dxdt→ 0,

garantindo assim que

u[h] → 0 em L2(0, T
′
, L2(0, l), quando h→ 0.

Por outro lado, segue das convergências anteriores (e do Teorema 1.9) que u[h] → u em

L2(0, T
′
, L2(0, l)). Logo, pela unicidade do limite,

u ≡ 0 em (0, T
′
)× (0, l).
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Como, 0 < T
′
< T é arbitrário

u ≡ 0 em (0, T )× (0, l),

o que completa a demonstração.

Lema 4. Seja L > 0, e T > 0 dois números reais, e seja w ⊂ (0, L), um conjunto aberto

não vazio. Se u ∈ L∞(0, T,H1(0, L)) e solução de:
ut + ux + a(u)ux + uxxx = 0 , em (0, L)× (0, T )

u(0, T ) = u(L, t) = 0 , t ∈ (0, T )

u ≡ 0 , em w × (0, T ),

com a ∈ C0(R), então u ≡ 0 em (0, L)× (0, T ).

Demonstração:

Sem perda de generalidade podemos supor que w = (l1, l2) com

0 ≤ l1 ≤ l2 ≤ L.

Seja,

l =
l1 + l2

2
.

Logo, 
ut + ux + a(u)ux + uxxx = 0 , em (0, l)× (0, T )

u(0, t) = 0 , t ∈ (0, T )

u ≡ 0 , em (l1, l)× (0, T ).

Pelo Lema anterior, temos que

u ≡ 0 em (0, l)× (0, T ).

Considere agora uma função v = v(x, t), dada por

v(x, t) = u(L− x, T − t) em (0, L− l)× (0, T ).

Como

vt = −ut

vx = −ux

vxxx = −uxxx
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v é solução do problema
vt + vx + a(v)vx + vxxx = 0 , em (0, L− l)× (0, T )

v(0, t) = v(L, T − t) = 0 , t ∈ (0, T )

v ≡ 0 , em (L− l2, L− l)× (0, T ).

Novamente, o Lema anterior nos garante que

v ≡ 0 em (0, L− l)× (0, T ).

Assim u ≡ 0 em (l, L)× (0, T ). Logo,

u ≡ 0 em (0, L)× (0, T ).
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Diferenciais Parciais, Textos de Métodos Matemáticos, n 25, IM-UFRJ, Rio de Janeiro
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