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Resumo

Neste trabalho, obtemos uma estimativa de Carleman para a equacao de Korteweg-de
Vries em um dominio limitado. Como consequéncia dessa desigualdade, obtemos a propri-
edade de continuacgao unica para solugoes fracas. A existéncia de solugoes fracas e fortes
também é estudada. palavras-chave: Korteweg-de Vries, Propriedade de Continuagao

unica, Desigualdade de Carleman.



Abstract

In this work we establish a Carleman estimate for a Korteweg-de Vries equation posed
on a bounded domain. As a consequence, we derive the unique continuation property for

weak solutions. The global well-posedness of weak and strong solutions is also studied.

keywords: Korteweg-de Vries, Unique continuation property, Carleman estimate.
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Notacoes

e (([0,00); X) denota o espaco das fungoes continuas de [0, 00) em X.

e C5°(£2) denota o espago das fungdes infinitamente diferencidveis e de suporte compacto

em ).
o p(A)={\eC; (\[-A)~' € L(X)} é o conjunto resolvente do operador A.
e 0(A) =C\p(A) é o espectro de A.
o R(\;A) = (A — A)~! é o operador resolvente.

e [ ou 7 representam o operador identidade.

.Ut:%—?.
.Uz:g—;.

Sejam X e Y espacos de Banach.

e C(X,Y) denota o espago das fungoes continuas de X em Y munido da norma do

supremo.

Cy(X,Y) denota o espaco das fungdes continuas e limitadas de X em Y munido da

norma do supremo.
e L(X,Y) denota o espaco dos operadores lineares de X em Y.
e X — Y denota X C Y com injecao continua.

Y denota o fecho de Y na topologia de X.



Introducao

E relativamente comum no desenvolvimento da ciéncia que uma descoberta importante nao
seja imediatamente reconhecida como tal. Isto acontece na maioria das vezes porque o
grau de conhecimento da época nao é suficientemente desenvolvido para que se perceba seu
significado. Um exemplo tipico de tal situagao, que abordaremos agora, refere-se a descoberta
do que hoje se denominam solitons. Foram necessarios 130 anos para se perceber que certas
ondas de d4gua em um canal, consideradas até entao uma mera curiosidade, sao, de fato,
exemplos de um importante fenomeno, comum em varios sistemas nao lineares. Sabe-se,
hoje, que esses fenomenos estao presentes em muitos campos da matematica aplicada e da
fisica, tais como meteorologia, fisica de particulas, fisica de plasmas, 6tica nao linear (laser),

etc.

A primeira observacao documentada sobre sélitons foi feita em 1834 pelo cientista e
engenheiro escocés John Scott Russel, quando observava o movimento de uma balsa no
canal de Edinburgh, em Glasgow. Ela estava sendo puxada por dois cavalos, um em cada
margem do estreito canal, quando parou bruscamente. Segundo suas proprias palavras
“a massa de dgua que se acumulava na frente da balsa em movimento, em um estado de
wolenta agitagao, sequiu em alta velocidade, assumindo a forma de uma grande elevag¢ao
solitdria, wma montanha de dgua, lisa e bem definida, que continuou seu curso ao longo do
canal, aparentemente sem mudar sua forma ou diminuir sua velocidade”. Russell a seguiu

a cavalo, por mais de 3km, correndo a uma velocidade de aproximadamente 15km /h.

Nao foi por mero acaso que Russell teve a oportunidade de observar a onda que ele
mesmo denominou inicialmente de “onda de translacao” e, posteriormente, “onda solitaria”.

Ele estava engajado em um estudo sobre desenho e casco de barcacas e ja tinha realizado



varios experimentos em outros canais, rios e lagos.

A curiosidade de Russell por essa onda, que nao se deformara por uma razoavel distancia,
nao se esgotou nesse dia. Ele fez uma série de experimentos, descobrindo como reproduzi-
las e construiu um canal raso que continha um anteparo em uma das suas extremidades
que permitiam acumular dgua. Esse dispositivo, quando retirado abruptamente, liberava a
massa de agua, permitindo que uma onda solitaria se deslocasse na dire¢cao da extremidade
oposta. A partir desses experimentos, ele deduziu a férmula ¢* = g(hy + a) relacionando a
velocidade ¢ da onda com a amplitude a (sua altura em relagao ao nivel da dgua em repouso)
e a profundidade hy. Esta equagao provocou muita polémica, porque estava em contradi¢ao

com outra, que fora obtida por Airy a partir de argumentos puramente tedricos.

O interesse de Russell sobre esse assunto transformou-se, posteriormente, quase que em
uma obsessao. Ele desenvolveu uma teoria das ondas solitarias para o ar e o éter, utilizando-
as para calcular (corretamente) a espessura da atmosfera e (erroneamente) o tamanho do

universo.

Russell morreu em 1882 sem ter conseguido uma férmula matematica para o perfil da
onda solitaria ou uma equacao que pudesse descrever sua evolucao. Somente em 1895, dois
matemadticos holandeses, Korteweg e de Vries, conseguiram deduzir a (agora renomada)
equagao para a propagacao de ondas em aguas rasas. A partir de essa equacao, hoje conhe-
cida como “KdV”, pode-se determinar a formula (surpreendentemente simples) para o perfil

das ondas solitarias.

A forma original da equacao principal do artigo é

3 Jg,1 5 3 1

onde 7 é a elevacao da superficie de liquidos sobre o seu nivel de equilibrio [ > 0, o > 0 é

uma constante relacionada ao movimento uniforme (propugao linear) do liquido, g > 0 é a

. 3 , . N .
constante de gravidade e § = % — % é constante relacionada as forcas capilares do tensor

T e da densidade p, constante e positiva. Do ponto de vista matematico, os coeficientes na

KdV nao representam um papel chave, podem ser escolhidos segundo a conveniéncia.



Dada a equacao KdV wu; + 6uu, + uz., = 0, procuremos solucao do tipo onda solitaria,

isto é, solucao que satisfaga as seguintes condicoes:

(a) Representa uma onda de forma permanente, ou seja, é da forma v(x — ct) onde ¢ € R;

(b) E localizada, ou seja, v(s) — 0, assim como todas as suas derivadas, quando |s| — oc.

Usando (a) temos

—cv' + 600 +0" =0 = —cv' +30w?) +0" =0
= (—cv+ 302 +0") =0
= —cv+ 32+ =k

=0 = =30+ cv+ k.

/ ~
Fazendo a mudanca v = f e encarando f como uma funcao de v obtemos:

% =3 +cwt+k = fdf =(-3v*+cw+k)dv
2 2
= %:—v3+%+k1v+k2-

Fazendo uso de (b), temos ki = ko = 0. Assim, chegamos a equacao separdvel

d

onde s = x — ct. O problema fica entao reduzido a

v(s) dz
S
° /0 z(c—22)1/2 *

Considerando z = £sech?(6), temos

dz = —csech?(0)tanh(0)do

3/2

2(c—22)Y? = %sech2(9)tanh(9).



Dai

i /v(S) dz ik = _/91 —csech?(0)tanh(0)do Sk
- _ 1/2 - c3/2 2
o 2(c—2z) S-sech?(0)tanh(0)
0 _,
S / —Cdo+k
0 &2

2

20,
= %4_[{;,

onde #; é dado implicitamente pela relacao

¢ 2

§sech (61) = v(s).
Combinando os resultados, finalmente obtemos

v(s) = gsech2(§(s — k) = u(z,t) = gsechQ(g(:ﬁ —ct—k)),

onde k é uma constante arbitraria. Podemos observar mediante a férmula acima, a relagao

entre a amplitude e a velocidade de propagacgao das ondas solitarias.

As equacoes que descrevem os movimentos de ondas, sao uma das mais familiares nas
quais os efeitos dispersivos estao presentes. Deste modo simples, podemos dizer que a dis-
persao de uma onda é o fenomeno no qual a velocidade de onda depende da sua amplitude

(ou da frequéncia, no caso de um envelope de ondas).

O objetivo principal desse trabalho é a obtencao de uma estimativa de Carleman para a
KdV que nos permita, a partir dai, obter a propriedade de continuagao tinica para solucoes do
modelo em um dominio limitado. Uma estimativa de Carleman é uma estimativa ponderada,
com parametro grande, para uma equacgao diferencial parcial. No trabalho nao mencionare-
mos o teorema geral de Carleman, mostraremos uma derivacao direta obtida por Rosier em

[30]. Mais precisamente, escolheremos uma funcao ¢ adequada satisfazendo

/oT /_LL {ﬁw " t3(T53— t)3 ’uﬁ‘zt(TS— t) ‘““’2} erp (‘%) dxdt

Tk 251 ()
< 2 - '~ 7
< C'O/O /_L [ty + Uggs + g emp( t(T—t))dmdt’

onde Cy = Co(L, T, R),¥s > so, V¢ € V com ||(][y < R, e Yu € Z (onde V, Z serao

especificados mais adiante). Note que Cj é independente de s > sg e de u € Z.



Finalmente, provaremos a propriedade de continuagao unica para a KdV nao linear,

Up + Uy + Ugzw + a(w)u, =0 , em (0,L) x (0,7)
u(0,t) =0 , t€(0,T) (1)
u=0 , emw x (0,7)

com a € C°(R) e w € (0,L), entdao u = 0 em (0,L) x (0,7). Esse tipo de resultado é
extremamente util quando se deseja provar o decaimento exponencial das solugoes. Veja,
por exemplo, [21], [24], [26], [27], [30], [31]. Para ilustrar uma dessas situagdes, consideramos

a equagao KdV na presenca de uma dissipagao localizada; ou seja;

;

Ut + Uy + Ugzr + a(w)u, +0(x)u=0 , em (0,L) x R*

uw(0,t) =u(L,t) =0 , Vi>0 @)
uy(L,t) =0 ., Vt>0

u(z,0) = ug(x) , TEQ,

\
onde b(z) > agp > 0 em w C (0,L), w aberto. A energia total associada ao modelo é

decrescente e satisfaz

1y = 4 1/Lu2da:——1u2(0 t)—/Lb(:c)u2dx (3)
dt S dt2 ), o2 0 '

Nesse caso, o problema do decaimento exponencial de E(t) se reduz ao problema de conti-

nuagao unica para (2.8).

No primeiro capitulo daremos os resultados preliminares que serao utilizados no trabalho.
No segundo capitulo provaremos a existéncia e unicidade para a KdV linear e nao linear.
Isso sera feito utilizando a teoria de semigrupos, um argumento de ponto fixo e estimativas
a priori. No terceiro capitulo provaremos uma estimativa de Carleman para logo provar, no

ultimo capitulo (Aplicagoes), a propriedade de continuagao tinica para a KdV nao linear.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo, daremos algumas defini¢oes e estabeleceremos alguns resultados e notacoes
que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados nos livros

ou artigos mencionados nas referéncias.

1.1 Resultados Basicos

Seja X um espaco vetorial normado.

Teorema 1.1. (Teorema da Aplicagao Aberta) Denotemos por E e F dois espagos de
Banach e seja T" um operador linear continuo e sobrejetivo de E em F'. Entao, existe uma
constante ¢ > 0, tal que

T(Bg(0,1)) 2 Br(0,c),

onde Bx(a,r) é a bola aberta em X de centro a e raio r, isto €,

Bx(a,r)={yeX; |ly—al <r}

Demonstragao. Ver [4].

Corolario 1.1. Sejam E e F espacos de Banach e seja T um operador linear continuo e

bijetivo de E sobre F'. Entao T—' € continuo de F' em E.

Demonstragao. Ver [4].



Defini¢ao 1.1.1. (Operador Fechado) Sejam E e F' espagos vetoriais normados e T :

D(T) C E — F um operador linear. Diremos que T" é um operador fechado se seu grifico
G(T)={(z,y); v€DT), y=Tax}

for um subconjunto fechado de E x F.

Teorema 1.2. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam E e F' espagos de Banach e T um
operador linear de E em F. Suponha que o grdfico de T, G(T), seja fechado em E X F.

Entao T € continuo.

Demonstragao. Ver [4].

Corolario 1.2. Sejam E e F espacos de Banach, T : D(T) C E — F, D(T) fechado em

E. SeT" é continuo, entao T € fechado.

Demonstragao. Ver [4].

No que segue, €2 denotara um subconjunto aberto limitado de R™ dotado da medida de
Lebesgue. Suponhamos conhecidos os conceitos de fungao integravel, mensuravel, conjunto

de medida nula, etc. (ver, por exemplo, [2]).

Denotamos por L'(Q) o espago das fungoes integraveis sobre €2, e denotamos por

L= d
(Al /Q’f(wﬂ x
a norma L'(2) da fungao f.

Teorema 1.3. (Teorema da Convergéncia Monétona) Seja (f,,)nen uma sucessao cres-
cente de fungoes em L'(2), tal que sup,,cy [, fo(z)de < co. Entdo f,(x) converge quase sem-

pre em Q para um limite finito denotado por f(x). Além disso, f € L*(Q) e || fn— fllzr — 0.

Demonstracao. Ver [4].

Teorema 1.4. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja { f,, } nematnony

uma sucessao de funcoes em L'(Q). Suponha que

(a) fulz) — f(z) quase sempre em Q, quando n — oo,



(b) existe uma fungao g € L*(Q), tal que, para cada n € N, |f.(x)| < g(z) quase sempre

em 2.
Entio f € LYQ) e || f, — fllzr — 0, quando n — .

Demonstragao. Ver [4].

Teorema 1.5. Sejam f : R — R uma funcgao localmente integrdvel e defina

t+h
Fh(t):%/tJr f(s)ds,VteReh#0.

Entao, existe um conjunto E com medida nula, tal que limy_o Fj,(t) = f(t),Vt e R— E

Demonstragao. Ver [4].

Definigao 1.1.2. Denotaremos por C.(Q2) o espago das fungoes continuas em 2 com suporte

compacto, isto €,
Co(Q) = {feC(); flx)=0Ve e Q\K onde K CQ é compacto } .
Teorema 1.6. (Teorema de Densidade) O espaco C.(2) € denso em L*(Q), isto €,

Ve LY(Q) e Ve >0, 3fi € C(Q), tal que ||f — fillp <e.

Demonstragao. Ver [4].

Seja agora 2 um subconjunto aberto limitado do R™. Definimos, para 1 < p < oo, 0
espago LP(2) como o espago das fungoes reais u, mensuraveis em €, tais que |u|P é integrével

a Lebesgue em Q. Em LP(Q) definimos a norma

lullz, = / (@) Pdz: 1< p < oo,

com a qual LP(2) resulta ser um espago de Banach. No caso p = oo, LP(2) representa o
espaco de todas as funcoes essencialmente limitadas em ) com a norma
|u||pe = supess|u(z)] .
z€Q
Também neste caso L>(2) é um espago de Banach. Para os espagos LP(€2) é possivel mostrar

também um resultado andlogo ao Teorema 1.6 como indica o seguinte teorema.

9



Teorema 1.7. C§° € denso em LP para 1 < p < 0o.

Demonstracao. Ver [4]

Quando p = 2, L*(Q) é um espaco de Hilbert com produto interno

(u,v) = / u(z)v(z)dx
Q
e norma induzida

Jul? = / juz)Pd.

1.2 Espacos Funcionais

Dados 2 C R™ um conjunto aberto e uma funcao continua f : 2 — R, define-se suporte de

[, por

supp(f) = {z € Q; f(x) # 0}.

Uma n-upla de inteiros nao negativos o = (o, ..., @, ) é denominada multi-indice e sua

ordem ¢ definida por |a| = a3 + ... + ay.

Representa-se por D® o operador derivagao de ordem |« , isto é,

olel

02§ 0xon

Para a = (0,0, ...,0), define-se D% = u, para toda fungao u.

DOé

Por C§° (€2) denota-se o espago vetorial, com as operagdes usuais, das fungoes infinita-

mente diferencidveis definidas e com suporte compacto em 2.

Um exemplo cldssico de uma fungao de C§° (§2) é dado por:

Exemplo 1. Sejam Q@ C R™ um conjunto aberto e By (0) = {x € R™; |jz]| <1} CC Q.

Consideremos [ : Q0 — R, tal que

1
elal’=1 ) se ||2|| < 1

f(x) = ,

0, se ||z]| > 1

10



n 2
onde v = (r1,%9,...,x,) € ||z] = (fo) ¢ a norma euclidiana de x. Temos que f €
i=1

C*> () e supp(f) = By (0) é compacto, isto é, f € C5° ().

Definigao 1.2.1. Diz-se que uma sequéncia (¢y), oy em C5° (82) converge para o em C§° (),

quando forem satisfeitas as sequintes condicoes:

(i) Existe um subconjunto compacto K de Q, tal que supp(p) C K e supp(p,) C K,
VnéeN,

(i7) D*p, — Dy uniformemente em K, para todo multi-indice a.

Observagao 1. E possivel (ver [6]) munir C§° () de uma topologia de forma que a nog¢ao

de convergéncia nessa topologia coincida com a dada pela Defini¢ao 1.2.1.
O espago Cg° (2), munido da convergéncia acima definida, sera denotado por D (2) e
denominado Espaco das Fungoes Testes sobre (2.

Uma distribuic@o (escalar) sobre © ¢é todo funcional linear continuo sobre D (€2). Mais
precisamente, uma distribui¢do sobre §2 é um funcional 7" : D (2) — R satisfazendo as

seguintes condigoes:

(1) T(ap+p) =aT (p) + 5T (¢),Va, FeReVp 1 eD(Q),

(it) T é continua, isto é, se (¢n),,cy converge para ¢ em D (), entao (T (¢n)), ey cOnverge

para T (¢) em R.

Denotamos o valor da distribui¢ao 17" em ¢ por (T, ) .

O conjunto de todas as distribuicoes sobre €2 com as operacoes usuais é um espago vetorial,

o qual representa-se por D' ().

Os seguintes exemplos de distribuicoes escalares desempenham um papel fundamental na

teoria.

Exemplo 2. Sejau € L},.(Q). O funcional T,, : D (Q) — R, definido por

(T o) = / u () o (x) da,

11



¢ uma distribuicao sobre 2 univocamente determinada por u (ver [6]). Por esta razao,
identifica-se uw com a distribuicao T, por ela definida e, desta forma, L} (Q2) serd iden-

loc

tificado a uma parte (prdpria) de D' (Q).

Exemplo 3. Consideremos 0 € Q e o funcional 6y : D (2) — R, definido por

{00,0) = ¢ (0).

Em [6], vé-se que &y € uma distribuicao sobre Q. Além disso, mostra-se que &y nao é definido

por uma funcgao de L} . (S2).

loc

Definigao 1.2.2. Diz-se que uma sequéncia (T,), . em D' (Q) converge para T em D' (Q2),

quando a sequéncia numeérica ((Ty,, ¢)), ey convergir para (T, p) em R, para toda ¢ € D ().

Definicao 1.2.3. Sejam T uma distribuicao sobre ) e o um multi-indice. A derivada DT

(no sentido das distribuicoes) de ordem || de T € o funcional definido em D () por
(DT, ) = (~)NT, D), VpeD(Q).

Observagao 2. Decorre da Definicao 1.2.3 que cada distribuicao T sobre §2 possui derivadas

de todas as ordens.

Observacgao 3. DT é uma distribuicdo sobre Q, onde T' € D' (). De fato, vé-se facilmente
que DT € linear. Agora, para a continuidade, consideremos (¢y,),cy convergindo para ¢
em D (). Assim, (DT, @,) — (DT, )| < (T, D%, — D*p)| — 0, quando n — oo.

Observagao 4. Vé-se em [9] que a aplicagio D* : D' () — D' (Q), tal que T — DT €

linear e continua no sentido da convergéncia definida em D’ (2).

Dado um nidmero inteiro m > 0, por W™P (2), 1 < p < oo, representa-se o espago de
Sobolev de ordem m sobre €, isto é, o espaco vetorial das (classes de) fungoes u € LP ()

tais que D%u € LP (2), para todo multi-indice «, com |a| < m.

Munido da norma

3=

[ullma @) = Z / | D% (x)[Pdz | , quando 1 < p < oo,
Q

la|<m

12



[ullyym ey = Y sup ess |D%u (z)|, quando p = oo,
laj<m 7€

WP () é um espago de Banach, (vide [9]).

Quando p = 2, o espago W™? (2) é denotado por H™ (), e munido do produto interno

é um espago de Hilbert. Consideremos no nosso trabalho o subespago de H' (0, L) definido
por

V={ueH"(0,L); u(0)=0}.

Em [6] demonstra-se que a norma do gradiente e a norma do H' (0, L) sdo equivalentes
em V. Assim, consideraremos V' munido do produto interno e norma dados respectivamente
por

(w,0)) = (uayva), ull® = fual”

onde (+,-) e || denotam, respectivamente, o produto interno e a norma em L? (0, L) .

Dado um espaco de Banach X, denotaremos por L? (0,7 X), 1 < p < oo, 0 espago de
Banach das (classes de) fungoes u, definidas em |0, 7| com valores em X, que sao fortemente

mensuraveis e ||u (¢)|5 é integrdvel a Lebesgue em |0, 7|, com a norma

; .
0 ( [ o dt)

Por L> (0,T; X) representa-se o espago de Banach das (classes de) fungoes u, definidas em
10, T com valores em X, que sao fortemente mensuraveis e ||u (¢)||; possui supremo essencial

finito em ]0, 7, com a norma

[ ()| oo o, = sup ess [l (£)]] x -
t€]0,T'[

Quando p = 2 e X é um espago de Hilbert, o espaco L? (0,T; X) é um espaco de Hilbert,

cujo produto interno é dado por

(0, 0) 20 7o) = / (u(t), v (1) dt.
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Quando 1 < p < oo, e X é um Hilbert separavel, entao podemos fazer a seguinte
identificagao

[LP(0,T; X)) ~ L(0,T; X"),

onde (1/p) 4+ (1/q) = 1. Quando p = 1, faremos a identificacao

[L'(0,T; X)) ~ L (0,T; X') .

Essas identificagoes encontram-se detalhadas em [7].

O espaco vetorial das aplicagdes lineares e continuas de D (0,7) em X é denominado

Espago das Distribuigoes Vetoriais sobre |0, T'[ com valores em X e denotado por D’ (0,7; X) .

Defini¢ao 1.2.4. Dada S € D' (0,T; X), define-se a derivada de ordem n de S como sendo

a distribui¢ao vetorial sobre |0, T| com valores em X dada por
ars n d"p
—— = (-1 — D(0,T).
(Gee) =0 (8.55), voen.D)

Exemplo 4. Dadasu € L? (0,T;X), 1 <p<oo,ep € D(0,T) a aplicagao T, : D (0,T) —
X, definida por
T
1.(0) = [ u®ote)d,
0

(integral de Bochner em X ) € linear e continua no sentido da convergéncia de D (0,T), logo
uma distribuicao vetorial. A aplicagao u — T, € injetiva, de modo que podemos identificar

u com T, e, neste sentido, temos L? (0,7;X) C D' (0,T;X).
Consideremos o espaco
WP (0,T;X) = {ue LP(0,T;X); u¥ € LP (0,T; X), j=1,...,m},

onde u) representa a j-ésima derivada de u no sentido das distribuicoes vetoriais. Munido

da norma

1
m P
”uHWmvP(O,T;X) = (Z Hu(j)Hip(o,T;X)) ’

J=0

Wm™P (0,7; X) é um espago de Banach (vide [7]).
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Quando p = 2 e X é um espacgo de Hilbert, o espaco W (0,T; X) serda denotado por
H™(0,T; X) que, munido do produto interno

m
(uvH’"OTX E : L20TX)’
=0

¢ um espaco de Hilbert. Denota-se por H* (0,7"; X) o fecho, em H™ (0,75 X),de D (0,T; X)
e por H=™ (0,75 X), o dual topolégico de HJ" (0,7 X).

Observacao 5. Seja f € LP(1,X), onde I = (0,T). Temos os sequintes resultados:

o Sep < oo, CF(I,X) é denso em LP(I,X). Em particular, se Y é um espago de Ba-
nach, tal que Y — X com imersao densa, entao C§°(1, X) é denso em LP(I,X)(desde
que C3°(1,Y) seja denso em C.(I,X) na norma de Cy(I,X)).

e f: I — X éuma fun¢ao mesurdvel que pertence a LP(I,X) se, e somente se, existe

g € LP(I), tal que || f|| < g em quase todo ponto de I.

Citaremos agora alguns resultados dos espacos L?(2) e dos espacos de Sobolev que serao

usados neste trabalho.

Teorema 1.8. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q2) e g € L) com p e q
1 1
satisfazendo 1 < p,q < 00 € — + - =1. Entao fge L'(Q) e

[ r@taide < £ lslale

Demonstrac¢ao. Ver [4].

Lema 1. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q@ um subconjunto aberto limitado de R™.

Entao, existe uma constante positiva c,, que depende univocamente de §2 e n, tal que
1
[ullze@) < ol Vullre) , ¥V ueWy?(Q),

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Demonstracao. Ver [6].
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Teorema 1.9. Sejam f € LF(0,T,X) e T),f(t) = tt+hf(s)ds, Vite (0,T) eh > 0.

Entdo, Thf S LP(O,T - h,X) N Ob(O,T — h,X) (& ||TthLP(0,T—h,X) S ||f||Lp(07T7X). Além
disso, se p < oo, entdo limy_oTpf = f em LP(0, T, X),VT <T.

Demonstragao:

Tnf € C(0,T; X), pois

t0+T+h 1 to+h
|Thf(to+1) = Thf(to)l|x = H f(s)ds — E/ f(s)ds
t0+7" to X
t0+7“+h 1 to+r+h
=L e < g [ e
t0+h X to+h

Logo, pela desigualdade de Holder

1
IT5f (o +7) = Tif (o)llx < 21 ooz 171,

0 que nos garante que

| T f(to +17) = Thf(to)||x — O

quando » — 0. Além disso, pelo teorema Fubinni temos

1 t+h
ITSOI< 5 [ WP < 21

VteReh#0.

Corolério 1.3. Sejage L} (I,X), I =(0,T),toe I e f € C(I,X). Definindo

ft s)ds, V't € I, temos as sequintes propriedades:

o f ¢ diferencidvel e f' = g em quase todo ponto de I,
o [raet)dt = — [, f(t)e (t)dt, € C:(I).

Demonstracao. Ver [7].
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1.3 Teoria de Semigrupos e algumas definicoes

De modo geral, um sistema dinamico é uma familia {7'(¢)};>o de mapeamentos sobre um

conjunto X satisfazendo

Tit+s) = TH)T(s) Vit,s>0,

T(0) = I.

Aqui X é o conjunto de todos os estados de um sistema, ¢ € R* representa o tempo e T'(¢)
representa o mapeamento que descreve a mudanca de um estado = € X para o estado T'(t)x
no tempo ¢t. No contexto linear, o espago X é um espago vetorial e cada T'(t) é um operador
linear em X, logo {7'(¢) }+>0 ¢ chamado um semigrupo de operadores. A situacdo normal em
que tais semigrupos de operadores aparecem naturalmente sao os chamados problemas de

Cauchy abstrato

du
E(t) = Au(t), Vt>0
u(0) = =,

onde A é um operador linear em um espaco de Banach X. Em algumas situagoes concretas

particulares a relagao entre T'(t) e A é dada pelas férmulas

T(t) = e
dT(t)
A= —=
dt =0

Em geral, tal relacao parece estar fora de alcance. No entanto, um simples pressuposto
de continuidade no semigrupo (veja definigdo 1.3.1) produz que T'(t) se comporte como
uma exponencial do operador A em espagos de Banach. Logo, uma teoria rica com um
vasto campo e quase universal de aplicagoes. E o ob jetivo desta secao resumir esta teoria e

apresentar algumas defini¢oes relevantes para este trabalho.

Defini¢ao 1.3.1. Uma familia parametrizada {T(t)};>0 de operadores lineares limitados

num espaco de Banach X, é chamado semigrupo fortemente continuo se

(i) T(0) =1, (I € o operador identidade em X ),
(ii) T(s+1t) =T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos),
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(iii) limgo ||(T(t) — I)z|| = 0 , Vo € X.

Definigao 1.3.2. O operador linear A definido por

T(t)x — dT(t
Az = lim () —a = () para todo x € D(A),
t—0+ t dt =0

em que

T(t)x —

D(A) = {ze X : lim ° existe }

t—0t

¢ o dominio de A, € o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t).

Chamaremos de semigrupo de classe Cy ou simplesmente semigrupo Cy a um semigrupo

fortemente continuo.

Definicao 1.3.3. Um semigrupo de operadores lineares limitados, {T'(t)}+>o, € dito unifor-

memente continuo, se

lim [|T°(t) - I|] = .
Jim [ 7(t) — 1]

Teorema 1.10. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo unifor-

memente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstragao. Ver [3].

Teorema 1.11. Sejam {T'(t)}i>0 € {S(t) }i>0 semigrupos fortemente continuos de operadores

lineares limitados. Suponha que

T(t) -1
lim ()

t—0+ t t—0+ t

entao T'(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstracao. Ver [3].

Teorema 1.12. Sejam {T(t) };>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao, se verificam:

(a) Para todo x € X, temos que



(b) Para todo x € X, fot T(s)xds € D(A) e

A ( /O tT(s)xds) ~ Tz -1

(c) Para todo x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
ZT(e = AT(t)r = T(t)Az.

d
Em particular, a fun¢io uw = T(t)z, satisfaz —u = Au.

dt

Demonstragao. Ver [3].

Proposicao 1.1. Seja {T'(t)}+>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Sex e D(A), entao T (t)x € D(A),Vt >0 e

d
ST (t)x = AT (t)o =T (1) A,

Demonstracao. Ver [1].
Definicao 1.3.4. Seja {T'(t)}t>0 um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.
Colocando A° = I, A' = A e supondo que AF~' esteja definido, vamos definir A* por

D (A" ={zeD(A""): A" e D(A)},

Aby = A (Ak_lx) , Ve e D (Ak) .

Proposicao 1.2. Seja {T'(t)}1>0 um semigrupo de classe Cy e A o gerador infinitesimal.

Entao

1. D (Ak) ¢ um subespaco de X e A¥ é um operador linear de X ;

2. Sex € D(A*), entio T (t)z € D (A¥), t >0 ¢

k
%T (t)x = AT (t)x = T (t) AFz, VE € N;

3. ND (A*) € denso em X.
k

Demonstragao. Ver [1].
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Proposicao 1.3. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo {T'(t)}i>o de classe Cy.
Entao,

Vo € D(A"),T(t)x € C"*(R*, D(A*)),k =0,1,....,n.

Demonstragao. Ver [1].

Como consequéncia dos teoremas 1.11 e 1.12, temos o seguinte resultado:

Teorema 1.13. Sejam {T'(t) }1>0 um Semigrupo Cy em um espago de Banach X , A seu
gerador e x € D(A). A aplicagio u(t) := T(t)x € a tunica solu¢iao do problema de Cauchy

abstrato p
u
— = A
dt ! (1.1)
u0) = =z
com reqularidade
u € C([0,00); D(A)) N C([0, 0); X). (1.2)

Demonstragao. Ver [3].

Definigao 1.3.5. Uma fungdo u € solugao cldssica ou forte do problema

du
- = Au+ f(t) (1.3)
u(0) = x

se u € C([0,00); D(A)) N C((0,00), X), onde A : D(A) C X — X, X espaco de Banach,
reXef: Rt — X.

Defini¢ao 1.3.6. Uma func¢do u € C([0,T]; X) dada por

¢
u(t) = T(t)ug + / T(t—s)f(s)ds (1.4)
0
¢ chamada solugdo generalizada ou “mild solution” do problema (1.3).

Teorema 1.14. Para cadax € X, T >0 e f € L*(0,T; X), o problema

du
a — AutIw (1.5)
u(0) = x
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possui uma unica solugao fraca em [0,T)] se, e somente se, A € gerador infinitesimal de um

semigrupo de classe Co {T(t)}i>0.

Demonstragao. Ver [10].

Definicao 1.3.7. Um semigrupo, {T'(t)}+>0 de operadores lineares limitados em X ¢é dito

semigrupo de contragoes se

1T <1, Vt>0.

Defini¢ao 1.3.8. Dizemos que um semigrupo Co, {T(t)}i>0 , € exponencialmente estdavel se

existem constantes positivas e M > 1, tais que

IT()]| < Me ™, VYt > 0. (1.6)

Dado o operador A gerador de algum semigrupo Cy em um espaco de Hilbert X, para

At

recuperar o semigrupo 7'(t) := e?*, é necessério introduzir outro objeto,

A (M — A7t e L(X). (1.7)

Definiremos a seguir o dominio para que esta aplicacao tenha sentido.

Defini¢ao 1.3.9. (Resolvente e Espectro) Seja A um operador linear em X, nao ne-
cessariamente limitado. Definimos o conjunto resolvente de A, denotado por p(A), como o
congunto de todos os niumeros complexos A para os quais NI — A € um operador inversivel,
isto €, (A — A)™1 é um operador linear e limitado em X . Além disso, definimos o Espectro

de A, denotado por o(A), como o complemento do resolvente de A, isto é, o(A) = C\p(A).

E importante ressaltar que o espectro de A é formado por trés subconjuntos disjuntos:
o Espectro Pontual o,(A), o Espectro Continuo o.(A) e o Espectro Residual o,(A). Estes
subconjuntos sao definidos da seguinte forma: A € 0,(A) se Al — A nao ¢ injetivo; A € o.(A)
se Al — A é injetivo, A\ — A nao é sobrejetivo mas a imagem de A\ — A é densa em X e,
finalmente, A € 0,(A) se A\I — A é injetivo e sua imagem nao é densa em X. Destas trés
definigoes segue que 0,(A), 0.(A) e 0,(A) sao disjuntos e sua uniao é exatamente o(A).
Denotemos como R(A\;A) = (M — A)™! o operador resolvente de A ou simplesmente o

resolvente de A.
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Observagao 6. No caso de dimensao finita temos que o.(A) = 0,.(A) = 0 pois, se A\ — A

¢ injetivo, entao NI — A € sobrejetivo.

Observagao 7. No caso de A ser um operador nao limitado com resolvente compacto, isto
¢, (Mol —A)~t € um operador compacto para algum Ng, entio o.(A) = o,(A) = 0. Logo o(A)

estd composto s6 por autovalores de A (isto é, o(A) = o,(A)).

Lema 2. O conjunto resolvente p(A) é aberto e a func¢ao R(\; A) € analitica em p(A).

Demonstracao. Ver [3].
Teorema 1.15. Seja {T'(t) }1>0 um semigrupo de classe Co em X. Entdo existem constantes

w>0eM>1, tais que
1Tt x < Me**, ¥Vt>0.

Demonstragao. Ver [1].

Definicao 1.3.10. Um operador linear A definido em um espacgo de Hilbert X, é dito dissi-
pativo se, para todo x € D(A),
Re(Az,x)x <0, (1.8)

onde (. , .) denota o produto interno de X.

Uma caracterizacao tutil dos operadores dissipativos é a seguinte:

Teorema 1.16. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se,

IO — Az|x > Mzllx  YzeDA) e A>0.

Demonstragao. Ver [1].

Sejam X um espago de Hilbert com norma induzida || . ||x e {T'(t)}+>0 0 semigrupo

Co gerado por um operador dissipativo A. Para uy € D(A) (dado inicial) definimos as

fungoes u(t) := T'(t)uo, solu¢ao do problema (1.9), e E(t) = 3||u(?)||5%. Entéo, procedendo

formalmente, temos que

dE 1d du
= 55(% u)x = Re(%,u)x = Re(Au,u)x.
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A funcdo E(t) é chamada a energia do sistema e como A é dissipativo, da equacdo acima

concluimos que
£
dt = 7
ou seja, a energia F(.) decresce a medida que o tempo cresce. No contexto fisico, a maioria
dos fenomenos sao dissipativos, ou seja, a energia do sistema associado diminui com o tempo
devido a acao de forgas externas, tais como a resisténcia do meio em que eles ocorrem. E

importante entender que a escolha do espago (X, || . ||x) é fundamental para determinar um

sistema dissipativo.

1.4 Semigrupos () gerados por operadores dissipativos

Tendo um gerador A de um semigrupo {7'(t)}:>o , 0 teorema 1.13 nos garante a existéncia
de uma tunica solugao para o problema (1.9) dada por u(t) = T'(t)z. Este fato nos diz que é
fundamental conhecer as condigOes necessarias e suficientes para que um operador A dado,
definido em um espago de Hilbert X, seja gerador infinitesimal de algum semigrupo {7'(¢) }+>0
tal que u(t) = T'(t)x seja a solugdo de (1.9). Neste sentido, apresentamos os importantes

teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips.

Teorema 1.17. (Hille-Yosida) Sejam X um espaco de Banach. Um operador linear (ndo
limitado) A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes {T(t)}1>0 se, e somente

se,

(i) A € um operador fechado e D(A) = X,

(i) o congunto resolvente p(A) de A contém R e, para todo A > 0,

1
IR Alx <

>

Demonstragao. Ver [3].

Corolério 1.4. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, {T'(t) }1>0, de

contracoes. Entdo, o conjunto resolvente de A contém o semiplano positivo, isto é, C* :=
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{A: ReA>0} C p(A). Além disso, para todo Re\ > 0, temos que

1
R(M\ A < —.
IR A)llx < -

Demonstracao. Ver [3].

Teorema 1.18. Sejam X um espaco de Banach. Um operador linear A € o gerador infinite-
simal de um semigrupo de classe Cy, {T(t) }+>0 , satisfazendo ||T(t)||x < Me*" se, e somente

se,

(i) A € fechado e D(A) = X,

(i) o congunto resolvente p(A) de A contém o semiplano Rel > w e

M

1RO AV x < oy

VRel >w, Vn=12..

Demonstragao. Ver [3].

Teorema 1.19. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso D(A)

em um espago de Banach X.

(1) Se A € dissipativo e existe um Ao > 0, tal que a imagem de A\gI — A € todo o espaco X,
isto €, R(A\gI — A) = X, entdo A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe

Cy de contragoes em X.

(ii) Se A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em X, entdo

R(M — A) = X para todo X > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao. Ver [3].

Como consequéncia do Teorema de Lumer-Phillips, temos que um operador nao limitado
A, gerador infinitesimal de um semigrupo Cj, é dissipativo se, e somente se, o semigrupo

{T'(t)}+>0 ¢ de contragoes.

Corolario 1.5. Seja A um operador linear (ndao limitado) densamente definido em X, espago
de Hilbert. Se A ¢ dissipativo e 0 € p(A), resolvente de A, entao A € o gerador infinitesimal

de um semigrupo de contragoes {T'(t)}i>o em X.
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Demonstragao. Ver [3].

Corolario 1.6. Seja A um operador linear fechado densamente definido. Se A e A* sdo

dissipativos, entao A € gerador infinitesimal de um semigrupo Cy de contracoes.

Definicao 1.4.1. Diremos que um semigrupo {T(t)}s>o de operadores em um espago X €
um grupo em X se as aplicagoes t — T(—t) e t — T(t) formam uma familia de semigrupos

para t > 0.

Definicao 1.4.2. Seja X um espago de Hilbert com produto interno (.,.) e norma ||.||.

e Um operador A € dito simétrico se D(A) = X e A C A*, isto €, (Ax,y) = (z, Ay), Vx,y €
D(A),

o A ¢ auto-adjunto se A = A*,
e Um operador limitado é unitdrio se U* = UL,

Teorema 1.20. (Stone) O operador A é o gerador infinitesimal de um grupo de operadores

unitdrios sobre um espago de Hilbert X se, e somente se, 1A € auto-adjunto.

Demonstragao. Ver [1].

Observacao 8. Considere o problema de encontrar u, tal que

du
u(0) = Uo

onde f: RT — X, X espago de Banach e ug € X. As nogoes de solucdo cldssica ou forte,
e de “muld solution”ou solucao generalizada se estendem de manera andloga para o problema
(1.9). Assim,
u(t) = T(t)up + /t T(t—s)f(s,u(s))ds
0

¢ chamada "mild solutions”de (1.9).

Para simplificar a linguagem, vamos escrever A € G(M,w) para exprimir que A é
gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy S, que

satisfaz a condigao ||S(t)]] < Me™*, Vt > 0.
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Teorema 1.21. Seja A € G(1,0) e B dissipativo relativamente a alguma aplica¢io duali-

dade. Se D(B) D D(A) e existem constantes a e b, 0 < a <1 eb >0, tais que
|Bz|| < al|Az[| + b]| Bz, Vo € D(A),

entio A+ B € G(1,0).

Demonstragao. Ver [1].

Teorema 1.22. Se A € G(1,0) e B € L(X), entao A+ B € G(1,0).

Demonstragao. Ver [1].
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Capitulo 2

A Equacao Linear de Korteweg-de

Vries

2.1 Existéncia e unicidade do modelo linear

Neste secao estamos interessados em provar a existéncia e unicidade do seguinte problema

(

Up + Uy + Ugze +a(z)u=0 , em Q x RT
u(0,t) = u(L,t) =0 , Vt>0
(0,6) = ulL, 1) o)
u(L,t) =0 , V>0
L U(ZU,O) = Uo(l’) , T €L,
onde Q={r e R/0<xz<L}e
a€ L>(Q) e alx) >ay>0 em w,
onde w é um subconjunto aberto nao vazio de €.
Caso a = 0:
Nesse caso, (2.1) se reduz ao modelo
(
Up + Uy + Ugpe =0, em Qx IRT
u(0,t) =u(L,t)=0 , Vt>0
(0,6) = (L1 )
ug(L,t) =0 , Vt>0
u(z,0) = ug(x) , T e
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A existéncia e unicidade serao obtidas utilizando a Teoria de Semigrupos. Antes disso

observe que, formalmente, se multiplicamos a equacao por u e integramos por partes em

d1 [t
Eé/o u”(x,t)dz = 0.

Portanto, escolhendo X = L?(Q) e considerando o operador A definido por

[0, L], obtemos que

Aw = —uw" — '
A:DACX—X (2.3)
D(A) ={u € H>N H}(Q) /u,(L) = 0},

(2.2) pode ser escrito como

iu = Au
dt (2.4)
u(0) = g

Temos entao a seguinte proposicao:
Proposicao 2.1. Nas condigoes anteriores, temos que A gera um semigrupo de contra¢oes

de clase Cy em X.

Demonstracgao.
Inicialmente, mostraremos que D(A) é denso em X, em seguida que A e A* sao dissipativos

e, finalmente, que A é fechado.

1) D(A) é denso em X,
Como D(Q2) = X e D(Q2) C D(A) C X, o resultado segue.

2) A e A* sao dissipativos,
Seja u € D(A)

L
(Au,u) oy = / / — Uy )UdT
0

L
1
0

ou seja; A é dissipativo. Agora, observe que se u € D(A) e v € X é um elemento a ser
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determinado, temos que

L L L
(Au,v) o v = / (—Up — Uggy)vdx = —/ uxvdx—/ Uy VAT
0 0 0
L L
_ L L
= —wv |y + U0 AT — Uz |g + Uy VAT
0 0
L L
= / VLT + Uy, |§ —/ Uy Uy AT
0 0

L L
= / UV AT — UV |& + / UV AT
0 0

L
= / U(Vz + Vgpe )dx,
0

se assumimos que v(0) = v(L) = v,(0) = 0. Portanto, o adjunto de A é definido por

A*w :w///_"_w/
A DA C X = X
D(A*) ={ue H*N H}(Q);w,(0) =0}.

Seja v € D(A").

L L
(A", 0) oy = / (A*v)vdz = / (Vg + Vg ) v
0 0

L L 1
= / v vdx +/ VpeeVdr = —=v2(L) < 0.
0 0 2

Assim, A* é dissipativo.

3) A é fechado

Basta mostrar que A** = A. Seja u € D(A*) e v a ser determinado. Assumindo que
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v(0) =v(L) = v,(L) = 0, segue que

L L
(A'u,u) ooy = / (A*u)vda::/ (U + Uggy)vd
0 0

L L
= / uwvdx—l—/ Uy VAL
0 0

L L
L L
= wv |y —/ UVLAT + Uz | —/ Uy Uy AT
0 0

L L
= —/ v, dr — ugvy |5 +/ Uy VAT
0 0

L L
= — / UV AT 4 UV |5 — / UV g AT
0 0

L
— _/ U(Vy + Vg Judex.
0

Assim,
A**u — _u/// _ U/I
A* :D(A*)C X - X
D(A™) ={ue H*NH}(Q);u,(L) =0}
Portanto, A** = A e pelo corolario 1.6, temos o resultado desejado. [

Corolario 2.1. Para cada ug € D(A) o problema (2.2) possui uma unica solugdo u €

C([0,00); D(A)) N CY([0,00); X). Seug € X, u € C([0,00]; X).

Demonstracao. Segue de (2.4) que (2.1) pode ser reescrito como

du
E = AU
u(0) = ug

Logo, pela proposicao 2.1, temos que

é solucao de (2.1), onde S é o semigrupo gerado por A. Além disso, pelo teorema 1.13
u € C([0,00); D(A)) N C*([0, 00); X).
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Se ug € X, segue da proposicao 1.3 que
u € C([0,00); X).

Caso a > 0:

Observemos que o modelo (2.1) pode ser reescrito como

du
— = Au+ Bu
dt (2.5)
u(0) = o,
onde A foi definido em (2.3) e B é dado por
B: X — X

u — —a(x)u.

Logo, para mostrar que A + B gera um semigrupo de contracoes de classe Cy e, consequen-

temente, que (2.1) possui solucdo, basta mostrar que B € L(X'). De fato, como

L L
|Bul} = / a(e)ude < [lal2~ / P de < falPoe Jul%,
0 0

o corolario 1.7 nos dé& o seguinte resultado:

Teorema 2.1. Seuy € D(A), o problema (2.1) possui uma tinica solu¢ao u € C([0,00); D(A))N
C([0, 00); X)).

Demonstracgao.
O resultado é obtido combinando a proposi¢ao 2.1 e o teorema 1.22
O seguinte teorema mostra um ganho de regularidade das solugoes da equacgao de Korteweg-

de Vries (Efeito regularizante de Kato).

Teorema 2.2. Se ug € X, o problema (2.1) possui uma tinica solugdo u, tal que
u € L*0,T; Hy(2)) N C([0,T]; X). (2.6)

Demonstracgao.

Para obter (2.6), assumiremos inicialmente que uy € D(A), ou seja, que u € C([0,T]; D(A)).
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Seja ¢ € C*([0, L] x [0,7]). Multiplicando (2.1) por qu e integrando em (0,L) x (0,7,

obtemos

T L
/ / qu(uy + Uy + Upyy + a(z)u)dxdt = 0.
0o Jo

Agora, observemos que

T L Ly . T 0
dedt = )dtdx = L2 |7 — Luldt)d
/0/Oquutx //th /0(2u lo /0 2u )dx

_ /O (q;t ), T)dx_/0L<‘1212)(x,0)dx

L T 2
- / / qtu—dtdx
0o Jo 2

T L T Ly
/ / quugdrdt = / / dxdt = / (Zu? |& —/ Zutdx)dt
o Jo 0o 2 0o 2
— qx—dxdt
I /0 :

T L T L
/ / qUUgpdrdt = / (quityy |& —/ (Gt + qug )Uyppdx)dt
o Jo 0 0
T L T L
= — / / Qe Uz drdt — / / QU Uy dxdl
o Jo o Jo
T L
/ / de d:Bdt
Tyq
= / / (qmu—l-qzux)uggda:dt—/ Eui |€ dt
0
/ / u2d:pdt
— / / Ger 2dxdt+/ / qeuidadt
+/ (q%)(o t)dt+/ / q—xUdedt
= / / qmm d:rdt+ / / qeuidadt

+/0 (¢ )(0 Pt
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T L T L
/ / qua(z)udrdt = / / qa(z)u*dxdt.
o Jo o Jo

Escolhendo ¢ = 1, obtemos

1 (L 1 T 1 (L T L
—/ uldr = ——/ u2(0, s)ds + —/ updr — / / a(r)uldzdt,
2 Jo 2 Jo 2 Jo o Jo

de onde se conclui que,
ulleqo.rsze@) < lluollzz)

Agora, escolhendo ¢(z,t) = = obtém-se

T L L L
—/ / u2dxdt—|—/ xu(m,T)dcc—/ xug(z)dz
o Jo 0 0
T L T L
+3/ / uZdwdt + 2/ / za(x)udzdt = 0.
o Jo o Jo

Portanto,

T L 1 (T [L L
/ / uidrdt < —(/ / wdxdt + L/ uidw),
o Jo 3°Jo Jo 0
ou seja,

||u||%2(O,T,H01(Q)) - // uldt < - // 2dzdt+L/ uddz)

< // wrdzdt + = /ug

< HUHC(OT}LQ(Q)) HUOHL2(Q
T+L

< 5 [uol|72 0y
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Logo,

T+ L
||U||L2(0,T,H5(Q)) < 3 ||U0||L2(Q)- (2.7)

Pela densidade de D(A) em L?*(Q), o resultado se estende & uy € L*(€2) arbitrario. De fato,
observe que se uy € L*(2), existe uma sequéncia {ug, }neny C D(A), tal que ug, — uy em
L*(Q), quando n — oo. Considerando u, a solugao associada a ug,, a desigualdade acima
nos permite mostrar que {u,},eny é uma sequéncia de Cauchy em L?(0,7; Hi(0, L)) e pela
identidade da energia (3), temos o mesmo resultado em C([0, T]; L*(€2)). Com isso, podemos
passar o limite na equagdo e obter uma fungao v € C([0,T7]; L*(0, L)) N L*(0,T; HY()) que
é solucao fraca do modelo. Logo, por unicidade, temos que u = v. Assim, podemos passar

o limite em (2.7) e obter o resultado.
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2.2 Existéncia e unicidade do modelo nao Linear

Neste secao estamos interessados em provar a existéncia e unicidade do seguinte problema

U + Up + Ugzr + Uy +a(x)u=0 , em Q x R

u(0,t) =u(L,t) =0 , Vi>0

(0,t) = u(L,1) (2.8)
uz(L,t) =0 , Vt>0

u(z,0) = ug(x) , T €.

O teorema que enunciamos na sequéncia sera fundamental na obtencao dos resultados.

Teorema 2.3. Para todo uy € L*(Q), o problema (2.8)tem uma tnica solugdo fraca

u € L (0,00, Hy) N C(0, 00; L*(Q)). (2.9)

loc

Demonstra¢ao. Uma demonstragao detalhada desse resultado pode ser encontrado em [26]

e [5].

O teorema principal desse capitulo é obtido derivando a equagao em (2.7) e analisando

a regularidade de v = u;, dada pelo seguinte resultado:

Teorema 2.4. Seja u a solu¢ao de (2.8) obtida no teorema anterior. Entao, o problema

(
Vg + Vg + Vg + (u0) +a(x)v =0 , emQ x R
v(0,t) =v(L,t) =0 , Vt>0
(0,1) = (L, t) 210
v (L,t) =0 , Vt>0
\ v(z,0) = vo(z) , x e

tem uma tnica solugao fraca v € L*(0,T; Hy) N L>=(0,T; L*(Q)), sempre que
Vg € LQ(Q)
Demonstracao. Ver [4].

Procedendo como em [26] e [5], mostramos que (2.10) possui uma unica solucao local

ve L (0,00, HY(Q)) NC([0,Ty]; L*(€)). Além disso,

loc
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o(t) = S(t)uo + / S(t — 5)(— (uv),)ds,

onde S(t) é semigrupo associado a parte linear de (2.10). Assim para concluir a prova é
suficiente provar que a solucao existe globalmente. Para isto é necessario algumas estimativas
a priori, que serao obtidas em diversos passos.

Primeiramente, multiplicamos a equagao em (2.10), por v e integramos por partes em (0, L):
1d [*, L, 2 g
—— [ vidx + -v;(0,T) + [ a(z)vde = uvvde, (2.11)
2 dt 2 ;

pois fo u) dr = — fo uvv,dr. Integrando a igualdade acima de 0 a T e aplicando as

desigualdades de Cauchy Schwarz e Holder, segue que

L L T L
/ v (2, T)dr < / vadr + 2/ / | uwvv,, | dzdt (2.12)
0 0 o Jo

L T

< [ btz vl e
OL OT T

< / vidz + 2 / o 22 )2 / o 22 gy )2
L T T

< / V3o + / il 11+ / o222 .

Para estimar os dois tltimos termos no lado direito de (2.12) multiplicamos la equagao (2.10)

por zv e integramos em (0, L) x (0,7):

o [T L
/ / vidxdt + = / va(x, T)dx + —/ / $G(I)U2d$dt =
1 2 1 2
= vidxdt + = xvo x)dx + xuvvwd:pdt wvdzdt, (2.13)
3Jo Jo 3 Jo

pois

T L L L
/ / rv(u) drdt = zv(uv) |§ —/ uv?dz —/ Tuvvde.
o Jo 0 0

Obtemos entao

T L o (T (L o (T (L
/ / vidrdt < —/ / xuvvxdxdt—i——/ / uv*dxdt. (2.14)
o Jo 3Jo Jo 3Jo Jo

1 (T L 1 (L

—l——/ / v2dxdt—|——/ avg(x)dz,

3Jo Jo 3 Jo



pois os outros termos que aparecem no lado esquerdo de (2.12) s@o positivos. Assim, proce-

dendo como em (2.13) e usando a desigualdade de Poncairé, deduzimos que

o [T L
—/ / Tuvvgdrdt < / / | uwov, |dxdt
3Jo Jo

<2 / el 2oy 12l 220
0
2 r 2 1/2 g 2 1/2
< o[ NurlBadt ([ lenlia)
0 0
L (" Lo (T
S A L o A T s
0 0
L (7 ) Ls (T,
R R T
(§
2 T L
—/ / widrdt < // | wo? | dxdt
3 0 0
< 2 / ol 2o ol 2ot
0
2¢ T T
< S Tl ([ Tl
0 0
cd
<= / ol + 3 [ el
2t D oland
< o [ Ml + [ el
Assim

T pL T
c+L c+ L)

+ // vidrdt + — /vgdx.

Portanto, para algum 6 > 0, suficientemente pequeno, temos que existe ¢ > 0, tal que

// 2dmdt<c{/ dx+/ (Lt (2 1l 2y ). (2.16)
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Combinando (2.12) e (2.16) obtemos

L L T T L
/112(x,T)dx < /vgdx—i-/ \|u||ioo(m\|v|\§2(mdt+/ / oRdadt
0 0 0 0 0
L T
< [ adde+ [ el ol

+c{/ d:c+/ (L + fJullZoe @) V1 22y dt}
T
< (c+1){/0 odx+/0 (1 l[ullZoo @) 1011220 dt}-

Logo, aplicando a desigualdade de Gronwall e o teorema 2.3 garantimos a existéncia de uma

constante ¢ > 0, tal que

(e o (Ul

@)

IWlIZ2) < ellvollZzoe

Assim,

0] oo 0,322 (02)) < C, (2.17)

onde C' = C(T, ||uo|| 20 [|vo|| L2(q))- Por outro lado, combinando (2.16), (2.17) e o teorema

2.9 segue que

L T
ooy < e[ dbdet [+ fultmadlvle}

IN

T

cllvoll7 o +0||v||Loo0TL2(Q))/ (1 + lull oo )it
0

< C,

Onde C = C(T, HUOHLQ(Q), HUOHLQ(Q))'

A unicidade pode ser obtida seguindo os mesmos argumentos apresentados em [8].

Agora podemos provar o resultado principal desse capitulo:

Teorema 2.5. Se ug € D(A), o problema (2.8) possui uma tnica solugao forte.

Demonstragdo. Segue do teorema 2.3 que existe u € C([0,00); L*(Q2)) N L2, (0, 00; H}(2)).

Por outro lado, segue do teorema 2.4 que
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Upgy = —Ut — Uy — Uy — a(:U)u € L2<O,T, L2(Q))

de onde se obtém que u € C([0,00); L?(2)) N L*(0,T; H () N H3(QY)). Para mostrar que

uz(L,t) = 0, procedemos da seguinte forma: por um lado, sabe-se que

d

g7 (W), 9) + (ua(t), @) + (ua(t), @uu) — %(UQ(t), ¢a) + (a(2)u, 9) = 0, em D'(0,T),

Vo € H*(Q) N HL(Q), tal que ¢,(0) = 0. Por outro lado, u satisfaz

Up + Uy + Ugae + Uty + a(z)u =0 em L*(0,T; L*()),

de onde se obtém que

/ (u(t). )0 (1) + / ) 0+ [ o) i

T T T
+/ (u(t)u,(t) / uz (L, ), (L)0(t)dt +/ (a(z)u, p)dt = 0.
0 0 0
Assumindo que ¢, (L) =1 e comparando as duas tltimas identidades. Obtemos que
T
/ uz (L, t)0(t)dt =0, V0 € D(0,T).
0

Portanto, u,(L,t) = 0.
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Capitulo 3

Estimativas de Carleman

Seja @ = (0,T) x (—L,L). Para T e L € R*, introduzimos os espagos
V ={CeL*0,T,H*(~L,L)),¢ € L*(0,T,H' (—L, L))}
munido da norma

1
<l = (||CH%2(0,T,H3(7L,L)) + HCtH%?(O,T,Hl(fL,L)))Q’

Z = {q € 03([07T] X [_La L])lem:—L - Qm|m:—L - Qxa:|z:—L - Q|x:L = 0} .

Teorema 3.1. Sejam R > 0 e €V, tal que ||C||,, < R. Entdo, existem constantes positivas
so = so(L,T,R) e Co = Co(L, T, R) e uma funcdo diferencidvel positiva em [—L, L], tal que

para todo s > sy e todo q € Z, temos
Tt s° 5 53 , S N 2s1)(x)
° . - - dxdt
[ e+ ol ot e (g )
Tt 2s1p(x)
< _— |2 — dxdt.
_Co/o /_qut+q +C(J|€xp( t<T_t)) x

Sejam R > 0, ¢ € V com ||(|l,, < R, ¥ = ¥(x) funcdo positiva (que sera especificada da

Demonstragao:

mais adiante) de classe C® em [—L, L] e p(t,z) = % Para ¢ € Z e s > 0, definimos

u=e *%qew=e **P(e**u), onde
P = 0y + 04z + (0.
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Assim,

O(e*?u) = spe®u + e*fuy (3.1)
0.(e%u) = sp.e*fu+ efu,
Ope(€%PU) = S@eee®Pu+ ¢, (spze™fu + e*Puy) + s e*fuy, + Py,
O (€°°U) = 8@’ U + 5012 (502U + €™PUy) + [$Puz(SPre’Pu + €¥u,)]

2 2
+50(Spzre™u + sTpLe’fu + spLe*u, + spLe®fu, + € P uy,)

S S S S S

ou seja,
8z:va:<essou) = SQOIZIGSLPU + S2Q0$Q0$zes<pu + S()O:v:veswuw + SQQDI:USOQJQSSOU + 890:c$68(puz
15204 P €U + 823U + 572 Uy + 522Uy + 50 Upe  (3.2)
+5ppre’ u, + ewschiux + Sngiewum + 502" Uy + € PUgyy
e

Co(e**u) = (spre™u + (efu,. (3.3)
Segue entao de (3.1), (3.2) e (3.3) que a fungdo w pode ser escrita da seguinte forma

w = ($Pt+ Up) + (SPraatlt + 52 PrPrpll + $Puplly + Puply + 82 PrPuptl + 82 PpPyatt)

8303 4 8202 Uy 4 Upe 80 + SPually + 25%P2 g + 2500 Uy + Upay )

+(Cspau + Cuy),
ou entao
w = (8¢ + SPres + 352 PrPaz + 820 + (504 )u
+(35%0% + 3500s + iz + (35P) sy + Usea + Uy
w = Au+ Buy + Cugy + Uy + wy,
onde

- S(QPt + Parzx + CSSOSC) + 352‘;05030:0:1: + 53902
= 3% + 350 + ¢

= 350;.
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Introduzimos também as seguintes notagoes
A = 5(pe+ Praa) + 5760
B = (3-0)s0u +35%0;
Mi(u) = U+ Uggy + By
My(u) = Au + Cug,
onde § é uma constante positiva que serda determinada mais adiante. Portanto,
My(u) + Ma(u) = {591+ 5Qua + 5C00 + 35 0apun + %05} u+ {35°02 + 35000 + (} us
+35PaUar + Usar + Ut — (502 + 35°PaPan)tt — (C + 0500a) s
e tendo em vista a definicao da funcao w, obtém-se
My(u) + Ma(u) = w— (5Cor + 35%0aaa)ti — (C + 05Pag )tz
Assim,
M) + Mo() [* <3 (] + [ (500 + 3520l + /(¢ + 5020l

3 (J[w]|* + | (S + 350apua)u]® + 1(C + Isun)ua]®) - (3.4)

IN

Agora, assumindo que as fungoes ( e ¢ sao tais que

€, 2)| < dslpama(t, 2)|, V¥ (2,1) € Q,

obtém-se
€+ 350aal” < [CI* + 65|Cpne] + 95°|0al”
< 8203 ael? + 6053 0e|* + 957 un|?
= 5%/’ (3 +0)"
Portanto,
st (¢ + 3890m)90zu||i2@) < s'(3+4)° ||S0zS0mU||iZ(Q) :
Analogamente,

¢+ 350mal® < ¢+ 6757 [Cpan]® + 205|C 00 ]
= 45252|g0m\2,
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0 que nos garante que
(¢ + 5550:(:35)161:”%2(@) < 49%5° ||§0mxux||iQ(Q)
Combinando (3.4) com as desigualdades acima, obtemos
184, () + Maw)|? < 3 (llwlZaiqy + B+ 88" llgrpretZagy + 4% | pustia gy ) - (35)
Por outro lado,
2 2 2 Tt
I34500) + Mol = M)l + 1My +2 [ [ M) Maw)dadt. (3.0)
0 —

Por isso, na sequéncia estimemos o termo

T L
/ / M (u) Ms(u)dzdt.
0 J-L
Considere as seguintes notacoes
T L T
//u:/ / u(t, x)dxdt e /u:/ u(t, L)dt.
0 J-L 0
Temos que

2//M1(U)M2(u) _ 2//M1(u)(21u+0um>
_ 2//M1(U)Au+2//cumM1(u), (3.7)
= 2//Ml(u)flu—i-Z//C’um(Ut-l-uxm+Buz)
= 2//M1(u)/~lu+2//0umut—|—2//(umx+gum)0um

= L+ 1L+ I,
onde
I, = 2//M1(u)/~1u : I, = 2//C’umut : I3 = 2//(umx + Bux)C’um
Fazendo integracao por partes e usando as condicoes de contorno, obtemos
I, = //(ut—l—umx—irguw)z@u://utfl2u+//umxf12u+//Buzvfuu
_ //dt A+// BA+//umA2u
= / u2A . dx—//uQAt—l—/ uzBA _Ldt—//uz(éfl)x—k//umfﬁu.
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O primeiro termo da igualdade acima pode ser calculado da seguinte maneira:

AT = limu?A - limu?A
t—=T t—0

= lim e *?gA — lime *gA = 0.

t—T t—0

Logo,

L o— - / / w24, - / / W2(BA), + / / s A2
_ / / WA, — / / E(BA), + / {un2ud)” ar- / / U2, A / / Qutiy, A,
_ / / WA, - / / P (BA), - / / g2, A — / / 2ty A,
- _//u%—//uz(éﬁ)x—/ung//uiAx—//zuumflx
_ —//uQ/L—//uQ(Bfl)z—/uifl—i—//uiflx
—of / {ugud, )}l dt — / / Uy (up Ay +uly,)}
_ _//u%—//u?(éﬁ)x—/u§A+//u§A$
—{—2//@&—//%@2)14”}
_ _//u%fxt—//UQ(BA)I—/u§A+//u§Ax
_{_2 / / WA, — / (A}, + / / mm}
:_//ﬁ4_//ﬂam_/@Am//@&—/ﬁ&m
_ / / (A + (BA)s + Ago)i® +3 / / 2A, - / 2A.

Portanto,
e [ [ B+ A +s [ [wd - [ (3.8)
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Analogamente, temos que

L = 2 / / w0, Cigy = / {2uu, CY: | dt — / / iy g, C — / / Q5 1,Cy

. / / 14, C — / / u,u,Cs

= /{ui}gd:wr//otui+//2(Jx(Au+Bux+Gum+um—w)ux

= / / Cyu? + / / 2C, Auu, + / / 2C, Bu> + / / 2C, Cttgp iy + / / 20 U g Uy
—//ZC'zwum

= //Ctui+/{u2O$A}det—//uQ(CxA)x+//2(J$Bui+/u§(]x(]
_//ui(0x0>x+//2Cxu:cxxux_//2cxwuz‘

- / / o — / / P(C,A), + / / 20, B / / E(Co0), + / / 2C ity
—//QC'mwuz—i-/uiCmC'

= / / Chu? — / / u?(CLA), + / / 2C, Bu? — / / U2 (CC)y + 2 / {Crttptig, Y-, dt
—//2uxum0m—//2uix01—//ZCxwux—l—/uiCxC

_ / / Cou? — / / W2(C, A), + / / 20, Bu? — / / W2 (C,C), — / (2, ) dt
+ / / 2Oy — / / 2u?, O, — / / 2C, wu, + / u2C,C + 2 / Collglpy

_ / / Cru? — / / (CLA), + / / 20, Bu? — / / (CLC)s + / / W2,
—//ZU;%IC;—//2meux+/u§CwC+2/Cxuxum—/uiCm-

L - / / (CLA) 02 + / / (C,+ 20,8 — (CoC), + Cons} 2 — / / 20, ()2
—//QCIwux—l—/uiC’wC’+2/Cxuzuxx —/U?EC’M. (3.9)
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Finalmente,

o= [ 20+ Bu)Cu = [ [@ueCu2BC0) (10
- / / L e+ / / BOL (u,)?
:/ //uc+/uiéo—//u§(30)
_ //BCxu—l—/BCu—//Cu +/ Cu,.

Substituindo (3.7), (3.8 e (3.10) em (3.6), temos que

) / / My)My(w) = — / {4+ Auay + (AB), + (G A), } w2
+ / / {3Ax+0t+20w3— (CCL)p + Crpe — (BC)I}ui
—3//01,%390 —2//waux+/(—/~l—l—CC’x — Cy + BOY?
+ / Cu?, +2 / Copllp Uy

Introduzindo a notacao

D = —{A+ Ay + (AB), + (C,A), }
- {3AI G+ 20,8 — (CCy)s + Craw — (BC)x}
F = —A+CC,—C,, + BC,

a identidade acima pode ser reescrita como

2//M1(U)M2(u) = //Du2+//Eui—B//Cmuix—Q//waum
+/Fui+/0u§x+2/0xuwum. (3.11)

Agora, se € é qualquer niimero que pertence ao intervalo (0, 1), pela desigualdade de Cauchy

- schwarz, temos

o frecaut < a(f [u)" ([ feze)

(1) [ fes)
< // 2u + e~ //w2. (3.12)



Por outro lado,

2 | /C’ Uy Uy |</ Uy /C’iui (3.13)

e de (3.5), (3.6), (3.11), (3.12) e (3.13), obtemos

[ [pes [ [pe + [ [acazys [Fes e sppnwl+ pm)?

S5//C§ui+€_1//w2+/u§x+/05ui
+3//w2+3(3+5)254//¢2<pixu2+125232//@?”1/5:.
Logo,

[ [o-seropstaeye s [ [ip-ccz-reei i [ [ (-sca,
+/(F—c§)u§+/<0— D2, < (3+51)//w2.(3.14)

Observamos que a funcao ¢ e as constantes ¢, € e sy, introduzidas no enunciado do teorema
sao escolhidas de modo que os termos entre parénteses na parte esquerda da desigualdade
(3.14) sejam positivas. Na sequéncia analisaremos os termos que aparecem no lado esquerdo

de (3.14). Comegaremos por D.

Inicialmente, observe que

Ay = 5(u + Pozat) + 3802 0w
=S¢ + SPuzat + 35° P2 Put
Aver = 3(Praze + Przarza) + 38 (202, + 602PusPree + OoPawrr)
AB = {s(¢1 + Paae) + 5° 021 ((3 = 8) 5000 + 35%¢7)
= 523 = 0)Pua (Pt + Paae) + 35° 0Pt + Paaa) + 5 P2Paa(3 — 6) + 350
2

(
= S (3 5)901:95% + 32(3 - 6)§0x;t901’z$ + Ssg@i@t + 38390§S0wxx
§'(3 = 0) @i pus + 3570,
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(AB), = 5*(3 = 0)(Puaatpt + Pafta) + 57 (3 — 0)(2ss
+PuaPazen) + 35 (200PraPt + PrPta)
+35% (202 0r Pz + O3 Pawnn) + 51 (3 = 0) (30205, + V3 Pura) + 155" 0rpus
(CoA) = 35°0uu(t + Puza + (500) + 95%0202, + 35" G2pua
(CoA)s = 35" 0raa(Pt + Pave + (502) + 35 Pae(Vtr + Craae + 8[CaPz + (Paa))

+95 (02, + 2000PrnaPr) + 35 (3020%, + 2 0raa).

Assim, D pode ser reescrito como

D = —[(s¢u+ $Pusat + 35°020at) + SPtass + SPuswrze + 65 0%y + 185° 00000 Pran
+35° 0% Paare + 523 = 0)awepr + 5°(3 = 0)Pratprn + 87(3 = 0) Py
+5%(3 = 0)PauPaza + 65°Papunpr + 35> 02010 + 6500 PusPaza + 35° 0oPasaa
+35%(3 = 0)prpi, + 51 (3 — 0)0aPuer + 155° 0aus + 355 0ren it
+35°02 10 + 35°CPua0Pu + 35°Puste + 35" PuaPazaa + 35 Paalon
35°Cs, +95° 00, + 185°0raPraatpn

+95* 020z, + 35" 05 Puaal.
Agora, observe que existe uma constante K > 0, tal que

€1z~ @) + I€all o) < KR,

(@)
-1

pois [|¢][v < R. Por outro lado, como ¢ = ¢(x,t) = ;

(¢ ()" (x) O(s")
(T —t)5 | (T — )+

segue da identidade acima que

D = —152

quando § — 0. (3.15)

A partir de agora, vamos assumir que a fungao 1) = () mencionada acima, é tal que

| 9" (2) |[>0 e ¢ (2) <0, Vo€ [-L,L).

Assim, se m; == —15(¢'(2))?" (), entdo
my(z) >0e3dK; >0, talque K; <my(z), Vrel|-L, L]
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pois ¥ € C3[—L, L]. Logo,

K,s° my(x)s®
d >0
BT —t)p — (T —tp T 270
e por (3.15) obtém-se
K185 O<S4>
<D d > 0.
BT — 1) +t4(T—t)4 <D, quando s
Assim,
K;s® O(s*)
—3(3+0)sp2p?, < D —3(3+0)s'pip?
t5(T_t)5 + t4(T —t)4 ( + )S PPz = ( + )S PPz
ou seja,
s, 06 D =3(3+6)s*c2¢%, quando s —>
- 5 uan 5 00.
(T —t)> 4T — t)* PoePrz
Portanto,
K185
< D —3(3+0)s'papl,
t5(T —t>5 — ( _'_ )S @xgpmc
Por outro lado,
E = 3A,4C,+2C,B — (CCy)y + Cryw — (BC),
onde
Kac = 5Ptz + SPgza + 333903330303:
Cy = 3504
Co = 3504
Cozz = 35Przas-
Logo,
E = 350 + 350smme + 95° 0200 + 350u + 65C 00, + 185%02, + 185°02 0.,

_(932§0x§0wm)x + 38 prrr —

= 93390:2(:9%3: + 65909690(3390190 + 33290:%) - (93290:1090%)96

—|—(68§0m + 63‘;0x:c:(;x + 6SC()0€MC)

- 93390325Q0$z + GS@xw(?’S‘me + 33290325) - 932@3251 - 932909090%‘96 -

{((3 = 0)sus + 35°03) (350) }o

—{((3 = 0)spas + 35°02) (35902 }u

—185% 2 e + 35%(3 — 6) 2, + 95202 Ppe + (65010 + 65Peas + 65CPus).
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Y (x)
t(T—t)

Como ¢(z,t) = , obtém-se

E = 93390:209033:1: + 6390133(33901;5 + 35290:25) - (9329033901%)90

(3 = spmm + 3% 3502} + Ol )

Consequentemente, para € > 0 e ¢ > 0, temos que

{B =02 = 128570, } = {855°¢%, + (36 — 18)%pup0a} + O (TS_ 5
L, - - , ¢// - , w/,l?b// s
=5°(30 — 9 — 126 )—tz(T mp + (36 — 18)s T — 1) + O(—t(T — t)) (3.16)

Tomamos € > 0 e § > 0, tais que

35 — 9 — 126 > 0.

Além disso, assumimos que a fungao ¢ = ¢(z) também satisfaz

W) #0 e ()¢ (x) < 0,2 € [-L, L].

Logo, definindo

/ "

ma(z) = s%(30 — 9e — 126%))" + (30 — 18)s%4)'1p

temos que my(z) > 0 e, como ¢ € C3([—L; L]), existe uma constante Ky > 0, tal que

K2 S mg(l‘), Vr € [—L, L]

Consequentemente,
52K, < s2mo(x)
2T —t)2 — (T —1t)%
ou ainda
52K, s 52 s
- s < -
pr—n PG =) = mp oW oG )

Combinando a desigualdade acima com (3.16), obtém-se

2
K,
E—eC?—128%s2p2, > — 22
= $ e = (T ¢
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Agora, analisamos os termos F — C? e C' — 1 de (3.14):

V@) s

30 — _9g 2\ S g 2
3Ce = sy gy = Moy gy

(3.17)

onde K3 é uma constante positiva. Por outro lado,

F = _S(QOt + cp:vaw) - Sggoi + 952@;3%0@3; - 38@%]& + 33294%(3 - 6)@;Bz + 983905 (318)

e
Cy = 95" 0%,
Logo,
F— Cg = _839055 + 95 ()0;(: - S(Spt + Qoxmc) + QSQSOxSOxx
—380zze + 332(3 — 0)VrPre — 95290295
2
3 3 3 3 S
= — 9 O(——
57, + 9570, + (t2(T—t>2)
3
S
> Kj——m———.
= (T -ty
Além disso,
5
C—1=3sp,—1>Ks—"0— 3.19
e =T ) (3.19)

onde K3, K4 e K5 sio constantes positivas, pois ¢ () < 0 ey’ (z) > 0, para todo = € [—L, L]

e s suficientemente grande. As constantes K3, K, e K5, podem ser obtidas explicitamente

’ "

dado que a funcdo v € C3([—L, L]), v > 0,7 > 0,¢" <0ey'yy” <0 no intervalo [—L, L].
Basta considerar para nosso casso, ¢(z) = 1 4+ 4L* + z(3L — ), que claramente satisfaz as

condigoes anteriores. Assim, segue de (3.14) que

s2 s
K K— 2 K. 2

s3 s
Ki——— >+ K 21 <(3—¢t //.
+ 4t3(T_t)3u:c + 5t(T _t)uxx} = ( € )

Logo,

//{tL”(;’Sqfty + (;2%2”,5)2 + téuijt)} < Kﬁ//wz

onde Kg = 8= e N = min{K, Ks + Ky, K3 + K5}
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Aplicando o teorema de Fubinni, fazendo integragao por partes e considerando as condicoes

de contorno, temos

/OT(/_LLﬁ 2de)dt = /OT({t3(83ux it ey /_i%dx)dt
= _/0 /L tg(TS—_t)guumdxdt
K )
<5 fw

Como
_//ﬁggﬁwm: //ﬂﬂIMWWww/wM
_2// //ﬁ
_2//w
obtemos

3
S 2 Kﬁ 2
_—ut < — . 3.20
| o=z ] 20
Logo, por (3.15), obtemos

//{t5(TS5— t)5u2 + t3(T83_ t)s“i - t(TS_ t)uix} < 37}(6//11}2. (3.21)

Para concluir a demonstragao, faremos a substituicao u = e~*%q.

[ sstabem = [ [ame < [ [ m

Como
4z = @SW(SSD>U +efu, = @sw(sgoxu + ux)7
temos que

[0 P < 262%( spgu P+ | )
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//ﬁ'qﬂzem = //t?, !Um|2+2//t3 !swxu|2
B //t '“”2“//155 5 vl
= //“’*//m"
= 63//w2v (3.23)

onde c1, ¢y, c3 > 0. Finalmente, temos

Qoz = es‘p{(sg%i + SPzz)U + 280Uy + Ugy -

Logo,
| Qzx |2 < 2628@{<S290§ + SSOzx)2U2 + (QSSOxUz + Umx)2}
< 2e2{2(s'g; + 5P 0, )ut + 2(4sP Pl + ul,)}
"\4 N2 \2
— 4 2spf A4 (1/}) 2 2 (w ) 2 4 2 (w)
e~ s —t4(T—t)4u + s —tQ(T—t)2u +4s —t2(T 9 ul,—l—um}
e
! 4 1 2 ! 2
2 S “250 < gL (V) 2 ;3 (V) 2 443 (V) 2 S 2
(e Py —gye ™ = WG Y am ot T Er e T — g Ve
. & . 3 - 3 - s ,
C u C u C u u
= AT =) (T —t) BT —t)3 T T —t)

onde ¢4, c5, cg > 0. Portanto,

[ [iw=glere® < of [am—p —t“+%//ﬁ —t“+%//ﬁ -

(3.24)

Agora, fazendo integracao por partes e estimativas, temos

//tS(TS?)—t) //t3 DER //tg T— 1) S Ullgy). (3.25)

Logo de (3.21), (3.24) e (3.25)

3K, 3K, 3K,
//|qm ? t(TS_ t>e*23“" < 2664//w2+—2667//w2+—2607//w2
3K, 3K,
" 2666//w2+—26//w2




Assim,

//Iqm ? —° w§c//w2. (3.26)

Combinando (3.22), (3.23) e (3.26) temos

[ [ 0P s Lo P i e P <€ [ [

Finalmente substituindo w por e *?P(e*?u) = e~*¥ P(q) temos o resultado.
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Capitulo 4
Aplicacoes

Neste capitulo, mostraremos a propriedade de continuacao tinica para a equacao de Korteweg-
de Vries nao linear em um dominio limitado, onde a solugao v € L>(0,T, H'(0,1)). Para

isso, utilizaremos a Estimativa de Carleman provada no capitulo 3.

4.1 Propriedade de Continuacao Unica para a Equacao
de

Korteweg-de Vries nao Linear

Lema 3. Sejam [ >0 eT > 0. Seu € L>(0,T, H*(0,1)) € solugdo de

Up + Up + Uz +a(w)u, =0 em (0,1) x (0,7T)
u(0,) =0 , te(0,7) (4.1)
u=0 ,em (I,1) x (0,7)

coma€ C'R)e0<I <1, entdou=0em (0,1) x (0,T).
Demonstragao:

Inicialmente introduzimos a funcao u!™, dada por

1 t+h
ul (z,t) = —/ u(z, s)ds.
h Ji
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Como u € L>(0,T, H'(0,1)), pelo teorema 1.9, temos que
ul € W0, T — h, H'(0,1))

e ull é solucao de

ul +ul a4 (a(u)ug)® = 0,em (0,1) x (0,T) (4.2)
u"(0,t) = 0,te (0,7 (4.3)
u = 0,em(l',1) x (0,7, (4.4)

onde T' < T. Além disso, como a € L=(0,1), obtém-se

W e L0, T, HY(0,1)) (4.5)
ulh e 10,7, L*(0,1)) (4.6)
(a(u)uy)™ € L=(0,T", L*(0,1)). (4.7)

Logo, combinando e (4.2), (4.5), (4.6), e (4.7), temos que

ul e 10,7, L*(0,1)),

Trxrx
ou seja,

ul e 10,7, H3(0,1)).

Assim, ul" € H'(0,T",L?(0,1)) N L>(0,T", H*(0,1)) e de (4.3) e (4.4), obtemos as seguintes

condigoes de contorno

u™(0,1) = u(1,t) = (1, 1) = ul’)(0,1) = 0.

xT

Temos entao, as condigoes necessarias para poder aplicar as Estimativas de Carleman.

[n]

Para todo s > sg, segue da teorema (3.1) que u'™ satisfaz

/ [ { st + bl - e bean (- 225 doat
= Gy /0 ' /0 | |(a(u)us)™|exp (— f(;«bﬁxt))) drdt (4.8)
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onde Cy nio depende h, pois Cy na Estimativa de Carleman nao depende de ul
Agora, como

[(a(w)us)™* < 2fa(u)u | + 2|(a(u)ue)" — a(u)ul|

Co / / |(a exp( fé}%ﬁ;) dedt <
200/ / la(u [h]|26xp< 2(51” >))d dt +

+200/0 /0 (a(u)u,)™ — a(u)ul Peap (_f(;@bﬁxt))) dxdt.

Introduzimos as seguintes notagoes:

L = 200/ /|a [h]|2€:vp< f(;w( )))d dt

L = 20, / / (i)™ — afu)ul® Pezp (— t2(;¢£w2))dxdt.

Assim, retornando a desigualdade (4.8) com as consideragoes acima, temos

T s 3 s 251 (x)
2|y 2 g2 2 [R])2 _ aspx)
/ /o{t5<T—t>5'“ F+m ol gl '} xp( t(T—t))d’”dt

< I+ L.

temos

Como a(u) € L>(0,T, L>(0,1)),

I <c/ / |uh]|26xp( tQ(STM )))d dt

onde C' é uma constante que nao depende de h. Logo,

/OT/ /Ol{ﬁmngL%'uwz ﬁ,u ‘2}exp< t2(8T¢( )))d it

v 259 (1)
< [h] |2 — dxdt + I.
_C'/O /0|u$|exp( t(T—t))x + I
ou seja,

< L.

(4.9)
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Tomando s > sg suficientemente grande, garante-se que

(=)

O préximo passo é mostrar que I, — 0, quando A — 0. De fato, como

259(2)
— <1
e“’p( t<T—t>) a
deduzimos que,

L :2%/'/ﬁ = (WW%W(ﬁ%%%>Mﬁ

< / / (a(u)un) — a(wyul Fdvdt

Agora, de (4.7), (a(u)u,)™ € L?(0, T, L*(0,1)). Logo pelo teorema 1.9.

(a(u)u)™ = a(u)u, em L*0,7T", L*(0,1)), quando h — 0.

Também, como a(u) € L=(0,T", L=(0,1)) e u, € L*(0,T",L*(0,1)) o mesmo Teorema ga-

rante que
a(wul” = a(u)u, em L*0,T",L*(0,1)), quando h — 0,

Logo,

Iy, — 0,quando h — 0,

e de (4.9) concluimos que

[ [ {martot + (s - ) oY e (2580 o

quando h — 0. Consequentemente, quando h — 0,

[h] |2
/ /{ﬁ“| }Mﬁéo

u =0 em L*(0, T, L*(0,1), quando h — 0.

garantindo assim que

Por outro lado, segue das convergéncias anteriores (e do Teorema 1.9) que ul") — u em

L*(0,T', L?(0,1)). Logo, pela unicidade do limite,
u=0 em (0,7") x (0,1).
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Como, 0 < T' < T é arbitrario
u=0  em(0,7) x (0,1),
0 que completa a demonstracao.

Lema 4. Seja L > 0, e T > 0 dois nimeros reais, e seja w C (0, L), um conjunto aberto

nao vazio. Se w € L=(0,T, H'(0, L)) e solugdo de:

g + Uy + a(w)ty + Upee =0, em (0, L) x (0,7T)
uw(0,T) =u(L,t) =0 , te(0,7)
u=0 , emw x (0,7,

com a € C°(R), entio u =0 em (0,L) x (0,T).
Demonstragao:

Sem perda de generalidade podemos supor que w = (ly,l3) com

0<L <l <L

Seja,
Iy + 1o
[ = )
2
Logo,
g + g + a(w)ty + Upee =0, em (0,1) x (0,7)
w(0,4) =0 , te(0,7)
u=0 ,em (Iy,1) x (0,7).

Pelo Lema anterior, temos que
u=0 em (0,1)x (0,7).
Considere agora uma fungao v = v(z, t), dada por
v(x,t) =u(L —z,T—t) em (0,L—1)x(0,7).

Como

V¢ = —Ut
Ve = —Ug
Vpzx = —Uzza
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v € solucao do problema

U+ + a(v)Vy + Ve =0, em (0, L —1) x (0,7)
v(0,t) =v(L, T —t)=0 , te(0,7)
v=0 , em (L —1Iy, L—1)x(0,T).

Novamente, o Lema anterior nos garante que
v=0em (0,L—1)x(0,7).
Assim u =0 em (I,L) x (0,7). Logo,

u=0 em (0,L)x (0,7).
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