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Resumo

Modelamos o problema das ondas longas fracamente nao lineares de superficie
em aguas rasas, chegando ao modelo de Boussinesq que, entre outras caracteristicas,
apresenta os efeitos dispersivos e nao-lineares equilibrados. Mostramos um Teo-
rema que garante a existéncia e unicidade da solugao de um sistema de equagoes
diferenciais parciais semi-linear e hiperbdlico. Usamos esse fato para provar que
as solugoes do sistema de Boussinesq aproximam a solucao das equacoes de Euler
neste contexto.

Palavras Chaves: Equacoes de Euler, sistema de Boussinesq, Sistema semi-linear

hiperbdlico, ondas longas de superficie em aguas rasas.



Abstract

We model the problem of propagation of weakly nonlinear long waves in shallow
water, leading to a Boussinesq Systems wich present dispersive and non-linear efects
balanced. We first prove a theorem wich ensures the existence and uniqueness of
solution to a hyperbolic semilinear system. We also show that the solutions of
Boussinesq systems are good approximations to Euler equations in this context.
Key words: Euler equations, Boussinesq’s systems, semilinear hyperbolic systems,

weakly nonlinear long wave water waves.
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Introducao

Uma onda solitaria é uma onda de agua rasa que consiste do deslocamento
singular da dgua acima do nivel médio da dgua. Podemos observar tal fendmeno
em situacoes como a propagac¢ao de um tsunami, escoamento costeiro e o fendmeno
da pororoca que ocorre na regiao amazonica em certos periodos do ano.

O primeiro relato de observacao de uma onda solitaria data de 1834, quando
entao um engenheiro néutico, J. Scott Russel observou no canal, que vai de Edin-
burgo a Glasgow na Escécia, uma onda se propagando na superficie da dgua sem
se atenuar. Russell relatou tal observagao em um jornal da Associagao Britanica
em 1844. Esse fenomeno inspirou Russell o que o levou a fazer experimentos para
provar a existéncia dessas ondas e estuda-las.

A pergunta que se seguiu foi como se obter um bom modelo matematico para
descrever tal fenomeno. As teorias que estudavam ondas nesta época, contradiziam
a situacao observada. Porém, alguns anos depois, Boussinesq em [5] e Korteweg e
de Vries (K-dV) em [12] obtiveram modelos razoaveis para descrever o problema.

Desde a ultima metade do século passado, esse problema readquiriu interesse
da parte da comunidade cientifica devido ao aparecimento dos mesmos modelos

em outros contextos (fisica dos plasmas, sistemas Opticos, redes cristalinas, cadeias



atémicas e macromoléculas, em meios eldsticos). As equagoes de evolugdo nao
linear, que modelam propagacao de ondas, levam em conta tanto os efeitos nao
lineares quanto os dispersivos. Quando estes dois efeitos estao equilibrados, ocorre
o fenomeno que denominamos de uma onda solitdria.

De forma geral, o problema de uma onda num liquido ideal consiste em descrever
o movimento da superficie livre e a evolucao do campo de velocidade da camada
superficial de um fluido perfeito, incompressivel, irrotacional sobre a influéncia da
gravidade e de fundo liso. Numa aproximagao continua, este fenomeno é descrito
pelas equacgoes de Euler. Estas nos fornecem um bom modelo de ondas irrotacionais
na superficie da agua, que sao ondas onde os efeitos dissipativos e de tensao superfi-
ciais podem ser ignorados. Em muitos campos, estudos de laboratorios e aplicagoes
em engenharia , as equacoes de Euler completas parecem mais complexas do que
precisam para modelar a situacao apresentada, consequentemente tem aparecido
muitos modelos assintoticos obtidos a partir das equagoes de Euler aplicando-se
restrigoes fisicas.

Recentemente, Bona-Chen-Saut em [2] e Bona-Colin-Lannes em [4] apresen-
taram uma derivacao sistematica dos sistemas abcd de Boussinesq dado por

U +V(+e (3VIUP +aAV( - bAJU) =0

So. (1)

obtidos das equacoes de Euler em um regime de ondas de superficie longas e fra-
camente nao lineares em aguas rasas. Aqui ¢ é o desvio da superficie livre do seu
estado inicial e U é uma aproximagao para a velocidade horizontal em uma de-
terminada profundidade. O regime que se considera aqui, é o de altura média do

fluido aproximadamente constante igual a h, de amplitude baixa a, comprimento



de onda longo A. As condi¢oes mencionadas, implicam que

2

a h
h<< Y ILL )\2<< ?

~ 1.

E =

=l

As constantes a, b, ¢ e d sao parametros do modelo sujeitos a restricao a+b+c+d =
%. Além disso, a parte direita dos sistemas abed de Boussinesq deveria ser, de fato,
O(£?).

Este sistema se degenera nas conhecidas equacoes K-dV ou Benjamin-Bona-
Mahony (BBM) no caso unidimensional, para uma onda viajando em uma tnica
direcao.

O objetivo do presente trabalho é, primeiramente, reobter a familia de sistema
(1) a partir das equagoes de Euler no regime mencionado. Em seguida, mostrar
que as solucoes do sistema de Boussinesq aproximam as solucoes das equacoes de
Euler em um tempo de existéncia fisicamente razodvel (de ordem O(2)). Este tipo
de resultado foi provado para a equacao K-dV por Craig em [6] e para o sistema de
Boussinesq em [4]. Para obter tal resultado vamos precisar de uma teoria de boa
colocacao para sistemas hiperbdlicos semilineares.

Este trabalho contém essencialmente 4 capitulos. O primeiro é reservado apenas
para formalizarmos algumas notacgoes e resultados basicos que serao utilizados ao
longo do texto. Nem todos estao devidamente detalhados e por nao serem nosso
objetivo central.

No Capitulo 2, estudaremos com detalhes as equacoes de Euler e as equacoes
que dela resultam tendo-se em conta as devidas restrigoes, e diferenciando cada
modelo com sua respectiva particularidade fisica e matematica. Observando que

esta derivacao assintética é puramente formal.



Ja no Capitulo 3, uma abordagem mais matematica se faz necessaria, onde
enunciaremos e demonstraremos um resultado de existéncia e unicidade para um
sistema semi-linear hiperbdlico. Este resultado nos sera tutil no capitulo seguinte,
para provar rigorosamente que as solucoes dos sistemas de Boussinesq aproximam
bem as equacoes e Euler.

A maior parte deste trabalho é baseada nas notas de aula do Professor David

Lannes [13].



Capitulo 1

Resultados Preliminares

1.1 Notacao

A seguir, apresentaremos algumas notacoes que serdo uteis ao longo do texto.

Por comodidade, nas varias desigualdades que aparecem no texto, frequente-
mente denotaremos por um mesmo ¢ uma constante positiva, mesmo essa repre-
sentando quantidades distintas de uma expressao para outra.

Dados a = (ay, ay, ...,aq) € N e o = (21,73, ..., 74) € R? define-se,

o a .00 00 Qg
la| =a1 +ag+ ... + g, 2% = 272522y

Por D* denota-se o operador de derivacao de ordem « definido por

olel

09 10%21x,...0% 1,

e para a = (0,0, ...,0) define-se D°f = f para toda fungao f. Por 9;, para j =
1,2, ...,d representa-se a derivacao parcial %.
J

Sejam E e F' dois espacos topoldgicos com E C F. Para indicar que a imersao

de E em F é continua sera usada a notacao F — F'.



Por € representa-se um subconjunto aberto do R%. Ser4 fixada em € a medida,
de Lebesgue dx.
Seja f : R — C uma fungdo mensurdvel no R? denotaremos por supp(f) o

conjunto

{r e R?: f(x) # 0}.
Se 1 < p < oo entdo representa-se por LP(€2) o conjunto de todas as fungoes

mensuraveis f : @ — C tais que |f|? é integrdvel e para cada f € LP(2), || f]|L

fller = ( / \f(ar)\pd:v> "

Quando p = oo, L*(£2) denotard o conjunto de todas as fungdes mensuraveis essen-

denotara

cialmente limitadas em €2, com a norma

[ £l = sup ess|f(x)].

p
loc

Denotaremos por L7 (Q),1 < p < o0, o espago das fungoes f : Q@ — C

mensuraveis em §2, satisfazendo
/ |fIPdz < 0o, VK C € compacto.
K

Sejam u e v fungdes complexas definidas no R%. Considera-se a convolucao u v

das fungoes u e v, isto é,

(weo)e) = [ ule—got)ds = [ ot =iy

Rd
Representa-se por C§°(£2) o espago vetorial das fungoes complexas definidas em
(2, com suporte compacto, possuindo em (2 derivadas parciais continuas de todas

as ordens. Os elementos de C§°(2) sao denominados fungoes testes em Q.



Uma funcao ¢ € C*(R?) é dita rapidamente decrescente no infinito, quando

para cada k € N tem-se
Hg}ﬁgloop(x)l?%(x) =0
para todo polinomio p de d variaveis reais e a € N

Chamaremos o conjunto das fungoes rapidamente decrescente no infinito de
Espaco de Schwartz e o denotaremos por §(IR%). Considerando este espaco vetorial,
definiremos a nocio de convergéncia em 8§(R?) por: uma sucessao (¢,) de fungoes
de §(R?) converge para zero quando, para todo k € N a sucessao pi(ip,) converge
para 0 em R. A sucessdo (¢,) para ¢ em S$(R?) se (pr(¢, — ¢)) converge para 0
em R para todo k € N.

As formas lineares definidas em §(R?) continuas no sentido da convergéncia
definida em §(R?) sdo denominadas distribui¢des temperadas e denotamos este
espaco por §'(R%).

Vamos chamar de espaco das fungoes de crescimento lento, e denotar por
Q>*(R%) o conjunto de todas as funcoes ¢ : R? — C tais que ¢ € C® e Va €
N 3¢ > 0,3k € N tal que [0%¢(z)] < (1 + |z))*. Se f € Q®(RY) ¢ T € §'(RY),
definimos 7" : 8'(R%) — C por (fT, ) = (T, f¢), Vo € §(R?).

Definimos, para uma funcao f € L'(R?), sua transformada de Fourier, como:
F()e)=c [ flx)eda
R4
onde ¢ = W ex-& =18 + 6o + ... + x4€4. Denotaremos também F(f)

por f . Por outro lado, denotaremos por f a Transformada de Fourier Inversa de

f € LYR?) que ¢é dada por:

f) =37 () = | fle)ede



Além disso, adotaremos a seguinte notagao como padrao para multiplicadores

de Fourier: para toda f € L®(R?Y) e u € L*(R?), f(D)u é definida por

Sejam Q um aberto do R, 1 < p < oocem € N. Se f € LP(Q), f possui
todas as derivadas no sentido das distribui¢oes. Porém D*f, nao é em geral uma
distribuigao definida por uma fungao de LP(2). Quando D®f é ainda uma fungao
de LP(Q2), define-se um novo espago denominado Espago de Sobolev. Representa-
se por W™P(Q) o espago vetorial de todas as fungoes f de LP(2) tais que para
todo |a| < m, D*f pertence a LP(Q2), sendo D*f a derivada de f no sentido das

distribui¢oes. Para cada f € W™P(2) define-se a norma de f por:

1/p

s = | 3 [ IDf@Pds | 1<p<os

laj<m

Ifllwmee =) supess|D* f(x)].

|laj<m

Os espagos W™P(Q)) sao denominados espagos de Sobolev.

O caso particular p = 2 é de especial interesse.

Para todo s € R, denotamos por A® o operador de derivagao fracionario definido
por

Asu(€) = (1 + [¢]%)*/%0(€), Vu e LA(RY).

Desta forma, definimos por H*(R?) o espaco de Sobolev, quando p = 2, formado

por todas as distribuigoes f tais que

IA°flL2 < oc.



Isto 6, H*(RY) = {f € 8'(R?) : (1+]-]>)*2f € L*(R?)}. Observe que se f € H*(RY)

entao f é uma fungao mensuravel. Introduzimos a norma

w={ [aswrrifera)

associada ao produto escalar

/]

(Fa). = [ 0+ Py i

Observe que (H*(R%), (+,+),) é um espaco de Hilbert. Além disso se f é uma fungao

vetorial, isto é, f : RY — R"™ podemos definir H*(RY)" = H*(R% R"), com a

1/2
2
Hs ’

norma

f |z = {ZHM
i=1

onde f; sao as coordenadas de f.

1.2 Formulacao Lagrangeana

Existem duas maneiras de especificar o movimento de um corpo fluido em uma
dada regiao do espaco. Na formulacao denominada de Euleriana, definimos uma
regiao fixa onde o comportamento do fluido serd estudado. Na formulagao de-
nominada de Lagrangeana definimos uma regiao material, ou seja, formada por
um conjunto de particulas do fluido. Aconteca o que acontecer, estaremos sempre
olhando este conjunto de particulas. E como se pudéssemos pintar uma regiao
do corpo fluido para entao observarmos sua dinamica. Neste caso denotamos a
regiao por §). Note que esta regiao depende do tempo, ou seja, Q(t). Conforme as

particulas ”pintadas”se movimentam 2 se deforma.
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Na formulagao Lagrangeana as grandezas do escoamento sao especificadas como

fungdes do tempo e da particula do fluido identificada por um parametro (como
. — — ~ s , .
se fosse uma etiqueta): T (t,xg). Esta representagao nos da a particula do fluido
. — . o e .

que no instante ¢ se encontra em ', mas que no instante inicial se encontrava na

o~ = — — z : s :
posicao xg. Logo T (t, zg), parat € [0, T], descreve a 6rbita da particula, localizada
o e . — . ~
inicialmente em 3, durante o intervalo de tempo de duracao T

Traduzindo o Pardgrafo anterior de forma a utilizar objetos/conceitos matematicos,

definimos a aplicacao do escoamento ¢y:

Py - :L_‘>0 — ?(ty R)

Esta aplicacao ¢; leva a configuracao inicial do corpo fluido na configuragao
~ — = m
final. Se fixarmos o parametro zj, temos uma representacao matematica para a
R . , . e . . 1. — —
orbita descrita pela particula, que no instante inicial ¢ = %, residia em x = zg.
Observe que estamos pressupondo o conhecimento desta funcao ¢;, que na maioria
das vezes nao é facil de obter.

Consideremos no instante t a particula do fluido representada por:

€1 (ta x—‘{])
T(,70) = | wo(t, 7)
xS(ta x_>(])
A aceleragao da particula é dada por:
U1
dQ.ZCi d dIl
W(th_é) = —tﬁ)(?(t, ?0),15), onde ﬁ) = |uy € Uu; = E, = 1, 2, 3
ug
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Ou ainda por componente:

d%i
dt

B Ou; dry  Ou; dze  Ouy % ou;

C Oxy dt +8x2 dt +8x3 a o

(t; @o)

Usando a defini¢ao de cada componente de velocidade

dz.fEi — 0

dt

O, +u +
Ory | “Oxs Ot

ox

Uy
+ us
1

E, com uma notagao mais condensada temos que

PTGy = (T V)T + oU _ —Dﬁ(7(t) )

dez Y ot — Dt o

Definimos entao o operador diferencial
D — 0
— = (U - —. 1.1
o = (U V)+ o (1.1)

Este operador é conhecido como derivada material (pois acompanha a particula)

H
ou derivada de transporte, onde o transporte é feito pela grandeza U .

1.3 Resultados Basicos

A seguir, serao apresentados alguns resultados que serao utilizados ao longo
de nosso trabalho. Por motivos de objetividade algumas demonstragoes foram

omitidas, porém podem ser facilmente encontradas nas respectivas referéncias.

Teorema 1.3.1. Seja F um campo vetorial de classe C' definido em R3, exceto
possivelmete em um numero finito de pontos. As sequintes afirmacoes sao equiva-
lentes:

(i) F é um campo gradiente de alguma funcdo f, isto é, Vf =F;

(i1) rot F = 0.
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Este resultado pode ser visto em [16], paginas 289-291.

Lema 1.3.2. Para todo 6 > 0, existem constantes c1,cy que dependem de 6 tais
que

cr(a® + %) < (a+b)? < cy(a® +1%)), Va,b>0. (1.2)

Demonstragao: Podemos supor a > 0,b > 0. Além disso (1.2) é satisfeita se

e somente se

(1)) 2 (- () <0 (1)),
Logo, basta provar que

a(l+2”) < (1+2) <c(1+2%, Vo>0.

(1+a)®
1+xf

Considere a funcao f(z) = e note que lim, .o f(z) = 1, logo, como

f(x) > 0 e é continua sobre seu dominio, segue que existe cy(#) > 0 tal que

(1+2)°
1+ 2

< CQ(@).
Usando o mesmo raciocinio é facil ver que existe ¢;(6) > 0 satisfazendo (1.2). m
Agora iremos generalizar o que for possivel para distribuicoes em 8'(RY). Antes

porém, apresentaremos uma caracterizacao para o Espaco das Distribui¢oes Tem-

peradas, ou seja, um funcional linear
T:8RY) — C
p— (T, ¢).

Proposicao 1.3.3. Um funcional linear T : 8'(R?) — C pertence a 8'(R?) se e

sé se 3le> 0,k € N tal que (T, 0)| < ¢, 1512k 1€llas: Vo € S(RY).
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A demonstragao deste fato pode ser vista em [9], capitulo 3.

Em primeiro lugar definiremos o complexo conjugado de um distribuigao tem-
perada T € 8'(R%) como (T, ¢) = (T, ) Yo € $(RY).

J4 a reflexdo de uma distribuicao temperada T é dada por (T, o) =(T,¢) Yo €
$(R?). E utilizando a Proposicao 1.3.3 mostra-se que T' € §'(R%).

Uma consequéncia imediata desta definicao é que

(08, 0) = (08, &) = (Or, p(—)) = @(—k) = (5, ).
E portanto, 0, = d_.
Por fim, vamos definir a transformada de Fourier de uma distribuicao tempe-
rada: seja T € 8'(R%), T é dada por (T, ¢) = (T, $) Vi € S(R?).
Para mostrar que T’ € §' (RY) note primeiramente que T é linear. Além disso,

Je > 0,k € N tal que

(T =KL @) =c D ldllas<c D lelas.

lel,|B<k o), 81<ko

Segue destas defini¢oes que :

—

((RT), ) = (RT, §) = (T, 9) +

Mas observe que

Logo

—_~ 1 N
Dai podemos concluir a seguinte férmula

@”:%(f+%>. (1.3)
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Teorema 1.3.4 (Desigualdade de Young). Se f € L*(RY) e g € LP(RY) com

1 <p<ocoentio fxge€ LP(RY). Além disso, vale

1 * glle < 1 F e llgllze-

Teorema 1.3.5. Se s € R entao H*(R?) é um espaco de Hilbert. Além disso,

(i) se s > r entdo H*(R?) — H"(R?).

(ii)(Lema de Sobolev) Se s > d/2 + k vale H*(R?) — C* (R?)
Teorema 1.3.6. Seja s > 0. Para todo s' € [0,s) e f € H*(R") temos que

Al < L1271

1-s'/s
oo

Demonstracdo: Fazendo 6 := £ € [0,1) temos que

nmg:/u+m%ﬁw&xa/uﬂwWM@Wmmw%®
Rd Rd

Usando a Desigualdade de Holder segue que

02 7
2\s| £ 2 A 2
e < { [ @+ igerifora) { [ 1erac
Logo,
1 e < DN IR = I AIE.

Lema 1.3.7. Para todo s > 0,f € HSNWY>® eu € H1 N L*>® temos que

1A%, flulle < Coa([[fllmsl[wlloo + IV Fllsol ]l rs-1)-

Este é um resultado mais delicado cuja prova podera ser encontrado em [10].
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Proposicao 1.3.8. Seja { f,} uma sequéncia em H, onde H é um espago de Hilbert.

Se {fn} converge fracamente para f e {||f.||n} converge para || f||lg entio {f,}

converge para f em H.

Demonstragao: Como H é um espago de Hilbert segue que

Usando as duas hipdteses temos que || f, — f||% — 0, donde f, — fem H. =



Capitulo 2

Modelagem de Ondas de

Superficie em Aguas Rasas

Neste Capitulo estaremos interessados em modelar a equagao em que trabal-

haremos.

2.1 Apresentacao do Problema

Aqui estaremos interessado nas ondas de superficie de um fluido. Em principio,
um fluido é um liquido ou um gas, porém em nosso estudo estaremos interessados
apenas em liquidos, ou seja, em fluidos com o volume bem definido.

Um aspecto relevante no estudo de fluidos em geral, é a sua viscosidade. Todo
fluido possui uma viscosidade, que é a responsavel pelo efeito de friccao. No sentido
popular, a viscosidade indica quao “grudento”é o fluido. Em nosso estudo, vamos
considerar o fluido nao viscoso.

Outro aspecto importante, é a incompressibilidade do fluido em que estaremos

16
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S

z=-h

Z, 7

interessados. Diremos que um fluido é incompressivel quando a sua densidade for
constante.

Além disso, exigiremos que este fluxo esteja na presenca de um campo de gravi-
dade constante e seja irrotacional. Estamos supondo ainda que o fundo é liso e
impermedvel.

O objetivo é determinar a evolugao da superficie do fluido, que no nosso caso é
representado por uma interface ar-agua.

Para resolver este problema utilizaremos uma formulacao Euleriana, ou seja, as
grandezas do escoamento serao especificadas como funcao da posi¢ao e do tempo.

Consideraremos o fluxo bidimensional ou tridimensional e denotaremos por
d (d =1 ou d = 2) a dimensao horizontal do fluxo.

Denotaremos por X = x quando d = 1 ou X = (z,y), quando d = 2, as
variaveis horizontais do espaco e por z a coordenada vertical.

Além disso, z = ((t, X) é a parametrizagao da superficie do fluido no instante ¢
(z = 0 corresponde ao fluido no repouso) e h é a profundidade do fluido no repouso.

O problema das ondas de superficie consiste portanto em determinar a funcao
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¢, de maneira exata ou aproximada.
Notagao: Denotaremos sempre por Vx . o gradiente tomado em relagao a X e
z, e por V o gradiente relativo exclusivamente a variavel horizontal X. Utilizaremos

as mesmas convencgoes para o Laplaciano.

2.2 Equacoes de Euler com Superficie Livre

Denotaremos por v := (V,w) € R? x R o campo de velocidade do fluido, onde
V =wv; ouV = (v1,v3) dependendo da dimensao horizontal, P o campo de pressao,
p a densidade do fluido e g a aceleracao da gravidade.

As equagdes que regem o movimento do fluido sao dadas por:

e Incompressibilidade: A equacao para a Conservacao de Massa nos diz que

dp B
E—l—v-(pv)—().

Utilizando que
Ve(pv) =pV-v+(v-V)p
em (1.1) temos que

1Dp

- - _V.v.
p Dt M

Neste caso estamos trabalhando com um fluido incompressivel, ou seja,

1D
1Dp _
p Dt

Logo
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e Balancgo das forgas (Equagao de Euler): Usando a férmula (1.1) para ace-

leracao particular a temos que

1
a=0v+v -Vx,v= —;VX7ZP +g. (2.2)

e Irrotacionalidade:

rot v = 0. (2.3)

Além destas, devemos ainda acrescentar equacoes que descrevam as condicoes
de contorno da superficie no fundo. Estas condi¢oes devem exprimir o fato de que
nenhuma particula do fluido é transportada através dele. De maneira geral, uma
superficie dada implicitamente por uma relac¢ao do tipo (¢, X, z) = 0 vai satisfazer
a condicao de nao transportar nenhuma particula do fluido através dele se e s se

sua derivada de transporte é nula. E portanto por (1.1) temos que

DY
E = (&5 + V.VX,Z)E = 0.

Observe que para o fundo temos que X(¢, X, z) = z + h, logo
(O +Vv.Vx )X =0(2+h)+ (V,w).Vx.(z+h)

=0+ (V,w).(0,1).

A condicao acima implica portanto que
w=0 em z=—h. (2.4)

Ja para a superficie livre temos (¢, X, z) = z — ((t, X) donde

(O +Vv.Vx )E = (0 +V-Vx.)(z—((X,1))

= LX) v (0,1) — vV xLC(X, ).
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Novamente usando a condicao de que nenhuma particula do fluido é trans-

portada através dele temos que

. v/
0, = v em z=((t,X). (2.5)

1

Além disso, temos que dar uma condi¢ao de contorno final relativa a pressao.
No caso de uma interface agua-ar podemos negligenciar os efeitos de tensao da
superficie e supor a pressao constante no exterior do fluido. Ainda que renorma-

lizemos, podemos supor que essa constante é nula. Dai, temos a seguinte condic¢ao:
P=0em z=((t,X). (2.6)

As equagoes de (2.1) — (2.6) sdo as equagoes de Euler com superficie livre.

2.3 As equacoes de Bernoulli

Como o fluxo em que estamos interessados apresenta caracteristicas irrotacional
e incompressivel, temos pelo Teorema 1.2.1, que existe um potencial de velocidade

¢ tal que v = Vx ¢ e que satisfaz a equacao de Laplace
Ax .¢ =0 no interior do fluido (2.7)
porque divVx ¢ = Ax .¢. Dai, podemos reescrever o equilibrio das forcas como:
1
ath,z¢ + VX,Z¢ : vX,zvX,z¢ - _EVX,,ZP + 8.

Donde,

1 P
Vx.000+ Vx,. <§|Vx,z¢\2> + vX,z; —g=0.
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Segue portanto que,
Vx. (6@ + %\VX,ZW + % + gz) =0.
Integrando em relacao a variavel espacial obtemos
0y + %‘VX,z¢|2 + % + gz = f(t) para —h <z <((t,X)

onde f(t) é uma constante de integragdo que s6 depende de ¢. Substituindo o
potencial de velocidade ¢ por ¢ + fot f(t), podemos supor que f = 0. Combinando

essa equagao com a condi¢ao no bordo sob a pressao dada em (2.6), obtemos
1
019 + 5|VX,Z¢|2 +9¢=0 em z=((t,X). (2.8)

Podemos ainda reformular as condigdes no bordo (2.4) e (2.5) usando o potencial

de velocidade por

-V¢ V¢
atC: ’ e ZZC(t7X)7
1 0.¢
ou seja
0+ V(- Vo=0.¢0 em z=((t,X) (2.9)
e
0.0=0 em z=—h. (2.10)

A equagao de Laplace (2.7) e as trés condi¢oes no bordo (2.8) — (2.10) formam

as equacoes de Bernoulli com superficie livre.



22

2.4 Reescrevendo as equacoes utilizando o poten-

cial de velocidade na superficie

Uma forma interessante das equagoes (2.8)-(2.10) pode ser obtida introduzindo

w(tv X) = ¢(t7 X7 C(tv X)),

isto é, o valor do potencial de velocidade na superficie.

Note em primeiro lugar que se ( e v sao conhecidas entao o potencial de veloci-
dade ¢ é inteiramente determinado em todo o fluido pela equagao de Laplace (2.7)
com condicao de Dirichlet ¢ = 1) na superficie, e condicao de Neumann homogénea
no fundo. Em particular, o conhecimento de ¢ e ¢ determinam 0,¢ |,—c.

Podemos entao introduzir o operador linear Z(() definido por

Chamamos o operador Z(() de operador de Dirichlet para Neumann.

Observe que, pela regra da cadeia

O = 019 |.=¢ +0:¢ |.=¢ OiC
= at¢ |z:( +atCZ(C)w7
e de forma andloga,
Vi) =V |.—¢ +0:¢ |.=¢ V(

= Vo g +Z(UVC.

Dal, usando (2.9) e que v = Vx . ¢, substituimos em (2.8) e obtemos:

0 — C(Z(C) + 5199 — (Z(QW)VCP + 1Z(C0l2 +9¢ =0
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Donde,

00t~ (VG 1T - (Vi) e (Z(Q))
43IV = (2P + 512U +9¢ = 0.
Logo
0+ V¢ (V9 — ZQUVOZ(O) — (ZQu)? + 5] VoP

L IVCR(ZIO + L2 — T¢- VOO + ¢ = 0.

Segue dai que,

0ub — IVCP(Z(QW)? — 52 + 5IVel + S IVCPZ(0) + 4 =0.

E portanto,

1+ V¢

0w+ 51Vl - (20w (]

)+g<=0. (2.11)

Substituindo agora em (2.9) obtemos:

9i¢ + VC(VY = Z(OPVE) = Z(()y.

O que implica,

¢ + V(- Vi — [VCP(Z () — Z(Ow = 0.

Obtendo assim,

0,C + V¢ VY = (IVCP + 1)(Z(Qv) = 0. (2.12)

Ao contréario das equacoes de Euler ou de Bernoulli com superficie livre, esta
formulagao tem a vantagem de possuir um dominio fixo (equagoes de evolugao sobre

R%), que facilitard a analise matemética.
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2.5 Modelos Lineares

Quando o fundo é liso, os modelos lineares sao obtidos simplesmente negligen-
ciando os efeitos nao lineares das equagoes introduzidas acima. A partir por exem-
plo da formulagao (2.11) — (2.12) é suficiente portanto escrever a linearidade em
torno de (¢, () = (0,0) (pois Z(() ¢ linear com relagao a v, logo fixamos ( = 0 que

é a posicao de equilibrio), isto é

O +9¢C =0

¢ — Z(0)¢ = 0.

(2.13)

O operador Z(0) pode ser calculado explicitamente.

Lema 2.5.1. Utilizando a notagao usual para multiplicador de Fourier, temos que

Z(0)¢ = D] tanh(h|DI)y.

Demonstracgao: Com efeito, note que

;

Ax.6=0 em R? x (—h,0)

p=1 em z=0

0,0=0 em z=—h.

\

Aplicando a transformada de Fourier na variavel X obtemos:

(

020(€) + [€?6(€) = 0
$(£,0) = (&)

\ 82&(57 _h) = 0,

cuja solucao geral é:

G(&,2) = c1(€)ell + cpe =,
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Isto significa que {e/¢/* e7¥1#} § uma base linearmente independente para o
conjunto de solugoes do problema. Logo sinh(|€|z) e cosh(|{|z) também é base

linearmente independente para o conjunto solugao do sistema. E portanto existem

AL(€) e As(€) tais que

~

d(&,2) = A1(€) cosh(|€|z) + Ag(§) sinh(|€]2).

Logo, ¢(£,0) = Ay (€) = 9(€), donde
A€, z) = (&) cosh(|€]z) + Ax(€) sinh(|¢)

0:6(¢,—h) = 0.

Segue dai que

0.0(&, 2) = ¥(€)|¢] sinh(|€]2) + As(€)[¢] cosh(|€]2),

o que implica que

~

Y(§) sinh(|£]h)
cosh(|¢|h)

Az(f) =

E portanto

~ ~ cosh(|¢|(z +h))
08 2) = cosh([€]h)

P(§).
Usando a notacao padrao para multiplicadores de Fourier introduzida nas preli-

minares, temos que

cosh((z + h)|DJ)
cosh(h|D|)

¢(X’ 2) = .

Agora, uma vez que por defini¢ao Z(0)y) = 0,¢ |,—o deduzimos

Z(0) = D tanh(h| D|)¢.
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Resolvendo (2.13) obtemos que a elevacao da superficie do fluido ¢ é dada pela
equacao

92¢ + g|D|tanh(h|D|)¢ = 0. (2.14)

A propagagao de ondas planas por (2.14) é um aspecto fundamental do estudo
da equagao linearizada. Em geral, uma onda é uma oscilacao espago temporal de

pulsacao w € R e de ntimero de onda k € R?, isto é

¢ =acos(k -x—wt), (2.15)
onde a € R é a amplitude da onda plana. (Que ndo desempenha nenhum papel
especial, porque a equacao (2.14) é linear.)

Lema 2.5.2. Quando

w? = g|k|tanh(h|k|) (2.16)

temos que ¢ definida em (2.15) € solug¢ao de (2.14). Chamamos (2.16) de relagdo

de dispersao da equagao (2.14).
Demonstracao: Primeiramente, é preciso calcular
A(z) := |D|tanh(h|D|) cos(k - X — wt).

Aplicando a transformada de Fourier obtemos que

A(€) = {|D| tanh(h|D]) cos(k - X — wt)}(€)
(2.17)
— |¢] tanh(hl¢]){eos(k - X — wt)} (£).

Note que cos(k - X — wt) = R(e!®&X=wt) além disso,

{elleX—wh1r — gt foikeX1s oy §/(R). (2.18)
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Agora, 6, : §(R?) — C ¢é uma distribuigao temperada dada por (&, p) = o(k), Ve €

§(R%). Além disso, utilizando os resultados vistos no Capitulo 1 temos que

(O, ) = (0, @) = @(k)

Logo,

- 1

Ok = (27T>d/267ix'k em §'(R). (2.19)

Combinando (2.18) e (2.19), obtemos que
{ei(k-Xfwt) }A — {efiX-k}vefiwt
(2.20)
= (27T)d/25k6_Wt.

Da mesma forma é facil ver que
{emteX—whs — (9 )d/25_, et (2.21)

Agora, por (1.3), (2.20) e (2.21), temos que, dada ¢ € §(R?)

(k- X—wt) 1~ 1 (k- X—w ~ 1 i(k-X — ~ A=
({Re'CXm, g) = S((eF70) ") + S ([(e0X D) T, )
A d/2 ] It a/2
— ( 2) e—zwt<5k’(p> + ( 2) €ZWt<(5_k,g0>.
Segue por (2.17) que
(2ﬂ.>d/2

A(€) = [¢] tanh(R|€])

5 (5k67iwt 4 57k6iwt) )

Agora note que, f(&) = |¢] tanh(h|¢]) € Q*°(RY), donde

(for, @) = Ok, o) = [(K)p(k) = f(K) (O, ).

Logo,

(27T)d/2
2

A(ﬁ) = |k| tanh(h’kD (51438_th + 5_keiwt) )
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Como (f + §)(x) = (f + g)(x) segue por (2.20) e (2.21) que
A(z) = % tanh(h|k]|) (e"(k'xf“’t) + e’i(k'x"”t))
= |k|tanh(h|k|) cos(k - X — wt).

Por outro lado, se ((x,t) = acos(k - X — wt) entao
02 (x,t) = —aw? cos(k - X — wt).

Concluimos dai que w? = g|k|tanh(h|k|) se e somente se (2.13) é satisfeita e por-

tanto ((z,t) dada por (2.15) é solugao de (2.13). "

Observagao 2.5.1. O potencial de velocidade associado a onda plana (2.15) é

dado por

ag cosh(k(z+h)) .
X = — k- X — = |k|.
o(t, X, 2) o cosh(kh) sin( wt), onde k= |k|

Denotando por V' os componentes horizontais da velocidade e w o componente

vertical, temos que

agk cosh(k(z + h))

t,X,z) = = k- X —wt
V(t,X,z) =Vo w  cosh(kh) cos( wt),
e
agk sinh(k(z + h)) .
X,2) = 8.6 = k- X — wi).
w(t, X, z) = 0,¢ o cosh(kh) sin( wt)

Note que a energia (no caso a norma em L?) das ondas planas do tipo (2.15)
¢ infinita, mas a solugcdo geral de (2.14) pode ser escrita como a superposi¢ao de

ondas planas, mais precisamente, a solu¢ao geral de (2.14) é dada por

C(t,X) = / X k—wkt) £ (1) dk + / !X A8 (1) gk (2.22)
]Rd Rd

onde [ e g sdo as fungoes determinadas pelas condigoes iniciais e (2.16).
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Terminamos este paragrafo com uma palavra sobre a hipétese de dguas rasas.
Se as fungoes f e g de (2.22) estao localizadas perto de zero, de modo que podemos
supor kh < 1, ou seja, o comprimento de onda é grande em relacao a profundidade
entao temos que w(k) =~ \/ghk. Isso equivale a substituir formalmente a solugao
de (2.14) pela solugao de

O}¢ — ghA¢ = 0. (2.23)

Concluimos entao que a aproximacao em &guas rasas consiste portanto, em
primeira ordem, em substituir as equacoes de Euler com superficie livre por uma

simples equacgao de onda com velocidade /gh.

Observagao 2.5.2. Para ser mais preciso, w(k) ~ \/ghk néao é a aproximagdo que
¢ feita sobre a hipdtese de dguas rasas, mas w(k)t ~ \/ghkt. O que significa que o
erro aumenta com o tempo e que a equagdo de onda (2.23) nao pode fornecer uma

boa aproximacao para tempos grandes.

Observagao 2.5.3. De acordo com (2.5.1), o potencial de velocidade na superficie

é de ordem O (aX\/Z) (com X\ = 1) em dguas rasas.

Exemplo 2.5.1. Escoamento Costeiro: Considere uma onda de 50 centimetros
de amplitude sobre o planalto costeiro, onde a profundidade € de aprorimadamente
10 metros, e com 10 metros de comprimento de onda. Temos kh = 10/100 =
0,1 e podemos entao aplicar a aproximacao de dguas rasas. Logo a velocidade de

propagac¢ao € dada por /gh = 10m/s = 36km/h.

Exemplo 2.5.2. Tsunami no Oceano Indico: Neste caso, consideremos a am-

plitude da onda de 20 metros, a profundidade € de 6000 metros e o comprimento
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de onda é de 100 quilometros. Temos que kh = 6000/100000 = 0,06 e novamente
podemos utilizar a aproximacao de dguas rasas. A velocidade de propagacdo é entao

Vgh ~ 245m/s ~ 882km /h.

2.6 Modelos Nao Lineares

Como explicitamos na secao anterior, a aproximacao que consiste em utilizar, a
equagao de onda (2.23) em dguas rasas nao é vélida para tempos grandes. Assim, os
efeitos nao lineares, que foram negligenciados, também desempenham um papel na
dinamica da solucao ao longo do tempo. Por esta razao, nesta se¢ao apresentaremos
os mesmos modelos porém agora levando em conta a evolucao das ondas ao longo

do tempo e os efeitos nao lineares.

2.6.1 Desenvolvimento da equacao nao dimensional

Visando facilitar o estudo qualitativo das ondas de superficie, vamos colocar
as equagoes sob uma forma nao dimensional, isto é, escreveremos as equacoes em
funcao de novas incégnitas sem dimensao. A maneira de adimensionar um problema
depende da natureza do escoamento estudado. Aqui, destacamos 3 grandezas fisicas

fundamentais:

e Amplitude: denotamos pela letra a e representa a ordem de grandeza do

tamanho das ondas observadas.
e Profundidade: denotamos pela letra h.

e Comprimento de onda: é denotado por A. Tipico do fluxo observado, nova-
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mente é somente uma ordem de grandeza, pois pode ser dificil determinar o

comprimento de onda de um determinado escoamento.

E natural entao introduzirmos as quantidades sem dimensao (,z e X usando

as relagoes:

¢ = X

Y z =

Q |y

z X
h A

estas quantidades sdo sem dimensao e de tamanho O(1).

Observacao 2.6.1. Estamos supondo aqui implicitamente que o comprimento de
onda tipico do fluido é o mesmo em todas as direcoes horizontais, porém este
nao € necessariamente o caso. Para as ondas fracamente transversais por exemplo
(este € o quadro fisico que encontramos a equa¢io de Kadomtsev-Petviashuvili),
precisamos adimensionar as duas direcoes horizontais para dois comprimentos de

onda diferentes: T =15 ey = %

Para colocar sob a forma adimensionada as outras quantidades envolvidas nas
equagoes de Bernouilli (2.7)-(2.10), ou seja o tempo e o potencial de velocidade
¢, usamos as quantidades destacadas para o comportamento linear das ondas de
superficie em dguas rasas na secao anterior. Vimos que a velocidade dessas ondas

foi, em uma primeira aproximacao, /gh; é portanto natural adimensionar o tempo

por A/v/gh e o potencial por aXy/g/h de acordo com (2.5.3). Logo

5o
ax/g/h

Por fim, introduzimos dois parametros sem dimensao, u e €, dados por:

B R\ > _a
:u_ A 7€_h7

t =

t
A Vgh'
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como por definicao do nimero de onda, A = %, podemos também escrever p =
(kh)?. A condicao de dguas rasas dada na segiao anterior pode portanto ser escrita
como i < 1. O paramentro sem dimensao p mede o cardter do escoamento em
aguas rasas do fluido. Ja o parametro € é uma medida para a amplitude do fluxo.
Falamos de ondas de amplitude fraca quando ¢ < 1.

Agora podemos entao escrever as equacoes de Bernoulli com superficie livre

(2.7)-(2.10) sob a forma adimensional:

pA5p+ 026 =0, —1 <2< e, (2.24)

0:0 =0, z=-—1, (2.25)

D+ C + %8|V(]B|2 + %%\agéﬁ =0, Z=eC, (2.26)
;¢ +eV( -V — %agas =0, z=¢. (2.27)

Definimos

1;(57 X) = Q;(ﬂ)?u 6557)2) € Zu(e’—jé)z; = Z(ZE ’2166 :
Da mesma forma podemos dar uma versao nao dimensional das equagoes (2.11) e

(2.12)

o + S gelVip = 5 (54293 (24000) =0 9
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9:C +eVip - V( — (i + 52yv5|2) Z,(eC) =0 (2.29)
Uma anélise rapida das equagoes (2.24)-(2.27) pode nos dar uma interpretagao
mais matematica dos parametros u e €.
1 mede os efeitos dispersivos e € mede os efeitos nao lineares. Com efeito, se
e = 0 as nao linearidades desaparecem, e se y = 0, entdao 0,¢ = 0 e os efeitos
dispersivos sao anulados.
€

A relagao desses dois nimeros é chamada nimero de Stokes, S = L e mede,

portanto, a relacao entre os efeitos nao-lineares e dispersivos.

2.6.2 Modelos do Tipo Saint-Venant

Este modelo ocorre no caso de um escoamento em dguas rasas (1 < 1) mas de
forte amplitude (¢ ~ 1). Por isso o nimero de Stokes S > 1 e, de acordo com
a analise qualitativa da se¢cao precedente, esperamos por um fluxo fortemente nao
linear. Para simplificar a notacao, vamos supor € = 1 em toda esta segao.

Afim de obter um modelo assintético a partir de (2.28)-(2.29), vamos fazer um
desenvolvimento assintético das quantidades envolvidas nestas equagoes em funcgao
de p. A tnica dificuldade é o desenvolvimento de Z,,(¢)w.

Procuramos por uma solu¢ao aproximada de (2.24)-(2.25) com condi¢ao de

Dirichlet ¢ = em z = (, ou seja,

(

pAY + P =0, —1<z<(

¢ =1, 2= (2.30)
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Lembrando que estamos considerando ¢ = 1 procuramos uma solugao para

(2.30) da forma:

Gapp( X, 2) = do(X, 2) + i (X, 2) + 1262 (X, 2) + ...

substituimos entdo esta expressdo em (2.24), e escolhemos os ¢;,j > 0 de maneira
a anular os primeiros termos do desenvolvimento em termos de p da expressao en-

contrada. Para as condi¢oes no bordo serem também satisfeitas por ¢,y,, impomos

Po(X, () =v e ¢;(X.()=0 (j = 1) e que 0.¢;(X,—1) =0 (j = 0).
(
1AGy + 020 + PP APy + pdipr + P Agy + P02y + ... = 0,

G0 |:=c= V3 @ [.=c=0 Vj > 1, (2.31)

8Zq§j = O,Z =—1.
\

Supondo unicidade dos coeficientes em p, segue que para o coeficiente cor-

respondente ao termo constante:

(

029 =0
8z¢0 = Cl(X)
o |:=c= ¥ = = 1 (X) =0.
0.00(X,—1) =0
aqu() = 0, z=-—1
Logo,
qb() = C(X
= ¢o(X,2) = ¢Y(X)
¢0 |Z=<_ 1/]
Resolvendo agora para p:
AY+ 9291 =0
.01 = Az + ¢1(X)
8z¢1(X,—1):0 = :>01(X):A¢
0.01(X,—1) =0

¢1<X7 C) =0

\
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Donde
01(X, 2) :Aﬁﬂ%—{—A’gZ)Z—l—CQ(X) 2
= e(X) = ~Ad(S +0)
¢1(X,() =0

E portanto,

Agora, como formalmente, Z,,(¢)t =~ 0,0app |.=¢, vé-se facilmente que

Zu(O = p(1 + Q) AY + O(u?).
Substituindo Z,(¢) desta expressao em (2.28) e (2.29) (com ¢ = 1) e mantendo
apenas os termos de ordem O(1) em relagao a p, obtemos:

O+ + 5 VY[ =0,

OiC + Vb - VC + (1 + O)AY = 0.

Introduzindo U := V4 e tomando o gradiente da primeira equacao, obtemos as

equagoes de Saint-Venant (ou shallow water equations):

1
&U+V(+§WUF:Q (2.32)
e
WC+V-(1+QU)=0. (2.33)
Notagao: Quando d = 2 designamos por u e v as componentes de U (isto é
u
U= ). Quando d = 1, utilizaremos frequentemente a identificacao U = u.
v

Conforme haviamos previsto acima, estas equagoes deixam em evidéncia um
comportamento fortemente nao linear, os termos dispersivos, com efeito, foram
todos negliegenciados. As equagoes (2.32) e (2.33) sao hiperbdlicas, nao lineares e

conduzem ao aparecimento de choques (as ondas quebram).
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2.6.3 Um primeiro Modelo de Boussinesq

Neste modelo, estudamos um caso com escoamento em aguas rasas (4 < 1)
e de baixa amplitude (¢ < 1). Estamos supondo desta forma que o nimero de
Stokes S ~ 1, isto é, u ~ . De acordo com a analise qualitativa do paragrafo
(2.6.1), esperamos obter as equagoes assintéticas envolvendo tanto os efeitos dis-
persivos quanto os nao-lineares. Afim de obter um modelo assintético a partir de
(2.28)-(2.29), procedemos como no paragrafo anterior. E preciso para isto fazer um
desenvolvimento assintético de Z,(e¢)t¢ (com p = €) em funcdo de e. O método
é essencialmente o mesmo do paragrafo anterior, porém os calculos sao um pouco
mais delicados pois neste caso o dominio de resolucao da equagao de Laplace (2.24)
depende de um parametro pequeno (a superficie, com efeito, é parametrizada por

£(, e ndo mais por ¢ como para as equagoes de Saint-Venant). Vamos admitir que:

Z (e = —eAyYp — €2 GA% + gmp) +O(e?). (2.34)

Além disso, temos o seguinte resultado que nos da uma justificativa rigorosa do

desenvolvimento assintotico de Z.(e()v:

Proposigao 2.6.1. Seja k € N e ( € WF2>(R?). Entdo para toda v tal que

Vi € H*5(R?), temos que

|ZE(5C)1p —(eZ1 + 52Zg)|Hk+1/2 < E2C([¢]wrtzoe ) [ V| grss,

com

7y =N\ e Zy = — (%A% + gAw) .

Uma demonstragao desta proposi¢ao pode ser vista em [1].
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Substituindo Z.(() pela expressao (2.34) em (2.28)-(2.29) e omitindo os termos
de O(g?), obtemos:
O+ C+ 51V =0

0C + eV - VC+ AY + & (AAZ) + CAY) = 0.

Introduzindo U = V1 e tomando o gradiente da primeira equacao, obtemos um

sistema de Boussinesq:

QU +V(+:sVIUP =0
(2.35)

H(+V-U+e(V-(CU)+3AV-U) =0.

Novamente nossas previsoes baseadas na andlise qualitativa do paragrafo (2.6.1)
sao verificadas uma vez que constatamos o aparecimento de um termo dispersivo

(na ocorréncia de AV - U) na mesma ordem que os termos nao lineares.

Observagao 2.6.2. O sistema (2.35) apresenta uma desvantagem: sua lineariza¢ao
em torno de (U, () = (0,0) € mal posta. Com efeito, negligenciando os termos nao

lineares obtemos um sistema da forma:

U1q 0 0 (93“ U1l
at U2 + 0 0 8$2 Uo =0.
¢ Oy + 540, Opy + 5A0,, 0 ¢

Aplicando a transformada de Fourier no sistema que opera (U, (), obtemos:
0 0 &,
AQ) = o 0 &
i& — 5i€} i&y — 5i65 0
Cujos auto valores sio dados pelas raizes da equagio N> = —|&|* + £[¢]*, onde
¢ = (&,&). Dai, se permitimos altas frequéncias, os auto valores deizam de ser

puramente 1magindrios, donde seque a caracteristica de ser mal posta.
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Observagao 2.6.3. Como por defini¢ao temos que U = V¢ |,—oc +eZ.(e()YV(,
seque de (2.34) que U = V¢ |,—cc +0(e?), ou seja, com um erro de O(e?), U

representa a componente horizontal da velocidade do fluido na superficie.

2.6.4 Outros Modelos de Boussinesq

E fécil obter outros modelos formais equivalentes a (2.35). Historicamente,
vérios modelos foram obtidos substituindo a incégnita U (componente horizontal
da velocidade do fluido na superficie) pela média vertical da componente horizontal
da velocidade, ou pelo valor desta velocidade no fundo.

Apresentaremos aqui um método sistematico, introduzido em [2], e que permite
obter toda uma classe de sistemas formalmente equivalentes a (2.35).

A primeira etapa consiste em introduzir a incégnita U, definida da seguinte

forma:

Vo € [0,1]; Up:= (1 - %(1 . 92)A> Ty (2.36)

onde, como no paragrafo anterior, U = V1. Note que se supomos U regular e

limitado assim como suas derivadas, temos que:

€

U9:(1+2

(1 +62)A) U+ O(?). (2.37)

Observacao 2.6.4. Numa primeira aproximac¢ao, podemos resolver a equac¢ao de

Laplace (2.24) (com p =€) em um dominio nio deformado R%x (—1,0). Da mesma

cosh(VEGEADIDD o), oy g

forma como calculamos ¢ na Se¢ao 2.5 seque que ¢(X, z) = cosh /2D

como antertormente, D indica o multiplicador de Fourier. Isto significa que a com-

cosh(V&(z+1))|D|

cosh v/g| D] U.

ponente horizontal da velocidade a altura z é dada por Vo(X, z) =
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Obtemos portanto, formalmente, fazendo um desenvolvimento limitado do multipli-

cador de Fourier em relacao a €:

Vo(X,z) = (1 + g (1-(1+2)?) A) U+ 0(2),

e portanto, Uy € uma aproximacgao da componente horizontal da velocidade do fluido

a altura z =0 — 1.
A segunda etapa consiste em observar que de acordo com (2.35), temos que

de onde podemos tirar as seguintes relacoes:

U = (1 = p)oU — pNV ¢+ O(e),
(2.38)
V-U=AV-U~—(1-X\adcC+O0(e)

e isto vale VA, i € R. Por (2.37) segue que
V-Ug:V-U+g(1—92)AV-U+O(s2).

Donde, V-U = VU — 5(1 —0*)AV - U + O(£?). Usando isto e a primeira equagao
de (2.35), temos que

8,Us = 0, (1 + %(1 - 92)A> U+ 0(?)

— U + - ((1 ;gz)atm/) +0()

(1-6%
2

=-V(-— §V|U\2 +e ( A((1=woU — NVC)) +0().

Agora, como U = V¢ |,_.c +0(e*) e Up = Vo +O(e?) quando z =0 —1, 0 € [0, 1],
entao

@Ug ‘l‘ VC
1o (2.39)
2

— )

(1 — ) AUy + u .

1
+e (§V|U9|2 — uAVC) + O(*) = 0.
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Substituindo o V - Uy na segunda equagao de (2.35) deduzimos que

6tC:—V-U9+g(1—92)AV-U—5(V-(CU)+%AV-U)

:_V_Ue_g(v.(g[])_(%Q—é)A(AV~U—(1—)\)0tC)).

Novamente usando a observagao 2.6.4 temos que

¢+ V- Uy
(2.40)

62 1 62 1
+e|V(CUs)+ | === | NV - Up— [ = —= | (1 =N)AG( ) =0.

2 6 2 6
Desta forma, obtemos uma classe de sistemas com 3 parametros (a saber 6, A, 1),
todos formalmente equivalentes ao sistema de Boussinesq (2.35). Cada um desses

sistemas, denotado pos Sy, ¢ dado por

Uy + V{4 (3VIUs|* + aAV( — bAJ,Uy) = 0
S@,)\,,u
HC+V-Ug+e (V- (CUy) + cAV - Uy — dAD() = 0,

onde omitimos todos os termos com O(e?) e onde a,b, c e d sao dados por
1—6? 1—6? 62 1 62 1

Note em particular que Sy 1 € o sistema de Boussinesq (2.35). Dentre as vantagens

de dispormos de uma classe de sistema formalmente equivalentes destacamos o
fato de alguns destes possuirem propriedades interessantes, bem como o de ser um
sistema “bem posto”, facil de estudar numericamente e possuir boas propriedades

dispersivas.

2.7 Modelos Unidirecionais

Os modelos de Boussinesq apresentados na secao anterior tem em comum o

fato de se degenerarem todos em uma equagao de onda (com velocidade igual & 1)
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quando € = 1. Quando a dimensao da superficie d = 1, temos, em uma primeira
aproximacao, duas componentes que se propagam em sentido inverso, a velocidade
+1. Quando € # 0, os termos dispersivos e nao-lineares alteram este comporta-
mento, em particular, as duas componentes de onda sao acopladas. Escolhendo
bem as condigoes iniciais, podemos entao considerar as ondas essencialmente uni-
direcionais. As equacoes que regem a evolucao de tais ondas, que nés chamaremos
de modelos unidirecionais, sdo equagao de Korteweg-de Vries (KdV)e de Benjamin-
Bona-Mahony (BBM).

Em toda esta secao, nés s consideramos o caso em que a dimesao da superficie
é 1 (d =1). Queremos descrever o comportamento das incognitas u e ¢ que
aparecem em (2.35) no caso de uma onda se propagando para a direita. Buscamos

entao escrever u e ¢ na forma:
u(t,z) =v(et,x —t) e ((t,x) =¢(et,x —1).

Utilizando a regra da cadeia, temos que as fungoes v(7,§) e ¢(7,€) devem sa-

tisfazer:

€0,V — Ocv + Ogv + evdev = 0
€0rc — Oes + O¢v + € (0:(sv) + 308v) = 0.
Segue dessas equagoes que Jgv = ¢ + O(€); podemos portanto substituir v por
¢ nos termos dispersivos e nao lineares, ja que o erro causado por esta substituicao

é O(e?). Adicionando entao as duas equagoes acima e negliegenciando os termos

de O(€?), obtemos a equacao KdV:

1

3
682§ + §§8§§ = 0. (2.41)

0.6 +
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Como para o sistema de Boussinesq do qual esta equagao provém, a equagao
KdV contém uma componente dispersiva e uma nao-linear. E a presenca simultanea
dessas duas componentes que torna possivel a existéncia de fendmenos como as

ondas solitérias.

Observacao 2.7.1. Se tivéssemos partido de um sistema Sp x, tal qual o descrito

na se¢ao anterior teriamos o sequinte sistema equivalente:

£0,0 — Oev + O¢s + € (VOev + adis — b(eDZDv — DEv)) =0
Soap =
0,6 — 0.6 + Oev + € (9 (cv) + cOfv — d(e020,c — 93c)) =0
Dai, usando o mesmo critério anterior, podemos substituir v por ¢ e obtemos
no lugar da KdV:
a+b+c+d

3
3
0r¢ + 5 OEs + §§6§§ = 0.

Usando as formulas da se¢ao anterior, vemos que a+b+c+d = % Concluimos dai
que todos os modelos de Boussinesq Sy, tem o mesmo comportamento assintotico

como no caso de ondas unidirecionais. FEste comportamento é descrito pela equacao

de KdV (2.41).

2.8 Problema Geral

Neste capitulo, obtivemos de maneira formal varios modelos assintéticos que
permitiram a descrigao de ondas de superficies em aguas rasas.

Surge agora o problema de justificar estes modelos matematicamente. Sera
que eles fornecem efetivamente uma boa aproximacao da equagao de Euler com

superficie livre? Estes modelos sao todos equivalentes, ou alguns sao melhores que
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outros? A resposta para estas questoes é esbocada nos préximos capitulos, nos
concentraremos em particular no caso de ondas longas (¢ = p < 1), para o qual

obtemos os modelos de Boussinesq e de KdV.



Capitulo 3

Existencia e Unicidade de
Solucoes para Sistemas

Hiperbdlicos Semilineares

Para a justificagdo dos modelos assintoticos introduzidos no Capitulo 2 pre-
cisamos de alguns resultados técnicos sobre sistemas hiperbdlicos. Este capitulo é
dedicado a estes resultados.

Consideramos aqui os sistemas semilineares da forma:

d d
@u + Z Ajaju + Z Bj7k7la§’7k7lu + Z Oj (u)é?]u = f, (31)
j=1 j=1

1<,k 1<d
onde u : (t,7) € Ry x R — u(t,x) € R™; supomos ainda que seja satisfeita a
seguinte hipotese de hiperbolicidade:
Hipétese 1 (Hiperbolicidade): Para todo 0 < j,k,l < d, Aj e Bjj,, sao
matrizes simétricas reais de tamanho n x n e u +— Cj(u) é uma aplicacao linear de
R™ no espaco das matrizes simétricas reais de tamanho n x n.

44
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Podemos entao enunciar o seguinte:

Teorema 3.0.1. Suponha que a Hipdétese 1 seja satisfeita. Seja s > g +1,

ug € H*(RY)™ e f € L} (R; H*(RY)™). Entdo existe T > 0 e uma tinica solug¢do u €
C([0,T); H*(RY)™) N C([0, T); H¥3(RH)™) de (3.1) com condigio inicial u(0,z) =
uo(z). Além disso existe uma constante positiva ¢y tal que vale a estimativa de

enerqgia

lu(t, -)]

t
me < Ml g +/ AN FE, ) | gedt!, VO <t < T, (3.2)
0

onde [0,T*) € o intervalo de tempo maximal de existéncia de u e

A = comaxj=1_a ||Cjlloe SUDiejo 7+ VU, )| Em particular, se T* < oo temos

que limy_ 7+ || Vu(t, )| L~ = oo.

Antes de iniciar a demonstracao, precisamos definir um operador de regula-

rizacao. Para isso, vamos considerar ¢ € $§(R%) tal que:
(a) | (x)de =1
R4
(b)/ 2% - 1p(x)dr = 0 para um nimero finito a = (ay, as, ..., ag) € N? com
R4

la] = a1 +as+ ... +ag > 0.
Defina ¢5(z) = 6~ (%) para todo 6 > 0 e o operador de regularizagio (J5)s como
Js(g) = s * g, Vg € S(R?).

Note que (Jg) (§) = (15 * 9) (&) = (2m)"*)53(8)

Defina ¢ = z[) € 8(R%). Vemos que, de forma alternativa, podemos escrever

(/59)"(§) := »(3£)3(&).

Além disso, é facil ver que usando a hipdtese (a) sobre ¢ temos que ¢(0) = 1.
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Recordamos as seguintes propriedades classicas, lembrando que estamos con-

siderando 0 < § < 1:

Lema 3.0.2. (i) Para todo s,r € R, com s < r o operador Js age de H*(R?) em

H"(RY) e existe uma constante cs, tal que
Yo € H*(RY), || Jsv]|zr < csy,ﬂd—(r—s)HvHH‘s.

(ii) O operador linear Js é continuo sobre todos os LP(R?), 1 < p < oo e para
todo v € LP(R?), [|Jsv]|ze < ||v||Le-

(iii) Se v € H*(R?) entio para todo § > 0 e s’ € [0, s] temos que

e < 8 ol

| Jsv — v
Demonstragao: (i) Lembrando que Yv € H® temos que

e = [A%llze = A%l e = (1 + [€%)**0(€) | -

0]

Logo, por Plancharel obtemos

—

ool = A7 (o) = 1A o)l
= [ skl ra

[ QIR s e 2
SR e G R RA L GIR:

< sup {(1 + |§|2)r_880(5§)2} v

£eR

2
Hs*

Fazendo 1 = 6§ temos que

sup (1 + [£*)*0(6€)* = sup (1 + |6 "u)*p(u)*.

£eRd pueER

Agora, como ¢ € §(R?), temos que

(1 + |p*)*p(n)* — 0 quando |u| — oo.
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Isto implica que existe k > 0 tal que se |u| > k entdo o(u)? < 1e |2 p(u)? < 1.

E portanto, deduzimos do Lema 1.3.2

sup(l + ‘571’u|2>r73 < Cyp SUD (1 + |571M|2(r75)>¢(u>2 < csm((sfl)Q(rfs)'
psk |l >k

Por outro lado, como ¢ € 8§(R?), deduzimos a existéncia de M > 0 tal que

p(p)?| < M,Yu € R. Logo,

sup (1 + |67 2™ p(p)? < M sup (1 + 6 p?0)
|| <k |nl<k

< M(1—|— |5—1k|2(r—s)> < MkQ(r—s)5—2(r—s).
O resuldado segue dal.
(ii) Por definicao dos operadores regularizantes Jsv = 15 x v e portanto pela

desigualdade de Young ( Teorema 1.3.4 ) segue que || Jsv|, < ||¢s]|1]|v]|zo. Mas

sl = [ Wstolde = [ 56 (5)do = [ (s =00 = 1.

(iii) Uma demonstracao para este fato pode ser vista em [11] (Section 2, Propo-
sition 2.1, pag. 491).
Demonstragao do Teorema 3.0.1: A prova do Teorema 3.0.1 sera feita através
de 6 etapas:
Etapa 1: Nesta etapa mostraremos a unicidade da solugao. Suponha que u e v sao
solugoes do problema (3.1) satisfazendo u, v € C([0, T|; H*(R?)™)NC([0, T); H*—3(R4)")
com condicdo inicial ug(x),vo(z) € H*(RY)" respectivamente. Seja w = u — v.
Entao w(+,0) := wo(z) = up(x) — vo(x) e

d d
Ow+ > Adw+ Y B w+ Y Ci(w)diw =Y Ci(w)dw = 0.
j=1 j=1

1<),k1<d
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Tomando entao o produto escalar desta ultima expressao por w e integrando em

x, obtemos:

||w||L2+Z/ 3wwdx+2/ w)0;v - wdzr = 0.

Note que

/ Cj(u)0jwwdr = — / 0;Cj(v)w - wdx — / Cj(uw)w - djwdz.
R R R

Logo
1
/ Cj(u)ojw - wdx = — = / 0;C;(u)w - wdzx.
R 2 Jr

Segue dai que

5o lwlze < IIC @l llwlzz + 105v] e 1C; (w)l| e [[w]| -

Tomando M = max {||ul|ree s, [|vl|lzeem: } € y(t) = [w(t,-)||7. segue do Lema de

Sobolev (s > 4 + 1) que

y'(t) < cMy(t),Vt € [0,T)]

y(0) = lwoll3..

Logo e™M(y/(t) — cMy(t)) < 0, isto siginifica que, &(e~My(t)) < 0. E portanto,

integrando em ambos os lados de 0 a ¢ segue que
e My (t) < y(0), ou seja, y(t) < y(0)e ™! vt € [0,T).
Segue dai que
lu(t, ) —v(t, )2 < |Jug — vol| L2, Wt € [0, T]. (3.3)

Quando uy = vy, segue a unicidade.
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Etapa 2: Vamos usar o teorema do ponto fixo de Banach para mostrar que
V6 > 0,375 > 0 e uma solugao u® € C([0,T]; H*(RY)") N CL([0, T]; H*3(R4)™)
do problema regularizado
O’ + 3201 Ay Js0u + 301 iea BianaJs02ul + 300 Js (Ch(Jsu®) Jsopu®) = Jsf

u’ |t:0: Jsug,
(3.4)

)

definido sobre o intervalo [0, T5]. Observamos que u° é solugao do problema (3.4)

se e somente se u’ é solucao da equacio integral

. d
u (t) = Jsuo + / {— Z AjJ(s(()ju(s _ Z Bj,k,ljciaik,zué
0 j=1

gkl
d
=3 J5 (Ci(Jsul) Js0u®) + Js f} dr = F(u’).
j=1

Defina

X&@w=:{ue<ﬂ%mxm+H%R%”xnmu$H;::smanuaMHSSa}.
te[0,T]
O espaco assim definido é um espago métrico completo.

Afirmagao: Se a = 3c||lu||lgs e T € suficientemente pequeno de forma que

T a 53
/0 17Com) - < 3¢ ° r= 3c¢(02(1+a))+ 1 (3:5)

temos que F(u®) € Xr(a), se u’ € Xr(a).

De fato, Vt € [0, T], temos que
d

t
s + / {Zc1||J5@ju6|Hs+ > ool s 0|
0

Jj=1 Jikil
Hs } dTa

15°(u)]

e < || Jsuol

Hs+

t
m+/Hhﬂ
0

onde ¢; = max {||A4jl| :j =1,....;d} e co = mazx {||Bjiilloo : 1 < j, k, 1 < d}. Ob-

d
> s (Ci(Tsu®) Js07) |
Jj=1

serve pelo Lema 3.0.2 (i) que

HJ(;aju(S”Hs S Céiluaj'ué“]_[s—l S C(silHU(SHHs (36)
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176070 12+ = 072[105 gy’ o2 < C6 2|, (3.7)

onde as constantes ¢ dependem de ¢; para (3.6) e de ¢y para (3.7). Falta apenas

estimar ||J5(C;Jsu’) Js0;u°|| s Mas
31 Z?:l O‘zlyluz Z?:l O‘zlgnuz
u’ = e Cj(u0) = ;
Unp, Z?:l O‘Z‘l Z?:1 oy

j4 que por hipétese, C; é uma aplicagao linear de u°. Visto que

no 11 n 1n n 1k
D i Q5 Ui > i QG5 Ui dju1 Ek,i:l ;5 ;050
b 5 _ _
Oj (’U )8]-11 = =
n nl n nn n nk
D st Q5 U5 > i Q5 U5 0jun Zk,i:l ;5 00Uy,

1/2 . <
2o} /2 Fazendo vs = Jsu® e usando a imersio de Sobolev, o

Hs = {E?:l il

Teorema 1.3.5, ja que s > g + 1, e o Lema 3.0.2 temos que

e [|ul

175(C; (J5u) Js0yu | s < €6 H|Cy(Jsus) J5Oyus]|prs-

1/2
-1 Ik
<cod g g ;00U
1=1 ||k i=1 Fs—1
n n
-1 Ik
<cod g g ;00U
1=1 ||k,i=1 Fs—1

n
<oty
ik, =1

T {sup T

ik

< cé’leil

< 0 il

Hs—

|| l|vi0j v |

Hs—1 }

Hs—1

1[10;vi

Hs—1 }
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onde a constante ¢ daqui depende de max;_; . 4|/Cj|l. E portanto, segue dai, de

-----

(3.6) e (3.7) que Vt € [0,T],

15(u(2))]

s < cllug gsdr.

t t
ot [ 057 N + 87N e+ 57 ullfy e [ 1]
0 0

Definimos a := 3c||uo||zs. Se u® € Xr(a) temos que

sup || F(u’)(1)]

te[0,7)

Hs dr.

T
w < ottt ot e e e [0
0

1

L (R, H5(RY)) é possivel, usando o teorema da convergéncia

Agora, como f € L

dominada, tomar T suficientemente pequeno de forma a tornar

[ s

HsdT S

wl

€ a0 mesmo tempo

53
< .
= 3¢(0%2(1+a)+1)

T

Desta forma teremos F(u°) < a e, consequentemente, F(u°) € Xr(a).

Afirmacao: F ¢ uma contracio em Xr(a), isto é, dados u®,v° € Xr(a),
1F(u’) = F@ )z < kllu® = 0°llegens,

onde k < 1.
Usando a linearidade de Aj, Bk, Js e 0;, podemos usar (3.6) e (3.7), logo

Vt € (0,7

Hs dT

¢ ¢
||3'~(u5) — 97(1)5)||(t)H; < 05_1/ ||u‘S — v‘s| eadT + 05_3/ ||u‘S — v5|
0 0

s AT

t d
/ Z HJ5 [C'j(J(;)u‘ngﬁjué - Cj(Jg)v(ng&jvﬂ |
U
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Somando e diminuindo C;(Jsu®)J;0;v° dentro da integral do segundo membro do

lado direito da desigualdade e usando que u — C;(u) é uma funcao linear, obtemos:
1F(u®) = F ()50
t
C((Sfl + (53)/ Hu5 _ 1)5“HSdT +/ Z HJ(; Jgu Js50; (qu _ 1)5))
0

+ O;(J5(u® — v))(J50;0°)]|| = dr

t
c(67t —1—5_3)/ ||u‘S —v5|
0

+ 1G5 (s (u = v°))(Js070°)|

e+ [|C5(Jsu®) (J50; (u” — )]

Hs—1 +

Hs—1 dT

t
<6+ 5_3)/ lu® = 0l + | Jsu® |2 105 (Js(u® = )]
0

Hs—1+
+ {15 (u” = 0| 111105 J50° | o1 dr
c(67+07?) /Ot | — 0| g (||| s + ||0°]| s + 1)dr.

Tomando o supremo em ¢ sobre o intervalo [0, T], obtemos:

sup [|F(u’) — F(v°)]

te[0,7

w () + 0Ol + 1)}

me < c(07 40T ([’ () — ° (1))

e

C(5_1 + (5_3)(]_ + QG)THU(S — U(SHL%OHS.
Agora, para que F seja uma contragao precisamos que

53

I'= c(62(1+2a) + 1)’

que é maior do que T satisfazendo (3.5). Logo, basta tomar Ts o valor minimo
que satisfaz (3.5) para que J seja uma contragdo em Xr,(a) e podermos aplicar os

métodos cldssicos para solucionar o sistema (3.4).

Neste ponto, é importante observarmos que quando o — 0 temos que Ty — 0.

Logo, antes de passarmos o limite quando ¢ — 0 é necessario mostrar que 37y > 0,
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independente de ¢ tal que Ty > Ty,Vo > 0. Por esta razao, precisamos derivar

estimativas de energias sobre a solucdo u’.

Etapa 3: Nesta etapa queremos mostrar que Jcg > 0 tal que Vs > d/2+ 1 e
€ [0,7}), onde Ty é o tempo maximal de existéncia de u’, temos a seguinte

estimativa de energia:

t
[ (t, ) e < e |ul gs +/ AN FE ) | gedt (3.8)
0
com A como no enunciado do Teorema 3.0.1.
Pondo v® = A*u?, entdo v° é solucao de
o’ +ZA Js00 + > Bk Js0 00+
I (3.9)

J5U Jga iU ) + J5([A8, Cj(J5u5)]J58ju5) =NJsf

IIM&

Utilizando o fato de A; ser uma matriz simétrica real e os operadores de derivacao

Aj e Js comutarem, temos que
(A;J50;0° ,0°) 2 = (J50;0°, Aju®) 2
Agora, segue integrando por partes que
(05f,9)r2 = = ([, 0;9)12

E portanto, (A4;Js0,0°,0°) = —(v°, A;Js0,0°) = —(A;Js0;0°,v°).
Segue dai que

R(A;Js0;0°,0°) = 0. (3.10)
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De modo analogo concluimos que
R(BjkaJs0; kﬂ) v’) =0 (3.11)
Novamente integrando por partes e usando a comutatividade de 9; e Js temos que
(Jg(Cj(JJU(S)J(saj’U(S),U(S) = (J(;@jv‘s, C’j(J(;u‘S)ng‘s)

= — (0%, J5(C;(Jsu®) Js0;0°)) — (v°, J5(C;(J5s0;u°)v)).

Além disso, usando a simetria de C;(u) temos que

(J(;ajv5, Cj(J5u5)J5v5) = (Cj(Jgué)ngé, J58jv5)

= (J5U6, Cj(J5u5)J58jv‘5).

Logo,

(J505, O (Jsud) J50;0°) + (Jsv°, C;(Jsu®) Js0;0°) = —(J50°, Cj(J50,u°)v°).

Donde,
1
R(Js5(C;(J5u’)) Js0;0°,0°) = —§(J5v5, C;(Js0;u)0). (3.12)

Tomando entdo a parte real do produto escalar em L? da equacdo (3.9) por v°, e

utilizando (3.10)—(3.12) obtemos

d
1
(8,51}(5, Ua) = — Z [a(J(;UJ, Cj (3jJ5u6)J506) + (J(;[AS, Oj(Jgué)]Jgajué, v‘s)
j=1
+§R(ASJ5f, 1}6).
Logo,
d d
FP @I = =[50, C5(0T5u”) J50*) 4 2(J5[A°, O (Jsu”) Jsdyu’ o)
j=1

+ 2R(A°J5 f,0°).

(3.13)
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Note que o primeiro membro da direita pode ser majorado pela desigualdade de
Cauchy-Schwarz e por (3.0.2):
(505, C(05J5u°) J5v®) | < | J50° || 121 C; (0, 5w’ ) J50° | 2
< [0 121G (0 T5ul ) | poe [ 50 | 2.

Logo,

|(Jsvs, C3(0; J5u’) Jsv®)| < m?XIIlelooIIVU‘;HLoollv‘s(t’ e (3.14)

Agora, usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz e a desigualdade de Kato-Ponce

(ver Teorema 1.3.7) obtemos:
|(J5[AS,CJ'(J5U6)]J58J'U6,U(S)L2|
< IIA%, C5(J5u)] Js0yu || 2 [0 2

< clv 2 (1O (Tsu) s | Js050 | e + [V Cy (T )| oo | J50u° | re-1)

Hs
< emax | Glloo (I’ [l | 5050 1 + [V T50” [l o2 | J5050” [l 7=2) 110 2

Nz IV [l |00 2.

< cmax | el
Observe que 1v° = A*u®, logo

°l

[0°]] 22 = [[w || =
Segue dai que
‘([AS,Cj(Jgu‘s)]Jgﬁju‘s,v‘s)‘ < emax |G| oo || VUl || oo [|[0° |32 (3.15)

Substituindo em (3.14) e (3.15) em (3.13) obtemos:

V0| 2. (3.16)

d
—lllze < cmax IG5 2= IV | o [0l 72 + 2¢l| £



Fazendo A := comax; ||Cj|pe || VUl ||~ € y(t) == ||v°(t)]| 2 temos que

d

SR(E) = 250y (1) < 2003 (0) + 2] £ 1)

msy(t),

onde y(t) > 0. Segue que

y'(t) < Xy(@) + 1 (0l a

Logo, obtemos pela desigualdade de Gronwall que

Hs dt/

ot ! A=t /
y(t) < mm+£ 1£(t)

Como [[v°(t, )|z = ||u(t, )]

s obtemos

t
lu® (¢, e < X lu s +/ MONF ()| eat.
0

o6

(3.17)

Etapa 4: Nesta quarta etapa vamos mostrar que se s > %l + 1, entao existe Ty > 0

independente de & tal que a solucdo u® do problema regularizado existe sobre o

intervalo de tempo [0, Tp).

Usando o Lema de Sobolev (ver Teorema 1.3.5) temos que H*(R?) —

deduzimos por (3.16) que

d
el < ellw e + el F(E)lln

Fazendo g(t) = ||u®(t)|| s deduzimos que

g(t)? - g(0)? < ‘/ 3@+/Hf

onde A(t) = [} g(s)*ds e B(t) = [} || f(t)]lm-g(s)ds.

Wl’oo(Rd)

g(s)ds < 2max{A(t), B(t)},
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Se g(t)? — g(0)? < 2A(t) tome ¢(t) = g(t)?, entao
PO < 0(0) + 2 [ p(s)ds = 000,

Note que ¥(0) = ¢(0) = g(0)* e ¢/(t) < 2cp(t)** < 2cy(t)*>.

Logo

12« _9(O0)'?

Integrando em ambos os lados de 0 a ¢, deduzimos que () < e ©

portanto

g(t) = ()% < %,Vt c [0, Ty). (3.18)

Por outro lado, se g(t)* — g(0)* < 2B(t), temos que

)| Hsap(7)1/2d7 =:(t).

olt) < o(0) +2 | (e

Donde ¥(0) = ¢(0) = g(0)* e ¥'(t) < 2|l f(t) [l (t)/*.

Logo
Y'(t)
A < 20l 0l
Integrando ambos os lados de 0 & ¢, obtemos 1(t)"/? < ¢(0)/2 + fo | f(s)||m=ds e
portanto
t
o) = ¢ < 9(0) +¢ [ 17()]leds, Ve € 0.73] (3.19)
0
Por (3.18)—(3.19) temos que
~90)
) < Hed 3.20
o0+ [ 15 ds + ) (3.20)

e isto vale Vt € [0,T}) onde g(t) = ||u’(t)|

s, € [0,T5) é o intervalo maximo de
definicdo de u°.

Defina Ty = . Vamos mostrar por contradicao que 7y < 77%.

__ 1
2c||uollas
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Se Ty < Tj temos por (3.20) que

[u(T5 = )llms < 3luol

Fixe 7 > 0 tal que

T , G 5
. s < — < .
/0 17 ) laeds’ < 50 e 7 < a1

Note que 7 é independente de € e além disso, podemos, pela Etapa 2, estender u’

a [0,T; — e+ 7]. Mas isso é um absurdo se escolhermos ¢ tal que 0 < e < 7.

Etapa 5: Nesta etapa mostraremos que existe u € C([0, Ty); H*(RY)™)NC ([0, T]; H*3(R)™).
Nas Etapas 2 e 4 vimos que para cada d € (0, 1], obtemos u® € C([0, Tp]; H*(R%)™)

solugao do problema regularizado (3.4). Donde podemos concluir que
u’ € O([0,Tp); H*(RM™) N CH([0, Tp); H3(RY)™), V6 € (0,1].
Além disso, pela Etapa 4 temos que

lu® ()] < 3wl

Hs + HfHL%FOH;,Vt S [O,To] e Vo e (O, 1]
Seja M := 3||uo||rs + || fllLs gy € 0 <0 <" < 1. Segue por (3.3) que
0 x
1 (t) = a® (t) |2 < lJug — ugy || 2e, Wt € [0, To).

E portanto,

oM g

lu® — Ué/HLg%Lg se — g || 2.

Usando o Lema 3.0.2 (iii) segue que

|l — u&HL%‘(’)L% — 0 quando §,0" — 0,
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e isto mostra que (u’) é de Cauchy em L>([0, Tp]; L2(R9)™).
Mais ainda, usando um resultado de interpolagao visto nas preliminares (Teo-

rema 1.3.6), temos que

I 1—s’
"l 22l = 1

lu’ — U(SIHLOT%H;/ < Jlu’ —u
5 8 Sl s s 1=s"/s \, 1
< (el s + " g me ) lle® = [3573, 95" € [0,)
Logo
/ / r1—sg’
e’ — ey < (M)’ — w5

Donde podemos concluir que (u®) é uma sequéncia de Cauchy em L>([0, Tp]; H (RY)™),

para todo s' € [0, s). Segue daf que existe u € C ([0, Tp]; H* (RH)™) tal que
u’ — u, quando § — 0 em L®([0, Ty]; H (RY)™) Vs € [0,s),

ja que C([0, Tp]; H* (RY)™) é fechado para a topologia de L ([0, Ty]; H* (R9)™).
Dizemos que u é solu¢ao de (3.1) no sentido fraco se para toda ¢ = ¢(t,x) €
Cee((0, Tp) x R%R™) vale

/ d<8tu+ZA8u+ Z kvl@klu—l—ZC’ )oju— f )gpdtdxzo
(0,T) xR

1<j,k,1<d
Usando a equacgao do problema aproximado (3.4) segue que {d;u’} é limitada
em L>([0,Tp] x H*3(R%)) e portanto, podemos extrair uma subsequéncia, ainda
denotada por {(u%)}, tal que d;u® — dyu fraco * em L=°((0,Ty) x H*3(R?)).
Além disso, como s > g + 1, podemos escolher s" de forma que ‘2—i+ l<s<se
pelo Lema de Sobolev 1.3.5 segue que u’° — u e Vu® — Vu em L>([0, Ty] x R?)
quando ¢ — 0.

Visto isto, podemos concluir que dada ¢ € C°((0,Tp) x R R™):
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/ (8,:u5 - (’9tu) ~pdxdt| — 0,
[0,T0] x R4

d
A;0; u’ A;0:u | - pdtdr

J=1

1<5<d

< s 14yl 0p0 = Oyl sy [ Tt =0

[0,70]

d
XRE 1< ki<d

< — | oo 3
i (Bjllelle® =l omr /[ s Bragldzdt =0,

quando 0 — 0. Observe também que

d
/ (Z C;(u®)o;u’ — Z Cj(u)aju> ~dzdt] <
[0,To] xR¢ o

7=1

d
/[OT . > (G — o’ + Cj(u)(9u° — dju)) - pdadt| <

C [HU - U(SHLOO([O,TO]XRd)|Iaju6||L°°([0,To]><Rd)

118 (1 — ) e .10 ey 2l e 0 / | dudt.

[0,Tp] x R4

Como ||9;u° || oo (oo xrey < 00 € [[u]| ([0, Tp] x RY) < 0o, segue a convergéncia
deste termo também. E assim concluimos que u é solucao de (3.1) no sentido fraco.
Resta mostrar que u € C([0, Tp]; H*(R%)"). Em primeiro lugar, note que u €

C([0, Ty]; LA*(R%)™), logo, para qualquer ¢ € C§°(R?; R™)

/Rd u(t, ) - o(z)dx — /Rd ulte, ) - p(x)da| <

) |(u(t, ) —ulto, x)) - pldz < ||u(t,) — ulty, )| zz||¢|lz — 0 quando t — t,.
E isto mostra que u(t) converge fraco para u(ty) em H*(R?) quando t — t,
ja que Cg°(R%R™) é denso no dual de H*(RY)"(= H~*(R%R"™)), ou seja, u €

Cu([0, To]; H(RY)).
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Agora vamos mostrar que ||u(t)]

= converge para ||u(to)||g: quando t — t.

Para isto vamos estimar ||u(t)||%. procedendo basicamente da mesma forma que na
Etapa 3. Mas neste caso, ndo podemos olhar diretamente para 2 ||A*u(t)||., pois

LA*u talvez nao esteja em L2, onde

d
L(t,z,u, Dy, Dypy)u ZA i0; u—i—ZB]kl(??’k’lu—i-ZCj(u)aju
j=1

7.kl

Para contornar este problema, vamos novamente introduzir o operador Js. Dali,

por (3.13) segue que

CIN T3 = — S I Tou(r), Cy (@) Ju() A Tsu())

+2(J5[A%, C(Jsu(t))] Js05u(t), Au(t)))] + 2R(A°Ts f, Au(t)).

Usando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, os Lemas 1.3.7 e 3.0.2 temos que

d
N su®lz: < ellu®)lz: + 21Ol

u(t)|

. (3.21)

donde podemos ver que o lado direito da desigualdade nao depende mais de 9.

Tome 0 <ty <t <Tj. Usando a desigualdade triangular segue que

a1 = Nuto)lle| < [u()lr = 1 T5u) 3] + [ Tsu®) 7 — 1 Jouto) 7
[ ([ tu(to) 17 — lulto)l3s|

Observe que usando o teorema fundamental do célculo e (3.21)

1=l Jsulto) |5

[ Jsu(t)|

t
< clt — tol|[ullzge s +2HUIIL%H;/ 1f ()| =7
to

t
< |t—to|M3+2M/ 17r)
0

|HsdT =: gto(t)

Agora, fixe ¢ > 0. Pelo teorema da covergéncia dominada, existe d; > 0 tal que

/ G

se [t — to| < 0y entdo

HSdT < _.
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Logo, tomando § = min{d, dy }, onde dy = temos que se |t — ty| < 0 entdo

_£ _
2cM3 >

a7 — llulto) |7 +e.

< |llu®)llzr = 1 Tsu(®)l|F

+{ [ 5uto)IFs — lluto))lI7

E pelo Lema 3.0.2 (iii) concluimos que

— 0 quando § — 0

2
Hs

i — l[ulto)|

[llu(®)]

Logo, usando a Proposicio 1.3.8, temos que u(t) — u(ty) em H*(R?)" quando
t — to, ou seja, u € C([0, To]; H¥(RH)™).
Etapa 6: Condicao de explosao. Vamos utilizar um raciocinio analogo ao da
Etapa 4. Suponha por contradigao que [|[Vu(t, )|z ¢ limitada quando 7% < oo.
Consequentemente, A é limitada. Suponha A < )¢ para todo t € [0, 7). Por (3.2)

segue que

|u(T* — &, )| < e™T(

U || Hs Ll Hs) = d, .
wolle + 1 F oy mg) =@, Ve >0

Fixe 7 > 0 tal que

[ st

Note que 7 independe de ¢, e portanto, novamente pela Etapa 2 podemos esten-

53
< :
= 3c(6?(1+a)+1)

a
geds’ < 3 eT
c

der a solugao u(t, -) ao intervalo [0, 7*—e+7), 0 que é um absurdo quandoe < 7. =

Para estudar as ondas de superficie, iremos considerar os sistemas da forma
(3.1) fazendo intervir um pequeno parametro e:
d d
oy’ + Z A 0u +¢€ Z Bxk,l@;”k)lue +e Z Ci(uf)0juf = &> f<. (3.22)
=1 el i=1

Temos entao o seguinte resultado:
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Corolario 3.0.3. Suponha que a Hipotese 1 seja satisfeita. Seja

s> %44+ 1,up € H* (RN, € (f*)ocect1 uma familia limitada de L}, ([0,T]; H*(R)™).
Entao existe T > 0 tal que para todo 0 < € < 1, existe uma e somente uma solucao
uf € C([0,T/e]; H*(RY™) N CL([0, T /e]; H*3(RY)™) com condigdo inicial u®. Além

disso, para todo 0 <t < %,

t
[l (&, e < s + 52/ ) |-t (3.23)
0

com A = comaxj=y, _al|Cjlloc SUPo<r<rye [[VUll, -)lco-

Demosntracao: E suficiente provar a existéncia e a unicidade de uma solugao
ve € C([0,T]; H5(RY)™) N CL([0, T]; H*3(R%)"™) para um certo T' > 0 independente
de € do seguinte problema:

d d
€ 1 € 3 € € € €
Opv° + z ;Ajajv + ZBj,k,laj,k,lU + E;Cj(v )0jv° = e, (3.24)

gkl J=
onde ¢°(t,z) = fe(t/e, x).

Na verdade, nés estamos deduzimos uma solugao de (3.1) sob o intervalo de
tempo [0,7/¢| para a tranformacao u®(t,z) = v°(et, x).

Agora, de acordo com o Teorema 3.0.1, sabemos que existe uma unica solugao
de (3.24) com condigao inicial u°. De acordo com a estimativa de energia dada no
Teorema 3.0.1, vemos que 37" > 0 independente de ¢ tal que a solugao existe pelo
menos sobre [0, 7] (com efeito, a constante A que aparece na estimativa de energia
depende apenas de ||C}||« e é portanto independente de ¢).

Segue entao do Teorema 3.0.1 que existe T" > 0 tal que

t
I Ol < e+ O e vt € 7]
0



Mas como u®(t,z) = v°(et, ) temos que

et
Hua(t)HHS < e/\at”u(]HHS + 62/ eaA(t—t’/E)’lfa(t//g)’ Hsdt’/é“.
0
Fazendo uma mudanca de variaveis, obtemos que
t
[l (¢, ) e < |15 +€2/ A f(r ) medr. m
0

64



Capitulo 4

Justificativa dos Modelos de

Ondas Longas

Por modelos de ondas longas, nés entendemos os modelos obtidos no Capitulo 2
em aguas rasas e de baixa amplitude, com um nimero de Stokes de ordem 1. Para
simplificar, vamos supor que este nimero ¢é igual a 1, isto é, vamos supor que o0s
parametros de adimensionamento A, h e a satisfazem

a h?

No capitulo (2), foram obtidos modelos assintéticos em uma situacao em que
fizemos intervir efeitos dispersivos na mesma ordem que efeitos nao lineares, a
saber, os sistemas de Boussinesq e a equacao KdV, principalmente.

No presente capitulo nos propomos justificar rigorosamente a aproximagao fornecida

por estes modelos assintéticos.

Vamos nesta parte justificar os modelos de Boussinesq introduzidos no capitulo

65
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2 e avaliar Sy ), recordando aqui a expressao:

U + V( + e (3V|Up|* + aAV( — bAD,U) =0

S@,)\,M
0,¢ +VUy +¢ (V- (CUp) + cAV - Uy — dAO() = 0,
onde
1—6? 1— 62 62 1 6? 1
a=— b= 5 (1_M)’c_(E_E)Aed_<§_6)(l_>\)' (4.1)

Notagao: Designaremos por ¥ o conjunto de todos os sistemas Sy, (6, A, 1) €

[0,1] x R?, obtido por todos os valores possiveis dos parametros.

4.1 Coeréncia e Sistemas de Boussinesq

Uma nocao importante é a nocao de coeréncia:
Defini¢ao: Seja s € R. Uma familia de fungoes (U%,(%)o<c<1, limitado em
Whe([0,T/¢e]; HO(RY4HL), com T > 0 e 0 € R suficientemente grande é dita
coerente (de ordem s) a um sitema Sy, se ela ainda é uma solugao do sistema
com um resto de O(g?) em L>*([0,T/e]; H*(R?)4+1).

As manipulagoes formais da Segao 2.6.4 podem ser reformuladas da seguinte

maneira;:

Proposigao 4.1.1. SejaT >0 e (0, \, ) € [0,1] x R? e consideremos uma familia

(U, (%)o<e<1 coerente com Sy . Para todo 6, € [0, 1], defina U5 por:

Us = (1 . 2(1 . ef)A) - (1 - %(1 . 62)A> e,

Entao, para todo A\, 1 € R, a familia (U5, (%). € coerente com Sg, z, -

Demostracgio: E clara tendo vista a equacdo (2.36).



Observagao 4.1.1. Tomando \ = p = % e 0* = %, obtemosa=b=c=d = %
Isto significa que o sistema correspondente possui a parte dispersiva simétrica. No
entanto, a parte nao-linear do sistema, que € comum a todos os sistemas de ¥ nao

€ simétrica, e portanto nao podemos aplicar os resultados do Capitulo 3.

4.2 “Simetrizacao”da parte nao linear

Como sublinhou a observagao (4.1.1) a parte nao linear dos sistemas > nao é
simétrica. No entanto, podemos simetriza-la.
Note que o limite a zero do termo dispersivo do sistema de Boussinesq (2.39)—

(2.40) nos da o sistema:

U +V(+:VIUP=0
(4.2)

O+ YV -U+eV-(CU) =0,

de leis de conservacao hiperbdlicas. E conveniente escrever (4.2) da seguinte forma:

U U U

at + A1<U7 €>am + A2(U7 C)ay = 07
¢ ¢ ¢
EUq EUy 1

onde A\(U,¢) = [14+e¢ 0 eu| =AU, ()sed=2. Ou

0 1+e( eus

u u
O + A(u, )ax =0,
¢ ¢
€U 1
onde A(u,() = sed=1.

14+¢eC eu
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Em ambos os casos estes sistemas nao sao simétricos e precisam ser “simetriza-

dos”. Um simetrizador para o caso de d =2 é

eu; 0 1+¢€C

A= leuy, 0 0

1 0 ey

De fato,

2(euy + e2u ) eup + e2up¢ 2ud +eC +1

* —
A" A= | cuy + 22 0 2uyus

1+ eC + &%u? £2uqus EU;
¢é simétrica.

Agora, independente da dimensao, estes “simetrizadores”nao sao compativeis

com os termos dispersivos. E portanto se faz necessaria outra estratégia. Considere

a seguinte mudanca de varidvel:
0—=u (1 + fc)
2
Note que
~ I 2
U:U(1—§§> +O().
Substituindo em (4.2) obtemos:

0,0 = — (vg + gvm?) (1 + gc) SOV -U 42V - (CU)) + OD)

€
2
N v/ va? . gVIUF - ng U+ 0(c2)

1 712 1 2 1 & ] 2

Isto significa que

-~ 1~y 1 1. -
8tU+Vg+e<§V|U|2+ZV|§|2+§UV-U) = 0(?). (4.3)
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Analogamente,

&
o~

I

|
<
h
~
—_

|

| ™
N—

|

™
<
~
=
+
S
™
N

E isto implica que

A +V-U+V-(C0) = O(). (4.4)

Quando d = 1 podemos escrever este sistema da seguinte forma:

i e 1+ EC i
) +| o, = 0(e?),

() i+ s ¢
que é simétrico. Agora, se d = 2, (4.3)—(4.4) sdo escritas como:

p
8tu1 + axC +e (ulaxul + UQal-/UQ + %C&EC + %ul (8xu1 + 8yUQ)) = O(€2>

8tuQ + 3y( +é (ulﬁyul -+ uzﬁyuQ + %CayC + %UQ(&Iltl -+ 8yuQ)) = O(€2>

\ ¢ + Dyuy 4 Oyus + 5 (0Cur + COpur + OyCus + COyus) = O(e?),

ou equivalentemente

iy Seqy ety 1+5C iy (. 0 iy
O [ |+ lews 0O 0 |O:|ay|T|ean Zetia 14+5¢|O || =
¢ 1+5¢C 0 £dy ¢ 0 1+:C  Sa ¢

Neste ponto usaremos a condigdo de rot U = 0. Mesmo quando rot U = O(e) e
. . e e~ o~ fe A~ e~ oo~

nao exatamente 0, ainda podemos substituir 5u28mu2 por §u28yu1 e 5u16yu1 por

Su10,U3, j& que estamos desconsiderando os termos de O(g?). Com essas substi-

tuicoes obtemos:

~ 3~ 1_~ € £ Ex
Ui §8U1 §8U2 14 §< Uy §'LL2 §u1 0 U1

O(e%).

O | a, |+ leay, iy 0 O oy | +| 20, 2eiy 1+ £¢ Ay | iy = 0(e?),

¢ 1+5¢C 0 =y ¢ 0 1+5C i ¢
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que ¢ simétrico.

Isso nos da o seguinte sistema de Boussinesq:

.

. 0,3
U +V(+e|1VE+3
Oyl
Sé?,)\,,u = 830113 ayﬂ1ﬁ2 ~
+5 +3 + aAV( = bAGU | =0,
0, O,y Tl

8¢+ VU + ¢ (%wgﬁ) AV T — dA@g) 0,
\
Onde a,b,c e d sao como em (4.1). Logo Sp, , ¢ o sistema Sy, com a parte
nao-linear simetrizada. Denotaremos por X' o conjunto de todos os sistemas Sp , .

Todo o desenvolvimento apresentado nos permite enunciar o seguinte resultado:

Proposigao 4.2.1. SejaT > 0 e (0, \,n) € [0,1] x R%. Seja também (U, (%)o<ecn
uma familia coerente com Sp . Se Ue = (1 + %C) U entio (US,()geecr € coer-

ente com Sp, .

4.3 Sistemas completamente simétricos

Todos os sistemas de Y’ tem a parte ndo-linear simétrica, mas nao necessaria-
mente sua parte dispersiva o é. No entanto, como indicado da Observagao 4.1.1,
podemos escolher os coeficientes 6, A\, u de maneira que a parte dispersiva seja
simétrica também.

Denotaremos por S’ a subclasse de ¥’ formada pelos sistemas S , , tais que

a=ceb>0,d>0.

Observacao 4.3.1. O sistema Sp, sem a parte nao linear pode ser visto da
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sequinte forma

(1 —ebA)OU +V(+acAV( =0

(1 —edA)OC+V -U+ccAV-U =0

E ¢ possivel mostrar que o Coroldrio 3.0.3 ainda € vdlido se substituirmos Oyu®
por (I — diag(a, ..., an)A)Opu® em (3.22), com a condi¢io o; > 0(j = 0,...,n) e

substituindo a estimativa de energia por

gedt.

n n t
(e, Y=+ all0suollms < e (luollz=+)_ 105ul Hs)+2/0 I f(H )]

Jj=1 J=1

Aplicando o Corolério (3.0.3), obtemos diretamente o seguinte resultado:

Proposicao 4.3.1. Seja (0, A\, 1) tais que Sy, , € S" e (Up, (o) € H*(RH)TL com
s>d/2+1. Entao

(i) Ezxiste T > 0 tal que Ye > 0, existe uma unica solu¢io (U®,(%)occc1 €
C([0,T/e], H*RHH) N CH([0, T /e], H-3(R)) do sistema Sy, com condigdo
inicial (U¢, (%) |i=o= (Uy, Co)-

(ii) Se (US,, C5,)e € coerente de ordem s com Sy, , € S" s0b [0,T/¢), entdo temos

que

Vo<t <

™ |

s U%C) = (US, Golll e o, 1! (rayarny < O, 0 < 8" < s.

Demonstragao: (i) Segue diretamente do Corolario 3.0.3.

(ii) Usando um raciocinio analogo ao feito na Etapa 1 da prova do Teorema
3.0.1, tome y(t) := [[(UZ, — U%, (5, — ¢°)|| sz temos que
y'(t) = cMey(t) +

y(0) =0
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onde M = max {||(Ug,, ¢;,) || s mg

|(U?), ¢l zse 11z }- Resolvendo esta E.D.O., obte-

mos:

(ecMst _ 1)

t) = &%t
y() ¢ cMet

le”—1]
|z

Usando que < ¢, Vx < 1, deduzimos que

T
y(t) <ce’t, YO<t< -

Usando o Teorema de interpolagao 1.3.6 como ja foi feito na Etapa 5 da prova

do Teorema 3.0.1, segue o resultado. n

4.4 Justificativa dos Modelos de Boussinesq

No Capitulo 2 mostramos que existe toda uma classe de sistemas equivalentes
So.xp que nos permitem descrever corretamente o comportamento assintético das
ondas de superficie em um regime de ondas longas, onde (0, \, 1) € [0,1] x R2.

Enunciaremos a seguir um importante resultado, que nos da condigoes de aprox-
imar a solugao de (2.28)-(2.29) quando € = u por (U;,¢’) solucdo de Spy, e

condicao inicial
£
U Jii= (1 -0 62)A> U, ¢ Jimoi= (" (4.5)

Teorema 4.4.1. Seja T > 0, s € R suficientemente grande e (¢°,(°) tais que
(Vy2,¢%) € H3(RHL Seja também (Y, (%)gcec: uma familia de solugoes de

(2.28)—(2.29) e defina U® := V°. Enfim, suponha que
- Para todo 0 < e < 1, (¢, %) |=o= (©°, () ;

- A familia (U¢, (%), € limitada em WH([0, T /], H*(R%)4+1),
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Para todo (6, A\, 1) € [0,1] xR?, se (U5, () € solugao de Sy, com condigao inicial

(4.5) e € limitada em WH([0,T/e], H*(R?)4*1), entao
1(U=,¢%) = (U, ) | o o1, < Ce™t,

onde Us,, = (1 —£(1— QQ)A)_l UE.

app " p

Ideia de Demonstracao: Fixe (61, Ay, y11) tal que o sistema S , , € S".

Usando a Proposicao 2.6.1, que nos dé uma justificativa rigorosa do desenvolvi-
mento assintético de Z.(£()v, a discussao formal da Sec¢ao 2.6.3 é justificada e a
familia (U, (%), é coerente com o sistema (2.35), que pode ser denotado também
por 511,

Agora, pela Proposicao 4.1.1 temos que se U = (1 - 51— 0%)A)_1 U¢, entao
(U¢,¢%). é coerente com Sy Ay ODde Ue .= (1+£¢°) Uf.
onde U; =

e e\ 4 /
Da mesma forma, mostra-se que (U2,Cp)E é coerente com Sp, y, .,

1+ Us e Us = (1-5(1-6)A) " (1-5(1-6*)A) Uz,

p

Segue pela Proposicao 4.3.1 que

|@.¢9) - (@5,6)

T
< ce?t,Vt € {0, —]
Lo ([0,t],H?) €

Observe que

€ re € € 7 € rTE € T
10,6 = U Gy < e(2s67) = (05, G, € 0.2

e o resultado segue dai.



Conclusao

Em primeiro lugar é importante observar que o resultado obtido na iltima parte
(Teorema 4.4.1) é um resultado condicionado a existéncia de solugao tanto das
equacgoes de Euler quanto dos sistemas de Boussinesq. Mesmo para os sistemas de
Boussinesq ainda nao se tem um resultado geral para existéncia de solugoes para
um tempo 1" ~ %

Vamos relembrar os resultados recentes sobre a boa colocacao dos sistemas de
Boussinesq. Naturalmente, é preciso impor restrigoes as constantes a, b, ¢, d a fim de
que a parte linear de (1) seja bem posta. Foi estabelecido em [3] que, quandon = 1,
todos os sistemas linearmente bem postos sao localmente bem postos com a parte
nao-linear. Porém a questao do tempo de existéncia nao foi considerada. Ja para
o caso bi-dimensional foi provada em [7] que o caso genérico onde b > 0 e d > 0,
os sistemas sao bem postos para um tempo de ordem 0(5_1/ 2). Nos outros casos
linearmente bem postos também foram obtidas solu¢ées num intervalo de tempo
[0,671/2] em [14] (também ver [8] ). E claro que as provas também se aplicam no
caso de dimensao 1. No entanto, ainda é um problema em aberto provar que esses
sistemas sao bem postos com um tempo de existéncia T' ~ %, onde vale o nosso

teorema de aproximacao (Teorema 4.4.1).
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Outra direcao de estudos interessante seria derivar e justificar os modelos assintdticos
considerando uma ordem de aproximacao a mais, ou seja, considerando também

todos os termos de ordem O(g?).
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