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Resumo

Descrevemos uma operagdo bindria no conjunto F(Q) dos pontos com coordenadas
racionais de uma curva eliptica que o torna um grupo abeliano. Provamos o Teorema de
Nagell-Lutz sobre os pontos de tor¢ao de E(Q). Demonstramos o Teorema de Mordell, que
afirma que este grupo ¢ finitamente gerado. Por fim, apresentamos um procedimento para
determinar o posto de E(Q) e o aplicamos para determinar o posto numa classes especificas

de curvas elipticas.

Palavras Chaves: curvas elipticas, grupo de pontos racionais, pontos de torsao, posto de

curvas elipticas.
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Abstract

We describe the binary application in the set E(Q) of rational points of an elliptic curve
E that makes it an abelian group. We prove the Nagell-Lutz Theorem on the torsion points
of E(Q) and the Mordell Theorem, wich states that this group is finitely generated. We also
present a procedure to determine the rank of F(Q) and we apply it to a specific class of

elliptic curves.

Key Words: elliptic curves, group of rational points, torsion points, rank of an alliptic

curve.
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Capitulo 1

Introducao

A histéria das curvas elipticas remonta a Grécia antiga e arredores, mais especificamente
a area de teoria de nimeros que estuda as equagoes diofantinas, procurando determinar
solugdes nos nimeros inteiros ou racionais para equagoes polinomiais. E natural buscar
solugoes para equagoes polinomiais em duas variaveis pelo seu aspecto geométrico, uma vez

que estas determinam curvas no plano cartesiano.

Uma curva eliptica E sobre o corpo dos racionais Q é uma curva nao singular de género
um com um ponto com coordenadas racionais, e seu modelo afim pode ser descrita por uma

equacao polinomial em duas varidveis da seguinte forma:

v =23 +ar+b, a,b em Q e o discriminante A = —4a® — 27b* # 0.

Em um classico teorema de 1922, Louis Mordell provou que é possivel construir todos os
pontos (z,y) de uma curva eliptica E' com coordenadas racionais a partir de um nimero finito
de pontos apenas desenhando retas e tangentes; mais precisamente, que o conjunto dos pontos
racionais forma um grupo finitamente gerado. Neste mesmo ano, Mordell ainda conjecturou
que curvas de género maior que 1 possuem um numero finito de pontos racionais. Esta

conjectura foi generalizada substituindo o corpo @Q por um corpo de nimeros e provada por



Gerd Faltings, no que atualmente é conhecido como o ”Teorema de Faltings”; este teorema
o consagrou como ganhador da Medalha Fields em 1986. Nos dias de hoje, temos ainda um
importante problema em aberto envolvendo a teoria de curvas elipticas: a Conjectura de
Birch e Swinnerton-Dyer, que se encontra na lista do Instituto Clay de Matematica como

um dos sete Problemas do Milénio a serem resolvidos.

Seja E(Q) o grupo abeliano dos pontos racionais de uma curva eliptica E. Pelo teorema

de Mordell este grupo pode ser decomposto na seguinte soma direta:

E(@) = E(@)tors D Zr?

onde E(Q)ors é 0 subgrupo de torsao e r é o posto da curva eliptica, o qual mede o tamanho
de um conjunto de geradores. O teorema de Barry Mazur de 1977 nos fornece uma carac-
terizagao completa para as possibilidades para o subgrupo de torsao de uma curva eliptica
sobre os racionais. Entretanto, ainda hoje nao sao conhecidos os possiveis valores para o
posto r de uma curvas eliptica sobre os racionais. Embora acredite-se que o posto possa ser
arbitrariamente grande, o maior valor conhecido é r = 19 e foi determinado por Elkies em

2009.

Nesta dissertagao estudamos o conjunto de pontos racionais £(Q) de uma curva eliptica
E. O segundo capitulo contém um pouco da teoria basica sobre curvas planas, em especial
o teorema de Bezout sobre o niimero de pontos na intersecao de duas tais curvas planas. No
capitulo 3 definimos uma operacao de soma em E(Q), de cunho geométrico, tornando-o um
grupo abeliano. Esta operacao é consideravelmente simples do ponto de vista computacional,
o que gerou o desenvolvimento de sistemas criptograficos envolvendo tais grupos. Curvas
elipticas deram ainda origem a um teste de primalidade bastante eficiente, o que esta dire-
tamente relacionado ao algoritmo RSA de criptografia. Mais informagcoes sobre este teste de

primalidade e a conexao entre curvas elipticas e criptografia podem ser encontradas no livro

3]-

A seguir obtemos expressoes algébricas para a soma de pontos de uma curva eliptica



E(Q), que sao ostensivamente utilizadas no desenvolvimento da teoria, e caracterizamos
os pontos de torsao em E(Q), via a prova do teorema de Nagell-Lutz. O capitulo 5 é
dedicado a demonstracao do teorema de Mordell e, no capitulo seguinte, estudamos uma
caracterizacao do posto de uma curva eliptica apresentada em [1] envolvendo a determinagao
de solucgoes de equagoes diofantinas particulares. Esta caracterizagao nos permite determinar
explicitamente o posto de uma classe de curvas, veja os artigos [4], [9] e [10], a saber, as

curvas do tipo

y? = 2% — px, onde p é um primo da forma p=ut+vioup=21—1, u,v €Z

y* = 2% — 2px, onde p é um primo e 2p = (u? + 2vH)* + (u? — 20*)*, u,v € Z.

Neste capitulo, apresentaremos curvas elipticas de posto igual a zero, um, dois e trés.



Capitulo 2

Curvas Planas

Neste capitulo introduzimos as defini¢oes de curvas algébricas planas(afim e projetiva) e
de multiplicidade de intersecao de curvas planas em um ponto. Demonstramos o Teorema de
Bezout, que afirma precisamente quantos pontos temos na intersecao de duas curvas planas,
quando computados de maneira adequada; este teorema é essencial para a teoria de curvas

elipticas.

A teoria desenvolvida neste capitulo estd contida nos primeiros capitulos do livro [11],

12].

2.1 Curvas Planas e o Plano Projetivo

Neste capitulo, K denota um corpo e K o seu fecho algébrico.

Definicao 1. Seja p(x,y) um polinémio nao constante em K|z, y|. A curva plana afim C,

sobre K determinada por p(z,y) € o conjunto

Cp = {(z,y) € K; pl(z,y) = 0}.



Utilizamos também a notagao C, : p(z,y) = 0. Se F é um corpo contendo K, denotamos
Cp(F) = {(z.y) € F*% p(z,y) = 0}.

Definimos o grau da curva como o grau do polinomio que a define. Curvas de graus 1, 2 e

3 sao ditas, respectivamente, retas, conicas e cubicas.

Sejam y = myz + k1 e y = mox + ko, my, k; € R para ¢ = 1,2, duas retas distintas. De

modo geral, estas retas se intersectam em um unico ponto em R2. Mas, se m; = ms, entao
a i a0 ¢ vazi fim R? d a |

as retas sao paralelas e esta intersecao ¢ vazia no plano afim R*. Estenderemos entao o plano

afim adicionando ”pontos no infinito”, de modo que esta intersecao seja nao vazia.

Para vermos de que maneira devemos adicionar pontos ao plano afim, considere r e s

duas retas concorrentes e 1, s’ retas paralelas a r e s, respectivamente.

Figura 2.1: Pares de Retas Paralelas

Nao podemos adicionar um tnico ponto no infinito definindo a intersecao de qualquer par
de retas paralelas, pois terfamos assim que as retas r e 1’ se intersectariam em dois pontos,
como descrito abaixo.

Convém entao adicionar um ponto no infinito para cada direcao do plano afim ou, equiva-
lentemente, para cada reta contendo a origem. A cada par de nimeros reais (a,b), ab # 0,
corresponde uma reta ax = by. Mas, como dois pares (a,b) e (a’,0’) determinam a mesma
reta contendo a origem se e somente se existe um numero real ¢ nao nulo tal que ta = a’ e
th = b/, adicionaremos ao plano afim os elementos do conjunto a seguir, ditos os pontos no

infinito. Eles sao definidos via a seguinte relacao de equivaléncia em R?, e sdo denotados por



Figura 2.2: Ponto no Infinito

PH(R):
(1, 22) ~ (y1,y2) <= It € R\ {0} tal que tz; =y;, j =1,2,
T1,T9) € R?% (x1,12) # (0,0)}

~

P!(R) = {( , 0 conjunto das classes de equivaléncia da

relagao ~.

Figura 2.3: Pontos no Infinito

Seja P2(R) = {(z1,22,73) € R? (21,29,73) # (0,0,0)}/ ~, onde ~ é a relacao de
equivaléncia em R3 definida de maneira andloga. Note que existe uma bijecao entre os

pontos de P*(R) e R? UPY(R):

(x/z,y/z), se z#0

[z :y], se z=10

[z:y:z]—

Motivados por esta correspondéncia, definimos o plano projetivo sobre o corpo K da seguinte

maneira.



Definicao 2. Considere sequinte a relagdo de equivaléncia entre pontos de K3:
({Eh[EQ,CCg) ~ (y17y27y3) <~ dJdtekK \ {0} tal que txj =Yy, ] = 17 273

Definimos o Plano Projetivo sobre K como o conjunto destas classes de equivaléncia

P2(K) — {(21, 29, 23) € K3; (21,29, 13) # (0, 0,0)}.

~Y

Se (z1, 9, 13) € um ponto de K3, (1,19, 23) # (0,0,0), sua classe de equivaléncia é denotada

por [x1 1 xg @ x3).

Podemos ainda visualizar o plano projetivo como o conjunto de retas de K*® contendo a
origem, e identificar via uma projecao os pontos do plano afim K? com a intersecao destas

retas com um plano qualquer em K? que nao contenha a origem, por exemplo o plano z = 1.

Para definirmos curvas planas projetivas, devemos destacar o fato de que um ponto no
plano projetivo é uma classe de equivaléncia, logo possui varios representantes. Portanto,
para a definicao de curva plana projetiva ser consistente, devemos trabalhar com uma classe

especifica de polinomios.

Defini¢ao 3. Um polinomio P(X,Y,Z) em K|X,Y, Z] € dito homogéneo de grau d se cada

um de seus monomios possui grau d.
Proposicao 1. Seja F(X,Y, Z) um polinomio em K[ X, Y, Z] de graud > 1. Entao F(X,Y,Z)
¢ homogéneo se e somente se, para todo t € K\ {0}, F(tX,tY,tZ) = t'F(X,Y, Z).

Temos entao que, se F(X,Y, Z) é homogéneo e F(x,y,z) =0, entdo F(tx,ty,tz) = para

todo t € K\ {0}.

Defini¢ao 4. Seja P(X,Y,Z) um polinémio homogéneo nao constante em K[X,Y,Z]. A

curva algébrica plana projetiva Cp sobre K determinada por P(X,Y,Z) é o conjunto

Cp={[x:y: 2] € PK); P(z,y,2) = 0}.



Se F € um corpo contendo K, denotaremos
Cp(F) = {[z:y: 2] € P*(F); P(,y,2) = 0}.

Definimos o grau da curva algébrica plana Cp como o grau do polinémio P(X,Y, Z) que a de-
fine e a denotamos por
Cp : P(X,Y,Z) = 0. Curvas projetivas de graus 1,2 e 3 sdo ditas, respectivamente, re-

tas, conicas e cubicas projetivas.

Seja Cr : F(X,Y,Z) = 0 uma curva plana projetiva, F(X,Y, 7) € K[X,Y, Z]. O plano
projetivo pode ser visto como P?(K) = K’ U P! (K), onde identificamos os pontos de K
com os do conjunto {[z; : x5 : w3] € P}(K); w3 = 1}. Assim motivados, dizemos que a
curva plana afim Cy, definida por f(z,y) := F(x,y,1), é um modelo afim da curva Cp;
este processo é chamado de desomogeneizacao de C'r. Note que existe uma bijecao entre o

conjunto {[x; : x5 : x3] € Cr; x3 # 0} e 0 modelo afim da curva:
{[o1: @5 : 23] € C; w3 # 0} — Cf = {(2,9) € K5 f(a,y) = 0}
1 T
[ : 29 s 23] — <— —)

T3 T3
A desomogeinizacao de curvas projetivas pode ser feita, conforme descrito acima, com
respeito a qualquer uma das trés variaveis. Assim temos varios modelos afim de uma mesma

curva plana projetiva, que podem ser vistos como projecoes da curva Cg nos planos z = 1,

y=1louz=1.
Reciprocamente, seja f(z,y) € K[z, y] um polinomio de grau d, digamos
flay) =) ajpaly".
gk
Definimos a homogeneizagao de f(z,y) por

F(X\Y,Z) =) a;,XIY*Z470tH),
.k
Note que F(X,Y, Z) é um polinomio homogéneo de grau d tal que o modelo afim da curva

CF, obtido a partir da desomogeinizacao com respeito a variavel z, é C.
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2.2 A Resultante e Intersecoes entre Curvas

Considere uma reta e uma parabola definidas sobre R. Elas podem nao se intersectar em
R? mas, quando consideramos pontos de intersecao no plano complexo C?, temos, de modo
geral, dois pontos nesta intersecao. Porém, quando a reta tangencia esta parabola, temos a
principio um nico ponto de interse¢ao; mas é razoavel computar este ponto como um ponto
"duplo”de interse¢ao, uma vez que pontos distintos de intersecao convergem para um ponto

unico de tangéncia, conforme descrito nas figuras abaixo.

Figura 2.4: Retas Secantes e Tangente a uma Parabola

Isto nos leva a intuicao de que a intersecao entre curvas de graus m e n contém mn pontos. O
Teorema de Bezout afirma que este raciocinio esta correto, quando computamos corretamente
os pontos de intersecao entre curvas planas projetivas, isto é, quando buscamos os pontos
no plano projetivo sobre o fecho algébrico do corpo de definicao das curvas e levamos em
conta como as curvas se intersectam nestes pontos. Estas curvas devem satisfazer uma outra

hipétese, derivada da definicao abaixo.

Um polindémio homogéneo F(X,Y, 7Z) € K[X,Y, Z] pode ser fatorado como F = F} F,
Fi, F, € K[X,Y, Z], se e somente se cada polinémio Fj, j = 1,2, é homogéneo. Logo, cada

polinémio Fj(X,Y, Z) define uma curva plana projetiva Cr, : F}(X,Y, Z) = 0.

Defini¢ao 5. Seja Cr : F(X,Y,Z) = 0 uma curva plana projetiva e F = F1Fy...F, a
fatoragao de F sobre K em polinémios irredutiveis. Cada curva Cp, : F;(X,Y,Z) = 0,

Jj=1,...,n, é dita uma componente irredutivel de C.
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Mostraremos primeiramente que a interse¢ao entre duas curvas planas afins é finita se os
polinomios que as definem nao possuem componente comum nao constante. Utilizaremos o

seguinte lema na demonstragao.

Lema 1 (Lema de Gauss). Sejam D um dominio de fatoragdao unica, D seu corpo de fragoes

e f(x) = a,x™ + ... + ayx + ag um polinomio em D[z] tal que
dte D tal quet|aj, VO < j<n<=t¢éunidade em D.

Entao f(x) € redutivel em D|x] se, e somente se, f(x) é redutivel em D[z].

Demonstracao. A demonstragao deste lema pode ser encontrada na pagina 54 do livro [2]. O

Proposicao 2. Sejam f(x,y) e g(z,y) polinémios sem componentes comuns em K|z, yl.

Entao a intersecao entre as curvas planas afins Cy : f(z,y) =0 e Cy : g(x,y) =0 € finita.

Demonstragao. Temos que f(z,y) e g(x,y) podem ser vistos como polinémios em K(z)|y],
onde K(z) é o corpo fracoes de K[z]. Pelo Lema de Gauss, temos que f e g também serao

relativamente primos em K(x)[y], logo existem r(z), s(x) € K(z) tais que

r(@)f(z,y) + s(x)g(z,y) =1,

onde 11,79, 81, S2 € K[z], obtemos

Vemos entao que existe um nimero finito de valores para xg tais que f(xo,y) = g(zo,y) =0,
limitado pelo nimero de raizes de ro(z)ss(x) = 0. Para cada x, fixado existe um nimero

finito de valores para yq tais que f(z,4o) = 0, como gostariamos. [

Este resultado pode ser estendido para curvas planas projetivas. Se F'(X,Y,Z) e G(X,Y, Z)

sdo polinomios homogéneos em K[X,Y, 7], a intersegdo entre as curvas planas projetivas
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definidas por estes polindmios pode ser escrita como
{[z:y:1] e P(K); Fla,y,1) = G(z,y,1) = 0}U{[x 1 y : 0] € P*(K); F(,y,0) = G(z,y,0) = 0}.

Teremos que estes dois conjuntos serao finitos se F'(X,Y, z) e G(X, Y, z), vistos como polinémios
em K[X,Y], ndo possuirem fator comum para todo z € K. Para demonstrar este fato, in-

troduziremos o conceito de resultante.

Defini¢ao 6. Sejam D um dominio de fatoracao unica e f(y) = any™ + -+ + a1y + ao,
g(y) = byy™ + -+ + by + by polinémios em Dly| tais que a,, e b, sao nao nulos. Definimos

a resultante de f e g como o determinante

Ay Am—1 c ao
(077 Q-1 - - Qo
R Ay Am—1 ... Qo
f9 =
bn bnfl bO
bn bn—l bO
b, bn1 ... b

onde os coeficientes de f(x) se repetem por n linhas e os de g(x) por m linhas, formando

uma matriz quadrada (m +mn) X (m +n).

A proposicao abaixo conclui o argumento acima.

Proposicao 3. Sejam f(y) = aa(x)y?+---+ar(z)y+ao(z) e g(y) = be(x)y*+- - +bi(x)y+
bo(z) polinomios em K[z|[y] tais que aq(x) e be(x) s@o ndo nulos. Entdo, Ryg4(xo) =0 se e

somente se f(xo,y) e g(xo,y) possuem raiz comum em K.

Mais ainda, Ry () € identicamente nula se e somente se f e g possuem fator comum

nao constante.
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Demonstragao. Ver [11], pdginas 23 e 24. H

Proposicao 4. Sejam F e G polinomios homogéneos em K[X,Y, Z] sem componentes co-

muns. Sejam m e n os graus de F' e G, respectivamente. Escrevendo
F(X,)Y,Z)=A)Y™"+--- 4+ A,

onde A;, B; sao polinomios homogéneos de grau j em K[X, Z], a resultante R = Rp (X, Z)

¢ um polinomio homogéneo de grau mn.

Demonstracao. Seja t # 0. Entao,

Ay tAr ... A,
Ay tA, ... A,
Ay tA; ... tmA,
R(tX,t7) =
By tBy ... t"B,
By tB "B,
By tB, ... t"B,

Multiplicando, na matriz que define o determinante acima, a j-ésima linha de A;’s por ¢/~ !,
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j=2,..,n, e ak-ésima linha de B;’s por t*~!, k = 2, ..., m, teremos a matriz

Ay tA, ... tMA,,
tA, t?A, ... tmTlA,,
A, t"A, ... LA
By, tBy ... "B, ’
tBy, t*B, ... t""'B,
tm 1B, t"B; ... ttmlp,

cujo determinante, por construcio, é igual a t"N R(tX,tZ), onde
N=(14-4n—-1)+1+---+m-—1).

Por outro lado, multiplicando a j-ésima coluna da matriz que define R(X,Z) por /71

j=2,...,(m+n), obtemos a matriz acima; portanto, se M =1+ ---4+ (m+n — 1),

tNR(tX,tZ) =tMR(X,7) <= R(tX,tZ) = tMNR(X, 7),

onde M — N = mn. O

2.3 O Teorema de Bezout

Sejam Cp : F(X,Y,Z) =0e Cg : G(X,Y,Z) = 0 duas curvas planas projetivas sem
componentes comuns. Para computar o nimero de pontos na intersegao entre estas curvas, é
preciso levar em conta de que maneira elas se intersectam em um dado ponto. Vamos agora

definir a multiplicidade de intersecao de Cr e Cg em um ponto fixado.

Definigcao 7. Sejam P; = [z, : y; : zj], j > 1, 0s pontos distintos da interse¢ao entre Cp e

Cq, que a principio pode ser vazia, e Py = [0 : 1 : 0]. Diremos que Cr e Cg estio em boa
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posicao(ou bem posicionadas) se Py, P; e Pj nao sio colineares para cada P; # P; € CpNC.

Em particular, se Cr e Cg estao bem posicionadas entao Py ¢ Cr N Cg.

Note que, se Cp e Cg estdao bem posicionadas, entdo [z; : z] # [r; : z;] sempre que
i # j. De fato, uma reta projetiva sobre K que contém Py é da forma L(K) : aX +~vZ = 0.
Se P, = [x; : y; : z)] pertence a L = L(K), entdo o = —2; e v = x;. Segue entdo que
P; = [xj DY zj] pertence a L se, e somente se z,x; = ¥;z;. Se z; = 0, entao devemos ter

z; = 0 pois [z; : z;] # [z, : z;], donde P; = Py, um abusrdo. Logo x1, 21, 2, 22, sd0 nao nulos

e assim
X Zi

isto ¢, existe ¢ # 0 tal que z; = ta; e z; = tz;.

Escreva F(X,Y,Z) = A)Y" + -+ A, GIX,Y,Z) = ByY" + --- + B,, como na
Proposicao 4 e suponha Cr e Cg bem posicionadas. Temos que Py € Cr se e somente se
Ag = 0, logo nao podemos ter simultaneamente Ay e By nulos; segue da Proposicao 4 que
a resultante R(X,Z) = Rpq(X,Z) é um polinomio homogéneo de grau mn. Mais ainda,

como Ay = By = 0 ndo é possivel, temos pela Proposicio 3 que, para todo [z : 2] € P'(K),
R(r,2) =0+= JyecKtalque[r:y:2] € CrNCq.
Em particular, a intersegao entre Cr e C é nao vazia. Logo, se P, = [z; 1 y; @ zi], i = 1,...,7,

sdo os pontos distintos da interse¢ao entre Cr e Cg, entao R(X, Z) pode ser fatorada como

R(X, Z) = CH(ZZX — $7;Z)mi,
i=1
onde ¢ € K é ndo nulo e Y, m; = mn.
Definicao 8. De acordo com a notacdo acima, a multiplicidade de intersecao de Cr e Cqg

em um ponto P € P2(K) ¢ dada por

0, se P¢ CrNCq
m;, se P=P, e CrNCg.

(CF7 CG)P =
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Entao, definindo multiplicidade de intersecao de duas curvas em um ponto apropriada-

mente, temos demonstrado o seguinte resultado, versao preliminar do Teorema de Bezout.

Proposicao 5. Sejam Cr : F(X,Y,Z) =0 e Cs : G(X,Y,Z) = 0 duas curvas planas
projetivas sem componentes comuns de graus m e n respectivamente. Entao, se elas estao
em boa posicao,

Z (CF,C(;)]D = mn.

PeCrNCq

Agora precisamos definir multiplicidade de intersecao para curvas que nao estejam em boa
posicao. Para isso,vamos trabalhar com o conceito de mudancas de coordenadas projetivas.
Seja

7R —-K

(7,y,2) — T'(2,y,2) = (2/,y, %))
um isomorfismo linear entre espacos vetoriais. Tal aplicacao induz uma bijecao

T : P*(K) — P*(K),
2y 2] — 2"y 2]
bem definida pois 7" preserva retas contendo a origem, que chamamos de mudanca de coor-
denadas projetivas. Se Cr : F(X,Y,Z) = 0 é uma curva plana projetiva, definimos
ToCp={[r:y:2]€ P K); T"H[zx:y:2])cCr},

isto 6, T o Cp é composta pelos pontos de P?*(K) que satisfazem a equacio
F(T7Y(X,Y,Z)) = 0.

Lema 2. Sejam Cp : F(X,Y,Z) =0 e Cq : G(X,Y,Z) = 0 duas curvas planas projetivas
sem componentes comuns. Entdao existe uma mudanca de coordenadas projetivas tal que Cr

e Cq estao em boa posicao.
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Demonstragdo. Suponha que Cp e Cg nao estao em boa posigao e sejam P; = [x; : y; : 2],
7 = 1,...,r, os pontos distintos na intersecao. O conjunto de retas determinadas pelos
pares (@i, Q;), Q;,Q; pontos de (Cr N Cq) U {R}, é finito. Segue entdo que, fixando P
um ponto nao pertencente a uniao destas retas e 7' uma mudanca de coordenadas tal que
T(P)=10:1:0], as novas curvas T o Cr e T o Cg estardo em boa posigao. De fato, se
[0:1:0], Q1 e Q sao pontos colineares em T(Cr)NT(Cg), entao P, T-1(Q1) e T~1(Q2) sao

pontos colineares e T-1(Q;) e T~1(Q3) pertencem a intersecio Cr N Cg, um absurdo. [

Definigao 9. Sejam Cp : F(X,Y,Z) = 0 e Cs : G(X,Y,Z) = 0 duas curvas planas
projetivas sem componentes comuns e T uma mudanca de coordenadas projetiva tal que
ToCp eToCg estao em boa posicao. Definimos a multiplicidade de intersecao de Cp e Cg

por

(Cr,Cg)p=(ToCp,To CF)T(P)-

O resultado abaixo mostra que a definicao acima nao depende da mudancga de coordenadas

escolhida.

Proposicao 6. Sejam Cr : F(X,Y,Z) = 0 e Cs : G(X,Y,Z) = 0 duas curvas planas
projetivas sem componentes comuns, F,G € K[X,Y, Z]. Suponha que Cr e Cg estao bem
posicionadas e T' é uma mudanca de coordenadas projetiva tal que T o Cr e T o Cq também

estao em boa posicao. Entao

(Cr,Ca)p = (T o Cp, T o Cp)r(p).

Demonstracao. Seja W uma mudanca de coordenadas projetiva genérica definida por nove
indeterminadas(elementos transcedentes sobre o corpo K) w,;, i,j = 1,2,3. Sejam K(w, ;)

o corpo de fracdes do anel de polinémios K[w; ;] e L o seu fecho algébrico.

Temos que P?(K) esta contido em P?(IL), mas Cr(L)NCq (L) = Cr(K)NCg(K). De fato,

os pontos na interse¢ao entre Cr(IL) e Cg(L) s@o, como vimos na se¢ao anterior, as raizes de



18

um polindmio com coeficientes em K; como K é algebricamente fechado, as coordenadas das
raizes deste polinomio estdo contidas em K. Mais ainda, um ponto P pertence & intersecao
entre Cp(L) e Cg(L) se e somente se W(P) € (W o Cgr(L)) N (W o Cg(LL)), por defini¢ao

destas curvas.

Note que W™1(X,Y,Z) possui coeficientes que sao fragoes cujos denominadores sao
polindmios nas varidveis w;;, 7 = 1,2,3, entdo existe ¢y € K[w;, ] tal que F(X,Y,Z) =
ew F(W=YX,Y, Z)) é um polinémio em L[X, Y, Z]|. Além disso, como cyy € L, F(W~YX,Y, Z))

e F(X,Y,7) definem as mesmas curvas sobre P?(IL).

As curvas Cp(L) e Cg(L) estdo bem posicionadas, pois se Py = [0 : 1 : 0] pertence a

intersecio Cx(IL) N Cx(L), entdo existe P € Cr(K) N Cg(K) tal que W(P) = P, isto &,

Wi Wiz W13 x(P) 0
Wa1 Wao W3 yP) | =11 |
w31 W32 W33 Z(P) 0

contrariando a condi¢ao de elementos transcendentes sobre K de w; ;, 7 = 1,2, 3. Calculando

a resultante entre F e @, temos que
?
Rpg(X. 2) =c]||@X —mz)™,
i=1
onde, para cada i = 1,...,7, existe [7; : 7; : Zi) € Cx(K)NCx(K). Mas um ponto [T; : ¥; : %]
pertence a esta intersecao se e somente se [T; : Ui : Z;] = W([x; : y; : 2;]) para algum ponto

[z : yi : 2] € Cr(K) N Cg(K); portanto, escrevendo

Rpa(X, 2) = c][(zX — 2:2)™,

=1

temos que r; =T, em; =m; parat=1,...,7.

Finalmente, se T' ¢ uma mudanca de coordenadas projetiva definida por ¢; ;, i, 7 = 1,2, 3,

fazendo w; ; = t; ; para i,7 = 1,2, 3, temos que

(Cr,Cg)p=(ToCp,To OF)T(P)a
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como gostariamos. O

Podemos ainda visualizar a definicao de multiplicidade de intersecao de curvas em um
ponto de outra maneira, através do resultado a seguir que pode ser encontrado no livro [6].
Proposigao 7. Sejam Py um ponto qualquer do plano afim K* e

F(K) ={(C,Cy); f.g € Klz,y] e Cf, C, nao tém componente comum contendo Py}
Existe uma tnica aplicagao (Cyr,C,) € F(K) — (Cf,Cy)p, € N satisfazendo as seguintes
propriedades.

1. (Cy, Cg)p =1, se f(z,y) =z e glx,y) = y;

2. (Cfacg)Po = (Cgacf>P07 v (Cfvcg) € ]:(K):'

3. (Cr, Con)py = (Cr, Cg)py + (Cy, Cn)py, ¥ (Cy, C), (C, Cn) € F(K);

4- (Cp, Coapn)p, = (Cy, Cyg)py, Y (C, Cy), (Cy, Cn) € F(K);

5. (C;,Cy)p, =0, se Py ¢ C, e (Cf,C,) € F(K).

Demonstragao. A demonstragao deste resultado pode ser encontrada no livro [6]. O]

Se Cr : F(X,Y,Z) = 0e Cg : G(X,Y,Z) = 0 sao curvas planas projetivas e
P = [z :y: 2] é um ponto qualquer de P?(K), podemos desomogeneizar as curvas, por
exemplo em relagao a varidvel Z, e obter curvas planas afins C; : f(z,y) =0, Cy : g(x,y) =0
e o ponto Py = (a,b) correspondente a P = [a : b : 1]. Temos entdo que a multiplicidade de
intersegao entre Cr e Cg no ponto P coincide com (Cfy, Cy)p,. Isto fornece uma definigao

equivalente de multiplicidade de intersecao.

Note que esta Proposi¢ao fornece um algoritmo para o cédlculo da multiplicidade de in-

tersecao entre curvas em um ponto, conforme descrito no exemplo abaixo.
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Exemplo 1: Considere f(z,y) = z e g(z,y) = y*> — 2% + x. A multiplicidade de intersecio

entre estas curvas no ponto P = (0,0) é dada por:

(CfaCQ)P = (I’,y2—ZE3+I’)P = (‘TayQ_l‘(xQ_l))P = (‘T:yg)P = (xay)P+($7y>P =1+1= 27

onde, por simplicidade, (f(z,v),g(z,vy))r = (C},C,)p. De fato, as curvas planas y? = z* —x

e = 0 se tangenciam no ponto P = (0,0).

Podemos agora enunciar e demonstrar o Teorema de Bezout.
Teorema 1. Sejam Cr : F(X,Y,Z) =0eCq : G(X,Y, Z) = 0 duas curvas planas projetivas
sem componentes comuns de graus m e n respectivamente. Entao,

Z (CF,Cg)p = mn.

PeCrnCqg

Demonstracao. Se Cr e Cg estao em boa posicao, o resultado segue diretamente da Proposigao
5. Se estas curvas nao estao em boa posicao, existe uma mudanca de coordenadas projetiva
T tal que T oCr e T o Cg estao em boa posicao e entao, novamente pela Proposicao 5, segue

o resultado. O

Corolario 1. Se duas curvas de graus m e n se intersectam em mais de mn pontos, entao

elas possuem uma componente em comum.

O Teorema a seguir, cuja demonstracao é encontrada em [12], é essencial para a teoria

de curvas elipticas.

Teorema 2. Sejam Cp, e Cp, duas cibicas sem componentes comuns. Sejam ainda P, ..., Py
0s pontos distintos na interse¢cao Cp N Cg,. Se Cp é uma terceira cubica que contém

Py, ..., Py, entio Py € Cp.

Demonstracdo. Se existirem X,y € K tais que F = M\F} + uFs, entdo é claro que Cp contém

. . . , . . . . —3
Py. Suponha que isto nao ocorra, isto é, que nao exista solu¢ao (A, i, v) nao trivial em K
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para AF} + uFy + vF = 0. Entao, para cada par de pontos A, B fixados, podemos escolher
(A, u,v) € K de modo que a curva C, definida por F' = A\F} + uF, + vF, contenha A e B.

Note que nao podemos ter quatro pontos colineares dentre P, ..., Py, pois seguiria do
Corolario 1 que esta reta seria componente comum entre Cp, e Cpg,. Analogamente, nao

podemos ter sete destes nove pontos contidos em uma tnica conica.

Dividiremos a demonstracao em trés casos possiveis, de acordo com a disposicao dos

pontos P, ..., Py.

Caso 1: Suponha P, P, e P; contidos em uma reta C',. Devemos ter Py, ..., Py contidos em
uma tnica conica Cg. De fato, se duas conicas Cg, e Cg, possuem cinco pontos distintos de
intersecao, entao elas possuem uma componente comum; como estamos supondo que estas
conicas sao distintas, segue que esta componente deve ser uma reta C;. Como as outras
componentes de Cg, e Cg, sao retas distintas, elas se intersectam em apenas um ponto e

entao temos quatros pontos dentre os nove pontos iniciais contidos em C7, impossivel.

Sejam A um ponto de C, distinto de Py, P, Ps e B um ponto qualquer fora de Cg e Cf.
Escolhendo (A, p, ¥) de modo que C contenha os pontos A e B, temos que Cf, é componente
de Cp, pois (CL, N Cy) D {A, P, P, P3}. Segue do argumento acima que Cp, e Cgp sao as
componentes de Cf, pois Py, ..., Ps nao pertencem a C,. Mas isto ¢ impossivel pela escolha

de A e B.

Caso 2: Suponha que Fi, ..., B estao contidos em uma conica Cg. Sejam Cf a reta
passando por P; e Py, A um ponto de Cg distinto de P,..., B e B um ponto qualquer
fora de Cg e Cp. Escolhendo (A, p, ) de modo que Cx contenha A e B, teremos que Cg é

componente de (', pois contém sete pontos na intersecao com Cq: A, Py, ..., Fs.

Seja C; a outra componente de Cz. Nao podemos ter P; ou Py pertencentes a Cg, pois
assim (g seria componente comum de Cr, e Cp,. Como Cp, e C; tém dois pontos em comum,

temos que C, = (5, mas isto é impossivel pela escolha de B.
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Caso 3: Suponha que nao temos trés pontos colineares dentre P, ..., Py e que nenhuma
conica contém seis destes pontos. Sejam C7, a reta contendo Py, P» e Cg uma conica contendo
Py, ..., P;. Sejam ainda A, B pontos quaisquer de C7, distintos de P, e P e escolha (A, u, v)
de modo que C% contenha A e B.

Como A, B, P, e P, pertencem a C, e Cf, segue que Cf, é componente desta cibica.
Escrevendo F = L.@, temos que Ps, ..., P; devem pertencer a C’@ por hipétese. Como Cg e
C’Q possuem cinco pontos distintos em sua intersecao, temos que Cg = C’Q e assim F = L.Q.

Mas isto ¢ um absurdo pois Ps € C mas Py nao pertence a Cg ou Cf. O



Capitulo 3

Curvas elipticas

3.1 Definicao

Nesta secao, F e K denotam corpos de caracteristica diferente de 2 e 3.

Definicao 10. Uma curva eliptica E sobre um corpo K € uma curva projetiva definida por
uma equacao do tipo

Y27 = X? 4 aXZ*+ 0273, (3.1)
onde a,b € K e o discriminante A = —4a® — 27b* de E € nao nulo.
E f4cil ver que o discriminante A é nao nulo se, e somente se a curva é nao singular. Note

também que esta curva projetiva possui apenas um ponto no infinito @ = [0 : 1 : 0]. Desse

modo trabalharemos com o modelo afim da curva eliptica
E:y=r*+ar+b (3.2)
sabendo que a curva projetiva consiste de todos os pontos finitos e um ponto no infinito.

Cabe ressaltar que, se EF é uma curva eliptica sobre Q, a menos de uma transformacao

23
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do tipo (z,y) — (xz,c®y), ¢ € Z, o modelo afim da curva E sempre pode ser escrito na

forma y? = 23 + ax + b, onde a e b sao inteiros.

Uma definicao alternativa de curva eliptica que tambem usaremos é: cibica nao singular
sobre K com um ponto racional. De fato, toda ctibica nao singular é isomorfa a uma cubica

definida por uma equacao do tipo y* = x® + ax + b, conforme esté4 descrito no livro [8].

Proposicao 8. Toda ciibica nao singular € isomorfa a uma cibica do tipo y*> = x® + ax +b.

Demonstracao. Seja
C:AX]+BY*+CZ°+DX*Y + EX?Z+ FXY*+GY?Z+HXZ*+IYZ>?+JXYZ =0

uma ctbica nao singular com um ponto racional. Escolheremos um sistema de coorde-
nadas tais que, nas novas coordenadas, a equagao da curva seja como em (3.1). Escolhemos
O =[1:0: 0] como as novas coordenadas do ponto racional e a reta Z = 0 de modo que
esta seja tangente a ctibica em O; como a intersecao entre C' e a reta Z = 0 é descrita pela
equacao

AX? + BY? + DX?*Y + FXY? =0, (3.3)

devemos ter A = D = 0. Vamos supor que F' # 0, isto é, que O nao é ponto de inflexao da
curva. Logo a reta Z = 0 intersecta a ctibica em um ponto diferente de O, cujas coordenadas
escolhemos ser [0 : 1 : 0]. Portanto, da equagao (3.3), vemos que B = 0. Escolhemos a reta
X = 0 como a reta tangente a cibica em [0 : 1 : 0]; como a interse¢ao entre esta reta e a
cubica é descrita por

CZ3+GY2Z + IV 7% =0,

devemos ter que G = 0. Escolhendo a reta Y = 0 como qualquer reta distinta de Z = 0

contendo o ponto O, obtemos nas novas coordenadas uma ctibica projetiva

C:C'ZP+EX’Z+XY*+HXZ*+I'YZ*+ JXYZ =0. (3.4)
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Desomogeneizando em relagao a variavel Z, obtemos a equagao
vy +Jay+I'y=—FE'2* — Hr - C' <= (2y)* +ay(Jz+1) = —E'2* — H2*> — C'z.
Fazendo a mudanga de coordenadas s = xy, t = x, temos

s+ s(Jt+1)=—-Et - Ht - C't.

Jt+ 1T
2 b

Fazendo agora x =t, y = s +

y2 = az> + ba? +E:17+3,
onde @, b,¢ e d dependem de C', E', H', I’ e J'. Ao fazer a mudanca z = at, y = a>s, obtemos

um polinomio monico de grau 3 a direita da equagao:
2=t +at? + Bt + .

A mudanca t = z — /3, y = s nos dd uma equagao que descreve o modelo afim de uma
cibica projetiva cuja equagao é como em (3.1). Como todas as mudancas de coordenadas

na demonstracao sao birracionais, a proposicao esta provada.

Se o ponto racional inicial é ponto de inflexao da curva, entao teremos que A, D e F sao
nulos. Escolhendo a reta y = 0 como aquela tangente & cibica no ponto [0 : 0 : 1] e reta
X = 0 como uma reta qualquer contendo [0 : 0 : 1], obtemos uma cubica projetiva cuja
equacgao é andloga aquela em (3.4). Demonstramos entao o resultado fazendo mudangas de

coordenadas analogas. O]

Na figura a seguir, temos o modelo afim do conjunto de pontos reais de curvas elipticas

definidas sobre os racionais, obtido a partir da desomogeinizacao em relacao a variavel Z.



26

o,

=e’

\/Y‘=K"3'5K+1U
a :
L >

- =

y2=xi-4x+1

Figura 3.1: Modelo Afim de Curvas Elipticas

3.2 A Estrutura de Grupo

Seja F : Y? = X3 + aXZ? 4+ bZ? uma curva eliptica definida sobre um corpo K e seja

F O K uma extensao de K, E(F) denotara
EF) ={[x:y: 2] € PF);y* = 2° + azxz® + b2°} = {(z,y) € F?; y* = 2° + az + b} U {O}.

Mostraremos que este conjunto é um grupo comutativo munido da seguinte operagao: dados
dois pontos P,Q em E(IF), denotaremos por P * ) o terceiro ponto na intersecao da reta
passando por P e (Q e a curva E, que estd bem definido pelo Teorema de Bezout. Se
P = @), consideramos a reta tangente a curva neste ponto. Definimos a soma entre P e @)
por P+ @Q = Ox* (P xQ). Note que O * (P * Q) resulta em simplesmente a reflexdo de
P % @ através do eixo x; de fato, se P = (a,b) é um ponto qualquer da curva eliptica, a reta
projetiva passando por P e O possui equacao X —aZ = 0, cujo modelo afim é x = a. Usando

a equacgao da curva vemos que sua interse¢ao com a curva consiste dos pontos P = (a,b) e
Q = (a,—Db).

E facil ver que E(F) é fechado para esta operacao, pois se P; = (z1,y1) e Py = (22, s)

pertencem a E(F) e P; = (x3,y3) é o terceiro ponto na interse¢do entre a cubica e a reta
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passando por P; e P», temos que xy,xs € x3 sao as raizes da equagao cubica obtida ao
substituir a expressao da reta na equacao da ctbica. Logo, como x1, xo pertencem a F, x3

também pertence a .

Por construgao vemos que esta operagao é comutativa, e também que O é o elemento
neutro; além disso, dado um ponto P na curva FE, seu inverso é simplesmente seu simétrico,
ou seja, P x 0. Para mostrar a associatividade da operacao, considere P,() e R pontos
pertencentes a FE. Pelos oito pontos O,P,Q,R,P x Q,Q x R,P + @, + R passam as

cubicas:

o I/

e (y: produto das retas passando por (O,P x Q,P + @), (R,Q,Q x R) e
(P,Q+ R,Px(Q+R))

e (3: produto das retas passando por (O,Q % R,Q + R), (P x Q,Q,P) e
(P+Q, R, (P+Q)*R)).

Temos assim que a cubica C3 contém oito dos nove pontos na intersecao entre E e Csy, logo,
pelo Teorema 2, também deve conter o nono: P * (@ + R). Segue assim que P * (Q + R) =
(P 4+ @) * R, como gostarfamos.

Cabe ressaltar que a operacao acima pode ser definida sobre qualquer ctibica C' projetiva

nao singular com um ponto racional O fixado de maneira a tornar C(F) um grupo.



28

P+O\

Figura 3.2: Soma de Pontos em uma Curva Eliptica

3.3 Formulas Explicitas para a Soma de Pontos

Sejam E : y*> = 2° + ax + b uma curva eliptica e P, = (x1,91) e Py = (22, y2) em E(F).
Obteremos férmulas explicitas para as coordenadas de Py = P, + P, = (x3,y3), que serao

amplamente usadas na teoria que segue.

Considere P; # P,; podemos supor que x; # T, Uma vez que se r; = Ty temos sim-

plesmente P; = (0. Neste caso, a reta definida por P, e P, é da forma y = Az + v, onde
\ = Y2 — U1
To — X1

evel.

Sabemos, pelo Teorema de Bezout, que esta reta intersecta a curva eliptica em trés
pontos, cujas coordenadas x obtemos substituindo na equagao da curva a equacao da reta:
Ar+v)? =2 +ar+b <= 2°+ (-N\)2* + (a—2 )z + (b—v°) = (v — 21)(x — 22) (7 — 73)
Comparando os coeficientes dos termos quadraticos temos que:

Y2 — U1

T+ ToF+a3 =N <= 13=\ -2 — 29, \ = , (3.5)
To — X1
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e ent@o obtemos y3 = —(Az3 + ).

Se P, = P, = (x,y), o coeficiente angular da reta tangente a curva em P; é dado por
derivagao implicita. Denotando f(z) = 2® + ax + b,

f'(x)
2y

dy dy

Temos analogamente que:
f'(z)?
20 4 x5 = N2 =
(2y)°

Obtemos assim uma férmula para a coordenada x de 2P: usando f/(z) = 32?2 +a e y* =

2% 4+ ax + b na equacao acima obtemos

x* — 2ax? — 8bx + a?
x =
3 423 + dax + 4b

(3.6)

Vejamos agora outras féormulas para a soma de pontos em E(F), que serao usadas na
demonstragao do Teorema Fraco de Mordell. Sejam P, = (x1,y1) e Po = (x2,y2) em E(F),
Py #+Pye P+ P, = Py = (x3,y3). A reta passando por Py e P, é definida pela equagao:

Y2 — Y1

y=uy+

cuja intersecao com a curva ¢ dada por

2
<y1+y2 yl(x—xl)) =2 +azx +b.
T2 — X1

Seja « uma raiz de f(z) = 2® + ax +b. Definimos z = X + o, 2; = X; + «, j = 1,2,3.

Nas novas coordenadas, a equacao acima assume a forma

2
(yl T Xl)) — X3 L O,X2 4 Oy X, (3.7)

To —T1

onde nao ha monomio de grau zero a direita pois f(a) = 0. Reescrevendo (3.7), temos

Lo — X1

2
— X34 O X2+ 01X + (y1 _ y1X1> =0.
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Como as raizes de (3.7) sao X = x; — o, j = 1,2, 3, segue que

R R a))z,

ou seja,

- (T

(1 — a)(zg — ) To — T

Para obtermos uma férmula anédloga para a duplicacao de um ponto, se P = (z,y) é um
ponto de E(F), y # 0, usamos o mesmo raciocinio alterando apenas o coeficiente angular da

reta, que agora é dada por derivagao implicita:

dy 322 +a
de 2y
e entao ,
3 2
(#2 - 0o~ a)(o - ) = (5= 250
logo

| (2y2 — (3¢ + a)(z — a)>2 | (3.9)



Capitulo 4

Pontos de Torcao

Estudaremos, nos proximos capitulos que se segue, curvas elipticas definidas sobre o
corpo dos racionais. Neste capitulo faremos um estudo dos pontos de ordem finita de E(C).
Primeiramente descreveremos os pontos de ordem dois e trés, e entao demonstraremos o Teo-
rema de Nagell-Lutz, que afirma que os pontos de ordem finita possuem coordenadas inteiras
e formam um subgrupo finito de F(Q), dito o subgrupo de tor¢ao da curva. Denotaremos o

subgrupo de tor¢ao de E(Q) por E(Q)sor-

4.1 Pontos de Ordem Dois e Trés

Iniciaremos o estudo dos pontos de ordem finita por aqueles de ordem dois ou trés. Se

P é um ponto qualquer do plano (z,y), denotaremos suas coordenadas por z(P) e y(P).

Proposigao 9. Seja E : y*> = 2% + ax + b uma curva eliptica e o(P) a ordem do ponto P

como elemento do grupo E(C).
(a) O conjunto de pontos E(C)y = {P € E(C); o(P) | 2} € um subgrupo de E(C) de ordem

31
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quatro, produto direto de dois grupos ciclicos de ordem dois. Mais ainda, O # P €

E(C) tem ordem dois se, e somente se, P = (z,0), x € C.

(b) O conjunto de pontos E(C)3 ={P € E(C); o(P) | 3} € um subgrupo de E(C) de ordem
nove, produto direto de dois grupos ciclicos de ordem trés. Mais ainda, O # P =

(z,y) € E(C) tem ordem trés se, e somente se, x € raiz de ¥3(x) = 3z* + 6ax?® +

12bx — a?.

Demonstracao. Seja P = (x,y) # O, um ponto em E(C). Sabemos que 2P = O se e somente
se (r,y) = P = —P = (x,—y), i.e., se y = 0. Assim, para as solugoes de 0 = z® + ax + b
obtemos trés pontos distintos de ordem dois, uma vez que a curva é nao singular. O conjunto
formado por estes trés pontos e o ponto O é exatamente E(C)s, subgrupo de E(C) pois este
é abeliano. O item (a) segue do fato que, a menos de isomorfismo, existe um unico grupo de

ordem quatro onde todos os elementos, exceto o neutro, tém ordem dois.

Temos que um ponto P # O tem ordem trés se, e somente se z(2P) = x(P). De fato, se
z(2P) = x(P) = (—P), entdo 2P = £P. Como 2P = P se e somente se P = O, temos que

2P = —P, ou seja, 3P = O e segue dai que o(P) = 3. A reciproca é imediata.

Das férmulas explicitas para a soma de pontos temos que, se f(x) = 23 + ax + b,

r(2P) = \* — 22, A = @
2y

Entao, se z(2P) = z(P),
f'(z)?
Af(x)

Note que 2f(z)(6x) — f'(z)* = 3z* + 6ax? + 12bx — a* = 93(z) e, lembrando que f”(z) = 6z,

— 22 = x <= 2f(x)(6x) — f'(x)* = 0.

obtemos uma nova expressao para 3(z):
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Observando que ¢4(z) = 2f(z) f"(x) = 12f(x), temos que 13 tem uma raiz dupla z se e

somente se
12f(x) =0 e 2f(z)f"(z) — f'(x)? =0,

e dai terfamos que f(x) = f'(z) = 0, impossivel. Temos entao que 13 possui quatro razes
complexas distintas, que serdo denotadas por 3;,7 = 1,2,3,4. Escrevendo §; = +/f(5;))

temos que

E(C)s =10, (81,%01), (B2, £62), (B3, %03), (B1, £64)}.

Temos, de fato, nove pontos distintos neste conjunto, pois se 6; = 0 para algum 1 < j <4
terfamos que a ordem do ponto (f;,d;) seria 2, impossivel. Portanto o subgrupo E(C)
consiste exatamente de oito pontos de ordem trés e o ponto O. Como existe apenas um
grupo abeliano de ordem 9 onde todos os elementos tém ordem dividindo 3, segue que tal

subgrupo de E(C) é produto direto de dois grupos ciclicos de ordem trés. O

Geometricamente, podemos descrever os pontos de ordem trés como os pontos de inflexao
da nossa curva. De fato,

48 e - L@ (1),

dx 2y dz? 492

logo
Py _ 2f(x)f"(x) — f'(2)* _ ¢s(2)

dz? 43 493

Portanto, pela Proposicao 9, um ponto P na curva é ponto de inflexao se e somente se P é

ponto de ordem trés.

4.2 O Teorema de Nagell-Lutz

Um importante teorema na teoria de curvas elipticas é o Teorema de Nagell-Lutz que,

além de afirmar que o subgrupo de torcao do grupo de pontos racionais é finito, fornece uma
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lista de candidatos a tais pontos. Este teorema foi publicado separadamente por Trygve
Nagell e Elisabeth Lutz na década de 30 e a demonstracao apresentada aqui é baseada no

texto encontrado em [3].

Primeiramente apresentamos uma série de defini¢oes e lemas que sao necessarios para a

demonstracao deste resultado.
A partir de agora, até o final desta se¢ao, p é um ntimero primo fixado.

Definicao 11. Seja © um numero racional nao nulo. Temos que x pode ser escrito na
m

forma x = p'— de maneira inica, onde m,l € Z, n € N* e mdc(m,p) = mdc(n,p) = 1. A
n

avaliagdo p-ddica de x em p € definida por ord(x) = 1.

Mostraremos que, se P = (zo,%) é um ponto de tor¢gdo na curva eliptica, entao
ord(zg) > 0 e ord(yp) > 0, ou seja, que P possui coordenadas inteiras.

: , . m
A partir de agora, sempre que escrevermos um nimero racional z na forma x = p'—,
n

estd implicito que m,l € Z, n € N* e mdc(m, p) = mdc(n, p) = 1.

Seja (x,y) um ponto na curva eliptica tal que p divide o denominador de x, digamos

m
T=——y= onde ;1 > 0, 0 € Z. Da equacao da curva temos que
prn pow
uw?m® + amn®p* + bnPp
p20w2 - n3p3“ :

Como o numerador a direita na igualdade acima nao é divisivel por p, temos que

u? m3 + amn?p?* + bn3pH
—20 = ord (W) = ord ( n32;3“ P ) = —3pu.

Mas g > 0 implica em o > 0, i.e., p divide o denominador de y. Mais ainda, de 20 = 3u
temos que u = 2v e 0 = 3r para algum v > 0 inteiro. Obtemos analogamente os mesmos
resultados supondo que p divide o denominador de y: com a mesma notagao, teremos que

1= 2v e o =3y, para algum v > 0 inteiro. Definindo, para cada v € N, o conjunto

B(p*) = {(x,y) € B(Q); ord(x) < —2v e ord(y) < —3v},
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o argumento acima mostra que
P = (z,y) € E(Q), ord(z) <0ouord(y) < 0= P € E(p”), v > 1. (4.1)

Incluiremos por convengao o elemento O em cada E(p”).

Note que E(Q) 2 E(p) 2 E(?) 2 .... Para mostrar que todo ponto
P = (z,y) € E(Q) tem coordenadas inteiras, é suficiente provar que E(p) ndo contém

nenhum ponto de torgao. Para este fim faremos a seguinte mudanca de coordenadas:

x 1
) Y
Nossa curva assumira nas novas coordenadas a forma de uma curva eliptica
s =t + ats® + bs®, (4.3)

onde o ponto no infinito corresponde a origem. Note que, excetuando os pontos de ordem
dois(y = 0) e o ponto O da curva original, temos uma bije¢ao entre os pontos do plano (z, y)
e aqueles do plano (¢,s). Definimos E’(Q) como o grupo de pontos racionais da curva no

plano (¢, s).
Veja agora que existe uma correspondéncia entre as retas destes planos: dada uma reta

y = Ax + v no plano (z,y), v # 0, de (4.2) temos no novo plano

1 t
—=A4v<= M+vs=1. (4.4)
S S

As retas passando pela origem no plano (x,y) correspondem aquelas verticais no plano (t, s).

Considere o anel R = {T ceQ;pt n} = {z € Q;ord(z) > 0}; o lema a seguir caracteriza
n

os pontos racionais da curva nas novas coordenadas.

Lema 3. Sejam (z,y) € E(Q) e (t,s) = (z/y,1/y). Entao (z,y) pertence a E(p”) se, e
somente se, (t,s) € E'(p”) ={(t,s) € E'(Q); t € p’R e s € p* R}.
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Demonstragao. De fato, se (x,y) € E(p”), entao

L= P2y’ U Pty P

W 3(41)

Logo
T muw 1
= V+Z7S:—:—p .
U

Reciprocamente, se t € p"R e s € p* R entao,

; A ;m ..
t:py+zgj S :p3V+JE, comz, j 2 0,

logo
1 n t an
==, T = = -
Y s p3u+]m ’ S p(2V+j—z)bm

Portanto, se (¢,s) € F'(Q), entdo (x,y) ¢ um ponto da curva cujos denominadores de suas

coordenadas sao divisiveis por p, logo

B n - an >0
Y= p3(u+l)m’ r= p2(l/+l)bm’ =

]

como gostariamos.
Agora que temos uma caracterizagdo dos pontos de E(p”), encontraremos uma férmula
para a soma de pontos da curva eliptica no plano (¢, s).

Lema 4. Sejam P; = (t;,s;) € E'(p¥), j = 1,2, e Ps = Py + P, = (t3,s3). Entdo existem

inteiros k,m tais que
ot — e — 2amk + 3bm?k
PR T T s am2 + bm3”

Demonstracao. Vejamos primeiramente que nao podemos ter t; =ty se P, # P»; de fato, se

tl :tQ exj:tj/sj eyjzl/sj,jzl,Q,

T ) 2 9 2 2
— = — == I7Yy = LY

hn Yo
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logo, pela equacao da curva,
23 (5 + awy +b) = 25(2° + axy + b) == 22235 (1y — 1) = ax1To(29 — 1) + b(25 — 27).

Temos que x5 — x1 # 0 pois P, # Py, logo

22
xixy = ar1xs + b(xs + x1).

m m
Pelo Lema 3, temos que (z,y) € E(p”). Escrevendo z; = — ey = 3—2, v>1 e
Py png

reduzindo os termos acima ao mesmo denominador obtemos
2 2 5v 2 8v 2 Tv
mims = amymaninep”’ + b(mininsp™ + maningp™),

mas isto ¢ impossivel, pois o lado direito da equacao é divisivel por p enquanto o lado
esquerdo nao é.
S2 — 81

to —t1
Expressaremos m de outra maneira: como (t;,s;) satisfazem a equacao (4.3) para j = 1,2,

Temos entao que t; # t. Seja s = mt+k a reta passando por P, e P,, onde m =

subtraindo as equagoes temos

so— 51 = (t5 — t}) + al(tz — t1)s3 + t1(s5 — s1)] + b(s5 — s7).

Sg— S
Dividindo a equagao por ty —t; e isolando o termo 2 tl obtemos outra expressao para m:
2 — 11
_82—51_ t§+t1t2+t%+a3% (45)
to—t1 1 —ati(s2+ s1) — b(s3 + s152 + s7) '
Para P, = P,, m é dado por derivacao implicita:
ds 3t? + as?
m=2(p) = 1tas
dt 1 —2atys1 — 3bsy
Note que essa expressao é exatamente igual a (4.5) quando (t1,s1) = (t2,s2), portanto

usaremos (4.5) em todos os casos.
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Sabemos de (4.3) que P = (—t3, —s3) é o terceiro ponto de interse¢ao da reta s = mt + k

com a curva no plano (t,s) e tq,ts, —t3 sao as solugoes de
mt+k = t> +at(mt + k) +b(mt + k) <= 0 = (1 +am? +bm*)t* + (2amk + 3bm>k)t* + ...,
logo

(14 am? + bm®)t* + (2amk + 3bm*k)t* + ... = (1 +am?® + bm?*)(t — t1)(t — t2)(t + t3)

Desse modo
2amk + 3bm?k

1 4+ am?2 + bm3’

ty 4ty —1l3 = — (4.6)

como gostariamos. O

Encontramos desta maneira férmulas para a soma de pontos de E’(p”): apds encontrar
a coordenada t de P3; usando a equacao acima, basta tomar a intersecao da reta s = mt + k

com a curva eliptica para encontrar o valor de ss.

Proposicao 10. E'(p”) € um subgrupo de E'(Q), Vv € N.

Demonstracao. De acordo com a notagao do Lema 4, se tq,t9, S1, 82 € p¥ R, o numerador de

(4.5) estd em p* R. Pelo mesmo argumento temos que

u
—aty(sg 4 51) — b(s3 + 5189 + 57) = pQVE,
logo
w + p*u
1 —aty(sy+ 51) — b(s3 + 5159 + 52) = Tp

Segue entao que o denominador de (4.5) tem ordem 0, e portanto m € p* R. Da equagao
k = s, —mt; temos que k € p* R, jA que s; e mt; estao neste mesmo ideal. Como o
denominador de (4.6) é uma unidade em R, t; + t, — t3 € p”R C p'R, logo t3 € p’R
uma vez que t;,t, também pertencem a este ideal. Finalmente, vemos que s3 € p** R pois

s3 = mt3 + k, e assim segue pelo Lema 1 que E’(p”) é fechado para a soma.
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Para concluir que E’(p”) é um subgrupo de E’(Q), observe que se P = (t,s) € E'(p")
entdo —P = (—t,—s) € E'(p"). O

Vejamos agora que esta mudanca de coordenadas é essencialmente um isomorfismo de

grupos entre F(Q) e E'(Q).

Proposicao 11. A aplicagao

EQ)
"o, @
om0 21

€ um isomorfismo de grupos, onde ¢ denota a mudanga de coordenadas (4.2).

Demonstracao. Mostraremos primeiramente que v é aditiva em F(Q)\ E(Q)2; este fato sera

necessario para mostrar que a aplicacao ¢ estd bem definida.

Sejam P; e P, pontos de E(Q), P, P> ¢ E(Q)s. Sabemos de (4.4) que a mudanca de
coordenadas (4.2) preserva retas, logo se P; e P; sao distintos, ©(P x Pp) = ¥(Py) *x (Py).
Suponha agora P, = P, = P = (z9, y); mostraremos que a imagem da reta tangente a curva

em P é a reta tangente a curva em 1 (P).

Considere Q = (z,y) # P e M\(Q) o coeficiente angular da reta passando por P e @, cuja
equacao é da forma Lpg : y = MQ)z + v(Q). Denotaremos por y = A\(P)z + v(P) a reta
tangente a curva em P. Se v(P) # 0, como Q — v(Q) = yo — AM(Q)xo é uma aplicacdo
continua, temos uma vizinhanga V' do ponto P tal que v(Q) # 0, ¥V @ € V. Usando (4.4), a

imagem da reta Lpg pode ser escrita como

Lypyp@) : 1 = MQ)t+v(Q)s &= s = —%t + ﬁ

Note que
p:R— R

(P
)\(PQ) > ——Vgng
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¢ uma aplicacao continua que associa o coeficiente angular de Ly p,)y(p,) a0 coeficiente an-

gular de Lp, p,.

Do resultado acima temos que ¢(A(Q)) = A(¥(Q)), YQ € V, logo ¢(A(P)) = A(¢(P))
segue por continuidade, como querfamos demonstrar. O caso v(P) = 0 é tratado analoga-

mente.

Segue dai que, se P, e P, sao pontos de E(Q) \ E(Q)a, V(P x Po) = (Py) x (), e
entao Y(P + Py) = ¢ (Py) + ¢(FP2). De fato, se
Pj = (a:jvyj)a w(PJ) = (tj>sj)> Jj=12e€ Py x Py = (1‘3,y3),

entao

P+ P = (x5, —y3) = (P + ) = (—ﬁ>—i)

BR) + 0P = (ta,—s0) = (<22, )

mostrando que 1 é aditiva.

Para ver que a aplicagao ¢ estd bem definida, considere P € E(Q)\ E(Q)2 e Q € E(Q)a.

Entdo

(0,0) = ¢(Q) = 6((P + Q) — P) = 6(P + Q) — &(P)
pois P+ Q e P sio pontos de E(Q)\ E(Q),. Logo ¢(P) = ¢(P + Q), como gostarfamos. A
aditividade de ¥ sobre E(Q)\ E(Q)s conclui a demonstracdo. O

Seja P um ponto de tor¢ao de F(Q)sr \ E(Q)2. Segue da Proposicao 11 que (P) €
E'(Q)or. Se mostrarmos que nao existem pontos de torgao de E'(Q) pertencentes a E'(p),

teremos, pelo Lema 3, que P ¢ E(p).

Na demonstragao da Proposi¢ao 10 provamos que se Py, P, € E'(p¥) entao t(Py) +t(FP2) —
t(Pl + PQ) € p5"R, i.e.,

t(P) +t(Py) = t(P, + P,) (mod p°” R) (4.7)
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Consideremos a aplicagao que a cada ponto racional P = (t,s) em E’(p”) associa a classe
de sua coordenada t em p“R/p°R. O ntcleo dessa aplicacao é o conjunto
{P € E'(p"); t(P) € pP R} = E'(p"), logo pelo Teorema de Isomorfismos temos que a

aplicacao )
E'(p” PR
E'(p®) - PR
P+—— t(P)

¢ um homomorfismo injetivo. Por convencao, O —— 0. Podemos agora concluir a demon-

stracao do Teorema de Nagell-Lutz.

Teorema 3 (Nagell-Lutz). Sejam y*> = 2® + ax + b uma curva eliptica com coeficientes
inteiros e A o discriminante de f(x) = 2® + ax +b. Se P = (z9,90) € E(Q)é um ponto de

tor¢ao entao P tem coordenadas inteiras e, além disso, y2 divide A.

Demonstragao. Mostraremos que nenhum ponto de torgao de E'(Q) pertence a E’'(p). Dessa
maneira, se P € E(Q)r \ E(Q)2 entdao ¥(P) ¢ FE'(p) e, portanto, P nao pertence a
E(p). Note que os pontos de E(Q)s tém coordenadas inteiras pois toda solucao racional de

0=a%+ax+b, onde a,b € Z, é inteira.

Sejam P’ = (t,s) € E'(Q) um ponto de ordem finita m > 1 e P = (z,y), onde x = t/s
ey = 1/s. Suponha que P" € E'(p). Como P’' € E'(p) se e somente se P € E(p) e o
denominador de z(P) nao pode ser divisivel por poténcias arbitrariamente altas de p, existe
v >0tal que P’ € E'(p¥) e P' ¢ E'(p*™).

(i) Suponha que p nao divide m. De (4.7) temos que
t(mP") = mt(P') (mod p° R),
mas como mP’ = O temos que t(mP’) = 0 e portanto

mt(P') = 0 (mod p™ R) <= t(P') = 0 (mod p"”R).

Segue entao que P’ € E'(p*) C E'(p"™!), impossivel.
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(ii) Suponha agora que p | m. Seja m = pn e considere ' = nP’. Como P’ € E'(p), temos
que Q' € E'(p) e analogamente existe v > 0 tal que Q' € F'(p¥) e Q' ¢ E'(p"™).

Entao
t(pQ') = pt(Q') (mod p™ R)
0 = pt(Q') (mod p™ R)

HQ') = 0 (modp™ ' R),
mas isto significa que Q' € E'(p® 1) C E'(p**!), um absurdo.

Seja P = (2,9) € E(Q)tor, ¥y # 0; mostraremos agora que y? divide A = —4a® — 270, Se
2P = (z(2P),y(2P)), sabemos da segao 3.3 que

f'(2)
2y

z(2P) = \* — 22, A =

Y

portanto devemos ter que y | f/(z) = 32 4+ a pois z e x(2P) sao nimeros inteiros. Além

disso, vale que
27(2 + ax + b)(2* + ax — b) = (32 + a)*(32® + 4a) — (4a® + 27b%),

logo y? | 4a® + 270?, pois y* = 2 + ax + b. ]



Capitulo 5

O Teorema de Mordell

Neste capitulo demonstramos o Teorema de Mordell, o qual afirma que o grupo de
pontos racionais de uma curva eliptica é finitamente gerado. Este teorema foi conjecturado
primeiramente por Poincaré em 1901 e demonstrado em 1922 por Louis Mordell; na mesma
década, André Weil generalizou este resultado para variedades abelianas. A demonstracao
do Teorema de Mordell para curvas elipticas neste texto é baseada em [8] com excecao da

demonstracao do Teorema Fraco de Mordell, que se encontra em [1].

Comegamos introduzindo as seguintes fungdes: dado um numero racional x = m/n,

mdc(m,n) = 1, definimos sua altura como
H(z) = maz{|ml, |n|} e,
e frequentemente também nos referimos a seguinte funcao como altura:
h(z) = log H(zx).

Se P = (z,y) € E(Q), definimos H(P) = H(x) e h(P) = logH(P). Esta funcao
h : E(Q) — [0,+00) sera crucial na demonstragdo do Teorema de Mordell, que segue do

seguinte teorema mais geral para grupos abelianos.

43
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Teorema 4. Sejam I' um grupo abeliano aditivo e h : ' — [0, +00) uma fung¢do com as

sequintes propriedades:

(a) para cada nimero real M > 0 o conjunto {P € T'; h(P) < M} € finito;

(b) para cada Py € I' existe uma constante k' = k'(Fy) tal que
WP+ Py) < 2h(P) + K, VP € T;

(c) existe uma constante k tal que h(2P) > 4h(P) — k, VP € T;

(d) o subgrupo 2I" tem indice finito em .

Entao o grupo I' € finitamente gerado.

Demonstragao. Seja [I' : 2I'] = n e considere Qq, ..., Q, em I'/2I", Q; # Q; se ¢ # j. Fixado
Py em I') existe Q;,,1 < i3 < n, tal que By — Q;, = 2P, € 2I'; como P, € I, existe
Qi,, 1 < 19 < n, tal que P, — Qiy = 2P, € 2I'. Repetindo este processo obtemos uma

sequéncia de pontos (Pp,)men tal que
Py — Qi =2P

P1—Qi2:2pz

Pm - Qim+1 - 2-Pm—s—l

onde P, €e Q;, € {Q1,...,Qn}, Ym € N. Vemos entao que
Py = Qi +2Qi, +4P,

Py = Qi, +2Q;, +4Q;, + 8P
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PO — Qil + 2@12 —|— —|— 2mleim + 2um

Mostraremos agora que, para m suficientemente grande, h(P,,) < K, onde K é uma constante

fixada; dessa maneira teremos que I' é gerado pelo conjunto

{Q1,..,Q.} U{P €T;h(P) < K},
que é um conjunto finito pelo item (a).

Seja P; um ponto da sequéncia anterior. Da hipétese (b) temos que, para cada
i =1,2,...,n, existe k! tal que h(P — Q;) < 2h(P) +k,, VP € T, i = 1,...,n. Definindo
kK = maz{kl, i =1,...,n} temos h(P — @Q;) < 2h(P)+ k', VP €T, i = 1,...,n. Portanto,

usando a hipdtese (c),
4h(P;) < h(2P)) + k = h(Pj_1 — Qi,) + k < 2h(Pj_y) + k' + k,

logo
Ktk = §h(ijl) - l[h(ijﬁ - (K + R,

)<
h<PJ) - 4 4 4

h(Pj71) +

N | —

3
de modo que se h(Pj_1) > k' + k entdao h(P;) < Zh(Pj_l). Segue assim que para algum

m € N teremos h(P,,) < k' + k, como gostariamos. O

Devemos agora mostrar que o grupo de pontos racionais de uma curva eliptica satisfaz

as quatro hipoteses do Teorema 2, trabalho que ocupara as proximas secoes.

5.1 A Altura de Pontos Racionais

Nesta se¢ao apresentaremos estimativas para h(P + Fy), Py € E(Q) fixado, e h(2P).
Primeiramente vejamos que a primeira hipotese do Teorema 4 segue imediatamente da

definicao de altura de um ponto.
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Proposicao 12. Para cada nimero real M o conjunto {P € E(Q); h(P) < M} € finito.

Demonstracdao. Basta notar que para nimero cada real M > 0 fixado existe uma quantidade
finita de niimeros racionais x tais que H(z) < M, e o mesmo vale portanto para os nimeros
racionais x tais que h(x) < M; mas para cada racional fixado x temos no méximo dois

pontos P € E(Q) tais que z(P) = z. Segue daf o resultado. O

Lembramos agora, de acordo com o argumento apresentado na secao 4.2, que se P €

E(Q), entao P = (%, %), onde m,n,e € Z e
e2’e

mdc(m,e) = mde(n,e) = 1, de modo que H(P) = maz{|m|,e*}. Usando a equagio da

curva obtemos uma estimativa importante:

m n
P=(55) € BQ = 3K >0 tal que [n| < KH(P). (5.1)
De fato,
2 3
n_ﬁ - %+a%+b<:>n2 =m® + ame* + be®,
(& & (&
logo

n? < |m?| + lam|e* + |ble® < H(P)? + |a|H(P)® + [b|H(P)* = (1 + |a| + |b]) H(P)?,

e assim [n| < KH(P)¥2, onde K = \/T+ [a] + 0]

Proposicao 13. Para cada Py, € E(Q) eziste uma constante k' = k'(Py) tal que
WP+ Py) < 2h(P) + &, ¥ P € E(Q).

Demonstracao. O resultado é trivial se Py = O; fixemos entao Py # O e considere P € E(Q)
diferente de Py, —Fy, 0. Note que nao ha perda de generalidade ao excluirmos um conjunto
finito de pontos, pois basta escolher uma nova constante que torne a afirmativa verdadeira

para o conjunto de pontos que foi excluido.
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Sejam Py = (zo,y0), P = (z,y), P+ Py = (£,n). Sabemos de (3.5) que £ +x + 29 = A%,

onde)\:y_yo
r — X9

. Segue entao que

(v —w0)* = (x + o) (x — )
(x — xg)?

5 =
e, usando equacao da curva y* = 23 + ax + b para o ponto P = (z,y), podemos reescrever

esta expressao obtendo
¢ = Ay+ Ba?+Cx+ D
 Er2+ Fr+G

onde A, B,C, D, E,F,G € Q sao constantes que dependem somente de a, b, xg, y9. Note que

obtemos uma expressao equivalente para £ com A, B,C, D, E, F' e (G inteiros multiplicando o

m n
numerador e o denominador acima por um inteiro adequado. Substituindo v = — ey = —
e e
obtemos
- Ane + Bm? + Cme? + De? €0
N Em? 4+ Fme? + Get ’
e entao

H(&) = max{|Ane + Bm* + Cme® + De?|, |[Em?* + Fme® + Ge|}.
Como €* < H(P) e vale a equagao (5.1), temos que
H(&) = H(P + By) < max{|AK| + |B| +|C| + |D|, |E| + |F| + |G|} H (P)”
e assim
h(P + Py) =log H(P + Py) < 2h(P) + ko,
onde ko = log(max{|AK| + |B| + |C| + |D|, |E| + |F| + |G|}) depende apenas de a, b, xo, Yo,
como gostarfamos. O

Proposicao 14. Existe uma constante k tal que h(2P) > 4h(P) — k, VP € E(Q).

Demonstracao. Ja vimos que podemos excluir da demonstragao um conjunto finito de pontos
sem perda de generalidade. Sejam entao P = (z,y) € F(Q) \ E(Q)2 e 2P = (£, n); sabemos
da secao 1.3 que, se f(x) = 23 + ax + b,

f'(z)

E42r =)\, \=
2y

?
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logo
f'(z)? —8af(z) _ Pi(z)

ST 0w By

onde Pi(z), Py(z) € Z[z] e deg Pi(x) = 4, deg P»(x) = 3. Note que Pi(z) e P»(x) néo

tém rafzes comuns, uma vez que a curva y*> = f(x) é nao singular. A demonstragao estard

concluida com o seguinte lema sobre polinémios em Z[z]. O
Lema 5. Sejam ¢(x), ¥(x) € Z[z] polindmios primos entre si e d = max{deg¢,deg)}.
Entao
. . . d m d m y
(a) existe um inteiro R = R(¢p,v) > 1 tal que mdc (n o) <—> , (—)) divide R, ¥ m/n €
n n

Q.

(b) existe k = k(p,1) tal que para todo racional m/n que nao anula 1 temos

o (5) v 2.

Demonstragdo. Note primeiramente que n?¢(m/n), n%(m/n) € Z. Suponha que deg ¢ = d,
degy =e < d,

() = apr® + arx™ 4+ . Fage
V() = box® + b1t + ... + be.

Fixe m/n € Q e defina
®(m,n) = nlep <@> = agm® + aynm® + ..+ agn?,
n
U(m,n) = n% <%> = bom‘n®¢ + bym* InT et 4 4 b
(a) Como mdc(¢(z),¥(x)) =1 em Q[z], existem F(z), G(r) € Q[z] tais que

F(2)é(x) + Gla)i(z) = 1. (5.2)
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Considere A € Z tal que AF(z), AG(x) € Z[z] e seja D = max{deg F'(z), deg G(x)}; note
que A e D nao dependem do racional fixado. Segue de (5.2) que

AnPF <ﬂ> ®(m,n) + AnPG <ﬁ> T(m,n) = An®P.
n n
Seja v = y(m,n) = mde(®(m,n), ¥(m,n)); mostraremos que v | Aat™”. Da equacio

d+D

acima vemos que vy | An e, da sua definicao, v também divide

AnP e (m,n) = Aagm TP+ Aaym® 0P + 4 Aggn®P
logo 7 | AagmIn®P~1. Segue assim que ~ divide

mdc(Ant? | Aagmnt™P1) = mde(An®tP, Aagn TP

e portando 7 | Aagnd™P~1.

d+D-1 d+D—2

Usando o mesmo argumento para Aagn concluimos que v | AaZn , € assim

teremos que 7 | Aad?. Esolhendo R = Aal™, temos o resultado.

(b) Novamente excluiremos um conjunto finito de elementos: considere m/n um racional

que nao anula ¢.

Desejamos uma estimativa para h(¢), onde

d(m/n) _ nio(m/n) _ @(m,n)
w(m/n)  ndp(m/n)  W(m,n)
Mostramos no item (a) que existe R = R(¢, ¢) tal que mde(®(m,n), ¥(m,n)) divide R, ¥ m/n €

B |D(m, n) |W(m,n)
Q. Logo, como H({) = max{mdc@(m,n), V(m,n))" mde(®(m,n), ¥(m,n)) }7

&=

1 1
H(€) 2 7 max{|®(m, n)|, | ¥(m,n)|} = EmaX{Wﬁb(m/n)L [n"y(m/n)[}

— H(E) > 5 (106 (m /)| + In /)],
logo
HE) o 1 (nfe(m/n)| + Ind(m/n)]) _ 1 (|¢(m/n)| + [ (m/n)])
H(m/n)® = 2R max{|m|¢, |n|?} 2R max{|m/n|? 1}
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(o) + @)
max{|t|4, 1}

Considere entao a fungao p(t) =

pois ¢(t) é um polindémio de grau d. Segue assim que para algum M, € R a fungao p(t) é
limitada e ndo nula fora do compacto [— My, My]. Mas p(t) é uma fungao continua que nunca
se anula, j& que ¢(t) e ¥(t) ndo tem raizes comuns; logo dentro deste compacto p(t) possui

um minimo positivo Cy. Segue entao que para algum C; > 0,

H{(¢) Cy Cl d
Sl SV 1 > 1
e entao
Cl d Cl
log H(¢) > log { o H(m/n)" | <= h(§) = dh(m/n) +log | = |,
2R 2R
para todo m/n € Q, onde C e 2R nao dependem do racional m/n fixado. O

5.2 0O Teorema Fraco de Mordell

Demonstramos agora o Teorema Fraco de Mordell, que afirma que o subgrupo 2E(Q)
tem indice finito em F(Q). Existe na verdade o seguinte resultado mais geral, que pode ser

encontrado em [7].

Teorema 5 (Mordell-Weil). Sejam K um corpo de nimeros, E : y* = x® + ax + b uma
curva eliptica sobre K e m > 2 um inteiro. Entao o indice [E(K) : mE(K)] € finito, onde

mE(K) ={mP; P € E(K)}.

Destinamos esta se¢ao a demonstracao da finitude do indice [E(Q) : 2E(Q)].

Considere 3 : Q* — Q*/Q** o homomorfismo candnico e suponha que as raizes de
f(x) = 2® + ax + b sd0 ay, as,a3 € Q. Caso as raizes de f(r) ndo sejam racionais, a mesma

demonstracao vale para um corpo de nimeros que as contenha.



ol

Definimos em E(Q), para j = 1,2, 3, as fungoes:

B(1), se P =0
¢;(P) =4 Tl Bx(P) — a;), se P = (a;,0) (5.3)

B(x(P) — aj), caso contrario.

3

Note que se zo # a;, i = 1,2,3 entao Hﬁ(xo —a;) = Bly)? = 1, logo Hﬁ(ﬂco —a;) =
i=1 i#j

B(xo — a;). Definimos ainda

¢:BQ—Q x Q x
P— (¢1(P),¢2(P)>¢3(P))

Usando as férmulas para soma (3.8) e (3.9), é facil ver que esta aplica¢ao é um homomorfismo.
Mostraremos agora que o nicleo deste homomorfismo é exatamente 2FE(Q) e sua imagem é

finita; o Teorema dos Isomorfismos para grupos concluira a demonstragao do Teorema Fraco

de Mordell.
Lema 6. O conjunto ¢(E(Q)) € finito.

m n

Demonstragao. Seja P = <—2, —3> € E(Q), P ¢ {0,(a1,0), (as,0), (as,0)}; da equagdo da
e’ e
curva temos que:
n? = (m — a;e?)(m — aze?)(m — aze?). (5.4)

2

Seja d um divisor comum de m—a;e? e m—a;e?, i # j, entao d divide (m—a;e?)—(m—a;e?) =

(a; — a;)e?, mas como mdc(m, e) = 1 temos que mde(d, e) = 1. Segue que d divide (a; — a;).

Seja p um primo. Se p é um fator primo na fatoragio de apenas um dos m — aje?, j =
1,2, 3, entao de (5.4) temos que o expoente deste primo é par; se p é fator de mais de um dos
m—aje?, j=1,2,3,entdop | M = H(ai—aj). Segue que para j = 1,2,3, m—aze* = p;n3,

i#j
p; um divisor de M; logo

a(P) = a) =5 (% o) = 5 (5 ) 801302 = 0.

(&
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Portanto cada um dos homomorfismos ¢; tem imagem finita, e segue o resultado. O]

Lema 7. Com a mesma notagao, ker(¢) = 2E(Q).

Demonstragao. Se P = (x,y) € E(Q), y # 0, entdo de (3.9) temos que x(2P)—a;, j = 1,2, 3,
é um quadrado e portanto P € ker¢. Se y = 0 entao 2P = O e P € ker ¢. Por outro lado,
seja P € ker ¢; desejamos encontrar (Q € E(Q) tal que P = 2Q).

Note que, se P € ker¢ entdo para j = 1,2,3 temos que z(P) —a; = ajz-, para algum

a; € Q; considere entao o sistema de equagoes nas varidveis u, ug, u3
2 .
uy + ajup + ajuz = oy, j=1,2,3, (5.5)

ou ainda, na forma matricial,

1 a; a? Uy ay
2 —

1 ay a3 Uo Qg
2

1 as a3 U3 Qg

Temos uma tnica solucao para este sistema uma vez que

1 a @

1 ay a% = H(ai - @j) # 0,
i>j

1 a3 a ’

pois a curva é nao singular. Usando agora (5.5) e a equagao da curva obtemos

z(P) —a; = of = (uy + ajuy + ajug)® =

2 2 2 2 2 2 2
= u] — 2ugusb + 2u uga; — 2ugugaa; — busa; + uya; + 2u1u3aj — augaj,

logo,

(u? — 2ugusb — 2(P))1 4 (2uyuy — 2uguza — buj + a; + (u2 + 2uyus — aug)a? =0,5=1,2,3.
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Entao
1 aq a%
(uf—2ugugb—x(P)) | 1 |+Quiua—2upuza—buzi+1) [ ay |+(ui+2uruz—au3) [ a3 | =0
1 as a§

Mas estes vetores sao linearmente independentes, logo esta combinagao linear deve ter coe-

ficientes nulos. Segue que

ui — 2upusb = z(P) (5.6)
2upy — 2uguza — bui = —1 (5.7)
uy + 2uyug + auj = 0, (5.8)

onde nao podemos ter uz = 0, pois terfamos assim que us = 0 de (5.8) e isto entraria em

contradigao com (5.7). Isolando u; em (5.8) e substituindo em (5.7) obtemos

1\° us\* u
us us us

1
logo @ := (zo,%0) = (Z—z, U_s) € E(Q). Dividindo (5.8) por u3 vemos que
—2? +a
U = ——
1 2

e usando (5.5) obtemos

—2? + a4+ 2ax + 2a§

z(P)—a; =a; = % ;=123
Portanto z(P) = x(2Q) pela equacgao (3.9). Dai temos que P = 2(£(Q), mostrando que
P € 2E(Q) e assim ker ¢ C 2E(Q), como gostariamos. O

Teorema 6 (Fraco de Mordell). Seja E : y* = 23 + azx + b uma curva eliptica e E(Q) o seu
grupo de pontos racionais. Entao o subgrupo 2E(Q) tem indice finito em FE(Q).

Demonstracao. Do Teorema dos Isomorfismos temos que

BQ)
S5 = Y EQ)

O resultado segue dos Lemas 6 e 7. O]
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5.3 O Teorema de Mordell

Para concluirmos a demonstracao do Teorema de Mordell, precisamos das defini¢oes a

seguir.
Definicao 12. Seja G um grupo abeliano aditivo. Dizemos que os elementos g1, ga, - - ., Gr
em G sao linearmente independentes se nao hd solugdo inteira (my, ma, ..., m,) nao-trivial

para mygy + mags + - -+ +m,g, = 0.

Definigao 13. Seja F : y? = 2% + ax + b uma curva eliptica e E(Q) seu grupo de pon-
tos racionais. Definimos o posto ro(E) como o nimero mdzimo de elementos linearmente

independentes de E(Q).

Precisamos ainda do seguinte teorema sobre grupos abelianos, encontrado na pagina 309

de [6].

Teorema 7 (Teorema da Classificacdo de Grupos Abelianos Finitamente Gerados). Seja G

um grupo abeliano finitamente gerado e T seu subgrupo de tor¢do. Entdo existe um inteiro

r >0 tal que
G=27®.aZT.
—_———
Se G € um grupo abeliano finito, entao existem primos pi,...,pr € inteiros ny,...,ng > 1

unicamente determinados tais que

Z Z

G D
pl‘lZ@ @pZ’“Z

1%

Teorema 8 (Mordell). Sejam E : y* = 23 + ax + b uma curva eliptica, E(Q) o seu grupo

de pontos racionais e T seu subgrupo de tor¢ao. Entdo

EQ=Za..0ZaT, (5.9)

T VEZES
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onde r = ro(E), e existem primos p,...,py € inteiros ny,...,ng > 1 unicamente determi-

nados tais que

7 - 7
jA

T -
Pz

2

(5.10)

Demonstragao. Temos que F(Q) é um grupo abeliano aditivo. Pelo Teorema Fraco de
Mordell e pelas Proposi¢oes 12, 13 e 14, temos que h : E(Q) —— [0, +00) é uma funcao
que satisfaz as hipdteses do Teorema 4, logo E(Q) é finitamente gerado. Segue do Teorema

7 que existe r > 0 tal que E(Q) pode ser escrito como em (5.9).

Por (5.9), temos que rg(E) > r. Se ro(E) > r, entao existem gy, ..., gs em E(Q) para

algum s > r tais que
m1g1+..._|_msgs:O<’:>m1:~~~:ms:07

contrariando (5.9).

Sabemos do Teorema de Nagell-Lutz que 7 ¢ finitamente gerado, logo existem primos

D1, - -, Pg €inteiros ny, ..., ng > 1 unicamente determinados tais que 7 é como em (5.10). [

E f4cil ver que ro(E) = 0 se e somente se £(Q) é um grupo finito, pois sabemos que o
subgrupo de tor¢ao de E(Q) é finito. Barry Mazur descreveu em 1975 as possibilidades para

o subgrupo de tor¢ao de uma curva eliptica(veja [5]).

Teorema 9 (Mazur). Seja E uma curva eliptica e E(Q) seu grupo de pontos racionais.

Entao seu subgrupo de pontos racionais E(Q) € isomorfo a um dos sequintes grupos:

Z,
—, m=1,...,10 oum = 12,
m
Z X z =1 4
27 mZ’m_ ooy 4

Além disso, para cada grupo G descrito acima, ezxiste uma curva eliptica E tal que E(Q)ir =

G.



Capitulo 6

O Posto de Curvas Elipticas

Mostramos no capitulo anterior que o grupo de pontos racionais de uma curva eliptica ¢é
finitamente gerado. Mas como saber quantos pontos sao necessarios para gerar, a menos de
um conjunto finito, todos os pontos racionais? Esta pergunta nao pode ainda ser respondida
em toda a sua generalidade, mas neste capitulo apresentaremos um algoritmo para responder

esta pergunta no caso especifico em que a curva eliptica E ¢é do tipo

E:y*=2"+Az, AcQ. (6.1)

Denotemos por simplicidade I' = E(Q), 0 = (0,0) e r = rg(£) o posto da curva E(Q).
Pelo Teorema de Mordell

Z o o L
S A

I'=7Z¢..9Z¢
—_———

T vezes
onde p; é primo e n; > 1, 5 = 1,...,k. Segue entao que, se ¢ ¢ o numero de elementos do
conjunto {p;, j =1,....k; p; = 2},

o2, 2,2, o2
of 27" oz 27 Y 27

g v~
T VEZES q vezes

56
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Podemos ainda mostrar que

[ 2T = 27.29,

onde 2¢ = |I'y| = §{P € I'; 2P = Og}. De fato, sejam (); pontos na curva correspondentes
aos geradores de Z/p;-”Z, j=1,...,k, e Pum ponto de I' tal que 2P = O; como P é ponto

de torgao, devemos ter P = Zle m;Q;, onde 0 < m; < p?j — 1. Entao
k
2P = ZQijj =0 <= 2m; = 0 mod p;.”.
j=1

Logo, para cada primo p; impar devemos ter m; = 0 e, para cada primo p; = 2, podemos

_ L
ter m; = 0 ou m; = p;

Por outro lado, sabemos que se P € I', 2P = O se e somente se P = O ou y(P) = 0.
Mas f(x) = ® + Az possui trés raizes racionais se —A € Q*?, e f(z) possui apenas uma se

—A ¢ Q*% logo

[raﬂ,rl 4, se —A e Q¥ 62)
5 2 pu— .
T2 2, caso contrario.

2" =

Estudaremos mais detalhadamente a aplicacao de duplicagdo de um ponto em I' a fim de

encontrarmos o valor de [ : 2T'], para podermos assim determinar o posto da curva eliptica.

Considere a nova curva eliptica E definida por E : y?> = 2° + Az, onde A = —4A,

T = E(Q) e a aplicacdo ¢ : I' — I definida por
Op, se P=0gou0
o(P) = A A 6.3
( ) (E,y):(x+—,g(x——>>,seP:(x,y)sé(’)E,O ( )

Considere ainda E definida por E y? = a3 + jx, onde A = 16A, T = E(Q) e a aplicacao

¢: T —s T definida analogamente por
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Mostraremos que ¢ é homomorfismo de grupos na Proposigao 15. Mais ainda, que a aplicagao

P+ 2P em T pode ser escrita como a composicao de ¢, ¢ e a aplicacio
(1S T—T
x y)
xz, 13>
(z,y) ( 13
que é isomorfismo de grupos. Podemos ilustrar esta composi¢cao com o seguinte diagrama:

L

|

r . 1 %, r

Proposicao 15. A aplicacio ¢ : T' —— T & um homomorfismo de grupos com ker(¢p) =

(0,0},

Demonstracao. Vejamos primeiramente que ¢ estd bem definida. Para isto basta observar

que, se (x,y) pertence a I', entao

G- (2 ea(9)

Sejam P e P, pontos de I'; devemos mostrar que ¢(P+ Ps) = ¢(Py)+¢(P,). Dividiremos

a demonstracao em casos.

Se P, =0¢ P, =0 entao ¢(P, + P) = $(O) = Oz ¢ ¢(0) + ¢(0) = O + O = Oz e

o teorema estd demonstrado neste caso.

Se P =0 ¢ Py = (x9,y2) # 0, vemos através de (3.5) que
A A
P+ P = (—, —#)
) xy

e, pela definigao de ¢, (P + Py) = (Z(P1 + P2),y(P + P,)) onde
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Suponha P; # 0. Vejamos agora que, se P = (x,y) é um elemento de T,

6(=P) = ol ~y) = ((‘—y) , M) - () ) o)

Logo, para concluir a demonstragao, basta mostrarmos que ¢(Py) + ¢(Ps) + ¢(P3) = Of
sempre que P + P, + P3; = Opg, pois teremos assim que se P, P, € [' e P53 é tal que
P1+P2+P3:OE, entao

PP+ P) = ¢(—P3) = —d(Ps) = ¢(P1) + ().

Sejam entao P;, P, e P3 pontos de I tais que P, + P, + P; = Og. Vamos supor ainda que
P #0e P; # Op, j = 1,2,3, ja que estes casos foram tratados anteriormente. Por hipétese
existe uma reta y = Az+v que contém estes trés pontos; mostraremos que ¢(Py), ¢(Ps), ¢(Ps)

pertencem A reta y = Az + 7, onde

v — A _71/2+A/\2
y U v ’

X:

Lembramos que v # 0 pois P; # 0, j = 1,2,3. Denotando ¢(P;) = (7;,7;), j = 1,2,3, e

usando a definicao de ¢ temos de fato que

— N\ 2 2 2 _ 42,2 2.2
ij_{_ﬁzy)\_A(?) +y2—|—A>\2:V/\yj_A(yj_:‘mj)_’_yxj’
v T, v 205
logo,
o 47 = VA28 + Ax;) — Av(y; + Axj) + v’ _ z3(Azj +v) — Ay; _ y; (23 — A) o
J 2 2 2 5
25 7 7
para j = 1,2,3. Logo ¢(P1), p(FP2), ¢(Ps3) sdo colineares.
Finalmente, vemos diretamente da defini¢cao que ker ¢ = {Op, 0}. ]

Proposigao 16. A aplicacio ® : I' — T' definida por ® = 1) o ¢ o ¢ satisfaz ®(P) = 2P,
VP el.
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Demonstracao. A demonstracao deste resultado é simples, porém trabalhosa. Das defini¢oes

acima vemos que, se P = (x,y) é um ponto de I' com y # 0,

3(LHEA) () et (5 )

332’ .I'Q <£)2 ) <£>2 )
2 2
isto é,
2
(y(mi2 A)>2 y(w;_A) <<§j—§) +4A)
(P> - )
(=) s(8)
Logo

(22 — A)? 2°+5A2" — 5 A% — A3
or) = (N = .

Por outro lado, das férmulas de (3.6) temos que

xt —2Ax + A2
e

z(2P) = 1
2 A —4 6 4A2 2
y(QP):—(/\56(2]3)4—y),0][1de)\:3$+ ,ev=y—\r = x8+3 .
)
Obtemos assim ®(P) = (z(2P),y(2P)), como gostariamos. O
Pelo Teorema Fraco de Mordell e pela seguinte inclusao de grupos
2 ¢(T) 2 ¢(a(I)) = 2r,
temos que
[[: 21 = [ : ¢(1)][¢(T) : 2T7]. (6.4)

Reescreveremos o lado direito de (6.4) através do seguinte resultado, encontrado na péagina

27 do livro [1].
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Lema 8. Sejam G um grupo abeliano, H um subgrupo de G e f : G — G' um homomor-
fismo de grupos. Se o indice [G : H| € finito, entio [f(G) : f(H)] e [ker f : ker f N H]
também o sao. Mais ainda,

G : H]

&) T = qe T e o

Aplicando o lema com G =T, H = ¢(T') e f = ¢, temos que

) 2] — B : FolTy)] — L0
B): 20 = [B(0) : o) = oot B

e de (6.4) segue que ST or)
L M
T 2t] = [ker ¢ : ker ¢ N ()] (6.5)

Simplificaremos a expressao acima com a proposicao a seguir.

Proposicao 17. Seja ¢ : I' — T como em (6.3). Um ponto (z,7) € T, T # 0, pertence a

imagem ¢(T') se e somente se T € Q*2. Além disso, 0 € ¢(T') se e somente se —A € Q*2.

Demonstracdo. Seja (7,7) € I, T # 0. Segue diretamente da definicao que se (z,7) € ¢(I),

entao T € Q*2. Por outro lado, se T = 2, t € Q*, definimos P = (z,y), onde

Li_ Y
== + = = tw.
v 2<:v t>’y

Entao

1 7y 722 4 2Tyt + y° + 4AL?
:C3+A:L'—x(x2+A)—g;(Z(§2+25y+y_)+14>_x(x + 2Tyl +y° + )’

t t2 42
logo
72 4 2wyt + 7 + 4AT
x3+Ax:x<x + 277y J:y + ZL')
47
Mas 7?2 = 7% + A7 = 7° — 447, logo
=3 2_t —3 1 1 —
T
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portanto (z,y) é de fato um ponto de I". Além disso,

A 224+ Axr 2 (tx)?
AP A (1)

logo ¢(z,y) coincide com (T,7), exceto possivelmente pelo sinal da coordenada y. Mas

y(o(z, —y)) = —y(¢(x,y)), portanto (7,7) € (T').

Note que, se (z,y) € T,

o= (0 (0) = (D)

Logo 0 € ¢(I') se, e somente se existe um ponto P = (z,0) em I' com x # 0; mas isto ocorre

se, e somente se —A € Q*2, concluindo a demonstracao. O

Segue pelas Proposicoes 15 e 17 que

1, se —AecQ*?
[ker ¢ : ker ¢ N (T Q (6.6)
2, caso contrario.
Desse modo, substituindo a equagao (6.5) (6.2) e usando (6.6), temos que
I: (D)L : (T

Apresentaremos agora um método para encontrar indiretamente o valor de [I' : ¢(T')] e

[T : ¢(T)]. Defina a aplicacio a : I' — Q*/Q*2 por

B(1), se P=0
a(P) =19 B(A), se P=0 (6.8)
B(x(P)), se P # O, 0,

onde 3 : Q* — Q*/Q*? é 0 homomorfismo canonico.

Proposicao 18. A aplica¢io o é um homomorfismo de grupos e ker o = ¢(T').
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Demonstracao. Segue diretamente da definigao que a(P) = a(—P) para todo P em I'; basta
entdo mostrarmos que a(Py)a(P)a(Ps) = 1 sempre que Pj, Py, Py € T' sdo pontos tais que

Pi+ P+ Py =0,

Sejam P; = (z;,y;) € I'\{O}, j = 1,2, 3, pontos tais que P, + P, + P; = O. Existe uma

reta y = mx + k contendo estes trés pontos e

(mz + k)* = 2° + Az <= 2° — m®2® + (A — 2mk)z — k* = 0. (6.9)

Se 117973 # 0 entdo x12073 = k% e

a(P)a(Py)a(Ps) = B(x1)B(x2) B(xs) = B(zr2a23) = B(k?) = 1.
Se x; = 0 para algum j = 1,2, 3, digamos z3 = 0, teremos que k = 0 e, de (6.9),
x(z® —mPz + A) =0,
logo 120 = A e

a(P)a(Py)a(Ps) = B(x1)8(x2)3(A) = Ble1w2)B(A) = B(A)B(A) = 1,

como gostariamos. A segunda afirmacao segue diretamente da Proposicao 17. [

[ustramos os homomorfismos definidos nesta se¢ao da seguinte maneira:

e

r % T T
l la
@*\Q*Q Q*\@*2
Usando a Proposigao 18 e a equagao (6.7) temos que

_ Je@)la@)]
4 )

r

2" (6.10)

onde @ : I' — Q*/Q*? ¢ definido analogamente. Vejamos agora como determinar os ele-

mentos dos conjuntos a(I') e @(I'), e em particular a sua ordem.
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Proposicao 19. O grupo o(T") € composto por:

(a) 1,6(4);
(b) B(z), —B3(Z), se 2> = —A tem solucio T € Z;
(c) B(d), onde d é um divisor de A tal que a equagdo

A
ds* + ET‘* = U*? (6.11)

tem solugdo inteira (S, T,U) onde

S, T >1emde (g,S) = (6.12)

Demonstrac¢ao. Vejamos primeiramente que «(T") estd contido no conjunto descrito nos itens
(a), (b) e (c), que denotaremos por B. Claramente «(I'y) C B, pois a imagem destes
elementos sdo exatamente aqueles descritos nos itens (a) e (b). Seja P = (z,y) em I'\ I'y,

onde x = 2 com mdc(s,T) = mdc(u,T) =1 e T > 0. Note que devemos ter u e

T2 T
s nao nulos.

Seja d = mdc(A, s) e escreva A = dA; e s = dsy, onde o sinal de d é escolhido de modo
que s; > 0. Da equacao da curva temos

w83

_ s 2 _ 3 4
ﬁ_ﬁ+AZTQ<:>u =S +A8T,

logo d | u; escrevendo u = du; temos que
d*u? = d*s? + dAyds, T* <= u] = ds? + A5, T*,

logo
uj = sy(ds] + A, T?). (6.13)
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Note que mdc(sy,ds? + A;T*) = 1 pois mdc(sy, A1) = 1. Segue de (6.13) que s; e ds? + A, T?

sao quadrados e escrevemos
s1=295% 5>0, eds?+ AT =U>

Entao

ds* + gT‘* = U?

tem solucao inteira (S, T, U) satisfazendo (6.12). Além disso,
ds dS?
a(P) =5GP =5 (72 ) =5 (3 ) = ot

Por outro lado, é claro que {3(1),3(A)} € a(T') e, se 2> — A = 0 tem solugio inteira
z, {£6(2)} € (I'). Se d é um divisor de A tal que (6.11) tem solugdo inteira (S,7,U)
ds? d
satisfazendo (6.12), entao definindo P = (i, LS) temos
T2 13

A
U? =dS* + =T <= d*U? = @®S* + dAT* < d*U?S? = ¢*S% + dAS>*T*,

d
logo
2U2S8?  d3S6  AdS? dUS\? ds?\? ) ds?
7 o T\ s ) T\ ) TA\Tm )
como gostariamos. O]

6.1 Curvas Elipticas do tipo 3> = 2 — pz, p primo

Na secao anterior determinamos um algoritmo para calcular o posto de uma classe de curvas
elipticas. Agora vamos nos restringir um pouco mais para poder aplica-lo de fato, uma vez
que nem sempre ¢ possivel decidir sobre a existéncia de solugoes de equacoes diofantinas.

Nesta se¢@o nos baseamos nos artigos [4] e [9] para estudarmos curvas elipticas da forma

3

y* = 23 — px, p primo. (6.14)
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Proposigao 20. Sejam p um primo, E : y*> = 2° — pxr, T = E(Q) seu grupo de pontos
racionais e T seu subgrupo de tor¢ao. Entao T = 7./27.

Demonstracao. Seja P = (z,y) € I', P # 0,0. Sabemos do Teorema de Nagell-Lutz que
v,y € Z e y* | A = 4p® sdo condigoes necessdrias para que P seja um ponto de torgao;

vejamos que os pontos satisfazendo estas condi¢oes nao pertencem a 7.

Seja P = (z,y) € ' tal que z,y € Z e y?> | A = 4p3. Como y? | 4p? entdo 3> = 1,4,p? ou

4p*. Note que y? = 23 — pr = z(2* — p), onde x e x> — p sdo nimeros inteiros.

Se y? = 1 temos uma unica solugao (p,z) = (2,—1). Se y* = 4 temos trés solugoes:
(p,x) = (2,2),(5,—1) ou (17, —4). Para os casos y*> = p* e y* = 4p?, temos que = = pt, t € Z.
Fixando y? = p?, obtemos t(pt? — 1) = 1 e temos assim uma tnica solugao (p,z) = (2,2).
Para y? = 4p?, analogamente temos que t(pt? — 1) = 4 e existe também uma tnica solugio

(p, ) = (5,5).

Vemos acima que apenas trés curvas possuem pontos diferentes de O e 0 candidatos a

pontos de torgao:

e y? =2%— 2z e os pontos (—1,—1),(—1,1),(2,2) e (2, —2);
e y? =% — 5z e os pontos (—1,2),(—1,—2),(5,10) e (5, —10);
e y> =13 — 17x e os pontos (—4,2) e (=4, —2).
Mas usando (3.6) vemos que, em cada um destes casos, 2P nao possui coordenadas inteiras

e portanto 2P ¢ 7. Segue que os unicos pontos de tor¢ao para curvas do tipo (6.14) sao O

e 0. O

Teorema 10. Seja E : y?> = 23 — px uma curva eliptica, p um primo impar da forma

p =ut+ v, u, v inteiros. Entio E(Q) X Z O Z ®Z/27.
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Cabe ressaltar que todo primo de Fermat p = 22" +1 com n > 2 é da forma p = u* + v*,

u,v € 2.

Demonstragao. Pela Proposicao 20 o subgrupo de torgao de I' é isomorfo a Z/27. Usaremos

a equagao (6.10) e, com a mesma notagao, a Proposi¢ao 19 para demonstrar que o posto de
E(Q) é 2.

Suponha sem perda de generalidade que u e v sdo inteiros positivos. Sabemos que 2 = p
nao tem solugoes inteiras. Devemos determinar para quais divisores d de A = —p a equacao
(6.11) tem solucao (S,T,U) satisfazendo (6.12), mas como ja sabemos que {5(1), 5(—p)}
estd contido em «(I"), serd necessario verificar apenas se 3(—1), 5(p) € «(I"). Para d = p,
a equacao pS* — T* = U? tem solugao (S,T,U) = (1,v,u?) satisfazendo claramente (6.12).

Como «(I") é um grupo, B(p)G(—p) = B(—=1) € a(T") e entao |a(T")| = 4.

Para encontrar o valor de |a@(T)|, para cada divisor d de A = 4p devemos verificar se

dS* + %T‘l = U? possui solucdo. Claramente para d < 0 tal equacdo nao tem solucao

e, além disso, B({1,2,4,p,2p,4p}) = {B(1),5(2),5(p), 3(2p)}. Novamente, sabemos que

{1,B8(p)} € @(I') e, ao mostrarmos que (3(2) € a@(I'), teremos que 3(2p) € a(I'). De fato,
para d = 2, a equacao 25* + 2pT* = U? possui solugao (S,T,U) = (u—wv, 1, 2u? — 2uv + 20v?)
e, supondo sem perda de generalidade que u > v, temos que tal solugao satisfaz (6.12): se

2| (u—v) entdo u e v tém a mesma paridade e assim 2 | p, um absurdo; se p | (v — v) entao
u=v (mod p) = 0= p=u"+v*=2u* (mod p),
e como p nao divide 2 terfamos que p é divisor de u e v, absurdo pois p é primo.
Segue entdo que |[a(T')| = 4 e, pela equacio (6.10), o posto r da curva é 2. O

Teorema 11. Seja E : y? = 2® — px uma curva eliptica, p um primo de Mersenne. Entdo

7)27, sep=3
7 ®L)2Z, sep > 3.

=
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Demonstracao. Pela Proposicao 20, o subgrupo de tor¢ao de uma curva deste tipo é isomorfo
a Z/27Z. Para determinar o posto destas curvas, usaremos novamente, com a mesma notagao,

a Proposicao 19.

Seja p = 3. Ja sabemos que {3(1), 3(=3)} C a(T') e 2> = 3 nao tem solugao inteira.
Devemos portanto verificar se 3(—1), 3(3) € «(T"). Como «(T") é grupo, temos que 3(—1) €

a(T") se e somente se 3(3) € a(I).

Note que para d = —1 a equagao dS* — ET* = U? nao tem solugao: se —S* + 37" = U?
tem solucao inteira, teremos que —S* = U2 = 1 (mod 3) pelo Pequeno Teorema de Fermat;
mas isto é impossivel pois (5?)?> = —1 (mod 3) nao tem solugao. Logo B(—1) ¢ «(T) e

portanto (') = {5(1), B(—3)}.

Para encontrar o valor de @(T), observamos que para d divisor negativo de 12, a equacio
4S1+ 2T = U2 nio tem solucao, logo (T) C A({1,2,3,4,6,12}) = {3(1), (2), A(3), A(6)}.
J4 sabemos que {8(1),3(3)} C @(T), logo devemos verificar se 3(2),3(6) € @(T') onde,

analogamente, 3(2) € @(T') se e somente se 3(6) € a(T).

Para d = 2, se 25* + 6T% = U? tem solucao satisfazendo (6.12), temos, pelo Pequeno

Teorema de Fermat, que
25% = U? (mod 3) <= 2(5?)* = U? (mod 3) <= 2 =1 (mod 3)),
um absurdo. Portanto, 3(2) ¢ @(T) e, por (6.10), temos que o posto 7 da curva é 0.

Seja agora p = 29 — 1 um primo de Mersenne, ¢ > 2. Devemos ter ¢ primo também, pois
set]|q, 1 <t<p,terfamos que (2" — 1) divide p. Para encontrar o valor de |a(T")|, como j&
sabemos que {3(1), 8(—p)} C «(T'), devemos verificar se (—1), 5(p) € a(T"). Como «(T’) é

grupo, #(—1) € a(I") se e somente se B(p) € a(T).

Para d = —1, vemos que a equagao dS* —ET* = U? nao tem solugdo, pois terfamos assim
que

~5'=U? (mod p) <= —1 = (U(S™1)?)? (mod p),
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impossivel pois —1 nao é residuo quadratico médulo p, para p > 3 primo de Mersenne; a

demonstragao deste fato pode ser encontrada no livro [1]. Segue que |a(T")| = 2.

Sabemos que a equagio dS* + 22T = U? nao tem solucdo para d divisor negativo de 4p

e, da Proposigao 19, que {4(1), 8(4p)} C @(I'). Como @(I") é subgrupo de

B({1,2,4,p,2p,4p}) = {B(1), B(2), B(p), B(2p)},

resta verificar se 3(2), 3(2p) € @(T'), onde 3(2) € @(T') se e somente se 3(2p) € a(l'). A
equacdo 25 4 2pT* = U? tem solucdo (S,T,U) = (1,1,2@+/2) satisfazendo claramente

(6.12), logo a(T") = {B(1), 5(2), B(p), B(2p)}. Finalmente, pela equagao (6.10), temos que o

posto r da curva é 1, como gostariamos. O

6.2 Curvas Elipticas do tipo y*> = z° — 2px, p primo

Nesta secao determinaremos qual a estrutura do grupo de pontos racionais de curvas

elipticas do tipo
E :y? = 2® — 2px, p primo tal que 2p = (u® + 2v*)* + (u* — 20*)*, w,v € Z. (6.15)
O texto desta se¢ao ¢ baseado no artigo [10].

Proposicao 21. Seja E uma curva eliptica do tipo (6.15) e T o subgrupo de torsio do seu

grupo de pontos racionais. Entao T = 7./27.

Para demonstrar este resultado, faremos a reducao desta curva modulo p, isto é, estu-
daremos a curva eliptica definida pela mesma equacao sobre F,, p # 2, 3:

2

E(F,):Y?Z=X3-2pX7Z*={[a:b:¢ € P*(F,); b ¢=a" — 2pac’}.

Faremos esta reducao médulo primos p que nao dividem o discriminante da curva, de

modo que a curva eliptica sobre F,, ¢ nao singular.
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Seja P € E(Q). Temos que existem unicos inteiros a,b e ¢ relativamente primos tais
que P =[a:b:c. Seab e ¢ denotam, respectivamente, as classes de a,b e ¢ médulo p,
temos que ¢ : P=[a:b:c] €T = P=[a:b:¢c € E(F,) é homomorfismo de grupos,
pois esta aplicacao preserva retas. Além disso, ker(¢) = {Og}, pois, se P € T \ {O}, segue
do Teorema de Nagell-Lutz que existem a e b inteiros tais que P = [a : b : 1]; portanto

®(P) =10 :1:0] se e somente se P = Op. Segue do Teorema de Isomorfismos que 7 é

isomorfo a um subgrupo de E(F,), e portanto |T| divide |E(F,)|.

Podemos agora demosntrar a Proposicao 21.

Demonstracao. Temos que 3 e 5 nao podem ser escritos na forma acima, logo nao dividem
o discriminante A = 2°p3 da curva. Fazendo a reduciao médulo 3 da curva, temos que ela se

3

reduz a F : y?> = 23—z ou E : y? = 2® — 2x; é possivel verificar que ambas as curvas possuem

4 pontos sobre o corpo F3. Fazendo a reducao mod 5, a curva é reduzida a E : y?> = 2% — 2z,
pois 2p = (u? + 20H)* + (u? — 20v?)* =1+ 1 = 2 (mod 5), pelo Pequeno Teorema de Fermat;
esta curva possui 10 pontos sobre F5. Como |T| divide E(F,) para todo primo que nio

divide A = 2°p?, temos que |T| < 2; como {O,0} C T, segue que 7 = Z/27. O

Teorema 12. Seja E uma curva eliptica do tipo (6.15). Entdo ro(E) = 3.

Demonstracao. Utilizaremos novamente a Proposicao 19, com a mesma notagao. Sabemos
que {3(1), 3(—2p)} C a(T') e que x*> —2p = 0 nao tem solugao inteira, logo devemos verificar

apemnas se ﬁ(_1>75<2)7 5(_2)7 6(p)7ﬁ(_p)7 5(2]7) € a(F)

Seja A = —2p. Note que, para d = —1, a equacao dS* + %T‘l = U? possui uma solucao
(S, T,U) = (u*+20v% 1, (u?+20%)?) satisfazendo (6.12): de fato, temos mdc(2p, u*+2v?%) = 1,
pois se 2 | (u?+20v?) terfamos que 2 | u e assim 2* | (u®+20%)* + (u? — 20?)* = 2p, impossivel;

se p | (u* + 2v?) entao terfamos de (6.15) que p | (u? — 2v?), e assim

Pt (W 4+ 20%)" + (u® = 20%)" = 2p,
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impossivel. Logo f(—1) € a(T").

Para d = p, é possivel verificar que (S,T,U) = (1,2uv,u* — 4v*) é solugao de (6.11)
satisfazendo 1,2uv > 1 e mde(—2,1) = 1; logo G(p) € a(I'). Como a(I') é um grupo,
temos que B(—p), 5(2p), 5(2) e f(—2) também pertencem a «(I"), pois 5(—p) = B(—1)5(p),
B(2p) = B(=1)B(=2p), B(2) = B(=2p)B(—p) e B(=2) = B(=2p)B(p). Portanto [o(T')| = 8.

Para encontrar o valor de |a(T)|, observamos que a equacio d.S* + %”T“ = U? nao possui

solugao (S, T,U) inteira para d < 0, logo

a(T) C B({1,2,4,8,p,2p,4p,8p}) = {B(1), B(2), B(p), B(2p)}.

J4 sabemos que ((1),8(2p) € @a(T), logo basta verificar se ((2),3(p) € @(T), onde

B(2) € @(T") se e somente se 3(p) € a(T).

Para d = 8, temos que 85* + pT* = U? possui solugao (S,T,U) = (u?1,3u* + 4v?)
satisfazendo mdc(p, u?) = 1: se p | u? entao, como 2p = 16v% + 24u'v* + u8, temos que p | v
e portanto p® divide 1608 + 24utv* + u® = 2p, impossivel. Segue que $(2) € @(T') e entdo
|@(T)| = 4. O resultado segue diretamente de (6.10). O
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