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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo do decaimento exponencial da energia associada a

um sistema acoplado de duas equações de Korteweg-de Vries num intervalo limitado com

uma dissipação localizada. Combinando estimativas de energia, técnicas multiplicativas

e argumentos de compacidade o problema é reduzido a provar a continuação única de

soluções fracas. Então, aplicamos o resultado de continuação única provado em [13].
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Abstract

This work is devoted to prove the exponencial decay of the total energy of solutions of a

coupled system of two Korteweg de Vries equations in a bounded interval with a localized

damping term. Combining energy estimatives, multipliers and compacteness arguments

the problem is reduced to prove the unique continuation of weak solutions. Then, we

apply the recent result on unique continuation proved in [13] .
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Introdução

Neste trabalho consideramos um sistema acoplado de duas equações Korteweg-de Vries

em um domínio limitado, dependendo de um parametro a > 0, na presença de uma

dissipação localizada representada pela função λ = λ(x). Mais precisamente, estamos

interessados em um par de funções (u, v) , solução do sistema

ut + uxxx + avxxx + uux + vvx + (uv)x + λ(x)u = 0, em Ω× R+

vt + vx + vxxx + auxxx + vvx + uux + (uv)x + λ(x)v = 0, em Ω× R+ (1)

com condições de contorno

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀t > 0

v(0, t) = v(L, t) = 0 , ∀t > 0 (2)

ux(L, t) = vx(L, t) = 0, ∀t > 0

e condições iniciais

u(x, 0) = u0(x), v0(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ Ω, (3)

onde Ω = {x ∈ R |0 < x < L} e t > 0.

Quando λ ≡ 0 o sistema (1) foi derivado por Gear e Grimshaw [7] como um modelo

para descrever interações de duas ondas longas em um �uído estrati�cado. Observe que

o modelo tem a estrutura de um par de equações de Korteweg-de Vries com termos de

acoplamento lineares e não lineares. Esse modelo tem sido alvo de diversos estudos ao

longo de anos, como pode ser visto na lista de referências que aqui apresentamos.

Em (1) , assumiremos que a ∈ R,

0 < a < 1 (4)

e a função λ = λ(x) é tal que

λ ∈ L∞ (Ω) e λ(x) ≥ λ0 > 0 quase sempre em ω,

onde ω ⊂ (0, L) é um subconjunto aberto não vazio. (5)

Consideremos a energia total E = E(t) associada ao modelo, dada por
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E(t) =
1

2

L̂

0

(u2(x, t) + v2(x, t)) dx. (6)

Multiplicando a primera equação de (1) por u, a segunda equação por v e integrando

por partes em Ω, segue das condições de contorno que

d

dt
E(t) ≤ −

L̂

0

λ(x)(u2(x, t) + v2(x, t))dx− (1− a)

2
[u2
x(0, t) + v2

x(0, t)] (7)

para todo t > 0.

A desigualdade acima mostra que os termos λ(x)u e λ(x)v atuam como mecanismos

de controle em um subconjunto de Ω. Por isso, podemos questionar se as soluções do

modelo convergem para zero quando t→∞ e, em caso a�rmativo, determinar a taxa de

dacaimento. Por outro lado, quando λ(x) ≥ λ0 em todo o domínio, podemos facilmente

veri�car que E(t) decae a zero exponencialmente. Além disso, observa-se que mesmo

quando λ ≡ 0 a energia é não crescente, o que nos leva a suspeitar que E(t) −→ 0,

quando t → ∞. Porém, o efeito dissipativo produzido pelos termos de fronteira, ux(0, t)

e vx(0, t), não são fortes su�ciente para estabilizar a energia. Esse fato foi observado por

Micu e Ortega em [18] e por Micu, Ortega e Pazoto em [19] onde se constatou que as

soluções do sistema linear correspondente não convergem a zero para algumos valores de

L. Os resultados obtidos nesses trabalhos foram motivados pela análise desenvolvida por

Rosier em [22] para a equação de Korteweg-de Vries. Em [22] , foi provado que quando o

comprimento L do intervalo Ω pertence a um conjunto enumerável da forma

F ={ 2π√
3

√
k2 + kl + l2, k e l são números inteiros positivos}, (8)

existe uma solução da equação de Korteweg-de Vries para a qual a energia é conservativa.

Para estabilizar a energia do modelo, Menzala, Vasconcellos e Zuazua [17] introduziram

um termo dissipativo da forma função λu com λ = λ(x) nas condições acima e ω =

(0, δ) ∪ (L− δ, L) , para δ > 0 su�cientemente pequeno. O caso geral, isto é, caso em

que ω satisfaz (5) foi provado por Pazoto em [20]. Essa análise também foi estendida

para a equação de Korteweg-de Vries generalizada por Linares e Pazoto [10] e Rosier e

Zhang [25] . No que se refere ao sistema(1)−(3) , o decaimento exponencial da energia

foi inicialmente obtido por Bisognin e Menzala [2] estendendo o resultado obtido em [17],
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isto é, considerando ω = (0, δ) ∪ (L− δ, L) , para δ > 0 su�cientemente pequeno. O caso

geral foi provado recentemente por Massarolo, Menzala e Pazoto em [13] .

Nos trabalhos mencionados anteriormente, o decaimento exponencial da energia foi

obtido combinando as técnicas multiplicativas introduzidas por Rosier em [22] e o ar-

gumento de Compacidade-Unicidade (veja [30] para maiores detalhes). Nesse caso, o

problema se reduz a provar que toda solução do sistema, tal que

ux(0, t) = vx(0, t) = 0, ∀t > 0 e u = v = 0 em ω × (0, T ) (9)

é identicamente nula, o que exige a aplicação de uma Propiedade de Continuação Única

(PCU). Esse resultado foi provado em [13] . Observamos que em [2] a PCU foi provada

da seguinte forma: segue de (9) que o modelo pode ser escrito como um problema de

Cauchy, onde o dado inicial possui suporte compacto. Segue então das propriedades de

efeito regularizante provados em [29] que a solução (u, v) possui regularidade su�ciente

para aplicar a PCU provada em [5] .

A análise descrita acima foi dividida em três capítulos:

No Capitulo 1 apresentaremos os resultados clássicos que serão utilizados no desenvolvi-

mento deste trabalho.

No Capitulo 2 provamos a existência e unicidade da solução para o problema linear

associado ao modelo. O resultado de existência é obtido utilizando a teoria de semigrupos.

No Capitulo 3 provamos os resultados do capítulo anterior para o sistema não linear.

A existência de soluções é obtida combinando a teoria de semigrupos, um argumento de

ponto �xo e estimativas a priori. A unicidade é provada usando o Lema de Gronwall.
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Notações

• C([0,∞);X) denota o espaço das funções contínuas de [0,∞) em X.

• C∞0 (Ω) denota o espaço das funções in�nitamente diferenciáveis e de suporte com-

pacto em Ω.

• R(λ,A) = (λI − A)−1 e o operador resolvente.

• I respresenta o operador identidade.

• X ↪→ Y denota a injeção contínua do espaço X no espaço Y .

• Y denota o fecho de Y na topologia de X.
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CAPITULO 1

Resultados Preliminares

1.1 Resultados Básicos

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados
em [4].

De�nição 1.1.1 (Sequência de Cauchy) Uma sequência {xn}n∈N no espaço normado

X é chamada de Cauchy quando, para cada ε > 0, existe um número natural N , tal que

‖xn − xm‖X< ε, para todo n,m > N.

De�nição 1.1.2 (Espaços de Banach e Hilbert) O espaço linear, normado X é dito

de Banach se é completo, isto é, toda sequência de Cauchy em X é convergente em X.

Além disso, X é dito espaço de Hilbert se é um espaço vetorial com produto interno (., .)

e é completo com respeito à norma ‖.‖ = (., .)1/2.

Lema 1.1.1 (Picard-Banach) Seja M um espaço métrico completo com métrica d. Se

F é um subconjunto fechado de M e T : F 7−→ F satisfaz

d(Tx, Ty) ≤ θd(x, y)

para todo x, y ∈ F , e algum 0 ≤ θ < 1, então T tem um e só um ponto �xo, isto é,

existe um e só um x ∈ M, tal que Tx = x. Além disso, se x0 ∈ F então a sequência

{xn+1 = Txn, n=1, 2, ....} converge a x0, quando n→∞, e d(xn, x0) ≤ θn

1−θd(x1, x0).

Teorema 1.1.1 Em um espaço de Hilbert toda sequência limitada possui uma subse-

quência que converge fracamente.
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Teorema 1.1.2 Seja H um espaço de Hilbert e {hn}n∈N uma sequência em H, tal que

hn ⇀ h em H, quando n −→∞. Então,

‖h‖H ≤ lim infn→∞ ‖hn‖.

1.2 Distribuições

Seja u uma função real de�nida em Ω⊂ R , u mensurável, e seja (Oi)i∈I a família de

todos os subconjuntos abertos Oi de Ω, tais que u = 0 quase sempre em Oi. Considera-se

o subconjunto aberto O = ∪i∈IOi. Então, u = 0 quase sempre em O e como conseqüência,

de�ne-se o suporte de u, que será denotado por supp u, como sendo o subconjunto fechado

relativo a Ω

supp u = Ω/O.

De�nição 1.2.1 Representamos por C∞0 (Ω) o conjunto das funções u : Ω −→ R cujas

derivadas parciais de todas as ordens são contínuas e cujo suporte é um subconjunto

compacto de Ω. Os elementos de C∞0 (Ω) são chamados de funções testes.

Naturalmente, C∞0 (Ω) é um espaço vetorial sobre R com as operações usuais de soma

de funções e de multiplicação por um escalar.

Noção de Convergência em C∞0 (Ω)

De�nição 1.2.2 Sejam {ϕk}k∈N uma sequência em C∞0 (Ω) e ϕ ∈C∞0 (Ω). Dizemos que

ϕk −→ ϕ se:

1) ∃ K ⊂ Ω, K compacto, tal que suppϕk ⊂ K, para todo k ∈ N.

2) Para cada α ∈ N, Dαϕk(x) −→ Dαϕ(x) uniformemente em Ω.
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De�nição 1.2.3 O espaço vetorial C∞0 (Ω) com a noção de convergência de�nida acima é

denotado por D(Ω) e chamado espaço de funções testes.

De�nição 1.2.4 Uma distribuição sobre Ω é um funcional linear de�nido em D(Ω) e

contínuo em relação à noção de convergência de�nida em D(Ω).

O conjunto de todas as distribuições sobre Ω é denotado por D′(Ω). Desse modo,

D′(Ω) = {T : D(Ω) −→ R é linear e contínuo}

Observemos que D′(Ω) é um espaço vetorial sobre R.

Se T ∈ D′(Ω) e ϕ ∈ D(Ω) denotaremos por 〈T, ϕ〉 o valor de T aplicado ao elemento

ϕ.

Noção de convergência em D′(Ω)

De�nição 1.2.5 Dizemos que Tk −→ T em D′(Ω) se 〈Tk, ϕ〉 −→ 〈T, ϕ〉, para toda

ϕ ∈D(Ω) .

1.3 Espaços Lp(Ω)

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados

em [4].

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre Ω são no sentido de Lebesgue, assim como a

mensurabilidade das funções envolvidas.
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De�nição 1.3.1 Sejam Ω um conjunto mensurável e 1 ≤ p ≤ ∞. Indicamos por Lp(Ω)

ao conjunto das funções mensuráveis f :Ω −→ R, tais que ‖f‖Lp(Ω) <∞, onde

‖f‖Lp(Ω) =

(ˆ
Ω

|f(x)|p dx
)1/p

se 1 ≤ p <∞

e

‖f‖L∞(Ω) = supessx∈Ω |f(x)| = inf{C : |f | ≤ C quase sempre}.

Os espaços Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ ∞, são espaços de Banach, sendo L2(Ω) um espaço de

Hilbert com o produto interno usual. Além disso, para 1 < p <∞, Lp(Ω) é re�exivo.

Teorema 1.3.1 C∞0 (Ω) é denso em Lp(Ω), 1 ≤ p <∞.

Teorema 1.3.2 (Interpolação dos espaços Lp(Ω)) Sejam 1 ≤ p < q ≤ ∞. Se

f ∈ Lp(Ω) ∩ Lq(Ω), então f ∈ Lr(Ω) para todo r ∈ [p, q]. Além disso,

‖f‖Lr(Ω) ≤ ‖f‖
α
Lp(Ω)‖f‖

1−α
Lq(Ω)

para todo α ∈ [0, 1], tal que
1

r
= α

1

p
+ (1− α)

1

q
.

De�nição 1.3.2 Sejam Ω um aberto do espaço Rn e 1 ≤ p <∞. Indicamos por Lploc(Ω)

o conjunto das funções mensuráveis f : Ω −→ R, tais que fXk ∈ Lp(Ω), para todo K

compacto de Ω, onde Xk é a função característica de K.

Observação 1.3.1 Lploc(Ω) é chamado o espaço das funções localmente integráveis.

Para u ∈ Lploc(Ω) consideramos o funcional T = Tu :D(0, T ) −→ K de�nido por
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〈T, ϕ〉 = 〈Tu, ϕ〉 =

ˆ
Ω

u(x)ϕ(x)dx,

que de�ne uma distribuição sobre Ω.

Lema 1.3.1 (Du Bois Reymond) Seja u ∈ L1
loc(Ω). Então, Tu = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em Ω.

Teorema 1.3.3 (Teorema de Convergência Dominada de Lebesgue). Seja {fn}n∈Nuna

sequência de funções Lp(Ω), p ≥ 1. Suponha que

a) fn(x) −→ f(x), quando n→∞, quase sempre em Ω, onde f é uma função mensurável.

b) Existe uma função g ∈ Lp(Ω), tal que, para cada n ∈ N , |fn(x)| ≤ g(x) quase sempre

em Ω.

Então, f ∈ Lp(Ω) e ‖fn − f‖Lp(Ω) −→ 0, quando n→ +∞.

Observação 1.3.2 Como consequência do Lema 1.3.1, a aplicação

L1
loc(Ω) 7−→ D′(Ω)

u −→ Tu

é linear, contínua e injetiva. Em decorrência disso, é comun identi�car a distribuição Tu

com a função u∈ L1
loc(Ω). Nesse sentido, tem-se que L1

loc(Ω) ⊂ D′(Ω). Como Lp(Ω) ⊂

L1
loc(Ω), temos que toda função de Lp(Ω) de�ne uma distribuição sobre Ω, isto é, toda

função de Lp(Ω) pode ser vista como uma distribuição.

De�nição 1.3.3 Sejam T ∈ D′(Ω) e α ∈ N. A derivada de ordem α de T , denotada por

DαT , é de�nida por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)α 〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω).

Com esta de�nição, tem-se que se u ∈ Ck(Ω) então DαTu = TDαu, para todo α ≤ k,
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onde Dαu indica a derivada clássica de u. Se T ∈ D′(Ω), então DαT ∈ D′(Ω) para todo

α ∈ N.

1.4 Espaços Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encon-

trados em [1] e [4].

De�nição 1.4.1 Sejam m ∈ N e 1 ≤ p ≤ ∞. Indicaremos por Wm,p(Ω) o conjunto de

todas as funções u de Lp(Ω), tais que, para todo α ≤ m, Dαu ∈ Lp(Ω) sendo Dαu a

derivada distribucional de u. Wm,p(Ω) é chamado Espaço de Sobolev de ordem m relativo

ao espaço Lp(Ω). Resumidamente,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω), α ≤ m}.

Para cada u ∈ Wm,p(Ω),

‖u‖m,p = (
∑
α≤m
‖Dαu‖pLp(Ω))

1/p, 1 ≤ p <∞,

e

‖u‖m,∞ =
∑
α≤m
‖Dαu‖L∞(Ω)

de�nem uma norma sobre Wm,p(Ω).

Observação 1.4.1

1.
(
Wm,p(Ω), ‖.‖m,p

)
é um espaço de Banach.

2. Quando p = 2 o espaço de Sobolev Wm,p(Ω) torna-se um espaço de Hilbert com

produto interno dado por
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(u, v)Wm,2(Ω)=
∑
α≤m

(Dαu,Dαv)L2(Ω), u, v ∈ Wm,2(Ω).

3. Denota-se Wm,2(Ω) por Hm(Ω).

4. Hm(Ω) é re�exivo e separável.

De�nição 1.4.2 De�nimos o espaçoWm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de C∞0 (Ω) emWm,p(Ω).

Observação 1.4.2

1 . Quando p = 2 escreve-se Hm
0 (Ω) em lugar de Wm,p

0 (Ω) .

2. Se Wm,p
0 (Ω) = Wm,p(Ω) o complemento de Ω em Rn possui medida de Lebesgue igual

a zero.

3. Wm,p
0 (Rn) = Wm,p(Rn).

4. O dual topológico de Hm
0 (Ω) é representado por H−m(Ω).

1.5 Imersões de Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados

em [1] e [4] .

Teorema 1.5.1 (Teorema de Sobolev) Sejam m ≥ 1 e 1 ≤ p <∞.

1 . Se
1

p
− m

n
> 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω);

1

q
=

1

p
− m

n
.

2. Se
1

p
− m

n
= 0, então Wm,p(Ω) ⊂ Lq(Ω); q ∈ [p,∞).

3. Se
1

p
− m

n
< 0, então Wm,p(Ω) ⊂ L∞(Ω),

sendo as imersões acima contínuas.
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Teorema 1.5.2 (Teorema Rellich) Seja Ω um subconjunto aberto e limitado de Rn

com fronteira suave. Então, a imersão H1(Ω) ↪→ L2(Ω) é compacta.

Observação 1.5.1 Como consequência do Teorema de Rellich, tem-se que a imersão do

espaço H1
0 (Ω) no espaço L2(Ω) é compacta; e como corolário do mesmo, tem-se que a

imersão de H2(Ω) no espaço H1(Ω) é compacta.

1.6. Espaços Lp(0, T ;X) e Distribuições Vetoriais

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados

em [11] e [12].

Sejam X um espaço de Banach real munido da norma ‖.‖X , T um número real positivo

e 1 ≤ p <∞. Representa-se por Lp(0, T ;X) o espaço de Banach de funções u : (0, T )−→

X, tais que u é mensurável e ‖u(t)‖X ∈ Lp(0, T ), munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

 T̂

0

‖u(t)‖pX dt

1/p

.

Quando p = 2 e X = H é um espaço de Hilbert, o espaço Lp(0, T ;H) é um espaço de

Hilbert cujo produto interno é dado por

(u, v)Lp(0,T ;H) =

T̂

0

(u(s), v(s))Hds.

Por L∞(0, T ;X) representaremos o espaço de Banach das (classes de ) funções u :(0, T ) −→

X mensuráveis e essencialmente limitadas, isto é,

supess 0<t<T ‖u(t)‖X <∞.

A norma em L∞(0, T ;X) é de�nida por

‖u‖L∞(0,T ;X) =supess 0<t<T ‖u(t)‖X <∞.
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Se X é re�exivo e separável e 1 < p < ∞, então Lp(0, T ;X) é um espaço re�exivo e

separável, cujo dual topológico se identi�ca como o espaço de Banach Lq(0, T ;X∗) onde

p e q são tais que
1

p
+

1

q
= 1. No caso p = 1, o dual topológico do espaço L∞(0, T ;X) se

identi�ca com o espaço L1(0, T ;X∗).

De�nição 1.6.1 Una função u : (0, T )−→ X é dita integrável à Bochner em (0, T ) se for

mensurável e a função real t −→ ‖u(t)‖X for integravel à Lebesgue em (0, T ).

A integral de Bochner da função u em (0, T ) é o vetor de X denotado por

T̂

0

u(t)dt.

Lema 1.6.1 Sejam X, Y espaços de Banach e A : X−→ Y uma aplicação linear e

contínua. Tem-se que, se f ∈ L1(I;X), onde I é um intervalo da reta, então

A(

ˆ
I

f(s)ds) =

ˆ
I

Af(s)ds.

Seja v ∈ Lp(0, T ;X), onde X é Hilbert separável e ϕ∈D(0, T ). A integral em X

T̂

0

v(s)ϕ(s)ds

existe, sendo um vetor de X (esta integral é entendida como uma integral de Bochner em

X ). Assim, dado v ∈ Lp(0, T ;X), a aplicação

Tv : D(0, T ) −→ X

ϕ 7−→ 〈Tv, ϕ〉 =

T̂

0

v(s)ϕ(s)ds

está bem de�nida, é linear e contínua.

Denota-se por D′(0, T ;X) o espaço das distribuições vetoriais sobre (0, T ) com valores

em X, isto é, o espaço das aplicações lineares e contínuas de D(0, T ) em X . Deste modo,

19



Tv ∈ D′(0, T ;X) e demonstra-se que Tv é univocamente de�nida por v. Logo, identi�cando

a função v com a distribuição Tv, pode-se a�rmar que

Lp(0, T ;X) ⊂ D′(0, T ;X).

Conclui-se, deste fato que toda v ∈ Lp(0, T ;X) possui derivadas de todas as ordens no

sentido das distribuições vetoriais sobre (0, T ).

De�nição 1.6.2 Seja T ∈ D′(0, T ;X). A derivada de ordem n de T é de�nida como

sendo a distribuição vetorial sobre (0, T ) com valores em X e dada por〈
dnT

dtn
, ϕ

〉
= (−1)n

〈
T,
dnϕ

dtn

〉
.

Por C([0, T ];X), 0 < T < ∞, representa-se o espaço de Banach das funções contínuas

u : [0, T ] −→ X, munido da norma da convergência uniforme

‖u‖C([0,T ];X) = maxt∈[0,T ] ‖u(t)‖X .

Lema 1.6.2 Sejam V e H espaços de Hilbert, tais que V ↪→ H com imersão contínua.

Se u ∈ Lp(0, T ;V ) e u′ ∈ Lp(0, T ;H) onde 1 ≤ p ≤ ∞ e T > 0, então u ∈ C([0, T ];H).

Teorema 1.6.1 (Aubin-Lions) Sejam B0, B1 e B três espaços de Banach, tais que B0

e B1 são re�exivos, B0 ↪→ B é uma imersão compacta e B0 ↪→ B ↪→ B1 com imersões

contínuas. Seja W (0, T ) = {u ∈ Lp0(0, T ;B0);u′ ∈ Lp1(0, T ;B1)} , onde 0 < T < ∞ e

1 < p0, p1 <∞ com a norma de�nida por

‖u‖W = ‖u‖Lp0 (0,T ;B0) + ‖u‖Lp1 (0,T ;B1) .

Então, W é um espaço de Banach e a imersão W ↪→ Lp0(0, T ;B) é contínua e compacta.

Observação 1.6.1 Sejam I = (0, T ) e f ∈ Lp(I,X). Temos os seguintes resultados.

• Se p <∞, então C∞0 (I,X)é denso em Lp(I,X).

• f : I −→ X é uma função mensurável que pertence a Lp(I,X) se, e somente se,

existe g ∈ Lp(I), tal que ‖f‖ ≤ g em quase todo ponto de I.
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1.7 Desigualdades Importantes

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados

em [1] e [4].

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja Ω ⊂ Rn um aberto limi-

tado. Se u ∈ H1
0 (Ω), então existe uma constante C > 0, tal que

‖u‖2
L2(Ω) ≤ C ‖∇u‖2

L2(Ω) .

Lema 1.7.2 (Desigualdade de Young) Sejam a, b constantes positivas e p > 1 e seja

q, tal que
1

p
+

1

q
= 1. Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Lema 1.7.3 (Desigualdade de Hölder) Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω), com 1 ≤ p ≤ ∞

e
1

p
+

1

q
= 1. Então, fg ∈ L1(Ω) e

‖fg‖L1(Ω) =
´

Ω
|fg| dx ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq .

Lema 1.7.4 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ϕ ∈ L∞(0, T ), β ∈ L1(0, T ), β(t) > 0,

ϕ(t) ≥ 0 e K ≥ 0 constante. Se

ϕ(t) ≤ K +

tˆ

0

β(s)ϕ(s)ds, ∀t ∈ (0, T ),

então

ϕ(t) ≤ Kexp(

tˆ

0

β(s)ds) , ∀t ∈ (0, T ).

Lema 1.7.5 (Desigualdade do tipo Gagliardo-Nirenberg) Seja u ∈ H1
0 (Ω). Então,

existe c > 0, tal que
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‖u‖L∞(Ω) ≤ c ‖u‖1/2L2(Ω) ‖ux‖
1/2

L2(Ω) .

1.8 Semigrupos de Operadores Lineares

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstrações, podem ser encontrados

em [8] e [21].

De�nição 1.8.1 Sejam X um espaço de Banach e L(X) a álgebra dos operadores lin-

eares e limitados de X. Diz-se que uma aplicação S : R+ −→ L(X) é um semigrupo de

operadores lineares limitados de X se

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X),

2. S(t+ s) = S(t)S(s), ∀ t, s ∈ R+.

Diz-se que o semigrupo S é de classe C0 se

3. limt−→0+ ‖(S(t)− I)x‖ = 0, ∀x ∈ X.

Proposição 1.8.1 Todo semigrupo de classe C0 é fortemente contínuo em R+, isto é, se

t ∈ R+, então

lims→tS(s)x = S(t)x, ∀x ∈X.

De�nição 1.8.2 O operador A:D(A) −→ X de�nido por

D(A) = {x ∈ X | limh→0+
S(h)− I

h
x existe}

Ax = limh→0+
S(h)− I

h
x, ∀x ∈ D(A)

é dito gerador in�nitesimal do semigrupo S.

Proposição 1.8.2 O gerador in�nitesimal de um semigrupo de classe C0 é um operador

linear e fechado e seu dominio é um espaço vetorial denso em X.

22



Teorema 1.8.1 Sejam S(t) um Semigrupo de classe C0 em um espaço de Banach X e A

seu gerador in�nitesimal. Então, a aplicação u := S(t)x0 é a única solução do problema

de Cauchy abstrato 
du

dt
= Au

u(0) = x0

com regularidade u ∈ C([0,∞);X), se x0 ∈ X

u ∈ C([0,∞);D(A))∩C1([0,∞);X), se x0 ∈ D(A).

De�nição 1.8.3 Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador in�nitesimal. Colo-

cando A0 = I, A1 = A e supondo que Ak−1 esteja de�nido, vamos de�nir Ak por

D(Ak) = {x ∈ D(Ak−1) : Ak−1x ∈ D(A)}

Akx = A(Ak−1x), ∀x ∈ D(Ak).

Proposição 1.8.3 Seja S um semigrupo de classe C0 e A seu gerador in�nitesimal. Então,

1. D(Ak) é um subespaço de X e Ak é um operador linear de X;

2. Se x ∈ D(Ak), então S(t)x ∈ D(Ak) t ≥ 0 e

dk

dtk
S(t)x = AkS(t)x = S(t)Akx, ∀k ∈ N;

3.
∞
∩
k=1

D(Ak) é denso em X.

Lema 1.8.1 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x ∈ D(Ak)

|x|k =
k∑
j=0

‖Ajx‖ ,

o funcional |.|k é uma norma em D(Ak) munido da qual D(Ak) é um espaço de Banach.

De�nição 1.8.4 A norma acima é dita norma do grá�co. O espaço de Banach que se

obtém munindo D(Ak) da norma acima será representado por
[
D(Ak)

]
.
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1.8.1 Teorema de Lumer-Phillips

De�nição 1.8.5 Seja A operador linear de X. O conjunto dos valores de λ ∈ C para os

quais o operador linear λI − A é inversível e seu inverso é limitado e tem dominio denso

em X é dito conjunto resolvente de A e é representado por ρ(A).

Seja X um espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈., .〉 a dualidade entre X e X∗. Para

cada x ∈ X, de�nimos

J(x) = {x∗ ∈ X∗ | 〈x, x∗〉 = ‖x‖2 = ‖x∗‖2}.

Pelo Teorema de Hanh-Banach, J(x)6= ∅, ∀x ∈ X.

De�nição 1.8.6 Uma aplicação dualidade é uma aplicação j : X −→ X∗, tal que j(x) ∈

J(x), ∀x ∈ X.

Observe que ‖j(x)‖ = ‖x‖ .

De�nição 1.8.7 Diz-se que o operador linear A : X −→ X é dissipativo se, para alguma

aplicação dualidade j,

Re 〈Ax, j(x)〉 ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Teorema 1.8.2 (Lumer-Phillips) Se A é um gerador in�nitesimal de um semigrupo

de contrações de classe C0, então

1. A é dissipativo;

2 . R(λI − A) = X, λ > 0.

Reciprocamente, se

1 . D(A) é denso em X ;

2. A é dissipativo;
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3. R(λ0I − A) = X, para algum λ0 > 0,

então A é o gerador in�nitesimal de um semigrupo de contrações de classe C0.

Corolário 1.8.1 Seja A um operador linear fechado, densamente de�nido e tal que D(A)

a imagem de A estejam de�nidos num espaço de Banach X. Se A e seu operador dual A∗

são ambos dissipativos, então A gera um semigrupo de contrações de classe C0.

1.8.2 Teoria da Perturbação

Para simpli�car a linguagem, vamos escrever A ∈ G(M,ω) para exprimir que A é o

gerador in�nitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe C0, S(t),

que satisfaz a condição ‖S(t)‖ ≤Meωt , ∀t ≥ 0.

Teorema 1.8.3 Sejam A ∈ G(1, 0) e B um operador dissipativo relativamente a alguma

aplicação dualidade. Se D(B) ⊃ D(A) e existem constantes a e b , 0 ≤ a < 1 e b ≥ 0,

tais que

‖Bx‖ ≤ a ‖Ax‖+ b ‖x‖, ∀x ∈ D(A),

então A+B ∈ G(1, 0).

Teorema 1.8.4 Se A ∈ G(1, 0) e B ∈ L(X), então

A+B ∈ G(1, ‖B‖).
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CAPITULO 2

O Sistema Linear

2.1. Existência e Unicidade

Nesta seção estamos interessados em provar a existência e unicidade do seguinte

problema

ut + uxxx + avxxx+λ(x)u = 0 , em Ω× R+

vt + vx + vxxx + auxxx+λ(x)v = 0, em Ω× R+

u(0, t) = u(L, t) = 0, ∀t > 0 (2.1)

v(0, t) = v(L, t) = 0, ∀t > 0

ux(L, t) = vx(L, t) = 0, ∀t > 0

u(x, 0) = u0(x), v(x, 0) = v0(x), ∀ x ∈ Ω

onde Ω = {x ∈ R |0 < x < L} e

λ ∈ L∞ (Ω), λ(x) ≥ λ0 > 0 q.s. em ω (2.2)

sendo ω um subconjunto aberto não vazio de Ω.

2.1.1 Caso λ≡ 0

Nesse caso, (2.1) se reduz ao modelo

ut + uxxx + avxxx = 0, em Ω× R+

vt + vx + vxxx + auxxx = 0, em Ω× R+

u(0, t) = u(L, t) = 0, ∀t > 0 (2.3)

v(0, t) = v(L, t) = 0 , ∀t > 0
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ux(L, t) = vx(L, t) = 0, ∀t > 0

u(x, 0) = u0(x) ,v(x, 0) = v0(x) , ∀ x ∈ Ω.

A existência e unicidade serão obtidas utilizando a Teoria de Semigrupos. Observe

que multiplicando a primera equação por u, a segunda por v e logo integrando de 0 a L

podemos, formalmente, veri�car que

L̂

0

(utu+ uxxxu+ avxxxu)dx +

L̂

0

(vtv + vxv + vxxxv + auxxxv)dx = 0.

Integrando por partes e utilizando as condições de contorno, obtém-se

L̂

0

uxxxudx=uxxu |L0 −
L̂

0

uxxuxdx=

L̂

0

(
u2
x

2
)xdx = −u

2
x

2
|L0=

u2
x

2
(0, t)

L̂

0

vxxxvdx=
v2
x

2
(0, t)

L̂

0

vxxxudx=vxxu |L0 −
L̂

0

vxxuxdx = −
L̂

0

vxxuxdx

L̂

0

uxxxvdx=−
L̂

0

uxxvxdx.

Somando as identidades acima, deduzimos que

d

dt

L̂

0

(
u2 + v2

2
)dx+

1

2
(u2

x(0, t) + v2
x(0, t))− a

L̂

0

(vxxux + uxxvx)dx = 0.

Como
L̂

0

(vxxux + uxxvx)dx =

L̂

0

(vxux)xdx = −vx(0, t)ux(0, t),

obtemos a seguinte desigualdade

d

dt

L̂

0

(
u2 + v2

2

)
dx ≤(a− 1)

2
(v2
x(0, t) + u2

x(0, t))≤ 0,
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pois 0 < a < 1. Logo,

1

2

L̂

0

(u2(x, t) + v2(x, t))dx ≤ 1

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx.

Portanto, consideramos o espaço

H = L2(Ω)× L2(Ω)

e denotamos por A e B as seguintes matrizes

A =

 0 0

0 1

 e B =

 1 a

a 1

.
Com a notação acima, introduzimos o operador M

Mz = −Bz′′′ − Az′

D(M) = {z = (z1, z2) ∈ H3(Ω)×H3(Ω) : z(0) = z(L) = zx(L) = 0}.

Assim, (2.3) pode ser reescrito como uma equação em H

dz

dt
= Mz

z(0) =

 u0

v0

 = z0.

Proposição 2.1.1 Nas condições anteriores, temos que M gera um semigrupo de con-

trações de classe C0 em H.

Demonstração.

Inicialmente, mostraremos que D(M) é denso em H, em seguida que M e M∗ são

dissipativos e �nalmente que M é fechado.

(i) D(M) é denso em H

Como D(Ω) = L2(Ω), então D(Ω)×D(Ω) = H e como D(Ω)×D(Ω) ⊆ D(M) temos

que D(M) = H.
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(ii) M e M∗ são dissipativos

Seja z ∈ D(M). Então,

〈Mz, z〉H =

〈 −z′′′1 − az′′′2

−z′2 − z′′′2 − az′′′1

 ,

 z1

z2

〉
H

= −
L̂

0

z1(z′′′1 + az′′′2 )dx−
L̂

0

z2(z′2 + z′′′2 + az′′′1 )dx

= −
L̂

0

(z1z
′′′
1 + az1z

′′′
2 + z2z

′′′
2 + az2z

′′′
1 )dx−

L̂

0

(
z2

2

2

)
x

dx

= −
L̂

0

(z1z
′′′
1 + az1z

′′′
2 + z2z

′′′
2 + az2z

′′′
1 )dx.

Temos as seguintes identidades:
L̂

0

z1z
′′′
1 dx = z1z

′′
1 |L0 −

L̂

0

z′1z
′′
1dx = −

L̂

0

(
(z′1)2

2

)
x

dx = −
(

(z′1)2

2

)
|L0 =

(z′1(0))2

2

L̂

0

z2z
′′′
2 dx =

(z′2(0))2

2

L̂

0

z1z
′′′
2 dx = z1z

′′
2 |L0 −

L̂

0

z′1z
′′
2dx = −

L̂

0

z′1z
′′
2dx

L̂

0

z2z
′′′
1 dx = z2z

′′
1 |L0 −

L̂

0

z′2z
′′
1dx = −

L̂

0

z′2z
′′
1dx.

Somando as identidades acima membro a membro, obtém-se

〈Mz, z〉H = −(z′1(0))2

2
− (z′2(0))2

2
− a

L̂

0

(z′1z
′
2)x dx

= −(z′1(0))2

2
− (z′2(0))2

2
+ az′1(0)z′2(0)
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≤ −1

2

(
(z′1(0))2 + (z′2(0))2)+

a

2

(
(z′1(0))2 + (z′2(0))2)

=
(a− 1)

2

(
(z′1(0))2 + (z′2(0))2)≤ 0,

pois 0 < a < 1. Logo M , é dissipativo.

Agora, seja z ∈ D(M) e w = (w1, w2) ∈ H um elemento a ser determinado. Temos

que

〈Mz,w〉H =

〈 −z′′′1 − az′′′2

−z′2 − z′′′2 − az′′′1

 ,

 w1

w2

〉
H

= −
L̂

0

(z′′′1 + az′′′2 )w1dx−
L̂

0

(z′2 + z′′′2 + az′′′1 )w2dx.

Se assumirmos que w1(0) = w1(L) = w′1(0) = 0, obtém-se

L̂

0

z′′′1 w1dx= −
L̂

0

z′′1w
′
1dx = −

z′1w′1 |L0 − L̂

0

z′1w
′′
1dx


=z1w

′′
1 |L0 −

L̂

0

z1w
′′′
1 dx = −

L̂

0

z1w
′′′
1 dx,

pois z ∈ D(M). Analogamente,

L̂

0

z′′′2 w1dx = −
L̂

0

z2w
′′′
1 dx.

Agora, se assumirmos que w2(0) = w2(L) = w′2(0) = 0, deduzimos que

L̂

0

z′′′1 w2dx = −
L̂

0

z1w
′′′
2 dx e

L̂

0

z′′′2 w2dx = −
L̂

0

z2w
′′′
2 dx,

L̂

0

z′2w2dx = z2w2 |L0 −
L̂

0

z2w
′
2dx = −

L̂

0

z2w
′
2dx.

Combinando as identidades acima, obtemos
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〈Mz,w〉H×H =

L̂

0

z1w
′′′
1 dx+ a

L̂

0

z2w
′′′
1 dx

+

L̂

0

z2w
′
2dx+

L̂

0

z2w
′′′
2 dx+ a

L̂

0

z1w
′′′
2 dx

=

L̂

0

z1(w′′′1 + aw′′′2 )dx+

L̂

0

z2(aw′′′1 + w′2 + w′′′2 )dx

=

〈 z1

z2

 ,

 w′′′1 + aw′′′2

aw′′′1 + w′2 + w′′′2

〉
H

=

〈
z,

 w′′′1 + aw′′′2

aw′′′1 + w′2 + w′′′2

〉
H

.

Assim, o adjunto de M é de�nido por
M∗(w) = Aw′ +Bw′′′

D(M∗) = {w = (w1, w2) ∈ H3(Ω)×H3(Ω) | w(0) = w(L) = w′(0) = 0}.

Mostremos que M∗ é dissipativo.

Seja w ∈ D(M∗). Então,

〈M∗w,w〉H =

〈 w′′′1 + aw′′′2

aw′′′1 + w′2 + w′′′2

 ,

 w1

w2

〉
H

=

L̂

0

w1(w′′′1 + aw′′′2 )dx+

L̂

0

w2(aw′′′1 + w′2 + w′′′2 )dx.

Temos as seguintes identidades

L̂

0

w1w
′′′
1 dx = w1w

′′
1 |L0 −

L̂

0

w′1w
′′
1dx

= −
L̂

0

(
(w′1)2

2

)
x

dx = −(w′1)2

2
|L0 = −(w′1(L))2

2

L̂

0

w2w
′′′
2 dx = −(w′2(L))2

2
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L̂

0

w1w
′′′
2 dx = w1w

′′
2 |L0 −

L̂

0

w′1w
′′
2dx = −

L̂

0

w′1w
′′
2dx

L̂

0

w2w
′′′
1 dx = w2w

′′
1 |L0 −

L̂

0

w′2w
′′
1dx = −

L̂

0

w′2w
′′
1dx.

Logo,

〈M∗w,w〉H = −1

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)− a L̂

0

(w′1w
′′
2 + w′2w

′′
1)dx

= −1

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)− a L̂

0

(w′1w
′
2)x dx

= −1

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)− aw′1(L)w′2(L)

≤ −1

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)+

a

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)

=
(a− 1)

2

(
(w′1(L))2 + (w′2(L))2)≤ 0 ,

pois 0 < a < 1. Assim M∗ é dissipativo.

(iii) M é fechado

Basta mostrar que M∗∗ = M . Para isso, calculemos M∗∗.

Seja w ∈ D(M∗) e z a ser determinado. Se asumirmos que z(0) = z(L) = z′(L) = 0

temos que

〈M∗w, z〉 =

〈 w′′′1 + aw′′′2

aw′′′1 + w′2 + w′′′2

 ,

 z1

z2

〉
H

=

L̂

0

(w′′′1 z1 + aw′′′2 z1)dx+

L̂

0

(aw′′′1 z2 + w′2z2 + w′′′2 z2)dx.

Como
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L̂

0

w′′′1 z1dx = −
L̂

0

w1z
′′′
1 dx

L̂

0

w′′′2 z1dx = −
L̂

0

w2z
′′′
1 dx

L̂

0

w′′′1 z2dx = −
L̂

0

w1z
′′′
2 dx

L̂

0

w′2z2dx = −
L̂

0

w2z
′
2dx

L̂

0

w′′′2 z2dx = −
L̂

0

w2z
′′′
2 dx,

obtemos

〈M∗w, z〉H = −
L̂

0

w1z
′′′
1 dx− a

L̂

0

w2z
′′′
1 dx

−a
L̂

0

w1z
′′′
2 dx−

L̂

0

w2z
′
2dx−

L̂

0

w2z
′′′
2 dx

= −
L̂

0

w1(z′′′1 + az′′′2 )dx−
L̂

0

w2(az′′′1 + z′2 + z′′′2 )dx

= −

〈 w1

w2

 ,

 z′′′1 + az′′′2

az′′′1 + z′2 + z′′′2

〉
H

=

〈
w,

 z′′′1 + az′′′2

az′′′1 + z′2 + z′′′2

〉
H

.

Assim, M∗∗ é de�nido por
M∗∗z = −Az′ −Bz′′′

D(M∗∗) = {z ∈ H3(Ω)×H3(Ω) | z(0) = z(L) = z′(L) = 0}.

Portanto, M∗∗ = M.
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Logo pelo Corolário 1.8.1 concluímos queM gera um semigrupo de contrações de classe

C0.

�

Corolário 2.1.1 Para cada z0 ∈ H, o problema (2.3) possui uma única solução

z ∈ C ([0,∞), H). Se z0 ∈ D(M), então z ∈ C ([0,∞), D(M)) ∩ C1 ([0,∞), H).

Demonstração.

O modelo (2.3) pode ser reescrito como

dz

dt
= Mz

z(0) =

 u0

v0

 = z0.

Logo, pela Proposição 2.1.1 temos queM gera um Semigrupo de Contrações S̃ de classe

C0 e pelo Teorema 1.8.1 temos que z(t) = S̃(t)z0 é a unica solução de (2.3). Além disso,

pelo Teorema 1.8.1, temos que se z0 ∈ D(M) então z ∈C ([0,∞), D(M))∩C1 ([0,∞), H).

Se z0 ∈ H, então z ∈ C([0,∞);H).

�

2.1.2 Caso λ > 0

Observemos que o modelo (2.1) pode ser reescrito como

dz

dt
= Mz + Pz

z(0) =

 u0

v0

 = z0

onde P é dado por

P :H −→ H

z 7−→ −λ(x)z.
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Assim, para mostrar que M + P gera um semigrupo de clase C0 e, consequentemente,

que (2.1) possui solucão, basta mostrar que P ∈ L(H). De fato, como

‖ Pz ‖2
H=

L̂

0

|λ(x)z|2 dx≤‖ λ ‖2
L∞(Ω)

L̂

0

(z2
1 + z2

2)dx =‖ λ ‖2
L∞(Ω)‖ (z1,z2) ‖2

H ,

então

‖ Pz ‖H≤‖ λ ‖L∞(Ω)‖ z ‖H .

Logo, pelo Teorema 1.8.4, M + P é o gerador in�nitesimal de um semigrupo S de

operadores lineares limitados de classe C0.

Teorema 2.1.1 Se z0 ∈ D(M), o problema (2.1) possui uma única solução z ∈ C([0,∞);D(M))

∩C1([0,∞);H). Se z0 ∈ H, o problema (2.1) possui uma única solução fraca z ∈
C([0,∞), H). Além disso,

z ∈ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) ∩H−1(0, T ;H−2(0, L)×H−2(0, L)).

Demonstração.

Assim como no Corolário 2.1.1, o resultado de existência segue da Teoria de

Semigrupos. Mostraremos o ganho de regularidade da solução quando z0 ∈ H.

Como D(M) = H existe uma sequência {z0,n}n∈N ⊂ D(M), tal que z0,n −→ z0 em

H, quando n→∞. Para cada n , seja zn = (un, vn) ∈ C([0, T ];D(M)) a única solução de

(2.1) dada pelo Teorema 1.8.1. Para simpli�car as notações denotamos un = u e vn = v,

u0,n = u0 e v0,n = v0.

Seja q ∈ C∞([0, L] × [0, T ]). Multiplicando a primeira equação de (2.1) por qu, a

segunda por qv, integrando em (0, L)× (0, T ) e logo somando as identidades, temos

T̂

0

L̂

0

qu(ut + uxxx + avxxx + λ(x)u)dx+

T̂

0

L̂

0

qv(vt + vx + vxxx + auxxx + λ(x)v)dx = 0.

Observemos que

T̂

0

L̂

0

quutdxdt =

T̂

0

L̂

0

q

(
u2

2

)
t

dtdx =

L̂

0

q
2

(
u2 |T0

)
−

T̂

0

qtu
2

2
dt

 dx
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=

L̂

0

q

2
(u2(x, T )− u2(x, 0)) dx−

L̂

0

T̂

0

qtu
2

2
dtdx

T̂

0

L̂

0

quuxxxdxdt =

T̂

0

quuxx |L0 − L̂

0

(qxu+ qux)uxxdx

 dt

= −
T̂

0

L̂

0

qxuuxxdxdt−
T̂

0

L̂

0

quxuxxdxdt

= −
T̂

0

qxuux |L0 − L̂

0

(qxxu+ qxux)uxdx

 dt−
T̂

0

L̂

0

q

2
(u2

x)x dxdt

=

T̂

0

L̂

0

(qxxu+ qxux)uxdxdt−
T̂

0

q

2
u2
x |L0 dt+

T̂

0

L̂

0

qxu
2
x

2
dxdt

=

T̂

0

L̂

0

qxx
2

(u2)x dxdt+

T̂

0

L̂

0

qxu
2
xdxdt+

T̂

0

q(0, t)u2
x(0, t)

2
dt+

T̂

0

L̂

0

qxu
2
x

2
dxdt

= −
T̂

0

L̂

0

qxxxu
2

2
dxdt+

3

2

T̂

0

L̂

0

qxu
2
xdxdt+

T̂

0

q(0, t)u2
x(0, t)

2
dt.

T̂

0

L̂

0

quvxxxdxdt =

T̂

0

quvxx |L0 − L̂

0

(qxu+ qux)vxxdx

 dt

= −
T̂

0

L̂

0

qxuvxxdx−
T̂

0

L̂

0

quxvxxdxdt

= −
T̂

0

(qxuvx |L0 −
L̂

0

(qxxu+ qxux)vxdx)dt−
T̂

0

L̂

0

quxvxxdxdt

=

T̂

0

L̂

0

qxxuvxdxdt+

T̂

0

L̂

0

qxuxvxdxdt−
T̂

0

L̂

0

quxvxxdxdt.

T̂

0

L̂

0

quλ(x)udxdt =

T̂

0

L̂

0

qλ(x)u2dxdt.

Analogamente,
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T̂

0

L̂

0

qvvtdxdt =

L̂

0

q

2
(v2(x, T )− v2(x, 0))dx−

L̂

0

T̂

0

qtv
2

2
dtdx.

T̂

0

L̂

0

qvvxdxdt =

T̂

0

L̂

0

q

2
(v2)x dxdt =

T̂

0

(
qv2

2
|L0 −

L̂

0

qxv
2

2
dx)dt

= −
T̂

0

L̂

0

qxv
2

2
dxdt.

T̂

0

L̂

0

qvvxxxdxdt = −
T̂

0

L̂

0

qxxxv
2

2
dxdt+

3

2

T̂

0

L̂

0

qxv
2
xdxdt+

T̂

0

q(0, t)v2
x(0, t)

2
dt.

T̂

0

L̂

0

qvuxxxdxdt =

T̂

0

L̂

0

qxxvuxdxdt+

T̂

0

L̂

0

qxvxuxdxdt−
T̂

0

L̂

0

qvxuxxdxdt.

T̂

0

L̂

0

qvλ(x)vdxdt =

T̂

0

L̂

0

qλ(x)v2dxdt.

Escolhendo q = 1, obtemos

L̂

0

(u2(x, T ) + v2(x, T ))

2
dx−

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))

2
dx+

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))

2
dt

−a
T̂

0

L̂

0

(uxvx)xdxdt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt = 0,

ou seja,

1

2

L̂

0

(u2(x, T ) + v2(x, T )) dx =
1

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx− 1

2

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+a

T̂

0

ux(0, t)vx(0, t)dt−
L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dx

≤1

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
(a− 1)

2

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt .

Como 0 < a < 1,

1

2

L̂

0

(u2(x, T ) + v2(x, T )) dx ≤ 1

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx
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Retornando à nossa notação inicial, temos

1

2

L̂

0

(u2
n(x, T ) + v2

n(x, T )) dx ≤ 1

2

L̂

0

(u2
0,n(x) + v2

0,n(x))dx, ∀ T > 0.(2.4)

Como zn = S(t)z0,n −→ z = S(t)z0 e z0,n −→ z0 em H, quando n→∞, [21] obtém-se

a seguinte desigualdade

1

2

L̂

0

(u2(x, t) + v2(x, t)) dx ≤ 1

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx.

Então,

‖ (u, v) ‖C([0,T ];H)≤‖ (u0, v0) ‖H .

Agora, escolhendo q(x, t) = x resulta que

3

2

T̂

0

L̂

0

(u2
x+v

2
x)dxdt = −1

2

L̂

0

x (u2(x, T ) + v2(x, T )) dx+
1

2

L̂

0

x (u2(x, 0) + v2(x, 0)) dx

−2a

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt+ a

T̂

0

L̂

0

x(uxvxx + vxuxx)dxdt

+
1

2

T̂

0

L̂

0

v2dxdt−
T̂

0

L̂

0

xλ(x)(u2 + v2)dxdt,

ou seja,
T̂

0

L̂

0

(u2
x+v2

x)dxdt = −1

3

L̂

0

x (u2(x, T ) + v2(x, T )) dx+
1

3

L̂

0

x (u2(x, 0) + v2(x, 0)) dx

−4

3
a

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt+
2

3
a

T̂

0

L̂

0

x(uxvx)xdxdt

+
1

3

T̂

0

L̂

0

v2dxdt− 2

3

T̂

0

L̂

0

xλ(x)(u2 + v2)dxdt

≤ 1

3

L̂

0

x (u2
0(x) + v2

0(x)) dx+a

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x) dxdt+
1

3

T̂

0

L̂

0

v2dxdt.
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Portanto,

(1− a)

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x)dxdt ≤
1

3

L̂

0

x (u2
0(x) + v2

0(x)) dx+
1

3

T̂

0

L̂

0

v2dxdt,

de onde segue que

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x)dxdt ≤
1

3(1− a)

L̂

0

x (u2
0(x) + v2

0(x)) dx+
1

3(1− a)

T̂

0

L̂

0

(u2 + v2)dxdt.

Retornando à notação original e usando a desigualdade (2.4), obtemos

‖ (un, vn) ‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω))
≤ L

3(1− a)

L̂

0

(
u2

0,n(x) + v2
0,n(x)

)
dx

+
T

3(1− a)
‖(u0,n, v0,n)‖2

H

≤ (L+ T )

3(1− a)
‖(u0,n, v0,n)‖2

H . (2.5)

Logo,

‖ (u, v) ‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω))
≤ (L+ T )

3(1− a)
‖(u0, v0)‖2

H . (2.6)

De fato, a desigualdade (2.5) nos diz que {zn}n∈N é uma sequência de Cauchy. Portanto,

existe uma função z ∈L2(0, T ;H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω)), tal que zn −→ z. Além disso, segue das

estimativas anteriores que z ∈ C([0, T ], H) e que z é uma solução fraca de (2.1). Logo,

por [21] e pela unicidade da solução z = (u, v) = S(.)(u0, v0).

A�rmo que z = (u, v) ∈ H1(0, T ;H−2(0, L)×H−2(0, L)). De fato segue novamente de

[21] e das considerações acima que

ut = −uxxx − avxxx − λ(x)u, em D′((0, L)× (0, T ))

vt = −vx − vxxx − auxxx − λ(x)v, em D′((0, L)× (0, T )).

Como (u, v) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), o resultado segue.
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�

2.2 Decaimento Exponencial

2.2.1 Caso λ ≡ 0

Teorema 2.2.1 Seja z a solução do problema (2.3) obtida no Corolário 2.1.1. Então,

existem constantes C > 0 e µ > 0, tais que

E(t) ≤ CE(0)e−µt, ∀t ≥ 0.

Demonstração.

SejaM o operador de�nido na seção (2.1). ComoD(M) = H, existe {z0,n}n∈N⊆ D(M),

tal que z0,n −→ z0 em H, quando n→∞.

Para cada n ∈ N, seja zn= (un, vn) a solução do problema obtida no Corolário 2.1.1.

Procedendo como na demonstração do Teorema 2.1.1, deduzimos que

‖ (u, v)(., T ) ‖2
H≤‖ (u0, v0) ‖2 +(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt.

Por outro lado, segue de [19] que, para um conjunto denso de valores de L, existe uma

constante c > 0 satisfazendo

‖ (u0, v0) ‖H≤ c ‖ (ux, vx)(0, .) ‖H .

Esse conjunto não pode ser caracterizado como em [18] por causa da complexidade do
sistema.

Seja c̃ =
c

1− a
. Combinando as desigualdades acima, deduzimos que

(1 + c̃) ‖ (u, v)(., T ) ‖2
H≤ c̃ ‖ (u0, v0) ‖2

H +(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt

+ ‖ (u0, v0) ‖2
H +c̃(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt

≤ c̃ ‖ (u0, v0) ‖2
H +(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt
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≤ c̃ ‖ (u0, v0) ‖2
H ,

ou seja,

‖ (u, v)(., T ) ‖2
H≤ γ ‖ (u0, v0) ‖2

H , 0 < γ < 1 onde γ =
c̃

(c̃+ 1)
.

A propriedade de semigrupo associada ao modelo nos dá a conclusão do teorema. De

fato, como

‖ (u, v)(., kT ) ‖2
H≤ γk ‖ (u0, v0) ‖2

H , ∀k ≥ 0,

e

‖ (u, v)(., t) ‖2
H≤‖ (u, v)(., kT ) ‖2

H , para kT ≤ t ≤ (k + 1)T,

concluímos que

‖ (u, v)(., t) ‖2
H≤‖ (u, v)(., kT ) ‖2

H≤ γk ‖ (u0, v0) ‖2
H

≤ γ
t
T
−1 ‖ (u0, v0) ‖2

H≤
1

γ
‖ (u0, v0) ‖2

H e

 lnγ
T

t
,

isto é,

E(t) ≤ CE(0)e−µt,

onde C =
1

γ
e µ = −

[
lnγ

T

]
t.

2.2.2. Caso λ > 0

Teorema 2.2.2 Sejam λ = λ(x) satisfazendo (2.2) e z = (u, v) a solução do problema

(2.1) obtida no Teorema 2.1.1. Então, existem constantes C > 0 e µ > 0, tais que

E(t) ≤ CE(0)e−µt , ∀t ≥ 0.

Demonstração.
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Antes de provar o resultado, mostraremos que para a classe de soluções consideradas

os termos

T̂

0

u2
x(0, t)dt e

T̂

0

v2
x(0, t)dt estão bem de�nidos.

Procedendo como no Teorema 2.1.1, obtemos uma sequência de soluções

{zn}n∈N = {(un, vn)}n∈N ∈ C([0,∞);D(M)), tal que zn(x, 0) = (u0,n(x), v0,n(x)) = z0,n

∈ D(M) e z0,n −→ z0 = (u0, v0) em H , quando n→∞. Além disso,

d

dt
E

 un

vn

 (t)+
1

2
[un,x(0, t)

2 + vn,x(0, t)
2]

+aun,x(0, t)vn,x(0, t) +

L̂

0

λ(x) (u2
n + v2

n) dx = 0, (2.7)

onde

E

 un

vn

 (t) =
1

2

[
‖ un(., t) ‖2

L2(Ω) + ‖ vn(., t) ‖2
L2(Ω)

]
.

Integrando (2.7) de 0 a T e usando que 0 < a < 1, obtém-se

E

 un

vn

 (T ) +
(1− a)

2

T̂

0

[un,x(0, t)
2 + vn,x(0, t)

2] dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x) (u2
n + v2

n) dxdt ≤ E

(
un
vn

)
(0). (2.8)

Claramente,

E

 un

vn

 (T )−E

 un

vn

 (0) −→ E

 u

v

 (T )−E

 u

v

 (0), quando n→∞,

pois S(t)u0,n −→ S(t)u0, onde S(t) é o semigrupo generado por M.

A�rmamos que podemos extrair uma subsequência de {(un,x(0, t), vn,x(0, t))}n∈N , tal

que

un,x(0, t) ⇀ ux(0, t) em H−1(0, T ) (2.9)
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vn,x(0, t) ⇀ vx(0, t) em H−1(0, T ), (2.10)

onde ⇀ denota convergência fraca. De fato, procedendo novamente como no Teorema

2.1.1, temos que

T̂

0

[
‖ un,x ‖2

L2(Ω) + ‖ vn,x ‖2
L2(Ω)

]
dt ≤ L+ T

3(1− a)

[
‖ u0,n ‖2

L2(Ω) + ‖ v0,n ‖2
L2(Ω)

]
,

ou seja, ∥∥∥∥( un
vn

)∥∥∥∥2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ L+ T

3(1− a)

∥∥∥∥( u0,n

v0,n

)∥∥∥∥2

H

. (2.11)

Agora, reescrevemos o sistema (2.1) como

DUn
xxx = −Un

t −QUn
x − λ(x)Un, (2.12)

onde

Un =

(
un
vn

)
, D =

[
1 a
a 1

]
e Q=

[
0 0
0 1

]
.

Por outro lado, como consequência de (2.11), temos que

{Un
x }n∈N é limitada em L2(0, T ;H) (2.13)

{Un
t }n∈N é limitada em H−1(0, T ;H). (2.14)

Logo, de (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14), deduzimos que{DUn
xxx}n∈N é limitada em

H−1(0, T ;H), ou seja, {Un}n∈N é limitada em H−1(0, T ;H3(Ω) × H3(Ω)). Em partic-

ular,

{Un
x (0, t)}n∈N é limitada em H−1(0, T )×H−1(0, T ),

já que para t ∈ (0, T ) temos que un,x(., t), vn,x(., t) ∈ H2(Ω) ↪→ C([0, L]). Assim, podemos

obter uma subsequência, ainda denotada pelo mesmo indice n, tal que

Un
x (0, t) ⇀ Ux(0, t) em H−1(0, T )×H−1(0, T ), quando n→∞,

o que prova (2.9) e (2.10). Com esta subsequência, retornamos a (2.8) e deduzimos que

{un,x(0, t)}n∈N e {vn,x(0, t)}n∈N são limitadas em L2(0, T )
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pois

‖ un,x(0, .) ‖2
L2(0,T ) + ‖ vn,x(0, .) ‖2

L2(0,T )≤
1

(1− a)

L̂

0

(
u2

0,n(x) + v2
0,n(x)

)
dx.

A desigualdade acima garante que, novamente, podemos extrair uma subsequência que

será convergente, no sentido fraco, em L2(0, T ). Esse fato juntamente com a discussão

anterior, mostra que

un,x(0, .)⇀ ux(0, t) em L2(0, T ), quando n→∞ (2.15)

e

vn,x(0, .)⇀ vx(0, t) em L2(0, T ), quando n→∞. (2.16)

Isto prova que ux(0, t) e vx(0, t) existem e pertencem a L2(0, T ). Além disso, de (2.11)

e (2.8) (veja também a demonstração do Teorema 2.1.1) temos
T̂

0

[
‖ ux ‖2

L2(Ω) + ‖ vx ‖2
L2(Ω)

]
dt ≤ L+ T

3(1− a)

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
e

T̂

0

[
‖ u(., t) ‖2

L2(Ω) + ‖ v(., t) ‖2
L2(Ω)

]
dt≤ T

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
.

Logo,

T̂

0

[
‖ u ‖2

H1(Ω) + ‖ v ‖2
H1(Ω)

]
dt ≤ C(T )

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
, (2.17)

onde C(T ) = T +
L+ T

3(1− a)
.

Agora, provaremos o decaimento exponencial da solução. Novamente, faremos os cál-

culos para soluções regulares e concluiremos o resultado por um argumento de densidade.

Mostraremos inicialmente que existe uma constante C1(T ) > 0, satisfazendo

‖ u0 ‖2
L2(Ω) + ‖ v0 ‖2

L2(Ω)≤ C1(T )[

T̂

0

L̂

0

(u2 + v2)dxdt+

T̂

0

u2
x(0, t)dt
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+

T̂

0

v2
x(0, t)dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt]. (2.18)

Multiplicamos a primeira equação de (2.1) por (T − t)u, a segunda por (T − t)v e

integramos sobre (0, L)× (0, T ). Somando as duas identidades, obtemos

T̂

0

L̂

0

(T − t) d
dt

(
u2 + v2

2

)
dxdt+

T̂

0

L̂

0

(T − t)
(
v2

2

)
x

dxdt+

T̂

0

L̂

0

(T − t)uuxxxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

(T − t)vvxxxdxdt+ a

T̂

0

L̂

0

(T − t)uvxxxdxdt+

T̂

0

L̂

0

(T − t)vuxxxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(T − t)(u2 + v2)dxdt = 0.

Como
T̂

0

L̂

0

(T − t) d
dt

(
u2 + v2

2

)
dxdt=

T

2

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
1

2

L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dtdx

T̂

0

L̂

0

(T − t)
(
v2

2

)
x

dxdt =

T̂

0

(T − t)v
2

2
|L0 dt = 0

T̂

0

L̂

0

(T − t)uuxxxdxdt =

T̂

0

(T − t)[uuxx |L0 −
L̂

0

uxuxxdx]dt

= −
T̂

0

(T − t)[
L̂

0

(
u2
x

2

)
x

dx]dt

=
1

2

T̂

0

(T − t)u2
x(0, t)dt

T̂

0

L̂

0

(T − t)vvxxxdxdt =

T̂

0

(T − t)[vvxx |L0 −
L̂

0

vxvxxdx]dt

= −
T̂

0

(T − t)[
L̂

0

(
v2
x

2

)
x

dxdx]dt =
1

2

T̂

0

(T − t)v2
x(0, t)dt
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T̂

0

L̂

0

(T − t)uvxxxdxdt =

T̂

0

(T − t)[uvxx |L0 −
L̂

0

uxvxxdx]dt

= −
T̂

0

L̂

0

(T − t)uxvxxdxdt

T̂

0

L̂

0

(T − t)vuxxxdxdt =

T̂

0

(T − t)[vuxx |L0 −
L̂

0

vxuxxdx]dt

= −
T̂

0

L̂

0

(T − t)vxuxxdxdt,

segue que

T

2

L̂

0

(u2
0(x)+v2

0(x))dx =
1

2

L̂

0

T̂

0

(u2 +v2)dtdx+
1

2

T̂

0

(T −t)(u2
x(0, t)+v2

x(0, t))dt

−a
T̂

0

(T − t)
L̂

0

(uxvx)xdxdt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(T − t)(u2 + v2)dxdt

=
1

2

L̂

0

T̂

0

(u2+v2)dtdx+
1

2

T̂

0

(T−t)(u2
x(0, t)+v2

x(0, t))dt

+a

T̂

0

(T − t) [ux(0, t)vx(0, t)] dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(T − t)(u2 + v2)dxdt.

Consequentemente,

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx ≤ 1

T

L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dtdx+
(1 + a)

T

T̂

0

(T − t)(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+
2

T

T̂

0

L̂

0

λ(x)(T − t)(u2 + v2)dxdt
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≤ C1(T )[

L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dtdx+

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt],

onde C1(T ) = max

{
1

T
, 2

}
.

Voltando à notação original, temos
L̂

0

(u2
0,n(x) + v2

0,n(x))dx ≤ C1(T )[

L̂

0

T̂

0

(u2
n + v2

n)dtdx+

T̂

0

(u2
n,x(0, t) + v2

n,x(0, t))dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2
n + v2

n)dxdt].

Logo, procedendo como na demostração do Teorema 2.1.1, segue que

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx ≤ C1(T )[

L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dtdx+

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt]. (2.19)

Para obter o decaimento exponencial, devemos mostrar que, para um T > 0 �xo, existe
uma constante possitiva C3, tal que a desigualdade

‖u0‖2
L2(Ω) + ‖v0‖2

L2(Ω) ≤ C3

 T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt

 (2.20)

se veri�ca.

Segue então da desigualdade (2.19) que para obter (2.20) é su�ciente mostrar a de-

sigualdade
L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dtdx ≤ C

 T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt

(2.21)
para algum C > 0 constante independente de u e v. Faremos isto por contradição.
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Suponhamos que (2.21) não seja válida. Então, existe uma sequência de soluções

{(un, vn)}n∈N de (2.1), onde (un, vn) ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), tal que

‖ (un, vn) ‖2
L2(0,T ;H)> n

 T̂

0

(u2
n,x(0, t) + v2

n,x(0, t))dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2
n + v2

n)dxdt

.
Segue daí que

limn→∞
‖ un ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖ vn ‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

T̂

0

(u2
n,x(0, t) + v2

n,x(0, t))dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2
n + v2

n)dxdt

=∞. (2.22)

Tomemos σ2
n =‖ un ‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖ vn ‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) e wn =

1

σn
(un, vn). Então, wn

resolve o problema (2.1) com condição inicial
1

σn
zn(x, 0). Além disso,

‖ wn ‖L2(0,T ;H)= 1. (2.23)

Combinando (2.22) e (2.23), também temos que

limn→∞

T̂

0

|wn,x(0, t)|2dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |wn(x, t)|2 dxdt = 0.

Por outro lado, de (2.19) obtém-se

L̂

0

|wn(x, 0)|2 dx ≤ C1(T )

1 +

T̂

0

|wn,x(0, t)|2dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |wn(x, t)|2 dxdt

,
garantindo assim que existe uma constante C> 0, tal que

‖ wn(., 0) ‖H≤ C.

Como a sequência {wn}n∈N satisfaz

‖ wn(., t) ‖2
H≤‖ wn(., 0) ‖2

H ,

temos

‖ wn(., t) ‖H≤ C. (2.24)

Além disso, de (2.17) deduzimos que
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T̂

0

‖ wn(., t) ‖2
H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)

dt ≤ C(T ) ‖ wn(., 0) ‖2
H≤ C(T )C, ∀n ∈ N,

ou seja,

‖ wn ‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω))
≤ C(T )C . (2.25)

Por outro lado, para cada n, wn satisfaz a identidade

wn,t = −Qwn,x −Dwn,xxx − F (x)wn em D′(0, T ;H−2(Ω)×H−2(Ω))

onde

D =

 1 a

a 1

 , Q =

 0 0

0 1

 e F (x) = λ(x)I.

Logo as, estimativas (2.23) e (2.25) nos dizem que {wn,t}n∈N é limitada em L2(0, T ;H−2(Ω)×

H−2(Ω)).

As limitações acima, junto com o Lema de Aubin-Lions, nos garantem que existe uma

subsequência de {wn}n∈N, que denotaremos por {wn}n∈N, tal que

wn −→ w em L2(0, T ;H), quando n→∞

wn ⇀ w em L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), quando n→∞

wn,t ⇀ wt em L2(0, T ;H−2(Ω)×H−2(Ω)), quando n→∞.

Logo, como

‖ wn ‖L2(0,T ;H)= 1,

e ∣∣∣‖wn‖L2(0,T ;H) − ‖w‖L2(0,T ;H)

∣∣∣ ≤‖ wn − w ‖L2(0,T ;H)−→ 0,

quando n→∞, então

‖ w ‖L2(0,T ;H)= 1. (2.26)

As convergências acima também nos garantem que
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0 = limn−→∞inf

 T̂

0

|wn,x(0, t)|2 dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |wn(x, t)|2 dxdt


≥

T̂

0

|wx(0, t)|2 dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |w(x, t)|2 dxdt,

ou seja,
T̂

0

|wx(0, t)|2 dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |w(x, t)|2 dxdt = 0 .

Então, λ(x) [w(x, t)]2 ≡ 0 em (0, T ) × (0, L). Em particular, w ≡ 0 em ω × (0, T ) e w é

solução (fraca) de

wt +Qwx +Dwxxx = 0 em D′(0, T ;H−2(Ω)×H−2(Ω)).

Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren deduzimos que w ≡ 0 em todo o conjunto

(0, L)× (0, T ) , o que contradiz (2.26). Consequentemente, (2.21) é válido, o que implica

que (2.20) se veri�ca.

Agora podemos concluir a demonstração do Teorema 2.2.1. Temos que

d

dt
[2E(t)] + 2

L̂

0

λ(x) (u2 + v2) dx ≤ (a− 1) [u2
x(0, t) + v2

x(0, t)]. (2.27)

Integrando (2.27) de t = 0 a t = T e multiplicando a desigualdade por 1 +
C3

1− a
, com C3

dada em (2.20), obtém-se(
1 +

C3

1− a

)[
‖ u(., T ) ‖2

L2(Ω) + ‖ v(., T ) ‖2
L2(Ω)

]
≤
(

1 +
C3

1− a

)
{‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

−2

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt

+(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt}.
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Usando (2.20), o lado direito da desigualdade acima pode ser estimado como(
1 +

C3

1− a

)[
‖ u(., T ) ‖2

L2(Ω) + ‖ v(., T ) ‖2
L2(Ω)

]
≤

≤ C3

1− a

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
+C3[

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt]− 2

(
1 +

C3

1− a

) T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt

+(a− 1− C3)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt

=
C3

1− a

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
+

(
C3 − 2

(
1 +

C3

1− a

)) T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2+v2)dxdt

+(a− 1)

T̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t)) dt.

Como 0 < a < 1, temos que 1− 2

1− a
< −1 e, consequentemente, C3

(
1− 2

1− a

)
<

−C3. Assim,

(
C3 − 2

(
1 +

C3

1− a

))
< 0 e

(
1 +

C3

1− a

)[
‖ u(., T ) ‖2

L2(Ω) + ‖ v(., T ) ‖2
L2(Ω)

]
≤ C3

1− a

[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
,

ou seja,[
‖ u(., T ) ‖2

L2(Ω) + ‖ v(., T ) ‖2
L2(Ω)

]
≤
(

C3

1− a+ C3

)[
‖ u0 ‖2

L2(Ω) + ‖ v0 ‖2
L2(Ω)

]
,

onde γ :=
C3

1− a+ C3

∈ (0, 1). Procedendo como na demonstração do Teorema 2.2.1

deduzimos que

E(t) ≤ γ−1e−µtE(0),

onde µ = − 1

T
logγ.

�
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CAPITULO 3

O Sistema Não Linear

Nesta seção analisaremos a existência, unicidade e o comportamento assintótico das

soluções do problema

ut + uxxx + avxxx + uux + vvx + (uv)x + λ(x)u = 0, em Ω× R+

vt + vx + vxxx + auxxx + vvx + uux + (uv)x + λ(x)v = 0, em Ω× R+

u(0, t) = u(L, t) = 0 , ∀t > 0

v(0, t) = v(L, t) = 0 , ∀t > 0 (3.1)

ux(L, t) = vx(L, t) = 0, ∀t > 0

u(x, 0) = u0(x), v0(x, 0) = v0(x), ∀x ∈ Ω.

onde Ω = {x ∈ R |0 < x < L} e

λ ∈ L∞ (Ω) , λ(x) ≥ λ0 > 0 q.s. em ω

sendo ω um subconjunto aberto não vazio de Ω.

Observemos que a energia associada a (3.1) é dada por

E(t) =
1

2

L̂

0

(u2(x, t) + v2(x, t)) dx (3.2)

e satisfaz

d

dt
E(t) = −

L̂

0

λ(x)(u2(x, t) + v2(x, t))dx− (1− a)

2
[u2
x(0, t) + v2

x(0, t)]≤ 0, (3.3)

ou seja, E é uma função não crescente. De fato, (3.3) é obtida como no caso linear e

observando que

L̂

0

(u2ux + v2vx)dxdt = 0
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L̂

0

v(uv)xdxdt = −
L̂

0

uvvxdxdt

L̂

0

u(uv)xdxdt = −
L̂

0

vuuxdxdt.

3.1 Existência e Unicidade

Teorema 3.1 (Existência Local e Unicidade) Sejam (u0, v0) ∈ H e 0 < a < 1. Então,

existe T0 > 0 e um único par de funções (u, v), tal que

u,v ∈ L∞(0, T0;L2(Ω))∩L2(0, T0;H1
0 (Ω)), (3.4)

solução de (3.1).

Para demostrar o Teorema 3.1, precisaremos da seguintes notações e proposição:

Seja T > 0 e considere o conjunto de funções

X(T ) = L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

munido da norma

‖ V ‖X(T )=‖ V ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) + ‖ V ‖L∞(0,T ;H).

Proposição 3.1. Seja J solução do problema

Jt +QJx +DJxxx + λJ = F̃ , em Ω× (0, T )

J(0, t) = J(L, t) = 0, para 0 < t < T (3.5)

Jx(L, t) = 0 , para 0 < t < T

J(x, 0) = 0 , para x ∈ Ω.

onde F̃ = F̃ (x, t),

Q =

[
0 0
0 1

]
e D =

[
1 a
a 1

]
.

Então,

1) Se J ∈ X(T ), G(J) ∈ L1(0, T ;H) e a aplicação J −→ G(J) é continua,

onde G(U) = −(F (U))x = −1

2

(
u2 + v2 + 2uv
u2 + v2 + 2uv

)
x

e U =

(
u
v

)
.
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2) Se F̃ ∈ L1(0, T ;H), a solução de (3.5) pertence a C([0, T ];H)

e L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)). Além disso, a aplicação linear

L1(0, T ;H) −→ C([0, T ];H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

F̃ 7−→ J

é contínua.

Demonstração.

1) Sejam J, W ∈ X(T ) onde J = (J1, J2) e W = (w1, w2). Segue da desigualdade

triangular e da desigualdade de Holder que

‖G(J)−G(W )‖L1(0,T ;H) =

T̂

0

‖G(J(t))−G(W (t))‖H dt

=
√

2

T̂

0

‖ J1J1,x + J2J2,x + J1,xJ2 + J1J2,x − w1w1,x − w2w2,x − w1,xw2 − w1w2,x ‖L2(Ω) dt

=
√

2

T̂

0

‖ J1(J1,x − w1,x) + w1,x(J1 − w1) + J2(J2,x − w2,x) + w2,x(J2 − w2)

+J1(J2,x − w2,x) + w2,x(J1 − w1)+J2(J1,x − w1,x) + w1,x(J2 − w2) ‖L2(Ω) dt

≤
√

2

T̂

0

{‖J1‖L∞(Ω) ‖J1,x − w1,x‖L2(Ω) + ‖w1,x‖L2(Ω) ‖J1 − w1‖L∞(Ω)}dt

+
√

2

T̂

0

{‖J2‖L∞(Ω) ‖J2,x − w2,x‖L2(Ω) + ‖w2,x‖L2(Ω) ‖J2 − w2‖L∞(Ω)}dt

+
√

2

T̂

0

{‖J1‖L∞(Ω) ‖J2,x − w2,x‖L2(Ω) + ‖w2,x‖L2(Ω) ‖J1 − w1‖L∞(Ω)}dt

+
√

2

T̂

0

{‖J2‖L∞(Ω) ‖J1,x − w1,x‖L2(Ω) + ‖w1,x‖L2(Ω) ‖J2 − w2‖L∞(Ω)}dt

≤
√

2

T̂

0

{(
‖J1‖L∞(Ω) + ‖J2‖L∞(Ω)

)(
‖J1,x − w1,x‖L2(Ω) + ‖J2,x − w2,x‖L2(Ω)

)}
dt

+
√

2

T̂

0

{(
‖J1 − w1‖L∞(Ω) + ‖J2 − w2‖L∞(Ω)

)(
‖w1,x‖L2(Ω) + ‖w2,x‖L2(Ω)

)}
dt
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≤ 2
√

2

 T̂

0

(
‖J1‖2

L∞(Ω) + ‖J2‖2
L∞(Ω)

)
dt

1/2

×

 T̂

0

(
‖J1,x − w1,x‖2

L2(Ω) + ‖J2,x − w2,x‖2
L2(Ω)

)
dt

1/2

+2
√

2

 T̂

0

(
‖J1 − w1‖2

L∞(Ω) + ‖J2 − w2‖2
L∞(Ω)

)
dt

1/2

×

 T̂

0

(
‖w1,x‖2

L2(Ω) + ‖w2,x‖2
L2(Ω)

)
dt

1/2

≤ 2
√

2 ‖J‖L2(0,T ;L∞(Ω)×L∞(Ω)) ‖J −W‖X(T )+2
√

2 ‖J −W‖L2(0,T ;L∞(Ω)×L∞(Ω)) ‖W‖X(T ) .(3.6)

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos que existe uma constante γ > 0, tal que

‖h‖L∞(Ω) ≤ γ ‖h‖1/2L2(Ω)‖hx‖
1/2

L2(Ω), ∀h ∈ H
1
0 (Ω).

Consequentemente,

‖J‖2
L2(0,T ;L∞(Ω)×L∞(Ω)) =

T̂

0

[
‖J1‖2

L∞(Ω) + ‖J2‖2
L∞(Ω)

]
dt

≤ γ2

T̂

0

[
‖J1‖L2(Ω) ‖J1,x‖L2(Ω) + ‖J2‖L2(Ω) ‖J2,x‖L2(Ω)

]
dt

≤ γ2

 T̂

0

‖J1‖2
L2(Ω) dt

1/2 T̂

0

‖J1,x‖2
L2(Ω) dt

1/2

+γ2

 T̂

0

‖J2‖2
L2(Ω) dt

1/2 T̂

0

‖J2,x‖2
L2(Ω) dt

1/2

≤ γ2T 1/2{‖J1‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖J1‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ‖J2‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖J2‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))}

≤ γ2T 1/2‖J‖L∞(0,T ;H)‖J‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ 1

2
γ2T 1/2 ‖J‖2

X(T ).
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Portanto,

‖J‖L2(0,T ;L∞(Ω)×L∞(Ω)) ≤
γT 1/4

√
2
‖J‖X(T ).

Analogamente, obtemos que

‖J −W‖L2(0,T ;L∞(Ω)×L∞(Ω)) ≤
γT 1/4

√
2
‖J −W‖X(T ).

Assim, retornando a (3.6) obtém-se

‖G(J)−G(W )‖L1(0,T ;H) ≤ 2γT 1/4 ‖J‖X(T ) ‖J −W‖X(T )

+2γT 1/4 ‖J −W‖X(T ) ‖W‖X(T )

≤ 2γT 1/4
(
‖J‖X(T ) + ‖W‖X(T )

)
‖J −W‖X(T ). (3.7)

Logo, G é contínua e fazendo W ≡ 0 obtemos que G(J) ∈ L1(0, T ;H) .

2) Seja F̃ ∈ L1(0, T ;H) e {S(t)}t≥0 o semigrupo associado à parte linear do problema.

Como ∥∥∥S(t− s)F̃ (., s)
∥∥∥
H
≤
∥∥∥F̃ (., s)

∥∥∥
H

e ∥∥∥F̃ (., s)
∥∥∥
H
∈ L1(0, T ),

segue-se do Teorema de Lebesgue que S(t− s)F̃ (., s) ∈ L1(0, T ). Consequentemente,

J ∈ C([0, T ];H)

onde J(t) =

tˆ

0

S(t−s)F̃ (., s)ds é a solução fraca de (3.5). Além disso, para todo t ∈ [0, T ],

‖J(., t)‖H =

∥∥∥∥∥∥
tˆ

0

S(t− τ)F̃ (., τ)dτ

∥∥∥∥∥∥
H

≤
tˆ

0

∥∥∥F̃ (., τ)
∥∥∥
H
dτ≤

∥∥∥F̃∥∥∥
L1(0,T ;H)

.
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Portanto, a aplicação linear

Θ :L1(0, T ;H) −→ C([0, T ];H), U ∈ X(T )

F̃ −→ J

é continua, pois

|J |C([0,T ];H) = supt∈[0,T ] ‖J(t, .)‖H

≤
∥∥∥F̃∥∥∥

L1(0,T ;H)
. (3.8)

Logo, para mostrar que esta aplicação está bem de�nida e é continua de L1(0, T ;H)

em L2(0, T ;H1
0 (Ω) ×H1

0 (Ω)), é su�ciente provar que para todo elemento F̃ = (F̃1, F̃2) ∈

L1(0, T ;H), existe C2 > 0, tal que

‖Jx‖L2(0,T ;H) ≤ C2

∥∥∥F̃∥∥∥
L1(0,T ;H)

. (3.9)

De fato, multiplicando a primeira equação em (3.5) por xJ1, a segunda por xJ2 e

integrando por partes obtemos

3

2

T̂

0

L̂

0

(J1,x + J2,x) dxdt = −1

2

L̂

0

x
(
J2

1 (x, T ) + J2
2 (x, T )

)
dx+

1

2

L̂

0

x
(
J2

1 (x, 0) + J2
2 (x, 0)

)
dx

−1

2

T̂

0

x
(
J2

1,x + J2
2,x

)
(0, t)dt− 2a

T̂

0

L̂

0

J1,xJ2,xdxdt

+a

T̂

0

L̂

0

x(J1,xJ2,xx + J2,xJ1,xx)dxdt+
1

2

T̂

0

L̂

0

J2
2dxdt

−
T̂

0

L̂

0

xλ(x)
(
J2

1 + J2
2

)
dxdt+

T̂

0

L̂

0

F̃1J1xdxdt+

T̂

0

L̂

0

F̃2J2xdxdt.

Procedendo como na demonstação do Teorema 2.1.1, a estimativa acima, a desigual-

dade de Hölder e (3.8) nos permitem concluir que
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(1− a)

T̂

0

L̂

0

(
J2

1,x + J2
2,x

)
dxdt ≤ 1

3

T̂

0

L̂

0

(J2
1 + J2

2 )dxdt

+
2

3

T̂

0

L̂

0

F̃1J1xdxdt+
2

3

T̂

0

L̂

0

F̃2J2xdxdt

≤ 1

3

T̂

0

‖J(., t)‖2
L2(Ω)×L2(Ω) dt

+
2L

3

T̂

0

[
∥∥∥F̃1

∥∥∥
L2(Ω)

‖J1‖L2(Ω) +
∥∥∥F̃2

∥∥∥
L2(Ω)

‖J2‖L2(Ω)]dt

≤ 1

3

T̂

0

‖J(., t)‖2
H dt

+
2L

3

T̂

0

[

(∥∥∥F̃1

∥∥∥2

L2(Ω)
+
∥∥∥F̃1

∥∥∥2

L2(Ω)

)1/2

×

(
‖J1‖2

L2(Ω) + ‖J2‖2
L2(Ω)

)1/2

]dt

≤ 1

3
| J |2C([0,T ];H)

T̂

0

dt

+
2L

3
| J |C([0,T ];H

T̂

0

‖ F̃ ‖H dt

≤ T

3
‖ F̃ ‖2

L1(0,T ;H) +
2

3
L ‖ F̃ ‖2

L1(0,T ;H)

≤ 1

3
(T + 2L) ‖ F̃ ‖2

L1(0,T ;H).

Então,

T̂

0

L̂

0

(
J2

1,x + J2
2,x

)
dxdt ≤ (T + 2L)

3(1− a)
‖ F̃ ‖2

L1(0,T ;H),

o que completa a demonstração.

�
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Demonstração do Teorema 3.1:

De�nimos a aplicação

P : X(T ) −→ L∞(0, T ;H)

dada por

P (U)(t) = S(t)U0 +

tˆ

0

S(t− s)G(U(s))ds

onde {S(t)}t>0 é o semigrupo associado à parte linear da equação. Inicialmente, observe

que, de acordo com os resultados da Seção 2, segue-se que o semigrupo {S(t)}t≥0 satisfaz

as seguintes propriedades:

‖ S(t)U0 ‖H≤‖ U0 ‖H (3.10)

‖ S(.)U0 ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)≤ D(T ) ‖ U0 ‖H , (3.11)

para todo T > 0, onde D(T ) =

√
T +

(T + L)

3(1− a)
. Com isso, temos que:

Para provar a existência e unicidade local del sistema (3.1), procedemos em dos pasos.

• P aplica X(T ) em X(T ) continuamente.

‖ S(.)U0 ‖X(T )=‖ S(.)U0 ‖L∞(0,T ;H) + ‖ S(.)U0 ‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ (1 +D(T )) ‖U0‖H . (3.12)

Por outro lado, pela Proposição 3.1, segue que a aplicação que a cada U ∈ X(T )

associa G(U) ∈ L1(0, T ;H) é contínua. O mesmo acontece com a aplicação que a cada

F̃ ∈ L1(0, T ;H) associa J ∈ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))∩C([0, T ];H) ⊆ X(T ), o que mostra

que P aplica continuamente X(T ) em si mesmo.

• P é uma contração numa bola adequada de X(T ) en si misma quando T é su�cien-

temente pequeno.
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De fato, sejam U =

(
u1

u2

)
e V =

(
v1

v2

)
elementos de X(T ). De (3.10), (3.11) e (3.7)

obtém-se

‖P (U)− P (V )‖L∞(0,T ;H) =

= sup ess
0≤t≤T

∥∥∥∥∥∥
tˆ

0

S(t− s) [G(U(s))−G(V (s))] ds

∥∥∥∥∥∥
H

≤ sup ess
0≤t≤T

tˆ

0

‖S(t− s) [G(U(s))−G(V (s))]‖H ds

≤
T̂

0

‖G(U(s))−G(V (s))‖H ds

= ‖G(U)−G(V )‖L1(0,T ;H) (3.13)

Também,

‖P (U)− P (V )‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) =

∥∥∥∥∥∥
tˆ

0

S(.)(G(U(τ))−G(V (τ))dτ

∥∥∥∥∥∥
L2(0,T ;H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω))

≤
tˆ

0

‖S(.)(G(U(τ))−G(V (τ))‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) dτ

≤ D(T )

T̂

0

‖G(U(τ))−G(V (τ)‖H dτ

= D(T ) ‖G(U)−G(V )‖L1(0,T ;H) . (3.14)

De (3.13) e (3.14), obtemos

‖P (U)− P (V )‖X(T ) ≤ max {1, D(T )} ‖G(U)−G(V )‖L1(0,T ;H)

e, consequentemente, por (3.7)

‖P (U)− P (V )‖X(T ) ≤ max {1, D(T )} 2γT 1/4
(
‖U‖X(T ) + ‖V ‖X(T )

)
‖U − V ‖X(T ) .

Considerando BR =
{
U ∈ X(T ); ‖U‖X(T ) ≤ R

}
.

Isto mostra que P é uma contração em uma bola BR de X(T ) se
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max {1, D(T )} 4γT 1/4R < 1.

Para concluir precisamos provar que para certa escolha de R y T su�cienteme pequeno

que satisfaga la desigualdade anterior a aplicação P aplique BR em si mesma.

Como

‖P (U)‖X(T ) ≤ ‖P (0)‖X(T ) + ‖P (U)− P (0)‖X(T ) ,

tomando V = 0 e U ∈ BRna desigualdade acima obtemos

‖P (U)‖X(T ) ≤ ‖S(.)U0‖X(T ) +max {1, D(T )} 2γT 1/2 ‖U‖X(T ) R

≤ (1 +D(T )) ‖U0‖H +max {1, D(T )} 2γT 1/4 ‖U‖X(T ) R.

Assim, escolhendo R =

(
1 +

√
1 +

1 + L

1− a

)
‖U0‖H deduzimos que

‖P (U)‖X(T ) ≤

≤
(

1 +D(T ) +max {1, D(T )} 2γT 1/4 ‖U‖X(T )

(
1 +

√
1 +

1 + L

1− a

))
‖U0‖H .

Para garantir que o lado direito da desigualdade acima é menor que R, escolhemos um T

pequeno, tal que

D(T ) +max {1, D(T )} 2γT 1/4 ‖U‖X(T )

(
1 +

√
1 +

1 + L

1− a

)
<

√
1 +

1 + L

1− a
,

onde D(T ) é dado por

√
T +

T + L

3(1− a)
. Isto sempre é possível.

Assim, logo de usar o Teorema do Ponto �xo concluimos la demostracao.

�

Teorema 3.2 (Existência Global e Unicidade) Sejam (u0, v0) ∈ H e (u, v) a solução

do sistema (3.1) obtida no Teorema 3.1. Então,

u e v ∈ L∞(0,∞;L2(Ω)) ∩ L2
loc(0,∞;H1

0 (Ω)). e (u, v) satisfaz

o sitema (3.1).

Demonstração.
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A unicidade é provada segundo o modo padrão, usando a desigualdade de Gronwall.

Faremos algunos cálculos prévios que serão utilizados, não só na demonstração desse fato,

mas também nas etapas seguintes.

Sejam (u, v) e (z, w) duas soluções de (3.1) correspondendo aos dados iniciais (u0, v0)

e (z0, w0). De�na φ := u− z e ψ := v − w. Então, φ e ψ são tais que

φ e ψ ∈ L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

e satisfazem o sistema

φt + φxxx + aψxxx + (uux − zzx) + (vvx − wwx) + (uv − zw)x + λ(x)φ = 0

ψt + ψx + ψxxx + aφxxx + (vvx − wwx) + (uux − zzx) + (uv − zw)x + λ(x)ψ = 0

φ(0, t) = φ(L, t) = φx(L, t) = 0

ψ(0, t) = ψ(L, t) = ψx(L, t) = 0

φ(x, 0) = u0(x)− z0(x) = φ0(x), ψ(x, 0) = v0(x)− w0(x) = ψ0(x),

x ∈ (0, L) e t > 0, ou seja,

φt + φxxx + aψxxx + uφx + zxφ+ vψx + ψwx + (φv + zψ)x + λ(x)φ = 0

ψt + ψx + ψxxx + aφxxx + vψx + ψwx + uφx + zxφ+ (φv + zψ)x + λ(x)ψ = 0 (3.15)

φ(0, t) = φ(L, t) = φx(L, t) = 0

ψ(0, t) = ψ(L, t) = ψx(L, t) = 0

φ(x, 0) = u0(x)− z0(x) = φ0(x), ψ(x, 0) = v0(x)− w0(x) = ψ0(x),

x ∈ (0, L) e t > 0,

Logo, multiplicando a primera equação de (3.15) por φ, a segunda equação por ψ e

integrando em (0, L)× (0, T ) obtemos a seguinte identidade

1

2

L̂

0

(
φ2 + ψ2

)
dt+

T̂

0

(
φ2
x(0, t) + ψ2

x(0, t) + aφx(0, t)ψx(0, t)
)
dxdt

+

L̂

0

T̂

0

λ(x)
(
φ2(x, t) + ψ2(x, t)

)
dxdt =

1

2

L̂

0

(
φ2

0 + ψ2
0

)
dt+

T̂

0

L̂

0

zφφxdxdt
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+

T̂

0

L̂

0

wψψxdxdt−
T̂

0

L̂

0

uψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

wφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

wψφxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

zψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

zφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

vφφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

zψφxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

zψψxdxdt,

ou então

1

2

L̂

0

(
φ2 + ψ2

)
dt≤ 1

2

L̂

0

(
φ2

0 + ψ2
0

)
dt+

T̂

0

L̂

0

|zφφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
i

+

T̂

0

L̂

0

|wψψx| dxdt︸ ︷︷ ︸
ii

+

T̂

0

L̂

0

|uψφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
iii

+

T̂

0

L̂

0

|wφψx| dxdt︸ ︷︷ ︸
iv

+

T̂

0

L̂

0

|wψφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
v

(3.16)

+

T̂

0

L̂

0

|zψφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
vi

+

T̂

0

L̂

0

|zφψx| dxdt︸ ︷︷ ︸
vii

+

T̂

0

L̂

0

|vφφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
viii

+

T̂

0

L̂

0

|zψφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
ix

+

T̂

0

L̂

0

|zψψx| dxdt︸ ︷︷ ︸
x

.

Agora, aplicando a desigualdade de Young e Holder em (i) deduzimos que

T̂

0

L̂

0

|zφφx| dxdt ≤
T̂

0

 L̂

0

|zφ|2 dx

1/2 L̂

0

|φx|2 dx

1/2

dt

=

T̂

0

‖zφ‖L2(Ω) ‖φx‖L2(Ω) dt≤
1

2

 T̂

0

‖zφ‖2
L2(Ω) + ‖φx‖2

L2(Ω) dt


≤ 1

2

 T̂

0

‖z‖2
L∞(Ω) ‖φ‖

2
L2(Ω) + ‖φx‖2

L2(Ω) dt

 .
Fazendo um cálculo similar, garantimos que os demais termos de (3.16) podem ser esti-

mados de maneira análoga. Assim,
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L̂

0

(φ2(x, T ) + ψ2(x, T )) dx ≤
L̂

0

(
φ2

0(x) + ψ2
0(x)

)
dt

+C

T̂

0

[
‖u‖2

L∞(Ω) + ‖v‖2
L∞(Ω) + ‖z‖2

L∞(Ω) + ‖w‖2
L∞(Ω)

]
×
[
‖φ‖2

L2(Ω) + ‖ψ‖2
L2(Ω)

]
dt

+C̃

T̂

0

(
‖φx‖2

L2(Ω) + ‖ψx‖2
L2(Ω)

)
dt, (3.17)

onde C e C̃ são constantes positivas. Agora, multiplicando a primeira equação de (3.15)

por xφ, a segunda equação por xψ e integrando em (0, L)× (0, T ) obtemos

1

2

L̂

0

x (φ2(x, T ) + ψ2(x, T )) dx− 1

2

L̂

0

x (φ2
0 + ψ2

0) dx− 3

2

T̂

0

L̂

0

(φ2
x + ψ2

x) dxdt

+3a

T̂

0

L̂

0

φxψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) (φ2 + ψ2) dxdt ≤1

2

T̂

0

L̂

0

(φ2 + ψ2) dxdt

−
T̂

0

L̂

0

xuφφxdxdt−
T̂

0

L̂

0

xvψψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

zφ2dxdt+ 2

T̂

0

L̂

0

xzφφxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

wψ2dxdt+ 2

T̂

0

L̂

0

xwψψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xvφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xuψφxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

wφψdxdt+

T̂

0

L̂

0

xwψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xwφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

zφψdxdt

+

T̂

0

L̂

0

xzψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xzφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

vφ2dxdt+

T̂

0

L̂

0

xvφφxdxdt

+

T̂

0

L̂

0

zψφdxdt+

T̂

0

L̂

0

xzψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xzφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

vφ2dxdt

+

T̂

0

L̂

0

xvφφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

zψφdxdt+

T̂

0

L̂

0

xzψφxdxdt+

T̂

0

L̂

0

vψφdxdt

+

T̂

0

L̂

0

zψ2dxdt+

T̂

0

L̂

0

xvφψxdxdt+

T̂

0

L̂

0

xzψψxdxdt.

Logo,
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T̂

0

L̂

0

(φ2
x + ψ2

x) dxdt≤

≤β[

L̂

0

(
φ2

0 + ψ2
0

)
dx+

T̂

0

L̂

0

(φ2 + ψ2) dxdt+

T̂

0

L̂

0

|uφφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
i

+

T̂

0

L̂

0

∣∣wψ2
∣∣dxdt

︸ ︷︷ ︸
ii

+

T̂

0

L̂

0

|vψψx| dxdt︸ ︷︷ ︸
iii

+

T̂

0

L̂

0

∣∣zφ2
∣∣ dxdt

︸ ︷︷ ︸
iv

+

T̂

0

L̂

0

|zφφx| dxdt︸ ︷︷ ︸
v

+

T̂

0

L̂

0

|wψψx|dxdt︸ ︷︷ ︸
vi

+

T̂

0

L̂

0

|vφψx|dxdt︸ ︷︷ ︸
vii

+

T̂

0

L̂

0

|uψφx|dxdt︸ ︷︷ ︸
viii

+

T̂

0

L̂

0

|wφψ| dxdt

︸ ︷︷ ︸
ix

+

T̂

0

L̂

0

|wψφx|dxdt︸ ︷︷ ︸
x

+

T̂

0

L̂

0

|wφψx|dxdt︸ ︷︷ ︸
xi

+

T̂

0

L̂

0

|zφψ|dxdt

︸ ︷︷ ︸
xii

+

T̂

0

L̂

0

|zψφx|dxdt︸ ︷︷ ︸
xiii

+

T̂

0

L̂

0

|zφψx|dxdt︸ ︷︷ ︸
xiv

+

T̂

0

L̂

0

∣∣vφ2
∣∣dxdt

︸ ︷︷ ︸
xv

+

T̂

0

L̂

0

|vφφx|dxdt︸ ︷︷ ︸
xvi

+

T̂

0

L̂

0

|vψφ|dxdt

︸ ︷︷ ︸
+

T̂

0

L̂

0

∣∣zψ2
∣∣dxdt

︸ ︷︷ ︸
xiii

xvii

(3.18)

+

T̂

0

L̂

0

|zψψx|dxdt,︸ ︷︷ ︸
xix

onde β =
1

1− a
max

{
4

3
L, 4

}
.

Podemos estimar o termino (i) como segue

T̂

0

L̂

0

|uφφx|dxdt ≤
T̂

0

L̂

0

|uφφx|dxdt ≤
T̂

0

 L̂

0

|uφ|2 dx

1/2 L̂

0

|φx|2 dx

1/2

dt

≤
T̂

0

‖uφ‖L2(Ω) ‖φx‖L2(Ω)dt ≤
1

2

1

δ

T̂

0

[
‖uφ‖2

L2(Ω) + δ ‖φx‖2
L2(Ω)

]
dt


≤ 1

2

1

δ

T̂

0

‖u‖2
L∞(Ω) ‖φ‖

2
L2(Ω) + δ ‖φx‖2

L2(Ω)dt


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para algum δ > 0. De forma similar estimamos os terminos iii,v−viii, x, xi, xiii, xiv, xvi, xix.

Aplicando a desigualdade de Poincaré em (ii) obtemos
T̂

0

L̂

0

∣∣wψ2
∣∣dxdt ≤ T̂

0

‖wψ‖L2(Ω) ‖ψ‖L2(Ω)dt ≤
1

2

1

δ

T̂

0

[
‖wψ‖2

L2(Ω) + δ ‖ψ‖2
L2(Ω)

]
dt


≤ 1

2

1

δ

T̂

0

[
‖wψ‖2

L2(Ω) + δCp ‖ψx‖2
L2(Ω)

]
dt


≤ 1

2

1

δ

T̂

0

[
‖w‖2

L∞(Ω) ‖ψ‖
2
L2(Ω) + δCp ‖ψx‖2

L2(Ω)

]
dt


onde Cp denota a constante de Poincaré. Analogamente estimamos os termos ii, iv, ix,xii,

xv, xvii, xviii, o que nos garante que

(1− δC)

T̂

0

L̂

0

(
φ2
x + ψ2

x

)
dxdt ≤ β

L̂

0

(φ2
0 + ψ2

0) dx+ β

T̂

0

L̂

0

(φ2 + ψ2) dx

+C̃

T̂

0

[
‖u‖2

L∞(Ω) + ‖v‖2
L∞(Ω) + ‖z‖2

L∞(Ω) + ‖w‖2
L∞(Ω)

]
×[

‖φ‖2
L2(Ω) + ‖ψ‖2

L2(Ω)

]
dt

para constantes C, C̃ > 0 e δ > 0 pequeno, ou seja,
T̂

0

L̂

0

(
φ2
x + ψ2

x

)
dxdt ≤ C0

L̂

0

(φ2
0 + ψ2

0) dx

+C̃0

T̂

0

[
1 + ‖u‖2

L∞(Ω) + ‖v‖2
L∞(Ω) + ‖z‖2

L∞(Ω) + ‖w‖2
L∞(Ω)

]
×[

‖φ‖2
L2(Ω) + ‖ψ‖2

L2(Ω)

]
dt(3.19)

para constantes C0, C̃0 > 0.

Substituindo (3.19) em (3.17) obtemos
L̂

0

(φ2(x, T ) + ψ2(x, T ) dx ≤ C

L̂

0

(
φ2

0(x) + ψ2
0(x)

)
dx

+C̃0

T̂

0

[
1 + ‖u‖2

L∞(Ω) + ‖v‖2
L∞(Ω) + ‖z‖2

L∞(Ω) + ‖w‖2
L∞(Ω)

]
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×
[
‖φ‖2

L2(Ω) + ‖ψ‖2
L2(Ω)

]
dt(3.20)

para constantes C, C̃ > 0.

Para provar a unicidade precisamos que os dados iniciais (u0, v0) e (z0, w0) sejam iguais,

ou seja, φ0 = ψ0 = 0. Aplicando o Lema de Gronwall a (3.20) e usando a desigualdade

de Poincaré, concluímos que ‖φ(t)‖L2(Ω) = ‖ψ(t)‖L2(Ω) = 0, t ∈ (0, T ). Logo, φ ≡ ψ ≡ 0

e, consequentemente, u = z e v = w.

Segue do Teorema 3.1 que podemos estender a solução (u, v) a um intervalo máximo

de existência 0 < T < Tmax. Precisamos provar que Tmax = +∞.

Seja T > 0, tal que 0 < T < Tmax. Encontremos cotas para a solução (u, v) no intervalo

0 ≤ t < T . Antes disso, observe que os termos

T̂

0

u2
x(0, t)dt e

T̂

0

v2
x(0, t)dt

apareceram seguido em nossos cálculos e por isso precisamos justi�car que ux(0, t) e vx(0, t)

fazem sentido e pertecem a L2(Ω). Pelo Teorema 3.1 sabemos que a solução U =

 u

v


pertence a X(T ), satisfaz U(t) = S(t)U0 +

´ t
0
S(t − τ)G(U(τ))dτ e G(U) ∈ L1(0, T ;H).

Consideremos a sequência {Un
0 }n∈N ⊆ D(M), tal que

Un
0 −→ U0 em H, quando n→∞.

Seja Un(t) a solução de (3.1) com condição inicial Un
0 (veja observação no �nal da

demonstração e [13]). Para esta solução sabemos que a diferenciação da energia

E(Un(t)) =
1

2
‖Un(t)‖2

H

nos dá a identidade

d

dt
E(Un)(t) = −

L̂

0

λ(x) (u2
n + v2

n) dx− 1

2

[
u2
n,x(0, t) + v2

n,x(0, t) + 2aun,x(0, t)vn,x(0, t)
]
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onde Un =

(
un
vn

)
. Como 0 < a < 1, se integramos a identidade acima de 0 a T , obtemos

E(Un)(T )− E(Un)(0) ≤

≤
(
a− 1

2

) T̂

0

[
u2
n,x(0, t) + v2

n,x(0, t)
]
−

T̂

0

L̂

0

λ(x) (u2
n(x, t) + v2

n(x, t)) dx (3.21)

Para simpli�car a notação, omitiremos o índice n.

O próximo passo é obter estimativas uniformes (da solução) com respeito a n. No-

vamente, multiplicamos a primera equação do modelo (3.1) por xu, a segunda por xv e

integraremos em (0, L)× (0, T ). Por isso, as seguintes identidades serão necessárias:

T̂

0

L̂

0

xuvxxxdxdt =

T̂

0

[(xu)vxx |L0 −
L̂

0

(xu)xvxxdx]dt= −
T̂

0

L̂

0

(u+ xux)vxxdxdt

= −
T̂

0

L̂

0

(uvxx + xuxvxx)dxdt = −
T̂

0

[uvx |L0 −
L̂

0

uxvxdx]dt−
T̂

0

L̂

0

xuxvxxdxdt

=

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt−
T̂

0

L̂

0

xuxvxxdxdt

T̂

0

L̂

0

(xuvxxx + xvuxxx)dxdt = 2

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt−
T̂

0

L̂

0

x(uxvxx + vxuxx)dxdt

= 2

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt−
T̂

0

L̂

0

x(uxvx)xdxdt

= 2

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt−
T̂

0

[xuxvx |L0 −
L̂

0

uxvxdx]dt

= 3

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt (3.22)

T̂

0

L̂

0

x

(
u3 + v3

3

)
x

dxdt =

T̂

0

[x

(
u3 + v3

3

)
|L0 −

L̂

0

(
u3 + v3

3

)
dx]dt

= −
L̂

0

(
u3 + v3

3

)
dxdt (3.23)
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T̂

0

L̂

0

x [(uv)(u+ v)]x dxdt =

T̂

0

[x(uv)(u+ v) |L0 −
L̂

0

(uv)(v + u)dx]dt

= −
T̂

0

L̂

0

(uv)(v + u)dxdt = −
T̂

0

L̂

0

(uv2 + u2v)dxdt. (3.24)

Logo, considerando as identidades acima e aquelas obtidas para o problema linear deduz-

imos que u e v satisfazem a identidade

1

3

L̂

0

x(u2(x, T ) + v2(x, T ))dx+

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x)dxdt+
2

3

T̂

0

L̂

0

λ(x)x(u2 + v2)dxdt

=
1

3

L̂

0

x(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
1

3

T̂

0

L̂

0

v2dxdt− 2a

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt

+
2

9

L̂

0

(u3 + v3)dxdt+
2

3

T̂

0

L̂

0

(u2v + v2u)dxdt

e como −2a

T̂

0

L̂

0

uxvxdxdt ≤ a

T̂

0

L̂

0

u2
xdx+ a

T̂

0

L̂

0

v2
xdxdt, segue que

(1− a)

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x)dxdt ≤ −
1

3

L̂

0

x(u2(x, T ) + v2(x, T ))dx− 2

3

T̂

0

L̂

0

λ(x)x(u2 + v2)dxdt

+
1

3

L̂

0

x(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
1

3

T̂

0

L̂

0

v2dxdt+
2

9

L̂

0

(u3 + v3)dx

+
2

3

T̂

0

L̂

0

(u2v + v2u)dxdt. (3.25)

Além disso, como ‖u‖L∞(Ω) ≤ C0 ‖u‖H1
0 (Ω), obtém-se

T̂

0

L̂

0

∣∣u3
∣∣ dxdt ≤ T̂

0

‖u(t)‖L∞(Ω)

L̂

0

|u|2 dxdt ≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω)

L̂

0

(u2 + v2)dxdt

= C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) 2E(t)dt ≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) 2E(0)dt

= 2E(0)C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) dt ≤ 2C0E(0)

 T̂

0

12

1/2 T̂

0

‖u(t)‖2
H1

0 (Ω)

1/2

69



= 2C0E(0)T 1/2 ‖u‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))= 2

(
C0E(0)2T 1/2

√
3δ

)(√
3δ

2
‖u‖

)
≤ C2

0E
2(0)4T

3δ
+

3δ

4
‖u‖2.

Portanto,
T̂

0

L̂

0

(u3 + v3)dxdt ≤
T̂

0

L̂

0

∣∣u3 + v3
∣∣ dxdt≤ T̂

0

L̂

0

|u|3 dxdt+

T̂

0

L̂

0

|v|3 dxdt

≤ C2
0E

2(0)4T

3δ
+

3δ

4
‖u‖2 +

C2
0E

2(0)4T

3δ
+

3δ

4
‖v‖2

≤ C2
0E

2(0)8T

3δ
+

3δ

4

(
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

)
=
C2

0T2

3δ

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)2

+
3δ

4
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ 4C2
0T

3δ

(
‖u0‖4 + ‖v0‖4)+

3δ

4
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) . (3.26)

Usando argumentos similares, deduzimos que

T̂

0

L̂

0

∣∣u2v
∣∣ dxdt ≤ T̂

0

‖u(t)‖L∞(Ω)

L̂

0

|uv| dxdt ≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω)

L̂

0

|uv| dxdt

≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω)

 L̂

0

u2dx

1/2 L̂

0

v2dx

1/2

dt

= C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) ‖u‖L2(Ω) ‖v‖L2(Ω) dt

≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω)

(
‖u‖2

L2(Ω) + ‖v‖2
L2(Ω)

2

)
dt

= C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) E(t)dt≤ C0

T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω)E(0)dt

≤ C0E(0)

 T̂

0

1dt

1/2 T̂

0

‖u(t)‖H1
0 (Ω) dt

1/2

≤ C0E(0)
√
T ‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)).

Logo,
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T̂

0

L̂

0

(vu2 + uv2)dxdt ≤ CE(0)
√
T ‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + CE(0)
√
T ‖v‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))

= 2

(
C
√
TE(0)√
δ

)(√
δ

2
‖u‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))

)

+2

(
C
√
TE(0)√
δ

)(√
δ

2
‖v‖L2(0,T ;H1

0 (Ω))

)

≤ C2TE2(0)

δ
+
δ

4
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) +

C2TE2(0)

δ
+
δ

4
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

=
C2T

2δ

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)2

+
δ

4
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ C2T

δ

(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)
+
δ

4
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)) . (3.27)

Retornando à desigualdade (3.25) e substituindo (3.26) e (3.27) obtemos

(1− a)

T̂

0

L̂

0

(
u2
x + v2

x

)
dxdt ≤ 1

3

L̂

0

x(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
1

3

T̂

0

L̂

0

(u2 + v2)dxdt

+

(
8C2T

27δ
+

2C2T

3δ

)(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)

+
δ

3
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

=
1

3

L̂

0

x(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
2

3

T̂

0

E(t)dt

+

(
8C2T

27δ
+

2C2T

3δ

)(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)

+
δ

3
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

≤ L

3

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx+
2

3

T̂

0

E(0)dt
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+

(
8C2T

27δ
+

2C2T

3δ

)(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)

+
δ

3
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω))

=
(L+ T )

3

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)
+

(
8C2T

27δ
+

2C2T

3δ

)(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)
+
δ

3
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)).

Finalmente, aplicando a desigualdade de Poincaré temos que existe C1 > 0 , satisfazendo

C1

(
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

)
≤

T̂

0

L̂

0

(u2
x + v2

x) dxdt,

o que nos garante que

C1(1− a)
(
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

)
≤ (L+ T )

3

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)
+
C2T

δ

(
8

27
+

2

3

)(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)
+
δ

3
(‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))),

ou seja,[
C1(1− a)− δ

3

](
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

)
≤ (L+ T )

3

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)

+
C2T

δ

26

27

(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)
.

Agora, tomamos δ > 0, tal que 0 <
δ

3
< C1(1 − a). Para δ > 0 �xado, escolhemos

C2 =

[
C1(1− a)− δ

3

]−1

obtendo assim(
‖u‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω)) + ‖v‖2

L2(0,T ;H1
0 (Ω))

)
≤ C2

(L+ T )

3

(
‖u0‖2

L2(Ω) + ‖v0‖2
L2(Ω)

)
+C2

C2T

δ

26

27

(
‖u0‖4

L2(Ω) + ‖v0‖4
L2(Ω)

)
. (3.28)
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Retornando à notação original obtemos que {Un}n∈N é limitada em L2(0, T ;H1
0 (Ω) ×

H1
0 (Ω)) e como consequência temos que

{Un
x }n∈N é limitada em L2(0, T ;H) (3.29)

{Un
t }n∈N é limitada em H−1(0, T ;H) (3.30)

{G(Un)}n∈N é limitada em L1(0, T ;H). (3.31)

Como Un(t) resolve o sistema

DUn
xxx = −Un

t −QUn
x −G(Un)− λ(x)Un (3.32)

onde

D =

 1 a

a 1

, Q =

 0 0

0 1

 e G(Un) = −1
2

 u2
n + v2

n + 2unvn

v2
n + u2

n + 2unvn


x

,

de (3.29), (3.30) e (3.31) temos que {DUn
xxx}n∈N é limitada emH−1(0, T ;H), o que implica

que {Un}n∈N é limitada em H−1(0, T ;H3(Ω)×H3(Ω)). Em particular,

{Un
x (0, t)}n∈N é limitada em H−1(0, T )×H−1(0, T ),

já que para t ∈ (0, T ) temos que un,x(., t), vn,x(., t) ∈ H2(Ω) ↪→ C([0, L]). Assim, podemos

obter uma subsequência, ainda denotada pelo mesmo indice n, tal que

Un
x (0, t) ⇀ Ux(0, t) em H−1(0, T )×H−1(0, T ), quando n→∞. (3.33)

Por outro lado, de (3.21) sabemos que

{un,x(0, t)}n∈N e {vn,x(0, t)}n∈N são limitadas em L2(0, T ).

Assim, podemos extrair uma subsequência que será convergente, no sentido fraco, em

L2(0, T ). Esse fato juntamente com a discussão anterior, mostra que

un,x(0, t) ⇀ ux(0, t) em L2(0, T ) , quando n→∞

vn,x(0, t) ⇀ vx(0, t) em L2(0, T ) , quando n→∞.
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Logo, a semicontinuidade inferior da norma implica que
T̂

0

[
|ux(0, t)|2 + |vx(0, t)|2

]
dt ≤ limn→∞inf

T̂

0

[
|un,x(0, t)|2 + |vn,x(0, t)|2

]
dt

≤ limn→∞
1

1− a
{E(Un

0 )− E(Un(T ))}

=
1

1− a
{E(U0)− E(U(T ))} ≤ 1

1− a
E(U0) <∞.

A desigualdade acima prova que ux(0, t) e vx(0, t) existem e pertencem a L2(0, T ).

Agora, observe que (3.29)-(3.31) combinadas com o Lema de Aubin-Lions nos garantem

que existe uma subsequência de {Un}n∈N que denotaremos pelo mesmo índice n, e uma

função V ∈ C([0, T ];H), tal que

Un ⇀ V, em L2(0, T,H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), quando n→∞
e

Un −→ V, em L2(0, T,H), quando n→∞,

onde V é solução fraca de (3.32). Por unicidade concluímos que U = V . Também temos

que E(Un)(T )− E(Un)(0) −→ E(U)(T )− E(U)(0), quando n −→∞.

A discussão acima nos diz que podemos passar o limite em ambos lados de (3.21). Por

isso, temos que a solução U = (u, v) do sistema (3.1) com condição inicial (u0, v0) ∈ H

satisfaz

E(U(T ))−E(U0) ≤ −(1− a)

2

T̂

0

(
u2
x(0, t) + v2

x(0, t)
)
dt−

L̂

0

T̂

0

λ(x)
(
u2(x, t) + v2(x, t)

)
dxdt.

Em particular,

‖U‖L∞(0,T ;H) ≤ ‖U0‖H .

Além disso, voltando a (3.19) com as convergências acima e (3.28) , concluímos que

{Un}n∈N é uma sequência de Cauchy em L2(0, T ;H1
0 (Ω) × H1

0 (Ω)). Portanto, podemos

passar o límite em (3.28) e concluir que
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‖u‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) + ‖v‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)) permanece limitada para 0 < T < Tmax.

Assim, ‖U‖X(T ) permanece limitada para 0 < T < Tmax. Este é o resultado que

precisavamos para mostrar que Tmax =∞.

Observação: O modelo (3.1) também possui solução forte u, v ∈ L∞(0, T ;L2(Ω)) ∩

L2(0, T ;H1
0 (Ω)), quando (u0, v0) ∈ D(M) introduzido no Capítulo 2 . O resultado é

obtido derivando as equações com relação a t e usando estimativas a priori como em [13].

De fato, sejam z = ut e w = vt. Então, (z, w) é solução do sistema

zt + zxxx + awxxx + (uz)x + (vw)x + (vz + uw)x + λ(x)z = 0, em (0, T )

wt + wx + wxxx + azxxx + (vw)x + (uz)x + (vz + uw)x + λ(x)w = 0, em (0, T ),

com as condições de contornos veri�cadas por u e v e dados iniciais (z0, w0) = (ut(x, 0), vt(x, 0)) ∈

H. Procedendo como na demonstração do Teorema 3.2 mostramos que z, w ∈ L∞(0, T ;L2(Ω))∩

L2(0, T ;H1
0 (Ω)). Como

DUn
xxx(t) = −Un

t (t)−QUn
x (t)−G(Un)(t)− λUn(t)∈ H,

então U(t) ∈ H3(Ω)×H3(Ω).

3.2 Decaimento Exponencial

Nessa seção, mostraremos que as soluções de (3.1) decaem exponencialmente para zero.

O resultado é obtido usando o método introduzido no Capitulo 2. Contudo, não é su�-

ciente com aplicar só o Teorema de Unicidade de Holmgren já que, agora, estamos lidando

com um sistema não linear. Para resolver esse problema, utilizaremos uma Propriedade

de Continuação Única (PCU) para o sistema (3.1) que foi provada em [5] (veja também

[13]).

Teorema 3.3 Seja (u, v) a solução global do problema (3.1)-(3.3) obtida no Teorema 3.2.

Então, para qualquer L > 0 e R > 0 existem constantes positivas C > 0 e µ > 0, tais que

E(t) ≤ CE(0)e−µt , ∀ t ≥ 0
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com (u0, v0) ∈ H satisfazendo E(0) ≤ R. As constantes C e µ podem depender da R.

Demonstração. Multiplicamos a primera equação de (3.1) por (T − t)u e a segunda

equação por (T − t)v. Integrando sobre (0, L)× (0, T ) obtemos a identidade
L̂

0

T (u2
0(x) + v2

0(x))dx =

L̂

0

T̂

0

(u2 + v2)dx+

T̂

0

(T − t)(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))dt

+2a

T̂

0

(T − t)ux(0, t)vx(0, t)dt+ 2

T̂

0

L̂

0

λ(x)(T − t)(u2 + v2)dxdt,

pois

T̂

0

L̂

0

(T − t)(u2ux + v2vx)dxdt = 0

T̂

0

L̂

0

(T − t)v(uv)xdxdt = −
T̂

0

L̂

0

(T − t)uvvxdxdt

T̂

0

L̂

0

(T − t)u(uv)xdxdt = −
T̂

0

L̂

0

(T − t)vuuxdxdt.

Então, da desigualdade de Hölder obtemos

L̂

0

(u2
0(x) + v2

0(x))dx ≤ 1

T

T̂

0

L̂

0

(u2 + v2)dxdt+(1 + a)

L̂

0

(u2
x(0, t) + v2

x(0, t))

+2

T̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt. (3.35)

A�rmamos que para cualquer T > 0 e R > 0, existe uma constante positiva C1 =
C1(R), tal que

T̂

0

L̂

0

(u2 + v2)dxdt ≤ C1

 T̂

0

[
u2
x(0, t) + v2

x(0, t)
]
dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2 + v2)dxdt

 (3.36)

para toda solução (u, v) de (3.1), tal que ‖u0‖2
L2(Ω) + ‖v0‖2

L2(Ω) ≤ R. De fato, provaremos

a validade de (3.36) por contradição. Suponhamos que (3.36) não se veri�que. Então

existe uma sequência de funções {(un, vn)}n∈N de soluçoes de (3.1) que pertencem ao

espaço L∞(0, T ;H) ∩ L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), satisfazem
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‖un(., 0)‖2
L2(Ω) + ‖vn(., 0)‖2

L2(Ω) ≤ R

e

limn→∞
‖un‖2

L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖vn‖2
L2(0,T ;L2(Ω))

T̂

0

{
|un,x(0, t)|2 + |vn,x(0, t)|2

}
dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(u2
n + v2

n)dxdt

= +∞(3.37)

Seja σn = (‖un‖2
L2(0,T ;L2(Ω)) + ‖vn‖2

L2(0,T ;L2(Ω)))
1/2 e considere

zn(., t) =
1

σn

 un(., t)

vn(., t)

 =

 yn(., t)

wn(., t)

.

Para cada n ∈ N , zn(., t) satisfaz

zn,t +Qzn,x +Dzn,xxx + σnH(zn)zn,x + λzn = 0 em Ω× (0, T )

zn(0, t) = zn(L, t) = 0, zn,x(L, t) = 0, ∀t ∈ (0, T ) (3.38)

zn(x, 0) = z0,n(x), em Ω,

onde

Q =

 0 0

0 1

, D =

 1 a

a 1

 e H(zn) =

 yn + wn yn + wn

yn + wn yn + wn

.
Temos que

‖zn‖2
L2(0,T ;H) = 1 (3.39)

e
T̂

0

{
|yn,x(0, t)|2 + |wn,x(0, t)|2

}
dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x)(y2
n + w2

n)dxdt −→ 0, quando n→∞. (3.40)

Multiplicando (3.35) por
1

σ2
n

e usando (3.35) segue que zn(., 0) é limitado em H. Conse-

quentemente, procedendo como na demonstração do Teorema 3.2 obtemos uma constante

C > 0, tal que

‖zn‖2
L2(0,T ;H1

0 (Ω)×H1
0 (Ω)) ≤ C , ∀n ∈ N. (3.41)

Observamos ainda que cada um das seguintes sequências {ynyn,x} , {wnwn,x} e {(ynwn)x}

pertencem a L2(0, T ;L1(Ω)), por (3.41) deduzimos que
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‖ynyn,x‖L2(0,T ;L1(Ω))≤ ‖yn‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖yn‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C (3.42)

‖wnwn,x‖L2(0,T ;L1(Ω)) ≤ ‖wn‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖wn‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C (3.43)

e

‖(ynwn)x‖L2(0,T ;L1(Ω)) ≤ ‖wn‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖yn‖L2(0,T ;H1
0 (Ω))

+ ‖yn‖L∞(0,T ;L2(Ω)) ‖wn‖L2(0,T ;H1
0 (Ω)) ≤ C (3.44)

para alguma constante positiva C.

Também observamos que {σn}n∈N é limitada. De fato, como ‖un(., 0)‖L2(Ω) ≤ R ,

‖vn(., 0)‖L2(Ω) ≤ R e (un,vn) é solução do problema original segue que {σn}n∈N é limitada.

Logo, segue de (3.38), (3.41), (3.42)-(3.44) que {zn,t}n∈N é limitada em L2(0, T ;H−2(Ω)×

H−2(Ω)).

Como H1
0 (Ω) ↪→ L2(Ω) ↪→ H−2(Ω), sendo a primeira imersão compacta e a segunda

contínua e densa, segue do Lema de Aubin-Lions que podemos extrair uma subsequência

{zk}k∈N de {zn}n∈N , tal que

zk −→ z em L2(0, T ;H), quando k −→∞ (3.45)

zk ⇀ z em L2(0, T ;H1
0 (Ω)×H1

0 (Ω)), quando k −→∞ (3.46)

zk,t ⇀ zt em L2(0, T ;H−2(Ω)×H−2(Ω)), quando k −→∞, (3.47)

e por (3.39) obtemos

‖z‖L2(0,T ;H) = 1. (3.48)

Além disso,

0 = limn→∞inf

 T̂

0

|zn,x(0, t)|2dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |zn|2 dxdt


≥

T̂

0

|zx(0, t)|2dt+

T̂

0

L̂

0

λ(x) |z|2 dxdt,

o que implica que λ(x)z ≡ 0 em Ω× (0, T ). Assim, z ≡ 0 em ω × (0, T ) e zx(0, t) = 0 em

(0, T ). Como 0 ≤ σn e {σn}n∈N é limitada, temos dois casos a serem considerados:
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• Existe uma subsequência {σk}k∈N de {σn}n∈N, tal que σk −→ 0, quando k −→ ∞.

Neste caso, a função limite z satisfaz o problema linear

zt +Qzx +Dzxxx = 0 em Ω× (0, T )

z(0, t) = z(L, t) = 0 ∀t ∈ (0, T )

zx(0, t) = zx(L, t) = 0 ∀t ∈ (0, T )

z(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ ω × (0, T ).

Então, pelo Teorema de Unicidade de Holmgren, z ≡ 0 em Ω × (0, T ) o que contradiz
(3.48).

• Existe uma subsequência {σk}k∈N de {σn}n∈N, tal que σk −→ σ > 0, quando k −→

∞. Neste caso, a função limite z resolve

zt +Qzx +Dzxxx + σH(z)zx = 0 em Ω× (0, T )

z(0, t) = z(L, t) = 0 ∀ t ∈ (0, T )

zx(0, t) = zx(L, t) = 0 ∀ t ∈ (0, T )

z(x, t) = 0 ∀(x, t) ∈ ω × (0, T ).

Assim, pela Propiedade de Continuação Única provada em [5] e o Teorema 2.2 de [13],

temos que z ≡ 0 em Ω×(0, T ) e novamente, temos uma contradição com (3.48). Portanto,

(3.36) é valido para alguma constante possitiva C1 = C1(R). Logo, temos

L̂

0

(u2
0 + v2

0)dx ≤ C3[

T̂

0

{u2
x(0, t) + v2

x(0, t)}dt+

T̂

0

L̂

0

λ(u2 + v2)dxdt], (3.49)

donde podemos tomar C3 = C1 + 1 + 2a >
C1

T
+ 1 + a para T ≥ 1.

Agora, como em (2.20), podemos concluir a demonstração deduzindo que

‖u(., T )‖2
L2(Ω) + ‖v(., T )‖2

L2(Ω) ≤ γ1[‖u0‖2
L2(Ω) + ‖v0‖2

L2(Ω)], (3.50)
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onde γ1 =
C3

1− a+ C3

< 1.

Finalmente, (3.50) junto com a propriedade de Semigrupo implicam a conclusão do

teorema.
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