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Resumo

Este trabalho é dedicado ao estudo do decaimento exponencial da energia associada a
um sistema acoplado de duas equagoes de Korteweg-de Vries num intervalo limitado com
uma dissipacao localizada. Combinando estimativas de energia, técnicas multiplicativas
e argumentos de compacidade o problema é reduzido a provar a continuagao tnica de

solugbes fracas. Entao, aplicamos o resultado de continuag¢do tinica provado em [13].



Abstract

This work is devoted to prove the exponencial decay of the total energy of solutions of a
coupled system of two Korteweg de Vries equations in a bounded interval with a localized
damping term. Combining energy estimatives, multipliers and compacteness arguments
the problem is reduced to prove the unique continuation of weak solutions. Then, we

apply the recent result on unique continuation proved in [13].
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Introducao

Neste trabalho consideramos um sistema acoplado de duas equacoes Korteweg-de Vries
em um dominio limitado, dependendo de um parametro a > 0, na presenca de uma
dissipacdo localizada representada pela fungdo A = A(z). Mais precisamente, estamos

interessados em um par de fungoes (u,v), solugao do sistema

Ut + Uggy + AVppr + Uty + 00, + (u0), + AM(z)u =0, em QxR
U + Vg + Vggp + QUggy + 00z + utiy + (uv), + AM(2)v =0, em QxRT (1)

com condicoes de contorno

u(0,t) =u(L,t) =0, vVt >0
v(0,t) =v(L,t) =0, vVt >0 (2)
uz(L,t) = v, (L,t) =0, vVt >0

e condicoes iniciais
u(x,0) = ug(x), vo(x,0) = vo(x), Vo e Q, (3)
onde Q={reR|0<xz<L}et>0.

Quando A\ = 0 o sistema (1) foi derivado por Gear e Grimshaw [7] como um modelo
para descrever interacoes de duas ondas longas em um fluido estratificado. Observe que
o modelo tem a estrutura de um par de equagoes de Korteweg-de Vries com termos de
acoplamento lineares e nao lineares. Esse modelo tem sido alvo de diversos estudos ao
longo de anos, como pode ser visto na lista de referéncias que aqui apresentamos.

Em (1), assumiremos que a € R,

O0<a<l (4)

e a fungao A\ = A\(z) é tal que

A€ L>®(Q) e Ax) > N > 0 quase sempre em w,
onde w C (0, L) é um subconjunto aberto nao vazio. (5)

Consideremos a energia total £ = E(t) associada ao modelo, dada por



:%/ +v?%(z,t)) d. (6)

Multiplicando a primera equagdo de (1) por u, a segunda equagdo por v e integrando
por partes em (2, segue das condicoes de contorno que

CZE( t) < /)\(x)(zﬂ(x’t) (o) da — (1-a)

0

[uz(0,8) +v32(0,1)]  (7)
para todo t > 0.

A desigualdade acima mostra que os termos A(z)u e A(x)v atuam como mecanismos
de controle em um subconjunto de €. Por isso, podemos questionar se as solugoes do
modelo convergem para zero quando ¢ — oo e, em caso afirmativo, determinar a taxa de
dacaimento. Por outro lado, quando A(x) > Ay em todo o dominio, podemos facilmente
verificar que E(t) decae a zero exponencialmente. Além disso, observa-se que mesmo
quando A = 0 a energia é nao crescente, o que nos leva a suspeitar que E(t) — 0,
quando ¢ — oo. Porém, o efeito dissipativo produzido pelos termos de fronteira, u, (0, )
e v,(0,t), ndo sao fortes suficiente para estabilizar a energia. Esse fato foi observado por
Micu e Ortega em [18] e por Micu, Ortega e Pazoto em [19] onde se constatou que as
solucoes do sistema linear correspondente nao convergem a zero para algumos valores de
L. Os resultados obtidos nesses trabalhos foram motivados pela anélise desenvolvida por
Rosier em [22] para a equacgao de Korteweg-de Vries. Em [22], foi provado que quando o

comprimento L do intervalo €2 pertence a um conjunto enumeravel da forma
:{\2/—% k? 4+ kl 4 (2, k e | s30 ntmeros inteiros positivos}, (8)
existe uma solucao da equacao de Korteweg-de Vries para a qual a energia é conservativa.

Para estabilizar a energia do modelo, Menzala, Vasconcellos e Zuazua [17] introduziram
um termo dissipativo da forma fun¢do Au com A = A(z) nas condic¢oes acima e w =
(0,0) U (L —9,L), para § > 0 suficientemente pequeno. O caso geral, isto é, caso em
que w satisfaz (5) foi provado por Pazoto em [20]. Essa anélise também foi estendida
para a equacao de Korteweg-de Vries generalizada por Linares e Pazoto [10] e Rosier e
Zhang [25]. No que se refere ao sistema(1l) —(3), o decaimento exponencial da energia

foi inicialmente obtido por Bisognin e Menzala [2] estendendo o resultado obtido em [17],



isto é, considerando w = (0,9) U (L — 6, L), para § > 0 suficientemente pequeno. O caso

geral foi provado recentemente por Massarolo, Menzala e Pazoto em [13].

Nos trabalhos mencionados anteriormente, o decaimento exponencial da energia foi
obtido combinando as técnicas multiplicativas introduzidas por Rosier em [22] e o ar-
gumento de Compacidade-Unicidade (veja [30] para maiores detalhes). Nesse caso, o

problema se reduz a provar que toda solucao do sistema, tal que

uz(0,t) = v,(0,8) =0, Vt>0eu=v=0emw x (0,7) (9)

é identicamente nula, o que exige a aplicacdo de uma Propiedade de Continuacio Unica
(PCU). Esse resultado foi provado em [13]. Observamos que em [2] a PCU foi provada
da seguinte forma: segue de (9) que o modelo pode ser escrito como um problema de
Cauchy, onde o dado inicial possui suporte compacto. Segue entdo das propriedades de
efeito regularizante provados em [29] que a solugdo (u,v) possui regularidade suficiente

para aplicar a PCU provada em [5].
A analise descrita acima foi dividida em trés capitulos:

No Capitulo 1 apresentaremos os resultados classicos que serao utilizados no desenvolvi-
mento deste trabalho.

No Capitulo 2 provamos a existéncia e unicidade da solucao para o problema linear
associado ao modelo. O resultado de existéncia é obtido utilizando a teoria de semigrupos.
No Capitulo 3 provamos os resultados do capitulo anterior para o sistema nao linear.
A existéncia de solugoes é obtida combinando a teoria de semigrupos, um argumento de

ponto fixo e estimativas a priori. A unicidade é provada usando o Lema de Gronwall.



Notacoes

e C([0,00); X) denota o espago das fungoes continuas de [0, 00) em X.

e C5°(02) denota o espaco das fungoes infinitamente diferenciaveis e de suporte com-

pacto em Q.
e R(\,A) = (M — A)~! e o operador resolvente.
e [ respresenta o operador identidade.
e X — Y denota a injecao continua do espago X no espago Y.

e Y denota o fecho de Y na topologia de X.

10



CAPITULO 1

Resultados Preliminares

1.1 Resultados Basicos

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados
em [4].

Definicao 1.1.1 (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia {x,}, y no espago normado

X é chamada de Cauchy quando, para cada € > 0, existe um nimero natural N, tal que
|zn, — xm|| < €, para todo n,m > N.

Defini¢ao 1.1.2 (Espac¢os de Banach e Hilbert) O espaco linear, normado X é dito
de Banach se é completo, isto é, toda sequéncia de Cauchy em X é convergente em X.
Além disso, X é dito espaco de Hilbert se é um espaco vetorial com produto interno (., .)

e & completo com respeito & norma ||.| = (.,.)"

Lema 1.1.1 (Picard-Banach) Seja M um espaco métrico completo com métrica d. Se

F é um subconjunto fechado de M e T : F — F satisfaz
d(Tz,Ty) < bd(z,y)

para todo z,y € F, e algum 0 < 6 < 1, entdo T tem um e s6 um ponto fixo, isto &,
existe um e s6 um x € M, tal que Tx = z. Além disso, se xqg € F entao a sequéncia

{zp41 = Tx,, n—=1,2,....} converge a zy, quando n — 00, e d(z,, o) < %d(ml,xo).
Teorema 1.1.1 Em um espago de Hilbert toda sequéncia limitada possui uma subse-

quéncia que converge fracamente.
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Teorema 1.1.2 Seja H um espaco de Hilbert e {h,}, . uma sequéncia em H, tal que
h, — h em H, quando n — oco. Entao,
12l < limvin frosoo || hnll-

1.2 Distribuicoes

Seja u uma fungao real definida em QC R, u mensuravel, e seja (O;);cr a familia de
todos os subconjuntos abertos O; de €2, tais que u = 0 quase sempre em O;. Considera-se
o subconjunto aberto O = U;c;O;. Entao, u = 0 quase sempre em O e como conseqiiéncia,
define-se o suporte de u, que serda denotado por supp u, como sendo o subconjunto fechado

relativo a €
supp u = Q/0O.

Definigao 1.2.1 Representamos por C§°(€2) o conjunto das fungdes u : 2 — R cujas
derivadas parciais de todas as ordens sao continuas e cujo suporte é um subconjunto

compacto de §2. Os elementos de C§°(£2) sdo chamados de fungoes testes.

Naturalmente, C§°(2) é um espaco vetorial sobre R com as operacoes usuais de soma

de func¢oes e de multiplicacao por um escalar.

Nogao de Convergéncia em C{°((2)

Defini¢ao 1.2.2 Sejam {py }reny uma sequéncia em C§°(€2) e ¢ €C5°(£2). Dizemos que

O — © se:
1) 3 K C Q, K compacto, tal que suppp, C K, para todo k € N.

2) Para cada a € N, D% (z) — D*p(z) uniformemente em €.

12



Definigao 1.2.3 O espago vetorial C§°(£2) com a nocao de convergéncia definida acima é

denotado por D(2) e chamado espago de fun¢oes testes.

Definigao 1.2.4 Uma distribuicao sobre Q2 é um funcional linear definido em ©(2) e

continuo em relagdo a nogao de convergéncia definida em D(€2).

O conjunto de todas as distribui¢oes sobre €2 é denotado por ®'(2). Desse modo,

D'(Q) ={T:9(2) — R ¢ linear e continuo}

Observemos que D’(€2) é um espago vetorial sobre R.

Se T € D'(Q) e p € D(N) denotaremos por (T, ¢) o valor de T aplicado ao elemento

Nogao de convergéncia em D'(12)

Definigao 1.2.5 Dizemos que T, — T em ©'(Q) se (Ty,¢) — (T, ), para toda

© €9D(Q) .
1.3 Espagos L*(Q2)

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados
em [4].

Neste trabalho, as integrais realizadas sobre 2 sao no sentido de Lebesgue, assim como a

mensurabilidade das fungoes envolvidas.
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Definicao 1.3.1 Sejam € um conjunto mensuravel e 1 < p < oco. Indicamos por LP()

ao conjunto das fun¢des mensuraveis [ :Q2 — R, tais que HfHLp(Q) < 00, onde

l/p
1wy = (/ If(w)|”dw) se1<p<oo

[f | oo (@) = supessaeq | f(2)] = inf{C : [f| < C quase sempre}.

Os espagos LP(Q), 1 < p < oo, sdo espagos de Banach, sendo L?(Q2) um espago de

Hilbert com o produto interno usual. Além disso, para 1 < p < oo, LP(2) é reflexivo.

Teorema 1.3.1 C§°(2) é denso em LP(£2), 1 < p < oo.

Teorema 1.3.2 (Interpolagcao dos espagos LP(2)) Sejam 1 < p < ¢ < o0o. Se

feLP(Q)NLi(Q), entao f € L"(Q) para todo r € [p, q]. Além disso,

[ l—«
11l < AN Zo @y 1 e

1 1 1
para todo « € [0,1], tal que — = a— 4+ (1 — «a) -.
r p q

Definigao 1.3.2 Sejam  um aberto do espaco R" e 1 < p < oo. Indicamos por L7 ()

loc

o conjunto das fun¢des mensuraveis f : Q — R, tais que fX; € LP(Q), para todo K

compacto de €2, onde X, é a funcao caracteristica de K.

Observagdo 1.3.1 Lj () ¢ chamado o espago das fungoes localmente integraveis.

Para v € L} (Q) consideramos o funcional T'=T,, :®(0,7) — K definido por

14



(T, 0) = (T ) = / u(e)p(e)de,

Q

que define uma distribuicao sobre €).

Lema 1.3.1 (Du Bois Reymond) Seja u € L} (). Entao, T,, = 0 se, e somente se,

u = 0 quase sempre em ().

Teorema 1.3.3 (Teorema de Convergéncia Dominada de Lebesgue). Seja {f,}, nuna

ne

sequéncia de fungoes LP(Q2), p > 1. Suponha que
a) fu(xr) — f(x), quando n — oo, quase sempre em €2, onde f é uma fun¢io mensuravel.
b) Existe uma fungao g € LP(12), tal que, para cada n € N |, | f,,(x)| < g(z) quase sempre

em ().
Entdo, f € LP(Q) e || f, — fHLp(Q) — 0, quando n — +oo.

Observacao 1.3.2 Como consequéncia do Lema 1.3.1, a aplicacao

Ll

loc

(©2) — 2'(Q)

u — T,

é linear, continua e injetiva. Em decorréncia disso, ¢ comun identificar a distribuicao T,
com a fungao ue L} (). Nesse sentido, tem-se que L (2) C D'(Q). Como LP(Q) C

loc loc

Ll

loc

(2), temos que toda funcao de LP(2) define uma distribuicao sobre €2, isto ¢, toda

funcao de LP(2) pode ser vista como uma distribuicao.

Definigao 1.3.3 Sejam 7' € ©'(2) e o« € N. A derivada de ordem « de T, denotada por

DT, é definida por

<DaT7 90> = (_1)a <T7 Da(ﬁ)? Vp € D(Q)

Com esta defini¢do, tem-se que se u € C*(Q) entdo DT, = Tpa,, para todo a < k,

15



onde D*u indica a derivada classica de u. Se T' € ©'(Q2), entdo DT € ©'(Q2) para todo

a e N
1.4 Espacos Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstracoes, podem ser encon-

trados em [1] e [4].

Definigao 1.4.1 Sejam m € N e 1 < p < oo. Indicaremos por W™P(Q) o conjunto de
todas as fungoes u de LP(Q2), tais que, para todo a < m, D € LP(Q2) sendo D%u a
derivada distribucional de u. W™P(Q) é chamado Espaco de Sobolev de ordem m relativo

ao espago LP(€2). Resumidamente,

Wme(Q) = {u e LP(Q); D*u € LP(Q), « < m}.
Para cada u € W™P(Q),

ltlln, = (2 1D ullq)) "7, 1 < p < 00,

[l oo = 22 1Dl oo

a<

definem uma norma sobre WP (Q).
Observacao 1.4.1
1. (W’"’p(Q), H||mp> ¢ um espaco de Banach.

2. Quando p = 2 o espago de Sobolev W™P(Q)) torna-se um espaco de Hilbert com
produto interno dado por
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(U, V) yyrme ()= agm (D%u, D) 1), u,v € Wm2(Q).
3. Denota-se W™2(Q) por H™(Q).
4. H™(Q) é reflexivo e separavel.
Defini¢ao 1.4.2 Definimos o espaco W;"?(€2) como sendo o fecho de C§°(2) em W™P((2).
Observacao 1.4.2

1. Quando p = 2 escreve-se HJ'(2) em lugar de Wy"*(Q) .

2. Se WP (Q) = W™P(Q) o complemento de 2 em R™ possui medida de Lebesgue igual

a zero.
3. WiP(R"™) = Wm™P(R™).
4. O dual topologico de HJ'(Q2) é representado por H~"™(f).

1.5 Imersoes de Sobolev

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados
em [1] e [4].

Teorema 1.5.1 (Teorema de Sobolev) Sejam m > 1e 1 <p < 0.

1 1 1
1.8 -+ 0, entdo W™P(Q) C LI(Q); — = — — mn
p n q p n
1 m ~
2. Se P 0, entdao W™P(Q) C L1(Q); ¢ € [p, 00).

1
3. Se P % < 0, entao W™P(Q2) C L>®(Q),

sendo as imersoes acima continuas.
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Teorema 1.5.2 (Teorema Rellich) Seja 2 um subconjunto aberto e limitado de R"

com fronteira suave. Entdo, a imersao H'(2) — L?(2) é compacta.

Observacao 1.5.1 Como consequéncia do Teorema de Rellich, tem-se que a imersao do
espago H3(€) no espago L?(f2) é compacta; e como corolario do mesmo, tem-se que a

imersao de H?(Q) no espaco H'(Q) ¢ compacta.
1.6. Espagos LP(0,7T; X) e Distribuigoes Vetoriais

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstracoes, podem ser encontrados

m [11] e [12].

Sejam X um espaco de Banach real munido da norma ||.|| -, 7" um ntimero real positivo
e 1 < p < co. Representa-se por LP(0,T; X) o espago de Banach de fun¢oes w : (0,7)—

X, tais que u é mensurével e |[u(t)||y € LP(0,T), munido da norma

l/p

T P—— / ()% de

Quando p = 2 e X = H é um espago de Hilbert, o espago LP(0,7; H) é um espago de

Hilbert cujo produto interno ¢ dado por

T
(u, v) Lp(0,T5H) — / s))uds.
0

Por L>(0, T'; X) representaremos o espago de Banach das (classes de ) fungoes u :(0,7) —

X mensuraveis e essencialmente limitadas, isto é,
supess o<t ||u(t)] y < 0.
A norma em L*°(0,T; X) é definida por

ll Lo (0,7, ) =sUPESS 0<tar [[u(t)] x < 00

18



Se X ¢é reflexivo e separavel e 1 < p < oo, entdo LP(0,7;X) é um espaco reflexivo e

separavel, cujo dual topoldgico se identifica como o espago de Banach L9(0,7; X*) onde
1 1

p e q sao tais que — + — = 1. No caso p = 1, o dual topologico do espago L>°(0,T; X) se
p q

identifica com o espago L'(0,T; X*).

Defini¢ao 1.6.1 Una funcdo u : (0,7)— X é dita integravel & Bochner em (0,7") se for

mensuravel e a funcdo real t — [[u(t)|| for integravel & Lebesgue em (0,7).

T
A integral de Bochner da fun¢do w em (0,7) é o vetor de X denotado por /u(t)dt.

0
Lema 1.6.1 Sejam X, Y espacos de Banach e A : X— Y uma aplicacao linear e

continua. Tem-se que, se f € L'(I; X), onde I é um intervalo da reta, entdo

A pwas) = [ afesyas

Seja v € LP(0,T; X), onde X é Hilbert separavel e p€®(0,7). A integral em X

/ v(s)p(s)ds
0
existe, sendo um vetor de X (esta integral é entendida como uma integral de Bochner em

X ). Assim, dado v € L?(0,7T; X), a aplicacao

T, :®(0,T) — X
T

o () = [v(s)els)ds
0
estd bem definida, é linear e continua.

Denota-se por ©'(0,7; X) o espaco das distribuigbes vetoriais sobre (0,7") com valores

em X, isto é, o espago das aplicagoes lineares e continuas de ©(0,7") em X . Deste modo,
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T, € ©(0,T; X) e demonstra-se que T, é univocamente definida por v. Logo, identificando

a funcao v com a distribuicao T, pode-se afirmar que

LP(0,T; X) C ©'(0,T; X).
Conclui-se, deste fato que toda v € LP(0,T; X) possui derivadas de todas as ordens no

sentido das distribuiges vetoriais sobre (0,7).

Definicao 1.6.2 Seja T € ©'(0,7; X). A derivada de ordem n de 7' é definida como

sendo a distribuicao vetorial sobre (0,7") com valores em X e dada por

arr d"p
—_— =(=)"(T,— ).
<dtn’¢> (=1) < ’dt”>
Por C([0,T]; X), 0 < T < oo, representa-se o espaco de Banach das fung¢oes continuas
w: [0,7] — X, munido da norma da convergéncia uniforme
HUHC’([QT};X) = mazepo,r] [|u(t)]|x -

Lema 1.6.2 Sejam V' e H espacos de Hilbert, tais que V < H com imersao continua.
Seue LP(0,T;V)ew € LP(0,T;H) onde 1 <p<ooeT >0, entdo uec C([0,T]; H).

Teorema 1.6.1 (Aubin-Lions) Sejam By, By e B trés espacos de Banach, tais que By
e By sao reflexivos, By < B é uma imersao compacta e By — B < B; com imersoes
continuas. Seja W(0,7) = {u € L"(0,T; By);u' € LP(0,T;B;)}, onde 0 < T < o0 e

1 < po, p1 < 0o com a norma definida por

Jully = HUHLpo(o,T;BO) + HUHLl’l(O,T;Bl) :

Entdo, W é um espaco de Banach e a imersdao W — LP°(0,T; B) é continua e compacta.

Observagao 1.6.1 Sejam [ = (0,7) e f € LP(I, X). Temos os seguintes resultados.
e Se p < 00, entdo C§°(I, X)é denso em LP(I, X).

e f: 1 — X é uma fun¢do mensuravel que pertence a LP(I, X) se, e somente se,

existe g € LP(I), tal que ||f]] < g em quase todo ponto de .
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1.7 Desigualdades Importantes

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados

em [1] e [4].

Lema 1.7.1 (Desigualdade de Poincaré-Friedrichs) Seja 2 C R"™ um aberto limi-

tado. Se u € H}(Q), entdo existe uma constante C' > 0, tal que

2 2
[ull720) < ClIVullz2q) -

Lema 1.7.2 (Desigualdade de Young) Sejam a, b constantes positivas e p > 1 e seja

1 1
q, tal que — + — = 1. Entao,
P q

al b
ab < — + —.
p q

Lema 1.7.3 (Desigualdade de Holder) Sejam f € LP(Q) e g e LI(2),com1 <p < oo

1 1
e — + — = 1. Entao, fg € L'(Q) e
p q

19l = Jolfolde < 1 fllL lgllze

Lema 1.7.4 (Desigualdade de Gronwall) Sejam ¢ € L>°(0,T), 3 € L*(0,T), B(t) > 0,

©(t) > 0e K > 0 constante. Se

o(t) < K+ /5(3)g0(s)ds, vt € (0,7),
entao "

o(t) < Kexp(/ﬁ(s)ds) , Vvt e (0,7).

Lema 1.7.5 (Desigualdade do tipo Gagliardo-Nirenberg) Seja v € H}(2). Entao,

existe ¢ > 0, tal que
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1 1
el o0y < € llull gy Nl 2 -

1.8 Semigrupos de Operadores Lineares

Os resultados que enunciaremos, assim como suas demonstragoes, podem ser encontrados

em [8] e [21].

Definigao 1.8.1 Sejam X um espago de Banach e L(X) a algebra dos operadores lin-
eares e limitados de X. Diz-se que uma aplicacdo S : R" — L(X) é um semigrupo de

operadores lineares limitados de X se

1. S(0) = I, onde I é o operador identidade de L(X),
2. S(t+s)=S5(t)S(s), Vt,s € RT.

Diz-se que o semigrupo S é de classe Cj se
3. limy_o+ |[(S(t) — Iz|| = 0, Vo € X.

Proposig¢ao 1.8.1 Todo semigrupo de classe C ¢ fortemente continuo em R™, isto ¢, se
t € RT, entao
lims_:S(s)x = S(t)z, Ve €X.

Defini¢ao 1.8.2 O operador A:D(A) — X definido por

—1I
———— existe}

S(h
D(A) = {33 eX | limy, o+ ( L

Mm, Vo € D(A)

Ar = limh_>0+ h

é dito gerador infinitesimal do semigrupo S.

Proposicao 1.8.2 O gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cjy é um operador

linear e fechado e seu dominio ¢ um espaco vetorial denso em X.
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Teorema 1.8.1 Sejam S(¢) um Semigrupo de classe Cy em um espaco de Banach X e A
seu gerador infinitesimal. Entao, a aplicacdo u := S(t)xy é a tnica solucdo do problema

de Cauchy abstrato

du
24
a ~ "
u(0) = xg
com regularidade u € C([0,00); X), se xg € X

u € C([0,00); D(A))NC([0,00); X), se zo € D(A).

Definicao 1.8.3 Seja S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Colo-

cando A% = I, A' = A e supondo que A*~! esteja definido, vamos definir A* por

D(A¥) = {& € D(AF1) : AF1z € D(A)}
AFp = A(AF1z), Vo € D(AF).

Proposicao 1.8.3 Seja S um semigrupo de classe C e A seu gerador infinitesimal. Entao,
1. D(A*) é um subespaco de X e A* é um operador linear de X;

2. Se x € D(A¥), entdao S(t)r € D(A¥) t>0e

k
%S(t)x = A*S(t)x = S(t)AFz, Vk € N;

3. ]:riD(Ak) é denso em X.
Lema 1.8.1 Seja A um operador linear fechado de X. Pondo, para cada x € D(A¥)
k .
2], = 2 [[ A=,
j=0
o funcional |.|, ¢ uma norma em D(A*) munido da qual D(A*) é um espago de Banach.

Definicao 1.8.4 A norma acima é dita norma do grafico. O espago de Banach que se

obtém munindo D(A*) da norma acima serd representado por [D(A)].
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1.8.1 Teorema de Lumer-Phillips

Definigao 1.8.5 Seja A operador linear de X. O conjunto dos valores de A € C para os
quais o operador linear \I — A é inversivel e seu inverso é limitado e tem dominio denso

em X ¢é dito conjunto resolvente de A e é representado por p(A).

Seja X um espaco de Banach, X* o dual de X e (.,.) a dualidade entre X e X*. Para

cada x € X, definimos

J(z) = {z* € X | (&, 27) = [l«]* = |]=*|"}.
Pelo Teorema de Hanh-Banach, J(z)# @, Vo € X.

Defini¢ao 1.8.6 Uma aplicacdo dualidade é uma aplicagao j : X — X*, tal que j(z) €
J(z), Vo € X.

Observe que 17 (@)l = ll=|| -

Definicao 1.8.7 Diz-se que o operador linear A : X — X é dissipativo se, para alguma

aplicacao dualidade j,

Re (Ax, j(x)) <0, Vx € D(A).

Teorema 1.8.2 (Lumer-Phillips) Se A é um gerador infinitesimal de um semigrupo

de contragoes de classe Cy, entao

1. A é dissipativo;
2. RAM[—A)=X,A>0.

Reciprocamente, se

1. D(A) é denso em X ;

2. A é dissipativo;
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3. R(Al — A) = X, para algum Ay > 0,

entao A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de contragoes de classe Cy.

Corolario 1.8.1 Seja A um operador linear fechado, densamente definido e tal que D(A)
a imagem de A estejam definidos num espaco de Banach X. Se A e seu operador dual A*

sao ambos dissipativos, entao A gera um semigrupo de contracoes de classe Cj.

1.8.2 Teoria da Perturbacao

Para simplificar a linguagem, vamos escrever A € G(M,w) para exprimir que A é o
gerador infinitesimal de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy, S(t),

que satisfaz a condigao ||S(t)]| < Me“* |, Vt > 0.

Teorema 1.8.3 Sejam A € G(1,0) e B um operador dissipativo relativamente a alguma
aplicagao dualidade. Se D(B) D D(A) e existem constantes a e b, 0 <a <1leb >0,

tais que
[Bz| < al[Az]| + blz]|, V2 € D(A),

entdo A+ B € G(1,0).

Teorema 1.8.4 Se A € G(1,0) e B € L(X), entao

A+ B e G, |B|).

25



CAPITULO 2

O Sistema Linear

2.1. Existéncia e Unicidade

Nesta secao estamos interessados em provar a existéncia e unicidade do seguinte

problema

Ut + Uggy + UppetA(T)u =0 | em €2 x R

Uy 4 Vg + Vg + QUgaz+A(z)v = 0, em ) x R
u(0,t) = u(L,t) =0, vVt >0

v(0,t) =v(L,t) =0, vVt >0

uz (L, t) = v (L, t) =0, vVt >0

u(z,0) = up(x), v(z,0) = vo(z), vV zel

onde Q={reR|0<x<L}e

A€ L>® (), AMz) >N >0qs. emw

sendo w um subconjunto aberto nao vazio de 2.

2.1.1 Caso \=0

Nesse caso, (2.1) se reduz ao modelo

Uy + Ugpy + QUzzpe = 0, em € x RT

VUt + Uy + VUpgr + QUgry = 0, em Q x R
u(0,t) = u(L,t) =0, vVt >0

v(0,t) =v(L,t) =0, vVt >0
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uz(L,t) = v, (L,t) =0, vVt >0
u(z,0) = ug(x) ,w(x,0) =vo(z) , vV oz el
A existéncia e unicidade serao obtidas utilizando a Teoria de Semigrupos. Observe

que multiplicando a primera equacao por u, a segunda por v e logo integrando de 0 a L

podemos, formalmente, verificar que
L L
/(utu + Uz + AUpppu)dx +/(vtv + V¥ + VgV + Qg v)dz = 0.
0 0

Integrando por partes e utilizando as condigoes de contorno, obtém-se

L

L L
2 2 2
/umxudxumu |& —/umuxdx/(%)mdx - |€:%(O,t)
2 2 2
0 0 0

L
/ vmmvdscf
0

L

L L
/vmrudxvmu & —/vmuxd:z: = —/Umuxdx
0 0

0

L L
/ummvdx — /umv:,;da:.
0 0

Somando as identidades acima, deduzimos que

(0,%)

MlRw

L L
1

/ v dx +3 (u2(0,t) +v2(0,t)) — a/(vmuz + Uy )dx = 0.

0 0

SN

Como

St~

L
(Vg + Uy Vs )d. / Vg ) dr = —0,(0, t)ug (0, 1),
0

obtemos a seguinte desigualdade

di/(“ aal )mg%”( 2(0,) + 12(0,1))< 0,

t
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pois 0 < a < 1. Logo,

/L (ug(x) + vi(z))dz.

N | —

/(uQ(x,t) +v%(z,t))dr <

N —

Portanto, consideramos o espaco

H = L2(Q) x L*(Q)

e denotamos por A e B as seguintes matrizes

0 1 a 1

Com a notacao acima, introduzimos o operador M

Mz=—-Bz" — A

D(M)={z=(21,22) € H*(Q) x H*(Q): 2(0) = 2(L) = z,(L) = 0}

Assim, (2.3) pode ser reescrito como uma equagdo em H

dz
M
at
u
2(0) = - 2p.
Vo

Proposicao 2.1.1 Nas condicoes anteriores, temos que M gera um semigrupo de con-

tracoes de classe Cy em H.

Demonstracao.

Inicialmente, mostraremos que D(M) é denso em H, em seguida que M e M* sdo

dissipativos e finalmente que M é fechado.

(i) D(M) é denso em H

) = L*(Q), entao D(Q) x D(Q) = H e como D(Q) x D(Q) C D(M) temos
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(ii) M e M* sao dissipativos

Seja z € D(M). Entao,

n "
-2 —az 2
1 2 1
(Mz, z) : >
" n
—zhb — 2 —az 29
2 T % 1 i
L L
/zl 2"+ azl)dr — /zz(zé + 20 + az]")dx
0 0
L L
2
" /// <2
= (127" + an2y" + 22) + az2’) E
0 0
L
= /(zlzi” + az1 2y + 202 + aze2y)dx.
0

Temos as seguintes identidades:
L L L

/zlz;"dg; - —/z;zgdm — _/ <(Zé)2)mdl‘ _ ((2)2) i (zi(zf)))2

0 0 0

L
/zlzé”dx =224 & —/zledas = /zlzzdx
0 0 0
L L L
/zgzi”dx = 22 |& —/zzzldx = /zzzldx
0 0 0
Somando as identidades acima membro a membro, obtém-se




pois 0 < a < 1. Logo M, é dissipativo.

Agora, seja z € D(M) e w = (w1, ws) € H um elemento a ser determinado. Temos

que

—zi” azy wy
(Mz,w)y, = ;

" "

L
(21" + a2 )widx — /(zg + 2 4+ az" ) wqdz.
0
(L) = w}(0) = 0, obtém-se

H

H
o\h

Se assumirmos que wq(0) = w

[y

L L

L
/ Vwydr= —/zi’w’ldx =— | 2w} |§ —/ziw’l’dac
0

0 0
L

L
_ nmn _ "
—zwf |& —/lel dr = —/zlwl dr,
0

0

pois z € D(M). Analogamente,

L L
/ Ywide = /zzw’l”dx.
0 0

Agora, se assumirmos que wy(0) = wo(L) = wy(0) = 0, deduzimos que

L L L L
/ Vwedz = /zlwé”dx e / Y wodr = /22w'2”da:,
0 0 0

L
/zéwgdx = zws |§ —/zngdm = /zgw’Qda:.
0 0

Combinando as identidades acima, obtemos
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L
o " "
(Mz,w) oy = /zlw1 dx + a | zw'dx
0

ho\h

L L
+/zgw§dx + [ 2wy dx + a/zlwg’da:
0 0

[e=]

L L
— [atut + awpyis+ [t + w+ )i
0

0
< 2 wy’ + awy’ >
- b
29 awy 4+ wh + wy’
H
wi// + awé//
= Z’
awy + wh + wl

Assim, o adjunto de M é definido por

M*(w) = Aw' + Bw"

D(M*) = {w = (w, wy) € H(Q) x H¥(S) | w(0) = w(L) = w'(0) = 0}.
Mostremos que M* é dissipativo.

Seja w € D(M*). Entao,

wy + awl wy
M* =
(M*w, w) 5

< awy" + wh + wy’ Wo
L
/w1 (W} + awy')dx +
0

Temos as seguintes identidades

ws(awy” + wh + wy')dx.

St~

L L
/wlw’l”dm = ww] |& —/w’lw’l’dx
0 0
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L L L
/wlwé”dx = wywy |& —/w’lwgdx = —/wiwé’dw
0 0 0
L L L
/wgw’l’/dx = wyw] |& —/wéw’{das = —/wéw’{daz.
0 0 0
Logo,
L
(0w, w) = =5 (WD) + @hD)) — a [ (wfut + whu)do

pois 0 < a < 1. Assim M* é dissipativo.

(iii) M é fechado

Basta mostrar que M** = M. Para isso, calculemos M**.

Seja w € D(M*) e z a ser determinado. Se asumirmos que z(0) = z(L) = 2/(L) =0

temos que
w" + awy 2
(M*w, z) = )
" !/ "
awy + Wy + Wy 22
H
L L
_ n n n / "
= /(wl 21 + awl' zy)dx + /(aw1 29 + whzo + wh z9)dz.
0 0
Como
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”’zlda: = wlzi”dx

L
/ oz de = /wgz{”
0 0

L

O\

”’zgd:c = wy 25 dx

o\

0
L
/wQngx = /wgzzdx
0 0
L
/ o zodx = —/wgzé”dx,
0

0
obtemos

wy 2 dx

L L
* _ "
(M*w, z) g = —/w121 dm—a/
0 0
L L
/ "
— /wg,Zde — /w222 dx
0

0
L

0
L
= —/wl(z{” + azl)dr — /wg(azf’ + 2 + 20 )dx
0 0

wy 2"+ azl >
)
n ! "
Wy azy + 29 + 29 .

n n
z1 +azg >
az{’ + 2 + 24
im ( ni r
Assim, M** é definido po
M*z = —Az — B2"

D(M™) = {z € H}Q) x H3(Q)| 2(0) = 2(L) = (L) = 0}.

Portanto, M*™ = M.
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Logo pelo Corolario 1.8.1 concluimos que M gera um semigrupo de contragoes de classe

Co.

Corolario 2.1.1 Para cada zg € H, o problema (2.3) possui uma tnica solu¢ao

2z € C([0,00),H). Se zp € D(M), entao z € C ([0,00), D(M)) N C* ([0, 00), H).
Demonstracao.

O modelo (2.3) pode ser reescrito como

dz
M
at =
u
2(0) = - 2p.
Vo

Logo, pela Proposicao 2.1.1 temos que M gera um Semigrupo de Contracoes S de classe
Cy e pelo Teorema 1.8.1 temos que z(t) = S(t)z ¢ a unica solucdo de (2.3). Além disso,
pelo Teorema 1.8.1, temos que se 2z € D(M) entao z €C ([0, 00), D(M))NC* ([0, 00), H).
Se zp € H, entdo z € C([0,00); H).

2.1.2 Caso A >0

Observemos que o modelo (2.1) pode ser reescrito como

d
d—j =Mz+ Pz
u
2(0) = "= 20
Vo
onde P é dado por
P:-H— H

z— —A(2)z.
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Assim, para mostrar que M + P gera um semigrupo de clase Cj e, consequentemente,

que (2.1) possui solucao, basta mostrar que P € L(H). De fato, como

L

| P = / N@)el? do<l X ey [ (22 e = A ol G150)
0

entao
| Pz la<|| AMze@ll 2 [|a-
Logo, pelo Teorema 1.8.4, M + P ¢é o gerador infinitesimal de um semigrupo S de

operadores lineares limitados de classe Cj.

Teorema 2.1.1 Se z, € D(M), o problema (2.1) possui uma tnica soluc¢do z € C([0,00); D(M))

NC'([0,00); H). Se zy € H, o problema (2.1) possui uma tnica solu¢do fraca z €
C([0,00), H). Além disso,

2 € C([0,T): H) N L2(0,T; HE(Q) x HE(Q)) NH-1(0,T; H-2(0, L) x H2(0, L)).

Demonstracao.

Assim como no Corolario 2.1.1, o resultado de existéncia segue da Teoria de

Semigrupos. Mostraremos o ganho de regularidade da solucao quando zy € H.

Como D(M) = H existe uma sequéncia {zo,, }, . C D(M), tal que zy, — zp em

neN
H, quando n — oo. Para cada n , seja z, = (uyn, v,) € C([0,T]; D(M)) a tGnica solucao de
(2.1) dada pelo Teorema 1.8.1. Para simplificar as notagdes denotamos u, = u e v, = v,

Ug,n = U € Vo,n = Vo.

Seja ¢ € C*([0,L] x [0,T]). Multiplicando a primeira equac¢ao de (2.1) por qu, a

segunda por qu, integrando em (0, L) x (0,7) e logo somando as identidades, temos

T L

//qu Up F Ugzy + AUgpp + A(z)u)dx + //qv(vt + Uy + Vg + Qg + Nx)v)d2 = 0.

00
Observemos que

T L T L ) L
//quutdxdt://q (%) dtdx:/
00 00 ! 0
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L
/% (2, T) —u?(x,0)) dm—/ ﬂdtd
0
T L T L
//quuzmdxdt :/ QUL |& —/(qxu—kqux) Upedr | dt
0 0 0 0
T L T L
= —//qxuumdxdt — //quxumdxdt
0 0 00
T L T L
_ L q
= —/ qeuly | —/(quu+q$ux ) ugdx | dt — //5 . dxdt
0 0 00
T L
://(qmu—}-qxux)uxdxdt—/g u? 6dt+//qx —Ldxdt
T Lo
/ / Qo (42) dwdt+ / / quudadt+ / a0 2 / / %dmdt
00
2 L 2
TxTT 3 O,t = O,t
- —//udde—//qxugdxdwfwdt.
2 2 2
00 00 0
T L T L
//quvxmdxdt = / qQUUL, |& —/(qxu + QU ) Vg dr | dt
00 0
/ / eV dr — / / QU Vg dxdt
T T L
/ qeuv, |& —/ Quzt + Qulz)Updx)dt — //quxvmdxdt
0 00
T L T L
—//qmuvzdxdt—i—//qxuzvxdxdt—//qumvmdxdt.
00 00 00
T L T L
//qu)\(x)udxdt = //q)\(x)uzdxdt.
0 0 00
Analogamente,
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L
quudzdt :/g (2, T) — v*(x,0)) dm—/ ﬂdtd

2
(UZ)zdxdt:/(ﬂ L —/‘-’“’ dz)dt
2 2
0 0
T L 9
— / / q”;” dadt.
00
T L T L
/ / qUUggpdxdt = / / q”; dxdt +
0 0

0 0

)
o1
<
3]
Q.
S
S
I
o\q
o\h
N

[\ RN

/T/Lq 2dxdt+/qw H00.0)

T L T L

0
T L
//qvummdxdt: //q$$vu$dxdt+//q vzumdxdt—//qvgcumdxdt
0 00 00 00
//qv)\ Yodzdt = //q)\(x)Udedt.

Escolhendo ¢ = 1, obtemos

a/T/(uzvx) dxdt+i/LA (u? + v?)dzdt = 0,
ou seja, v
%/L( (2, T) + v3(z %/ dx_%/T(ug(o,t)w(Ot))d

T L
+a/u$ (0, t)v,(0,¢)dt — /)\(CC)(’LLQ +v?)dx
0

/T v2(0,4)) dt .

L

/ dx—f—
0

l\DI»—t

Como 0 < a < 1,

N —

/ (z,T) +v*(x,T)) dzx < %/(u%(m) + v (z))dx
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Retornando & nossa notacgao inicial, temos

L

L
1 1
5/ (w2 (2, T) + v2(x,T)) dx < 5/(u%n(x) —i—van(x))dx, VT >0.(24)
0 0
Como z, = S(t)z0, — 2 = S(t)z0 € 20, — 20 em H, quando n — oo, [21] obtém-se

a seguinte desigualdade

L Lk
/(uQ(m,t) +v ))dz < 5/ z) + v3(z))dz.
0 0

N =

Entao,

I (s 0) lleqorym <II (uo, vo) [l

Agora, escolhendo ¢(x,t) = x resulta que

T L L L
1 1
g// ui4v?)dxdt = 2/1; (u?(z,T) +vz(x,T))dx—i-§/x (u?(z,0) + v*(z,0)) dx
00 0
T L T L
a//u vydxdt + a//x(uxvm + VU )dzdt
00 00
— T L
+§//112d3:dt — //LE)\(QE)(U2 + v?)dxdt,
0 00

ou seja,
L

//u 02 ddt ;/x(uQ(a;,T)—|—U2(x,T))dx+%/:c(u2(a:,O)—l—vZ(x,O))dx
_go/
/

T L
2
U vmdxdt+§a//x Uy Uy ) pddit
0

~ O\h

0
T L
dedt—g//x/\ u +v Ydxdt

= /
3
X L T L X T L
gg/x(uo( )+ vi(z d:c—ira// u? + v? dxdt—l—g//vzdxdt.
0 00 00
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Portanto,

T L L T L
1 1
l—a//u +v2 d:l:dt<3/ (ud(z) + vi(z ))dw+3//v2d:vdt,
00 0 00
de onde segue que
T L L T L
//u + v2)dzdt < /x ))dm—l— //u + v?)dxdt.
3(1—a) 3(1—a)
00 0 00
Retornando a notacao original e usando a desigualdade (2.4), obtemos
L
I (s vn) 72 (0T HE (Q)x HE (@) S 31— a) / ) + 05, (2)) da
T 2
3(1 —a) [ (wo,ns Vo) ||
(L+T) 9
< o 1(@om, o)l - 2.5
< 3= o vl (25)
Logo,
2 (L+T) 2
ety ) 10,7113 ) ) = 31—a) [ (o, vo) [I7 - (2.6)

De fato, a desigualdade (2.5) nos diz que {z,}, .y ¢ uma sequéncia de Cauchy. Portanto,
existe uma fungao z €L?(0,T; H} () x H}(2)), tal que z, — 2. Além disso, segue das
estimativas anteriores que z € C([0,7], H) e que z é uma solugdo fraca de (2.1). Logo,

por [21] e pela unicidade da solugdo z = (u,v) = S(.)(uo, vo)-

Afirmo que z = (u,v) € H'(0,T; H2(0, L) x H2(0, L)). De fato segue novamente de

[21] e das considera¢oes acima que

Up = —Uggy — Wzge — Ax)u, em D'((0, L) x (0,7))
Vp = —Vp — Ugaz — Qe — Nx)v, em D'((0, L) x (0,7)).

Como (u,v) € L*(0,T; H}(Q) x H}(Q)), o resultado segue.
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2.2 Decaimento Exponencial

2.2.1 Caso A\ =0

Teorema 2.2.1 Seja z a solugao do problema (2.3) obtida no Corolario 2.1.1. Entao,

existem constantes C' > 0 e pu > 0, tais que

E(t) < CE(0)e™, Vit >0.

Demonstracgao.

Seja M o operador definido na segio (2.1). Como D(M) = H, existe {2z} < D(M),

neN—=
tal que 2y, — 29 em H, quando n — oo.
Para cada n € N, seja z,= (u,,v,) a solugao do problema obtida no Corolario 2.1.1.

Procedendo como na demonstracao do Teorema 2.1.1, deduzimos que
T

I 00 7) I ) 2 o = 1) [ (200,8) + 02(0,8)) e
0
Por outro lado, segue de [19] que, para um conjunto denso de valores de L, existe uma

constante ¢ > 0 satisfazendo
| (o, v0) [|[a< e || (e, v2)(0,.) [|a -

Esse conjunto nao pode ser caracterizado como em [18] por causa da complexidade do
sistema.

Seja ¢ = % Combinando as desigualdades acima, deduzimos que
—a

L+ | (w,0) (. T) 1B< T | (uior o) 1% + a—1/ 22(0,1)) dt
+ 1| (g, v0) ||H—i—ca—1/ (0,4) + v2(0,4)) dt

T
<21l (uoswo) I3 + a—l/ (0,4) + v2(0, 1)) dt
0
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< || (uo,vo) I,

ou seja,

(c+1)

A propriedade de semigrupo associada ao modelo nos d4 a conclusao do teorema. De

I (u, 0) T 13 < v || (uo, o) [f7 5 0 <y <1 onde y =

fato, como

I (u, ) (- BT) (3<% 1] (w0, v0) I, VE > 0,

I (s v) () 5 <1 (s, 0) (KT [, para KT <t < (k+1)T,

concluimos que

I 0) (o ) <1 (s 0) (5 RT) (7S 9% I (w0, v0) (17

{ln’y]
t_ 1 T !
1| (o, vo) [|7< 5 | (uo,v0) [|7 e :

IA

isto &,
E(t) < CE(0)e
1 [
ondeC:;eu:—{%}t.
2.2.2. Caso A >0

Teorema 2.2.2 Sejam A\ = \(z) satisfazendo (2.2) e z = (u,v) a solu¢do do problema

(2.1) obtida no Teorema 2.1.1. Entao, existem constantes C' > 0 e u > 0, tais que
E(t) < CE(0)e # |Vt > 0.

Demonstracao.
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Antes de provar o resultado, mostraremos que para a classe de solucoes consideradas
T T

0s termos /ui((), t)dt e /vi(O, t)dt estao bem definidos.
0 0
Procedendo como no Teorema 2.1.1, obtemos uma sequéncia de solucoes

{zn}nen = {(Un,vn) }en € C([0,00); D(M)), tal que 2,(x,0) = (uon(x),v0,(2)) = 2o

€ D(M) e 2z, — 20 = (u0,v9) em H , quando n — co. Além disso,

Te ™ ) 4L [a(0.0)2 + 0, (0,17

dt 9 n,x\Ys n,z\Ys
L

+aty, 5 (0,)v, (0, 1) + /)\(a:) (u2 +v%)dx =0, (2.7)
0

onde
Un 1 2 2
Pl 0= 5 10t By + om0 oo |

Integrando (2.7) de 0 a T e usando que 0 < a < 1, obtém-se

T
Up,
E / Un(0,1)* + vy,.(0,1)?] dt
Up 0
T L
+//)\ (U2 + 02 dmdth(Z”)(O). (2.8)
00 "
Claramente,
Un U, u U
E (I—-FE (0) — FE (T —-F (0), quando n — oo,
Un Un v v

pois S(t)ug, — S(t)ug, onde S(t) é o semigrupo generado por M.

Afirmamos que podemos extrair uma subsequéncia de {(uy . (0,1),v,.(0,%))} tal

neN’

que

Up(0,1) = u,(0,t) em H-1(0,T) (2.9)
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Un(0,t) = v,(0,8) em H-1(0,7), (2.10)

onde — denota convergéncia fraca. De fato, procedendo novamente como no Teorema

2.1.1, temos que

T

L+T
J 11 By + 1 ] < 57 [ gy + 0 ]
0

U, Uo,n
Un UO,n
Agora, reescrevemos o sistema (2.1) como
DU, = -U— QUM — \(x)U™, (2.12)

TTrx

n [ Un 11 a 100
r=(i)e=ai] e e 0 h]

Por outro lado, como consequéncia de (2.11), temos que

ou seja,

2 2

L+T

< — (2.11)
L2(0,T;HE () x HE () 3(1—a)

H

onde

{Ur}, e € limitada em L*(0,7T; H) (2.13)
{U"},,cx € limitada em H~(0,7; H). (2.14)

Logo, de (2.11), (2.12), (2.13) e (2.14), deduzimos que{DU} .} .y ¢ limitada em
H7Y(0,T; H), ou seja, {U"}, .y € limitada em H~'(0,T; H*(Q) x H*(Q?)). Em partic-

ular,
{U20,)},cy € limitada em H(0,T) x H(0,T),
ja que parat € (0,T) temos que uy, ,(.,t), v (., 1) € H*(Q) < C([0, L]). Assim, podemos
obter uma subsequéncia, ainda denotada pelo mesmo indice n, tal que
Ur(0,t) — U,(0,t) em H'(0,T) x H*(0,T), quando n — oo,
o que prova (2.9) e (2.10). Com esta subsequéncia, retornamos a (2.8) e deduzimos que
{tnz(0,8)}, o € {Unz(0,1)}, o sdo limitadas em L*(0,T)
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pois

20.) By + 1 00.) B s [ (0a(a) + 180 (@) o

A desigualdade acima garante que, novamente, podemos extrair uma subsequéncia que
serd convergente, no sentido fraco, em L?(0,T). Esse fato juntamente com a discussao

anterior, mostra que

Up(0,.)— u.(0,¢) em L?(0,T), quando n — 0o (2.15)

Un.x(0,.)— v,(0,t) em L*(0,T), quando n — oo. (2.16)

Isto prova que u,(0,t) e v,(0,¢) existem e pertencem a L*(0,7). Além disso, de (2.11)

e (2.8) (veja também a demonstracao do Teorema 2.1.1) temos
T

L+T
/ [H Uy H%Q(Q) + || v H%z(g)] dt < 3(0—a) [H Ug H%Q(Q) + [l vo ”%2(9)]
0

e
T
J 0 By + 1000 W) = T (1 By + 1 20 -
0
Logo,
T
J 1 By + 10 gy de < OT) [l Iy + 1l 0 ) (217)
0
L+T
deC(T) =T+ ——.
onde O(T) =T+ 30—

Agora, provaremos o decaimento exponencial da solucao. Novamente, faremos os cal-

culos para solucgoes regulares e concluiremos o resultado por um argumento de densidade.

Mostraremos inicialmente que existe uma constante C1(7") > 0, satisfazendo
T

T L
o [y + 1l 0 [y < OO [ [ (02 4+ o2)dode+ 20,0108
0 0

0
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T T L
+/ (0,1) dt+//)\ (u? + v?)dzdt]. (2.18)
00

0
Multiplicamos a primeira equagao de (2.1) por (T — t)u, a segunda por (T — t)v e

integramos sobre (0, L) x (0,7"). Somando as duas identidades, obtemos

T L p T L ) T L
// —td_(u +v )dmdt—i—//(T—t) (%) dxdt+//(T—t)uumdxdt
00 00 * 0 0
T L T T L
—i—// —tvvmxdwdt—i-a//(T—t)uvxmdxdth// — ) VU dadt
00 0 0
T L
+//A T —t)(u® + v?)dzdt = 0.
00
Como
T L 1 TL ) LT
u® + v
Tt =~ 2 -
//( t>dt< 5 )da:dt 2/(u0(;1:) ~|—2//u + v?)dtdx
0 0 0 0

—
~
|
~
SN—
I
I~
8
8
8
o}
S
jo )
~
Il
~
|
o~
=
[~
8
8
i
O\h
I
8
IS
8
8
QL
8,
jo )

0 0

(T — t)u2(0,t)dt

0
T L T
// — 1) VVggpdadt = /( — 1) [vvg, |& —/vxvmd:p]dt
0 0 0 0
L
fr-af

) dxdx]d
45

Mlzﬁw
l\DIH

/ (T — £)02(0, £)dt



T L L

T
//T Duvgpdrdt = /T ) [uvgy |0L—/u Ldx]dt
00 0
//T 1)Uy dadt
L

T L T
// (T — 1) vuyy dazdt:/ (T — t)[vug, |§ /v Uz dx]dt
00 0

0

:_// (T = )o,upndadt,
00

segue que

L
0

//Tu +v?)dtdr+ = / £)(uz(0,t)+v2(0,t))dt

a/T(T t)/L( Vo )oddt

+/T/L>\( T —t)(u? + v*)dadt

l\IJI}—l

T T

0
| 1
= 5/ (u +v2)dtdx+§/(T—t)(u§(0,t)+v§(0,t))dt
0
(T —t) [u(0, t)v,(0, )]

L
/)\ WT — tu+ dmdt
0

Consequentemente,

L

/ —i—vo

0

%l*—‘

T

T

L

0/

2TL

T//)\ Ttu+vdxdt
0 0
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L T

< Ol(T)[//(u2 + v?)dtdx + /T(ug(o, t) +v2(0,t))dt

0 0
T L

+//)\(:1:)(u2 + v?)dzdt],

0 0

onde Cy(T') = max {%, 2}.

Voltando a notacao original, temos
L L

T T
[t + it e < [ [od e [0, 0.0 02,000
0 0

0 0

// (U2 + v2)dadt].

Logo, procedendo como na demostragao do Teorema 2.1.1, segue que

L LT T
/ x))dr < C(T //u + v? dtdx—i—/ (0,t) +v2(0,t))dt
0 00 0

T L
+//)\ (u? 4 v?)dzdt]. (2.19)
00

Para obter o decaimento exponencial, devemos mostrar que, para um 7' > 0 fixo, existe
uma constante possitiva C, tal que a desigualdade

T L

ol Z2(y + l1vollZ2(q) < Cs /(uf?c(O,t)+v§(0,t))dt+//A (u? +v?)dzdt | (2.20)
0 0

se verifica.

Segue entdo da desigualdade (2.19) que para obter (2.20) é suficiente mostrar a de-

sigualdade
LT T T L
//(u2+02)dtdx< / (0,) + v2(0,¢)) dt+//)\ (u? + v?)dxdt | (2.21)
00 0 00

para algum C' > 0 constante independente de u e v. Faremos isto por contradicao.
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Suponhamos que (2.21) nao seja valida. Entao, existe uma sequéncia de solugoes

{(un, vn)}, ey de (2.1), onde (un,v,) € L*(0,T; Hy(Q) x Hy(R)), tal que

T T L
| (tns ) (1220 701y > P /(ufw(O?t) + vy ,(0,1))dt + //)\(x)(ui + v2)dzdt | .
0 00

Segue dai que

| un 117 + v |7
Lt o - L2(0,T;L2(2)) L2 (0,T;L2(2)) ~ (2.22)

/(ufw(o,t) +v2 ,(0,1))dt + // J(u2 + v2)dzdt

0

Tomemos o; = un [720.1:0200)) + | Un 220120200 € Wn = —(Un,vn). Entéo, wy
n

1
resolve o problema (2.1) com condi¢ao inicial —z,(z,0). Além disso,

| wn [|L20,7.m)= 1. (2.23)
Combinando (2.22) e (2.23), também temos que

lzmn%w/|wn10t]dt—|—// |wnxt| dzdt = 0.

Por outro lado, de (2.19) obtém-se

/]wnxO)] de < Cy(T 1—|—/\wnx0t]dt+// ) [wn (z,t)? dzdt |

garantindo assim que existe uma constante C'> 0, tal que
| wn(.,0) |la< C.
Como a sequéncia {wy,}, . satisfaz
I wa (1) <] wal(, 0) 17,

temos

| wal.,t) |a< C. (2.24)
Além disso, de (2.17) deduzimos que
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T
/H wy (., ) H?{Ol(Q)XHé(Q) dt < C(T) || wa(.,0) ”%{S c(1)e, Vn €N,
0

ou seja,

Il wn 720,03 @< 2 2y < C(T)C (2.25)
Por outro lado, para cada n, w, satisfaz a identidade

Wy = —Quyp — Dy, 4pw — F(2)w, em D'(0,T; H () x H2(Q))

onde

Logo as, estimativas (2.23) e (2.25) nos dizem que {wy;}, € limitada em L*(0,T; H~?(£2) x
H™2(9)).

As limitagoes acima, junto com o Lema de Aubin-Lions, nos garantem que existe uma

subsequéncia de {w,}, .y, que denotaremos por {w,} tal que

neN’
w, — w em L*(0,T; H), quando n — 0o
w, — w em L*(0,T; H} () x H}(R)), quando n — oo
Wy — w; em L2(0,T; H2(Q) x H2(Q)), quando n — oo.
Logo, como

| wn || 200,0:m)= 1,

Hwn”L2(0,T;H) - Hw||L2(0,T;H) <|| wn = w [[r20/r,m— 0,

quando n — oo, entao
| w [ z20,7;m= 1. (2.26)

As convergéncias acima também nos garantem que
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0 =limy—octnf /|wnm (0,1))? dt+// ) [wn (z, t)|? dadt

/]wx0t|dt—|-// ) [w(z, )| dedt,
/]w$0t|dt—|-// ) lw(z,t)]> dzdt =0 .

Entdo, A\(z) [w(z,t)]> = 0 em (0,T) x (0,L). Em particular, w = 0 em w x (0,7) e w é

ou seja,

solugdo (fraca) de

wy + Qg + Dwye, = 0 em D'(0,T; H () x H2(Q)).

Pelo Teorema de Unicidade de Holmgren deduzimos que w = 0 em todo o conjunto
(0, L) x (0,T), o que contradiz (2.26). Consequentemente, (2.21) é valido, o que implica

que (2.20) se verifica.

Agora podemos concluir a demonstracao do Teorema 2.2.1. Temos que
L

pE(ﬂ+2/A@Mﬁ+wﬂdx§@w—DmﬁQﬂ+wﬁQﬂ} (2.27)

d
dt

C
Integrando (2.27) de t =0 a t = T e multiplicando a desigualdade por 1+ . 2 com Cy
—a

dada em (2.20), obtém-se

Cs O

(1+ - a) (114, T) oy + 100 T) oy | < (1+ 1_@) 1l o gy + 1l v0 220
T

_2/

0

T
a—l/ (0,) + v2(0, 1)) dt}.
0

/)\(x)(u2 + v?)dxdt
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Usando (2.20), o lado direito da desigualdade acima pode ser estimado como

C.
(14727 Nl By + 100D ] <

Cs

<
“1—a

T
[H uo [[Z2) + Il vo 72 +03/ (0,2) +v2(0,t))dt
0

C’ T L
3)//>\ (u2 + v?)dxdt
—Qa

00

T
0

T L

+//A(x)(u2 + v dzdt] — 2 <

0 0

Cs
= 12 [ B + 0 )+ (Ca =2 (14

C T L
_3a)>//)\ (u2+v?)dadt
0 0

T
a—l/ (0,) + v2(0, 1)) dt.
0

Como 0 < a < 1, temos que 1 —

2
< —1 e, consequentemente, C3 (1 — ) <
—a l1—a

—(Cj5. Assim, (03—2 <1—|— 103 >) <0e
—a

Cs C
(14 12 ) [ ) B+ 10T ] < 12 10 By + 0

ou seja,
2 2 Cs 2
D) sy + 106 D) ] < (g ) U o Isy + 1 w0 ey
Cs -
onde v := T—aicC. € (0,1). Procedendo como na demonstra¢ao do Teorema 2.2.1

deduzimos que

E(t) < y~le ™ E(0),

1
onde p = —Tlog’y.
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CAPITULO 3

O Sistema Nao Linear

Nesta secao analisaremos a existéncia, unicidade e o comportamento assintotico das

solucoes do problema

U + Uggy + AVppp + Uty + 00, + (W), + A(2)u =0, em QxR

U+ Vg + Vg + QUzzy + 00, + vty + (u0), + AMx)v =0, em QxR

w(0,8) = u(L,t) =0, vt > 0
v(0,8) = v(L,t) =0, Vi >0 (3.1)
ug(L,t) = vy(L,t) =0, Vvt > 0

u(@,0) = ug(@), vo(z, 0) = vo(a), Yz € Q.

onde Q={reR|0<x<L}e
AEL®(Q), AMz) >N >0q.s. emw

sendo w um subconjunto aberto nao vazio de €.

Observemos que a energia associada a (3.1) é dada por

1
2

/L (z,1)) dz (3.2)

e satisfaz

(ZE( t) = /)\(x)(u2(x,t) +v%(z,t))dr — @ [u2(0,t) + v2(0,1)]< 0, (3.3)

ou seja, F é uma fungdo ndo crescente. De fato, (3.3) é obtida como no caso linear e

observando que

L
/uum—i-v vz )dzdt =0
0
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v(uv)drdt = — | uvv.dedt

St~
—=

0

L L
/u(uv)xdxdt = — [ vuu,dxdt.
0 0

3.1 Existéncia e Unicidade

Teorema 3.1 (Existéncia Local e Unicidade) Sejam (ug,vg) € H e 0 < a < 1. Entao,

existe Tp > 0 e um tnico par de fungoes (u,v), tal que

u,v € L>(0,To; L*(Q))NLA(0, To; Hy (), (3.4)
solucdo de (3.1).

Para demostrar o Teorema 3.1, precisaremos da seguintes notagoes e proposicao:
Seja T' > 0 e considere o conjunto de fungoes
X(T)=L>(0,T; H) N L*0,T; H}(Q) x H}(Q))
munido da norma

|V llxa=IV HLQ(O,T;H(}(Q)XH(}(Q)) + 'V || oo 0,73 m)-
Proposicao 3.1. Seja J solucao do problema
Ji+QJy+Dppe + A =F , em Qx(0,7)
J(0,t) = J(L,t) =0, para 0<t<T (3.5)
Jo(L,t) =0, para 0<t<T
J(xz,0) =0, para x€.
onde F = F(z,t),

o-[30] « o-[21)

1)Se J € X(T), G(J) € L'(0,T; H) e a aplicagio J — G(J) & continua,

onde G(U) = —(F(U)), = — ( u? v+ 2uv )me U - ( u )

u? + v? 4+ 2uv v

Entao,
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2) Se F e LY(0,T: H), a solucao de (3.5) pertence a C([0,T]; H)
e L*(0,T; H}(Q) x H}(Q)). Além disso, a aplicagdo linear

LY0,T;H) — C([0,T); H) N L*(0,T; Hy (2) x H(2))
Fr—J
é continua.
Demonstracgao.

1) Sejam J, W € X(T') onde J = (Jy, J2) e W = (wy, ws). Segue da desigualdade

triangular e da desigualdade de Holder que
T
1G(J) = GW)| o) = / IG(J(t)) = GW ()] dt
0
T
Z\/ﬁ/ | JiJiz + Jadoy + J1ado + J1dos — Wiw1 4 — WoWs ; — Wy 4z We — WiWa 4 ||L2(Q) dt
0

T
:\/5/ | Ji(J1e — wiz) + wiz(J1 —wi) + Jo(Jop — woz) + Wo (S — wo)

0
+J1(Jop — Woe) + Wap(J1 — wr)+Jo(J1p — Wia) + wig(Jo — wa) || 12 dt

T
Sﬂ/{||J1|’LW(Q) /10 — wl,:v”p(gz) + ||w1,z||L2(Q) 1 — leLOO(Q)}dt
0
T
+\/§/{”J2HL°°(Q) |20 — w27$||L2(Q) + ||w2,x||L2(Q) [J2 — wQHLOO(Q)}dt
0
T
+\/§/{HJ1”L°°(Q) S22 — w2,acHL2(Q) + ||w2,zHL2(Q) [J1 = leLOO(Q)}dt
0
T
+\/§/{||J2||L°°(Q) /10 — wlw”p(g) + ||w1,x||L2(Q) [J> — w2”L°°(Q)}dt
0
T
< VE [ { (1l + 1) (1 = 01y + e = 0l )}
0

T
V2 [ { (1= 0l + 12 = wall ) (0l + il )}
0
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T Y2

<23 [ [ (1l + Il |
0

T 1/2

2 2
/ <||J17$ - wl,a:HLZ(Q) + ||J2,z - w?,x||L2(Q)) dt

0
1/2

T
+2V/2 /(||J1 — w1 || Foe () + ||‘]2_w2”2L°°<9>> ar] >
0

T /2

2 2
lwi ey + lw2allz2q) ) dt
() ()

0
< 2V2 | o ez 1 = Wiy F2V2 1 = Wil 2 iz @ ey W llxry -(3.6)

Pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg temos que existe uma constante v > 0, tal que
1
1l oy < 7 1Py a1 3 s W € HE ().

Consequentemente,

2 2 2
1172 0,752 () x e () = [||J1||Loo(9) + | L2l oo () |

St~

T
< ’72 HJ1HL2(Q) HJLUU“LQ o T HJ2HL2(Q) HJQ,me Q dt
(V) (®)
0

T Y2 ,op
2 2
J 1) | [ 1l d
0 0
T V2, op
2 2
/ ol / 1ol
0 0

<P TN oo 0,220 1912205020

1/2

1/2

+ 121 e 0.7:22(0)) HJ2HL2(0,T;H3(Q))}

< ’72T1/2HJHL00 0,T;H) HJHm(o,T;Hg(Q)ng(Q))

1
VT2 J
< T
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Portanto,

T
11| 20,710 () x 2o () < VA 1 x(ry-

Analogamente, obtemos que
VT

NG

<

1 =Wl 20,0100 (0) x £ () 17 = Wllxer)

Assim, retornando a (3.6) obtém-se
1G(J) — G(W)HLl(mT;H) <27 ||J||X(T) I — W”X(T)

+29TY || T — Wil x ey Wl x )

<1 (Wl + 1Wlery) 1 = Wl (37)
Logo, G & continua e fazendo W = 0 obtemos que G(J) € L'(0,T; H) .

2) Seja F € L*(0,T; H) e {S(t)},5¢ 0 semigrupo associado & parte linear do problema.

Como

fsc-orta, < 7o,

Hﬁ(.,s>HH e LY(0,7),

segue-se do Teorema de Lebesgue que S(t — s)F(.,s) € L*(0,T). Consequentemente,

J e C(0,T); H)
t
onde J(t) = /S(t—s)ﬁ(., s)ds ¢ a solugao fraca de (3.5). Além disso, para todo ¢ € [0, 77,
0

t

1708, = /S(t _ ()

0 H
t
< 76|, ar<
H
0
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Portanto, a aplicacao linear

©:LY0,T;H) — C([0,T]; H), U € X(T)

F—J
¢ continua, pois
oy = supeep,r |7 (¢ )|

< Hﬁ‘ (3.8)

LY(0,T;H)

Logo, para mostrar que esta aplicagao esta bem definida e é continua de L'(0,7; H)
em L2(0,T; HL(Q) x HE()), é suficiente provar que para todo elemento F = (Fy, ) €
LY(0,T; H), existe Cy > 0, tal que

HJJJHL?(O,T;H) < Cy ”F’ (3.9)

L1 O,TH)
De fato, multiplicando a primeira equagao em (3.5) por z.J;, a segunda por x.J, e
integrando por partes obtemos

L

T L L
3 1 1
0 0

0 0
] T T L
5/1’ + J22:r (O,t)dt — 2@// lejg’zdxdt
0 00
T L ] T L
+a//$<<]1,z<]2,xz + JQJJLI;B)dt’Edt + 5// Jgdl’dt
0 00
L

St~

L
/ Fy Jyxdadt.
0

0
T T L
—// A (x Jl + J2 dmdt+/ /FlJlxdxdt+
0 0

Procedendo como na demonstacao do Teorema 2.1.1, a estimativa acima, a desigual-

dade de Holder e (3.8) nos permitem concluir que
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T

L
1—a// Ji,+ J3,) dedt <
0

0

(D:)I»—l
o\ﬂ

L
/ J2 4 J2)dadt
0

T L T L
/ / Fy Jywdzdt + / / By Jyxdrdt
0 0 0 0

1
§/W Ol oy

[GVRIN )
Wl o

+

T
2L ~
+3-HFmewym+Va o 2l
1
g/W’Mﬁ
2L "
(AL, 7))

L2(Q) L2(Q)

0

1/2
(121200 + 1030y Lt

T

1
<3 | T oy /dt
0

2L ~
$20 T oo [ I F

T ., ~ 2 ~

< g H F ||2L1(0,T;H) +§L H F ||2L1(07T;H)
1 ~

< §(T+2L) | F ||2L1(0,T;H).

Entao,

T L

(T +2L)
// i+ J3,) de dt<ﬁ||F”L10TH)
00

o que completa a demonstracao.
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Demonstracao do Teorema 3.1:

Definimos a aplicacao
P:X(T)— L>*(0,T;H)

dada por
t

PUY() = S(t)Uo + / St — $)G(U(s))ds

0
onde {S()},., ¢ o semigrupo associado a parte linear da equagao. Inicialmente, observe

que, de acordo com os resultados da Secao 2, segue-se que o semigrupo {S(t)},, satisfaz

as seguintes propriedades:

| SE)Uo |a<|| Uo || (3.10)
| SC)Uo [ 20,0512 ) x 3 < D(T) || Uo ||, (3.11)
(T+ L)

para todo T' > 0, onde D(T) = |T + . Com isso, temos que:

3(1—a)
Para provar a existéncia e unicidade local del sistema (3.1), procedemos em dos pasos.

o P aplica X(T) em X (T) continuamente.

I1SC)Uo llxy=I1 SC)Uo Nz o) + | SO0 [l z20:m3 @< 3 )

< (14 D(T) [1Uoll - (3.12)

Por outro lado, pela Proposicao 3.1, segue que a aplicacio que a cada U € X(T)
associa G(U) € LY(0,T; H) ¢ continua. O mesmo acontece com a aplicagao que a cada,
F € L}0,T; H) associa J € L2(0,T; HL(Q) x HL(Q))NC([0,T); H) € X (T), o que mostra

que P aplica continuamente X (7") em si mesmo.

e P ¢ uma contracdo numa bola adequada de X (T') en si misma quando 7" é suficien-

temente pequeno.
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De fato, sejam U = ( “ ) eV = < Y1 ) elementos de X (7). De (3.10), (3.11) e (3.7)

U9 (%)
obtém-se

I1PU) = PV oo =

t

[t =5 i6wes) - G (s))ds

0

< sup ess,cicy [ (=9 [GU() = GV ds

= sSup €SSO§t§T
H

< / IG(U(5)) — GV($))] 5 ds
=[|GU) - G(V)”Ll(o,T;H) (3.13)
Também,

/ SO(GU(r) — GV(r)dr

0

|P(U) - P(V)HL2(0,T;H3(Q)xH3(Q)) =
L2(0,T;H (Q)x HL(R))

t

g/ ISOGU(T)) = GV TN 120,712 (2 x 113 00y AT

=DM GU) = GVl 1oy - (3.14)
De (3.13) e (3.14), obtemos

I1PU) = PWV)lx(z) < maz{L, DT)}HIGWU) = GV 1o 1:m)

e, consequentemente, por (3.7)

IPW) = PVl < maz {1 DI AT (Ul + IV i) 10 = Viery-
Considerando Br = {U e X(T); HUHX(T) < R} .

Isto mostra que P é uma contra¢do em uma bola Bg de X (T) se
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maz {1, D(T)} 44T R < 1.

Para concluir precisamos provar que para certa escolha de R y T suficienteme pequeno

que satisfaga la desigualdade anterior a aplicacao P aplique Br em si mesma.

Como

1P x¢ry < PO x ey + 1PU) = PO xery s

tomando V =0 e U € Bgna desigualdade acima obtemos
1P x iy < IS ollx(ry +maz {1, D(T)} 29T U | ) R

< (14 D(D) |Voll + maz {1, D(T)} 29TV |U | 7y .

1+ L
Assim, escolhendo R = <1 +4/1+ %) |Uol|;; deduzimos que
—a
PO x(ry <
v 117
< |1+ D(T) +maz {1, D(T)} 29T |[Ullxery ( 1+ 4/ 1+ 71— | ) Dol

Para garantir que o lado direito da desigualdade acima é menor que R, escolhemos um T’

pequeno, tal que

14+ L 1+ L
D(T) +max {1, D(T)} 2yT"* U x(ry (1 +4/1+ T a) <4/1+ 14
T+ L
onde D(T) é dado por /T + 3(1—4_) . Isto sempre é possivel.
—a

Assim, logo de usar o Teorema do Ponto fixo concluimos la demostracao.
O
Teorema 3.2 (Existéncia Global e Unicidade) Sejam (ug,vy) € H e (u,v) a solugao
do sistema (3.1) obtida no Teorema 3.1. Entao,

uewv € L>®(0,00; L3(Q))N L3

loc

(0,00; H}(Q)). e (u,v) satisfaz

o sitema (3.1).

Demonstracao.
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A unicidade é provada segundo o modo padrao, usando a desigualdade de Gronwall.
Faremos algunos calculos prévios que serao utilizados, nao s6 na demonstracao desse fato,
mas também nas etapas seguintes.

Sejam (u,v) e (z,w) duas solugoes de (3.1) correspondendo aos dados iniciais (ug, v)

e (20, wp). Defina ¢ :=u — z e ¢ := v — w. Entdo, ¢ e ¢ sdo tais que

per e L>®0,T,H)N L2(O,T; H&(Q) X H&(Q))
e satisfazem o sistema

Gt + Gz + WWypr + (Utty — 225) + (V0 — wWwy) + (w0 — 2w), + A(z)d =0
Ut + Vo + Vagr + APz + (V07 — wwy) + (wty — 22,) + (w0 — 2w), + A(w) = 0
¢(0,1) = ¢(L,t) = ¢o(L, 1) =0
¥(0,1) = (L, t) = ¢ (L,t) =0
¢(z,0) = uo(z) — 20(x) = ¢o(x), ¥(x,0) = vo(x) — wo(x) = Yo(),

€ (0,L) et >0, ou seja,

G+ uaw + Wz + UGy + 200 + vy + YWy + (v + 2¢0), + M) =0
Ut + Vo + Vage + Papz + V0 + YWy + udy + 220 + (v + 200, + Mz)p = 0 (3.15)
¢(0,1) = ¢(L,t) = ¢o(L, 1) =0
¥(0,1) = (L, t) = ¥ (L,t) =0
¢(z,0) = uo(x) — z0(x) = ¢o(2), ¥(2,0) = vo(z) — wo(z) = Yho(2),

€(0,L)et>0,

Logo, multiplicando a primera equagdo de (3.15) por ¢, a segunda equacgdo por i e
integrando em (0, L) x (0,7") obtemos a seguinte identidade

L

T
/ ¢ + dt+/ (0,8) + 2(0,¢) + agy(0,),(0, 1)) dadt
0

0
L L T L

1
2
+/O/TA (¢°(z,t) + *(x, t))dwdt:%/ o5 +U7) dt+0//z(b¢xdxdt

0
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St~

T L L T L T L
+ 0/ 0/ winhydadt — O/ wpdpdadi+ 0/ 0/ wihpdrdt + 0/ 0/ W, drdt
T L T L T L
s dudt + 0/ 0/ sy drdt+ 0/ 0/ vobydrdt + 0/ 0/ 2 drdt

T — T T — 5
St — =TT —

+ 2 dadt,

ou entao
L T L T L

1 1

5/(¢2+¢2 dt 5/ ¢0+w0 dt—i—// z¢¢xld:vdt+//\wwwx\da:dt
0 0 0 0 0 0

NV

T L T L T L

+ 0/ 0/ ity | dvdt+ 0/ 0/ |w¢z/zm|dxdi + 9/ 0/ |w¢¢m|dxdi (3.16)
T T L

+0/ ]zwqu]dxdt—i-//\z¢¢x|dxdt+//\ﬂ¢¢x|dxdt

VvV v vV
1) [ v
NS N > N
TV VvV VvV
v Vit v

T L T L
—I—//|z¢gbx]dxdt+//|z¢@/1m|dxdt.

T T

St~

Agora, aplicando a desigualdade de Young e Holder em (i) deduzimos que

T L 2L /2
//|z¢q§m|dxdt§ /|z¢| dx /]¢x|2dx dt
0 O 0

2601 106l ) 15 5 / 1612 + 2

i
f

2 2 2
/ Vo1 161200 + 1l
0

Fazendo um célculo similar, garantimos que os demais termos de (3.16) podem ser esti-

mados de maneira andloga. Assim,
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(96() + v5(x)) dt

—=

[ @1+ vy <

+C

O\Ho

2 2 2 2
[HUHLOO(Q) + vl zee () + 12l 7o) + ”wHLOO(Q)}

x (168152 + 1132y
T
+C [ (1820 + el (317)
0

onde C e C sdo constantes positivas. Agora, multiplicando a primeira equacao de (3.15)

por x¢, a segunda equagao por z1 e integrando em (0, L) x (0,T") obtemos
L L

T L
3 o @@ T) e de = [a@ s idyar = [ [ (624 2 dode
0 0

0 0

T L T L 1 T L
2 2 - 2 2
+3a0/0/¢wwxdxdt+o/o/)\(a:)(¢ +w)dxdtg20/0/(¢ + %) dzdt

L

/ rupg,drdt —

T T L
o drdt + / 2@ dxdt + 2/ /ngbgbxdmdt
0 00

T T
/ cwipibydadt + / / zvg,drdt+ O/

0 O 0 0
T L T L T
wrpdzdt + / / rwipd drdt + / / vw,drdt + /
0 0 0 O 0

T L T L T L
xzwgbxdxdt—l—//ngzﬁi/)xdmdt—i—//vgzgdxdt—l—//mvgbgbxdxdt
00 0 0 0

0

= Ot —
ho\h

wip?drdt + 2 rupdydrdt

zppdxdt

o\ho\»h

L T L

T L T
zwgbdxdt—l—//xzw@dxdt—i-//xz¢wxdmdt+ /v¢2d;1:dt
0 0 0
T L

0

rVPQdrdt +

T
+//z¢2dxdt+/
00 0

Logo,

= T — e T T e T T T T T T

\ho\ﬂ

T L
xv¢¢xdxdt+//xz¢wxdxdt.
00

0
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T L
// (93 4 12) dzdt<

T L T L

T L
O/ o5 +U5) d:v+0// (¢ + %) d:zcdt+()//lu¢¢xldxdt+//|ww2|dxdt
T

¥l

+

N J/ (N J/

~~ ~\

\v¢¢z|dxdt—|—//|z¢ |dxdtJr//|z¢¢m|dxdt+//\w¢wmldxdt

S / s
~~ NV g VT

133

O/ v, | dudt+ / / |ty |dadt + / / lwée| dadt + / / |l wipe, | dadt

~\~
Vi ’L}lll T x

\w¢¢x|dxdt+//|z¢z/z|dxdt+//\zwqﬁx\dxdtJr//]z¢wm|dxdt
0 0 0 0 0 0

J (N 4 J -
g g g g

O/v¢2}dxdt+0/TO/Lququdde—O/To/vaqﬁlda:dH—O/To/Lszdxdt

J/ J/
-~ -~ -~ -~

TU zUL T
TVl

St~

~

fo\ﬂ

+
O\H
o\h

~

+

’o\ﬂ

|z, |dxdt,

St~

T
o
:

onde [ =

v~
TiT

1 4
maxr< =L,4 5.
1—a 3

Podemos estimar o termino (i) como segue

T L

L 1/2
//|u¢¢$|dxdt<//|u¢¢x|da:dt< |u¢| dx) 0/|¢x|2da: dt

0 0

SN

0
T
1
1udll 2y 19all 2@yt < 5
0
1
2

/ el 161 + 8 162
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2 2
/ [0y + 8 02l
0

(3.18)



para algum 6 > 0. De forma similar estimamos os terminos 71,0 —viii, T, Ti, i, Tiv, TV, TiT.

Aplicando a desigualdade de Poincaré em (ii) obtemos
T

1 1
/ / jw?|dedt < / o ey W6t < 5 |5 [ (10l + 6 161y

0

T
11
< 5 S/ _Hw@bHiz(m +0C), H%Hiz(ﬂ)]dt
)
-7
LT [, 2 2 2
< 2 5/ _||w||Loo(Q) 112 +0C, ||¢rHL2(Q)}dt
0

onde C), denota a constante de Poincaré. Analogamente estimamos os termos i, 1v, iz,zi1,

TV, TV, TV, O qUe nos garante que

T L T L
(1-60) // (92 +2) d:)sdt<ﬁ/ P2+ 2) dx+6//(¢2+w2)dx
0 0 0 0
+5/ [Huﬂiw(n) + ”UHiw(Q) + HzHiw(Q) + ”wHiw(Q)} X

[ T R

para constantes C, C>0ed>0 pequeno, ou seja,

T L L
2 2
O/O/(cbﬁwm)d:cdtgcoof o+ 2)d

T
~ 2 2 2 2
+Co [ (14 Nl iy + Nl )+ Nolmy + ] %
0

(161720 + 1912y t(3.19)

para constantes Cj, 5’0 > 0.

Substituindo (3.19) em (3.17) obtemos

L
/¢2xT+w2xT <C ) + 5 (x)) d
0

qo\h

2
+Co 1+||u||L°° ) [0l ey + 21y + 10l 7

D\
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X Sl172 ) + 191172 | dt(3-20)

para constantes C, C > 0.

Para provar a unicidade precisamos que os dados iniciais (ug, vo) € (29, wp) sejam iguais,
ou seja, ¢9 = Py = 0. Aplicando o Lema de Gronwall a (3.20) e usando a desigualdade
de Poincaré, concluimos que [[¢(t)| 12(q) = [[¥(t) 12 = 0, t € (0,T). Logo, ¢ =9 =0

e, consequentemente, u =z e Vv = W.

Segue do Teorema 3.1 que podemos estender a solu¢ao (u,v) a um intervalo maximo

de existéncia 0 < T' < T},,.. Precisamos provar que 1,4, = +00.

SejaT > 0, tal que 0 < T < T4, Encontremos cotas para a solugao (v, v) no intervalo

0 <t < T. Antes disso, observe que os termos

T T
/ui(o, t)dt e /vﬁ(o, t)dt
0 0

apareceram seguido em nossos calculos e por isso precisamos justificar que u,(0,t) e v,(0, t)

u
fazem sentido e pertecem a L*(2). Pelo Teorema 3.1 sabemos que a solugiao U =

pertence a X (T), satisfaz U(t) = S(t)Up + [y S(t — 7)G(U(7))dr e G(U) € L'(0,T; H).

Consideremos a sequéncia {Ug'}, .y € D(M), tal que
Ul — Uy em H, quando n — oo.

Seja U™(t) a solugao de (3.1) com condigao inicial U} (veja observagdo no final da

demonstracao e [13]). Para esta solucao sabemos que a diferenciagao da energia

B (1) = 5 ()l

nos dé a identidade

%E(U")(t) _ / M) (02 + 02) da — % [12.,(0,€) + 02, (0,£) + 2attn o0, 1), (0, )]
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onde U™ = < Z” ) Como 0 < a < 1, se integramos a identidade acima de 0 a T', obtemos
n

EWU)(T) - EU")(0) <

g(“?)/[ L(0,) +02,(0,1)] //A D4 ol(zt))de (3.21)

Para simplificar a notacao, omitiremos o indice n.

O proximo passo é obter estimativas uniformes (da solu¢ao) com respeito a n. No-
vamente, multiplicamos a primera equac¢ao do modelo (3.1) por xu, a segunda por zv e

integraremos em (0, L) x (0,7). Por isso, as seguintes identidades serdo necessarias:

T L L T

T L
//xuvmmdxdt / TU) Vg | —/(xu ) Vgpdx]dt= // U + Ty )Vypdadt
0 0

00 0
T T L

// Uz + TULV )dxdt = /[uvm & —/uxvxdx]dt—//xuxvmdmdt
0 00
://uxvxdxdt—//xuxvmdxdt

00 0 0
T L T
//(xuvmm + TVUy ) ddt = 2/
00 0
T
-2/
°r’
Y
0
T
f

Jo52) 5 (247
~/

T L
UV pdrdt — //x(uzvm + Uy Uy, )dxdt
0

T L
UzV drdt — //x UV ) pdxdlt

St~

o

Uy Updrdt —

[zuLv, |& —/uxvmdx]dt
0

O\'ﬂ

Uz vy dxdt (3.22)

O\ho\:h \h

T L ,
//:v(u +U)dxdt
0 0

(“ +v )dmdt (3.23)
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T L T L

/ / 2 (o) (u + v)], dedt = / [ (u0) (u+ ) [F — / () (v + u)dz)dt

= —/T/L(uv)(v + u)dxdt = —/T/L(uv2 + u?v)dzdt. (3.24)

Logo, considerando as identidades acima e aquelas obtidas para o problema linear deduz-

imos que u e v satisfazem a identidade
T T

L L
2
/x( 2, T) +v*(z dx—i—//u + 02 dxdt—l—g/
0 0

0 0

/a: r) + v (x))ds + // 2dxdt—2a/

0

Az u + 02 Ydxdt

Wl =

\:O\h

Uy Updxdt

OOI>—‘

T

L L
+§/(u3—|—v dxdt+§//uv+vudxdt
0 00
T L T L
e como —Qa//uxvxda:dtga//uidxjta//vidxdt, segue que
00 00
T L T

C)OlH
C»JIl\D

L L
/a; (z,T) 4+ v*(x,T))dx — /)\ x(u® 4+ v?)dzdt

1—a//u +U Ydxdt < — /
0

0 0 00
L L
1 1 , 2
+—/xu0 ) +vi(x))dz + = // d:tdt+—/u +v?)
3 3 9
0 0 0
) T L
+§ //(u%%—v%)dazdt. (3.25)
00

Além disso, como [|ul| e () < Co [|ull 1 (o), obtém-se

L

T L T L T
//|u3|dxdt < /||u(t)||Loo(Q)/|u|2d:vdt < C’o/ ||u(t)||Hé(Q)/(u2+712)dxdt
00

—%/mwm ﬁ<%/%|@ B0}

T
%/thmwww%Ew /ﬁ dﬂwm@@
0 0 0
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) CoE(0)2T"2\ (V36
= 20O ful =2 2 )< ”“”)

2
C2E2(0)4T 30, s
< 202 U7 L 20 A
< 55 o llul
Portanto,

T L T L T L T L
//(u3+v3)dxdt§//]u3+v3\dxdt§ //\uy3dxdt+//yvy3dxdt
0 0 0 0 0 0 0 0

C2E*(0)AT 36, .o  C2E2(0)4T 30, o
< U= AN 0 P A e E
< s T g Il =+ ol

ST 35 T L2(0,T;HL(R)) L2(0,T;HE ()

C2T2 ) ) 2 35 )
= 2= (luolFaqay + Noolagey )+ 5 108 0l s oz o
4C3T 4 w30 )
< 220 (uoll* + lluol*) + 2 1t )20z e st - (3.26)
30 4 o A

Usando argumentos similares, deduzimos que

T L T L T L
//\mv}dxdtg/||u(t)||mm/|uv\dxdtg Oo/Hu(t)HHé(Q)/|uv|d93dt
0 0 0 0 0 0
T L V2 12
< Cg/ Hu(t)HHol(Q) /qux /v2dx dt
0 0 0
T
= Co [ 10Oy 1] Nl
0
T 2 2
220 + ol
<o ||u<t>||H5(m( D | dt
0
T T
= Co [ 18l E@t= Co [ 10(0)] 5500, EO)
0 0
T /2 T /2
<o) | [1at) | [1u®layedt | < COEOVT Jull g rnyn
0 0
Logo,
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T L
/ / vu? + w?)daedt < CEOWT lull 2oz + CEOVT ol 2 oizussn
00

_ o (IEO) (Vo
= NG o M2 0,1:H§ ()

o (SYTEO) (o,
NG o 1Vlz2(0,1;m§ ()

C2TE(0) 6, CTEA0) , 0 12
S— 3 [l 220,753 ) Tt T} lealze oz )

DY (HuUHLQ(Q) T H"’O”LZ’(Q)> Ty (s ) 220,713 () 2 (52))
C*T A A ) )
< ; <||u0||L2(Q) + HUOHL'Z(Q)) T (s V) 220,758 (0 2 ) - (3-27)

Retornando a desigualdade (3.25) e substituindo (3.26) e (3.27) obtemos

T L

L
1
(1—a//u+v)dmd g/:puo + 3 (z))dw + = //u + v?)dxdt
0 0
802T 20°T 4 4
7+ o ) (lwlage) + ol

0 2
‘f'g | (u,v) ”LZ(O,T;Hl(Q)XHl(Q))

Wl

L
1
=3 z(ud(z) + v3(x))dx +

T
| Bt
0

0
802T 202 4 4
(5 (Ioll g2y + ool

0 2
+§ [ (u, ’U)Hp(o,T;Hl(Q)le(m)

Wl N

T
| B
0

L
/(ug(x) +v3(x))dr +
0
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8C?T  2C*T 4 4
(S + S ) (lolliagey + ol

2
+§ [ (u,v) HL?(O,T;H&(Q)XH(%(Q))

(L+T)
7 (Il + ool ooy

8C*T  2C*T 4 4
(S + T ) (lolliagey + ol

2
+§ [ (u, U)||L2(0,T;H3(Q)xH5(Q))-

Finalmente, aplicando a desigualdade de Poincaré temos que existe C; > 0 , satisfazendo

T L
2 2
Cy (||U||L2(0,T;H5(Q)) + ||U||L2(0,T;H3(Q))> < // (uf +v37) ddt,
00
0 que nos garante que

2 2 (L+T) 2 2
G1(1 = a) (llulo.zmg e + 1ol zmyan) < =5 (luolFam + lvolae)

C°T (8 2 . .
+== (5 +3 ) (ol 2@ + lleollfzey)

2 2
+§(||U||L2(0,T;H3(Q)) + HU”L2(O,T;H3(Q)))7

ou seja,

5 (L+T)
-0 = 5| (o mngon + 1somngon) < (ol + ol

CQT 26 4 4
> (lolltzo) + ollfzgey)

4]
Agora, tomamos 0 > 0, tal que 0 < 3 < Ci1(1 — a). Para 6 > 0 fixado, escolhemos
5 71
Cy = [C’l(l —a)— §] obtendo assim

(L+T)

2 2 2 2
(el 01300 + 1003200300 ) < C (ol 22(e + voll3qey

C?T 26
+C 5 97 (HUoHiz(Q) + ||U0||iz(9)> . (3.28)
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Retornando a notagdo original obtemos que {U™}, _ ¢ limitada em L*(0,T; Hj(Q) x

H(2)) e como consequéncia temos que

{U"}, o € limitada em L*(0,T; H) (3.29)
{U"},.cx € limitada em H~(0,7; H) (3.30)
{G(U™)}, o € limitada em L'(0,7T; H). (3.31)

Como U™(t) resolve o sistema

pur. =-Ur—= QU= GU") — \z)U" (3.32)
onde
1 a 0 0 u? + v2 + 2u,,
D= . Q= e GU")=-1 ;
a 1 01 v 4+ U2 + 2u,v,

T

de (3.29), (3.30) e (3.31) temos que { DU, }, o € limitada em H~1(0,T; H), o que implica
que {U"}, oy € limitada em H1(0,T; H*(Q) x H*(Q)). Em particular,
{U20,¢)},cy € limitada em H~'(0,7) x H'(0,T),
ja que parat € (0,T) temos que uy ,(.,t), v (., 1) € H*(Q) < C([0, L]). Assim, podemos
obter uma subsequéncia, ainda denotada pelo mesmo indice n, tal que
Un(0,t) = Uy(0,t) em H1(0,T) x H~1(0,T), quando n — oo. (3.33)

Por outro lado, de (3.21) sabemos que
{tn2(0,1)}, e € {vn2(0,)}, o s80 limitadas em L*(0,7T).

Assim, podemos extrair uma subsequéncia que serd convergente, no sentido fraco, em

L?(0,T). Esse fato juntamente com a discussao anterior, mostra que

Up(0,1) = u,(0,t) em L*(0,T) , quando n — oo

Un.(0,) = v,(0,¢) em L*(0,T) , quando n — oo,
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Logo, a semicontinuidade inferior da norma implica que
T

/ Tta (0, ) + [02(0, D)|2] dt < Limnsocinf / [t (0, )2 + [02(0, £)[?] dlt
0

< limn_mﬁ (B(UY) — E(U™(T))}

= {B(Uh) - BU(T) < - E()) < o0

A desigualdade acima prova que u,(0,t) e v,(0,t) existem e pertencem a L*(0,T).

Agora, observe que (3.29)-(3.31) combinadas com o Lema de Aubin-Lions nos garantem

que existe uma subsequéncia de {U"}, _ que denotaremos pelo mesmo indice n, e uma

fungao V € C([0,T]; H), tal que

U —V,em L*(0,T, H3 () x H}(2)), quando n — oo

U — V,em L*(0,T, H), quando n — oo,

onde V' & solugdo fraca de (3.32). Por unicidade concluimos que U = V. Também temos

que EU™)(T)—- EU™)(0) — EU)(T)—- E(U)(0), quando n — oo.

A discussao acima nos diz que podemos passar o limite em ambos lados de (3.21). Por
isso, temos que a solugdo U = (u,v) do sistema (3.1) com condi¢ao inicial (ug,vg) € H
satisfaz

L

E(U(T))-E(Uy) < — /T //TA (z,t) + v*(z, 1)) dadt.

0

Em particular,
1N oo 0,75y < 1100l -

Além disso, voltando a (3.19) com as convergéncias acima e (3.28), concluimos que
{U"}, cn € uma sequéncia de Cauchy em L*(0,T; H(Q2) x Hj(S2)). Portanto, podemos

passar o limite em (3.28) e concluir que
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||u||2LQ(O7T;H5(Q)) + ||U||iz(07T;H&(Q)) permanece limitada para 0 < T < T}y4,-

Assim, ||U||y ) permanece limitada para 0 < T' < T, Este é o resultado que

precisavamos para mostrar que 1,,,, = 00.

Observagdo: O modelo (3.1) também possui solugao forte u,v € L>®(0,T;L*(Q)) N
L*(0,T; H)(Q)), quando (ug,vg) € D(M) introduzido no Capitulo 2 . O resultado é
obtido derivando as equagoes com relagio a ¢ e usando estimativas a priori como em [13].
De fato, sejam z = u; e w = v;. Entao, (z,w) é solu¢ao do sistema
2+ Zpge + WWegp + (u2), + (vw), + (v2 + vw), + A(z)2z =0, em (0,7)
Wy + Wy + Wegy + AZge + (vw), + (u2), + (v2 +uw), + A(z)w =0, em (0,7),
com as condi¢oes de contornos verificadas por u e v e dados iniciais (2o, wo) = (us(z,0), v¢(x,0)) €
H. Procedendo como na demonstragao do Teorema 3.2 mostramos que z,w € L>(0,T; L?(Q))N
L*(0,T; H}(©)). Como

DU, (t) = U (t) — QU (t) — G(U™)(t) — AU ()€ H,

rxrxr

entdao U(t) € H*(Q) x H3(Q).
3.2 Decaimento Exponencial

Nessa se¢ao, mostraremos que as solucoes de (3.1) decaem exponencialmente para zero.
O resultado é obtido usando o método introduzido no Capitulo 2. Contudo, nao é sufi-
ciente com aplicar s6 o Teorema de Unicidade de Holmgren ja que, agora, estamos lidando
com um sistema nao linear. Para resolver esse problema, utilizaremos uma Propriedade
de Continuacdo Unica (PCU) para o sistema (3.1) que foi provada em [5] (veja também

[13]).

Teorema 3.3 Seja (u,v) a solugao global do problema (3.1)-(3.3) obtida no Teorema 3.2.

Entao, para qualquer L > 0 e R > 0 existem constantes positivas C' > 0 e p > 0, tais que

E(t) < CE0)e ™ Yt >0
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com (ug,vg) € H satisfazendo E(0) < R. As constantes C' e y podem depender da R.

Demonstra¢do. Multiplicamos a primera equacao de (3.1) por (7" — t)u e a segunda

equagao por (1" — t)v. Integrando sobre (0, L) x (0,7") obtemos a identidade

/LT(ug(x) +v3(z))dr = /L/T(u2 + v*)dx + f(T — 1) (u2(0,t) + v2(0,t))dt

T T L
+2a/ —tuthv:,;Oth—Z//)\ t)(u® 4 v*)dxdt,
0 0 0
pois
T L
/ / (T — ) (wPuy + v*v,)dadt = 0

T L T L

// — t)v(uv)dxdt = // — t)uvv,dxdt

0 0 0 0

/ / (), dudt = / / (T — tyvuu,dadt.

Entao, da desigualdade de Hélder obtemos

L T L L
/ z) + i (x %//u + v? da:dt—l—l—i—a/ (0,t) + v2(0,¢))
0 00 0
T
—I—Q/)\(:zc)(u2 + v?)dxdt. (3.35)

0

Afirmamos que para cualquer 7" > 0 e R > 0, existe uma constante positiva C; =
C1(R), tal que

T

/T/L<“2+”2>d$dt501 /[ 2(0,4) +02(0,1)] dt+// (u? + v?)dadt |  (3.36)

0

para toda solugéo (u,v) de (3.1), tal que ||u0HL2(Q) + ||UOHL2(Q) < R. De fato, provaremos
a validade de (3.36) por contradi¢do. Suponhamos que (3.36) nao se verifique. Entdo
existe uma sequéncia de fungoes {(u,,vn)},cy de solugoes de (3.1) que pertencem ao

espago L>=(0,T; H) N L*(0,T; H} () x Hi(Q)), satisfazem
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(-, )70y + a0 2y < R

e
2 2
U, =+ ||vn,
S oo aian + el o
/{\un$0t|+]vn$0t|}dt—|—// Y(u? 4 v2)dxdt
Seja op = (HunHL?(O,T;L?(Q)) + ”Un||L2(O,T;L2(Q))> 2 e considere
]. un 7t n 7t
PP RUCUR e
In \ v,(.,1) wWy(.,t)
Para cadan € N | z,(.,t) satisfaz
Znt + Q2nz + D2pgow + 0nH(2n) 200 + A2, = 0 em Q x (0,7)
2n(0,t) = 2, (L, t) = 0, 2,.(L,t) =0, vt € (0,7) (3.38)
Zn(x,0) = zo.0(x), em (),
onde
Q= , D= e H(z,) =
Temos que
2
HZnHL?(QT;H) =1 (3.39)

/{\ynx (0,8)]” + |w..(0,1)] }dt—l—// z)(y2 + w?)dxdt — 0, quando n — oco. (3.40)

1
Multiplicando (3.35) por — e usando (3.35) segue que z,(.,0) é limitado em H. Conse-
o

n
quentemente, procedendo como na demonstracao do Teorema 3.2 obtemos uma constante

C > 0, tal que
2
||Zn”L%O,T;H&(Q)XH&(Q)) <C,VneN (3.41)

Observamos ainda que cada um das seguintes sequéncias {y, yn.. |, {wnwnz} e {(yown). }

pertencem a L*(0,T; L'(Q)), por (3.41) deduzimos que

7



||ynyn,x||L2(o,T;L1( < ||Ynll oo (0,T;L2(2)) [ynll 2 (0,T;HE () <C (3.42)

[wnwnall 2001y < 1Wnll oo o rsr20y) 1wnll 2o mim ) < € (3.43)

”(ynwn>xHL2(0,T;L1(Q)) < Hw”HLOO(O,T;L2(Q)) ||ynHL2(0,T;H3(Q))
Fwnll e 0,702 (09 lwnll 20,7513 0)) < € (3.44)
para alguma constante positiva C'.

Também observamos que {0y}, € limitada. De fato, como [lu,(.,0)|;2) < R,
[0 (- 0)[| 2y < R € (un,vn) € solugao do problema original segue que {0y}, € limitada.
Logo, segue de (3.38), (3.41), (3.42)-(3.44) que {zn}, oy € limitada em L*(0,T; H*(Q2) x
H2(Q)).

Como H}(Q) < L?(Q) — H%(Q), sendo a primeira imersio compacta e a segunda

continua e densa, segue do Lema de Aubin-Lions que podemos extrair uma subsequéncia

{2k} ren de {zn},en - tal que

zx — z em L*(0,T; H), quando k — oo (3.45)
2z — z em L*(0,T; H} () x H}(Q)), quando k — oo (3.46)
2pr — 2z em L2(0,T; H2(Q) x H2(Q2)), quando k — oo, (3.47)

e por (3.39) obtemos

||Z||L2(O,T;H) = 1. (3.48)

0=1lim,_oinf /|zmC (0,1)] dt+// |zn| dxdt
/\zx0t|dt+// ) |2 dadt,

o que implica que )\(x)z =0em QX (0, T). Assim, z=0em w X (0,7T) e z,(0,t) =0 em

Além disso,

(0,7). Como 0 < g, e {0}, € limitada, temos dois casos a serem considerados:
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o Existe uma subsequéncia {03}, .y de {0,} tal que o, — 0, quando k — oo.

neN?

Neste caso, a funcao limite z satisfaz o problema linear

2+ Qzp + Dzyyr =0 em Qx(0,7)
2(0,t) = 2(L,t) =0 vVt € (0,7)
2:(0,t) = z.(L,t) =0 vVt € (0,7)
z(z,t) =0 V(z,t) € wx (0,T).

Entao, pelo Teorema de Unicidade de Holmgren, z = 0 em € x (0,7") o que contradiz
(3.48).

o Existe uma subsequéncia {0}, de {0, } tal que o, — o > 0, quando k —»

neN?

oo. Neste caso, a funcao limite z resolve

2t + Qzp + Dzgyy +0H(2)z, = 0 em Q x (0,7)
2(0,t) =2(L,t)=0  Vte(0,T)

2:(0,t) = z,(L,t) =0 Vte(0,T)

2(z,t) =0 V(z,t) € wx (0,T).

Assim, pela Propiedade de Continuacio Unica provada em [5] e o Teorema 2.2 de [13],
temos que z = 0 em 2x (0,7") e novamente, temos uma contradi¢do com (3.48). Portanto,
(3.36) é valido para alguma constante possitiva C; = C1(R). Logo, temos

L

T L
/(uo—l—vo)d:c<03/{u (0,8) + 02 Ot}dt—l—//)\u + v?)dzdt], (3.49)
00

0
Ci
donde podemos tomar C3 = Cy + 1+ 2a > T +14aparaT > 1.

Agora, como em (2.20), podemos concluir a demonstracao deduzindo que

||U(->T)||i2(9) + ||U(-7T)||iZ(Q) < V1[||U0||i2(9) + ||U0||2L?(Q)]a (3.50)
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onde v, =

Cs

— < L
1—a+03

Finalmente, (3.50) junto com a propriedade de Semigrupo implicam a conclusao do

teorema.
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