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Teoremas de Tracgo e os Operadores Irregulares

Ewerton Ribeiro Torres

Orientador: Antonio Roberto da Silva

Neste trabalho apresentamos alguns resultados da Teoria dos Operadores que en-
volvem tragos. O primeiro, conhecido como Teorema de Lidskii, fala sobre a coinciden-
cia dos tracos funcional e espectral na 1-classe de Schatten. Em seguida o Teorema de
Yang-Liu estabelece uma propriedade do trago funcional ou espectral para poténcia de
produtos de operadores e o Teorema de Calkin fornece os ideais maximal e minimal da
algebra B(H). Concluimos que o ideal gerado por um operador é dominio natural de um
trago quando o operador é irregular.

Palavras-chave: Trago, traco funcional, traco espectral, Lidskii, ideais em B(H), ope-

rador irregular.



Trace Theorems and the Irregulars Operators

Ewerton Ribeiro Torres

Advisor: Antonio Roberto da Silva

In this work we present some results in the Operators Theory which involves traces.

The first, know as Lidskii Theorem, says that, in Schatten 1-class, the functional and the

spectral traces are even. Next the Yang-Liu Theorem establishes a property for power

products of operators, and the Calkin Theorem provides the maximal and the minimal

ideals of the algebra B(H). We conclude that the generate ideal for an operator is the
natural domain of a trace when the operator is irregular.

Keywords: Trace, functional trace, spectral trace, Lidskii, ideals in B(H), irregular

operator.



Introducao

O presente texto faz um estudo de alguns resultados da Teoria de Operadores Lineares
em espacos de Hilbert envolvendo tracos.

No primeiro capitulo apresentamos desigualdades classicas que serao recorrentes ao
longo do texto, a saber, Holder, Minkowski, Bessel e a identidade de Parseval. Visando
tornar o texto auto-suficiente, as provas sao apresentadas. Em seguida, vemos resultados
basicos de Teoria Espectral. Encerramos o capitulo provando o Teorema de Schauder,
segundo um artigo recente de Runde ([14]).

O segundo capitulo tem por objetivo obter as representacoes de Schur e de Schmidt
além da desigualdade de Weyl, que servirao de base para o desenvolvimento do capitulo
seguinte. Com esse objetivo, apresentamos inicialmente outros resultados relevantes, tais
como: o Método de Ordenacao, a existéncia da raiz quadrada positiva de um operador
positivo e a decomposicao polar entre outros.

No terceiro capitulo introduzimos as classes dos operadores de Hilbert-Schmidt e dos
operadores da classe do Traco e as identificamos com as classes 2 e 1 de Schatten respec-
tivamente, apresentadas no capitulo anterior. A seguir, utilizando a representacao de
Schur e a desigualdade de Weyl, mostramos a desigualdade de Konig. Apds a apresentacao
de uma série de resultados auxiliares provamos o Teorema de Lidskii, o qual mostra a
igualdade entre os tragos funcional e espectral na classe de Schatten S;(H).

Encerramos a dissertagao apresentando resultados complementares que tem por base
toda a teoria desenvolvida nos capitulos anteriores. Comecamos com o Teorema de Yang-
Liu que estabelece uma propriedade do traco espectral e, como conseqiiéncia do Teo-
rema de Lidskii, também o trago funcional, para poténcias de produtos de operadores na
primeira classe de Schatten. Em seguida mostramos o Teorema de Calkin que fornece
os ideais maximal e minimal da algebra B(H) dos operadores lineares limitados. Esse
teorema conduz a seguinte questao: o ideal gerado por um operador compacto é dominio
natural de algum traco? Concluimos mostrando que isso ocorre quando o operador é
irregu-
lar no sentido da Definicao 4.2. Visando a completude do texto, finalizamos o trabalho

com um breve apéndice sobre o Teorema de Hahn-Banach.
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Capitulo 1
Preliminares

Nesse capitulo inicial apresentamos alguns resultados basicos da teoria classica dos
operadores lineares agindo sobre espacos de Hilbert separédveis, tendo o corpo dos ntiimeros
complexos como escalares. Com o objetivo de tornar o texto o mais auto-suficiente quanto
possivel, incluimos basicamente todas as provas dos resultados apresentados. Os resul-
tados desse capitulo serao utilizados frequentemente nos capitulos subsequentes. Apods
relembrarmos as desigualdades cléssicas de Holder, Minkowski, Bessel e a identidade de
Parseval; apresentamos alguns resultados bésicos da teoria espectral. Concluimos esse
capitulo introdutério com o Teorema de Schauder, cuja prova apresentada é recente e

devida a Runde (Ver [14]).

1.1 As Desigualdades de Holder, Minkowski, Bessel

e a Identidade de Parseval

Lema 1.1. Sejam p,q > 1 tais que % + % =1, onde p,q € R. Entao

ab? b
ab< —+ —
p q
para quaisquer a,b > 0, com a,b € R.
Demonstracao: Observemos inicialmente que }% = ]ﬁ. Notemos também que se a = 0

ou b = 0 a desigualdade ¢ imediata.
Seja b > 0 um nimero fixo. Consideremos a fungao f : [0,4+00) — R dada por
xP b

S
f@) ="+ -

Entdo f'(z) =aP ' —be f(z) =0 < x=0br1 =bs,

Logo, se © < br, temos f'(x) < 0e f crescente. Ja, se x > b, temos fl(x) >0e f
decrescente. Portanto, f é crescente se z € [0,b7] e decrescente se = € [b?,00). Dessa
forma, para todo x € [0, 00), temos f(z) > f(b?).

1



2 Preliminares

Mas .
q br? b q 1 1 q
flbr) = —4 — —brb =17 <—+—) — b =pT - b1 =0
p q P q
Logo, para todo = > 0, temos f(z) > 0, ou seja
I Xl VXl
el w0 = 4%
p q p q
que é a desigualdade desejada. ]

Teorema 1.1 (Desigualdade de Hélder). Sejam p,q > 1 tais que %4—% = 1. Para

quaisquer z;,y; € C, com i € N temos

Sl < (i |xi|p) . (i Iyiq>;

i=1 =1 i=1

A

Demonstragao: Fixemos n € N*. Notemos que, se x; = 0 ou y; = 0, para todo i =

1,2,...,n, a desigualdade é imediata. Supondo que isso nao ocorra, definimos para ¢ =
1,2,...,n,
|z il

(Jﬁ:l \%’V’) (Jé |Z/j\q> q

n
" i > |zl > |zl
Sar=y ol N == Bl
i I - 1 - -
=1

i=1 n v n (#) 3 . |P
(Z |xj|p> <§1|x]~|p> ;' il

Analogamente Z Y? = 1. Pelo lema anterior temos
i=1

Xi: (& K:

3=

Notemos que

1 1
XY, < -XP+4+-Y? parai=1,2,... n.
p 4q

Somando as desigualdades acima obtemos

;XMSP;Xﬁrq;Yl ot 1.

Entao concluimos,

Z \xzyz| n n
i—1 _<1 = Z|xzyz| < <Z|$z|p>
i=1 =1

(Sor) (Er)

D=
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Pelo que acabamos de provar, sabemos que para m,n € N, com n < m ocorre

= i= i=1

3=

o0 ¢
: (Z |yi|q> . Entao tomando n — oo e
i=1 i=1 i=1

temos o resultado. n

Fazendo m — oo, Z |z < (Z |xi|p>

o0 o0

Notemos que nao precisamos que as séries » | x, e > y, sejam absolutamente conver-
n=1 n=1

gentes, em outras palavras, o resultado acima vale mesmo que alguma das séries divirja.

Teorema 1.2 (Desigualdade de Minkowski). Seja p € R, com p > 1. Para z;,y; € C,

0 7 = 7 = 5
(Z|$i+yi\p> < <Z |$i|p> + <Z|yz|p>
i=1 i=1 i=1

Demonstracao: Seja n € N, fixo. Para p = 1 a afirmativa é a desigualdade triangular

1 € N, temos:

aplicada a |x;+y;| para todoi. Se p € (1, 00), podemos tomar ¢q € (1, 00) tal que %—i—% =1.

Observemos que % + é =1 = % -1 7%1 = (p—1)q = p. Usando esse fato e a

—q1_1
P
desigualdade de Holder (Teorema 1.1), obtemos

n n

Dolwrult = Yl e wl <l w4 i)

=1 =1 =1
n

= Z i+ s PH ]+ Z i + il il

i=1 i=1

1 1 1 1
< <Z|xi+yi|<f’—”q> -<Z|xi|f”>p+(Dxﬁyiw—”q)q-(Zw)p
zzl . ) =1 . ) =1 . ’ z:ll
- (Zwmp) '(zw) +(z\xi+yi|p) -(zw)
=1 =1 =1 =1

1 1 1
n q n D n q n P
Dividindo a equacao (Z |x; + yi|p> . (Z |xi|p) + <Z |x; + yi|p> : (Z |yi|p>
i=1 i=1 i=1

i=1

1
n q
por r; +y|P | temos:
D> i+ uil
i=1

n % n 1_% n % n %
(Z |z + yi‘p> = (Z |z; + yi\p> < (Z ’$i|p> + <Z ‘yi‘p>
i=1 i=1 i=1 i=1

Q|-
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Usando a desigualdade de Minkowski finita, temos que para todo m,n € Ncomn < m

ocorre

1 1 1 1 1
(Zm +?Ji’p) < (Z|$z|p> + <Z\yz‘|p> < (Z\%V’) ) (Zﬁ/z"p)
i=1 i=1 i=1 i=1 i=1

Fazendo m — oo obtemos

1 1 1
n ) o] ) [e¢) )
(Simenr) < (o) 4 () s tato e
i=1 i=1 =1

0 : 0 : 0 :
(me) s(zw) +(z|yi|p) |
=1 =1 =1

No que se segue H denotara um espacgo de Hilbert separavel de dimensao infinita sobre

Portanto,

o corpo dos complexos C, mais precisamente, um espac¢o normado completo (isto é, de
Banach) cuja norma provém de um produto interno (é dada por ||z|| = \/(x,x)) e possui

um subconjunto enumeravel e denso em H.

Definigao 1.1. Diremos que um conjunto S C H ¢é ortogonal se (z,y) = 0, para
quaisquer x,y € S com x # y. Se, além disso, ||x|| = 1, para todo x € S, entdo S € dito
ortonormal.

Observacao 1.1. De acordo com a definicdo, todo subconjunto de um conjunto ortogonal

¢ ortogonal. O mesmo vale para subconjuntos de conjuntos ortonormais.

Teorema 1.3 (Desigualdade de Bessel). Seja S um conjunto ortonormal de H. Se

€1,...,€En e um suoconiunto ntnito ae entao

{ Jen} € beonjunto finito de S, enti
d e <zl z € H
=1

Demonstrag¢ao: Observemos inicialmente que,

<Z(-’E,€i)ei72($,6j)ej> = Zz(x’ei)(x’ejxe“ej)
= Z('x>€i)($;€i) = Z ((x,e)]* , o0 € H

i=1
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onde a segunda igualdade decorre do fato que (e;,e;) =0, se i # j e (e;,e;) = 1, visto que

{e1,...,e,} é ortonormal. Dai segue que, para todo = € H,
n n
0 < (x - Z(x, €;)ei, T Z(m,e])6]>

=1 7j=1

n n n n
= ||z|)* - (x,Z(x,ej)ej> — (Z(m,ei)ei,x> + (Z(w, e)ei, » (x e])ej>
j=1 i=1 i=1 j=1
n n n

= 2l =) (z,e)(2,¢5) = ) (@ ei)eix) + Y |z e

j=1 i=1 i=1

n
= 2l = > Iz, &)l
=1

Observacgao 1.2. A desigualdade acima pode ser verificada quando {e,}°, é um subcon-

junto infinito e enumerdvel de S. Pela desigualdade de Bessel temos . |(x,€;)|* < ||z|[?

i=1
o0
n € N. Fazendo n — oo, obtemos >_ |(x,e;)]? < ||z||* , v € H.
i=1
Teorema 1.4 (Processo de Ortonormaliza¢ao de Gram-Schmidt). Seja (x,,)02, um con-
Junto linearmente independente. Existe um conjunto ortonormal ()0, de vetores nao-

nulos tal que, para qualquer n € N, e, é combinacao linear de xy,. .., x,.

Demonstracao: Seja y; = x1 # 0. Suponhamos escolhidos ¥, .. ., yx_1 nao-nulos e mutu-

amente ortogonais. Definimos

k—1
o (Ika yz)
<yl
Como, pela hipétese de inducao, y;, com ¢ = 1,...,k — 1, é combinacao linear de
Z1,...,Tp_1, temos que ¥y, € nao-nulo e é combinacao linear de xy,...,z,. Além disso,

para n < k,

k—1 k—1
:Ek yz :Ck yl yhyn
=1 =1 i

= <$k7yn) - <$k7yn) =0

Yn

yall
satisfaz as condigoes do teorema. [

A partir de (y,) construimos (e,) tomando e, = E simples verificar que (e,,)
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Corolario 1.1. Se (z,) e (e,) sdo como no teorema acima, entao [(z,)] = [(en)], isto €,

o subespago vetorial gerado por (x,) coincide com o subespago vetorial gerado por (ey).

Demonstragao: Por construgao basta mostrar que [(z,,)] = [(y,)]. J& temos, pelo teorema
anterior, que y,, ¢ combinacao linear de x1, ..., x,. Mostremos que x,, ¢ combinacao linear
de Y15+ Yn-
Isso é 6bvio para n = 1. Vamos assumir que vale para n — 1 e provar para n. De
n—1
d hipot de induca . (%a%) : 7
acordo com a hipétese de indugao e (%) escrevemos y,, = x, — 5 Yi, ou seja, x, é
— |yl
combinagao linear de yq, ..., Yn. ]

Definigao 1.2. Um conjunto ortonormal S € dito completo se a condi¢io (v,y) = 0,

para todo y € S implicar em x = 0.

Teorema 1.5. Um espaco de Hilbert é separdvel se e somente se possui um conjunto

ortonormal completo enumerdvel.

Demonstracao: (=) Sendo H separavel, existe (z,,) uma sequéncia densa em H. Considere-
mos (z,, ) subsequéncia de (z,) construida da seguinte forma: n; é o menor inteiro tal que
Tp, # 0. Ja definidos xy,,,...,Ty,,, seja x,,,, o termo correspondente ao menor inteiro,
maior que ny, tal que {Zy,,...,Tp,, Tn,,, } seja linearmente independente. Se tal indice
nao existir o processo para. Por construcao z,, 1 < n < ngy1, é combinagao linear de
Tpyy- -y Tn,. S€eja (e,) 0 conjunto ortonormal obtido ortonormalizando (z,,), como no
Teorema 1.4. Seja x € H de modo que (z,e,) = 0, para todo n € N. Pelo Corolario
1.1, cada m, é combinacdo linear finita de (e,). Entao (z,z,) =0, n € N. Seja (z7, )

subsequéncia de (x,) tal que x;, — x. Temos

lalP = (2.2) = (= Jim o, ) = lim (2.2],) = 0
ou seja, © = 0. Portanto (e,) é um conjunto ortonormal completo enumerével.

(<) Obteremos agora, a partir de um conjunto ortonormal completo (e,,), um subcon-
junto de H enumerdvel e denso. Seja M = [(e,)]. Se x € M=, isto é, (z,y) = 0 para todo
y € M, em particular (z,e,) =0, n € N. Como (e,) é um conjunto ortonormal completo,
x = 0. Dai conclufmos (Ver [8], pdg. 45) que M = H. Seja M’ C M o conjunto das
combinagoes lineares finitas de (e,) com constantes da forma a + ib, a,b € Q. Temos que

M’ é enumerével. De fato, ordenemos a base (e,,) e definamos [,, como sendo os elementos
n

r € M’ da forma Y \e;. Existe uma bijecao natural entre [, e Q*", dessa forma [, é
i=1

e¢]

enumerdvel. Como M’ = |J [ é unido enumeravel de conjuntos enumeraveis, concluimos
k=1

M' enumerédvel. Resta mostrar que M’ é denso em H. Sejam x € H e ¢ > 0. Pela
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densidade de M em H ¢é possivel obter y = > ase; € M, tal que ||z —y|| < §. Agora,
i=1
como {a + ib,a,b € Q} é denso em C, podemos obter o} € {a + ib,a,b € Q} tal que
lo, — ap| < 5. Assim y' = Y aje; € M' e
i=1

Z(%‘ — ;)€

=1

le =yl < llz=vll+Illy =l =llz —yll +

A

n
€ . € €
5"‘}21 ]ai—ail<§+n%—e

Observacao 1.3. E possivel garantir que todo espagco com produto interno possui um

congunto ortonormal completo utilizando o Lema de Zorn (Ver [13], pdg. 19).

Teorema 1.6. Seja (e,) um conjunto ortonormal em um espago de Hilbert separdvel H.
As sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) (en) € um conjunto ortonormal completo.

b) x=> (z,e)e;, v € H (Série de Fourier).
i=1

¢) (x,y) = Yo (z,e)(y, ).

i=1

d) ||z|)* = ; |(z,e;)|* (Identidade de Parseval).

Demonstragao: (a) = b)) Sendo (e n) ortonormal, temos pela d681gualdade de Bessel

(Teorema 1.3) que || Y (z,€:)e]|? = Z |(z,€;)|? < ||z||*. Sendo S,, = Z(m, e;)e; e e>0
i=1

=1

HSn - SMHQ -

- 3 fwer

i=m+1

n
E (x,e;)e

i=m-+1

para m e n suficientemente grandes, com m < n. Entao (S,) é uma sequéncia de Cauchy,

o0
logo convergente. Afirmamos que x = lim S, = > (z,¢;)e;. Com efeito,
n—00 i=1

o0 o
(m — Z(x,ei)e,»,en> (x,e,) Z (x,e;)(ei en) = (x,e,) — (x,6,) =0, n €N
i=1

i=1
Como (e,,) é ortonormal completo, concluimos x — > (z, e;)e; = 0.
i=1
(b) = ¢)) Por hipdtese z = > (x,e;)e;. Entao
i=1
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(c) = d)) Basta tomar y = x.
(d) = a)) Devemos mostrar que (e,) é completo. Seja x tal que (z,e;) = 0, para todo
1 € N. Pela identidade de Parseval,

][> =) [z e)P =0 = z=0
i=1

Observacao 1.4. Desse ponto em diante estaremos admitindo que H se trata de um

espaco de Hilbert separdvel.

1.2 Alguns Resultados Basicos

Defini¢ao 1.3. Seja T': H — H um operador linear. Diremos que T é continuo (ou

limitado) se sup ||Tx|| < co.
[|||=1

Denotaremos por B(H) o espago dos operadores lineares T : H — H, continuos,
munido da norma
IT]| = sup |[Tz]|= sup [(Tz,y)|

[lz|[=1 lll|=Ilyll=1
Observacao 1.5. i) Indicaremos por N(T) = {x € H; Tx = 0} o nicleo de T e por
R(T)={y € H; existe x € H tal que y = Tx} a imagem de T.
it) Como H € um espago de Banach B(H) também o é.

Definigao 1.4. Sejam T € B(H) e A € C. Dizemos que A € um autovalor de T se existe

x # 0 tal que Tx = Ax. Tal x, quando existe, é chamado autovetor de T associado a .

Definig¢ao 1.5. Seja T € B(H). O espectro de T, denotado por o(T), € o conjunto dos
A € C tais que (T — AI) ndo € invertivel.
O complementar de o(T), isto €, p(T) = C\o(T) = {\ € C; T — X € invertivel} é

chamado de resolvente de T'.

Observagao 1.6. Notemos que se A € um autovalor de T' entdo A € o(T'). Mais adiante
mostraremos que se o operador T' atender certas condi¢oes (T ser compacto) poderemos

garantir que a reciproca também é vdlida.

Teorema 1.7 (Expansdo de Neumann). Seja T' € B(H), com ||T|| < 1. Entao I —T é
invertivel e

(I-T)"= iT"

onde T° = I. Além disso .

17|

IN

17 =1)7]
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o0
Demonstragao: Observemos primeiramente que » ||T||™ é uma série geométrica e por-
n=0

[ee]
tanto, convergente. Agora ||T"|| < ||T'||", o que garante a convergéncia absoluta de »_ T™.
n=0

Mas B(H) é completo, o que implica na convergéncia de > T", digamos, para S € B(H).
n=0
Pela defini¢ao de S, temos que S comuta com 7', assim S(I —T) = (I —T)S. Além disso,

(I—T)S:S—TS:iT”—iT"“:iT"—iT":T(’:I
n=0 n=0 n=0 n=1

ou seja, S = (I —T)~'. Finalmente,

>

n=0

17 =1)7" =

<ZHT"H<ZHTH"— HTH

Observagao 1.7. Tendo em vista o teorema acima, observemos que, se A € C ¢ tal que
||| < |\, temos AXI =T = X1 —X7'T) e ||]\'T|| = [N7Y|T|| < 1. Entao I — \7'T ¢
invertivel e (A —T)™' = XTI — X\7'T)~! também é. Logo X € p(T). Assim p(T) ndo
¢ vazio, para qualqguer T € B(H). Como A € p(T), |A| > ||T||, concluimos que o(T) €
limitado por ||T||, isto é, se A € a(T), entao |A| < ||T|].

Definigao 1.6. Seja & € p(T). O operador Re = (&1 — T)™' € chamado operador

resolvente.

Teorema 1.8. Sejam & € p(T) en € C tais que | —n| < ||Re||™". Entaon € p(T) e
R, — Re = Y (£ —n)Ry*t. Além disso,

n=1
|12,
— & = nll[Ry]]

Demonstragao: Por hipdtese ||(§ —n)Re|| < 1. Isso significa que I — (£ —n) R é invertivel

R, <
IRl < <

e sua inversa ¢ dada por

[e.e]

(I=(E=mR)™ =D ((E—mR)"

n=0
Escrevendo nl —T = (£1 —T) — (£ —n)I e observando que R¢ comuta com 7" (basta olhar
para (I —T)Re =1 = Re(§1 — T')), temos

(Re(I = (€ =mRe) " )(nl =T) = Re(I—(&—=n)Re)" (61 =T — (£ =n)I)
= R&(I — (E=nRe) (R — (6 —n)R;'Re)
—n)Re) 'R (I — (€ —n)Re)
= ( —(5—77)R§) I = (E=nRe) =1
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Assim nl — T é invertivel e sua inversa é

Ry=(nl =T)"' = Re(I — (£ =n)Re)™" = Re <Z((€ - 77)35)"> =Re+ Y (E—n)Ry™

n=0 n=1
Logo
Ry = Re=) (£—n)Ry"!
n=1
Agora utilizando o Teorema 1.7 em ) ((§ —n)R¢)", obtemos
n=0
0= (€= MR < T——
1—[€ = nll[Ry|
Dai
1Rl = [[Re(T = (€ —n)Re) || < [|Re|ll[(1 — (€ = m)Re) ™|
|| Byl
1—[& —nll[ Ryl

Observagao 1.8. O Teorema 1.8 nos garante que p(T) € um conjunto aberto em C. De
fato, dado & € p(T), basta tomar € = ||Re|| > 0 (pois Re € invertivel) e teremos, para
n € C, In—&| < e, implicando em (nI —T') invertivel, ou seja, n € p(T). Isso nos diz ainda
que o(T) = C\p(T') € fechado. Acabamos de ver que o(T) é limitado (vide Observagao
1.7). Logo o(T) é compacto.

Como o(T) é limitado, a seguinte definigao faz sentido.
Definigao 1.7. Seja T € B(H). O nimero
rr =sup{|A|; A€ a(T)}
¢ chamado raio espectral de T'.

Enunciamos agora um resultado classico, cuja demonstracao pode ser encontrada em
[13], pag. 45.

Férmula do Raio Espectral (Teorema de Gelfand-Beuling). Seja T' € B(H). Entao
rp = lim ||T"|Y/"

Teorema 1.9. Sejam &,n € p(T). Entio, Re — R, = (n — {)ReR,,.
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Demonstra¢ao: Temos (§1 — T)Y(nl —T) = (nl = T)({I — T). Como &,n € p(T), os

operadores acima sao invertiveis e
R\Re = (I -T)(I-T)"' = (I -T)(nI - T))~"

= (M -D)E-T)" = -T)" (] -T)""
— ReR, .

Dai segue que

(Re = R)R'R' = R'—R'=(nl~T)— (I ~T)
= =8I

Observagao 1.9. Com o resultado acima garantimos que a aplicag¢io ¢ : p(T') — B(H),
(&) = Re¢ € continua. De fato, firado & € p(T), sejan € C tal que |£ —n| < ||Re||™*.

Pelo Teorema 1.8, n € p(T). Agora, por esse mesmo teorema e o que acabamos de provar,

[ — &Il Re]”
= |n = €Il Bel|

1R = Byl < [ = Ell| Relll| Byl < 5

Dai obtemos, lirr% |Re — R,|| = 0.
17—>

1.3 Operadores Positivos

Dado um operador T' € B(H ) queremos definir 7* € B(H) tal que (Tx,y) = (z, T*y),

para quaisquer x,y € H. Para isso precisamos do seguinte resultado.

Teorema da Representagao de Riesz. Seja [ : H — C um funcional linear continuo.

Entao existe um tnico y € H tal que f(z) = (x,y), para todo x € H. Além disso,

A= 11yl

Demonstracao: Mostraremos inicialmente a existéncia. Se f = 0, basta tomarmos y = 0.
Suponhamos entdo f # 0. Dessa forma, o nicleo de f, N(f) = {z € H; f(z) = 0}
é um subespaco fechado préprio de H e é possivel escrever H = N(f) ® N(f)*, com
N(f)* #{0}. Sejau € N(f)* com ||u|]| = 1. Para x € H temos
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onde y = f(u)u.
Provemos agora a unicidade. Para isso suponhamos que exista z € H, de modo que
f(x) = (z,2), para todo z € H. Temos

(x,y) = f(x)=(z,2) = (r,y—2)=0, paratodor € H = y—2=0 = y==z

Finalmente provemos que || f|| = ||y||.- Se y = 0, entdo f = 0 e a igualdade é imediata.

Agora, se y # 0, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz

[f (@) = |(z, )] < [l=[ll]yl]

ou seja, ||f]| <||y||- Por outro lado,

7 ()l = G [ = o

isto &, [|f|| = sup{|f(x)[, |lz|] =1} = [ly[|. Portanto [|f|| = ||yl u

Teorema 1.10. Seja T' € B(H). Existe um tnico operador T* € B(H), chamado ad-
gunto de T, tal que (Tx,y) = (x,T*y), para quaisquer x,y € H. Além disso, vale
T[] = [IT].

Demonstragao: Fixado y € H, temos que f,(z) = (T'z,y) é um funcional linear. Pelo
(z,

teorema acima, existe um unico z € H, tal que fy( ) z), © € H. Definimos entao

T*y = z. Temos que (T'z,y) = f,(z) = (z, 2) = (z,

T*y), para quaisquer x,y € H. Agora
T* é linear, pois se u e v sdo tais que fy(z) = (z,u) e f.(x) = (z,v), entdo

fAy-l—z(m) = (Tx,\y+2z)= X(Tﬂ?,y) + (Tz,2) = X(QZ,U) + (z,v)
= (r,\u+v), x€H

Novamente pelo teorema anterior, T*(\y + z) = Au+ v = \T™*y + T*z.

Resta mostrar que ||T%|| = ||7T'||]. Segue da definigao de ||T'|| que
Tl = sup  [(Tz,y)]= sup [(T7y,2)| = [[T7|
llzl1=llyl|=1 [lzlI=llyl|=1

Proposicao 1.1. Sejam T e S operadores em B(H). Entdo:
a) T =T
b) (AT)* = \T*
c) (T+S) =T+ 5"
d) (TS)* = S*T*

e) Se T é invertivel, entdo T* também o é e (T*)™' = (T~1)*.
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Demonstragao: a) (z, T*y) = (T*x,y) = (y, T*x) = (Ty,z) = (z,Ty) , v,y € H

Logo T™* =T

b) (A\Tx,y) = MNTx,y) = Mz, T*y) = (2, \T*y) , 2,y € H

Assim (A\T)* = \T™.

o) (T+8)z,y) = (Tz,y)+ (Sz,y) = (x,T"y) + (z, S"y) = (2, T"+ S")y) , v,y € H

Entao (T'+ S)* =T* 4 S*.

d) (T'Sz,y) = (Sz,T*y) = (¢, S*T"y) , v,y € H

Dessa forma (T'S)* = S*T™*.

e) Observemos que [* = [. Se T € B(H) é invertivel, existe T-! de modo que
TT-' = T7'T = I. Entao, usando o item d), (T-')*T* = T*(T')* = I* = 1. Isso

mostra que T* é invertivel e que (T*)~t = (T~1)*. u

Proposigao 1.2. Seja T € B(H). Entao ||TT*|| = ||T*T|| = ||T||*.
Demonstracao: De fato, pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
|T2|* = (T2, Ta) = (v, T"Ta) < ||T*Txl|||2|| < [|T°T||]]]?

ou seja, ||T|| < ||T*T||"*. Entao ||T|* < ||T*T|.
Por outro lado, ||[T*T|| < ||T*||||T|| = ||T||?, onde a igualdade segue do Teorema 1.10.
Por esse mesmo teorema ||TT*|| = ||[(T*T)*|| = [|T*T|| = ||T|>. "

Definicao 1.8. Um operador T € B(H) € dito auto-adjunto (ou hermitiano) se

T* =T. Agora se T for invertivel e T* = T~!, diremos que T é unitdrio.

Observagao 1.10. i) Se T € B(H) ¢ auto-adjunto, entao ||T|* = ||TT*|| = ||T?||.

i) Se U € unitdrio, entdo ||U||> = |[UU*|| = ||I|| = 1, ou seja, ||U|| = 1.

iii) Se T € auto-adjunto, temos que (Tx,x) = (z,T*z) = (z,Tx) = (Tx,z), € H.
Entao (Tz,z) € R, para todo x € H.

O item iii) da observagao acima da sentido a defini¢ao seguinte.

Definicao 1.9. Seja T € B(H), auto-adjunto. Diremos que T € positivo quando
(Tx,x) > 0 para todo x € H. Nesse caso escrevemos T >0 ouT € B*(H).

Com essa definigdo podemos introduzir uma rela¢ao de ordem parcial em B(H). Com
efeito, diremos que 7' > S (ou S < T) se (T' — S)z,z) > 0, « € H. Claramente
T > T, isto é > é reflexiva. A prova de que > é transitiva e anti-simétrica é dada abaixo,

juntamente com outras propriedades de >.
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Propriedades de Operadores Positivos. i) Se A e B sdo positivos e A\ > 0 entdo
A+ B e M sado positivos. Além disso, se A é invertivel, A~ também € positivo.

ii) Se A> B eB>A, entio A= B.

iii) Se A> B e B> C, entao A > C.

w) T*T e TT* sao positivos para qualquer T € B(H ).

Demonstragao: i) De fato,
((A+ B)z,z) = (Az,z) + (Bz,z) >0, v € H

Mz, z) = NAz,z) >0, v € H
(A 'z, 2) = (A0, AA™ ) >0, v e H

i1) Seja T'= A — B. Por hipétese, (Txz,x) = 0, x € H. Para quaisquer x,y € H,

temos

0=T(r+y)z+y) = (Tov,x)+ (Tx,y)+ (Ty, )+ (Ty,y) = (Tx,y) + (Ty, z)
= (Tx,y)+ (y,Tx) = (Tx,y) + (Tx,y) = 2Re(Tx,y)

Se existirem z,yo € H tais que Im(Txg, 1) # 0, entao

Re(T (ixg), yo) = —Im(Txo,yo) # 0

contradi¢ao. Logo Im(Tz,y) =0, com x,y € H, ou seja (T'z,y) =0, para z,y € H. Dai,
fazendo y = Tz, obtemos que ||Tz||> = 0, z € H, isto é, Tx = 0 para todo x. Portanto
A=B.

iti) (A—-C)z,z) = (A—B)z,z)+ ((B—-C)z,z) >0, v € H

w) (TT*z,z) = (T*z, T*x) = ||[T*z||* > 0, (T"Tz,z) = (Tx,Tz) = ||Tz||* > 0,
x € H.

Teorema 1.11. Seja T' € B(H) auto-adjunto. Se eziste o > 0 tal que ||Tz|| > al|z]],

para todo x € H, entao T ¢é invertivel.

Demonstracao: A condigdo ||Tx|| > «||z|| implica na injetividade de T'. Resta provar que
T é sobrejetiva, isto é, que R(T) = H. Antes disso mostraremos que a condi¢ao acima
também implica que R(T) é fechado.

Seja y € R(T). Tomemos (z,) C H tal que lim Tz, = y. Entdo (Tz,) é uma
sequéncia de Cauchy. Dado e > 0, existe ng € sz—{;i; que ||Tx, — Tzy,|| < €/a para

n,m > ng. Assim,

[ — 2l < &l T(n — )| = al| Ty — T]| < €, onde n,m > ny
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Entao (z,) é uma sequéncia de Cauchy e existe z, tal que x = lim x,,, pois H é completo.
Pela continuidade de T', y = Tz, isto é y € R(T). o

Suponhamos que R(T) # H. Entao existe y € H\R(T). Como R(T) é fechado e
contido propriamente em H, R(T)*t # {0}. Entdao y € R(T)*\{0}. Dai (T'z,y) = 0,

x € H. Seja x =Ty, como T é auto-adjunto

0= (T(Ty),y) = (Ty, Ty) = ||Ty||?

ou seja, Ty = 0. Mas T é injetivo, o que implica que y = 0. [

Corolario 1.2. Se T ¢ auto-adjunto e T > I, entao T € invertivel.

Demonstracao: Como T > 1,
(Tz,2) > (v,2) = ||=[]”
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,
1T]|||2]| = (T, z) > ||2]*
ou seja, ||Tz|| > ||z||. Pelo Teorema 1.11, T' é invertivel. "
Teorema 1.12. Seja T' € B(H). Se T ¢é auto-adjunto, entio o(T) € um subconjunto dos
numeros reais. Se T € positivo, entiao o(T) C (0, 00).
Demonstracao: Seja A € C, tal que ImA # 0. Como
(T = X)z,z) — (T = XDz, 2) = (A=) (2,2), v € H
para x # 0 temos,

0<A=Allzll* = (T = ADz,2) = (T = M)z, 2)| = [(T = M)z, ) — (z,(T = M)z)|
= 2Um((T = A)x, z)| < 2[((T = M)z, 2)| <2||(T" = A)xl[]|=|

isto é, _
(T — X)z|| > w , x € H

Analogamente B
(T — N)x|| > w ,t€H

Como vimos na demonstracao do Teorema 1.11, os operadores T — A e T — A séo
injetivos, com imagens fechadas. Suponhamos que exista y € H\R(T — AI). Entao
y € R(T — X)*\{0} e (y, (T — M)z) = 0, para todo x € H. Dai ((I' — M\)y,z) = 0,
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v € H. Entdao (T — M)y =0ey =0, pois T — M ¢ injetivo, uma contradicio. Entdo o
operador T' — A é sobrejetivo, logo invertivel. Assim A\ € p(T).

Sejam agora T' > 0 e A > 0. Temos que T + A > X, ou seja A" (T + \I) > I. Pelo
Coroldrio 1.2, A™(T + M) é invertivel. Entao T + A é invertivel e —\ € p(T'), entdo
(—00,0) C p(T). Portanto o(T") C [0, c0). n

Teorema 1.13. Seja T € B(H) auto-adjunto. Entdo o raio espectral de T' € igual a ||T|.
Além disso o(T) C [—||T||, ||T]]]-

Demonstragdo: Pela Observagdao 1.10 item ), temos |[T*"|| = ||T||*", n € N. Agora,

utilizando a Férmula do Raio Espectral,

rp = Tim (|77 = lim (722" = Tim (||7]*)" = (|7
A segunda afirmativa decorre do Teorema 1.12 e do provado acima. ]

Lema 1.2. Seja T € B(H). Entao
i)o(I-T)=1—0o(T)={1-X\ Xeao(T)}.
ii) o(AT) = Ao (T), X € C.
iii) Se T for invertivel e o(T) C [a,0), a > 0, entdo o(T1) C [0, 2].

Demonstragao: i) Se X € o(I —T), entao T'— (1 — \)I = —((I —T) — M) nao é
invertivel, ou seja, 1 —A € o(T) e A=1—-§E6=1— X € o(T). Seja A € o(T). Entao
(I —T)—(1—=X1I=—(T—X) nao é invertivel. Logo 1 =X € (I —T).

i1) Se A = 0, o resultado ¢é 6bvio. Seja entdo A # 0. Temos
Eea(\T) & NT—¢1=) (T — %T) nao é invertivel

& %EO’(T) & e (D)

i) Seja A > £ Entdo + < ae 5 € p
invertivel. Logo T — A = —XTY(T — 1) é invertivel e A € p(T~'). Analogamente

podemos mostrar que se A < 0, entdo A € p(T'). Portanto o(T*) C [0, 1].

. 1 ,
(T'), por hipétese. Dessa forma T' — {1 ¢é

> =

Teorema 1.14. Seja T' € B(H) auto-adjunto. Entao ||T|| < 1 se e somente se ocorre
-1 <T<I.

Demonstragao: (=) Sendo ||T|| < 1, temos

(I =T)z,2) = (v,2) = (Tz,2) 2 ||2[]* = [|T=]]]]2]]
> =l = [I7lll|=]]* = (1 = TIDll* = 0
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(T+Dz,2) = (Tz,z)+ (z,7) = —||Ta[[||z|| + ||=]]
> (1=[ITDl=[]* =0

Onde a primeira desigualdade (em ambas expressoes) é a desigualdade de Cauchy-Schwarz.
Assim -1 < T < [.

(<) Supondo —I < T < I, usando o item i) do Lema 1.2 e o Teorema 1.12, temos
1—0o(T)=0(I—T) C[0,00), ou seja, o(T) C (—o0,1]. Agora

l+o(T)=1—-0(-T)=0(1—-(-T7))=0c(14+1T) C[0,00)

isto é, o(T") C [—1,00). Com isso, o(T) C [—1,1].

Por outro lado, vimos no Teorema 1.13 que rr = sup{|A|; A € o(T)} = ||T]|. Isso
significa que existe uma sequéncia (\,) C o(7T") C [—1, 1], convergindo para ||7T'||. Dessa
forma ||T|| < 1.

Definigao 1.10. Seja T € B(H) auto-adjunto. Indicaremos por F(T) o fecho do conjunto

{(Tz,x); ||z|| = 1}. Além disso definimos m(T') = ”iﬂfl(Ta:,x) e M(T) = sup (Tz,z).
= [lz]|=1
Notemos que F(T) C [m(T), M(T)].

Teorema 1.15. Seja T' € B(H) auto-adjunto. Entao o(T) C F(T).

Demonstracao: Seja A ¢ F(T). O conjunto F(T') é fechado por definigao, temos dessa
forma que d = inf{|\ — u|; p € F(T)} > 0. Entao, se x # 0,

dg‘(w x)_A<x )‘ (T, x) = Mz, 2)| _ (T = M)z, )]

[l []]] ]| []]] ][ N [|[[?

ou seja, |((T — M)z, x)| > d||z||* , * € H. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz
(T = ADa|l||z]l] > (T = A, z)| > d||=|?

ou seja, ||(T'— A)x|| > d||z|| , x € H. Pelo Teorema 1.11, T' — AI é invertivel, ou seja,
A € p(T). Portanto o(T) C F(T). =

Teorema 1.16. Seja T' € B(H), auto-adjunto. Entao,

Tl = sup [(Tz, )| = max{[m(T)[,[M(T)|}

||| |=1

Demonstragdo: Por um lado, como |(Tz,z)| < ||Tz||||z|| < ||T||||x|]?, * € H, temos que
sup |(Tz,x)| < ||T].

ll|=1
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Por outro lado, vimos no Teorema 1.13 que ry = ||T]|, logo existe (A\,) C o(7T) tal
que lim |A\,| =||T|]. Mas (\,) C o(T) C F(T), pelo resultado que acabamos de provar.

Entao A\, = (Tx,,x,), com ||z,|| = 1, n € N. Logo ||T|| < sup |(Tz,x)|. A outra
||fl=1
igualdade é obtida a partir das defini¢oes de m(T") e M(T). n

1.4 Operadores Compactos e Ideais em B(H)

Definicao 1.11. Seja T' : H — H um operador linear. Diremos que T' é compacto

se T(U) é um conjunto compacto, onde U = {x; ||z|| < 1}. Neste caso escrevemos
T e K(H).
Agora, se a imagem de T, R(T), for um espaco de dimensao finita, vamos dizer que

T é um operador de posto finito e escreveremos T € F(H).

Observacao 1.11. i) Notemos que um operador compacto € imediatamente continuo.
Além disso, se T' € um operador de posto finito, entdo T € compacto (basta observar que
T(U) é um subconjunto fechado e limitado do espaco de dimensdo finita R(T)).

ii) A defini¢ao acima pode apresentada num contexto mais geral para operadores entre
espacos de Banach da sequinte forma: Se E, F sao espagos de Banach eT : E — F ¢é

um operador linear, diremos que T é compacto quando T(U) € um subconjunto compacto
de F.
iii) No que se seque Bc(x), indicard o conjunto {y € H; ||y — z|| < €}.

Proposicao 1.3. Sao equivalentes:

i) T é compacto.

i) T(U) € totalmente limitado, isto €, dado € > 0 existem yy, ...,y € T(U) tais que
paray € T(U) existe j =1,...,k de modo que ||y — y;|| <e.

iWi) Dada uma sequéncia limitada (x,) C H, é possivel obter (x,,), subsequéncia de

(xn) tal que (T'z,, ) seja convergente.

Demonstragao: (i) = ii)) Se T é compacto, entao T(U) é um conjunto compacto. Dado

€ > 0. Consideramos a cobertura aberta {Bc(y)},c7gy de T(U). Podemos entao extrair

uma subcobertura finita {B(y1), ..., B(yn)}. Isso significa que, dado y € T(U), existe

um j =1,...,n tal que ||y —y;|| < ¢, ouseja, T'(U) é totalmente limitado. Resta mostrar

que T'(U) é totalmente limitado. Dado € > 0, existem yi,...,y, € T(U) tais que para

y € T(U) existe j =1,...,n de modo que ||y —y;|| <€/2. Sey; € T(U),i=1,...,n, nao
hé o que mostrar. Caso contrério, existe y; € T'(U)\T(U). Nesse caso podemos garantir
a existéncia de y; € Bea(y;) N T(U). Consideremos entdao B.(y;) no lugar de B./2(y;)

(observando que Bs(y;) C Be(y;)). Continuando o processo obtemos v, ...y, € T(U)
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tais que dado y € T'(U) existe j = 1,...,n, tal que ||y — yj|| < e. Isso garante que T'(U)
é totalmente limitado.

(i1) = 1)) Suponhamos agora que exista {Ay}xe; cobertura aberta de T(U) que nao
possua subcobertura finita. Como 7'(U) é totalmente limitado, podemos cobrir T'(U) por
bolas fechadas de diametros menores que 1. Fazendo a interse¢ao dessas bolas com W,
expressamos tal conjunto como uma uniao finita de conjuntos fechados de diametro menor
que 1. Pelo menos um desses, digamos X7, nao pode ser coberto por um nimero finito dos
{A\}. Agora X, é totalmente limitado (pois X; C T(U)) e pode ser escrito como unido
finita de conjuntos fechados de diametro menor que 1/2. Dentre eles, existe pelo menos
um, digamos X3, que nao é coberto por um nimero finito dos {A,}. Assim obtemos uma

sequéncia X7 D X5 D -+ do conjuntos fechados de T'(U) tais que diam X, < 1/n e X,

nao é coberto por uma quantidade finita dos {A4,}. Em particular, X,, # (), para todo n.
Logo existe y € T(U), tal que {y} = [ X,. Como {A)}rer é uma cobertura de T(U),

y € Ay, para algum X\ € [. Agora A, 7zﬁjgbez1"‘co e Bim(y) C Ay, para algum n € N. Mas
y € X, e diam X,, < 1/n, o que significa X,, C By/,(y) C A, uma contradicao.

(71) = iii)) Seja (x,) C H limitada. Suponhamos sem perda de generalidade (x,,) C U.
Seja € = 1. Como T'(U) é totalmente limitado, existem yi,...,yx € T(U) tais que para
y € T(U)existe j = 1,...,k demodo que ||y—y;|| < 1. Consideremos B;(y;),j=1,...,k.
Existe i; = 1,..., k tal que B;(y;,) contém infinitos (T'x,). Seja n; o menor indice tal que
Tx,, € Bi(y;,). Agora By(y;,) é totalmente limitado (basta utilizarmos a argumentacao
do item anterior, descartando as bolas que nao possuam elementos de Bj(y;)). Seja
entdo € = 1/2, repetindo o feito acima é possivel encontrar B 2(ys,) que contém infinitos
(T'x,) e ny menor inteiro maior que n; tal que T'z,, € By/2(y;,). Continuando o processo
obtemos (T'z,,) subsequéncia de (T'z,) tal que [Tz, — Tz, || < 2, se ny < nj, ou seja,
(T, ) é uma sequéncia de Cauchy, logo convergente.

(17i) = ii)) Reciprocamente suponhamos que se (z,) C H é uma sequéncia limitada,
entdo existe (z,, ) subsequéncia de (x,,) tal que (T'z,, ) é convergente. Vamos mostrar que
é possivel cobrir T'(U) com um numero finito de bolas de raio e. De fato, dado € > 0 seja
xr1 € U. Se tivermos T(U) C B.(Tx;) o resultado estd provado. Sendo existe zo € U
tal que ||Taxg — Tx1|| > €. Agora se B.(Txy) U B.(Txz2) contiver T'(U), o resultado esta
provado. Caso contrario existe 3 € U de modo que ||Tzs —Tx1|| > € e ||[Txs —Tas|| > €.
Se o processo encerrar apés um numero finito de etapas concluimos 7'(U) totalmente
limitado. Agora se o processo nao para, obteremos uma sequéncia (z,) C U, tal que
||Tx, — Txy|| > €, para quaisquer n,m € N distintos. Isso significa que (T'z,) nao possui

subsequéncia convergente, contradizendo a hipétese. [

Definicao 1.12. Uma dlgebra é um espaco vetorial A munido de uma aplicacao bilinear

A x A — A que satisfaz as sequintes propriedades, para quaisquer a,b,c € A,
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i) (a.b).c = a.(b.c)
i) a.(b+c)=ab+a.ce(a+b).c=ac+b.c

Exemplo. O espago vetorial C (sobre C ou R) dos nimeros complexos munido da soma
e multiplicacao usual é uma dlgebra.
O espago vetorial complexo B(H) munido das operagoes de adi¢ao e composicao de

operadores € uma dlgebra.

Nosso estudo sera focado na édlgebra B(H). Entretanto, para o préximo conceito

podemos considerar uma algebra A sobre C arbitraria.

Definigao 1.13. Seja A uma dlgebra. Se I é um subconjunto de A que satisfaz as
sequintes propriedades:

i) Sea,beZ, entioa+beT

ii) Sea€T ebe A, entioabe T

iii) Sea €T ebe A, entdo ba € T

Diremos entao que I ¢ um ideal de A.

Se T satisfizer apenas i) e ii) (respectivamente i) e iii)) vamos dizer que I é um ideal
a direita (respectivamente a esquerda) de A.

Os conjuntos {0} e A sao ideais de A, chamados ideais triviais.

Exemplo. O conjunto F(H) dos operadores de posto finito é um ideal de B(H).
De fato,
i) Sejam A, B € F(H). Entao existem u;,v;, oy, 3; € H tais que Ax = Y (x,u;)v;

i=1
m

e Be = Y (z,04)0;. Dessa forma temos R(A+ B) = [v1,...,0n,01,-..,0m], ou seja
i=1
dim R(A+ B) < 0. Logo A+ B € F(H).
ii) Se Ax =Y (z,u;)v; e B € B(H), entao

i=1
ABzx = Z(Bx,ui)vi = Z(m, B*u;)v; = Z(a:, w;)v;, onde w; = B*u;
i=1 i=1 i=1
Assim AB € F(H).

iii) Temos
BAx = B (Z(x, uz)vz> = Z(x, u;)Bu; = Z(m, w;)w;, com w; = Bu;
i=1 i=1 i=1
Logo BA € F(H).
Exemplo. O conjunto K(H) dos operadores compactos é um ideal de B(H).

Para mostrar isso vamos usar que um conjunto fechado contido em um compacto

também é compacto e que se A e B sdo compactos entio A+ B é compacto.
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i) Sejam T,S € K(H) e U = {z € H;||z|| < 1}. Temos (T + S)(U) c T(U) + S(U)
dat

(T'+85)U) cTU)+5U) cTU) +5(U)
Como T(U) e S(U), por hipdtese, sio compactos T(U)+S(U) também é. DaiT(U) + S(U)
¢ compacto. Logo T + S € K(H).

ii) SeT'e€ K(H) e S € B(H) entdo existe A > 0, tal que S(U) C AU. Logo

TS(U) ¢ \T(U)

Como T € K(H), NXT(U) € compacto e dai TS(U) € compacto, ou seja T'S € K(H).
iii) Agora, como T € K(H) e S € continuo, S(T'(U)) € compacto. Além disso temos
que ST(U) C S(T'(U)). Entao

ST(U) c S(T(U)) = 5(T(U))
Logo ST(U) é compacto. Portanto ST € K(H).

Teorema 1.17. Seja T € B(H). Entao T ¢é compacto se e somente se existe uma

sequéncia (T,) de operadores de posto finito tal que lim T, =T
n—oo

Demonstragao: (=) Seja T' : H — H compacto. Pelo Teorema 1.6 item b) podemos
escrever Tx = Y (Tx,e;)e;, onde (e;) é um conjunto ortonormal completo. Definamos a
i=1
sequéncia (T),) por T,z = > (Tx,e;)e;. Notemos que T,, é um operador de posto finito
i=1
S (Tx,e)e;
1=ng
para todo x € U. Suponhamos que isso nao ocorra, entao existe ¢ > 0 tal que, para

S (Txp,e;)e; ’ > 2¢. Por outro lado

T é compacto e, pela Proposicao 1.3 item i), existe (2, ) subsequéncia de (z,) tal que

para todo n € N. Dado ¢ > 0, afirmamos que existe nyg € N tal que < €,

cada n € N é possivel encontrar x,, € U tal que

(T'x,, ) converge, digamos para y € T'(U). Entao existe ng, de modo que, se ny > ng,,

||Tx,, —y|| < e Daisegue que, para todo ny > ng,,

2¢e < Z(Tﬂﬂnk, ei)ei|l < Z(% ei)ei + Z(Txnk — Y, €i)e;
i=ny 1=ny i=ny
< D || + 1| Tan, —yll < || D (. eies|| + ¢

=N 1=n

ou seja, || Y. (y,e;)ei|| > €, para ng > ng,. Mas, pelo Teorema 1.6, item b), y = Z(y, ei)e;
i:nk =1
e existe ny, > ny, tal que Z (y,ei)e;|| < €, contradi¢do. Entao, para n > ng, temos
i=n}

oo

Z (Tz,e;)e;

i=n-+1

T = Toll = sup [(T" = To)z|| = sup <e

|lz]l< llz|l<1




29 Preliminares

ou seja, T' é aproximado por operadores de posto finito.

(<) Suponhamos que, para T € B(H), exista uma sequéncia de operadores de finito
(T,,) tal que lim T,, = T. Sejam € > 0 e uma sequéncia (z,) € H limitada. Por hip6tese
existe N € N tal que ||T —T,|| < 43, para n > N, onde ||x,|| < M, n € N. Como
todo operador de posto finito é compacto, fixado n > N existe uma subsequéncia (x,, )
de (z,,) tal que (7, (z,,)) é convergente. Entao (7, (z,,)) é uma sequéncia de Cauchy e

existe ng € N, tal que ||T,,x,, —T,,7y,|| < §, para ng,n; > ng. Tomando ng, n; > ngy temos

T2, = Ty, || < ([T = To)wn || + [ Tnn, = Town || + (T = T)n,|

€ €

Logo (T'x,,) é uma sequéncia de Cauchy e, pela Proposi¢ao 1.3 item iiz), T é compacto.

Lema 1.3. Sejam E e F espagos de Banach e T : E — F operador linear limitado. Entao
T ¢é compacto se, e somente se, dado € > 0 existe um subespaco Y. de F de dimensao

finita tal que ||Qy,T|| <€, onde Qy, : F — F/Y, € a aplica¢ao quociente.

Demonstragao: (=) Se T é compacto, entao pela Proposigao 1.3, T'(U) é totalmente
limitado. Dessa forma, dado € > 0, existem xz1,...,x, € U de modo que, para = € U,
existeum j € {1,...,n}, tal que ||[Tx—Tz;|| < e. Consideremos Y, = [T'zy,...,Tx,| C F.

Agora, como Qy.Tx; =0, com i =1,...,n, temos
|Qy. Txl| = inf{||yl|, y € Ta} < ||[Tz —Taxyl| <e, z€U

onde a penultima desigualdade decorre do fato de que Tz — T'z; é elemento de Tz. Logo
10T < e.

(<) Seja dado € > 0. Por hipétese, existe Y, 3, subespaco de dimensao finita de F,
tal que [|Qy,,T|| < €/3. Seja K = {y € Y3, dist(y,T(U)) < ¢/3}. Como T(U) ¢
limitado, K também ¢é. Sendo um conjunto limitado do espago de dimensao finita Y. 3, K
é totalmente limitado. Assim existem yi,...,y,, € K tais que, para cada y € K, existe
Jj € A{1,....,m} tal que ||y — y;|| < ¢/3. Como dist(y,T'(U)) = inf{||ly — Tz||, x € U},
temos que, para cada j = 1,...,m, existe z; € U tal que ||y; — Tz,;|| < €/3. Seja z € U.
Como ||Qy, ., T|| < €/3, [|Qy,, Tx|| < €/3 e existe y € K tal que [[Tx — y[| < €/3. Seja
entdao j € {1,...,m}, de modo que ||y — y;|| < €/3. Entao

1Tz = Txjl| < [Tz =yl + [ly — yill + lly; — Tl
€ € €
< cH-+o=
37373 °

ou seja, T'(U) é totalmente limitado. Portanto 7" é compacto. n
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Lema 1.4. Sejam E e F espacos de Banach e T : E — F operador linear limitado.
Dado € > 0, consideremos X um subespaco fechado de E, com dim E\X < oo, tal que
|T|x|| < €/3. Entdo existe um subespaco Xo C E cuja dimensao € finita e tal que

|Qrx,T|| <€, onde Qrx, : F — F/TXy € a aplicagio quociente.

Demonstragao: Usaremos o seguinte fato (ver [4], pdg.12): Todo espago de Banach F é
isometricamente isomorfo a um subespago fechado de C'(K), onde K é um espago com-
pacto de Hausdorff.

Seja ¢ : F' — C(K) o isomorfismo isométrico acima e a, : C(K) — C, a,(f) = f(y).
Consideremos 9, = (a, 0o poT|x), y € ¢ o T(E). Notemos que v, é um funcional linear
continuo sobre X. Pelo Corolario do Teorema de Hahn-Banach (ver Apéndice) é possivel
obter um funcional linear Jy : E — C tal que YZy|X = 1, e HJyH = ||y||. Notemos
que, para |ly|| = 1, temos [[iy|| = [[yl| < |ITI], pois [la,|l = |lyll = 1 e ¢ 6 uma
isometria. Consideramos T' = (¢y)yepor(r), 0 operador linear gerado por (y)yepor(E)-
Entio T : E — C(K) ¢é continuo com T|xy = T ¢ ||T|| = |T|x]| < €/3, pelo resultado
acima. Através da inversa da isometria ¢, temos T:E—F.

Seja S = T — T. Temos Slx = 0. Como dim F\X < oo, S é um operador de
posto finito, logo compacto. Entao existe x1,...,x, € U tais que, dado = € U existe
g€ {l,...,n} tal que ||Sz — Sz,|| < ¢/3. Dai,

Tz —Ty|| = |[Tx—Tz—Tx;+Tx; + Tz — T,
< |ISw = Sajl| + || T — Tayl| < £ + 2T
< fiE o
3 3
Se considerarmos Xy = [z, ..., z,] vemos a partir da desigualdade acima (como no Lema
1.3), que ||Qrx,T|| < e. "

Corolario 1.3. Sejam F e F' espacos de Banach, e T um operador linear limitado com a
sequinte propriedade: Dado € > 0, existe X, subespago fechado de E com dim E\ X, < oo,
tal que ||T

x.|| < €. Entao T € compacto.

Teorema 1.18 (Schauder). Sejam E e F espagos de Banach, e T : E — F operador
linear limitado. Sao equivalentes:

i) T € compacto.

ii) Dado € > 0, existe um subespaco Y. de F' de dimensao finita, tal que ||Qy.T|| < €,
onde Qy, : F' — F/Y, € a aplicag¢io quociente.

iii) Dado € > 0, existe X, um subespago fechado de E, com dim E\X, < oo, tal que

||T < €.

Xe

i) T* é compacto.
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Demonstracao: (i) < ii)): Lema 1.3

(7ii) = di)): Lema 1.4

(7i) = 1v)): Seja dado € > 0. Por hipdtese existe Y, subespago de dimensao finita de
F tal que ||Qy.T|| < €. Seja X = {z* € F*, 2*(y) =0, para todo y € Y.} o anulador de
Y. em F™*. Podemos escrever

Fr=X.&Z,

onde Z, = {z* € F*, 2*(y) =0, y € F\Y.} = {z* € F*, 2*(y) # 0, para algum y € Y.}.
Entao Z. consiste dos funcionais sobre F' que sao nulos a menos de um subespaco de Y,

que possui dimensao finita, digamos n. Logo
dim F*\ X, =dim Z. =n
ou seja, a dimensao de F*\ X, é finita. Para quaisquer = € E' e f € X, temos
T"(flx = foTr = f(Te+Y) = f(Qv.Tz) = (Qv.T)(f)z, ouseja, T"|x, = (Qv.T)"

e assim ||T*|x.|| < €. Pelo coroldrio anterior, concluimos que 7% é compacto.

(tv) = iii)): Seja dado € > 0. Como T* é compacto, pelo Lema 1.3 existe um
subespago Y. de dimensao finita de E*, tal que ||Qy.T*|| < e. A partir disso podemos
seguir a mesma argumentacgao utilizada no item anterior e obter um subespaco fechado
X de E* com dim E\ X, < oo, tal que ||T7|x,

lembrando que E é isométricamente isomorfo a um subespago de E** (ver [5], pag. 19).

< €. Consequentemente ||T|x.ng|| < €,

Novamente pelo corolario anterior, concluimos 7' compacto, o que é equivalente a ii). =

Corolario 1.4. Seja T € B(H). Sao equivalentes:

i) T é compacto.

ii) TT* € compacto.

iii) T*T é compacto.
Demonstragao: (i) = ii)) Basta lembrarmos que K(H) é um ideal de B(H).

(11) = iii)) Como T'T* é compacto, o Teorema de Schauder garante que T*T = (TT*)*
é compacto.

(7i1) = 7)) Seja (x,) uma sequéncia limitada, digamos ||z,|| < M, para todo n € N.
Se T*T é compacto, pela Proposicao 1.3, (z,,) possui uma subsequéncia (z,,) tal que

(T*T'x,, ) converge. Entao (T*T'z,,) ¢ uma sequéncia de Cauchy e temos
||Txnk - TxanQ = ||T<:Unk - xnl)||2 = (T(’Ink - l’nl),T(il?nk - xnl)) = (T*T(ajnk - $nl)7xnk
< 2M||T*T(x,, — xy,)|| < €, para ng e n; suficientemente grandes.

Isso significa que (T'x,, ) também é uma sequéncia de Cauchy, logo convergente. Por-

tanto T' é compacto pela Proposicao 1.3. m

- :an)
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Proposigao 1.4. SeT € K(H), S€ B(H) e S*S <T*T, entio S € K(H).

Demonstracao: Seja (x,) sequéncia limitada em H. Como T é compacto existe (zp,)
subsequéncia de (z,,) tal que (T'(z,,)) é convergente, ou equivalentemente, uma sequéncia

de Cauchy. Temos:

||ank - Sxm“2 = (S(xnk - xnz)?‘s(‘rnk - xnz)) = (S*S(mnk - xnl)’xnk - xnz)
< (T*T<xnk - xnz)7xnk - x”l) = (T(xnk - l’nl),T(LEnk - xnl))

= HT‘xnk - Tmez <€

para ny e n; suficientemente grandes. Entao (Sxz,,) é uma sequéncia de Cauchy, ou seja,

convergente. Logo S é compacto. [
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Capitulo 2

As Representacoes de Schur, de
Schmidt e a Desigualdade de Weyl

Neste capitulo introduzimos as representacoes de Schur e de Schmidt que serao de
grande utilidade nos capitulos seguintes. Apds apresentarmos alguns resultados béasicos
sobre operadores lineares auto-adjuntos, concluimos o capitulo introduzindo as classes de
Schatten e apresentando a chamada desigualdade de Weyl.

2.1 Representacoes de Schur e de Schmidt

Teorema 2.1. Se T' € B(H) é compacto auto-adjunto e nao-nulo, entao ||T|| ou —||T|

¢ um autovalor de T'. Além disso, existe x € H, ||z|| =1 tal que |(Tx,x)| = ||T|.

Demonstragao: No Teorema 1.16 vimos que, se T' é auto-adjunto, ||T'|| = max{|m(T)|, |M(T)|},
onde m(T) = |inf (Tz,z) e M(T) = sup (Tz,x). Independente do caso ||T|| = |[M(T)|

[J]]=1 [|z]|=1
ou ||T|| = |m(T)| é possivel obter uma sequéncia (x,) C H com ||z,|| =1, n € N tal que

lim (Tx,,z,) =ae |a| = ||T||. Agora

0 < ||Tx, —az,||* = (T, — azy, T, — az,)
= ||Txn||2 — (Txy, axy,) — (axy,, Tx,) + (azx,, az,)

IT|* anl[* = 2a(T@n, 2a) + a*[|@n]|* = 20* — 20(T2p, 2)

IN

Mostrando que lim (T'z,, — ax,) = 0. Por outro lado, T é compacto e (z,) esta contida
na esfera unitaria de H. Pela Proposicao 1.3, existe (z,,) subsequéncia de (z,) tal que

(T'xy, ) converge. Como lim (Tx, —ax,) = 0eT # 0, temos que (x,, ) converge, digamos,

para x. Notemos que ||x|| = 1, pois ||x,|| = 1, para todo n € N. Pela continuidade de T,
Tz = lim Tz, = lim ax, = ax
nE—00 N —00

27
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Como z # 0 (||z|] = 1) e a € R, concluimos que ||T'|| ou —||T|| é autovalor de T

Para a outra parte do teorema, basta observar que ||z|| =1 e

(T, 2)| = [(az, )| = |af(z, x) = [|T]|

De posse do teorema acima, dado um operador T' € K(H) auto-adjunto, podemos
obter uma sequéncia (\,) C R de autovalores de T" tal que |[\| = ||T|| > |[A2| > --+ e uma

sequéncia ortonormal (x,) C H de autovetores associados.

Método de Ordenacgao. Seja T € B(H) compacto, auto-adjunto e nao nulo. Sejam A\
e x1 o autovalor e o autovetor respectivamente obtidos no Teorema 2.1. Sejam ainda os
espagos Hy = H e H, = 1]t = {z € H, (z,21) = 0}. Temos que H, é um subespaco
fechado de H, consequentemente € um espaco de Hilbert.

Consideremos Ty = T|y,. Seja x € Hy, entao
(T1$,$1) = (Tf,%) = (fEaTzl) = (957/\1$1) = )\1(957$1) =0

ou seja, Tyx € Hy. Como T(H,) C Hy e Ty = T|y,, temos que T} € B(H,) é compacto e
auto-adjunto. Se Ty # 0, podemos aplicar o Teorema 2.1 em Ty obtendo Xy e x5 tais que
||zal| = 1, 29 € Hy, Taxe = Tixe = Aawg € |Xo| = ||Th]| < ||T]| = |M| € (21, 22) = 0. Seja
Hy = [y, 25]F = {x € H, (z,71) = (xv,23) = 0}. Agora Hy é subespaco fechado de H,

(ou de H), isto é, um espaco de Hilbert. Restringindo Ty a Hy podemos proceder como

antertormente.

Continuando esse processo obtemos autovalores nao-nulos Ay, ..., A, deT com autove-
tores ortonormais associados xi, ..., T,, subespacos fechados de H (consequentemente de
Hilbert)

H=HyDH DD Hy,=[ry,...,z.]" e |Aa] < [Xua] <o [Ao| <A
Observamos que se o procedimento para apds n etapas , isto €, T,, = 0, entao obtemos

R(T) C [x1,...,2,] e T € um operador de posto finito. Agora, sendo x € H, consideremos
n

y=x—>Y (z,x;)r;. Entao
i=1

(y,2;) = (93 - Z(fﬁa%)%#’fj) = (z,2;) — Z(ﬂf,ﬂ?i)(%@j)

i=1 =1
= (v,zj) —(z,z;)) =0, j=1,...,n

ou seja, y € [w1,..., 2, Dai Ty =T,y =0 e

n n

Ty = Z(a:, x;)Tx; = Z Ni(z, zi)x; .

i=1 i=1
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Teorema 2.2 (Schur). Seja T € B(H) compacto auto-adjunto e nao nulo. O procedi-
mento acima fornece uma sequéncia de autovalores nao-nulos Ay, Ag, ... € uma sequéncia

ortonormal x1, 2o, ... de autovetores associados. Se tal sequéncia € infinita,
lim |A\,| =0 .
n—oo

Além disso, para v € H,
Tx = Z (T, 20) X,
n=1

Se G, € o autoespaco associado a \,, entdao a dimensao de G, € igual ao nimero de
vezes que N\, aparece na sequéncia ().

Além disso, o espectro de T €
o(T) = (An) U{0}

Demonstra¢ao: Admitindo que ()\,) é uma sequéncia infinita, suponhamos lim |\, | # 0.
n—oo
Entao existe € > 0 e uma subsequéncia (A, ) de (\,) com |\, | > €, para todo k € N.

. N 1
Consideremos a sequéncia (A, 'z, ). Temos

A e @l = [An, | TH < 1/e

ou seja, (A, !xy,) ¢é limitada. Como T é compacto, pela Proposigao 1.3 (T'A,]

h Tp, ) Possui

uma subsequéncia convergente. Mas

| _ L _
TN, T, =N, T = A Any Ty, = Ty,

(S

||xnk - xanQ = (’:Enk = Tnyy Ty, — xnz) = (xnlwxnk) - (:Bnlwxnz) - (xnl’xnk) + ($nl,$m)

= |lzn|* + ||2n,||* = 2 , para quaisquer k,1 € N com k # [

Entao (T’ 'z,,) ndo pode ter subsequéncia convergente. Logo lim |),| = 0.
n—oo

Observemos agora que (z,) ¢ um conjunto ortonormal completo em [(z,)] = H. Se

y € H, podemos escrever y = > (y,zn)x, (Teorema 1.6). Como T é continuo,
n=1
Ty = Z(y,xn)Tmn = Z(y, Tp) AnTn
n=1 n=1

Seja x € H. Paran € N, seja y, = v — »_(y,2;)x; = Pz, onde P ¢é a projecao de H
i=1
sobre [x1,...,z,]t. Como ||P|| = 1, temos ||y,|| < ||z||. Agora |\,| = ||Ty||, onde T}, é o

operador definido no Método de Ordenacao, temos

Tyl = 11 Toynl| < [[Tal[llynl] < [Anll]]]
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Isso nos diz que lim Ty, = 0. Usando novamente a continuidade de 7', temos

n—o0

Ty = Z (T, x;)x;
i=1

Mostremos que a dimensao de G, é exatamente igual ao nimero de vezes que )\, aparece
na sequéncia (A,). Como (x,) é ortonormal (por conseguinte um conjunto linearmente
independente) a dimensao de N(\,I —T) = {x € H, (A\,{ —T)x = 0} é maior ou igual
ao numero de vezes que A\, aparece na sequéncia (A,). Suponhamos que a dimensao de
N(A\,I —T) ¢é infinita. Entao é possivel encontrar um conjunto ortonormal (yj) infinito
tal que Tyr, = A\yyk, para todo k € N. Pela compacidade de T, (T'yx) possui subsequéncia
convergente, contradizendo ||yx —i|| = V/2, para quaisquer inteiros positivos k e [ distintos
(usando a mesma argumentacao do Teorema 2.1). Agora, se a dimensao de N(\,] —T')
for estritamente maior que o nimero k de vezes que A\, aparece na sequéncia (), entao
x € NN\ —T)\[Zn,, ..., Tn,+x] seria ortogonal a z,, para todo n, segundo o Método de
Ordenacao. Assim N

Mz =Ty = Z)\i(ac,xi) =0
i=1
implicando em = = 0, uma contradigdo. Logo a dimensao de N (A, —T') é o nimero de
repeticoes de A, na sequéncia (\,). Mas N(\,I —T') é o autoespago G, de .

Por tdltimo, como o(7") é fechado, A, € o(T) paratodon € Ne lim A, = 0, concluimos
que 0 € o(T). Assim {\,} U{0} C o(T). Seja A € o(T'). Se A :%Tiloéo hé o que provar.
Suponhamos A # 0. Entao A\l — T nao é invertivel e, de acordo com o Teorema 1.11, para
cada n € N podemos encontrar y, € H com ||y,|| = 1 tal que ||[(A] —=T)y,|| < 1/n. Assim

lim (A —T)y, =0 (%)

n—oo

Utilizando a compacidade de T, é possivel extrair uma subsequéncia (y,, ) de (y,) tal que

lim Ty, =y existe. Por (x) temos que

T j—00

lim Ay, = lim Ty, =y

nj—00 N —00
Como A # 0 e ||y, || = 1, para todo ny temos y # 0. Assim
0= lim (Al — T)y,, = lim Ay,, — lim Ty, =y —T\'y) = Ty=\y
N} —00 N} —00 N} —00

ou seja, A é um autovalor de 7. Tomando yo = y/||y||, temos

AYo, zm) = (Ao, Tm) = (TYo, Tm) = (Z )\n<y07xi)xnaxm>
n=1

= Z An(QOa xz)@m ﬁm) = /\m(yoaxm>
n=1
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ou seja A = A\, para algum m € N. Com isso, o(T) C {\,} U {0} e temos a igualdade.

Pelo teorema que acabamos de provar, para T' € B(H) nao-nulo, compacto e auto-

adjunto, podemos escrever
oo
Tx = Z (T, 20) T,
n=1

tal expressao serd chamada a representacao de Schur de T relativa ao conjunto
ortonormal completo (z,,).

Para obtermos a representacao de Schmidt provaremos inicialmente que todo operador
compacto auto-adjunto tem raiz quadrada positiva. Dai obteremos a chamada decom-
posicao polar e a representagao supracitada. Comecaremos explicitando o que entendemos

por raiz quadrada positiva de um operador.

Definigao 2.1. Seja T' € B(H) auto-adjunto e positivo. Se existe A € B(H), auto-
adjunto tal que A?> = T, dizemos que A € raiz quadrada de T. Se, além disso, A for

positivo, A é chamado raiz quadrada positiva de T e escrevemos A = T2,

Teorema 2.3. Sejam T,S € B(H). Se T e S sao positivos e T'S = ST, entio T'S ¢

Positivo.

Demonstragao: Se S = 0, o resultado é imediato. Suponhamos S # 0 e definimos
a sequéncia (.S,) indutivamente por S; = ﬁ e Spy1 = S, — S2. Vamos provar que

0<S,<1I,neN. Como S é positivo e S7 = ﬁ temos, 0 < .57 < I, pelo Teorema 1.14.

Suponhamos que 0 < .5, < I e provemos que 0 < S, ;1 < I. Antes disso notemos que
Sﬁ(]—Sn)—FSn(I—Sn)Q = 53—53+Sn—282+53
= S, - SZ =Sni1

Agora como 0 < S,, < I, entao I — S, é positivo. Observando que S, e (I —S,,) comutam,

temos

(Sprx,z) = ((S2(I—8,) + Sp(I + S,))x, z)
= (Sp(I = S,)Spz,x) + (I +S,)S,(I+ Sp)z, )
= ((I = S,)Spz, Spx) + (Sp(I + Sp)x, (I + S,)x) >0, € H

e S,41 € positivo. Além disso,
(I = Spi1)z,x) = ((I - Sp)z,2) + (S2x,2) >0, v € H

e Spp1 < I. Logo S,11 = S, — 5% define uma sequéncia de operadores auto-adjuntos, tais

que 0 < 5, < I, para qualquer n € N. Temos

n

D87 =) (Si— Sit1) =81 — Spp1 < S
=1

i=1
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entao

ZH:HSJW = ZSQ: Six) ZSQxa: <25’2x ;1;>
i=1 i=1 i=1

< (Siz,x) ,para quaisquer n € Nex € H

Logo Y ||Siz||> < oo. Em particular, lim S,z = 0. Fazendo n — oo na igualdade
i=1

n—oo

n o0
> S2x = Sz — S, 11, obtemos (Z Sf) x = S1z. Notemos agora que se T' comuta com
=1 =1

S, T comuta com S, para todo n € N. Como

(T <i Sf) x,x) = i(SiTSix,x) = i(TSix, Six)>0, r€H
i=1

i=1 i=1

pela positividade de T'. Assim

(T'Siz,z) = (T (lim ZSE) x,x) = lim (T (ZSE) x,m) >0, z€eH
i=1 i=1

pela continuidade de T' e do produto interno. Logo T'S é positivo. ]

Lema 2.1. Se A, B,T € B(H) sdo auto-adjuntos e A < T < B, entao ||T|| < max{||All],||B]||}.

Demonstracao: Seja k = max{||Al|,||B||}. Se k = 0, o resultado é obvio. Suponhamos
k> 0e, sendo Ty = T/k, temos ||| = H_;ll\ < 1, pois k > ||A]|. Entao, pelo Teorema

1.14, —I < —. Analogamente, — < I. Assim, —I < 77 < I. Novamente pelo Teorema
L14, ||Th|| <1, dai ||T'|| < k = max{||A]|,||B]||}, como querfamos. "

Teorema 2.4. Sejam S, T, € B(H), auto-adjuntos e suponha Ty < Tp < --- < S. Se
1.1, = T,T, e ST, = T,S para quaisquer m,n € N, entao existe T € B(H), auto-
adjunto, tal que Tx = lim T,x, x € H.

n—oo

Demonstrac¢ao: Consideremos (S,,) dada por S, = S —T,,. E imediato da definicao que

Sy, € auto-adjunto e positivo, para todo n € N. Notemos que para m < n,

S2 — 50Sn = Sp(Sm— Sn) = (S —T,)(T,, — Tp)
= (T, = Tp)(S = Tp)

onde a ultima igualdade decorre do fato de que T,,, T,, e S comutam dois a dois. Ob-

servemos ainda que T,, — T}, e S — T,, sao positivos por hipotese. Pelo Teorema 2.3

S2 — 8,8, = (S =Ty (T, —Tp) >0
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ou seja, S2 > S,,S,. Pelos mesmos motivos
SSp — 52 = (S — S,)Sn = (T, = T)(S —T,,) >0

eSS, > 52 ainda com n > m.

Entao, para m < n, temos
(S2x,7) > (S,Spx,v) > (S%x,7) , v € H

ou seja, ((S2z,x)) é uma sequéncia decrescente de niimeros reais (S, é auto-adjunto)
limitada inferiormente (por zero, visto que S, é positivo). Logo ((S%z,z)) é convergente.

Agora, da desigualdade acima, obtemos —2(S,,S,z,x) < —2(S%x, r), dai

1Sz — Snz||? = (Spmz — Spz, S — Sp2)
(Sm = Sp)(Sm — Sn)z, )

(
(
(S22, 1) — (SpSpz, 1) — (SpSpmz, x) + (S22, )
(
(

S2 . 1) — 2(SSpr, ) + (S%z, 1)

2
S, %) = (S, 2)

<

Isso nos diz que (S,x) é uma sequéncia de Cauchy para qualquer x € H. Como
S, =S —=T,, (T,x) é uma sequéncia de Cauchy e podemos, pela completude de H, definir
Tx = lim T,x. A verificagdo de que T é linear é simples. Para provar a continuidade,

notemos que T,, € B(H), n € Neque T} <7, < S € B(H), para todo n € N. Agora,
pelo Lema 2.1, temos que, ||T,|| < max{||71]],||S||} = k, n € N. Entao

| Tz]] = lim [|Thx|] < lim |[T,|[[|lz]| < lim kf[z[| = kl[z]| , © € H
n—00 n—o0 n—oo
Por 1ltimo, utilizando a continuidade do produto interno

(Tz,y) = lim (T,x,y) = lim (z,T,y) = (x,Ty) ,com x,y € H

n—oo

ou seja, T' é auto-adjunto. n

Teorema 2.5. Seja T € B(H) positivo. Entao T possui uma inica raiz quadrada positiva,

em outras palavras, existe um tnico operador A € B(H) positivo tal que T = A2.

Demonstracao: Se T = 0, basta tomar A = 0. Seja entao T # 0. Afirmamos que, sem
perda de generalidade, podemos supor 7" < I. De fato, se o resultado vale para T' < [ e
S # 0 é um operador positivo qualquer, consideramos Sy = S/||S||. Existe A > 0 tal que
A? = Sy. Seja B = ||S||"/2A. Notemos que B é positivo e mais,

B? = (|ISIIM2A)ISII'2A4) = [|5]14% = [[S]]So = S
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T — A?

" Temos

Consideremos a sequéncia (A,) dada por A4g = 0 e A1 = A, +
A, € B(H), para qualquer n € N. Como A, é combinagao linear de poténcias de T,
ApAp = AnA, e TA, = AT, com n,m € N. Agora A; = T/2 < I. Suponhamos que
A, < I e mostremos que A, < I. Com efeito,

A2 —T 21 —2A A2 - T

I—-24,+2+I-T) (I-A)+{U-T) -0

2 2
Logo A, <I,n €eN.
Novamente por inducdo, verifiquemos que A, < A, ;1. Temos Ay =0 < T/2 = A;.
Se vale A,,_1 < A,

L T - A2

2
A2 — A2 B

I I = ks S SO R L= An)Q(An_l + Ay)

= (A, — Any) (] _ w>

_ A AU A)+ T = Av)
: >

utilizando o Teorema 2.3 e que A, < I, n € N.

Com isso, estamos com todas as hipoteses do Teorema 2.4, e podemos garantir a

existéncia de um operador A € B(H) auto-adjunto tal que Ax = lim Az, = € H.
Agora, pela definigao de (A,), Tx — A2z = 2(A, 110 — A,x). Dal

Tz — A%z = lim (Tz — A%2) = 2 lim (A, 17 — A7) =0

eTx =A%x, v € H Como A, > A,_1>---> A > Ay =0, A, é positivo para todo n.
Assim A, sendo limite de operadores positivos, é positivo.

Resta provar que o operador A obtido é tnico. Se B € B(H) é positivo e tal que
B? =T, entao TB = B?B = BB? = BT, ou seja, B comuta com T'. Pela definicao de
(A,), B comuta com A,, para todo n € N. Logo B comuta com A. Para x € H, seja
y = (A— B)z. Como A e B sao positivos, A + B também o é. Assim,

0< ((A+By,y) = ((A* = BY)z,y) = (T~ T)a,y) =0

Entao (Ay,y) = (By,y) = 0. Mas, pelo que acabamos de mostrar, existe C' € B(H)
positivo tal que C? = Be||Cy||? = (C*y,y) = (By,y) =0 = Cy=0 = By=C? =0.
Analogamente, Ay = 0. Logo

I(A = B)al|* = (A - B)*x,z) = (A - By, x) = (Ay,z) — (By,x) = 0

e Ax = Bx, para todo x € H. n
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Corolario 2.1. Seja T € B(H). Existe um tnico operador A € B(H) de modo que
A= (T*T)"2. SeT € K(H), entdo A € K(H). Além disso ||Az|| = ||Tx||, v € H.

Demonstracao: A existéncia do operador A decorre do teorema anterior.
Se tomarmos S = A na Proposicao 1.4, temos A*A = A? = T*T, com T compacto.
Logo A é compacto.
Agora
|Az||* = (A%2,2) = (T*Tx,2) = (Tz, Tz) = ||Tz||?

Como ||Ax]|| e ||Tz|| sdo positivos, ||Ax|| = ||Tx||, = € H. =

Teorema 2.6. Seja T' € B(H). Existe U € B(H) tal que:
a) T =UA, A= (T*T)"2.

b) [|Uz]| = [|z[|, = € R(A).

¢) Uz =0, para x € R(A) .

Demonstracao: a) Definimos V' : R(A) — R(T), por V(Az) = Tx, x € H. Primeiramente
V estd bem definida. De fato, sejam z1,x9 € H, tais que y = Axr; = Ax,. Pelo corolario

acima,
[ Tzy — Tas|| = ||T (21 — z2)|| = [|A(21 — 22)|| = ||Az1 — Azs]| = 0

Entao Tzy = Tz, ou seja, V(Axy) = V(y) = V(Azy).
E simples verificar que V' é linear. Seja y € R(A), se x € H é tal que y = Axz,

novamente pelo corolario anterior

[Vyll = |V Az|| = |[Tz|| = [|Az]| = [|y]|

entdo V é uma isometria. Estendemos V para V : R(A) — R(T), por Vy = lim V(Az,),

onde lim Az, = y. Seja P a projecao de H em R(A) e U : H — R(T), Uz = ‘7P$,

x € H. Temos
UA:E:‘7PAZE:‘7AJZ=TZE, reH

b) De fato, se z € R(A) existe (z,) C H com z = lim Az, e

|Ual] = lim |0 A, || = T |[Te,]| = lim [|Az, | = |la|
c) SexeR(A)LentéonzOeUx:VPx:VOZO. =

Observagao 2.1. O operador U obtido é unitdrio (U* =U1).

A expressao T = UA, onde U é unitario e A positivo é chamada decomposi¢cao
polar do operador T' € B(H).
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Proposicao 2.1. Sejam T € K(H) e U o operador unitdrio obtido acima. Sabemos que
A = (T*T)Y? ¢ compacto (Coroldrio 2.1). Entdo existe uma sequéncia (x,) ortonormal

de autovetores de A tal que (Ux,) € ortonormal.

Demonstrag¢ao: Pelo Método de Ordenagao existe (x,) sequéncia ortonormal de autove-

tores. Ja temos que ||Uzx,|| = ||z,|| = 1. Agora
2 — Re(Uzp, Uzp) = ||[Uzp — Uz |* = ||2n — 2| > =

Entao Re(Uzy,Uzxy,) = 0.
Agora z,, + iz, € R(A) e

2 — Im(Uzy,, Uy, = ||Uzp + iUxp||* = ||2n + i2m|| = 2
e Im(Ux,,Uzx,,)=0. Logo (Uz,,Uzx,)=0e¢ (Uzx,) é um conjunto ortonormal. n

Chegamos entao ao resultado desejado.

Teorema 2.7 (Representacao de Schmidt). Sejam T € K(H), () a sequéncia de au-
tovalores de (T*T)'/? obtida no Método de Ordenagdo e (x,) a sequéncia de autovetores

(ortonormais) associados. Entao existe um conjunto ortonormal (y,) tal que

Tx = Z an (T, )y
n=1

Demonstracio: O operador A = (T*T)Y/? € K(H) é auto-adjunto e positivo pelo Teorema

2.5 e pelo Coroldrio 2.1. Entao admite uma Representagao de Schur (Teorema 2.2),

digamos:
[o¢]

Az = Y ap(z, z,)x,, onde o, > 0, n € N (visto que A é positivo), (x,) é ortonormal
n=1

e Az, = apx,. Pela Proposi¢ao 1.6, (Ux,) é ortonormal. Segue da decomposi¢ao polar
(Teorema 2.6) que

szUszU(ian(x,xn n) Zanxxn Ux, = Zanxxn
n=1

onde y, =Ux,,n € N n

Definigao 2.2. Sejam T € K(H) e (o) a sequéncia de autovalores de (T*T)'?, obtida
no Método de Ordenacdo. O numero

on(T) = ay,

serd chamado o enésimo valor singular de T
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Observagao 2.2. E bem conhecido que o enésimo valor singular de T pode ser definido
como 0,(T) = inf{||T — A||; posto A < n}. E possivel mostrar (ver [13], pdg. 75) que tal
definicao conduz ao mesmo nimero, isto €, a,, = 0,(T) = inf{||T" — A||; posto A < n}.

Por isso utilizaremos a caracterizacao acima sem maiores comentarios.

Corolario 2.2 (Propriedades dos Valores Singulares). Sejam dados T, S € K(H) e
U,V € B(H), entao:

)Tl = o1(T) 2 0a(T) = -+ 0(T) = -

1) Onsm—1(T +5) < 0n(T) + 0 (95).

wi) on(UTV) < ||UJ[[IV]|on(T).

Demonstrag¢ao: O item i) é decorréncia direta da defini¢ao de valores singulares.
Seja A um operador de posto menor que n + m — 1. Podemos escrever A = B + C

onde B e C tem posto menores que n e m, respectivamente. Entao
T +5 = Al < [T = B[[ +[|5 = C]]

Tomando o infimo na desigualdade acima obtemos 7).
Agora, para 7ii), observamos que se A é um operador de posto menor que n, entao

UAV também o é. Desse modo,
on(UTV) < ||UTV = UAV|| = ||[U(T = A)V|| < [[U[|[[V[I[|T — Al

Dai
o, (UTV) < inf{[|U|[|[V|[||T — Al[; posto A <n} = ||U]|[|V]|on(T)

Definigao 2.3. A p-classe de Schatten é definida por
Sp(H) ={T € K(H); (0n(T)) € £y}

Na Secao 2.3 veremos alguns fatos bésicos acerca de tais classes.

2.2 Alguns Resultados Auxiliares
Daremos agora uma caracterizagdo dos ideais da dlgebra B(H).

Teorema 2.8. Se Z ¢ um ideal a direita (esquerda) de B(H) entio I* = {A*;A €1} é
um ideal a esquerda (direita) de B(H).
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Demonstracao: i) Se A*, B* € 7, entao
A*+B*"=(A+B) el

pois A+ BeT.
i1) Sejam A €7 e B € B(H). Como Z é um ideal a direita AB* € 7, entao

BA* = (AB*)* € T*

Sendo A € T arbitrario, concluimos que Z* é um ideal a esquerda. Analogamente pode-se

mostrar que se Z é um ideal a esquerda entao Z* é um ideal a direita. ]

Teorema 2.9. Um ideal T a direita (esquerda) é um ideal se, e somente se, T = T*.

Demonstragao: (=) Suponhamos que Z é um ideal e consideremos A € Z. Pelo Teorema

2.6, podemos escrever A = UB, onde U é unitario e B é positivo. Temos
A*=BU"=BU*"=UUBU*=U"AU €1

Donde segue que Z* C Z. Dai 7 = (Z*)* C Z*. Assim 7 =T*.
(<) Se Z é um ideal a direita, pelo teorema anterior Z = Z* é um ideal a esquerda.

Logo Z é um ideal. ]

Teorema 2.10. Seja T € B(H). Entdo
i) Existem operadores auto-adjuntos inicos A, B € B(H), tais que T = A+ 1B.

ii) T pode ser expresso como combinagdo linear de operadores unitdrios.

T+T* T—-T*
+ e B=

7
Mostraremos que tais operadores sao unicos. Se T' = A + iB entao T* = A — iB, dai
T+T*=2AeT —T* = 2iB e a unicidade segue.

i1) Como todo operador é escrito como combinagao linear de auto-adjuntos, basta

Demonstragao: i) Temos que A = satisfazem as hipdteses acima.

provar esse caso. Seja T auto-adjunto tal que ||T|| < 1. Entao ||T?|] = ||T||*> < 1 e
I —T? >0, pelo Teorema 1.14. Daf existe (I —T?)'/2, a raiz quadrada positiva de I — T2
(Teorema 2.5). Seja U =T + (I — T?)"/2. Temos que U € B(H) e
UU*=U'U = (T —i(l—THY*)(T +i(I-T*"?
= T*4+iTI-THYV?—i(I =TT+ 1 -T*=1

U+U”
ou seja, U é unitario. Além disso, T = Z . ]
No que se segue indicaremos o operador A = (T*T)"/2, por |T|. Vamos mostrar que
T +T TN -T
se T € B(H) ¢ auto-adjunto, entao os operadores T, = % eT, = % sao

positivos. Para isso usaremos o seguinte lema.
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Lema 2.2. Seja T € B(H) auto-adjunto. Afirmamos que T € positivo se e somente se
o(T) C [0,00).

Demonstra¢ao: (=) Teorema 1.12.
(<) Vimos no Teorema 1.15 que o(T) C F(T) C [m(T),M(T)], onde m(T) é

IIiIHlf (Tz,z). B possivel provar que m(T) e M(T) estdao em o(T) (ver [13], pag. 52).
z||=1

Suponhamos que existe xg € H, com ||xg|| = 1, tal que (T'zg, x¢) < 0. Entao m(T) <0 e

é elemento de o(T'). Logo [0, 00) nao pode conter o(T") contradizendo a hipétese. n

T +T
Teorema 2.11. Seja T € B(H) auto-adjunto. Definimos os operadores T, = % e

T -T
L= 7] . Notemos que Ty e T_ sao auto-adjuntos e T'="T, —T_. Afirmamos que

T, el sao positivos.
Demonstra¢ao: Primeiramente observamos que BT (H) é fechado.
De fato, seja (T,,) C BT (H) tal que lim 7,, = T. Fixado z € H,
(T = To)z, )| < ||IT = Tl

ou seja, lim (T,z,z) = (Tz,z). Como T, € BT(H), para todo n € N, (T,,z,x) > 0.
Entao (T'z,x) > 0, para z fixo, porém arbitrario. Logo T' € BT (H).
Agora

‘T’2 — (T*T)1/2<T*T)1/2 — <T2)1/2<T2)1/2 — T2
e |T|T = T|T| (ver [10], pags. 281 e 297). Assim
AT = (|T|+ T)(IT| = T) = [T = |TIT = T|T| = T* =0 (*)
Mostremos que T, é positivo. Como T, é auto-adjunto, temos que TJQr ¢é positivo
e o(T?) C [0,00). Entdo existe (I + nT?)"' e podemos definir a sequéncia (7},) por
T, = n(I +nT?)"'T7. Observemos que, de (x)
To\T) = n(I +nT2) 'THTy + T-) = n(I +nT2)'T2 =T, T .
Como (I +nT7)T? = T?(I +nT?), podemos garantir (I + nT?)'T7 =T?(1 +nT7)"".
Assim
|TT| = T4 = |In( +nT3) T = T4
|+ T T, (T2 — (I +nT2)|?
= |1 +nT}) "',
= (I +nT3) T (I +nT3) " T
= || +nTH) 7T < [|(1+nT2) TR +nT2) "]
1
= AT +nTH) (I +nT2) = (T+nT2) I +nT2)7 |

1 . .
= M=+ nT) I +nT) 7 ()
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Como o(T?) C [0,00), temos o(I +T%) C [1,00). Agora, pelo item ii7) do Lema 1.2,
temos o((I+77%)7") C [0, 1]. Assim (/4+77)~" é positivo, pelo Lema 2.2, e |[|(I+77) || < 1

(Teorema 2.1). Do Teorema 1.14, temos
0S(I+TH'<ST = —I<—(I+T}H)"'<0=0<I-(I+T}) " <1

Isso significa que ||[I — (I+T2)7|| < 1e, por (xx), temos ||T,,|T| — T[> < 1/nM/2. Agora

|T|, T? sao positivos e comutam. Pelo Teorema 2.5 e pelo resultado de [10] citado acima,

I —1/2
garantimos a existéncia e comutatividade de |T'|'/4, |T|'/? e <— + Tf) . Além disso
n

2
I -1/2
T.IT| = <|T|1/4|T+|” 2 (g +Ti) |T+|1/2|T|1/4)

7 ~1/2
Notemos que |T|"/4|T, |'/2 (— + Tf) T, |*/2|T|*/* é auto-adjunto, logo T,|T'| é posi-
n

tivo. Pela observagao inicial, concluimos 7', positivo. Analogamente para 7T'_. [

2.3 A Desigualdade de Weyl

Lema 2.3. Sejam T um operador compacto e (e,) um conjunto ortonormal completo em
H. Entao lim Te, = 0.

n—oo

Demonstrac¢ao: Suponhamos que lim Te, # 0, entao existe € > 0 e uma subsequéncia
n—oo
(u,) de (e,) tal que ||Tu,|| > €, n € N.
Por outro lado, T' é compacto e é possivel extrair de (u,) uma subsequéncia (z,) tal
que T'x,, converge, digamos, para x € H. Assim
lim (z,,T"z) = lim (Tx,,z) = (z, )

n—odo n—oo

Agora (e,) é um conjunto ortonormal completo e, pelo Teorema 1.6 item b), podemos
o, ¢]

escrever Tz = > (T*x,e,)e,. Como a série é convergente, temos lim (T*x,e,) = 0, em

n=1 n—oo

particular, ||z||* = lim (T*z,z,) = 0, ou seja, lim Tz, = z = 0. Mas isso contradiz o
n—oo n—oo

fato de (z,,) ser uma subsequéncia de (u,) que satisfaz ||Tu,|| > ¢, n € N. l

Teorema 2.12. Seja T' € B(H). Uma condi¢io necessdaria e suficiente para T ser com-
pacto € que a sequéncia ((TUe,,Ve,)) € co, para U,V € B(ly, H), o conjunto dos opera-

dores lineares limitados de {5 em H.
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Demonstra¢ao: Suponhamos que ((TUe,, Ve,)) € ¢y para U,V € B({y, H). Seja € > 0,

com ||T|| > €. Como ||T||= sup |[(Tz,y)|, existem x1,y; € H, com ||z1|| = ||1]| = 1
[l][=llyl|=1
e |(T'z1,y1)| > €. Entao o conjunto I' das duplas (z,,y,), onde (x,), (y,) sdo ortonormais

e tais que |(Tz,,y,)| > €, para todo n = 1,...,k (n podendo, inclusive, percorrer todos
os naturais), nao é vazio. Podemos entao considerar (z,,y,) € ' maximal que satisfaz

tal propriedade. Afirmamos que o conjunto de mdlces de (zn,yn) € ﬁmto Se nao fosse,
poderiamos definir U, V' : ly — H, por U(§,) = Z Enn e V(&) = Z £nYn. Observando
n=1

que (z,) é ortonormal

11U (&) ||2 (Zfrﬁn,aniEn) = Z |£n|2 = ||(€n)||2
n=1

ou seja, U € B(ly, H). Analogamente V' € B({s, H). Assim, por hipétese,

lim (T'z,,y,) = lim (TUe,,Ve,) =0

n—oo n—oo

contradizendo |(Tx,,y,)| > €, para n € N. Portanto o conjunto de indices de (z,,y,) é
finito. . .
Sejam Az = > (z,z;)x; e Bx =Y (x,y;)y;. Temos que A, B € B(H). Ainda,

=1 i=1

(A.CE, y) = (Z(xa xl)x“y) - Z(xax1)<$za y) = Z(xa (ya xl)xl) = (.T, Z(yaxz)-xz) = (.2?, Ay)

i=1 i=1 i=1 =1

Logo A é auto-adjunto. Analogamente, B também é auto-adjunto. Dai I — Ae I — B
sao auto-adjuntos. Afirmamos que ||(I — B)T'(I — A)|| < e. Caso contrério, existiriam

x,y € H tais que

1 z Y
T = A= Bl = | (- BT - g )
=[]yl [z [[yl]
isto é,|(T'(I —A)x, (I —B)y)| > €||z||||y||- Da desigualdade acima, vemos que (I — A)z # 0
. — By
e (I — B)y # 0. Consideremos xy = LT Yo = I7 Y Observando que Ae B
|z — Az]| ly — Byl|

sao projegoes de norma um, obtemos ||z — Azx|| < ||z|| e ||y — By|| < |lyl||- Assim,

[|]] [lyll

||z — Ax||[ly — Byl[|(Txo, yo)| > ellzll[lyll = [(Txo,y0)| > € =
v — Az|| [ly — Byl

Além disso

1 1 1
(75, m0) = @(%([ A)z) = m(([—fl)xi, )—m( — Ay, x)

(- ma)=0,i=1,....,n
[(I — A)z|]
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Analogamente (y;,40) = 0, ¢ = 1,...,n. Mas isso contradiz a maximalidade dos indices
de (2, yn). Logo, ||[(I = B)T(I — A)||<eel||T —C|| <e¢ onde C=TA— BT(I - A) é
um operador de posto finito (pois A e B 0 sdo). Portanto T' é aproximado por operadores
de posto finito e, pelo Teorema 1.17, é compacto.

Para mostrar a reciproca, consideremos ' € K(H) e U,V € B({5, H). Seja a aplicagao
V*: H — ly tal que (V*z,y) = (z,Vy). Observemos que V* estd bem definido e é linear.

Agora
V= sup [(V'z,y)= sup [(Vy,z)=]V] <oo
llzl|=Ilyl|=1 lll=llylI=1
Entao V* € B(H,{3). Assim V*TU é compacto. Pelo Lema 2.3, lim V*TUe, = 0, onde

(e,) é um conjunto ortonormal completo de ¢5. Por outro lado
(TUe,, Ve, = |(V*TUep, e,)| < ||V*TUe,||

onde usamos a desigualdade de Cauchy-Schwartz. Logo ((TUe,, Ve,)) € co. "

Lema 2.4. Seja T' € B(H). Entio T € K(H) se e somente se lim 0,(T) = 0, isto é
(O'n(T)) € Cp.

Demonstracio: (=) Sendo T' compacto, pelo Corolario 2.1, A = (T*T)"/? também o é.
Logo (0,(T)) € co, pela definigao de valores singulares e pelo Teorema 2.2.

(<) Sabemos que 0, (T) = inf{||7"— A||, onde posto A < n}. Suponhamos que 7" nao
seja compacto. Pelo Teorema 1.17 existe € > 0, tal que para todo operador A de posto
finito, temos ||T — A|| > e. Dai 0,(T) = inf{||T" — A||, onde posto A < n} > € > 0,
n € N, contradizendo a hipétese. Logo T' é aproximado por operadores de posto finito e

é compacto, pelo Teorema 1.17. ]

Lema 2.5. Sejam T € S,(H), A € B(H,{3), B € B({3,H). Entao ATB € S,((2).

Demonstragao: Vimos no item #ii) do Corolario 2.2 que 0,(AT B) < ||A||||B||on(T"). Com

isso,
Y on(ATB)Y < Y |AIP||BIPon(T) = [|AIP||BIF Y ou(T) < o0
n=1 n=1 n=1

e ATB € S,(L). .

Com esses lemas podemos caracterizar os operadores de S, de forma andloga a dos

operadores compactos, apresentada no teorema anterior.

Teorema 2.13. Seja T' € B(H). Entio T € S,(H) se, e somente se, a sequéncia dada
por ((TUe,,Vey)) € Ly, para U,V € B(ly, H).
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Demonstragao: (<) Se ((T'Uen, Ve,)) € €, C ¢, pelo Teorema 2.12, T' é compacto, logo

admite uma representagao de Schmidt (Teorema 2.7)

Tx—g on(T)(z, )y

(1), (yn) ortonormais. Sejam U,V : ¢y — H, dadas por, U(§;) = Z ErieV (&) = i &ili.
=1

1=
Tais aplicagoes sao continuas (ver demonstragdo do Teorema 2. 12) Por hipétese temos,

((TUe;, Ve;)) € £,. Mas,
(TUe;,Vey) = (Twg, y;) = (0(T)ys, yi) = 0i(T)

Logo T € S,(H).

(=) Sejam T' € S,(H) e U,V € B({y, H). Consideremos o operador V*: H — {5 que
satisfaz (V*x,y) = (z, Vy). Vimos na demonstragao do Teorema 2.12, que V* € B(H, {5).
Seja Ty = V*TU. Pelo Lema 2.5, T € S,(¢3). Assim Tj possui uma representacao de
Schmidt (Teorema 2.7)

Tow = on(To)(@, ) yn
n=1
onde (z,), (yn) sdo conjuntos ortonormais. Sendo ¢ > 1, tal que i + % =1e (e,) um

conjunto ortonormal completo, temos

Yo alTo)l(@i e = Y oi(To)l(wi ea) 7|, ea) 0
i=1 i=1

fe’e) 1/ [e’e) 1/q
(Z x,,en)]2> <Z| Ti, €n) )

onde usamos a desigualdade de Holder (Teorema 1.1). Utilizando que a funcdo z?/? é

S 2/ o p/2q
(Z"i<T0>”|<%en>l2) (Zuxi,en)l?)

IA

crescente, temos

o0 p/2
(Z Uz‘(To)|($z‘>€n)|2>

<
1/2
< (Z Uz TO $2>en)| ) (I)
onde usamos que Y. |(zi,e,)]? < |les]|*> = 1 (desigualdade de Bessel (Teorema 1.3)).
i=1

Analogamente

. /2 0o 1/2
(Zaﬂo)\@i,en)r?) (Zm y!) (1)

i=1
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Como

(Toen, en) = (Z 0i(To)(en, i)yi, en) = 0i(To)(en, i) (i, )

i=1
Temos

|(T06n7€n)| < Zaz 1 )1/2|(€mxi)”(yiven)|
=1

- 172/ o 1/2
< <ZU7;(T0)|(6W$¢)|2> (Z%(Toﬂ(%@nﬂ?) (I11)

Agora por (I), (II) e (I11)
o p/2 00 p/2
|(T0€n,€n)|p < (Z O’Z'(To)‘(en,.fi)F) (Z Uz yza €n |2>
i— =1
1/2 /o 1/2
S (Z O"L xzyen)P) <Z Ul y“en ‘ >
=1

Com isso concluimos

00 oo 00 12/ 1/2

S 1 Toen,en)? < Z(Zm(%)ﬂm,en)\?) (Za@<To>p|<yi,en>r2)

i 1/2 Z;) o 1/2
)" (E8 ]

n=1 =1

IA
[
1]
Q
3
g
=

8

- 1/2 00 1/2
= ZO‘Z T() Z| xz,en ) (Z TOPZ| yzven )

=1

o 1/2 o 1/2
= Z O'Z'(To)p> (Z Ui(To)p> Z oi(To)?  (1V)

onde a ultima desigualdade é Holder (Teorema 1.1), a igualdade seguinte é devido a
convergéncia absoluta das séries e a igualdade apds é devida a identidade de Parseval
(Teorema 1.6), observado que (e,) ¢ um conjunto ortonormal completo.

Portanto ((Toen, en)) = (TUe,, Vey)) € £, u

Proposigao 2.2. Para T € S,(H) definimos

o 1/p
(g

Entao s, € uma norma em S,. Além disso

o] 1/p
sp(T) = sup (Z (TUe,, Ven)|p>

WUl=VII=1 \ =1
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(en) € um conjunto ortonormal completo, e U,V € B(ly, H).

o 1/p
Demonstragao: Mostremos que s,(T) = sup (Z (TUe,, Ven)|p) . Temos
UlI=[V]I=1 \n=1

00 1/p 00 1/p 00 1/p
<Z|(TU@n,Ven)\p> = <Z|(V*TUen,en)|p> < (Zan(V*TU)p>

=l n;l 1/p 0o 1/p
< (Z(||V*||||U||0n(T))p> :(Zon(T)p) = 5p(T)

o 1/p
Lowo swp (£ (T V) < s,(1).
NUl=lIV]|=1 \n=1

Agora T € S,(H) C K(H) e possui representacao de Schmidt (Teorema 2.7)

Tx—g on(T)(z, )y

onde (), (y,) sdo ortonormais. Definindo U,V : ¢y — H, dadas por, U(&) = > &, e
i=1

V(&) = > &y temos U,V € B(ly, H) e ||U|| = ||V]| = 1 (ver Teoremas 2.12 e 2.13).

Além disso

o 1/p 0 1/p 1/p
(ZI(TUemVen)Ip> = (Z!(Trcn,yn)lp> (Z! (1) Yns Yn \)
00 1/p
= (Z Un(T)p> = 5p(T)

00 1/p

Entao  sup (Z (TUe,, Ven)]p) > 5,(T") e concluimos a igualdade.
Ul=IV]I=1 \n=1

Mostremos agora, usando a igualdade acima, que s, ¢ uma norma.

i) Claramente s,(T") > 0, pois 0,,(T') > 0, n € N. Agorase s,(T") = 0, entéo 0,,(T") = 0,
para todo n € N. Mas T' € S,(H) e possui representagao de Schmidt (Teorema 2.7)

digamos Tx = . 0,(T)(z,2,)yn = 0,z € H. Sendo T' = 0, temos que 0,,(T) =0, n € N.
n=1

Logo s,(T") = 0.
i1) Notemos que

IAT| = ((AT)'AT)'2 = (\T*AT)2 = (APT*T)"? = [A(T*T)"2 = |\||T|

Entao 0, (AT") = ||, (T), pela defini¢ao de valor singular. Dai

0 1/p 0o 1/p o 1/p
:(Zomw) :(Zuvo—nmf’) = A (Zanmp) = [Alsy(T)
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i1i) Temos
0o 1/p oo 1/p
(Z]((T+S)Uen,‘/en)|p> = (Z\(TU@n,Ven) + (SUen,Ven)P”)
n=1 n=1

- 1/p o 1/p
< (Z (TUe,, Ven)|p> + (Z [(SUen, Ven)|p>
< Sp(%) + 5p(9) 7

onde usamos a desigualdade de Minkowski (Teorema 1.2). Logo s,(T+5S) < s,(T)+5,(5).

Observagao 2.3. Na verdade, S,(H) munido da norma definida acima é um espago de
Banach (Ver [13], pdg. 84).

Teorema 2.14. Seja T € K(H) com autovalores (\,) tais que |A\1| > |Xo| > ---. Entdo
para cada n € N existe um conjunto ortonormal xy,...,x,, tal que (Tx;,x;) = N;, para

1=1,...,n.

Demonstragao: Seja z; € H autovetor associado a A\, i = 1,...,n, E, = [z1,...,2,] e
T, = T|g,. Notemos que T, possui Ay,..., A\, como autovalores. Como E, é o espago
gerado pelos autovetores associados, temos T, (F,) C E,. Entao T,, é um operador sobre
um espaco de dimensao finita n e pode ser representado por uma matriz n x n A = (a;;).
Afirmamos que existe uma base ortonormal {z1,...,x,} de E, para o qual a matriz A é
tal que a;; = (T'z;, ;) e a;; = 0 se j > i. Isso serd provado por inducao sobre a dimensao
do espago X.

Se n = 1 nao ha o que provar. Suponhamos que valha para n—1. Seja A um autovalor
de T,, e Sy = (T, — M) E,,. Temos que Sy # E,. Isso significa que a dimensao de Sy nao é
maior que n — 1. Seja S D Sy subespaco de F,, de dimensao n — 1. Temos para s € S que
(T, — M )s = sg € Sy C S, entao T,s = As + sg € S, ou seja, T,,(S) C S. Pela hipGtese

de indugao existem z, ..., x,_; ortonormais, tais que a;; = (T'x;,x;) se j < iea;; =0se
j >1i. Agora E,, = S@® N, onde N é um subespaco de dimensao 1 do autoespaco relativo
ao autovalor A. Seja z,, € N, tal que ||z,|| = 1. Temos que {z1,...,z,} é o conjunto
desejado.

Agora observamos que
(T = M)zi, 25) = (Twi, 25) — Mwi, ;) = (Twy, ;)

para ¢ # j. Em particular, se j > i, (T — M)z;,z;) = (T'v;,x;) = 0 Entdo a matriz B
que representa T, — A\l é triangular inferior e

n

=1

i=1
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Como os autovalores de T, sao as raizes de det B, concluimos \; = (T,,z;, z;) = (Tx;, ;).

Com isso podemos finalmente provar a desigualdade de Weyl.

Teorema 2.15 (Desigualdade de Weyl). Sejam 1 <p < oo eT € K(H). Entao

00 1/p 00 1/p
(ZW(W”) < (Z Cfn(T)”)

onde (A, (T)) e (0,(T)) sao, respectivamente, os autovalores e 0s valores singulares de T.

Demonstragao: Fixemos n € N. Seja {z1,...,x,} o conjunto ortonormal completo obtido
no Teorema 2.14, tal que (T'x;, x;) = \;. Definimos U,V : ¢y — H, por U(e;) = V(e;) = x;,
i<neU(e)=V(e)=0,i>n. Como U eV tem posto finito, U,V € B({y, H). Além
disso é simples verificar que ||U|| = ||V|| = 1. Entao, pela Proposigao 2.2 e pelo Teorema
2.13, obtemos

n 1/p n 1/p 0o 1/p
(wa) - (D(Txi,xmp) =(Z|<TUei,Vei>|p)

i=1

oo 1/p 00
sup <Z |(TUe;, Ve;) ’p) = (Z U@'(T)p>

UlI=lVII=1

1/p

IA

Como n é arbitrario, a desigualdade acima vale para todo n € N. Podemos entao fazer

n — oo, obtendo

Observagao 2.4. Se T € S,(H) entao o lado esquerdo da desigualdade de Weyl é domi-

00 1/p
nado por s,(T) = <Z ai(T)p) e portanto € finito. Esse fato serd importante no que
se seque. =
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Capitulo 3

O Teorema de Lidskii

Nesse capitulo, apds introduzirmos os operadores de Hilbert-Schmidt e a chamada
classe de Trago, definimos dois tipos de tragos em B(H), a saber, o traco funcional e
o trago espectral. Finalmente, apds provar a desigualdade de Hardy (Teorema 3.8) e
resultados importantes devido a Konig, apresentamos o Teorema de Lidskii, que mostra

que os tragos definidos anteriormente coincidem na classe de Schatten Sy (H).

3.1 A classes de Hilbert-Schmidt e a Classe de Traco

Definicao 3.1. A classe de Hilbert-Schmaidt consiste dos operadores lineares limita-

dos T : H — H tais que para algum conjunto ortonormal completo (y,) de H,

> [ Tynl? < o0
n=1

Nesse caso escrevemos T € HS(H).

Exemplo. Seja (e,) o conjunto ortonormal completo canénico de ¢5. Consideremos o

operador T : ly — ly, dado por

1
Tr =Y ~(z.e,
x n:1n(x,e)e
Temos ||Te,||> = 2. Logo
So | ||2—§Ooi< T € HS(¢s)
enl|” = S <o 9
n=1 n=1

Teorema 3.1. Seja T € B(H). Entio T € HS(H) se e somente se T* € HS(H) e se

o0

(x,) € um conjunto ortonormal completo arbitrdrio em H, > ||Tz,||> < oco. Além disso,
n=1

todas essas somas tém o mesmo valor.

49
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Demonstragdo: Sejam (y,) um conjunto ortonormal completo tal que > ||Ty,||*> < oo e

n=1
(x,) um conjunto ortonormal completo arbitrario. Pela identidade de Parseval (Teorema

L.6) [|Tynll* = 3 [(TYn, 2m)|?. Entéo,
m=1

DMTwllP =YY 1 Tymea) P =Y > s Txm)lP = Y ([T 2l
n=1 m=1

n=1 m=1 m=1 n=1

onde a segunda igualdade decorre da definicao de T™ e da convergéncia absoluta da série

S5 [Ty ).

n=1m=1
Assim T* € HS(H) e Y. ||[T*z,||* possui o mesmo valor para qualquer conjunto
m=1
ortonormal (z,,).
Agora, como T* € HS(H), podemos refazer os célculos acima para esse operador
concluindo que T = T** € HS(H) e que a soma Y. ||[Tz,,||* independe do conjunto

m=1

ortonormal (z,), encerrando a demonstragao. "

O teorema acima nos permite definir uma norma em HS(H) dada por

o 1/2
hs(T) = (Z r|Txn||2) ,

onde (x,) C H é um conjunto ortonormal completo. O mesmo teorema nos diz ainda que
hs(T) = hs(T™).

O proximo teorema permitird identificar a classe de Hilbert-Schmidt com a 2-classe
de Schatten. Faremos entao uma breve exposicao acerca de tal classe.

Seja T' um operador compacto. Temos que o operador T*T" é compacto (Corolério 1.4),
auto-adjunto e positivo. Nessas condigoes, podemos garantir a existéncia de um unico
operador A auto-adjunto, positivo, tal que A?> = T*T. Além disso, A = (T*T)"/? € K(H)
(Corolario 2.1). Podemos escrever esse operador na sua representagao de Schur, Teorema
2.2,

Ar = Z (T, 20,
n=1

onde A, > 0 sao os autovalores de A e \, — 0 quando n — oo.

Escrevendo \,, = 0,,(T'), pelo Teorema 2.7, a representacao de Schmidt de T é

Tr = Z on(T) (2, Zn)Yn

onde (x,,) s@o os autovetores ortonormais associados a (0,,(T)) e (y,) conjunto ortonormal.

Teorema 3.2. A classe de Hilbert-Schmidt € idéntica a 2-classe de Schatten no sequinte
sentido, HS(H) = Sa(H) e hs(T) = so(T).
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Demonstracao:  Sejam T € HS(H) e (z,) um conjunto ortonormal completo em H.

oo
Como a série >_ ||Tx,||* é absolutamente convergente, dado € > 0 existe ng € N tal que

n=1
S (TP < e
n=ngp+1
no
Seja Px = Y (x,xz,)x,, a projegdo ortogonal de xz em [x1, s, .. ., x,,]. Entdo, paraz € H,
n=1
o no
(T —TP)x|| = T (Z(z,xn)xn> -T (Z(m,xn)xn>
n=1 n=1
00 no 0o
= Z(x,xn)Txn - Z(a:,xn)Txn = Z (,2,)Tx,
n=1 n=1 n=ng+1
- - 1/2 ~ 1/2
< D @ w)|||Tw|| < ( > |($7$n)|2> ( > ||T90n||2> <||z[le
n=ng+1 n=ng+1 n=ngp+1

onde usamos a desigualdade de Holder (Teorema 1.1) no pentltimo passo.
Entao ||T'— TP|| < e e T é aproximado por operadores de posto finito. Portanto

T é compacto (Teorema 1.17) e possui uma representagdo de Schmidt (Teorema 2.7)

Tz =Y 0;(T)(x,uj)vj, onde (u;) e (vj) sdo ortonormais. Em particular,
j=1

1Tz |* = (Z Uj(T)(wmuj)vjazaz(T)(-’L’mw)w> = Z%(T)Zl(wmuj)!Q

=1

Assim

D NTzalP =)D o (TP, wy)P =Y oy(T (@, wy)|* = D oy(T)°
n=1 n=1 j=1 j=1 n=1 j=1
sendo que a penultima igualdade decorre da convergéncia absoluta da série em questao e
a tultima da identidade de Parseval (Teorema 1.6). Donde concluimos que T' € Sy(H) e
so(T) = hs(T).

Seja agora T' € So(H). T é compacto pela definigao de So(H) e possui representagao
de Schmidt (Teorema 2.7). Pelos calculos acima obtemos 17" € HS(H) e hs(T') = so(T).

Definicao 3.2. A classe de Traco consiste dos operadores lineares T : H — H limita-

dos que possuam uma representacao, isto €, operadores que podem ser escritos na forma
(o ¢] (o)

Te =Y (x,yn)Tn, onde x,,y, € H para todo n € N e Y ||z,||||yn]| < co. Nesse caso
n=1 n=1

escrevemos T € TC(H).
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Seja v(T') = inf { SoAlzwllllynll s onde > (2, yn)z, é uma representagao para T}. A
n=1 n=1

aplicacao v : TC(H) — R define uma norma em T'C (H). O préximo resultado identifica

(TC(H),v) com (81, s1) tal como (HS(H), hs) pode ser identificado com (S, s5).

Teorema 3.3. A classe de Traco € idéntica a 1-classe de Schatten no sequinte sentido,

TOH) = Sy (H) e o(T) = s,(T).

Demonstrac¢ao: Se T' € TC(H) entao T admite uma representacdo e consequentemente é
o limite de operadores de posto finito. Dessa forma T é compacto, pelo Teorema 1.17, e

possui uma representacao de Schmidt, Teorema 2.7,

Ty = ZU” (x,20)Yn , (zn) e (y,) conjuntos ortonormais.

Pela definigao de v(7T), dado € > 0 existe uma representacao de T, > (x,w,)z,, tal
n=1

que > ||wy]||zn]] < v(T)(1 + €). Temos
n=1

on(T) = (T, yn) = (Z Ty Wi zm,yn> > (@ W) (Zm, yn) € R
m=1 m=1

(e 9] oo o0

(o W) (Zms Un) < D> @y win) | (2, )|

7
3
N

n=1 no:ol mozol n=1 7;:1 N 1/2 N "
= ZZ | (@ W) || (s yn) | < Z (Z’ (@n, win)| ) (Z ’(Zmayn)|2>
m=1 n=1 m=1 n=1

< Y wllllzml] < v(T)(1 +€)

onde o pentltimo passo é a desigualdade de Bessel (Teorema 1.3). Com isso mostramos
que T € §1(H) e s1(T) <v(T).
Por outro lado, se T' € S;1(H), entao T tem representacao de Schmidt (Teorema 2.7),

digamos > 0,(T)(x, z,)x,, onde ||z,|| = ||z.]| = 1, n € N. Assim,
n=1
> (@ yn)n
n=1

Yn = 0n(T)z, é representacao de T' com

D zallllynll = > on(T) < o0
n=1 n=1

Logo, T € TC(H) e s1(T) > v(T'), o que encerra a demonstragao. n
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3.2 O Traco Funcional, o Traco Espectral e o Teo-

rema de Lidskii

Seja T': H — H um operador linear sobre um espago complexo de Hilbert H, inicial-
mente de dimensdo finita. Consideramos a matriz A = (a;;) que representa o operador
em uma base (x;)!; de H. Definimos o trago matricial de 7' como sendo a soma dos

elementos da diagonal principal da matriz A, isto é,

n
tI"M T = Z (077
i=1

Sabemos que essa definigdo nao depende da base de H. Em particular se (x;)!; é ortonor-

mal, temos a;; = (Tz;,z;) e tryy T = > (T, ;). Além disso se (z;)}; for uma base
i=1
ortonormal de autovetores

n n

n
i=1 i=1 i=1
Nosso objetivo agora é estender o conceito de trago matricial (que é um funcional
linear continuo), para operadores lineares continuos sobre um espaco de Hilbert H de
dimensao infinita e separavel.

Uma tentativa natural para estender tal conceito é tomar um conjunto ortonormal

completo (z;) em H e definir try,(T) = 3 (T, x;). Surgem entfio duas questdes. Em que
i=1
classe de operadores try; estd bem definido? Tal soma depende do conjunto ortonormal

(,)? O préoximo exemplo nos diz que a classe de Hilbert-Schmidt Sy(H) é muito grande.

Exemplo. Consideremos o operador em {5 do exemplo anterior, dado por Tx = ) %(m, €n)en-

n=1
Temos (Tey, e,) = 1, ¢

[e.9] [e.9]

Z(Ten, en) = Z %

n=1

nao converge. Logo E;]—\;(T) nao estd bem definido.
Admitiremos o resultado (ver [13], pag. 98):

Proposigao 3.1. Se T' € §;(H) € possivel encontrar operadores A € S,(H) e B € S,(H)
com }D + % =1, tais que T = AB.

Teorema 3.4. Sejam T,S € Sy(H) e (x,) um conjunto ortonormal completo em H.

Entao Y (Tx,, S*x,) € absolutamente convergente e seu valor independe da escolha de

(@),
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Demonstragao: Seja (y,) um outro conjunto ortonormal completo em H. Entao

S [(Twn, S*zn)] = > (Z (T, Y)Y Y (S T, 90y )‘ ZZI T, Y) (S* T Ym) |
n=1 no:ol Oo* 11/221 N n= 11712 1 N
< Y. ( (T, Ym)| ) (Z !(S*xmym)\2> = > T walll|S" 2|
n:lOO =1 " ! m=1 " n=1
< (Z!ITMIQ) (ZHS*%IIQ> = 52(1)s2(57)
n=1 n=1

o
Assim a série > (Tx,, S*z,) ¢ absolutamente convergente e consequentemente pode-
n=1
mos trocar a ordem do somatério, obtendo

[e.9] oo o0

Z(Tl'na S*an) - Z Z(T'xna ym)(S*xn7ym - Z Z x’mT ym xn: Sym)
n=1 n=1 m=1 m=1 n=1
= Z Z(Syma$n)(T*ym7xn> = (SymaT*ym)
m=1 n=1 m=1
Analogamente,
> Ty S7ym) = > (S, T*,)
m=1 n=1
Em particular, para (y,) = (z,) temos Z(Txn,S*xn) = > (Sx,,T*z,). Donde segue
que n=1 n=1
Z(Tzn, S*xy,) = Z(an,T*xn) = Z(Tym, S Ym)
n=1 n=1 m=1
e > (Tx,, S*r,) independe da escolha de (z,,). u
n=1

Esse ultimo teorema nos permite introduzir o seguinte conceito.

Definicao 3.3. Sejam A, B € Sy(H) e (x,) um conjunto ortonormal completo em H.

Defini-mos tro(A, B) = i (Az,, B*x,).

m=1
Agora, como observamos antes, podemos decompor 7" € S;(H) em T'= BA, com A, B
em Sy(H). Essa decomposi¢ao nao é unica. No entanto, se DC é outra decomposigao

para T', temos

tro(A, B) = Z(Axn, B*x,) = Z(BAxn,xn) = Z(T&;n,xn)
n=1 n=1 n=1

= Z(DC’xn, T,) = Z(C’xn, D*x,) = tro(C, D)

n=1
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Defini¢ao 3.4. Para T € §;(H) definimos seu trago funcional por

o0

try(T') = Z(T"Em Tn)

n=1
onde (x,) é um conjunto ortonormal completo em H.
Pelos calculos anteriores e pelo Teorema 3.4, try,(7") estd bem definido, ou seja, inde-

pende da decomposigao T' = BA e do conjunto ortonormal completo (z,). Uma outra

expressao para o trago funcional é dada pelo seguinte resultado:

Teorema 3.5. Seja T um operador em Sy (H) com representacao dada por Tx = > (2, Yn)2n,
n=1
onde Y ||ynll||zn|] < co. Entao,
n=1
try(T) = Z(Zna Yn)
n=1
Demonstragao: Seja (x,,) um conjunto ortonormal completo em H, temos
o1 = 3 Ena) = 3 (3w
m=1 m=1 \n=1
= Z Z(mmayn)(zmxm) = Z (Z Tms Yn ) T Z Ty, 2n)T )
n=1 m=1 n=1 \m=1 =1
= Z (Z (yn7 xm)l’m, Z (Z'n, .’L’l)l'l> = Z (Z(yn, .Tm)xm, Z(Zn, LEl)[L'l>
n=1 \m=1 =1 n=1 \m=1 =1
= Z (yna Zn) = Z(er yn)
n=1 n=1
onde a peniltima igualdade é devida a identidade de Parseval (Teorema 1.6). [
Corolario 3.1. trys(T") € um funcional linear continuo em (Sy(H), s1).
Demonstracao: Sejam T, S € S1(H). Escrevemos Tz = > (z,yn)zn € St = > (2, uy)v,
n=1 n=1
com Z ynlll|zn]] < cce Z ||un||||vn]] < co. Uma representacao para T+S é > (z,7,)Sn,
= n=1 n=1

onde 7’2n Yns Tonil = Un, Son = Zn € Sopt1 = Un. Assim, pelo teorema anterior

(T +S) = (Sn:7n) =D (znsn) + Y (Uny 1) = tr(T) + tr4()

Por outro lado, pela definicao do trago funcional

[e.9]

try(AT') = Z()\Txn,xn) = /\Z(Txn,:rn) = Ary(T)

n=1 n=1
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onde (x,) é conjunto ortonormal completo.
Agora para mostrar que try(7") é continuo em (S1(H), s1), notamos que para qualquer

representacao de T’

[t () < 1z v <> zalllynl]
n=1 n=1

o0
Logo | trg(T)| é cota inferior para Y ||zx||||yn||. Como v(T) é a maior cota, temos

n=1

[ trg(T)] < o(T) = 51(T)

Seja T' € S1(H). Pela desigualdade de Weyl (Teorema 2.15), temos

S Pl < 3 0u(T) = 51(T)

onde (A, (7)) s@o os autovalores de T', ou seja, a série > A, (7T") é absolutamente conver-
n=1
gente. Dessa forma, podemos definir o trag¢o espectral em S;(H), dado por

tro(T) = > Au(T)

Surgem entao duas questoes:
1°) tr, é um funcional linear continuo?
2°) tro(T') = try(T'), T € S1(H) como em dimensao finita?

Vamos comegar provando a linearidade de tr,(7") para operadores de posto finito.
Teorema 3.6. Sejam T, S operadores de posto finito. Entdo
try (T 4 S) = tro(T) + tr,(S)

Demonstracao: Sendo T e S operadores de posto finito, temos que 7"+ S também o é.
Além disso o espaco M = [R(T)U R(S)U R(T 4 S)] é de dimensao finita. Notemos ainda
que T(M) C T(H) = R(T) C M. Analogamente S(M) C M e (T'+ S)(M) C M. Sejam
Ty, Sy e (T+S)y as restrigoes de T, S e T+ .S & M respectivamente. Esses operadores

atuam sobre um espaco de dimensao finita e vale

tl”o-((T —+ S)M) = trU(TM —+ SM) = tI‘M(TM -+ SM)
= tI‘M(TM) + tI'M(SM) = tr(,(TM) + tI'U(SM)
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Agora Ty e Sy tem os mesmos autovalores que T e S e o resultado segue. m

Temos que F(H) é denso em S;(H). Pela desigualdade de Weyl (Teorema 2.15) e,

pelo teorema anterior, temos para 1, S € F(H)

| tr,(S) = t1o (1) = [t (S = 1) < D IS =T <D 0ul(S = T) = 52(S = 1)

n=1 n=1

ou seja, tr, ¢ linear e continuo em F(H). Logo admite uma extensao continua a S;(H),

digamos tr. O préximo teorema mostra que j& conhecemos tal extenséo.
Teorema 3.7. tr(T) = try(T), para T € S, (H).

Demonstracio: Mostraremos que tr = try em F'(H). Para tanto, usaremos inducao sobre
a dimensao da imagem de 7.

SeT € S§,(H) tem posto 1, pela representacao de Schmidt (Teorema 2.7), Tz = (z,v)u.
Pelo Teorema 3.5, tryg(T') = (u,v). Agora, se Tx = Az, para algum = # 0 e A # 0, entdo

(r,0)u=Ar eu= (1’;\—2) Disso segue que,

try(T) = \ = /\(a:,v) = ((Ax),v) = (u,v) = try(T)

T,

Agora suponhamos que postoT = n. Entdo Tx = > (z,v;)u; e usando, além do
i=1
provado acima, a linearidade de tr,(7') em operadores de posto finito (Teorema 3.6),

temos

n

tr, (T) = Ztrg((x,vi)ui) = (us, v7) = trg(T)

=1

Portanto tr(T) = tr,(T) = try(T), com T € F(H). Como tr e try sio continuos e

coincidem em um subconjunto denso de S;(H) conclufmos tr = tr, em S;(H). n

Teorema 3.8 (Desigualdade de Hardy). Sejap > 1, m e N, a; >0 e A, = > a;. Entdo
=1
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Demonstragao: Seja ¢ > 0 tal que

AN pan (AN
n p—1\n N

VAN
VN VR
-
N——— N——
b
VR
—_
|
=
S
3
N———
+
=
S 3
|
=
N
s>
N———
=
5
VN
S|
LT
[
N——
bl

onde a desigualdade é devida ao Lema 1.1. Assim,

(Y (0] = (Sl () ()] -4)

m

2

n=1

onde estamos assumindo Ay = 0. Dali, pela desigualdade de Hélder (Teorema 1.1)
m A P m p—1 pa m )q 1/(] m pa p 1/p
S (3 < () e (0)) (26)

F(B6)) (B

E o resultado segue. ]

IN

Observacao 3.1. A Desigualdade de Hardy é vdlida se m = oo. A wverificacdo dessa
afirmativa € feita utilizando argumentacdao andloga a generalizacdo das desigualdades de

Hélder e Minkowiski para o caso infinito (ver demonstra¢ao dos Teoremas 1.1 e 1.2).

Teorema 3.9 (Koénig). Seja 0 < p < 1. Para T € S;(H) seja

1-p
P

9) sP(T 4 5) < (L)1 sO(T) + ()], com T € Si(H).
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Demonstracao: Pelo item i) do Corolario 2.2, o1(T') > 09(T) > o3(T") > --- temos que

i or(T)? > no,(T)P. Assim
k=1

1/p
O z(zak ) > S (TP =)

Seja ¢ = % > 1. Da desigualdade de Hardy (Teorema 3.8 ¢ Observagao 3.1),
© (1o 1/p q
(p) _ 1/q
s (T) = — or(T)? or(T
o - S(iser) 5

(q_1> Zan ) (%% 1)%31@) (fp)wsm

Agora, pelo provado acima, temos

29 < (1) a9 < (72)  immenen s (7)) s

O que prova 1).

Lema 3.1 (Localizagao de Autovalores). Seja T um operador compacto sobre H. Entdo

para quaisquer n € N e p > 0,

n 1/p
MlT)] < (1) = (% > MT)P)

Demonstra¢ao: Lembramos que |\ (T)| > |A2(T)| > -+, de acordo com o Método de

Ordenacao. Com isso,

3

n A (T |<Z|A <3 oT), neN

Zoi(T) = (Z 0:(T)P

1/p
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onde usamos, na tultima desigualdade, que sup {Z i, x; > 0e Y al = 1} =nl-1/P,
i=1 i=1

n 1/p
Daf segue que n|\,(T)| < n'~/? (Z ai(T)p) , Ou seja,

=1

n 1/p
(D] < 0 (Z ai<T>p> — Bup(T) , nEN

Lema 3.2. Seja0<p<1eT,S € K(H). Entao,
i) Bonp(T +S) <207 (Bup(T) + Bup(S)).
ZZ) 62n—1,p(T) S 21/p52n,p(T)-

Demonstragao: i) Temos

2m 1/p n n 1/p
52n,p(T+S> = % UZ(T—FS)p) = (% (;UQl_l(T—FS)p—f—ZO'Ql(T—f—S)p))

i=1 i=1

[\
DO
;€|H
N}
Q
N
L
N~
_l_
2!
=
~_—
=
=
VAN
VR
S|
R
i
2
=
+
s
Q
©
~_—
=
~__—
=
i}

n n

1/p
< (X a@-<T>p+lzoz-<S>p> < 257 (B (1) + Bug(S))

n 4 n <
=1 =1

onde na primeira desigualdade usamos que a sequéncia (o,(7")) é decrescente, na segunda
que 09,1 (T + S) < 04(T) + 0;(S) (item ii) do Corolério 2.2), na terceira que (a + b)P <
a? + P, p € (0,1) e na tltima que sup{(2? + y?)'?, z,y > 0,0 +y = 1} = 25! e um
célculo semelhante a (%) no lema anterior.

i1) Temos que

on—1 1/p on—1 1/p
1 1 1
Pt = <2n =P "i(T)p> ) ([—zn@n ) & (“(T)p>

2 |- P " /p
(%;w)) = 2/7y,,,(T)

Teorema 3.10 (Kénig). Sejam Ty, T,, € S1(H) com lim s1(T,, — Ty) = 0. Entao, dado
€ >0, emiste Ny € N tal que

d (@) <e j=0,1,...

n=~Np
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Demonstragao: Fixemos p € (0,1). Como lim s1(7,, — Tp) = 0, pelo Teorema 3.9 temos

que existe ng € N tal que s(p)(TO —T,) < €, para n > ny. Temos ainda que Ty € S;(H) e

o0
sg )(TO) < 00, pelo mesmo motivo. Desse modo existe my € N tal que Y 3,,(Th) < €.

n=mqo

Sabemos do Lema 3.1 que |A\x(1,)| < Bip(T) k € N. Utilizando o Lema 3.2, temos

Z |Am(Tn>| S Z ﬁm,p( Z ﬁZm lp Z ﬁ2mp
m=2mg m=2mg m=mg m=mg
S (21/]) + 1) Z Bﬂm,p(T 21/1) Z ﬁ?mp TO - (TO -1 ))
m=mg m=mg
< (2P 4 1)2t/et ( > Bup(To) + > BTy — Tn)>
m=mg m=mg

< (Y7 4 1)2Y7 (e, + sP(Ty — T,)) < (217 +1)2Y7 e, 4 ¢,) < €

para €, < € conveniente e n > ny.

Analogamente a Tj, para cada i = 1,...,ng, existe k;, tal que

D AT <D BT,
m=k m=k;

i

para i = 1,...,no. Tomando Ny = max{ky, ka,...,kn,,2mo} temos > | A\ (T})] < €,
m=No
com j=0,1,... |

Nosso objetivo é mostrar que tr, é continuo em S;(H). Para isso, necessitamos con-
struir um certo operador P, que é uma projecao e comuta com T, ou seja, P> = P e
TP = PT. Para definir tal operador precisamos de algumas propriedades do resolvente

p(T). Lembremos que (Teorema 1.7):

Propriedades. i) Se ( € p(T) e |¢ —n| <||R¢||™", entdao n € p(T).
i) Se [C| > ||T|, entao ¢ € p(T) e Re = I+ (' T+ ¢ *T*+ ).
iii) Se C,n € p(T), entio R — Ry = (n — O R¢R,
w) A fungdo resolvente, ¢ : p(T') — B(H), dada por ¢(¢) = R¢ € continua.
Com isso estamos prontos para definir o operador P desejado. Consideremos um

circulo C, = {z € C;|z| = r} inteiramente contido em p(T"). Seja 0 =6y < 0; < --- <

0, = 2, uma particio P’ do intervalo [0,27] e 07 € [0;_1,0,], j =1,...,n. Seja a soma
P) =3 o(re™)(re® — =) € B(H)

Sendo |P'| = max |6, — 60;_1| é possivel mostrar que dado € > 0, existe 0 > 0, tal

.....

que se |P'| < 5 e |Q| < 4, temos ||S(P') — S(Q')|| < e. Logo podemos obter uma



62 O Teorema de Lidskii

sequéncia (P') de parti¢oes e uma sequéncia (d,,) de niimeros reais positivos de modo que,
se |[Pll<d,en>m
1S(Fy) =SBl < 1/m

ou seja, (S(P))) C B(H) é uma sequéncia de Cauchy. Como B(H) é completo, (S(FP)))

possui limite S € B(H). Dai podemos mostrar que S = lim S(P’). Denotaremos

P[0
S = / Red(¢

Teorema 3.11. Seja A = C,\Ds, onde Dy = {\ € C,|\| <r} er > s, uma regidio anular
contida em p(T). Entao

Temos o seguinte resultado.

/ Red¢ = | Red¢
e CS

Para demonstracao, ver [13], pag. 42.

Definimos o operador P como sendo

1
P=— d
271 CRC C

onde C' é um circulo em p(7).
Utilizando o teorema acima, através da definicao de f o B¢dC podemos mostrar que P

satisfaz as propriedades desejadas, mais explicitamente:
Teorema 3.12. P ¢ uma projecao que comuta com T'.

Demonstragdo: Vamos mostrar que (2mi)>P? = (2mi)>P. Para isso usaremos o teorema
anterior. Para r > 0 tal que C,. C p(T), existe s < r de modo que a regiao anular
A = C,\D; esteja contida em p(S) (visto que o(T") tem o zero como unico ponto de

acumulagao). Entao

ot = ([ ) ([ )= ) ([ 1)

B Ry = / / n— )M (R — Ry)dndc

J.
_ /S /Cs(n_g)—ledndC _/T/S(W_O_andndC
3 4/ —dndg —/ / —dcdn

R, (—2mi)dn :27ri/ R, dn

S S

I
= 2mi /C Red¢ = (2mi)*P

A

Il
=
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Agora, para verificar que P comuta com 7', basta observar que 7' comuta com R¢. De
fato, com isso, escrevendo a soma de Riemann, temos T'S(P’') = S(P’')T, para qualquer
partigao P’ de [0, 27]. Logo

TP-T( lim S(P)) = lim TS(P) = ( lim S(P’)) T =PT

|P|—0 |P’|—0 |P’|—0

Sendo P uma projecao, P é a identidade em sua imagem, indicada por Hp. Além disso,
TP = PT, o que implica T(Hp) C Hp. Logo a restrigao 71 = T'|y, € B(Hp). Por outro
lado, @ = I — P também ¢é uma projegao que comuta com T". Logo Ty = T'|n, € B(Hy).
Além disso, H = Hp ® Hg. Agora, como R¢, ¢ € p(T') comuta com T, temos

R.P = R.PR'R; = ReR;'PR; = PR,

Analogamente R comuta com (). Sejam entao Ré e Rg as restricoes de R. a Hp e Hg

respectivamente.
Teorema 3.13. Para T € B(H), p(T) = p(T1) N p(T3).

Demonstracao: Seja ¢ € p(T'). Devemos mostrar que (Ip — 17 e (Ig — T5 sa@o invertiveis,
onde Ip e Ig denotam o operador identidade sobre Hp e Hg, respectivamente. Como
¢ € p(T), temos R:(¢I —T) = (¢(I —T)R; = I. Restringindo a Hp, obtemos

RY(CIp —Th) = (CIp — Th)RE = Ip

ou seja, (Ip—T7 é invertivel com Ré o operador resolvente de T} e ¢ € p(7). Analogamente
R? ¢ o operador resolvente de Ty e ¢ € p(T3).

Reciprocamente, se ¢ € p(T1) N p(T3), entao existem operadores S; e Sy de modo que
S1(¢CIp —T1) = Ip e S2(Clg —Tz) = Ig. Definimos S por Sz = S;(Px) + S2(Qz). Temos,
para x € Hp,

Analogamente ((I — T)Sx = z, para © € Hg. Agora, como H = H, & Hg, concluimos
que ((I —=T)Sx =z, v € H. Semelhantemente S((I —T) = I. Logo ((I —T) é invertivel
e e p(T). "

Como o espectro de T' é o complementar do resolvente temos o(7T") = o(T1)Uo(T3), ou
seja, a projecao P divide o espectro de T em duas partes. O préximo teorema caracteriza

tais partes.

Teorema 3.14. Sendo 11 e Ty como acima e int C' e ext C' indicando o interior e o
exterior de C, o(11) = o(T)Nint C' e (1) = o(T) Next C.
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Demonstra¢ao: Mostraremos inicialmente que para ¢ € ext C' temos que ¢ € p(T1). Seja
n € p(T). Entao ((I —T)R, = (nl —T)R,+ (( —n)R,. Assim

1 1
I-T)— [ R,(¢C—n)"tdyn = I-T)R — 'R,d
(I =D [ RfC=ndn = 5o [ (€T = DR+ 5 [ (=)= )
I dn 1
= — [ R, d Rd =P
2mi cC— 7)+2m’ c "= o g
visto qu /C = 0, pois ¢ € ext C. Como P ¢ aidentidade em Hp, existe ((Ip—T7)7},

e
ou seja C p(T1), como querfamos. Assim (7)) C int C. Como o(T) = o(T1) U (1),
o(T;) ra i =1,2. Logo o(T1) C o(T) NintC. Analogamente, se ¢ € intC,

(T), p
[
teremos —
271

(<l - T)ﬁ/cRn(c )y =1+ P=—Q

ou seja, (CIg — T3) é invertivel e ¢ € p(T3). Assim o(T2) C o(T) Next C. Agora, como
o(T) =o(T1) Uo(Tz), concluimos o(11) = o(T) Nint C e 0(Tz) = o(T) Next C. "

Defini¢ao 3.5. Sejam T € K(H) e r > 0. Diremos que r é T-admissivel se o circulo

C, estd contido no resolvente de T'.

Nesse caso escrevemos

P?" = — RAd)\
21 C,

Sabemos que P, é projegao, entao escrevemos 7" = TP, e T =T(I — P,).

Lema 3.3. Seja T € K(H). Temos
i) o(T) ={N€a(T); N <r}ea(T)=4{Ne€a(T); |\ >r}.
i) SeT € K(H) er >0 é T-admissivel, entdo postoT*® < 0o
i) Se T € Sy (H) entio tr,(T) = tr,(T") + tr, (T¢).

Demonstragao: i) Decorre diretamente da definicao de T¢, T e do Teorema 3.14.

i1) Primeiramente observamos que, de acordo com o Teorema 2.10, T pode ser escrito
como T = A+iB, onde A = r+r eB= r=r sdo auto-adjuntos. Sendo T € K (H),
temos A, B € K(H), pelo Teorema de Schauder (Teorema 1.18). Agora, se 7' nao ¢ de

posto finito, entao A ou B nao o sao. Assim podemos supor sem perda de generalidade

que T é auto-adjunto. Suponhamos que o posto de T¢ = T'(I — P,) € K(H) nao é finito
e consideremos a sequéncia (A,) em o(7°) obtida no Método de Ordenagao. Temos, pelo
item anterior, que A\, > r > 0, para todo n € N. Isso significa que (\,) nao tende a

zero. Mas (\,) estd em o(T), pois o(T) = o(T%) U o(T*) pelo item anterior. Mas, na
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demonstragao do Teorema 2.2, vimos que o tnico ponto de acumulagao de o(7T') é o zero.
Portanto T é de posto finito.
i11) Isso decorre do fato de que T'=T' +T¢ e

try (1) — try (T°) = ZA—Z)\— Z)\—trUTZ

i=n+1

Teorema 3.15. A fungdo tr, € continua em Sy(H).

Demonstragao: Seja (T,,) uma sequéncia em S;(H) convergindo para Ty € S;(H). Pelo
Teorema de Konig (Teorema 3.10), dado € > 0 existe N € N tal que

o
o @) <e
n=N-+1
para 7 = 0,1,... Como o espectro de Ty é enumerdvel, existe r > 0 Ty-admissivel de

modo que Nr < e. Consideramos entao Ty = TyP. e T¢ = To(I — P,). Agora, como
o(T¢) C o(Tp), temos que

DT D (Tl
n=N+1 n=N+1

Além disso, pelo Teorema 3.14, |\, (T¢)| < r, n € N. Segue daf que,

N 0o
[t (T <D @D+ DY (T < Nr+ Z 2(T))| < 26 (D)
n=1 n=N+1 n=N+1

Como a aplicacao ¢ : p(Ty) — B(H), definida por ¢(A\) = R, é continua, existe
¢ = max{||R\||, |A\] = r}. Notemos que ¢ > 0, pois R, ¢é invertivel para todo A. Além
disso ¢ depende de r, que por sua vez depende de N, o qual depende de €. Logo ¢ depende
apenas de € e é possivel obter ¢ € (0, 1) tal que

2
cqr
4,
1—g¢

<e€

Seja ainda jo € N tal que s1(1y — T;) < q/c¢, 7 > Jo.
Afirmativa 1. r € Tj-admissivel se j > jo.

De fato, para || = r, seja

S =R, (1 +) (T - TO)”R§>
n=1
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Pelo item i) do Corolario 2.2, temos

o0

IT|| = o1(T Z , T € Si(H)

Dai
sl = | (uzm—nmz) SN S ey
n=1 n=1
< IIRAH<1+ZHT Ty)" R”||><||RA||<1+Z )
n=1

= [|R\|[ + ||R)\||an < 00

n=1

pois 0 < ¢ < 1. Agora, como
q
I(Z5 = To) Ball < IIT5 = Toll[[ Bl < Ze =g <1
temos pela Expansao de Neumann (Teorema 1.7) que

T+ [T = To)R]" = (I = (T; = Ty) Ry) ™

n=1
Entao,
M =TS = (M —To) = (T; = T))S = (B — (Tj — To))(Ra(I — (T — To)Rr) ™)
= (I —(Tj =To)R\)I — (T; = To)Ry) " =1
mostrando que 7 é Tj-admissivel, j > jo e que S é o operador resolvente Ry(Tj), que sera

denotado simplesmente por por Ry (7).

Com isso temos, para j > jo

N o]
e, (THI< D M(TDI+ D ()] < Nr+ Z T;)| <2e (1)
n=1 n=N-+1 n=N+1
Afirmativa 2. s1(R\(j) — Ry) < 1cq J > Jo-

De fato, pelo que acabamos de mostrar e pelo item i) do Corolério 2.2,

si(Ba(j) — Ry = s1 (RA + R\ i(Tj —To)"Ry — RA) =51 <RA i(Tj - To)"”i)

n=1 n=1

< IRallsy (Z@ - To)”R’£> < IRsl| 3 aa(T; = T )
< ||RA||ZslT ny R < ey (4) e o

pois ¢ < 1
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. 1
Afirmativa 3. 7" =TPF, = 9 AR AN,

VX C,

Com efeito,

, 1 1
T"=TP. =T— Ryd\ = —/ TRydA
21 Jo, 21 Jo,

Por outro lado,

1 1 1 1 1

— TRydN = — (T — )\I)R,\d)\ + — ARy = — ITd\+ — AR)A
27TZ C, 27T'l C, 27'('2 C, 27TZ C, ViwA C,
Como .

/ Id)\:I/ d)\:/ rie?dd = 0

Cr Cr 0

concluimos ) .

T'=— [ TRd\=— / AR\

21 Jo, 21 Jo,

Afirmativa 4. s,(T} — T]’) <

Pela Afirmativa 3,

, , 1 ) T ) T c
(-1 = oot ([ A= moar) < - [ simemnio< - [
R R R

T - 27

onde a ultima desigualdade segue da Afirmativa 2. Agora,

2m
/ |dA| :/ rdf = 2nr
Cr 0

e segue,
2
: : r o cq cr?q
T, —T) < — A\ =
(=T < 5 [ =
) o e G CT?q
Afirmativa 5. s, (T} — Ty) < i "

Pela afirmativa anterior,

. . . . cr
$1(Tf = T5) < su(Ty = T} = (T = T9)) < so(Ty = To) + (T} = Tj) < T+ 7

para j = jo.
Podemos agora concluir a demonstragao do teorema. Sabemos que r é Ty-admissivel,
pela escolha de r. Por outro lado, vimos na Afirmativa 1 que r é Tj-admissivel, para

J > jo. Entdo, pelo Lema 3.3, item i7), I§ e T sao operadores de posto finito. Logo,

criq

[0, (TF) — 0 (T) | = |t (T§ — T5)| < s0(T5 — T5) < £ + <e (1)

c 1l—gq
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Assim, pelo item #ii) do Lema 3.3

| tro(T}) — tro(T0)] |t (T5) — tro (Tp) + tro(T5) — tro(T5))|
< ’tra(T;M + ’trU<Té)’ + |tra<T'je> - tra<TOe>’

< 2¢+2¢+ € =be

Donde a penultima estimativa decorre de (1), (II) e (I11). "

Teorema 3.16 (Traco de Lidskii). Para T € S1(H), tr,(T) = try(T).

Demonstracao: No teorema anterior mostramos que tr, ¢ continuo em S;(H). Entao
tr, coincide com tr, a extensdo continua a partir de operadores de posto finito. Mas no
Teorema 3.7 vimos que essa extensao coincide com try em S;(H). Logo try (1) = try(T).
Além disso como try é linear, podemos dizer o mesmo de tr,, concluindo que tr, é um

funcional linear continuo sobre S;(H). "

Em vista do Teorema de Lidskii, passamos a indicar tr,(7), ou try(7"), simplesmente
por tr(7) Notemos que para operadores que atuam sobre espagos de dimensao finita, o
trago matricial coincide com o traco funcional e com o trago espectral. Assim try e tr,

generalizam trj;. Por isso indicamos tr; também por tr.



Capitulo 4

Os Teoremas de Yang-Liu, Calkin e

os Operadores Irregulares

Nesse ultimo capitulo apresentamos o Teorema de Yang-Liu, o Teorema de Calkin e
os chamados operadores irregulares. O Teorema de Lidskii nos permite utilizar tanto o
traco funcional quanto o trago espectral na desigualdade estabelecida por Yang e Liu. J&
o Teorema de Calkin conduz naturalmente a um estudo abstrato da fungao traco e, em
especial, a questao: O ideal gerado por um operador compacto é dominio de algum traco
finito? O objetivo final do capitulo é fornecer a resposta para essa questao, que foi dada
por Varga em [15]. Dessa forma concluimos o trabalho mostrando que o ideal gerado por
um operador compacto em B(H) é dominio natural de um trago quando o operador é

irregular no sentido da Definicao 4.2.

4.1 O Teorema de Yang-Liu

Em 2000, Yang provou (ver [16]) a seguinte desigualdade para matrizes positivas semi-

definidas A e B com entradas em C
tr(AB)* < tr(A)*tr(B)*, ke N,

onde tr indica o trago matricial.
O proéximo resultado a ser apresentado generaliza tal desigualdade para operadores
positivos T' e S na classe de traco S;(H), onde H é um espaco de Hilbert separdvel de

dimensao infinita.

Teorema 4.1 (Yang-Liu). Se T' e S € S1(H) sao operadores auto-adjuntos e positivos,

entao

tr(T9)* < tr(T)Ftr(S)*, keN,

onde tr indica o traco funcional ou espectral.

69
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Demonstracao: Como T e S sao operadores compactos auto-adjuntos e positivos em

S1(H), ambos possuem representagao de Schur (Teorema 2.2) Tx = > 0y(T)(z, x;)z;

i=1
e St = > 0:(S)(x,y;)y;, onde (x;) e (y;) sdo conjuntos ortonormais completos. Sejam
i=1

n

T,x = ZU,(T)(ZL‘ T;)Ti, Spr = iUZ(S)(I vi)yi e My, = [T1,..., T, Y1,---,Yn). Seja
entao P H — M, a projegao de H sobre M,,.

Os operadores Tn =P,TP, e Sn = P, S P, sao positivos semi-definidos, isto é, possuem
representacdo matricial na base {z;,y;, 7,7 € N}, com entradas nao-negativas. Dado
e >0, como T € S(H), existe n € N, tal que i 0:(T) < €/2. Observando que

i=n-+1
s1((+,x;)) = 1, para todo i e || P,|| = 1, pelo Corolério 2.2 temos,

—~ —

Sl(T — Tn) S Sl(T — Tn) + Sl(Tn — Tn)

= 5 < > Ji(T)(-,a:i)> + 51 ( > o,;(T)Pn(-,xi)Pn>

i=n+1 i=n+1
< Y aMsi(Ga) + Y olT)si (Pl xi) )
1=n+1 1=n+1
< Z oi(T) + Z ai(T)|[Pallsy ((- 22)) [ Pal| = 2 Z oi(T) < e

Analogamente, podemos mostrar que s;(S — :S'vn) < €, para n suficientemente grande.
Pela desigualdade de Weyl (Teorema 2.15) temos

[ tr(T) — tr(S)] < 51(T' = 5)

para quaisquer 7, S € §;(H). Donde segue que lim tr(7,) = tr(7) e lim tr(S,) = tr(95).

n—oo n—oo

Assim

|(6r(T))*(tx(S))" — (tx(T0))" (tr(Sn))"| - < I(tr(Tif - (tr(ﬁ))k||(tr(5>l’“l
+(6r(T)) [ (62(5))* = (t2(Sn))"|

= |t() —x(T,) i(tr(T))“(tr(ﬁ))i-l (tx(9))"]
—H(tr( )) || tr(S —tr Z k i (tx(S ))1‘71

Logo lim (tr(T,,))*(tr(Sy))F = (tx(T))* (tx(S))*
Agora, usaremos inducao para provar que lim s;((T'S)* — (ﬁ:g\;)k) =0, k € N. Para

n—oo
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k =1, temos

s1 (TS =T,8,) = s1(TS—TS,+TS, —T,5,)
< 51(T(S — Sn) +5.((T = T,,)S,)
< |TIs1(S = Sn) + [|Salls1(T = To) < e

para n suficientemente grande.

Suponhamos que para k > 1 fixo, vale lim s;((T.S)* — (/T;:QZ)'“) = 0. Temos entao que

n—oo

s1((TS)H! — (T,8,)) < slggs>k<?;§;> - <@kﬂ> + 5, ((TS)M — <Tsj@§;>>
< |TSallsi(TS)E — (TSn)*) + [[(T'S)*||1(TS — (T,,S,)) < e

para n suficientemente grande.
Logo, por inducdo, lim s;((TS)* — (T,,5,)*) = 0, para todo k € N. Como

[ 62(TS)F — te(T,.5,)"| = [tr((TS)* — (T,8)")] < s1:((TS)* — (T.8.)")

segue que lim tr(7,5,)" = tr(T'S)".

Em suma, verificamos acima que lim (tr(7,,))*(tr(S,))F = (tr(T))*(tx(S))* e que
lim tr(fl;;fS\;)k = tr(TS)*. Agora, do resultado provado por Yang para matrizes posi-
tivas semi-definidas, temos

tr(T,5,)% < tr(T,)" tr(S,)*, keN
Fazendo n — oo, concluimos

tr(T9)" < tr(T)*tr(S)*, ke N

4.2 O Teorema de Calkin

O préximo teorema afirma que os ideais FI(H) e K(H) sao ideais minimal e maximal
em B(H), respectivamente, no seguinte sentido: Se Z é um ideal tal que {0} C Z & F(H)
entdo Z = {0}. Analogamente, se K(H) & Z C B(H) entdo Z = B(H).

Teorema 4.2 (Calkin). Seja Z um ideal nao-trivial de B(H). Entdo Z contém os opera-

dores de posto finito e esta contido nos operadores compactos definidos sobre H. Simboli-
camente F(H) C T C K(H).
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Demonstra¢ao: Mostremos que F(H) C Z. Para isso vamos considerar inicialmente um
opera-

dor T' € F(H) de posto um. Sabemos que T se escreve Tz = (x,u)v, onde u,v € H\{0}.
Seja A € T\{0}. Existe e € H tal que Ae # 0. Consideramos entdo os operadores
B,C € F(H) definidos por Bx = (ﬁ”’ eTI)QU eCr = (m;”)e. Temos BAC € T edai, BACT € 1.

A [[o][2
Por outro lado

BACTx = BAC((z,u)v) = (x,u)BACv = (z,u)BA ((ﬁ;ﬂ)f) = (x,u)BAe
(Ae, Ae)v

A2 = (x,u)v=Tzx , x € H,

= (z,u)
ou seja, T' = BACT € Z. Assim Z contém os operadores de posto um. Como um
operador de posto n nada mais é que a soma de n operadores de posto um, concluimos
que F(H) CT.

Resta mostrar que Z C K(H). Suponhamos que exista A € Z\ K (H). Vamos mostrar
que I € Z, concluindo que Z = B(H). Para isso usaremos o seguinte resultado, cuja
demonstracao se encontra em [4] pags. 110 e 111: A € B(H) é compacto se e somente se
cada subespago fechado préprio F de R(A) possui dimensao finita.

Logo se A € B(H)\K(H) entdao R(A) contém um subespago fechado M # R(A) de
dimensao infinita.

Seja N(A) = {x € H;Azx = 0} o nucleo de A. Sabemos que H = N(A) & E.
Consideremos A; : E — R(A), dada por Ayx = Az, x € H. Como A é continua, A;
é continua e possui uma inversa A;' : R(A) — E também continua. Assim o conjunto
U =AY (M) C E é fechado (M é fechado) e consequentemente, um espaco de Hilbert
(com a norma induzida por H).

Entao existem X,Y € B(H) com R(X) =4 e R(Y) = M, isometrias parciais (para
definigao ver [3], pag. 365). Seja entdo B = Y*AX. Por construgao R(B) = H. Agora,

Bu=0=AXu=0=Xue NANRX)CNANE={0}=Xu=0=u=0

Entdo existe B! € B(H).
Agora B € Z, pois A € T e T éideal. Dai segue que I = BB~ € 7, ou seja, Z = B(H).

Defini¢ao 4.1. Um trago é uma fungao ¢ : BT (H) — [0, +00| que satisfaz as sequintes
condicoes:

i) 6T+ S) = 6(T) + 9(S), TS € BH(H)

ii) 9ONT) = o(T), T € Bt (H) e A >0
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wi) Q(UTU*) = ¢(T), T € BT (H) e U € B(H) € tal que U* = U~ (dizemos que ¢ ¢é
unitariamente invariante).

Diremos ainda que um trago € finito quando tomar valores apenas em [0, +00).

Observacao 4.1. Pelo Teorema 2.11 € possivel extender linearmente um traco para o

conjunto dos operadores auto adjuntos em B(H) desde que ele seja finito.

Proposigao 4.1. Seja ¢ uma fung¢io em BT (H) que assume valores nao negativos (pos-
sivelmente +00) tal que ¢(T + S) = ¢(T) + ¢(S) e ¢(N\T) = X(T), T,S € BT (H) e
A > 0. Para que ¢ seja um trago, isto €, que p(UTU*) = ¢(T), T € BT(H) e U unitdrio,
¢ necessdrio e suficiente que ¢(TT*) = ¢(T*T), para todo T € BT (H).

Demonstracao: (=) SejaT € B(H). Pela decomposigao polar (Teorema 2.6), T se escreve

na forma T'= U A, onde U é unitario e A positivo. Temos
T*T = A"U*UA = AA= A e TT* = UAA'U* = UA’U*
Dai,
TT™) = H(UAU") = ¢(A*) = (T"T)

(<) Consideremos agora T' € BT (H) e U unitdrio. Como T é positivo, possui uma

tinica raiz quadrada positiva T%/2. Temos
JUTU") = SUTVATY2)U) = gUTYVAUTY2)) = o(UTV2)UTY?)
= o((T'?) U UT"?) = (T)

ou seja ¢ é trago. [

Exemplo. A aplicagao ¢ : BY(H) — R, dada por

Z/\ i Te,,en)
n=1

onde (ey,) € um conjunto ortonormal completo, é um trago de acordo com a Defini¢io 4.1.
Isso significa que se restringirmos o traco funcional, ou espectral, a ST(H) e atribuirmos
+o00 em BY(H)\S; (H) obteremos um trago.

SeT € BT (H), temos (Tx,z) >0, x € H. Em particular (Te;,e;) > 0,1 € N ((&)

conjunto ortonormal completo). Assim p(T) = Z(Te“ ;) > 0. Como ¢ € restricao de
i=1
tr, as condigoes i) e ii) ja foram verificadas no Capitulo 3. Verifiquemos iii) usando a

Proposicao acima.

o0 [e.9]

T = Y (TTee) = Y (T"e,T"e) ZHT*ezHQ ZHMH?

i=1 =1
o0

— i (Te;, Te;) = Z (T"Teq, ) = p(T7T)
i=1 i=1
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Observacao 4.2. E natural questionar a existéncia de tracos que nao sejam pProporcionais
ao traco acima. Em 1966, Dixmier construiu um traco, definido apenas em uma subclasse
de BT (H), que tem wvalor finito onde o trago usual diverge (quando tal divergéncia for

logaritmica) e se anula quando o trago usual € finito. Para um estudo desse trago ver [7].

Proposicao 4.2. Seja Z ideal de B(H). Entao cada elemento de T é combinagdo linear
de elementos de I+ ={T € Z,T > 0}.

Demonstragao: Seja T € Z. Vimos no Teorema 2.10 item ¢) que podemos escrever
T =T,+1T,, onde T} = %(T+T*) eTy = %(T—T*). Afirmamos que 11,7, € Z. Para isso
é suficiente verificar que T € Z. Mas isso decorre imediatamente do Teorema 2.9 que diz
que se Z é ideal, entao Z = Z*.

Assim basta provar o caso em que T é auto-adjunto. Nesse caso podemos escrever
T =T — T, onde T} = T o 7, = TET (17 = (T*T)1/2). O Teorema 2.11 garante a

positividade desses operadores, provando o resultado. ]

Lema 4.1. Seja My subconjunto de BY(H) com as sequintes propriedades:
i) Se T € My e U € um operador unitario em B(H), temos U*TU € M,
it) Se S € My e T € BY(H) é majorado por S (T < S), entao T € M
iti) SeT € My e S € My, entao T + S € M,
Entao o conjunto N ={T € B(H);TT* € My} € um ideal de B(H) e My = (N?)".

Demonstracao: Mostremos que N é um ideal
i) Sejam T, S € N, temos

OTT* + 285" — (T + S)(T + S)* = 2TT* +28S* — TT* — TS* — ST* — SS*
= TT*—TS*— ST* + 85" = (T — S)(T — S)* > 0,

ou seja (T + S)(T + S)* < 2TT* +255* € My (pois T, S € N e pela propriedade iii) de
My). Assim (T + S)(T + S)* € My por ii). Logo T + S € N, pela defini¢gao de N.

it) Seja T € N. Dado S € B(H), devemos mostrar que T'S,ST € N. Sabemos
(Teorema 2.10 4i)) que todo elemento de B(H ) é combinacao linear de operadores unitérios
de B(H). Digamos S = \U; + -+ + AUy, com Ay, ..., \, € Ce Uy,...,U, unitarios.
Suponhamos U;T € N e |\|> < k € N, para todo i € N. Entao \,U;T € N, i € N. Com
efeito,

NUT)Y U = |INPPUT)(UT) < k(UTYUT)* € My

Disso segue que ST = MUT + -+ -+ N\, U, T € N, pelo provado em ). Analogamente, se
tivermos TU; € N, podemos concluir que T'S € N. Isso reduz a mostrar que TU,UT € N,
onde T'€ N e U é unitério. Temos

(TU)(TU)* =TUU*T* =TT* € M,y
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(UT)(UT)* =UTT*U* € My (pela propriedade i) de M)

Portanto N é um ideal de B(H). Resta mostrar que My = (NV?)T.

Se S € My C BT(H), sabemos pelo Teorema 2.5 que existe S'/2 € B¥(H), a raiz
quadrada positiva de S. Temos SV/2(SV?)* = SY/25Y2 = § € Mj, isso significa que
S'/2 ¢ N, consequentemente S € N2, ou seja, My C (N?)*.

Reciprocamente seja T' € (N?)" entdo, pelo Teorema 2.9, T é soma de operadores da
forma AB*, com A, B € N. Se T é auto-adjunto a identidade

AB* = (A+ B)(A+ B)* — (A— B)(A— B)* +i(A+iB)(A+iB) —i(A— iB)(A — iB)"

n

mostra que 7' é majorado por um operador da forma > C;C¥, com C; € My, ou seja, por
i=1

um operador em N. Se T' > 0, entdao T € My, assim (N?)* C M. m

Lema 4.2. Sejam T,S € BY(H), tais que T < S. Entao existe um unico operador
A € B(H) tal que SY* = AT"/?,

Demonstracao: Para todo x € H, temos

7222 = (T2, T"?x) = (TY°T"2z,2) = (T, z)
< (Sz,z) = (S, 5"%z) = ||S2z||?

Isso mostra que a aplicacdo linear C' : SY/2(H) — H dada por C(u) = T'2x, onde x
é tal que S'/2x = u, esta bem definida e é continua. Seja B a extensdo continua de C' &

S1Y2(H). Temos, T"?x = BSY?z, x € H. Dai podemos estender B continuamente a H

da seguinte forma

A BSY?gx, x € SY2(H)
xr =
T3, x ¢ SY2(H)

E simples verificar que A é a tnica aplicacao satisfazendo TV?z = ASY?z ., € H. =

Proposigao 4.3. Seja My C BT (H). Entao existe um ideal M de B(H) tal que My = M™

se e somente se My satisfaz as propriedades i), ii) e iii) do lema anterior.

Demonstragao: (=) Se My é a parte positiva de M, temos para T,S € My = M* e U
unitario

(T+ S)x,x) = (Tx,x) + (Sx,z) >0, v € H

(U TUzx,x) = (TUz,Uz) >0, v € H

Isso que dizer que i) e iii) sao satisfeitas. Agora para verificar ii), seja T € My e
S € BT(H) tal que S < T. Pelo lema acima existe A € B(H) tal que S/2 = AT'?, de

onde segue que
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S = 51/251/2 — 51/2(51/2)* — ATl/Q(Tl/Q)*A* — AT1/2T1/2A* — ATA* € M+, pOiS
TeM.
(<) Reciprocamente se My é um subconjunto de BT (H) satisfazendo i), ii) e #ii), o

Lema 4.1 nos diz que M, é a parte positiva do ideal N2, 14 definido. ]

O préximo teorema afirma que o dominio natural de um traco ¢, isto é o conjunto
dos T'€ BT(H), tal que ¢(T') < oo é a parte positiva de um ideal, denotado por Fy.

Teorema 4.3. Seja ¢ um trago em BT (H). O conjunto My = {T € BT (H), ¢(T) < oo}
¢ a parte positiva de um ideal em B(H), denotado por Fs, isto €, My = (Fy)".

Demonstracao: Com efeito, sendo T, S € My e U operador unitario, temos pela defini¢ao
de traco

1) p(UTU) = ¢(T) < 00 = U*TU € My

it)Se S € BN (H)eS <T € My, entao T—S € BT (H). Como ¢(T) = ¢(T—S)+¢(S5)
temos que S (e T'— S) s@o elementos de M.

i) ¢(T + S) = o(T) + ¢(S) < o0

Portanto M, satisfaz as condi¢oes do Lema 4.1. Pela proposicao anterior M, é a parte

positiva de um ideal, como queriamos. ]

4.3 Tracos e Ideais Principais

Nosso objetivo é responder a seguinte questao: quais ideais sao dominios de algum
trago nao-trivial, isto é, de um trago nao proporcional ao usual. Tal resposta foi dada por
Varga em [15] para ideais principais, isto é, ideais gerados por um elemento A € B(H),

que serd denotado Z(A). Ao longo dessa se¢do iremos efetuar a seguinte mudanga de
notagao o, (A) = s, e S,(A) =S, =D s;.
i=1

Definicao 4.2. Sejam A € B(H) e (S,) e (sn) as sequéncias definidas acima. Dizemos
que A €:

i) regular, se existe ¢ > 0 tal que S, < cns,, n € N.

Nk Sn,

ii) irregular, se nao for reqular, isso equivale a dizer que lim

= 0, para
N —00 Snk

ns,
alguma subsequéncia de (S_>

Lema 4.3. As afirmativas sequintes sao equivalentes:
i) (sn) € irreqular

f— =1, keN
ii) in S , ke

éii)inf%<3, keN
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w) lim Sk,

k—o0

=1, para alguma subsequéncia (ny) de (n).
ng

Demonstragao: (i) < ii)) Notemos inicialmente que, devido ao fato de (s,,) ser decrescente

(k — 1)7’LSkn _ Sp+ (k — 1)n5k‘n < Sn + Sp+1 00+ Skn
Skn (k — 1)ns,
— Sk T)n
s, = TS,

1+

Dai obtemos as seguintes desigualdades

(k — 1)nsg, <14 (k — 1)nsg,
Skn Sn

(k — 1)ns,

1<1+ g%gwg— (*)

Sn nsn;c

n
Se (s,) € irregular, existe subsequéncia de (—) tal que lim

/

= 0. Entao (*) nos

7
knj

. . Sk
diz que lim =1, ou seja, inf —= = 1.
n;€—>oo n/ n Sn
k

Reciprocamente se inf — = 1, temos por (*) que lim (1 + %) =1,
n i —00 kn;

n
NiShn,
ki — 0. Portanto (s,) é

para alguma subsequéncia indexada por (n;). Assim lim 5
ni—=00 Sy,

irregular.

S
1) < il emos que i7) = 17i¢). Suponhamos entao que inf — = a > 1, para

n n

algum k. Como a > 1 existe p € N tal que a? > 3. Assim

Skpn . Skpn San%
Sn B Skp—ln Slcn Sn

>a? >3, neN

Skrn . L
Logo inf LA 3, contradizendo a hipdtese.

(11) & Z;.LJ)) Temos

3k —2 1 Sg]m —Sn (31{5— 1)<Sn+1 +"'+82n)
I— - — — <
T Rl v T s v p U 3% — 1

< Sn+5n+1+"'+52n252n

Disso segue que

(3k —2)S, + Sapn < (3k—1)Sy, = 3k—2+ S;k" < (3k — 1)%
—1<@Bk—-1)[—=——-1
e 1s k- (32 -1)
. s . SQn ~ . San 1
Por hipotese inf 5 = 1, entao, para cada k € N, existe ny € N, tal que S 1< 72
n n -

Assim

S3kn Son, 3k—1
E_1<(Bk—-1)( =" -1
< <( )(S )< <€

Nk Nk k2
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S?)knk —1

para k suficientemente grande, ou seja, lim
ng—oo Sy,
Reciprocamente, a desigualdade 1 < Phomk < ﬂ, k > kg, diz que lim

Skonk _ 1
S - 9
ng ny M= O,y

Skn
ou seja, inf Fre — 1, onde k € N. "

n ng

Seja T € K(H). E claro que Z(T) = | Z.(T), onde Z,(T) indica o conjunto dos
r=1
operadores da forma > X;TY;, com X;,Y; € B(H),i=1,...,r.
i=1

Lema 4.4. Seja B € B(H). Se B € I,(A) entao sypm-1y4+1(B) < ksn(A), n € N e algum
k> 0.
Demonstracao: Se B € I,.(T), entdo B = > X;AY;, com X;,Y; € B(H), i =1,...,r.

i=1
Do Corolério 2.2, temos

T

Srn-011(B) = S (B) <) s(XGAY) <) sa(A)[XG]]]]Yil]

i=1 i=1
= s.(4) (Z HXz'lIHYzH>
i=1
Tomando k = > || X;||||Y;l|, o resultado segue. n
=1

Consideremos novamente os tragos funcional e espectral introduzidos no Capitulo 3.

Temos o seguinte resultado auxiliar:

Lema 4.5. Se A€ K(H) e P ¢ uma projecao de posto n, entdio
|[tr(AP)| < S,(AP) < S,(A)

onde tr denota o traco funcional ou espectral.

Demonstracao: Observamos que P tem posto n, entao AP tem posto menor ou igual a
n, assim como B = (AP)*(AP). Agora se C ¢ tal que C? = B, entdo o posto de C' deve
ser no maximo n (caso contrario, tomando uma base ortonormal de autovalores, terfamos
posto B > n). Logo |AP| tem no méximo n autovalores, ou seja si(AP) = S,(AP)
(lembrando que os autovalores sao tomados em ordem decrescente). Pela desigualdade de
Weyl (Teorema 2.15) temos,

n n

[tr(AP)| < 51(AP) = S,(AP) = > s5;(AP) < Zsi(A)||P|| = si(A) = S,(4)

i=1 i=1
onde usamos ainda que s,(AP) < ||P||sn.(A) e que ||P|| = 1 pois P é uma projegao sobre

um espaco de dimensao finita. ]
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Teorema 4.4. Seja A € K(H). Se A € irreqular, entio IT(A) é o dominio natural de

um trago nao-nulo.

Demonstragao: Fixado A, denotemos (s,(A)) por (s,). Seja B um operador compacto.
Podemos obter ((e,(B)) conjunto ortonormal tal que B*Be,, = s2(B)e,(B) (Ver Método
de Ordenagao no Capitulo 2). Consideremos entao F,(B) a projegao sobre o espago
H,(B) = [e1(B),...,e,(B)]. Suponhamos A irregular. Nosso objetivo ¢ definir um trago

cujo dominio é Z(A). Para isso consideremos (P;) sequéncia de projegoes e definimos

a sequéncia (¢p,(B)) dada por ¢p, (B) = tr(f—Pk)
ng

quando posto P, < Mkny, k € Ne M € N fixo.
De fato, temos B € Z,(A), para algum r € N. Pelo Lema 4.4,

. Afirmamos que (¢p,(B)) é limitada

Srn(B) < Srn—l(B) < < Sr(n—1)+1(B) < CSN(A)

para alguma constante positiva c, ou seja,

1

Srn—i(B) <res,(A) (%)

r

s
Il
=)

dai,

n

r—1 n
= Z Z $ri—j(B) < Z resi(A) = rcz si(A) = reS,(A)
i=1 j=0 i=1

Assim

onde usamos o Lema 4.5, propriedades de (S,(B)) e (x). Logo

| tr(BP)| < rMcSin, (A)

B pr—
on ()| = LG < T
n n (A
Como A é irregular e S;n: < S;’:Lk’“, pelo item iv) do Lema 4.3, temos nlg{)l@ 5:; k((A)) =1,
Sknk (A)

consequentemente ( ¢ limitada. Logo (¢p,(B)) ¢ limitada.

Sy (A)
Tomemos entao Pk(kB) = Fin, (B) € ¢u(B) = ¢p,(B). Notemos que ¢ : Z(A) — L,

o(B) = (¢r(B)) é positivo ((z,,) € ls € positivo se z, > 0, n € N) e unitariamente
invariante. Com efeito, se B € ZT(A) entao os autovalores \;(B) de B sao positivos.
Além disso temos, tr(BP;) = Ay + - - - + Agp, > 0 pela defini¢do de P,. Entao ¢(B) > 0
para todo k € N, ou seja, ¢(B) > 0. Agora se (FPy) é a sequéncia de projegoes associada
a B entdo (Py) dada por P, = U*P,U ¢é a sequéncia de projegoes associada a U*BU (no
espaco [U*ey, ..., U*epy,], onde (U*e, )™ é ortonormal pela Proposicao 2.1).

i) U*P,U é projecio: (U*PU)? = U* PUU*PU = U*P2U = U*PU
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i1) Se A, é autovalor associado a e, (por B), entdo A, é autovalor associado a U*e,
(por (U*BU)): (U*BU)(U*e,) = U*Be,, = \,U*e,
Logo
tr(U*BUP]) tr(U'BUU*PU) tr(U*BP.U) B tr(BPy)

* B — = —=
#x(U"BU) S, S S S

:¢k(B)7k€N

ou seja, ¢ ¢ unitariamente invariante.

Entretanto nao podemos garantir que ¢ ¢ linear. Consideremos entao a aplicagao
quociente m : ly — loo/co, m(x) = T e definimos a aplicagdo 7 : Z(A) — l, por
7(B) = mo ¢(B). Temos que 7 é unitariamente invariante pois ¢ o é. Para falarmos
em positividade de 7 precisamos definir uma ordem parcial em /., /cy. Consideramos a
seguinte relacao T < 7 se existe e € ¢y tal que x < y + e. Tal relacao é uma relagao
de ordem parcial (ver [9], pdg. 17). Com essa definigdo a positividade de 7 decorre

diretamente da positividade de ¢. Devemos mostrar que 7 ¢ linear. Para isso definimos.

Definicao 4.3. Sejam (Py) e (Ry) sequencias de projecoes. Diremos que (Py) é amar-
rada a (Ry) se P, < Ry e posto Ry < 3posto Py.

Observagao 4.3. Se (Ry) € amarrada a (Py(B)) = (Px) entdo Py(H) C Ri(H), k € N.
Seja x € (Rp(H))*. Temos 0 < (Pyz,x) < (Rpz,z) = 0. Disso seque que

(x, Ppx) = (Z(a:, ei)eéi, Z(x,ej)ej> = Z (2, e;)]%e; = 0
i=1 j=1 i=1
isto é, (v,e;) =0, comi=1,... kng.

Dessa forma, (z,u) =0, para todo u € Py(H) = le1, ..., ekn,], ou seja, x € (P.(H))*.
Assim Py(H) C Ry(H), visto que (Rp(H))*t C (P(H))*.

Lema 4.6. Se B € Z(A) e (Rx) € amarrada a (Py(B)), entao, Tg, (B) = 7(B).

Demonstracao: Seja r € N tal que B € Z,(A) e suponha k > r. Entao

|9r, (B) — ¢r(B)|Sn, = [tr(BRy) — tr(BP(B)| = |tr(B(Ry — Pr(B)))|
< Sokn, (B(Ry, — Pr(B))) < Sspn, (B) — Skn,, (B)
3rknyg 3kng r

< Sy (B) = S (B) = Y si(B)= Y Y sigonul(B)

i=rng+1 Jj=ni+1 =1
3knyg
< Z resj(A) = 1c(Sskny, — Sny)
J=ng+1

onde a primeira desigualdade decorre do Lema 4.5 (note que posto(Ry — Py(B)) < 2kny,
pois Py(H) C Ry(H)), a segunda pelo fato de que Ry — Py(B) se anula no espago
le1, ..., ekn,] = Px(B) e a soma dos primeiros 2kn; autovalores de B(By — Py(B)) ¢é
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menor ou igual que a soma dos 2kny autovalores seguintes a sy, (B) tomados em ordem

decrescente. J4 a tltima desigualdade é (x). Dai temos

|9r, (B) — ¢r(B)| < rc (%nk — 1) — 0, quando ny — oo
ng
pois A ¢ irregular (Lema 4.3). Logo 7g, (B) = 7(B). n

Sejam Bj e By € Z(A). Consideremos B3 = By + By e Ry a projegao sobre o espago
3
gerado por |J Hy,, (B;). Entao (Ry) é amarrada a (Py(B;)), para todo ¢ = 1,2,3. Pelo
i=1
lema acima, 7(B;) = g, (B;), i = 1,2, 3. Por outro lado,
. tI‘(Bng) . tl"((Bl + BQ)Rk) . tI‘(Ble) tI‘(BQRk)
o (Bs) = —g =T -5, s
N ng N Nk

Or,, (B1) + ¢r, (B2)

Assim 7(Bs) = 7, (B3) = Tr, (B1) + Tr, (B2) = 7(B1) + 7(B2). Agora

t(\BP(B)) _ | tr(BP(B))

PO =T T s

— Ak(B)
dai 7(AB) = A7(B). Portanto 7 ¢ linear, positivo e unitariamente invariante.
Finalmente seja p um funcional linear positivo em /.., com ¢y C N(p), tal como um
limite de Banach (ou o apresentado em [7] pag. 27). Seja g =po .
Entao f = po¢ = qor7 : Z(A) — C é um funcional linear continuo, positivo e
unitariamente invariante, além de ser finito em Z(A). Portanto f é um trago finito em
It(A). m
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Apeéendice

Como é de conhecimento geral o importante Teorema de Hahn-Banach possui muitas
formas e consequéncias (ver, por exemplo [5] e [12]). Apresentamos abaixo a forma que
utilizamos no texto da dissertacao assim como o corolario do referido teorema, que fazemos

uso ao longo do trabalho.

Teorema de Hahn-Banach. Sejam X um espaco vetorial real e p : X — R satisfazendo:

i) p(x +y) < plx) + ply), para quaisquer x,y € X.

i) p(Az) = Ap(x), para todo x € X e X > 0.

Consideremos um funcional linear continuo f sobre um subespag¢o Y de X, de modo
que f(z) < p(z), para todo x € Y. Entao existe um funcional linear continuo F sobre X
tal que F(x) = f(x), comxz €Y e F(x) < p(x), para x € X.

Demonstracao: Consideremos a familia F de todas as extensoes lineares g de f tais que
g(z) < p(x), para todo z € M, (dominio de g). Definimos a seguinte relagdo em F: g < h
quando My C My, e hly, = g. E simples mostrar < é uma relagao de ordem parcial
e que todo subconjunto totalmente ordenado de F possui cota superior. Pelo Lema de
Zorn, existe g maximal, isto é gy = f e g(z) < p(x), para todo = € M, e ¢’ < g com ¢
em um subconjunto totalmente ordenado de F contendo g. Com isso, basta mostrar que
M,=X.

Suponhamos M, # X, entao existe y; € X\M,. Sejam My = M, &[y1]eqg : My — R
dada por, ¢'(y + A\y1) = g(y) + Ac, onde ¢ € R é constante. Para que ¢’ seja uma extensao
de g devemos provar que ¢'(z) < p(z), para todo = € M, e alguma constante ¢ € R

apropriada. Sejam x,y € M, arbitrdrios. Temos
9(y) —g(x) = g(y —x) < ply — x) < ply +y1) + p(—p — 2)

daf, —p(y1 — 2) — g(z) < p(y +y1) — 9(y)-

Como o lado esquerdo da desigualdade independe de y e o lado direito independe de
x é possivel obter ¢ € R tal que

I) e <ply+yi) —9(y)

IT) —p(y1 —x) —g(x) < ¢

83
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Se A = 0, a desigualdade ¢'(y + A\y1) < p(y + Ayp) é trivial. Se A > 0, substituindo y

por y/\ em I), obtemos

y yy _ 1 9(y)
<2 Y (A _ 2\
c_p()\+y1> g(A> WPy ) ==
ouseja, ¢'(y+y1) = g(y)+Ac < p(y+Ay1). Analogamente obtemos a tltima desigualdade
para A < 0 substituindo y por y/X em I1).

Portanto, ¢’ é uma extensao de g contrariando sua maximilidade. ]

Corolario. Seja Y um subespaco de um espaco normado X sobre R ou C. Para cada
funcional linear continuo f Y — K, existe F': X — K funcional linear continuo tal que
Fly = f e||lF|| = ||f||, onde K indica R ou C.

Demonstragio: Consideremos primeiro o caso real. Tomemos p(x) = ||f]|||z]|. E simples
verificar que p satisfaz todas as hipdteses do teorema. Entao existe F' : X — R, tal que
Fly = f e F(z) < p(z) = || fll[|lz|]. Daf obtemos [F(z)| < [[f[|[lx][, ou seja, [[F]| < [|f]].
Mas, como f é restrigao de F, ||f|| < ||F||, donde segue a igualdade.

Suponhamos agora que X é um espaco normado sobre o corpo dos complexos. Para
cada y € Y sejam fi(y), fo(y) € R que satisfazem a equagao f(y) = fi(y) +if2(y), y € Y.
Temos que f; e fy sao funcionais lineares reais. Além disso

1) < 1F @) < (1Al

ou seja, fi; é continuo. Entao, pelo Teorema de Hahn-Banach, é possivel obter um fun-
cional F} : X — R, tal que ||F1|| < ||f]| e Fi(y) = fi(y), y € Y. Consideremos F' : X — C
dada por F'(z) = Fi(z) — iF(iy).

E simples ver que F(z +y) = F(z) 4 F(y) assim como F(\x) = AF(z), para z,y € X
e A € R. Como

F(ix) = Fi(ix) —iFy(—z) = i(Fy(z) —iF(iz)) = iF(x)

concluimos F' linear.

Mostremos que F é extensdo de f. Para y € Y, temos
hiy) +ifa(iy) = fliy) = if(y) = ifi(y) = fa(y)
Entdo f>(y) = —fi(iy), ou seja,
fy) = fily) —ihly) = F(y) —iFi(iy) = Fy) , yeY

Assim F' é extensao de f.

Para provar que ||F|| = ||f|| escrevemos F(x) = re??, com r > 0 e § € [0,27]. Temos

|F(2)| =7 =F(x)e™ = F(e™"z) = Fi(e™"x) < ||R[[le™x|| < ||f]]]]]]
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onde usamos que re"z = Fy(z) — iF}(iz) na tltima igualdade e que ||F1|| < ||F|| na
ultima desigualdade. Entao ||F|| < ||f]|- Por outro lado F' é extensao de f e ||F|| > ||f||-
Logo [|F[| = [[f]l- .
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