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Aplicagoes da Dimensao de Hausdorff em Sistemas Dinamicos
Expansores

Sara Cristina Campos Borges

Orientador: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

O estudo do comportamento assintético de 6rbitas tem grande destaque em pesquisas
na area de sistemas dinamicos. O objetivo desta dissertacao ¢ o estudo do comportamento
de 6rbitas, obtidas por transformagoes expansoras, assintoticamente afastadas ou aproxi-

madas de uma dada sequéncia via dimensao de Hausdorff.

Primeiramente, estudamos érbitas obtidas por uma transformacao de Markov (caso
particular de uma transformacao expansora) do intervalo unitario e assintéticamente afas-
tadas de uma determinada sequéncia. Mostramos que o conjunto dos pontos de tais érbitas

possui mesma dimensao de Hausdorff que todo o intervalo.

O segundo resultado foi estudado no contexto de um espaco métrico separavel lo-
calmente completo. Estudamos um sistema expansor (que possui uma medida e uma
transformagao expansora associadas) e consideramos a dimensdao de Hausdorff com re-
speito a medida e a uma determinada grade. Neste contexto, concluimos que a dimensao
do conjunto dos pontos, cuja érbita retorna infinitas vezes assintoticamente préxima a um
dado ponto especial, pode ser estimada superiormente. Tal estimativa pode ser 1 ou uma
constante que depende: da cardinalidade da particao associada a transformagao; da en-
tropia métrica da transformacao; da velocidade de decrescimento da medida dos atomos
das partigoes geradas por ramos de inversas da transformacao com respeito a particao
inicial.

Para solucionar tais problemas foram utilizadas ferramentas da teoria ergddica, da

teoria da dimensao e da teoria da informacao.
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Applications of the Hausdorff Dimension in Expanding
Dynamical Systems

Sara Cristina Campos Borges

Advisor: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

The study of the asymptotic behavior of orbits has great importance on research
in dynamical systems. The main goal of this text is the study of orbit behavior, ob-
tained through expanding maps, asymptotically distanced or approximated from a given

sequence, by Hausdorff dimension.

First, we study orbits obtained by a Markov transformation (a particular case of an
expanding map) of the unit interval and asymptotically distanced from a given sequence.
We show that the set of points of such orbits has the same Hausdorff dimension of the

whole interval.

The second result was studied in the context of the locally complete separable metric
space. We study an expanding system (which has a measure and an associated expanding
map), also considering the Hausdorff dimension with respect to the measure and a given
grid. In this context, we conclude that the dimension of the set of all points whose
orbits return infinite times asymptotically close to a given special point, has an upper
estimate. This estimate may be 1 or a constant that depends on: cardinality of the
partition associated to the map; map metric entropy; speed of the decrease in the measure
of atoms of the partitions generated by branches of the inverse transformation with respect

to the initial partition.

Tools of ergodic theory, the theory of dimension and information theory were used to

solve such problems.
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Introducao

Esta dissertacao versa sobre a dimensao de Hausdorff, suas relagoes com a teoria dos

nimeros e suas aplicagoes a teoria ergddica dos sistemas dinamicos.

Essencialmente, a tese tem como objetivo expor dois resultados. O primeiro é baseado
no artigo de A. G. Abercrombie e R. Nair, intitulado An exceptional set in the ergodic
theory of Markov maps of the interval, publicado em 1997 pelo peridédico Proceedings of

the London Mathematical Society, onde é demonstrado o seguinte teorema.

Teorema 0.0.1 (Abercrombie, Nair). Sejam 7 = (z,)%2, uma sequéncia de nimeros
reais em [0, 1], Ng = NU{0}, f : Ny — R uma funcgdo positiva tal que existe uma constante
C >0 tal que f(r) > Cr? e T : [0,1] — [0,1] uma transformagio de Markov com uma

parti¢cao Py definida sobre um conjunto A. Seja D > 0 uma certa constante e

Er(r, f) =A{z € [0,1]; [log d(z,, Qr(x))| < Df(r)}

onde Qr(x) é a orbita do ponto x pela transformagao de Markov. Entdo a dimensdo de

Hausdorff de Ep(, f) € 1.

O teorema acima diz que a dimensao do conjunto dos pontos cuja érbita, por uma
transformacao de Markov, estd assintéticamente afastada de uma sequéncia pré fixada,
onde o afastamento é governado pela funcao f, é total. O problema de controlar o com-
portamento de orbitas de maneira assintotica é um dos problemas centrais em sistemas
dinamicos. A teoria ergddica oferece uma ferramenta para lidar com este problema, dado
que o sistema possua alguma medida invariante suficientemente boa (por exemplo, abso-
lutamente continua com respeito a medida de Lebesgue). De fato, isto é dado pelo célebre

Teorema Ergddico de Birkhoff.



Porém tal teorema é restrito as érbitas que sao “vistas” pela medida. Isto é, a analise
assintdtica ocorre para quase toda orbita com respeito a medida invariante. Resulta que
o conjunto de drbitas analisados no teorema de Nair-Abercrombie é formado por um
conjunto de medida nula com respeito a medida invariante natural do sistema. Mesmo
assim, o teorema diz que tais érbitas nao sao despreziveis do ponto de vista da teoria da

dimensao.

De fato, uma das primeiras motivacoes dos estudos feitos para criar esta monografia foi
encontrar uma classe de conjuntos excepcionais, isto é, conjuntos de medida de Lebesgue
nula mas que possuem dimensao de Hausdorff total. Um cendrio natural para encontrar
tais conjuntos sao os gerados por sistemas dinamicos expansores. Pois entao, conjuntos
como os descritos no teorema de Nair e Abercrombie, expressarao propriedades dinamicas

interessantes do sistema.

O segundo resultado também versa sobre a dimensao de Hausdorff de conjuntos de
orbitas com alguma propriedade de recorréncia. Ele é baseado no preprint de J. L.
Fernandez, M. V. Melian e D. Pestana, em Quantitative recurrence properties of expanding
maps. Embora seja mais fraco, no sentido que ele oferece apenas uma estimativa por cima
da dimensao do conjunto, ele tem a vantagem de ser valido para dinamicas expansoras
sobre espagos mais gerais (o resultado anterior versa sobre dindmicas no intervalo), em
particular para variedades de dimensao finita arbitraria. Para este intuito, novas ferra-
mentas da teoria ergddica entram em jogo para controlar tais orbitas, como a entropia da

medida por exemplo. O resultado ¢é o seguinte:

Teorema 0.0.2. Seja (X,d, A,n,T) um sistema expansor tal que a parti¢ao Py € finita.
Seja v a medida de probabilidade T invariante absolutamente continua associada ao sis-
tema. Sejam {t,} uma sequéncia ndo decrescente de inteiros positivos e U um conjunto
aberto em X com p(U) > 0. Entdo, se zg € X", onde, a grosso modo, X é o conjunto de
pontos obtidos por refinamento de uma particao gerada pela dinamica unido com possiveis

aderéncias, sendo

W(U, o, {t,}) = {x € UN Xo; T"(x) € P(ty, x0) para infinitos k’s},



temos, denotando por Dimiy, a dimensao de Hausdorff - n - grade, que

Dimiy(W(U, 2, {ta})) = Dim,, (W (U, 2o, {t.})) < min {1’ %;)}

onde

1 1
L = lim —log —M—
L(wo)) en 8 n(P(tn, x0))’

h, = h,(T) e D € a cardinalidade de Py. Além disto, se vg € X, onde Xy €, também
a grosso modo, um subconjunto dos pontos x cujas medidas dos dtomos das parti¢oes
(que geram Xg“), aos quais x pertence, sao assintoticamente dependentes da entropia da
particao, entao
, ~ , ~ ) log D
Dimy,, W(U, zo, {tn})) = Dimp, (WU, zo,{t,})) <min {1, ————
(1+w)h,

onde

A seguir iremos detalhar o conteiido desta monografia. No primeiro capitulo, a di-
mensao de Hausdorff sera apresentada bem como suas propriedades. Iremos também
falar um pouco sobre a medida de Lebesgue e a coincidéncia desta com certas medidas
de Hausdorff. Em particular, iremos mostrar a desigualdade isodiamétrica, um resultado
fundamental na teoria geométrica da medida. Mais ainda, apresentaremos alguns exem-
plos simples de conjuntos e calcularemos suas dimensoes de Hausdorff, em particular

apresentamos o conjunto de Cantor.

No segundo capitulo, apresentaremos a transformagao de Gauss e veremos sua relagao
com a aproximacao, via fracoes continuas, de um numero real por racionais. A teoria
de aproximacoes Diofantinas é de suma importancia no estudo da teoria dos nimeros e,
portanto, tal relagao habilita o uso de métodos da teoria ergddica no estudo de questoes da
teoria dos nimeros. Mais ainda, dividimos os niimeros, essencialmente, em duas classes, os
diofantinos e os de Liouville e estudamos a medida de Lebesgue e a dimensao de Hausdorff

destes conjuntos. Em particular, obtemos que

Teorema 0.0.3. A dimensdo de Hausdorff do conjunto dos nimeros mal aproximdveis é

1.



Isto é uma versao fraca do teorema de Jarnik (ver Apéndice A), onde tal teorema
diz que o conjunto dos numeros « - Diofantinos tem dimensao 2/«, porém seguird como

corolario dos métodos ergddicos mais gerais que apresentaremos na dissertacao.

No terceiro capitulo faremos uma exposigao sobre transformacgoes de Markov no inter-
valo, uma vez que sao os sistemas dinamicos usados no teorema de Nair - Abercrombie.
Mostramos alguns exemplos e observamos que o mapa de Gauss pertence a esta classe
de sistemas. Mais ainda, algumas propriedades ergddicas gerais sao apresentadas, em
particular a presenca de uma medida invariante absolutamente continua, que é obtida
pelo teorema folclérico (enunciado em duas versoes nos capitulos 3 e 6). Apresentamos

também alguns resultados sobre distorgao.

No quarto capitulo faremos uma breve e objetiva discussao sobre dimensao de Billings-
ley, que sera uma ferramenta para calcular a dimensao de Hausdorff do conjunto citado no
teorema de Abercrombie e Nair. De fato, sob certas condicoes, estas dimensoes coincidem

e isto nos permite estimar a dimensao de Hausdorff através da dimensao de Billingsley.

No quinto capitulo, demonstraremos o resultado de Nair e Abercrombie e estudaremos

algumas consequéncias, em particular a versao fraca do teorema de Jarnik citado acima.

Finalmente, no sexto capitulo, iremos generalizar a idéia principal desta dissertacao
apresentando uma estimativa superior da dimensao de Hausdorff (u - grade) de conjuntos
de pontos cujas érbitas, em dinamicas expansoras definidas em espacos métricos, possuem

boas propriedades de recorréncia, como no teorema de Fernandez, Melidn e Pestana.



Capitulo 1

Dimensao de Hausdorft

A dimensao de Hausdorff é uma ferramenta muito ttil para o estudo de conjuntos muito
irregulares. Sua defini¢ao ¢é vinculada a definicao de uma medida exterior que estudaremos
na primeira secao deste capitulo e chamaremos de medida de Hausdorff. Na terceira
secao falaremos de fato sobre tal dimensao, daremos sua defini¢ao e mostraremos algumas
propriedades importantes. A vantagem de trabalhar com esta dimensao é que ela pode
assumir qualquer valor real nao negativo, o que permite atribuir medida de Hausdorff
positiva a alguns conjuntos que possuem medida de Lebesgue (mais usual) nula ou infinita
para toda dimensdo (topoldgica) inteira (em R, R? R3, ..., por exemplo) simplesmente
modificando a nocao de dimensao para a sua dimensao de Hausdorff. Na segunda secao
mostraremos a equivaléncia entre as medidas de Hausdorff e de Lebesgue em dimensoes
naturais. Este fato nos levard a perceber que a primeira medida é, na realidade, uma
generalizacao da segunda e, por isso, ha importancia na troca de dimensao para os casos
de conjuntos muito irregulares. Por exemplo, o conjunto do ter¢co médio de Cantor, que
em R possui medida de Lebesgue nula, tem medida finita positiva com respeito a sua
dimensdo de Hausdorff que provaremos, na ultima segao, ser log2/log3. Além disto,
também na quarta secao, iremos generalizar o conceito de conjunto de Cantor e mostrar
uma técnica auxiliar simples para calcular a dimensao deste conjunto mais geral. Ao leitor
interessado em maiores informagcoes, indicamos a leitura de [3] de onde baseamos a teoria

deste capitulo, exceto da Segao 1.2 que pode ser encontrada em [4].



Daqui em diante utilizaremos o simbolo # para indicar o fim das demonstracoes das

afirmacgoes e [ para o termino de provas de lemas, teoremas e propriedades.

1.1 Medida de Hausdorff

Dedicaremos, nesta secao, nossa atengao ao estudo da definicao e das propriedades de

medida de Hausdorff, sem a qual nao poderemos definir a dimensao de Hausdorff.

1.1.1 Definicao

Previamente precisaremos de duas defini¢oes auxiliares:

Defini¢ao 1.1.1 (Diametro). Seja U um conjunto nao vazio de R™. O diametro de U
¢ definido como |U| = sup{|z —y| : =,y € U}, isto é, a maior distancia que separa os

pontos de U.

Definicao 1.1.2 (d-cobertura). Se {U;}°, € tal que F' C U U; com 0 < |U;| < para
i=1
cada i, dizemos que {U;}32, € uma 0 -cobertura de F.

Logo, podemos definir:

Definigao 1.1.3 (Medida de Hausdorff s-dimensional). Dado s um nimero positivo,

define-se H* : P(R™) — [0, 00] como o sequinte limite

e (F) = lim M (F)

6—0
sendo

H3(F) = inf {Z |Ui|*;{U;}2, €0 - cobertura de F} ,
i=1

P(R™) o conjunto das partes de R" e ' C R™. Denominamos H*(F') a medida de Haus-

dorff s-dimensional de F.

Observe que nao héa problemas de existéncia do limite acima pois a definicao implica

que H;(F') cresce quando § decresce, ou seja, Hj(F) é monotona com relagdo a § e

6



poderiamos redefini-la como

H*(F) = sup H3(F).

0>0

Além disso, a definicao acima, nao necessita de pré requisitos, ao contrario, por exemplo,
da medida de Lebesgue que, como veremos mais adiante, é definida através de produto

de medidas.

Através de calculos simples podemos mostrar que a medida de Hausdorff s-dimensional
¢ uma medida exterior, ou seja, é uma funcdo p = H* : P (R™) — [0, 00], com s e n fixos
onde P (R") é o conjunto das partes de R", e satisfaz:

i) u(0) =0,
i) AC B = u(4) < pu(B),

iii) Se {A;}2, é uma sequéncia de subconjuntos de R"™ entao p (U Ai> < Z w(4;).
i=1

i=1
Também pode-se afirmar que H*® é uma medida com respeito a o - dlgebra de Borel
( o - algebra gerada pelos conjuntos abertos de R™), ou seja, se tomarmos A e B dois

borelianos disjuntos, teremos que H*(A U B) = H*(A) + H*(B).

De fato, segundo o critério de Caratheodory (ver Apéndice (A)), basta provar para A
e B separados, ou seja, tais que d(A, B) > 0.

Ja sabemos de iii) que
H (AU B) < H*(A) + H*(B). (1.1)

Seja {C;}2, uma ¢ - cobertura de AU B tal que § < d(A, B)/4. Esta cota de ¢ implica
que, se C;NA#0eC;NB#0D, entao C; NCj =0, o que nos permite definir

A:{Z,CZQA%Q},

Logo {C;}ica e {C;}ien sao d - coberturas respectivamente de A e B. Logo,

DG =Y G+ Y |Gl = Hy(A) + Hi(B).
i=1 icA ieB

Como {C;} é arbitraria, segue que H3(AU B) > Hi(A) + H3(B). Fazendo 6 — 0 temos

H(AU B) > H*(A) + H*(B). (1.2)

7



De (1.1) e (1.2) temos
H (AU B) =H*(A) + H*(B).

1.1.2 Propriedades

Estudaremos agora algumas propriedades importantes da medida de Hausdorff.

Propriedade 1.1.4 (Escala). Seja S : R" — R™ uma homotetia por um fator escalar

A >0, ou seja, S(x) = Az. Se FF C R", entao

HE (S (F)) = XH* (F).

Demonstragao:

Seja {U;}2, uma 0 - cobertura de F. Entao S(U;) = AU, para cada i, o que implica

|1S(U)| = sup [Ax — Ay| = A sup |z —y| = AU,

z,yel; z,yeU;

Logo, {S (U;)}2, é uma AJ - cobertura de S (F'). Temos entao que

ISP =) XU =3 Ul
i=1 i=1 i=1

Assim, definindo:

g(\ﬂ = {Z |K; |5 {K;}72, é Ad - cobertura de S(F)}
i=1

F= {ZASIUJS; {U;}32, é § - cobertura de F} ,
=1

obtemos

P —_——

FCS(F)=infF >infS(F)= Hs (S (F)) < NHS(F).
Fazendo § — 0 temos que H*® (S (F)) < NH* (F).

Trocando S por S~ F por S(F) e X por % podemos repetir os mesmos argumentos

e teremos NH* (F) < H* (S (F)).



Portanto
H (S (F)) = NH® (F).
O

A propriedade de escala nos permite calcular medida de Hausdorff de conjuntos através
de alguma homotetia, isto é, a compressao ou a dilatacao de conjuntos de forma ho-
mogénea. Isto quer dizer que podemos ampliar conjuntos “muito pequenos”ou reduzir
conjuntos “muito grandes”a fim de conseguir boas condigoes para medi-lo. Esta pro-
priedade se mostra 1util para calcular, por exemplo, fractais auto semelhantes, que sao
construidos de tal forma que podemos particiona-los em conjuntos idénticos em menor

escala ao conjunto todo.

Para o préximo resultado prcisamos da seguinte defini¢ao:

Definigao 1.1.5 (Aplicagoes Holder Continuas). Seja F' C R", dizemos que uma

aplicacao f : F' — R™ ¢é Holder continua quando existem ¢ > 0 e o > 0 tais que

[f (@) = f W) [ <clz -yl

para todos x,y € F. Em particular, se « =1 denominamos aplicacao Lipschitz continua.

Propriedade 1.1.6 (Aplicagoes Holder Continuas). Sejam FF C R" e f : F — R™
uma aplicacao Holder continua. Entdo, para cada s > 0, tem-se

s

He (f (F)) < caH (F).

Demonstragao:
Seja {U;}52, uma ¢ - cobertura de F. Como f é Holder continua, temos que
lf(FNU) | <c|lFNU|* < c|U]®
para cada i. Assim, {f (F'NU;)}2, é uma cd® - cobertura de f (F'). Temos entdo que
OIRICLUAITEED SIATATILED SECI ALy DA
i=1 i=1 i=1 i=1

Desta forma ngif (f (F)) < ¢¥/*Hi(F). Como a > 0, temos que § — 0 implica cd* — 0.
Portanto

o (f (F)) < /oK (F).

9
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Esta propriedade, como a da escala, nos permite medir um conjunto através de uma
transformacao deste por uma aplicacao com determinada continuidade em outro conjunto

mais adequado, ou simples, a medicao.

Corolario 1.1.7 (Aplicagoes Lipschitz Continuas). Seja f : F — R" uma fungdo
Lipschitz continua. Entao

He(f (F)) < &H (F).

O corolério acima é uma consequéncia imediata da propriedade das aplicacoes Holder
continuas e esta citada nesta se¢do por sua relevancia. Para ¢ = 1, podemos afirmar,
por exemplo, que a medida de Hausdorff é invariante por isometrias. Veremos uma
definicao formal de uma medida invariante por uma aplicacao ou, equivalentemente, de

uma aplicacao invariante por uma medida, na Secao 3.3 do terceiro capitulo.

Propriedade 1.1.8 (s - Monotonicidade). Dado F' C R", temos que se 6 < 1, entdo
s — M5 (F) é nao crescente. Além disso, se r < s <t e H*(F) < oo, entio H' (F) =0
e H" (F) = 0.

Demonstragao:

Sejam r < s <t, 6 <1e{U;}32, uma 0 - cobertura de F. Logo, temos que

o0 o0 oo

DU =D U Ul <6y (Ul

=1 =1 =1

o¢] oo (e.¢]

ST =D U = 6 U

i=1 i=1 i=1
Como {U;}$2; é qualquer, temos que as inequagoes acima implicam H* (F) < H* (F) <

H" (F). Além disso, se H® (F') < oo entao

H (F) < lim 8 H* (F) = 0

6—0

H'(F) 2 lim & *H* (F) = o.
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Portanto H' (F)) =0 e H" (F) = oc.
U

A propriedade acima nos permitira encontrar naturalmente a definicao da dimensao

de Hausdorff que estudaremos na Secao 1.3 deste capitulo.

1.2 Relacao entre a Medida de Hausdorff e a Medida

de Lebesgue

Nesta secao sera demonstrado que as medidas de Hausdorff e de Lebesgue sao equivalentes.
De fato, dado n € N constante, mostraremos que ‘H" = ¢,L" com ¢, dependendo apenas
de n. Para isso precisaremos de dois resultados importantes, a desigualdade isodiamétrica,
que relaciona a medida de Lebesgue n - dimensional de um conjunto com seu diametro,

e o teorema das coberturas de Vitali.

Para alcangar o resultado desejado, precisaremos antes definir a medida de Lebesgue:

Definigao 1.2.1 (Medida de Lebesgue Unidimensional). Dado A C R!, definimos
a medida de Lebesque unidimendional £L* em R por

i=1 i=1

Seja A C R. Definindo os conjuntos:

C = {{C’i}fil;A C UCZ" C; C RW} :
i=1
D= {{Di}ioil;A - UDi, D; C R conexo Vz} ,
i=1

obtemos que, para toda familia {D;}2°, ¢ D, £L}(A) < Z |D;| e assim
i=1

LY(A) < inf {i 1D,]; {D;}32, € D} .

i=1

11



Por outro lado, toda famflia {C;}22, C C pode ser vista como uma familia {Di 5= C D
oo

sendo, para cada 7, C; = U D;; e D;; é uma componente conexa de C; para cada j.
=1
Assim, como A C R,

D_1C=> > 1Dy
i=1

i=1 j=1
o que implica
£(4) > inf {Z DA D} € D} .
i=1

Deste modo, podemos redefinir

o

L'(A) = inf {Z |Csl; A C UCi, C; CR conexo} :

=1 =1

0

Além disso, se tomamos A C U C; em R, com C}; conexo para todo 7, temos que cada C; é
i=1

um ponto ou um intervalo. Assim, fixado 6 > 0, podemos transformar cada intervalo Cj,

que possui diametro maior ou igual a J, em uma uniao de intervalos de didmetro menor
o0 oo [e.e]
que ¢ para formar uma nova cobertura de A, digamos A C U D;, com E |D;| = E |C5|.

i=1 i=1 i=1
Portanto

L'(A) = inf{z 1Ci; AC UC’i, |ICi| < eC; CR conexo}.

i=1 i=1

O que implica, fazendo § — 0,

Discutiremos, a partir daqui, o que ocorre em dimensoes mais altas.

Definigao 1.2.2 (Cubo). Diremos que um cojunto Q € R™ é um cubo quando Q) for a
resultante por uma transla¢ao, uma rotagdo e uma homotetia de [0,1]" = [0,1] x [0, 1] x

-+ x [0, 1] n vezes.

Defini¢ao 1.2.3 (Medida de Lebesgue n-dimensional). Indutivamente, definimos a

medida de Lebesgue n - dimensional em R™ por

LM=Lrx =L x L x o x LY (n vezes)
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(a defini¢ao de produto de medida estd no Apéndice (A)). Assim, podemos (equivalente-

mente) definir, para A C R",
L"(A) = inf {Z LMQq); Qi cubos, AC | Ql} .
i=1 i=1

Agora estamos prontos para seguir com o estudo dos teoremas auxiliares.

1.2.1 Desigualdade Isodiamétrica

Para fixar as ideias, comegaremos dando algumas defini¢oes necessarias. Fixados a,b € R"

com |a| = 1, definiremos as seguintes notagoes para A C R™:
b:={b+ta; teR}, P,:={zxeR" (z,a)=0},

Sa(A) = U {b—i—at; |t] < %HI(AQLZ)}.

\ 4

Figura 1.1: Simetrizagao de Steiner (em R?) de A com respeito ao "plano” P,.

Observe que Lj é uma reta que passa pelo ponto b e é paralela ao vetor a de R", P, é
um plano em R"™ perpendicular ao vetor @ e passa pela origem, e S,(A) é a Simetrizacdo

de Steiner de A com respeito ao plano P, como ilustrado na Figura 1.1.
Para provar a desigualdade isodiamétrica vamos precisar dos seguintes lemas:

13



Lema 1.2.4. Seja f: R™ — [0, +o0] uma fung¢ao L™ -mensurdvel. Entdo a regiao “sob o
grafico da f7,
A={(z,y); eR", yeR, 0<y < f(a)},

é L™ - mensurdvel.
Supriremos a prova do resultado acima devido ao fato de tal demonstracao ser padrao
na teoria da medida.

Lema 1.2.5. (Propriedades da Simetrizagao de Steiner)

1) [Sa(A)] < [A],

it) Se A é L™ - mensurdvel, entio S,(A) também é e L"(S,(A)) = L"(A), ou seja, a
simetrizacao de Steiner preserva a medida L.

Demonstragao:

i) Se |A| = oo, ndo hé o que mostrar. Suponha |A| < co. Deste modo |A| = |A]|, onde
A é o fecho de A, e podemos supor A fechado. Seja e > 0 fixado e tome x,y € S,(A) tal

que |S,(A)] < |z —y| + e. Tomemos também b =x — (z,a)a e c =y — (y,a)a.
Afirmacgao 1: b,c € P,.
De fato,
(b,a) = (v — (x,a)a,a) = (v,a) — (v,a).{a,a) = (v,a) — (z,a)|a|* = (x,a) — (v,a) = 0.

Logo b € P, e a demonstracao ¢ analoga para c.

#
B=A{t; b+tac A}, C={t; c+tac A}
Definamos: .
r=inf B, s=supB, u=infC, v=supC
Sem perda de generalidade, suponhamos v — r > s — u. Logo,
U_T:v—r+v—r>U—T+3—u:v—u+s—r‘ (1.3)

Denotemos wg =sup B —inf B=s—1r e wg = sup C' —inf C = v — u. Podemos observar

que, para todos tq,ts € B,
wp=8—7T Z |t1 —t2| = |t1 —t2||a| = |b+&t1 — (b+at2)|
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e disto segue que

wp=8—71> sup |b+at; — (b+aty)| =|ANLY =LY (ANLY) =H (AN LY.

t1,t2€B

Procedendo analogamente encontramos we = v —u > H'(AN L%). Assim,
wg > HY(ANLY) e we > H (AN LY).

De (1.3) e (1.4) temos:

1 a 1 a
U—?”Z%#-%Z H (AzﬂLb)+H (A;LC)'

Como z = b+ (z,a)a e y = ¢+ (x,a)a pertencem a S,(A), temos ainda que
H'Y(ANLY) H'(ANLY)
) < A ¢ 1,y < TEADEE,

pela defini¢ao de S,(A). Desta forma, de (1.5) e (1.6) segue

v—r =z a)|+(y,a)| 2 |(z,a) = (y,a)|.

(1.4)

(1.6)

(1.7)

Observemos que, como A é fechado, temos b +ra € A e ¢ +va € A. Para ver isto

basta tomar sequéncias {t,}>°; em B e {t/}°°, em C tais que ¢, — r e t,, — v entao

{b+t,a}, e {c+1,a}e2, sdo sequéncias em A tais que b+t,a — b+rae c+ta — c+va.

Assim, de (1.7) e da afirmacao 1, segue que

(1Sa(A)] =€) < o —yP
< b= +[{z,a) — {y,a)*|a|*
= |b—cf +{z,a) — (y,a)|"
< b—cP+(v—r)?
= [b—cf+]v—r[*al”
= |(b+ra)— (c+va)?
< JA[

Portanto |A| > |S,(A)| — € e, como € é arbitrario, temos |S,(A)| < |A|.

ii) Como L™ é invariante por rotagao, podemos assumir a = e, = (0,0,...,1) e, com isso,

temos P, = P, = R" 1. Lembremos que £! = H!. Como A é L" - mensurdvel entao,
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para cada b, AN Ly é L™ - mensuravel. Além disso, como Lj é o - finito com respeito a
medida L", AN L{ é o - finito (ver Apéndice A), entdo {z € R; Xanze(z) # 0}, onde X
denota a fungao caracteristica, ¢ £ - mensurdvel e o - finito, ou seja, Xanrg € o - finita

com respeito a L™. Assim, pelo teorema de Fubini (ver Apéndice A) temos que

b—)/XAmLtbl([L')d,Cl

é L™ - mensurdvel, ou seja, a aplicacdo f: R"' — R definida por f(b) = H'(ANLY) é

L1 - mensurével e, recordando que H! = £!, obtemos

LM(A) = /R . /R Xanpe (z)dH'dL" ! = f(b)db.

Rn—1
Logo, do lema acima, segue que S,(A) = {(b,y); |y| < @} —{(b,0); L¢NA=10}¢éL"-
mensuravel e

L(Su(A)) = / / X,y (2)dH AL

Rn—1 R

= / \/XAQLZ? (l’)dHldﬁnil

Rn—1 R

_ /f(b)dbzﬁ”(A).

O

Teorema 1.2.6 (Desigualdade Isodiamétrica). Para todo conjunto A C R"™ tem-se

que
A n
e <am ()
onde a(n) = il € 0 volume da bola unitdiria em R™ e I'(s) = [T e """tz € a

r(2+1)
fun¢ao Gamma em s.

Demonstragao:
Suporemos |A| < oo pois,do contrario o resultado ¢ trivial. Sendo {ej,es,...,e,} a
base canonica de R" vamos definir (indutivamente) Ay = S¢,(A), Az = Se,(A1),..., 4, =

Sen (Anfl) — A*
Afirmacao 1: A* € simétrico com relacao a origem.
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Observe que, da defini¢ao de simetrizagao de Steiner, temos a simetria de A; = S, (A)
com respeito a P,,. Suponha, por indugao, que Ay = S, (Ax—1) é simétrico com relagao

a PP, . ...,P, efixel1 <j <k Sendo S; : R" — R" a reflexao com relacao

s Leg

a P,,. Observe que, se b € P, temos que S;(b) € P,

er: POIS a reflexao S; fard o

k+1

ponto b “se deslocar”dentro do proéprio plano P, Além disso, teremos S;(Ax) = Ay

k+1°
pois, por hipétese de indugao, Ay, é simétrico em relagao a P,;. Logo HY (Ap N L) =
H (A ﬂLg’Z_f). Desta forma, temos que {t; b+tep1 € Apir} = {t; Sjb+tepr € Ay}
Isto implica S;(Ak+1) = Akt1, ou seja, Apyq é simétrico com relacdo a P.;. Entao Apiy

é simétrico em relagao a P.,, P.,,..., P, ea P, por definicao. Portanto, A* = A, é

€k €k+1
simétrico com relagao a P,.,, P.,,..., P., e consequentemente é simétrico em relacao a
origem.
Afirmacao 2:

Lr(AY) < a(n) <§)

Seja z € A*. Como A* é simétrico em relacao a origem, temos que —x € A*. Logo,

A* A\

A% > 2] = || <] . | A" € Bl (0) = £7(47) < £ (B&(O)) = a(n) ('2—’) .

#
Como A é L" - mensuravel, do Lema 1.2.5 segue que
LM((A)7) = L7(Se, (An-1)) = L(Ano1) = L7(Se, -, (An2)) = ... = L(A),
e ainda
(A)*] = S, (An-1)| = [Aua| = [Se, 1 Ana| = ... = [4]
Destes fatos e da Afirmacao 2 temos
e < 00 = (@) < o) (1) <o () =am (1)

O

Este teorema nos diz que a medida de Lebesgue de um conjunto A é menor ou igual

ao volume de uma bola de raio |A|/2.
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1.2.2 Teorema de Vitali

Demonstraremos agora o segundo teorema que utilizaremos para provar a equivaléncia en-

tre as medidas de Hausdorff e de Lebesgue. Para isso, precisaremos da seguinte definicao:

Definicao 1.2.7 (Cobertura Fina). Sejam A C R"™ e A uma cole¢io qualquer de

conjuntos. Uma cobertura A C U B € dita cobertura fina quando inf{|B|; = € B, B €
BeA

A} =0 para cada x € A.
Teorema 1.2.8 (“Covering Lemma” ou Teorema das Coberturas de Vitali). Seja
F uma familia de bolas fechadas nao degeneradas em R™ com sup{|B|; B € F} < oc.

Entao existe uma subcolecao G enumerdvel disjunta em F tal que U B C U B onde
~ BeF Beg
B € a bola fechada concéntrica com B e com 5 vezes seu raio.

Demonstragao:

Denotemos D = sup{|B|; B C F} e definamos, para cada j € N,

j 91

D D
ﬂ:{BeF;2—<|B|§ }
Se j = 1, definamos
C1 = {Z; T é subcolegao disjunta de Fi}.

Temos entdao que C; pode ser parcialmente ordenado pela inclusdo. Além disso, se C; é

um subconjunto totalmente ordenado de C;, temos que U C ¢ limite superior de C;.

ce G
Logo, pelo Lema de Zorn, existe G; um elemento maximal de C;. Suponhamos definidos

G1,Go,...,G,_1. Tomamos entao, analogamente ao que fizemos para encontrar G;, G

elemento maximal de

k-1
Cr = {I; T é subcolecao disjunta de F talque BeEZ = BNB =0 VB e U QZ} .
i=1

Observe que, como cada G;, 7 € N, é uma colegao disjunta de bolas nao degeneradas
o0

de R" entao G; é enumerdvel para todo j € N. Desta forma podemos tomar G = U g;
j=1
que é subcolecao disjunta enumeravel de F. Temos também que, se B € F, entao existe

18



j
j € N tal que B € F; e, pela maximalidade de G, segue que existe B’ € Ugi tal que
i=1

D D
!/ !/ 3
B'N B # (. Logo |B| < 51 e |B'| > 5 assim

27Y1B| < D <2|B'|= |B| <2|B'| <5

onde r’ é o raio de B’. Portanto, B C B’, onde B’ é a bola concéntrica a B’ e com raio 5

vezes maior que o de B’, o que implica que U B C U B.
Be F Be G

Deste teorema, obtemos o seguinte corolario:

Corolario 1.2.9. Assuma que C € uma cobertura fina de um conjunto A C R™ por bolas

fechadas tais que sup{|B|; B € C} < co. Entdo existe uma familia enumerdvel G de bolas

disjuntas em C tal que para cada subconjunto finito {By, Bs,..., Byn} CC, temos que
A— U By C U B,
k=1 BEG—{B1,Ba,....Bm}

onde B € a bola fechada concéntrica com B e com 5 vezes seu raio.

Demonstragao:

m
Tomemos G como no Lema das Coberturas de Vitali. Se A C U By nao hé o que

k=1
m

mostrar. Se nao, seja r € A — U By. Como C é uma cobertura fina, existe uma bola

k=1
B € C com x € B tal que BN By, = () para todo k = 1,...,m. Da demonstracao do lema

acima temos que existe B; C G tal que € B C B; e, da maximalidade de G, B; N B # 0.

Portanto

A—OBkC U B.

k=1 Be G—{Bi1, Ba,..., Bm}

1.2.3 Equivaléncia das medidas

Demonstrados os resultados auxiliares, podemos enfim provar o teorema desejado para

esta secao.
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Teorema 1.2.10. Sejam n € N, T'(s) = [~ e 2" 'z a fungio Gamma e a(n) =
72 /T (% + 1) o volume da bola unitaria em R", entao

—QQ(:) H" = L"em R",

ou seja, a razao entre as medidas L™ e H" € o volume de uma bola em R"™ de raio 1/2.

Demonstragao:

Sejam A um subconjunto mensurdvel a Lebesgue de R™ e 0 > 0. Tomemos {C;}%2,
uma J - cobertura de A. Da desigualdade isodiamétrica, temos que

L'(A) < iﬁ"(c-) < f:a(n) 1651 n.

N Jj=1 v Jj=1 2

Assim, como «a(n) > 0, temos que

o

LM(A) < 23) inf {Z |C5["5{C;5}52, € 0 - cobertura de A} .
=1

Tomando ¢ — 0 temos

H(A). (1.8)

Temos, por definicao, que

L"(A) = inf {Z LM(Q;); {Qi}2, colegao de cubos paralelos com [Q;| < de AC U QZ} :
i=1 i=1

Consideramos os cubos (); paralelos aos eixos coordenados de R".
Afirmacao: H™ € absolutamente continua com respeito a L™.

Para cada cubo Q C R™, temos que |Q|" = n2 £"(Q). Assim,
H5(A) < inf{z |Qil"; Qi sdo cubos e, AC | Qi e Qi < 5}
i=1 i=1

= inf {Z n2L"(Q;); Q; sdo cubos e , A C UQi e |Qi] < 5}
i=1

i=1

= n3L"(A).

Fazendo § — 0 temos que H"(A) < n2L"(A). Portanto, quando £"(A) = 0 temos
H™(A) =0, ou seja, H" < L".
i
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Sejam 0 > 0 e € > 0 fixados. Tome {Q;}$2, uma 0 - cobertura de A tal que cada Q; é

um cubo e

> £(@) < £ + e

Pelo corolério do Lema das Coberturas de Vitali se, para cada + € N, C; = {BJZ )
é cobertura fina de @); por bolas fechadas, entao existe, para cada ¢ € N, uma familia

G; = {Bi}2, de bolas disjuntas em C; tal que
cr (Qi -U B,@) = lim £" (Qi -U B,i)
k=1 k=1

< lim .7 U B
Beg,—{Bi,...,Bi,}
= 0.

Como H™ <« L", temos que H" (Qi — U B,@) = 0. Assim
k=1

Wi < g =y Wy (U B;i)

)

IA
]
]
3
IA
NE
M8
5
3

i=1

Fazendo 6 — 0 e € tao pequeno quanto se queira, temos
a(n), ., n
?H (A) < L"(A). (1.9)

De (1.8) e (1.9) temos
a(n)

SR (A) = £7(A).

U

No Capitulo 5, em que falaremos sobre as consequéncias do teorema principal desta
dissertacao, utilizaremos esta equivaléncia para relacionar a medida ergddica descrita no

teorema folclérico (que estudaremos no terceiro capitulo) com a medida de Hausdorff.
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1.3 Dimensao de Hausdorff

A propriedade de s - monotonicidade da medida de Hausdorff nos diz que se fizermos o
grafico de s — H?® (F') existe um tnico valor critico s em que H?® (F) d4 um salto de oo
para 0 (veja a figura (1.2)).

H (F)

dim,(F) s

Figura 1.2: Grafico da medida de Hausdorff s - dimensional de um conjunto em relacao a

S.

Este comportamento nos permite definir dimensao de Hausdorff da seguinte maneira:

Definigao 1.3.1 (Dimensao de Hausdorff). Dado F' C R™ temos que a dimensdo de
Hausdorff de F é

dimy F'=inf{s > 0: H*(F) =0} =sup{s > 0: H* (F) = oo}.

Da defini¢ao, temos que:

oo, se 0<s<dimyF
W (F) =
0, se s > dimy F.

Observe que, embora saibamos qual o comportamento do grafico de s — H*® (F'), nada
podemos concluir sobre H?® (F) quando s = dimy F' podendo esta admitir valores 0, oo

ou ser finita e nao nula. Isto motiva a seguinte definigao:

Defini¢ao 1.3.2 (s-conjunto). Um conjunto de Borel F© C R™ com dimy F = s e

0 < H*(F) < 00 € dito um s-conjunto.
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1.3.1 Propriedades

Demonstraremos abaixo algumas propriedades importantes da dimensao de Halsdorff uti-

lizando as propriedades estudadas na Secao 1.2.

Propriedade 1.3.3 (Monotonicidade). Se E C F' entio dimy E < dimy F.

Demonstragao:

Se E C F pela propriedade da monotonicidade da medida de Hausdorff temos que
H* (E) < H*° (F) para cada s. Sejam dimy F = e e dimy F' = f. Suponha f < e, e tome
f < s <e, logo,

co=H(E)<H' (F)=0
o que é uma contradi¢ao. Portanto dimy F < dimg F.

O

A propriedade acima nos permite dizer que a dimensao de Hausdorff é monétona nao
decrescente no seguinte sentido: se tomamos uma sequéncia crescente de conjuntos em
R"™ para algum n, £y C Fy C ... C E,, C ..., segue que dimy F; < dimy Fy < ... <

Propriedade 1.3.4 (Estabilidade Enumeravel). Se Fi, F;,...é uma sequéncia enu-

merdvel de conjuntos, entao

dim g (U E) = sup {dimgy F;}.

i—1 1<i<o0

Demonstragao:

Temos que
i=1 =1

o que implica

dimpy (U FZ> > sup {dimy F;}.

i—1 1<i<oo
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Se sup {dimy F;} = oo, entao, da desigualdade acima, segue que
1<i<oo

dimpy (U E) = sup {dimy F;} = oc.

i—1 1<i<o0

Se sup {dimy F;} = s < 0o, temos que, para ¢ > 0 arbitrério,
1<i<oo

HEHO (G E) < i?‘(”a (F;)) =0= s >dimy (O E) .
i—1 i—1

i=1

Portanto,

dimpy (U E) = sup dimg (F;).

. 1<i<oco
=1

O

Se lembrarmos da monotonicidade da dimensao de Hausdorff, esta propriedade nos
diz que a juncao de uma quantidade enumeravel de conjuntos de dimensao pequena a
conjuntos de dimensao mais alta é desprezivel. Isso nos possibilita estudar conjuntos

mesmo que precisemos desconsiderar algumas partes dele.

Propriedade 1.3.5 (Conjuntos Enumeraveis). Se F' é um conjunto enumerdvel, entdo

Demonstragao:

Seja F'um conjunto enumerdvel. Logo F' pode ser escrito como F' = {f1, fa, ..., fu,-- .}
onde f; é um elemento para todo 7. Assim, {f;}32; é uma ¢ - cobertura de F para qualquer

0 > 0. Desta forma temos que
Hy(F) < )1 {fi} I'=0
i=1

para todo s > 0 e todo > 0. Logo, fazendo § — 0, temos H*(F') = 0 para todo s > 0.
Portanto dimyg F' = 0.
O

Observe também que a enumerabilidade é indispenséavel na Propriedade (1.3.4) pois,

por exemplo, temos dimg U{x} = 1 embora supdimg{z} = 0. A propriedade acima,

rC€R z€R
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juntamente com a estabilidade enumeravel, nos permite acrescentar ou retirar conjuntos
enumeraveis do conjunto que se queira estudar sem alterar sua dimensao. Este fato nos
sera tutil nos capitulos 2 e 5 em que calcularemos a dimensao de conjuntos de nimeros

bem ou mal aproximéaveis.

Propriedade 1.3.6 (Conjuntos Abertos). Se F' C R" ¢ aberto, entdo dimy F' = n.

Demonstragao:

Primeiramente, observemos que, se B ¢ uma bola nao degenerada em R", entao 0 <
L"(B) < oo. Assim, do teorema (1.2.10), segue que 0 < H™(B) < oo o que implica
dimg(B) = n. Seja F© C R™ aberto. Temos entao que existe B bola n - dimensional tal
que B C F' e, da Propriedade (1.3.3), segue que n = dimy B < dimy F. Por outro lado,
como F' é aberto e F' C R"™ podemos cobrir F' por {B;}?°, uma familia enumerével de

bolas. Assim, da Propriedade (1.3.4), temos

Portanto dimgy F' = n.

O

Propriedade 1.3.7 (Aplicagoes Holder Continuas). Sejam F C R e f : F — R™

uma aplicacao Holder continua. Entdo

Demonstragao:

Seja s > dimy (F') entdao, como a funcao é Holder, pela Propriedade (1.1.6) temos que

S

Ha (f (F)) < caH*(F) = 0. Assim, dimy f (F) < £ para todo s > dimy F. Portanto
dlme(F) S édlmHF
U

Corolario 1.3.8. a) Se f: F — R™ ¢ uma transformagao Lipschitz, entdo
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b) Se f: F — R™ é uma transformac¢ao bi - Lipschitz, isto é
cle —yl < [f () = f (W) | < el =y
comzxz,ye F el <c <cy <00 entao

Demonstragao:

a) A demonstragao é imediata da Propriedade (1.3.7) considerando o = 1.

b) Da condigao bi - Lipschtz temos que f é injetiva pois, se f (z) = f (y) entao
alr—yl <|f (@)= f)[=0=z=y.

Consideremos entdao a fungao f~' : f(F) — F bijetiva. Observe que da Propriedade

(1.3.7), temos
) = @) =l =yl < 1 @) =S )]
Consequentemente, f~! é Lipschitz (em particular é Holder) donde temos que
dimy F' = dimy f~' (f (F)) < dimp f (F).

De a) segue dimy F' > dimy f (F). Portanto, dimy F = dimy f (F).
U

Este corolario nos diz que, se dois conjuntos possuem dimensoes diferentes, entao nao

pode existir uma transformacao bi- Lipschitz entre eles.

1.4 Exemplos Simples

Nesta secao estudaremos dois exemplos simples de técnicas para calcular dimensao de

Hausdorff de conjuntos fractais da reta.

Definig¢ao 1.4.1 (Conjunto do Ter¢o Médio de Cantor). Sejam Ey = [0, 1], E1 o conjunto
resultante da retirada do ter¢o médio de Ey, ou seja, Ey = [0,1/3] U [2/3,1]. Indutiva-

mente, seja Ey o conjunto obtido pela retirada do terco médio de cada intervalo em Ey_q,
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assim, Ej, consiste de 2% intervalos de comprimento 37%. O conjunto do terco médio de

oo
Cantor € a interse¢ao ﬂ Ey.
k=0

Exemplo 1.4.2 (Ter¢o Médio de Cantor). Seja F o conjunto do ter¢co médio de
Cantor. Se definimos s = log2/log 3 =~ 0,6309 entdo 1/2 < H*(F) < 1, consequentemente

dimyg F = s.

De fato, tomemos, indutivamente, Ej, o conjunto resultante da k - ésima etapa da
construcao do conjunto ter¢co médio de Cantor para k£ = 0,1,2,3.... Observe que cada
Ej, é uma 37" - cobertura de F' com 2* elementos, digamos £}, = {]kz}?il onde cada [, ¢

um intervalo da k -ésima etapa da construgao de F'. Assim, temos que
2k
§7k(F) < Z |[ki|s — 2k(3—k)s — 2k3—klog2/log3 _ 2k310g3 27k _ 2k‘2—k’ 1
i=1

Fazendo k — oo, encontramos H*(F') < 1.

Por outro lado, tomemos uma cobertura {U;}°, de F' tal que |U;| < § < 1. Obsev-
ervemos que, como o conjunto de Cantor é compacto, podemos assumir a cobertura finita.
Para cada 7, temos que existe k; tal que 3~*i+1) < |U;| < 3% Temos entdo que cada Uj

pode intersectar no maximo um elemento de Ej,. Tomemos j > k; natural.
Afirmagao: U; intersecta no mdzimo 27=% intervalos de E;.

De fato, tome j = k; + n com n € N. Vamos demonstrar a afirmagao por inducao
sobre n. Se n = 1, suponha que U; intersecta 2! + 1 intervalos de E;. Logo, teriamos
o diametro de U; maior ou igual a soma das distancias entre os intervalos de E; que
U; intersecta mais o diametro do intervalo de F; que esta completamente contido em Uj.
Assim, |U;| > 2.37 ki1 4 3=(ki+1) = 3k o que é uma contradicdo. Desta forma, temos que
U; intersecta, no maximo, 2 intervalos de Ej,1. Agora, suponhamos que U; intersecta,
no maximo, 2" intervalos de Ej,.,. Logo, como cada intervalo de Ej,, contém dois
intervalos de Ej, 41, entao U; intersecta, no maximo, 2.2" = 27+ intervalos de Eyiint1-

Portanto, temos que U; intersecta no maximo 2/~ intervalos de Ej.

##
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Observemos entao que o numero maximo de intervalos de £ que U; intersecta ¢é
9i~ki 97 9=k _ 9 gogd ' _ i g3~k _ i 3o 3-(kitD)s < 23°|U;°.

Escolhendo j suficientemente grande tal que {U;}*, cobre E; e observando que {U;}

intersecta 27 intervalos de E;, pela afirmacao e pela desigualdade acima, temos que

o0 o0

27 < i?ki < i2j3S|Ui|s = 2j+1z \Uil* = Z Ui|* >
=1 =1

i=1 =1

N | —

Como {U;}$2, é arbitraria, segue que H3(F) > 1/2. Tomando 6 — 0, encontramos

He(F) > 1/2.

Concluimos entao que 1/2 < H*(F') <1 o que implica dimy F' = log 2/ log 3.
U

Em geral, como podemos observar na demonstragao acima, a estimativa inferior da
dimensao de Hausdorff de um conjunto é técnica e trabalhosa, apresentando maior grau

de dificuldade do que a estimativa superior.

Uma generalizagao da construcao do conjunto de Cantor seria K da forma
[e’¢) Ik
K=()E emque E,=[0,1, E=|JI] e E..GE VkeN,
k=0 j=1

sendo {ji}72; uma sequéncia de niimeros naturais e I¥ intervalos fechados em [0,1], com
comprimento tendendo a zero quando k tende a infinito, tais que cada I Jk contém pelo

menos dois intervalos do tipo I f“

. Iremos denominar tais construgoes de conjuntos tipo
Cantor. Segue abaixo um exemplo do calculo da dimensao de um conjunto tipo Cantor
em que é utilizado o auxilio de um recurso o qual chamaremos distribuicdo de massa ou

medida (ver Apéndice A).

Exemplo 1.4.3. Sejam 0 < s < 1 e K um conjunto tipo cantor tal que, para cada ]J’?,
0s intervalos If“, I§+1, . ,],’j;fl, com mj > 2, contidos em I¥ tem comprimentos iguais,
J J

igualmente espacados, satisfazem
[P = |IF) fmy (1 <0 < my), (1.10)

0s pontos iniciais de ]j’-f e If“ coincidem e o mesmo ocorre com 0s pontos finais de IJIC e

1M Entao, dimp K = s.
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Primeiramente mostraremos que, para cada k € N, Z |1 ]k]s = 1. De fato; para k =0
J
temos |[0, 1]|* = 1°* = 1. Indutivamente, supondo Z |IJ’~“|S = 1 para algum k, segue que
J

m; |Ik
URIED B ERED 3 3 S e
j j o=l ‘
Agora, como Ej, = {I Jk}] cobre K e os comprimentos dos intervalos de Ej, tendem a

zero quando kK — oo, temos que, dado § > 0, existe k suficientemente grande tal que
max{|If|} < 4, e assim {I¥}; é 6 - cobertura de K. Desta forma obtemos H;(K) <
J

Z [IF|° =1 e, fazendo d — 0, encontramos H*(K) < 1. Logo dimy(K) < s.
J

Para encontrar a estimativa inferior da dimensao, tomaremos uma medida (distribuigao
de massa) p tal que p([0,1]) = 1 e nas etapas Ej, seguintes dividimos a medida de cada
intevalo I k¥ jgualmente entre os intervalos I; 1l com 1 < i < m;. Desta forma temos
p(IF) = p(IF) /m; com 1 < i < m; e a equagao (1.10) nos possibilita tomar u(1¥) = [1¥]*
para todo k e todo j. Tomemos entao um conjunto U com extremos em K e [ J"‘ 0 menor
intervalo das etapas de construcao de K contendo U. Sejam IF™ I8+ ,],’j;;l os inter-

valos da etapa k 4+ 1 contidos em [ Jk Assim, U intersecta n > 2 intervalos do tipo If“

com 1 <¢ < mj. Além disso, o espacamento entre estes intervalos ¢

Tl
= gy M (- )

mj—l mj

E =

Lian

2
|1}

Afirmacgdao: 1 —m;. >1—9l7l/s

De fato, de (1.10) obtemos |I}™|/| 1| = (1/m;)"* e, comom; >2e0 < s < 1, temos

1 | k+1| , 1 1/s _1 s o pi1/s
—m;y ’[k‘ =1—-my EJ = —mj e S .

Assim, segue E > {|I¥|(1 — 2'7%)} /m; e disto temos que

IF|(1 =217 Ys
U (n—1)E > (n— 1) 2N )5 gy

mj 2mj
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Logo, chamando Cy := 1 — 2'7%/* encontramos, da definicdo de p e da equacdo (1.10),

w(U) < np(IF)
I{c+1 |s
1

= n—|IF]
nor ]

< i(%i) Ul
m; \ n Cs

1-s
- () worwr
m;

2:C (U,

= n |

IN

Da arbitrariedade de U, podemos tomar uma 0 - cobertura {U;}2, de K e, repetindo a

andlise feita para U, obtemos

0<u(K) < wUy) <Y Clul =y |Uil,
i=0 i=1 i=1
onde C' = 2°C°. Tomando o infimo sobre as coberturas {U;}°, e fazendo § — 0,

concluimos que 0 < p(K) < H*(K) e assim, s < dimy K.

Portanto 0 < H*(K) < 00 e s = dimpy K.
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Capitulo 2

A Transformacao de Gauss e

Aproximacoes Via Fracoes continuas

Neste capitulo, estaremos interessados em discutir sobre algumas maneiras de aproximar
numeros reais por numeros racionais, ou seja, as aproximacoes diofantinas. A finalidade
desta discussao é fornecer um embasamento tedrico necessario a compreensao de uma
versao fraca do Teorema de Jarnik que demonstraremos, no Capitulo 5, como consequéncia
de um dos principais resultados desta dissertacao, o teorema de Nair e Abercrombie. O
caminho que utilizaremos para observar tais aproximagoes ¢ via fracoes continuas que
sao intimamente relacionadas, como veremos mais adiante, com uma dinamica expansora
(ver capitulo 6), particularmente markoviana (ver capitulo 3), a transformagao de Gauss.
Neste momento, é importante observar que esta relagao é o ponto de encontro entre dois
ramos da matemadtica, a nobre area da teoria dos niimeros e a area dos sistemas dinamicos.
Embora neste texto iremos apresentar apenas o necessario a demonstracao do teorema

supracitado, um leitor mais interessado pode encontrar mais informagoes em [5].

Dividiremos este capitulo em quatro secoes. Na primeira, daremos as defini¢coes de
fracoes continuas e da transformagao de Gauss e falaremos um pouco sobre como estes
estao relacionados. Na segunda, veremos que a expansao em fracoes continuas de um
nimero real x da origem a uma sequéncia de niimeros racionais cujo limite é o préprio z,

ou seja, uma aproximacao de x por racionais. A tais nimeros, chamaremos convergentes e
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estudaremos como suas propriedades, que estao associadas aos componentes da expansao
que chamaremos de quocientes, interferem no tipo de aproximacao diofantina que iremos
estabelecer. Na terceira, apresentaremos uma medida de probabilidade que preserva a
transformagao de Gauss e é equivalente a medida de Lebesgue. Serd interessante observar,
mais tarde, que esta medida é a que encontramos no Teorema Folclorico, que aparece nos
Capitulos 3 (Teorema (3.3.4)) e 6 (Teorema (6.2.3)), para a aplicacao de Gauss. Por
fim, na quarta se¢ao, apresentaremos um conjunto de niimeros que possuem, como iremos

definir ainda neste capitulo, boas aproximacoes.

A partir de agora até o final desta dissertacao, denotaremos a medida de Lebesgue

por A.

2.1 Expansao Via Fracoes Continuas e sua relacao

com a Transformacao de (Gauss

Que todo numero real pode ser aproximado por racionais, € um fato conhecido e justificado
pela densidade de Q na reta. Contudo, podemos nos perguntar se hé aproximagoes
diofantinas que nos fornecem informacoes sobre o nimero e, como é de nosso interesse,
mais especificamente, sobre alguma dinamica deste ponto. A resposta para esta pergunta

¢ sim e um exemplo é a seguinte:

Defini¢ao 2.1.1 (Expansao Via fragGes continuas e quocientes). Para cada ele-

mento x € R existem ay,as, ..., a,, - € N tais que
1
r=|z]+
ap +°
1
t—

ap + —
onde | x| € a parte inteira de x. Esta expressio € dita expansdo em fragoes continuas de
x, que denotaremos por |x|+[a1, as,...,ay,...], € 0s nimeros a; sao o0s quocientes de x.
Nao é dificil provar que um nimero x € R é racional se, e somente se, possui uma

expansao em fragoes continuas finita. De fato, basta provar para x € (0,1). Supondo
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xr € Q podemos escrever x = r1/rg sendo r; e ro nimeros naturais e primos entre si tais
que o > ri. Assim, pelo algoritmo da divisao existem aj,7o € N tais que 79 < 71 €
ro = ria; + ro. Pela construgao acima, ay = [ro/r1| = [1/x]. Se 5 = 0, entdo

T ™ T 1
rT = — = = = — = [al]'
To a1 + 79 T1aq aq

Se ro > 0, temos, novamente pelo algoritmo da divisao, que existem ay e r3 naturais tais

1 -
que r3 < 19 € 11 = T9as + 13, sendo as = L—J Logo, se r3 = 0, entao

T2
1 1 asry + 73 A9oTo 1
xrT = — = = = = 1 :[a1’a2]_
To a1y + 9 ay (CLQ’/’Q + 7’3) + T2 a1Qa9T9 + T9 ar +
1+ —
a2
Se nao,
™ T (DY) + T3 1 1
r="—= - ) + o T2 o 1
ro  airi+ry  a(agro+r3) Ty o4 T2
1 aq + — 7ra
agTo + T3 as + 3
T

e podemos repetir o procedimento. Assim, construtivamente podemos obter sequéncias
(ak)ren € (T)ken tais que (rg)ken € decrescente e limitada por zero, ry = ag17541 + Tri2,

ap = [’f’k/rkHJy e

Este processo ¢ finito pois, como 7, € N, (7 )ren € decrescente e limitada por zero, temos
) ) S )

que existem no maximo ry passos pois ro > 1y > 19 > ...71, > 0 e r; € N para todo .

Portanto, existe n € N tal que 7,11 = 0 e, desta maneira, x = [ay, as, . .., a,]. A reciproca

é clara.

Observemos que a expansao em fragoes de um numero racional nao é tinica embora,
no processo acima, ap,ds,...,0, € 71,79, ..., 7, sao determinados de forma unica. Por

exemplo,

9
28

embora o processo acima nos fornega

2+4[1,4,1,1,1,1]

79

— =2+4[1,4,1,1,2].
28 +[7777]
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Esta ¢é a tinica ambiguidade na escolha deste tipo de expansao para um nimero racional.
Para analisar a expansao com relagao aos nimeros irracionais, vamos definir a seguinte
dinamica:

Definicao 2.1.2 (Transformacao de Gauss). A transformagdo de Gauss T : [0,1] —
[0,1] € definida por

l—{lJ se x#0
Tx)=< % x
0

se =20

Para o caso em que x € (0,1) é irracional, temos que T'(x) é irracional, a expansao
via fragoes continuas é infinita e podemos construir, de forma unica, a sequéncia (a,)nen
tal que © = [ay,aq,...,a,....] utilizando a transformacao de Gauss da seguinte maneira:

tomemos

Definamos indutivamente

an () = ay (T (x))

I

—
~

3

L=
—~
8
~—
| I

Da definigao da aplicagao de Gauss, segue

TS R

Fazendo a composicao no resultado acima, obtemos

1 1
T = T 70w ~ a@ + @)

Suponhamos, por indugao, 7" !(z) = 1/(a,(x) + T"(z)). Logo obtemos

() = n—1 T) = ! = :
T(z) =T""}(x) an(T(z)) + T"(T(2)) L%@)JjLTnH(x),

o que implica T"(x) = 1/(ans1(x) + T (z)). Desta forma

I S 1 o 1
Ca(x) +T(x) 1 -
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Assim, x = [a1(x), as(x), ..., an_1(2),an(z) + T™(x)] onde a,(x) = [1/T™(x)].

E importante observar que a definicao acima para a,, é valida mesmo para um nimero
racional, desde que a divisao faca sentido e a expansao seja definida através do algoritmo
de Euclides. Além disso, também segue desta defini¢ao que a,(T(z)) = a,+1(x), 0 que nos
leva a concluir que a aplicagao de Gauss age como uma fun¢ao deslocamento ou “shift” em
relacao a expansao via fragoes continuas. KEstes fatos nos fornecem mais uma preciosa
informacao, a de que a expansao indica por onde passa a orbita do ponto x da seguinte
forma: se x = [a1, aq,...,ay,,...], entdo x € [1/(ay + 1),1/a1], T(x) € [1/(ag + 1),1/as],

T"(z) € [1/(an + 1),1/a,] e etc... Podemos aqui concluir que as fracoes continuas
descrevem plenamente qualquer ntimero real e associada a esta, estd a dinamica de Gauss

que, através de sua Orbita, nos mostra qual é tal fracao de um determinado nimero.

2.2 Sobre Convergentes e Quocientes

Nesta secao discutiremos um pouco sobre as propriedades dos componentes da sequéncia
convergente para um nimero z, naturalmente gerada pela expansao via fragoes continuas

deste, definidos como:

Defini¢ao 2.2.1 (Convergentes). Sejam = € R, ag = |z] e ag + [a1,az,...,a,,...] a
expansao em fracoes continuas de x. Dizemos que 0s nimeros racionais

1
&:ao‘i‘

Ik a1+'

Qp—1 + —
ag

sao os convergentes de x, para k € R.

Antes de falarmos sobre as propriedades dos convergentes, precisamos estabelecer al-

gumas notagoes. Fixado x € [0, 1], utilizaremos, neste capitulo, as seguintes convengoes:

g-1(x) =0, po(x)=ap e p_1(z)=qo(z)=1.

Denotaremos também a;, p; e ¢; no lugar de a;(x), p;(z) e ¢;(x) sempre que x estiver

subentendido no contexto das propriedades abaixo.
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Propriedade 2.2.2 ([5] pag 34).

(A) Para todon > 1 se verifica
Pn = QpPn—-1 +pn—2 € dn = QpQdn—1 + gn—2-

(B) Para todo n >0

o DPn + (Tn<l’)>pn_1
O T @)
(II) Pn—19n — PnQn—1 = (_1)71’

(IIT) p,(z) = go1(T(x)),

(C) Para todo n > 2 se verifica

pale) > 20792 ¢ g (z) > 2002,

Como consequéncia destas propriedades, temos os seguinte lema:

Lema 2.2.3. Seja x um nimero irracional e py/q, seu k - ésimo convergente. Entdo,

para todo k > 0, verifica-se
1
@ (qr + qrr1)

1

< .
qrqk+1

<

x__
qk

Demonstragao:

Basta provar para « € (0,1). Seja z € (R\Q) U (0, 1). Sendo p, /g, convergente de x,

da propriedade (B.I) acima, temos que

T = DPn + (Tn<l‘>)pn_1
qn + (Tn<x>>anl '

Disto e da propriedade (B.II), segue

Pn + Tn(x)pn—l Dn
An + Tn(x)qnfl qn

‘ P
$ _— —
n

Tn(x) (pn—IQn - Qn—lpn)
gz +T™(7)qn-1qn

T (z)(=1)"

q% + Tn(I)Qn—qu‘L

)

gz +T™(T)qn-1qn

s
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Como = € R\Q, sabemos que T"(z) € R\Q e, desta forma, T"(x) # 0. Assim, a equagao
acima implica

1
CG(TM@) T+ Gurgn

(2.1)

Temos que agpy1(z) = apy = [(TF(x))7Y], assim agpyy < (T%(x)) ™' < apyr + 1, e disto

segue que

ar(are1qe + ger1) < ae((TH(2)) e + qur)- (2.2)

Lembremos também que qx+1 = arr1qx + qx—1 entao

qk+1 — Qk—l. (2.3)
qk

ap+1 =

Das equagoes (2.2) e (2.3) temos

i1 < G(TH @)™ + et < Gerqr + @5

Disto e da equagao (2.1), temos o resultado.

U

Este lema nos diz que a aproximacao dos convergentes de x pode ser estimada apenas

em termos dos valores gy.

Antes de enunciar o proximo lema, precisamos da seguinte definicao:

Defini¢ao 2.2.4 (Boa Aproximacgao). A fra¢io a/b, b > 0, é uma boa aproximagdo do
nuimero real x quando vale a desigualdade |dx — ¢| > |bx — a| para todo c¢/d # a/b com

0<d<hb.

Observando que a desigualdade acima é equivalente a

al =l
T — = T — -
d bl’

podemos observar que as boas aproximagoes a/b € QQ sdo os nimeros que se aproximam de
x relativamente mais rapido que todos os racionais ¢/d para qualquer ¢ inteiro e 0 < d < b,
por isso o status de boas. Como consequéncia desta definicao e dos lemas anteriores, segue

(0)
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Lema 2.2.5 ([5] pag 70). Toda boa aprorimacio de x € (0,1) é um convergente da sua

expansao em fracoes continuas.

Deste fato, podemos concluir o préximo resultado.

Lema 2.2.6 ([5] pag 79). Toda fragdo irredutivel a/b satisfazendo a desigualdade

¢ um convergente de x.

Precisaremos dos lemas acima para demonstrar o proximo teorema que ¢ uma pro-

priedade dos

Defini¢ao 2.2.7 (Quocientes Limitados). A expansao em fragoes continuas x = ag +
[a1,...,apn,...]| possui quocientes limitados quando existe M > 0 tal que |a;| < M para

todo i € N.

Teorema 2.2.8. Considere uma constante C' > 0, um niumero real

r=ay +[a,as,...,a,,...]
e a desigualdade
a C
’x—g < coma€Z ebeN. (2.4)

Se a; < M para todo i € N, entao, para todo C < Co(M) = 1/(M + 2), a desigualdade
acima ndao tem solug¢do. Se a sequéncia (a;)ien € ilimitada, entao, para todo C > 0 a

inequacao possui infinitas solugoes.

Demonstragao:

Se a sequéncia |a;| < M para todo i € N sendo M > 1, suponha, por absurdo, existir
a/b irredutivel em Q tal que
-3l <3
r——| < —=.
b 2b?
Sabemos que todo a/b satisfazendo esta desigualdade é um convergente de x, ou seja,

existe k € Ny tal que a/b = py/qr. Assim, sendo C < Co(M) =1/(M + 2) < 1/2, temos,
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segundo o Lema (2.2.3) e a propriedade (A) dos convergentes, que

‘ a - 1
m —_— _—
b @ (g + qrs1)
B 1
@k (qx + arr1qr + qe-1)
1
. (2.5)
q%( (1 + ag + q;;_:)
Lembrando que, na propriedade (A), qx > grx_1 € ax < M, da hipétese segue
1 1
(2.6)

> .
L+ap+ %7 M+2

Das equagoes (2.5) e (2.6) obtemos
Pk

’ a 1 _C(](M)>C

T — = rT——|> = —
b a| = (M +2) qr a4

o que é uma contradi¢ao. Portanto, a desigualdade (2.4) nao possui solugao.

Para o caso de x ter quocientes ilimitados, dado C' > 0, existem infinitos niimeros nat-
urais k tais que 1/ax41 < C. Pelo Lema (2.2.3) e pela propriedade (A) dos convergentes,

para cada k com tal caracteristica, temos

1
x — Pk <
qk qrqk+1
B 1
Qe (Akr1qQr + qr—1)
B 1
Qiakﬂ + Q-1
< C
A

Assim, para infinitos valores, a desigualdade (2.4) possui solucao.

O

Em [5], padg 80, encontramos um resultado que nos diz que “para todo nimero irra-
cional z, e toda constante C' > 1/+/5 existem infinitos valores p/q tais que |z — p/q| <
C/b*. Este fato é uma generalizacio do Teorema de Dirichlet que afirma a validade
deste para C' = 1. Observe que isto significa uma grande restri¢ao, com relacao a C', ao
analisar o teorema acima. Veremos, no Capitulo 5, que o teorema acima nos diz que o
conjunto dos nimeros com quocientes limitados é o conjunto dos niimeros 2 - Diofantinos
(que definiremos em tal capitulo), o qual mostraremos ser um conjunto excepcional, isto

é, possui medida de Lebesgue unidimensional nula mas dimensao de Hausdorff total 1.
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2.3 A Medida de Gauss

Como a expansao em fragoes continuas dos numeros reais estd associada a drbita da
transformacao de Gauss 7', seria interessante observar propriedades de recorréncia, o que
faremos para demonstrar a versao fraca do Teorema de Jarnik (ver Apéndice A), e para
isso é necesséario definir uma medida 7' - invariante. Infelizmente, a medida de Lebesgue

nao é 7T - invariante.

Na definigao abaixo, estaremos considerando a o - dlgebra de Borel em [0, 1], portanto,
pelo teorema de extensdao de Caratheodory (ver Apendice), é suficiente definir a medida

nos intervalos abertos.

Defini¢ao 2.3.1 (Medida de Gauss). A medida de Gauss n do intervalo (a,b) de [0,1) é

(b)_1/bd:c_11 1+
b ~log2 ), 1+2z log2 C\1+a)

Tal medida é a que estamos interessados e, além disso, a férmula da medida de Gauss

dada por

nos permite comparacao com a medida de Lebesgue e isto é o que afirma o teorema a

seguir.

Teorema 2.3.2. A transformacdao de Gauss preserva a medida de Gauss e esta € equiva-

lente a medida de Lebesque.

Demonstragao:

1% parte: (Invariancia) O teorema da extensao de Caratheodory nos diz que, para provar
o resultado desejado, basta demonstra-lo para os intervalos da o - dlgebra de Borel sobre

0, 1].

Observemos primeiramente que, se (a,b) € [0, 1], entao

1 1
—1 o
r <a’b>—g(n—+b’m)-

De fato, como, para cada parte [1/(n + 1),1/n), a fungdo 7, : [1/(n + 1),1/n) —

0,1), sendo T3, = Tyl /m+1),1/n), € bijetiva, continua e mondtona decrescente, temos que
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T Ya,b) = (T7b), T (a)). Se T, (a) =B €[1/(n+1),1/n), entdao 5 = 1/(n+6) para

algum 0 € (0, 1] e isso implica
a=T,08)=n+0—-|n+0]=n+0—-—n=>0.

Assim, T7!(a) = 8 =1/(n + ). Disto segue que

T (a,0) = | T, (ab) = | (nibn—lka) '

neN neN

Do fato acima obtemos

o) = U ()

B i": 1 1
N "\ ¥ n+a

n=1

B i 1 1Og<1+1/(n+a))
“— log2 1+1/(n+0)

1 o n+a+1 o n+b+1

log 2 & n+a & n+b

[log(n+a+1) —log(n + a) —log(n + b+ 1) + log(n + b)]

log 2

1 1 b+1
~ log2 ©8 a+1

sendo a ultima igualdade devida uma série de cancelamentos que podem ser observadas

']
n=1
0o
n=1

através das somas parciais, onde encontramos somas telescopicas.

2% parte: (Equivaléncia) Seja A um subconjunto mensuravel de [0,1]. Para z € [0,1),

temos
1 1 1

< < .
2log2 " log2(z+1) ~ log2

Integrando obtemos

1
/ dz </ L dr < 1 dx,
4 2log?2 4 log2(x 4+ 1) log 2

o que implica
1
2log 2

Portanto 1 e A\ sao equivalentes.

A(A) <n(A) < 7—A(A).

log 2
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Para a demonstracao do proximo teorema, precisamos do Lema abaixo cuja prova

pode ser encontrada em [5] pagina 189.

Lema 2.3.3. Considere a medida de Gauss n e defina, para cada i € N, E,, = m U E,

k=1n=k
onde E, = {x = [a1,...,a,,...] €[0,1);a, > i}, entdo n(Ey) =1

Observemos que E,, é o conjunto dos ntimeros reais cuja expansao continuas possui

uma infinidade de quocientes maiores que um dado ntimero natural.

No caminho da prova de que os 2 - Diofantinos formam um conjunto excepcional,

temos o seguinte resultado:

Teorema 2.3.4. A medida de Gauss do conjunto dos nimeros com quocientes limitados

é zero.

Demonstragao:
o
Basta mostrar para « € [0,1). Podemos redefinir tal conjunto como L = U L; sendo,
i=1
para cada ¢ € N,

L ={z€0,1);3N(z) tal que a;(z) <iVj> N(x)}.

e x =lay,as,...,a,,...]. De fato, se x possui quocientes limitados, entao existe [(z) tal
que aj(z) < I(x) para todo j. Neste caso, basta tomar ¢ > [(z) e N(z) = 1 e temos
x € L; C L. Por outro lado, se x € L, entao existe ¢ € N tal que x € L; o que implica
a existéncia de N(x) tal que a; < i para todo j > N(z). Para esta situagao, escolhendo
[(x) = max{ai,...,an), i}, obtemos a; < I(x) para todo j, ou seja, x é um nimero com

quocientes limitados.

A defini¢ao acima nos permite dizer que, para demonstrar o resultado desejado, basta

provar que 7n(L;) = 0 para todo ¢ € N. Para isto, iremos precisar da

Afirmacao : Dado i € N, entao

(L) = En = B

k=1n=k
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De fato, se z € (L;), entdo, para todo N € N, existe j > N tal que a; > i. Assim,

existem infinitos valores de j tais que z € E; o que implica € E.,. Por outro lado, se

o0

x € B entao x € U E,, para todo k € N, ou seja, para cada k € N existe n > k tal que
n=~k

an(z) > i, o que implica z € (L;)".

i

Da afirmac@o acima e do lema (2.3.3), temos que, para cada ¢ € N, n((L;)¢) = 1 e
assim 7(L;) = 0. Portanto

oo

n(L) = n(U L) < Z n(L:) = 0.

O

A medida de Gauss 7 apresentada nesta secao possui mais uma propriedade interes-
sante, a ergodicidade com relacao a transformacao de Gauss 7. Em particular, con-
siderando a o - algebra gerada pelo atomos da particao P associada a T' como uma trans-
formagao Markoviana (ver capitulo 3), n é exata com respeito a T'. Isto, juntamente aos
fatos de que n é probabilidade T" - invariante, nos leva a concluir que 7 é a Probabilidade

unica descrita no teorema Folcldrico citado no capitulo 3.

2.4 A dimensao de Hausdorff do Conjunto dos
Numeros de Liouville

O conjunto dos numeros de quocientes limitados, como veremos no Capitulo 5, esta contido

no complementar de um conjunto especial de nimeros bem aproximaveis, os nimeros de

Liouville definidos abaixo. A demonstragao apresentada nesta secao, tem como referéncia

[6], pagina 9.

Defini¢ao 2.4.1 (Numeros de Liouville). Um nimero x € R € dito nimero de Liou-

ville se, para todo n € N, existem a,b € Z com b > 1 tais que

a 1
0<‘ ——‘<—.
YT S
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Embora tenha boa propriedade diofantina o teorema seguinte mostra que este conjunto

é realmente pequeno e nada denso.

Teorema 2.4.2. O conjunto dos nimeros de Liouville possui dimensdao de Hausdorff nula.

Demonstracao:

Precisamos provar que a medida de Hausdorff s - dimensional do conjunto £ dos
numeros de Liouville é nula para todo s. Inicialmente observemos o que ocorre para o

conjunto £ N (—m,m) sendo m € N.
Afirmagao : Para cada n € N temos
= P 1 p 1
LN (—=m,m) C U U (———n,——i——n) =F.
Tormg N T4

De fato, suponha z € LN (—m,m) com = ¢ E. Logo, existe n € N tal que para todo
q > 2 e para todo p € [—mq, mq| temos que = ¢ (p/q — 1/4",p/q+ 1/q") o que implica

|xr —p/q| > 1/q™ e isso contradiz a defini¢do de nimeros de Liouville. Assim, = € E.

#
Dados € > 0 e s > 0, vamos escolher n que satisfaca simultaneamente
(2m + 1)2°
<€ ms>2 e —— <e.
2n—1 ns — 2

Cada intervalo I, = (p/q — 1/q",p/q + 1/q™) tem comprimento 2/¢™ < 1/2"~! < €. Logo,

tomando os intervalos de E como € - cobertura de L N (—m, m) obtemos

WA mm) < 3 (qi)

q=2 p=—mq

o0 2 S
= ) (2mg+1) <—n)

q=2 q

=~ (2mq + 1)2°
<>

q=2 9

= (2m +1)2°
S Z qnsfl

q=2

*© dx

< (2 1)2°
< (2m+1) /2 p—
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—ns+2
(2m+1)2°
ns — 2

e e

1

2—ns+2

< €

Como € é arbitrario, entao H*(L N (—m,m)) = 0 para todo s > 0. Desta forma, para
todo s >0

0 <H(L)=H’ ( U (LN (—m, m))) = Z H (LN (—m,m)) = 0.

meN meN

O

Este teorema nos leva a perguntar o que acontece com os nimeros que nao sao bem
aproximaveis, o conjunto dos numeros diofantinos ao qual dedicaremos uma se¢ao no

Capitulo 5.
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Capitulo 3

Transformacoes de Markov

Neste capitulo falaremos sobre transformacoes de Markov, que sao aplicacoes uniforme-
mente expansoras a partir de um iterado suficientemente grande, definidas em uma quanti-
dade enumeravel de ramos, em que entenderemos por ramo cada parte conexa do dominio
onde a transformacao é diferenciavel, e possuem propriedades boas que nos permitem

obter um certo controle sobre a separacao de érbitas.

Na primeira secao definiremos transformacao de Markov. Na segunda, daremos dois
exemplos de tais aplicagoes, uma definida em finitos ramos e outra em infinitos. Por
fim, na ultima segao discutiremos um pouco sobre algumas propriedades ergddicas das
transformacoes e demonstraremos os primeiros lemas que utilizaremos para provar o teo-
rema principal desta dissertacao. Entre eles, obteremos uma estimativa para controlar a
distor¢ao (com respeito aos atomos de partigoes de Markov geradas por uma aplicagao) e

veremos que, se uma transformacao possui finitos ramos, a distor¢ao é limitada.

Os conceitos que definiremos neste capitulo serao utilizados por todo o texto a partir

de agora.

Como preliminares para este capitulo, precisaremos definir uma particao especial.
Sejam T : [0,1] — [0, 1] uma aplicagdo e Py = {P(j) : j € A} particao de [0, 1] em

intervalos abertos (ignorando um conjunto enumeravel) sendo A finita ou enumerdavel.
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Definimos indutivamente parti¢oes
Pr =A{PGo, ji,---» jgr); (o, Jr,---» ju) € A1}
de [0, 1] da seguinte maneira:
P(jo, Jis---» dr) = Plo Jio-- -5 Je—1) NT*(P(jr)).

Assim temos Py = Pr_1 VT 1 (Pr_1).

Figura 3.1: Construcao de um atomo de P;.

Vamos definir também os seguintes conjuntos:

u=NUYUr u=UJyr P=U 7P

m<n PEP, meN PeEPp, m>0

Em palavras, U,, é o conjunto formado pela uniao de todos os pontos dos dtomos da
partigdo P,, ou seja, [0, 1] menos os pontos excluidos pela partigao P,; U é o conjunto
[0, 1] menos os pontos excluidos por todas as parti¢oes; e P o conjunto de todos os dtomos

de todas as partigdes P, de [0, 1].
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Apos algumas reflexdes é possivel observar que cada atomo da particao P,, pode ser

reescrito da seguinte maneira:

P(jos - jn) = {2 € [0,1; T*(2) € P(jks--.,jn) VO <k <n}.

3.1 Definicao

Agora estamos prontos para definirmos transformagcoes de Markov.

Defini¢ao 3.1.1 (Transformacgoes de Markov). Dizemos que uma transformagao T :

[0,1] — [0,1] é Markov com particao Py se as sequintes condi¢oes abaizo sao satisfeitas:

i) para cada j € A existe A; C A tal que T(P(j)) = intU P(i);

i€A;

ii) temos inf A(T'(P(j))) > 0;

jEA

iii) a derivada T' de T € definida e 1/T" é limitada sobre Uy,

iv) existe f > 1 tal que (T") >> (" sobre U, ou seja, existe K > 0 constante tal que

|(T™)| > KB™ para todon > 1;

v) existe v € (0,1) tal que
1 =T"(z)/T"(y)| << |z —y[

para (x,y) € diag(Py), onde diag(P,) = {(z,y) € Px P; P € P,} ea << b

significa que existe k > 0 tal que a < kb.

Observe que i) nos diz que podemos particionar a imagem de P(j) por atomos da
propria Py. O item ii) nos diz que a imagem de cada dtomo de Py possui medida de
Lebesgue nao nula (lembrando que A denota a medida de Lebesgue) e, além disso, existe
um cert “comprimento”minima para T'(P(j)) para todo 7 € A. A condigao iii) nos
diz que a derivada nunca se anula, o que juntamente com o teorema do valor médio,
permite que dois pontos distintos de um mesmo atomo da particao Py nunca tenham a
mesma imagem. Se calculdassemos o expoente de Lyapunov em um ponto x e tivessemos:

1
lim —log [(T™) ()| > log 3 encontrarfamos, para n suficientemente grande, |(T")(z)| >
n—oo M
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B" e assim, a expansao dependeria do ponto. Isso nos diz que a propriedade iv) é mais
forte do que a simples convergéncia pontual do expoente de Lyapunov pois uniformiza o
limite, além disso, diz que T™ é uniformemente expansora a partir de um n suficientemente
grande, o que também reforca o item iii). O teorema do valor médio nos déa a seguinte
informagao: dado um j € A fixo, se x,y € P(j), existe ¢ € P(j) tal que |T'(x)—T(y)|/|z—
y| = |T"(¢)|. Tomando (y € P(j) qualquer temos, da condi¢ao v), que

7= T0)

= T'(C) = T'(6o)| + 1T'(Go)]

< K'T'(G)IIC — Gl + [T"(Co)|

< KIPG+T'(G)| =
em que C' nao depende de x e y. Isto nos diz que, dentro de cada atomo de Py, a distor¢ao
é limitada. Isto quer dizer que se tomarmos um intervalo dentro de algum P(j) € Py e
dividirmos o comprimento de sua imagem pelo seu comprimento este sera menor que

uma constante que nao depende de tal intervalo, ou seja, esta razao é, de certa forma,

controlada.

3.2 Exemplos

Nesta secao apresentamos exemplos de transformacoes Markov.
Exemplo 3.2.1 (§ - transformacao). Para um nimero § € N defina Tg(x) = (fz)

onde (y) denota a parte fraciondria de y € uma transformacao Markov.

De fato, definimos, para A = {0,1,...,3 — 1}, as partigoes:

(32 e}

' ' ' h+ 1 .
Plz{(%_{—%a ]EO_{—%)’ (JO?]I)EAz}a

(indutivamente)

ety
{<Zﬁl+1’ Zﬁlﬂ ]ﬂn+1 >; (Jos Jis -+ Jn) €A +1}.
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10 10 10 10 10 10 10 10 10

Figura 3.2: 10 - transformacao.

Afirmacao 1: P, = Pr VT 1 Pr_1).

De fato, observe que, por construcao, os atomos de Py, sao encontrados na divisao exata

de cada dtomo de Pj,_; em f3 intervalos iguais de diametro 1/3*. Fixando P(jo, j1, - - . jr—1)
temos:
[P(o, iy -2 k) NTH(P(i)| = |P(fo,f1, co k) N T*%P(jo Jus-e s gk-)))]

k_
_ ]k 1+ 1 Jh1
- Z 5l+1 Z B+t o 3k

ﬁk
Como em P(jo,71,...,jr1) os conjuntos T~ (P(jo,j1,---,jx—1)) sdo intervalos abertos

disjuntos pois T|( PGoigi 1)) € bijegao, temos tnica possibilidade

7"'7jk7

P(.]'N()v.fh s 7.jk11> N Tﬁn<P(jk*1>) = P(j707]717 s 7jk:17.jk)

com ji € A.

Afirmacao 2: T é de Markov com a partigao Py.

De fato,

(i) T(P(j)) = (0,1) = z’nt((O, Hu..U (5 1)) — int|J P(i)

(IS
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(if) inf AT (P(5))) =1 >0.

(iii) Para cada P(j) temos que para todo = € P(j)

d —1
) = (- 0a) =5
¢ claramente limitada.

(iv) Para cada P(j) temos que para todo € P(j), como vimos em (iii), temos 7"(x) = (3.

Logo
(%) (z) = HT’(Tk_i(:v)) =",

(v) Sejam z,y € P(j) e qualquer v € (0, 1), temos

:‘ﬁﬂ:ogm—yw

’T’(y) — T"(x)
T'(y)

Portanto, de (i),(ii),(iii),(iv) e (v) segue que T' é Markov.

<%> se x#0

0 se =20

Exemplo 3.2.2 (Aplicagao de Gauss). T (z) =

¢ uma transformacao de Markov.

11
5 4

Figura 3.3: Transformacao de Gauss.
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De fato, tome

(i) Temos que

P = (5ip 5) = 100 = 0.0 =il (. ) = PO

ieN
(ii) Para cada P(j) temos inf A\(T(P(j))) = inf A((0,1)) =1 > 0.
JEN JEN
(iii) Temos Uy = ﬂ U P =Py Sexe€l[l/(jo+1),1/jo] € Po, temos que |1/x]| = jo,
m<0 PEPn,

dai

=1 - || =3 -h=T@ =5 = 1T = <1

(iv) Vamos particionar novamente o intervalo unitdrio [0, 1] em intervalos do tipo

[1—1/(n—1), 1 —1/n]. Observe que

1 1 1
o) |
n—1 RS

—1
_n —1
n—2
B 1
 on=2
e
1 1 1
T(1—-— = —
(-2) - -l
= n —1
n—1
B 1
 on—1

ou seja, que T'([1—=1/(n—1), 1—=1/n]) = [1/(n—1),1/(n —2)] é um dos atomos da

parti¢do inicial. Observe também que se I =[1 —1/(n—1), 1 —1/n], temos

I

= [-(n—1)? —(n—2)7
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= [ (0]
e -]

(T?) (2)| = |T'(T(2))T"(x)| > (n = 2)* (n/(n — 1))*.

Assim, se x € I temos

Note que
n=2)(n/(n—1)=vV2>0=>n>2+V2+6)/2229=n>3.

Desta forma, para n > 3 temos (72)'(z) > (v/2)?. Temos também |T"(z)| > 1. Se n = 2,
obtemos I = (0,1/2). Sex € I, segue que 1/2 > x = 72 > 4 implica |T"(x)| > 2 > (v/2).
Dai

(T T() > (V3 s T(x)e (1 - = Lo %) >3
1
T(T(x)T'(x) > 1.(v/2)> = (vV2)? se T(z) € (O, 5)
Deste fato segue que
T2m Ti_[ T21 (\/E)Qm

para todo m € N Logo, pelo algoritimo da divisao, existem m € N e r =0 ou r = 1 tais

que n =2m+r. Se r =0, entao
(T (@)] = [(T) ()] = [(T°") (2)] = (V2)*™ = V2",
Se r = 1, temos

(T (2)] = [(T*™*7) ()] = [(T*") (T(2))T' ()| = (V2)™".v2 = V2".
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(v) Para x,y € diag(Py) temos

Tl 2
P Gl I PR
T'(y) 2
1
= ;Ix+y|lfc—y|
1
= P!Hyllﬂc’—y!mlfc—yl”2
9 1
< (n+ 1) e —|r —y|'?
n y/n(n+1)
2(n + 1)2
< (—2)|$_y’1/2
n

cujo limite é 2|z — y|*/2 quando n tende a zero. Logo, existe ng € N tal que para todo

n > ng ocorre 2(n+1)?/n? < 2. Tomando K = max{8,...,[2(n+ 1)%]/[n?] < 2,2} temos
T'(x)
— < Klx—y 172,
‘ T'(y) .

3.3 Consequéncias da Definicao de Transformacoes

de Markov

Nesta secao demonstraremos algumas consequéncias da definicao de transformacao de
Markov que serao uteis para a demonstragao do teorema principal. Antes disto, discutire-
mos brevemente sobre a ergodicidade das transformacoes de Markov. Para isto, daremos

algumas definicoes.

Definigao 3.3.1 (Aplicacao Invariante). Uma aplica¢ao mensurdvel T : X — X sobre
um espago de probabilidade (X, A,n) € dita invariante se n(T~1(A)) = n(A), ou seja, a

medida de um conjunto da o - dlgebra € preservada por sua imagem inversa.

Definicao 3.3.2 (Sistema Exato). Um sistema dinamico (X, A,n,T) € dito exato

quando a o - dlgebra ﬂ T7"(A) somente contém conjuntos de medida 0 ou 1.
n=0

Definicao 3.3.3 (Sistema Ergdédico). Um sistema dinamico (X, A,n,T), em um espago
de probabilidade, é dito ergddico quando n(A) = 0 ou n(A) =1 sempre que T~*(A) = A
com A € A, ou seja, todo conjunto invariante por sua imagem inversa possui medida nula

ou total.
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Observe que todo sistema exato é ergddico.
De fato, se (X, .A,n,T) é um sistema dinamico exato, entdo temos que

T (A)=A= A= ﬁ T"A)= A€ ﬁ T7"(A) = n(A)=0oun(A) =1

n=0 n=0

O teorema seguinte é denominado folclore pois os avangos para sua prova podem
ser encontrados nos trabalhos de diversos matemaéticos e, portanto, sua demonstracao
nao pode ser atribuida a nehum autor em especifico. Uma versao (para transformagoes
uniformemente expansoras C? por partes) deste resultado foi provado por A. Losota e
J. A. Yorke no artigo [7]. Além disto, veremos, no capitulo 6, que as transformacoes
de Markov sao, de forma mais geral, transformagoes expansoras, que definiremos em tal
capitulo. Com esta observagao, podemos fornecer mais uma referéncia, o livro [10] pagina

102.

Teorema 3.3.4 (Teorema Folclore). Se a aplicagio T : [0,1] — [0,1] é Markov,
entao ela preserva uma medida 1 equivalente a medida de Lebesque e o sistema dinamico

([0,1],B,n,T), em que B denota a o - dlgebra de Borel sobre [0, 1], é exato.

O teorema acima nos fornece uma ponte entre as teorias de transformagoes de Markov
e de dimensao de Hausdorff pois, como vimos no capitulo 1, as medidas de Hausdorff e
de Lebesgue sao equivalentes, o que nos permite dizer que a medida, citada no resultado,

preservada por uma transformacao de Markov é equivalente a medida de Hausdorff.

Teorema 3.3.5 (Teorema ergédico de Birkhoff). Seja (X, 3, 1) um sistema dindmico

ergodico, sendo p uma medida de probabilidade, T : X — X wma transformacao invari-

ante e f € LY(X, 8, 1). Entao

N

1
lim

; 1 J _
Jim 23 AT @) = [ s

<.
Il
o

para quase todo ponto em X.

Uma consequéncia dos teoremas folclérico e de Birkhoff é que ([0,1],B,7,T) é um

sistéma dinamico ergédico e, além disto, para todo A € B,

lim 3" xa(T" () = n(4)

N—oco [N
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para quase todo ponto com respeito a medida de Lebesgue, ou seja, a medida ¢é igual a
média temporal (ou média de Birkhoff) com relacdo a fungao caracteristica x : A — R

tal que
1 se x€A

0 se x¢ A

xa(z) =

Vamos agora estudar algumas propriedades das transformagoes de Markov que uti-

lizaremos ao longo deste texto.

Lema 3.3.6. Seja T uma transformacao de Markov com particao Py. Para cada inteiro
nao negativo n, a particio P, é uma cole¢io de intervalos abertos (os dtomos da parti¢do)

sobre cada um dos quais T"' é continua e injetiva.

Demonstragao:
Vamos demonstrar por indugao.

Se n = 0 temos por definicao que Py é um conjunto de intervalos abertos. Além disso,

de (iii) segue que T" é definida e Ti é limitada sobre Uy. Logo, existe k& > 0 tal que
|T"| > k. Com isso, T" nao muda de sinal em cada atomo P(jo) de Py = Uy. Assim, T
¢ injetiva em cada P(jy). Portanto, Py é uma colegdo de intervalos abertos em cada dos

quais 7' é continua e injetiva.

Suponha P,,_; colecao de intervalos abertos em cada dos quais 1™ é continua e injetiva.
Como ja sabemos que P(j,) € Py é aberto e T™ é continua, temos que T~"P(j,) é aberto
e assim

P(jo; ji, -+ dn) = P(Jo, iy -+ s Jn1) N T (P(Jin))
é aberto. Além disso, por (iv) temos que existe 3 > 1 tal que (T"") >> 3" > 1 > 0.
Logo, em cada dtomo P(jo,j1,---,Jn) € Pn, (T™) nao muda de sinal. Assim 77! ¢
injetiva em cada P(jo,J1,---,Jn). Portanto P, é uma colecao de intervalos abertos em

cada um dos quais T"*! é continua e injetiva.

Corolario 3.3.7. O conjunto [0, 1\U é enumerdvel.

Demonstragao:

56



Observemos que

— G Lnj ([0,1]\( U P>>.

n=0m=0 PePm,

Logo, basta mostrar que, para cada m € Ny, [0, 1]\( U P) é enumeravel. Temos,
PePm

do Lema (3.3.6), que U P ¢é uniao disjunta de intervalos abertos em [0, 1], logo, o

PePy,
conjunto destes conjuntos é enumerdvel e, como P, é partigdo de [0, 1], os elementos

de [0, 1]\ ( U P) sdo os extremos destes intervalos e, portanto, [0, 1]\ ( U P) é

PEP, PEPm
enumeravel.

4

Utilizaremos, futuramente, o lema acima na construcao de medidas suportadas nos
atomos de P. Isto serd possivel pois o fato de [0, 1]\U ser enumerdvel nos permite anular
a medida de tal conjunto, ou seja, poderemos desconsiderar os pontos extremos dos dtomos
das partigoes P,, para todo n. Lembremos também que este resultado é muito mais forte

quando falamos em medida de Hausdorff pois ele implica dimg ([0, 1]\/) = 0.

Lema 3.3.8. Para todo n € Ny, max AP) << 7",
€Pn

Demonstragao:

De (iv) temos que existe 8 > 1 tal que (T")" >> p". Do fato que cada P € P, é
intervalo aberto, temos que A\(P) = sup |z — y|. Logo temos que, para cada x,y € P,

z,yeP
existe z entre x e y tal que

" n v 1 1
12> [T"(x) = T"(y)| = [(T )(Z)I|ﬂc—y|:‘|w—ylﬁm<<@~

Portanto A(P) << 7" para todo P € P, ou seja, max AMP) << ™™
€Pn
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Este resultado nos diz que o tamanho dos atomos das parti¢oes P,, diminuem a uma
velocidade comparavel a 37" onde 3 é o mesmo da condicao (iv) da defini¢cdo de trans-
formacao de Markov. Além disto, o tamanho dos atomos tende exponencialmente rapido
a zero quando n tende a infinito. Utilizaremos este lema juntamente com o Lema (4.2.4)
do Capitulo 4 para comparar medidas que iremos criar a frente com a medida de Lebesgue

em relacao aos atomos das particoes P,.

Lema 3.3.9. O conjunto [0, 1]\U € denso.

Demonstragao:

Lembrando que U = ﬂ U P temos que, se x € [0, 1], entao existe n € Ny tal que

x € extremo ou estd no interior de algum atomo P € P,. Se z for extremo de algum

P € P, nao ha o que mostrar. Se nao, sejam € > 0 e § > 1 como na condi¢ao (iv) da
definicao de transformacoes de Markov. Logo existe ng € N suficientemente grande tal
que 7" < g Assim, como, pelo Lema (3.3.8), Igrel%iio A(P) << 7" e Py, ¢ uma parti¢ao
de [0, 1], existe P € P,, tal que P € (x —¢, x+¢€). Desta forma, sendo P = (y, z), temos
que z, z € (x —e€, x+¢)N([0,1]\U). Portanto [0, 1]\U é denso.

U

A densidade de [0, 1)\U implica que em qualquer vizinhanga V' contida em [0, 1] existem
infinitos n € N com P € P, dentro de V. Disto segue a densidade dos atomos de de P
em [0, 1].

Lema 3.3.10. Para (z,y) em diag(P,) temos (T™)'(x)/(T™) (y) << 1 uniformemente
em n.
Demonstragao:

Da condigao (v) da defini¢ao de transformagao de Markov e da regra da cadeia, temos
que existem C' > 0e 0 < v < 1 tais que

‘ (T") (x)
(Tm) (y)

n—1

-0

=0
1

T(T?(x))

(
(T7(y))

<
Il

3

< [T (@) =T W) +1),

0

<
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o que implica

(T ()
o ‘ T ()

3 log(C1T(2) ~ T/ (w)]" + 1

< Y (O - TP,
entao 1
(Tn T ] Y
’(T” (y) ’ Zo e =rwn: Y

Como temos T" continua e derivavel em cada atomo de P, para (z,y) € diag(P,) segue
do Teorema do Valor Médio e da condicao (iv) da defini¢ao de transformagao de Markov

que existe 3 > 1 (uniformemente em j) tal que

7" (x) = T™(y)| = [(T"77) (2o)||T7 () = T (y)| = B" |17 (z) — T (y)].
Assim, de (3.1), obtemos

‘ (T") (x)
(T) (y)

< expz (BT (@) — T™(y)|")

< exp

ClIT"(x) = T"(y)” Z(ﬁ”)k)]

k=0

< e |0(1/(1-57)7

com exp [C(l/(l - 5—7))—1] > 0.
U

Observemos que (T™)'(z)/(T™)'(y) << 1 garante a existéncia de algum k£ > 0 tal
que para todo n € N temos |(T™)'(z)/(T") (y)| < k, ou seja, uma limitagao uniforme
para (1) (x)/(T")'(y) com (z,y) € diag(P,). Além disso, como x e y s@o arbitrarios,
temos 1/k < (T™)(z)/(T™) (y) < k, fato que nos serd muito 1til na demostrac¢ao do lema
(3.3.11) seguinte.

Lema 3.3.11. Existem constantes positivas A e B tais que

)‘(P(jn—lajn)) < /\(P<j07'--7jn)) /\<P(jn—1;jn))
AP (jn-1)) = MP(o,- -+ Jn-1)) A(P(jn-1))

uniformemente emn > 1 e P(jo,...,jn) em P,.

A <B
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Demonstragao:

Como P(ju_1,7n) = T YP(jo,---,5n)), do Teorema do Valor Médio, existe = €
P(joa s 7]n) tal que

AP (n-15)) = MT"HP(os 1 5n))
= (I (@)AMPo, - - jn));
entao
AP (o, - -5.5n)) = (T"71)(2)) AP (-1, Jn))-
Analogamente A(P(jo, ..., Jn-1)) = (T" 1) (y)) *"AN(P(jn_1)). Assim

)‘(P(jOa s 7Jn)) _ (Tn_l),<y) )‘(P<jn71:jn)).

AP (o, - gn-1)) (T () A(P(Gn-1))

(
Logo, do Lema (3.3.10), existe k > 0 tal que, para todo n > 1

l)‘(P(jnflajn» /\<P(j07 cee u]n)) )‘(P(jnflajn»
ko AP(n-1))  — AP0, Jn-1)) MP(fn-1))

<

<k

O

O lema acima nos garante o controle da distor¢ao através da comparacao da medida de
Lebesgue dos atomos das primeiras particoes Py e P;. Este controle sera imprescindivel
na demonstragao do caso infinito do Teorema de Abercrombie e Nair no Capitulo 5. Além
disto, utilizaremos este resultado para demonstrar o lema seguinte que também tem grande

importancia na prova de tal teorema.

Lema 3.3.12. Se Py € finito, entao

)\(P(jOa s >]n))
AP (os - -+ Jn-1))

onde o infimo € tomado sobre todos os elementos (nao vazios) P(jo, ..., Jn) € Pp.

inf >0

Demonstragao:

Como Py é finito, segue que P; também é finito e existem

0<M=maxA(P) e 0<m= min\(P).
PePo PePy
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Do Lema (3.3.11) temos que existe A > 0 tal que para todo n > 1

A(P(jOa v >]n)) A(P(jn—lajn)) m
APUos—cojnt) = APG) =7
Portanto
ouf AP0 Gn))

A(P(j07 cee 7jn71))
U

Este fato reforca o que ja haviamos observado quando definimos transformagoes de
Markov. Anteriormente percebemos que existe uma certa distorcao limitada se estudamos
esta com relagao a cada atomo de Py. De maneira mais forte, o lema acima nos garante
que, se tivermos a partigao inicial finita, nao precisamos mais de tal restricao e o resultado
é global, ou seja, a distorcao é, de fato, limitada. Esta limitagao,como veremos mais a
frente, é uma das importantes informacoes que possibilita a demonstracao do Teorema de

Abercrombie e Nair para o caso finito.
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Capitulo 4

Dimensao de Billingsley

Neste capitulo estudaremos um pouco sobre dimensao de Billingsley. Embora tal dimensao
tenha teoria mais ampla do que o contetiddo abordado, nosso estudo sera feito de forma

estritamente direcionada a demonstracao de um dos teoremas principais deste texto.

Na primeira se¢ao falaremos sobre a definicao de tal dimensao veremos que esta é bem
similar a definicao de dimpy, embora dependa de uma medida, e mostraremos algumas
caracteristicas e propriedades desta que nos serao um pouco familiares ja que também sao

similares a algumas propriedades da dimensao de Hausdorff.

Na segunda segao estreitaremos de vez os lagos entre as dimensoes de Hausdorft e de
Billingsley provando que elas coincidem sob algumas condigoes. Além disto, estimaremos,
sob certas hipdteses, a razao entre as dimensoes de Billingsley de um conjunto relativas
a duas medidas distintas, construiremos uma classe de medidas de probabilidade com
propriedades boas para utilizarmos na demonstracao do teorema de Nair e Abercrombie,
e provamos que para uma probabilidade p Boreliana sobre [0, 1], a dimensao de Billingsley

de um conjunto de medida p nao nula com relacao a esta probabilidade é total.
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4.1 Definicao

Para estudar a dimensao de Billingsley precisaremos considerar algumas defini¢oes pre-

liminares:
Defini¢ao 4.1.1 (Rede). Uma rede enumerdvel sobre um conjunto ug C [0,1] € uma
cole¢ao B de conjuntos de Borel de uy com as sequintes condigoes:

1. o conjunto ug € a uniao de todos os elementos de B;

2. seu ewv sao elementos de B, entaou Cv ouv Cu ouuNv=>0;

3. para cada u € B, o conjunto
o(u):={veBvCueseweBevCwdCu entiow € {u,v}}

forma uma particao de u;

4. Para z € ug temos {z} = ﬂ u.

ueEB, z€u

Podemos imaginar B como sendo uma rede de renda cujas partigoes compoem seu

tracado.

Observemos que P, como definido no capitulo 3, é uma rede e este fato é o que realiza
a conexao entre as transformacoes de Markov e a teoria sobre dimensao Billingsley que
estamos estudando neste capitulo. Além disso, se u € P, entao existe n € N tal que

u= P e€P,eoc(P)éo conjunto dos atomos de P,y contidos em P.

Defini¢ao 4.1.2 (Fungao Posto). Seja ug C [0,1] e B uma rede de ug. A fungao posto
h de v € B ¢é definida por

h(v) = card({u € B;v C u,v # u})

onde card(H) € a cardinalidade de um conjunto H.

Novamente tomando P como rede, temos que, se P € P,, C P, entao h(P) é o niimero

de atomos de P;, com 0 < i < n, que contém P, ou seja, h(P) = n.
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Definicao 4.1.3 (Caminho de Rede). Sejam vy C [0,1] e B uma rede de ug. Um
caminho p de B € uma sequéncia (u;) = (uj(p)) (finita ou nao) com uj1 € o(u;) para

cada j € Ny, tal que h(u;) = j. Denotaremos o conjunto dos caminhos de B por pB.

Cada elemento de B pode ser identificado a uma sequéncia (u;)o = (u;(p))},, com
N € NoU oo, ujr1 € o(u;) e ujr1 # uj, pela interseccdo dos conjuntos da sequéncia.
Este fato, justifica o nome “caminho”. Observe também que, neste caso, temos h(u;) = j.
Além disso, podemos identificar 1y com um subconjunto de pBB definindo, para cada z € ug

e j € N, uj(z) como o tnico u € B satisfazendo z € u e h(u) = j.

Importante: No caso de pB ser uma o-algebra, sendo ;1 uma medida sobre ug, entao
1 € o- aditiva sobre B e, pelo teorema de extensoes de medidas, existe uma tinica extensao
de p sobre pB. Por um abuso de notacao, tambem denotaremos tal medida por u. Em
todo o restante do capitulo estaremos nos referindo a medidas deste tipo quando tomarmos

i medida sobre pB.

Definicao 4.1.4 (u - 6 - cobertura). Dados 0 > 0, uma medida p e um conjunto

E € R" nao vazio, uma f - 0 - cobertura de E € uma cole¢io (E,)%, de conjuntos tais

que E C U E, e u(E,) < 0 para todo n € Ny.

n=0
Definigao 4.1.5. Sejam ug C [0, 1], uma rede B de uy, um caminho pBB de B, uma medida

W nao-atomica sobre pB e E C pB. Definimos

e}

), o(F) = inf {Z:(M(En))”7 (En)oey € — 0 - cobertura de E - E,, € BVn € No} e

n=0

01(E) =1im £ (E).

9*)0 H,

Lembrando das propriedades de medida ( p é uma medida), podemos afirmar que o
¢ uma medida exterior e uma medida com respeito a ¢ - dlgebra de Borel e as demon-
stracoes destes fatos sao analogas as que fizemos no Capitulo 1 para a medida de Hausdorff

colocando p no lugar de | |.

Observe que EZ o(E) é nao crescente em relacao a #. De fato; seja 0; < 5. Fazendo

%(E) = {Z(M(En))v, (Ep)lgépu — 0 - coberturade E: E, € BVn € NO} ,

n=0
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ﬁ/(E) = { (W(En)) (En)y é - — 05 - cobertura de E @ E, € BYn € Ng}

M,92
n=0

segue que () , (E) C %(E) Tomando os infimos temos £ , (E) > £, (E). Isto nos
leva a notar que

C(E) =supl] o(E).
0>0

Além disso, se 0 < 0 < 1e (] < ooey >d,sendo (B,)y2, uma - 6 - cobertura de E

com B, € BVn € Ny, segue

D (B =D (u(Ba)) " (u(Ba)* < 677 (u(Ba))".

Tomando o infimo encontramos £}, o(E) < 6779 ,(E). Fazendo § — 0 temos £} (E) = 0.

Analogamente, fazendo d < 7 encontramos KZ(E) = 00. Assim,

oo se y<d
((F) = .
0 se v>d

Este comentéario nos mostra que esta bem definida a seguinte:

Defini¢ao 4.1.6 (Dimensao de Billingsley). Sejam uy C [0, 1], uma rede B de ug, um
caminho pB de B, uma medida p sobre pB e E C pB. Denotaremos df(E) a dimensao

de Billingsley de E com respeito a B e a p definida por

d,)(E) = inf{0 < v < 00; ((E) = 0} = sup{0 < 7 < 00; (}(E) = oo}

A dimensao de Billingsley possui propriedades similares as da dimensao de Hausdorff.
Estudaremos aqui algumas que precisaremos saber para demonstrar os lemas da préxima

Secao:

Propriedade 4.1.7 (Monotonicidade). Sejam uy C [0,1], uma rede B de ug, um
caminho pB de B, uma medida nao atomica p sobre pB, E C pB e F C pB. Se £ C F,
entdo dj,(E) < dj(F).

Demonstragao:

Dado 6 > 0, observemos que toda p - 6 - cobertura de F' {F,}5°, é uma p - 6 -
cobertura de E. Disto segue que (] ,(E) < (] ,(F) para todo v > 0. Fazendo ¢ — 0,
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encontramos £} (E) < £7(f). Suponha que df(E) > s > df(F). Logo
0o =Ll (E) <L (F)=0

0 que é um absurdo. Portanto d5(E) < d (F).

O

Propriedade 4.1.8 (Estabilidade Enumeravel). Sejam uy C [0,1], uma rede B de
ug, um caminho pB de B e uma medida nao atomica p sobre pB. Se Fy, Fy, ..., Fy, ...

€ uma sequéncia enumerdvel de conjuntos em pB, entdao

S 1<i<oco
=1

A demonstracao desta propriedade é andloga a prova da propriedade (1.3.4) de di-

mensao de Hausdorff com dff e €ff‘5 respectivamente nos lugares de dimy e H**.

Propriedade 4.1.9 (Conjuntos Enumeraveis). Sejam ug C [0, 1], uma rede B de uy,
um caminho pB de B, uma medida nao atomica p sobre pB e E C pB. Se E € um

conjunto enumerdvel, entdo d(E) = 0.

Demonstragao:

Se E é um conjunto enumeréavel, podemos escrevé-lo como F = {ey,es, ..., €n, ...}

Logo, dado 6 > 0, {e;}32, é uma p - 6 - cobertura de E. E assim, para todo v > 0 temos
(lB) <3 le) =0,
i=1

Fazendo 6 — 0, encontramos £ (E) = 0 para todo v > 0. Portanto, df =0.

4.2 Lemas Importantes Sobre a Dimensao de Billings-

ley

Nesta se¢ao daremos continuacao aos estudos dos lemas que precisaremos para demonstrar

o resutado de Nair e Abercrombie:
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Lema 4.2.1. Se Py € finito, existe C' > 0 tal que, para 6 > 0 suficientemente pequeno e

qualquer x € [0,1], o conjunto Bs(x)N[0, 1] pode ser coberto (mddulo 0) por dois elementos

P,Q de P satisfazendo max(A(P), A\(Q)) < C0.

Demonstragao:

Tomemos § < ]rjrn?gl A(P). Neste caso, a bola Bs(z) possui, no maximo, um ponto de
€Po

Uy. Provaremos aqui que
AP oy -+ Paz1))

que tem sua existéncia garantida pelo Lema (3.3.12). Dividiremos esta demonstracao em

C = inf

trés casos:

1° caso: Suponhamos que

Bs(z) N [(0,1) \ U] = {y} # 0.

Subdividiremos o estudo deste caso a andlise do que ocorre nos seguintes intervalos:

A) [ZL’— 67y]7
B) [y, x + 0]

Para estudar A) tomemos h € N (devido ao Lema(3.3.9)) tal que [z—4¢, y|N{[0, 1]\ } D
{y, 1}, comy # y1, e [x—9,y]N{[0, 1]\Uy_1} = {y}. Para a parte B) consideremos k € N
tal que [y, z + 6] N {[0, 1\Ui} D {y,y2}, com y # ya, e [y, x + 3] N{[0, I\Ur—1} = {y}-

Podemos assim considerar

P* = (y1,y) = P(jo. j1, .-, jn) € Pr,

P = P(jo jis- - dn-1) € Pr-1,

Q* = (y,y2) = Plig,i1,...,1x) € P e

Q = P(ig, i1, .,ik-1) € Pr_1.
Do Lema (3.3.12) segue que existe C' > 0 tal que \(P*)/A(P) > C e A(Q*)/\Q) > C.
Assim,

P UQ" C{Bs(z)n[0,1]} c PUQ

sendo

MP) < CAXP) <C§ e MQ)<CANQY) <C6.
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2° caso: Suponhamos que
Bs(z) n{0,1} = {y} # 0.

Neste caso teremos P = ) procedendo como em 1°-A) quando y = 0 e como em 1°-B)

quando y = 1.

3° caso: Suponhamos que

By(x) N {10, 1\Uo} = 0.
Tome h € N tal que I = Bs(x) N {[0,1\tp} # 0 e Bs(xz) N {[0,1\U,_1} = 0 . Se
I for unmitario, digamos I = {y}, podemos proceder como no primeiro caso. Se [
possuir mais de um elemento, isto implica que existem P* = P(jo,j1,-..,jn) € Pn €

P = P(jo,j1,---,Jn-1) € Pn_1 tais que
P* Cc{Bs(x)n[0,1]} C P
Podemos utilizar o Lema (3.3.12) novamente para encontrar
AP) < CX(P7) < Co.

Assim, basta tomar P = @) e o resultado segue.

O

Este lema nos diz que qualquer bola com raio menor que o tamanho do menor atomo
de Py pode ser coberto por dois dtomos de P de tamanhos menores que o raio da bola

vezes o infimo da distorcao e precisaremos deste fato para provar o seguinte:

Lema 4.2.2. Se Py € finito, entao, para cada subconjunto de Borel E de [0,1] tem-se
dY(E) = dimy E.

Demonstragao:

Como, pelo lema (3.3.7), O conjunto [0, 1]\U é enumeravel, as propriedades (4.1.8) e

(4.1.9) nos dizem que, para alcangar o resultado desejado, basta provar para o caso
EnU=F.

Sejam 0 > 0 e A a medida de Lebesgue unidimensional. Denominaremos

HI(E') = {Z \Up |75 (U, é 6 - cobertura de E’}
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Z}M\(E') = {Z()\(Un))v; (Un)se, é X — § - cobertura de E' : U, € P Vn € N} .

n=1
Por um lado, tome (U,)2%, uma A - § - cobertura aberta de £’. Lembrando que os
abertos de [0, 1] sao do tipo (a,b) N[0, 1] ou unido enumeravel destes, podemos encontrar
uma familia (7,,)°_; de intervalos sendo
| = AE UU U e D0 = 00
m=1 n=1 m=1

Logo

Y AW =D AU =Dl € HI(E).

m=1

Daf, concluimos que para todo Z()\(Un))7 € g}y/\(E') existe Z |11,|" € H)(E') tal que

n=1 m=1
Z()\(Un))W < Z |I,,|7. Desta forma temos
n=1 m=1

HI(E') = inf H)(E') < inf (] ;(E) = 3 5(E").
Fazendo § — 0 encontramos H”(E’") < £](E’) o que implica dimy E' < d{(E").

Por outro lado, tomemos § < max A(P) e (Up)$e, uma 0 - cobertura de E' com

U, € BVYn € N. Logo para cada n, existe uma bola B} de diametro menor do que ¢

tal que U,, C B} e Z |U,|" = Z |Bf|7. Do lema (4.2.1), segue que cada Bj pode ser

n=1 n=1

coberta (médulo 0) por um conjunto do tipo (P, U @,) em que existe C' > 0 tal que
AMP,) < C§ e ANQ,) < C6 e portanto (P, U Q)% é uma X - 2C§ - cobertura de E'.

Disto temos que

Z|Un|7 Z|Ba|7_z (B5) 7>Z (PaUQn))”
n=1

Assim, para todo Z U,|" € H)(E') existe Z( (PUQn))" € £ 5es tal que Z()\(Pn U

n=1

Qn))’ < Z |U,|". Isto implica que

n=1

H:{(E’) = inf ﬂg(E/) > inf gch&(El) = [)Y\,QCYS(E,)'
Deste fato segue H7(E") > £} (E’) e logo dimy E' > d}(E").
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Portanto dimpy E' = d}(E").
U

O resultado acima nos diz que, no caso em que a particao inicial da rede é finita, a
dimensao de Hausdorff coincide com a dimensao de Billingsley com respeito a medida de
Lebesgue. Isto nos da a ponte entre as duas dimensoes que precisamos para demonstrar
o caso finito do teorema de Nair e Abercrombie. Além disto, na prova utilizaremos

fortemente os trés lemas que mostraremos a seguir. Antes, daremos a seguinte defini¢ao:

Defini¢ao 4.2.3. Sendo B uma rede enumerdvel sobre [0, 1], para cada x € [0, 1], defini-

mos u,(x) como o unico elemento u de B tal que x € u e h(u) = n.

O elemento u, () estd bem definido pois, se € u; Nuy € uy # ug, entao uy Nug # 0
o que implica u; C us ou us C u;. Se, sem perda de generalidade, u; C wus, temos

h(uy) > h(ug) + 1 # h(uz) e portanto a defini¢ao ¢ boa.

Para demonstrar o préximo lema, precisaremos adotar as seguintes convengoes: para

E>0en<1
((log{  logl  logl

log0  logn log0
log0  log& logO

= = = 4.1

logn logl logl (4.1)
log0  logl
[ log0 logl

Lema 4.2.4. Sejam py, po probabilidades nao atomicas de Borel sobre [0,1] e seja v uma

rede enumerdvel de Borel sobre [0,1]. Suponha E C [0, 1] satisfazendo

()
o 2 0f 42)

Ec {x €10,1] : lim log(p12(un
n— 00 IOg(/h(Un

= B B
Entdo dj; (E) > éd;,(E).
Demonstragao:
Iremos dividir esta demonstracao em dois casos.

1° caso A principio assumiremos i (u,(z)) > 0 para todo x € E. Para demonstrar este

caso basta provar que

df (E) <& =d (E) < ¢/
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De fato, supondo por absurdo ds (E) < dd}, (E), existe € > 0 tal que d5 (E) < € <

5d52(E) o que, pela hipotese, implica
B B B
d.,(E) <¢€/d < (dd,,(E))/6=d,,(F)
o que ¢ uma contradicao.

Tome x € E. Logo, existe N(z) € N tal que para todo n > N(z) tem-se s (u,(x)) <
(p1(un(2)))°. Defina

E, = {x € B;m(un(r)) > p ou po(un(w)) < (1 (un(2)))’, ¥n € N}.

onde p = 1/N para algum N € N. Observe que E, cresce quando p decresce, ou seja,
p1 < pg implica E,, C E, . Além disso, E, | E quando p | 0 pois, se € I, temos que
se n < N(x) entao u,(x) O un)(x) o que implica iy (un(x)) > 1 (un@)(x)) e, tomando
p=1/Np tal que Ny € N, Ny > N(x) e i1 (un()(r)) > 1/Np, obtemos = € E,,.

Como, pela propriedade (4.1.8),
dB = dB U E, | =sup dfz(Ep),
>0 p>0

basta provar que dfo(Ep) < £/d para todo p. Tome 0 < p; < p e e > 0. Como
d., (E,) < d,(E) < &, temos que existe ()2, uma jy - p; - cobertura de E, tal que

Z:ul(PZ-)5 < €;. Podemos supor, para cada i, P, = u,(x;) para algum z; de E,. Disto,

e do caso que iy (P) < py < p, segue ua(P) < (m(P)) < pr, o que implica (P)2, ser

uma gy - p1° - cobertura de E, e

Z(Mz(ﬂ))w < Z(ul(ﬂ))E < €.

Desta forma obtemos ¢*/° (B, < (5
p2,p0 NP

*p < €1. Tomando p; — 0 ee; — 0 temos Ef/f(Ep) <
(5, = 0. Logo, d,,(E,) < £/0.

2° caso Agora, suponha existir x € E tal que p;(u,(x)) = 0 para algum n € N. Defina,

para j = fi; OU ji = fl,

E,={z € E;3n € N: p(u,(x)) = 0}.
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e tome uma p - 6 - cobetura {P;}°, de E, tal que P, = u,(x;) para algum z; € E,.

Temos que
ns(B) <D (u(P))* =0
i=1

para todo ¢ > 0 e para todo s > 0, o que implica £;(E,) = 0 para todo s > 0. Assim,

dB(E,) = 0. Disto e da propriedade (4.1.8) segue que
d(E) = d;(E, U (E\E,)) = sup{d,;(E,.), d;(E\E,)} = d,)(E\E,).

Se z pertence ao conjunto a direita da equacao (4.2) e pi(u,(z)) = 0 para algum n € N,
entdo, pelas convengoes em (4.1), existe m € N tal que po(up(x)) = 0 e dai E\E,, C
E\E,, o que implica d5(E\E,,) < d,(E\E,,) para todo p. Disto e do primeiro caso
temos

dﬁl (E\Eﬂl) Z 5d/ljg (E\Eﬂl) Z 5d52 (E\EMQ)
Logo,

U

Este lema nos fornece uma condigao para podermos comparar a dimensao de Billingsley
entre duas medidas diferentes, de fato, podemos estimar a razao entre estas dimensoes.
Lema 4.2.5. Suponha que a funcao p' : P\{[0,1]} — [0, 1] satisfaz Z W (v) =1 para

vEo(u)
todo u € P. Entao existe uma tunica medida de probabilidade p sobre [0,1] satisfazendo

p(u)p'(v) = p(v) para todos u,v € P tal que v € o(u).

Demonstragao:

Primeiramente, observe que P é um semi-anel (ver Apéndice A). Definamos, lembrando
que u = P(jo, ..., Jn) para alguns jo, ..., j, € A, amedidav : P — [0, 1] sobre o semi-anel

P da seguinte forma:

0 se u=10
v(P(jo,---Jn)) = W (Po) se n=0
HM'(P(J'O, oy Jk)) se n>0

k<n
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A medida v esta bem definida pois:
i) v(0) =0,

i) Se {w;}2, é uma colegao disjunta de conjuntos em P tal que U u; € P, entao existe

=1

o0

m € N tal que
Uuz:Pm GPm.
i=1

Sabendo que
O-(P<.]O7 AR 7jn)) = {P(.]()? AR 7.]”7.]);.] 6 A} Y

da definicao da v e da hipdtese, temos que

v(P(o, -, dn)) = [[#(PGos---ir)

= [H M/(P(jo,-~-,jk))] -Z#/(P(jm--wjmj))

= Z [H /L/(P(j(], e 7jk>)lu’/(P<]07 ce 7]”7]))

JEA Lk<n

= > (P, jn:4))

JEA

- 3 v(P) (4.3)

PEPn+1ﬂP(jo ..... ]n)
para qualquer n € N. Denotando
Ky ={P € Ppi1 NPy Nn{u},},
Ky ={P € (Pmi1 N Pu)\ Ky},
Kpin =A{P € Pmgnt1 N Py N{u; }52,},
Kpin = {P € (Prmsnta N f(m+n—1)\Km+n}

para todo n € N, por indugao obtemos, de (4.3),

v(Pp)= Y v(P) + > v(P)+-+ > wv(P)+ >  wP)

PeKm PEKT)’H»I PeKm+n Pekm«i»n
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para todo n € N. Assim,

V(Uu,) = v(P,)

=1

= lim v(P,)

= lim Z v(P) + Z v(P) +---+ Z v(P) + Z v(P)
e PGKm PGKm+1 PEK’m+n PERm+n

= ZV(P)+ Z v(P) -+ Z
PeKy, PeKpi1 PeKmin

= ZV(PEPernﬂPmﬂ{ui =)
neN

= Zy(u

Logo, pelo teorema de extensao de medidas (ver Apéndice A) existe uma tinica medida

de probabilidade p sobre [0,1] que estende v. Além disso, se u = P(jo,...,jn) € P e

v = P(j07 S 7jn7jn+1) S U(U), entao

plw)p'(v) = uw(Pos - gn))i (P oy - - s Jns1))

- [H/’L jOa"‘7]k

k<n

= Hu]oa"w.]k

k<n+1
= wv).

.,U/,(P<j07 B ujmjn-l-l))

Basta agora mostrar a unicidade de p. Suponha 1 probabilidade sobre [0, 1] tal que
n(u)p'(v) = n(v) para todos u,v € P tal que v € o(u). Desta forma

W 2 W= 3 )= 3 at)

vEo(u) vEo(u) veo(u

e, analogamente, p(u) = Z w(v). Disto e da hipdtese temos

veo(u)

2 (%) > (ZEZD ~ 77(1U) - u(lw = #lu) = wtw).

veo(u) vEo(u)

Portanto p é unica.

74



Lema 4.2.6. Seja u uma medida de probabilidade Boreliana nao atémica sobre [0,1] e

seja B uma rede Boreliana enumerdvel sobre [0,1]. Se E C [0, 1], entdo u(E) > 0 implica
B(F —

d,(E) =1.

Demonstragao:

Sejam 6 > 0 e (B,)2, uma p - 0 - cobertura de E' com : B,, € B Vn € N. Logo

w(B) < u(lJ Ba) < u(By).

Isto implica £}, o(E) > p(E) > 0. Fazendo § — 0 temos £),(E) > 0. Assim, d-(E) > 1.

Por outro lado, como p é nao atomica, podemos tomar uma cobertura por intervalos

(L)%, de [0,1] de tal forma que u(I;) = n~! para todo 1 < i < n. Disto segue que

para todo v > 0. Supondo v > 1 temos, fazendo n — oo, £)(E) < £)([0,1]) < 0. Assim,
_ plica (B
£1(E) = 0 para todo v > 1 o que implica d;;(E) < 1.

Portanto df (E) = 1.
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Capitulo 5

O resultado de Abercrombie e Nair

Neste capitulo iremos falar sobre o teorema principal do artigo de Abercrombie e Nair
[1]. Tal teorema calcula a dimensao de Hausdorff de conjuntos em que cada um destes é
definido observando a érbita de um ponto por uma transformacao de Markov. Portanto,

definamos Orbita.

Definigao 5.0.7 (()rbita de um ponto). Diremos que a drbita de um ponto x € D por

uma transformacao T : D — D € o conjunto

Qr(z) = {T"(x);n € No}

Agora, podemos apresentar os conjuntos:

Defini¢ao 5.0.8. Se 7 = (z,)%2, € uma sequéncia de nimeros reais tais que 0 < x, < 1,

T:[0,1] = [0,1] e f: Ny — R, onde Ny = NU{0}, € uma funcdao positiva, definimos

Exr(r, ) = {z € [0,1]; [log d(zr, Qr(2))] << f(r)}

Enfim, o resultado é o seguinte:

Teorema 5.0.9 (Abercrombie, Nair). Sejam 7 = (z,)%2, uma sequéncia de nimeros
reais em [0,1], f: Ng — R uma fungdo positiva tal que f(r) >>r* e T :[0,1] — [0,1]
uma transformacgao de Markov com uma particao Py definida sobre um conjunto A. Entao

dlmH ET(T, f) =1.
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Observemos que, se x € Er(T, f), entao existe k > 0 constante tal que

|log d(xy, ()| < kf(r)

o que implica

—kf(r) <logd(x,, Q(x)) < kf(r)

e, exponenciando,

e k) < d(z,, Qx)) < ek f(r)

Como f(r) >> r? podemos reescrever
e < d(z,, Qx)) <

Como d(z,,Q(x)) < 1, a desigualdade do lado direito ndo nos acrescenta nenhuma in-
formagao. Contudo, a desigualdade da esquerda nos diz que os pontos de Er(7, f) sao
aqueles que estao assintoticamente afastados da érbita de x e veremos que cada um destes

conjuntos, variando 7 e 7', possui dimensao total.

Na primeira se¢ao, estudaremos os tultimos trés lemas que, juntamente aos lemas dos
Capitulos 3 e 4, nos permitirao a demonstracao do teorema principal. Na segunda secao,
demonstraremos o teorema para o caso em que a particao Py da transformacao de Markov
considerada ¢ finita. O caso infinito sera provado na terceira secao. Por fim, na quarta
secao, mostraremos algumas consequéncias do teorema, entre eles um sobre nimeros

Diofantinos e outro sobre niimeros nao normais.

5.1 Um Pouco Sobre Teoria da Informacao

Antes da demonstracao do resultado de Abercrombie e Nair, vamos estudar, de forma
objetiva a prova, um pouco sobre teoria da informacao. Esta teoria trata sequéncias finitas
como palavras e suas componentes como letras cujo alfabeto A é um conjunto enumeravel

ou finito de nimeros, que no nosso caso serao naturais, ou A? = {(wp, wy, . .. L, Wj);w; €

AVi=1,... 5}
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Defini¢ao 5.1.1 (Palavra Boa). Dizemos que uma palavra W = (wy, ..., w,) € U A
j=0

¢ boa quando ndo existe inteiro positivo m tal que m < (n+1)/2 e
Wy = Wy -+ oy Wp—m = Wp.
Esta definicao nos diz que uma palavra é boa quando nao é formada pela repeticao das

m primeiras letras em sequéncia com o inicio das repeticoes ocorrendo antes da metade

da palavra, por exemplo
(wOa Wy, W2, W3, Wo, W1, W2, W3, Wy, 'U]l)

nao é uma palavra boa enquanto que (wg, wy, ..., w,), tal que w; # w; para todo i # j, é

uma palavra boa.
Defini¢ao 5.1.2 (palavra pratica). Uma palavra W = (wy,...,w,) € UAj ¢ dita
=0

pratica quando W = (wy, ..., wy_1,w),) € boa para cada w), € A\{w,}.

A definicao acima nos diz que uma palavra sera pratica se pudermos trocar sua
ultima letra por qualquer outra para torna-la boa. Exemplos: Tomando o alfabeto A =
{1,2,3,4,5}, Wy = (1,2,1,2,1,2) nado é boa embora seja préatica, Wy = (1,2,1,2,1,5) é

boa mas nao é pratica, W5 = (1,2,3,4,5) é boa e prética.

Poderiamos aqui nos perguntar se existem palavras que nao sao boas nem praticas.

Descobriremos, através do lema a seguir, que a resposta para esta pergunta é negativa.

Lema 5.1.3. Seja W = (wy, . .., w,) uma palavra em A", Se existe um inteiro positivo

m menor que (n+1)/2 tal que
Wo = Wy, W1 = Wini 1y -+, Wyom1 = Wp_1, MAS Wy_m F Wy, (5.1)
entao nao existe inteiro positivo m' menor que 1+ n/2 tal que
WY = Wity W1 = Wt 415+ + - Wyt = Wh, (5.2)

ou seja, W € boa.
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Demonstragao:
Suponha existir tal m/.

1° caso: Se m’ < m, podemos tomar m’ o menor inteiro positivo que satisfaz as condicoes
(5.2). Desta forma, teremos que m’ divide m pois, se m = gm’ + r para algum ¢ € N e

algum 0 < r < m’, entdo, da condigdo m < (1 +n)/2, temos
n>2m—1=2qm'+2r—1=(q+1)m'+r—1+(¢g—1)m'+r > (¢+1)m'+r — 1.

Dai, de (5.1) segue que

W(g+1)m/ +r—1 = W' —1
e de (5.2),

W(g+1)ym'+r—1 = Wr-1,

o que implica

Wy -1 = Wr—1.
Aplicando (5.2) obtemos
Wy = Wy = Wp, W1 = Wr41y -, Wm/—1 = W/ 4r—1
e além disso, como n —m — gm’ < n —m, de (5.1) temos
Wn—m—gm! = Wn—qm/
e, como n —qm’ <n—m', de (5.2) segue,
Wp—gm/ = Wn,

isto implica

Wy—y = Wy
Assim, r < m/ e satisfaz (5.2), o que contradiz a minimalidade de m'. Podemos entao
escrever m = gm/. Disto e do fato que n — m/q > n — m’ segue, usando (5.2),

W, 7é Wp—m = Wn—m/q = Wn,

o que é uma contradicao.
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2° caso: Se m' > m, tomemos m o menor inteiro positivo que satisfaz (5.1). Por célculos
similares aos feitos no primeiro caso podemos concluir que m divide m’, ou seja, existe
g € N tal que m’" = ¢gm. Também similarmente, para qualquer inteiro positivo m;
menor que 1+ n/2 que satisfaca (5.1), m divide m;. Assim, m divide m; — m/, digamos
my —m’ = ¢gm. Se gm > 0, dos fatos que n —m >n—m’ e m' + gm = m; > 0, segue de
(5.1) que

Wy, = Wnem/ = Wnem/—gm = Wn—m, 7 Wn.

Se gm < 0, temos m’ —m; = —gm > 0 e, como n —m > n — my, o resultado segue

analogamente. Isso nos leva novamente a uma contradicao.

Observe que do lema anterior segue naturalmente o seguinte corolario:
“Se W € A" nao é pratica, entao W é boa”.

Ganhamos também, pela contrapositiva que toda palavra que nao é boa é pratica.
Lema 5.1.4. Seja W = (wy, ..., w,) € A" Entao W = (wy, ..., w,_1,w),) € boa para
todo w!, € A\{w,} ou Wy = (wo, ..., Wn, Wpy1) € boa para todo wy4q € A.
Demonstragao:
Primeiramente considere W tal que existe m < (1 +n)/2 com
Wo = Wiy -+ vy Wy = Wp—1-

Se Wy, = wy,, W nao é boa. Dai, pelo Lema (5.1.3), temos que W é pratica, o que implica

/

') é boa para todo w!, € A\{w,}. Por outro lado, se wy,_,,, # wy,

W' = (wo, ..., W1, W
(W nao é prética), temos que Wy = (wy, ..., Wy, wy41) é boa para todo w,+1 € A pois, do

contrario terfamos m” < (n+1)/2 < 1+ n/2 tal que
Wo = Wy, W1 = Wypr4 1, -« + s Wy = Wy, Wiy 41 = Wpt1,
o que implica que W néo é boa e isso contradiz o Lema (5.1.3).
Agora, considere W tal que nao exista m < (n+1)/2 e
Wo = Wiy -« s Wp—sp—1 = Wp—_1.
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Isto claramente implica W’ boa pois, do contrério, tal m existiria.

Antes de enunciar o proximo lema, adotaremos as seguintes notagoes:

1) Para f: Ny — R, r e Ny =NU{0} e e > 0, ef(r) := exp(—e ' f(r)),

2) Se A = (ap,...,ap) e B= (by,...,b,), A [ B significa que a, # b, e apenas uma das

condicoes abaixo ocorre:
ap—q = b(), R bq—l

ou

apg = bq_p, N bq—l

conforme p > g ou q > p.

Por exemplo, se A = (1,3,5,7,2,3,5,4,9), B = (2,3,5,4,5) e C = (7,2,3,5,4,9),
temos que A [ B, C' [ B, mas nao ocorre A [ C' pois as tltimas letras destas palavras
sao iguais. A notagao A [ B significa que se trocarmos a ultima letra da menor palavra
pela tltima letra da maior, o resultado estara completamente contido no final da palavra

maior.

O lema que demonstraremos a seguir é essencial a demonstracao do caso finito do
teorema de Abercrombie e Nair. Contudo possui uma prova extremamente técnica e
longa. Portanto, o leitor que nao estiver interessado em estuda-la por alguma outra
razao, nao encontrara dificuldades na compreensao do teorema mesmo que assuma tal

lema como verdadeiro.

Lema 5.1.5. Sejam (x,)%2, uma sequéncia de nimeros em (0,1), A finito e f : Ng — R
tal que f(r) >> r%. Para € escolhido suficientemente pequeno, existem inteiros N, e N

dependendo de € e palavras

/ / /

W, = (Wro, W1y .- wen,) € W= (wy.g, W)y, ,wnN;)

com r € Ny tais que valem as sequintes condigcoes:
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I) para cada r € Ny temos

Bef(r)(xr) C P(wyo, Wy, ..., Wy N,) U P(wjn,D, w .. ,w;’NT),

I1) todas as palavras W, e W/ sdao prdticas,
III) se A e B sao palavras em (W,)22, ou (W), entdo nio ocorre A [ B,
IV)
—+ = 00
r=0 Nr N;
e a soma da esquerda tende a zero com €.

Beﬂr)(xr)
)
a I r I
) —— )
P(WTYO!WM! ---1Wr,N,) P(W;,05W;,1 ’ '-'W;,Nyr)
Beﬂr)(xr)
/ )
| X |
b T
R —
P(Weo,W, 1, ---,Wr,N,) = P(W;,O,W;,h ---W;,N’r)

Figura 5.1: A figura a) ilustra as vizinhangas P(W,.) e P(W/) encontradas no caso que x,
¢ extremo de algum atomo de alguma particao P,. Caso contrario, a vizinhaca é tnica
e é simbolizada na figura b). Tais vizinhagas nos permitem transferir o conceito métrico,

representado pela bola, para o contexto da teoria da informacao através das sequéncias

W, e W/

Demonstragao:

Para cada 7, escolha (w,5);2, e (w;,)i2, da seguinte maneira: se z, € U, w,, =
w,. ), = jn(x,), se ¥, € [0,1]\U, existe ¢ € N tal que ¢ é o menor inteiro tal que z, € U..

Neste caso, para h < ¢ escolha w,, = w,.;, = ju(r,), para h > ¢ escolha w,j e w,, de tal
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forma que z, é o ponto final do intervalo P(w,g,...,w,;) e o ponto inicial do intervalo

P(wy.q, ..., w,,). Observe que, para todo h € Ny e todo 7 € Ny, temos

T, € P(Wrp, ..., wen) UP(wy g, w, ).
Ainda para cada r, tome N, = N,(¢) denotando o maior inteiro positivo tal que
(zr —egp(r),m,) C P(wro, ..., w,5,)
e N. = N.(¢) o maior inteiro positivo tal que
(Tr, 2 +ep(r)) C Plw,g, ..., w ).

Consideremos a sequéncia (W (p))o2, de elementos

— —

W'r = <w7"’07 tet 7wr,ﬁr) € Wr - (U};’O, s 7w;7N;)

ordenados nao decrescentemente por seus comprimentos, ou seja, se N(p) denota o com-
primento (N, ou N..) da palavra W (p), entdo p < ¢ implica N(p) < N(q). Paran < N(p),
consideremos W (p,n) o segmento inicial de W(p) de comprimento n. Por exemplo, se

Wp) = (g, . w!

!/ /
-~/
TN

), entdo W (p,n) = (wy.g, .-, w,,). Denotemos (lembrando que A

é finito)
/\<P(j07 cee a]n))
AP (Jos -+ Jn-1))
Do lema (3.3.12) segue que C' > 0 e, por defini¢ao, C' < 1. Por indugao temos

m =min A(P(j)) e C =inf

De fato, se n = 0 obtemos A\ > m = C%n e se a afirmacao é verdadeira para algum
n — 1 € Ny, segue

A(P((](]? s 7jn—1>)
> CC"'m

AP o, -+ -, jn)) (P(jos - -+ Jn-1))

= C™"m.

Em particular temos mC**+1 < \(P(wy.g, ..., W, p,4+1)) onde M, = N, ou M, = N.

r

Isso implica, da defini¢do de M, e do fato que f(r) >> r?,
ep(r) = e~ 1) > MNP (wy g, - -y Wepg,11)) = mCMr
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o que implica
e f(r) < |log(mCM )| < |logm| + (M, + 1)|log O,
entao
Ae'r? < |logm| + (M, + 1)|log C| (5.3)

com A > 0. Isso nos diz que M, — oo quando € — 0. Assim, para qualquer k£ > 0, posso

escolher € suficientemente pequeno tal que M, > kr?. De fato, tomando
e < A/(k|log C| + |logm| + | log C|)

temos, por (5.3),

Ae1r? — |logm|

M, 1
|log ¢|
| log m| o |logm|
k 1)r2— —1
= ( Tlege] )" Tog
log m|
=k pton (! 1
T ><|10g0| " >
> kr?

Com isso, para € suficientemente pequeno, podemos encontrar inteiros positivos N(p)

satisfazendo

2<N(0), N(p)/2<N({p) <N(p) e N(@p —Np-1)>4p.

Isto ocorre pois, observando que € é inversamente proporcional a k, podemos escolher

1
k > 32M onde M = Z —, de tal forma que € seja pequeno o suficiente para que
p
p=1

N(0) > 8. Escolhamos entdao N(0) = max{N(0)/2,6}, assim

4§@§N(0)_8§N(0)

Temos que N(1) > k > 32M > 32, logo defina N(1) = max{N(1)/2,30} e temos que

16 < N(1)/2 < N(1) < 32 < N(1),

além disto,

N(1) = N(0) > 30— 4 > 2.
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Supondo, indutivamente, escolhidos N(0), N(1), ..., N(p) sendo N(p) = max{N(p)/2, 32p*—
2}, tome N(p + 1) = max{N(p +1)/2,32(p + 1)> — 2} temos que

16(p+1)2<N(p+1)/2<Np+1)<32(p+1)*<Np+1),
além disto,

N(p+1)—N(p) > 32(p+1)> — 2 — 32p® = 64p + 30 > 4(p + 1).

o que nos garante a segunda e a terceira condigoes. Podemos também assumir

= 1 1
;Wﬂs—z
pois
SIRIS SRR KRS
p:ON p=0kp2 :0p

Mostraremos agora que existem inteiros positivos N (p) satisfazendo N(p)/2 < N(p) <
N (p) tais que cada W (p) = W (p, N(p)) é praticae W (p ) J W (q) ndo ocorre para quaisquer
inteiros nao negativos p e ¢. Como arelagdo [ ¢ irreflexiva e simétrica, é suficiente mostrar

que W(p) [ W(q) falha quando p < ¢. Do fato que 2 < N(0), podemos escolher N(0) do

seguinte modo: se W (p, N(0) — 1) = (1., . .. W, §(0y—1)s COM W = w ou W = w', nao é

boa ou nao existe a < N(0)/2 tal que
Wro = Wy, - - - sy Wy N(0)—a—2 — wN(O)—Q?
vimos , na demonstragao do lema (5.1.4), que
W (5, N(0) = 1) = (@ - 50020 )

¢ boa para todo w € A\{w, N(0)— .}, ou seja, W(p, ]\7(0) — 1) é prética e podemos tomar
N(0)/2 < N(0) — 1 = N(0) < N(0). Se W(p, N(0) — 1) é tal que existe a < N(0)/2 com

Wro = Wra; - -+, W N(0)—a—2 = WrN—2 € Wy K0)-a—1 # Wy, N(0)—17

entdao, de acordo com o lema (5.1.4), W (p, N(0)) é boa, e mais, para todo w € A{W, 5o}

Wros .- W, w01, W) também é boa, ou seja, W(p, V é pratica e podemos tomar
Oy, Nr,N(O)l também é b ja, Wip, N(O d t
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N(0)/2 < N(0) = N(0). Suponha N(0),..., N(p—1) escolhidos satisfazendo as condices

desejadas e defina

H(p) :=={ne (N(p—1),N(p)| NZ;W(p,n) é pratica}.

O lema (5.1.4) nos diz que, a cada dois niimeros consecutivos em (N (p — 1), N(p)), pelo

menos um deles estd em H(p). Logo,

N(p)—N(p-1)
. .

card(H (p)) >

Para cada ¢ € [0, p — 1], denote

ho(p) — card{n € H(p): W(p.n /W }

Suponha que, para inteiros positivos n < n’ tenhamos ¢ tal que

W(p,n) / W(g) e W(p,n) / W(q)

Seja W*(q) a palavra obtida de W (q) mudando sua ultima letra para a ultima letra de
W(p,n'). Da defini¢ao da relagao [ segue que W*(q) # W(q) e, como W (q) é prética,
W*(q) é boa.

Devemos ter ' —n > N(q)/2. De fato, se n < —N(q) é claro que n’ —n > N(q) >

N(q)/2. Se n >n' — N(q), entdo
n—(n"—N(q)) >n" —n.

Definamos W (q) sendo a palavra obtida de W (g) mudando sua ultima letra para a ultima
letra de W (p,n) e consideremos, sem perda de generalidade, W (p,n') = (w0, . .., Wy ).

Como W(p,n') [ W(q) e W(p,n) [ W(q), temos
W*(q) = (Wrp-N@+1, -+ W) € WI(Q) = (Wrn-N@)+15 -+ Wrn)-
Dai, sabendo que n — N(q) < n’ — N(q), da suposi¢do acima segue que
(Wrpt1s ooy Wrpr—1) = (Wron—n41s - -« s Wrn—1).

Além disso, tomando s € Ne 0 < v <n—n' tais que n — (n' — N(q)) = q(n’ —n) + v,
teremos que

(wr,(t+1)n7tn’+17 s 7wr,tnf(t71)n/) = (wr,Qn—n—i—lv s 7wr,n)
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sendo 1 <t < s. Assim, podemos concluir que existe uma sequéncia se repetindo a partir

de antes da mentade da palavra W (q) cuja repetigdo termina na penultima letra, isto

implica que, se w,., # w,/, W(q) ndo é pratica e, se w,.,, = w, 7, W*(q) ndo é boa, o que

é uma contradi¢ao. Portanto, n—(n'—N(q)) < n’—n, o que implican’—n > N(q)/2. Isso

nos diz que a diferenga do nimero de letras entre duas palavras que possuem a relagao [

com a palavra W (q) é de pelo menos N(q)/2 e disto segue

Logo, denotando

he(p) < 1+2(N(p) — N(p—1))/N(q).

bip) = card {n & HO:Wpon) [ W(a) s g€ 011}

encontramos

h(p)

IN

IN

IN

IN

IN

<

3 hq<p)

[, 2Np) - Np—1)

(“ N )

P28 - Mo - )Y 1
p—1 4

Conclufmos entdo que existe n, em H(p) tal que W(p,n,) [ W(q) falha para todo q €

[0,p — 1]. Podemos entao tomar W(p) = W(p,n,), o que implica N(p) = n,.

Finalmente, para cada r € Ny, encontremos p € Ny tal que W, = W (p) e escolhamos

W, = W(p) = W(p,n,). Facamos o mesmo para encontrar /. Da nossa longa con-

strugao, podemos concluir que W, e W/ satisfazem I), II) e III). Resta-nos mostrar que a
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condicdo IV) é satisfeita. Para isso, observe que N(p) > N(p)/4, dai

<1
2% <

Mg
5

1 §4Z 1 Sizl'
() = &= N{p 32 8

=

Il
=)

[e.e]

1
Similarmente temos Z N’ —. Assim

r=0 T

ol =

Além disso, como

N, — -1
- | log ¢|
e 0 mesmo vale para N/, por 5.3, temos
/1 1 = Ae 112 — [logm|\ " o
— 4+ =)< 2 0.
Z(N+N’>_Z ( | log O > -

r=0

r=0

5.2 Demonstracao para o caso de A finito

Faremos, nesta secao, a analise do teorema principal deste capitulo para transformacgoes de

Markov com parti¢ao Py finita e consideraremos A = A = 1,2, ..., n tal que n = card(Py).
Suponhamos T : [0, 1] — [0, 1] uma transformagao que, com uma partigao P, satisfaz

ii), iii), iv) e v) da definigao de transformacao de Markov e, no lugar de i), satisfaca:

i’) para cada j em A existe A; C A com card(A;) > 3 tal que T'(P(j)) = int U
1€EA;

Afirmagao : Para demonstrar o Teorema (5.0.9), ndo ha perda de generalidade ao consid-

erarmos 1’ como acima no lugar de uma transformacao de Markov.

De fato, suponha S uma transformacao de Markov com uma particao Qy. Pela
condigao iv), existe # > 1 tal que |\S’(x)| > (3 para todo = € [0, 1]. Logo, se card(Qy) = 1,

pela propriedade iii), S é continua em [0, 1] e, pela propriedade iv),

|1S(x) = S)| = |5"(zo)l|lx — yl = Blz —yl.
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Assim, tomando x muito préximo a 0 e y muito préximo a 1 teremos
1S(z) = S(y)| = B> 1,

o que é uma contradigao. Desta forma, temos card(Qp) > 2. Disto segue que existe h € N

tal que S"*1 =T é Markov com Q,, e satisfaz i’), pois

On = {QUo; j1,----Jn); Ji € A}

possui pelo menos 2! elementos, ou seja, card(Qp,) >4 >3seh>1e

SN QUo, - - dn) = S(QUin)) = int | ] Qi) =int | ] | QUob. ... Ih=1,1),

iEA]' iEAj LieEA;

o que mostra a condicao i’).

Sabemos que inf A(S(Q(jo))) > 0. Suponha

JoEA

Qlélcgh )‘<Sh(Q(.]07 s 7jh*1))) > 0.

Assim,

Inf AS*HQUos - g))) = inf AS(SM(QGrs -+, jn)) > 0,

e isso nos diz que vale ii).

Temos que
h+1
Sh—i—l HS/ Sh+1 2
existe sobre Uy €
h+1 1
_ s h+1
S’ <L= ‘ Sh+1 - H S/(Shﬂﬂ') < LT
i=1

0 que nos garante iii).

Existe § > 1 tal que |[(S™)| >> (™ para todo n € N, em particular para os multiplos

de h + 1 que conclui iv).

Ja sabemos que existem k > 0 e v € (0,1) tais que |1 — 5'(x)/S"(y)| < k|x — y|” para
todos z,y € diag(Py). Sejam x1 = S(z) e y1 = S(y) com xy1,y; € diag(Py) C diag(Pp), o
que nos permite tomar z,y € diag(Py). Assim,

S'(x)
5'(y)

\1 _S@) ey — = RalS() = S@)| < RIS )]z — ol
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Desta forma, tomando k; = k;|S(2)|,

CS@)||, SW| |, S S@ (V@)
’1 5 (1) ‘”S’(y) - ‘1 St 50 ()
(@] |8 S
- ‘1 (52 (y) ‘S«yo S(y) |
entao
() @), S| | SE)| .|, S
‘1 (&) (y) ‘1 5 (4) ‘”S’(y) *‘1 () *‘1 5'(y)
¢ o e ]

Do lema (3.3.10) temos que existe L > 0 tal que [(S)(x)/(S) (y)| < L para todos z,y €
diag(P1). Logo

_(5(@) N r— "+ ko — o]
’1 U0 ke —y" (1 + L) + kafz — y|” + klz — y|

= (24+ L)k +k)|x—y|”

= klz -yl

onde k = (2+ L)ky + k. Repetindo este processo h + 1 vezes encontramos K > 0 tal que

(5" (x)

‘1 (5 (y)

< K|ZL’ - y|’Y7
que nos garante v).

Por fim, tome 7 = (x,,)22, arbitréaria e denote
M = (20, S(x0), ..., (x0), 21, S(x1), ..., S"(z1),...).

Se vale o teorema (5.0.9), entdo dimy(Er(z™, f)) = 1. Temos que provar que

dimH(ES(T, f)) = 1.

De fato; vamos escrever 7" = S7(x|,/+1)) onde T é o menor resto nio negativo de
r médulo h + 1. Se o teorema(5.0.9) é verdadeiro para alguma f, entao serd verdadeiro
para g >> f. Portanto, nao ha perda de generalidade em assumir f dominada por algum
polindmio porque, se todo polinémio fosse dominado por f, bastaria provar o resultado
para um deles que este valeria para f. Tal fato implica f((h + 1)r) << f(r), pois, caso

contrario, para cada n € N, existiria r, tal que f(r,) > 2" f((h + 1)r,) para qualquer

90



r € R, ou seja, f(r) cresceria mais que polinomialmente o que contradiz o fato acima.

Assim,

Er(r™,f) = {a;|logd(S(x(r/ns1y)), Qsrer ()] << f(r)}
= A{z;|logd(z,, Qs(S(x)))] << f((h+1)r)}
C Es(di,f)

#

A demonstracao da afirmacao acima nos diz que se tomarmos uma transformacao 7",
com n suficientemente grande, sendo esta uma iteragao de uma transformagao de Markov
T, T™ obedecera a hipétese i') e, além disso, se for confirmada a validade do teorema

(5.0.9) para T™, entdo tal resultado também sera verdadeiro para 7.
Da mesma maneira, também podemos assumir, sem perda de generalidade que, no
lugar de iv), T' e P satisfazem

iv’) existe 8 > 1 tal que T" > [ sobre U.

De fato, se ocorre iv’), temos |(T")'| = H |T'(T" )| > ™.
i=0

Teorema 5.2.1 (Caso A finito). Seja A finito. Para cada sequéncia T = (x,)2, de
nimeros reais em [0,1] e cada fungdo positiva f : Ng — R tal que f(r) >> r? a dimensdo

de Hausdorff de Er(t, f) € 1.

Demonstragao:

Para cada € > 0 definamos
Er(t, f,€) = {x € [0,1];|log d(z,, Qz))| < e ' f(r)}.

Observemos que Er(T, f,€) T Er(r, f) quando ¢ — 0. De fato, para todo ¢ > 0 temos

ET(T7 fv E) C ET(T, f)7 se €1 < €9, entao

[log d(zr, x))| < &' f(r) < &' f(r)
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o que implica Er(7, f,€3) C Ep(T, f,€1), ou seja, Ep(T, f,€) cresce quando e decresce e,
se x € Ep(t, f), segue que existe k > 0 tal que |log(z,, Q(z))| < kf(r), assim, tomando
e = k™! temos x € Ep(7, f,€), disto temos
Er(r, f) C UET(T, f,e).
>0
Logo, temos o limite desejado, o que nos permite dizer que, para demonstrar este teorema,

e—0

basta provar que dy (Er(T, f,€)) — 1.

Consideremos, para cada r inteiro nao negativo, uma vizinhanca V, = P. U {z,} U P/,
com P. = P(W,) e Pl = P(W]) sendo W, e W/ as palavras encontradas no Lema (5.1.5),
ou seja, P = P(wyp,...,w,n,) € Pl = P(w,g,...,w, ). Lembremos que, no caso em

que x, € U, temos P, = P..

Para cada = € U, definamos a sequéncia (j,(z))s, pela condi¢ao T"(x) € P(j,(x)),

T = ﬂ P(]O(x)7 o 7]n(x))
Denotemos ) Nt )
Jos -5 Jn
N(PGo, -, jn)) =& AP0, - - Jn-1)) e 7l .
AP (j0)) se n=0

Definamos entao

v'(P(jo, -+ +dn)) = N(P(jo, -+ Jn))

a menos que, para algum r, n > Ny € (Jn—n,;-- -, Jn-1) = (Wr0,. .., Wy N,—1),0un > N/ e
(Jn-nzs -y Jn-1) = (Wygy - ;W v ). Neste caso fagamos
v (P(jo, -5 Jn)) =08 jn = wy,N, OU jp =W, ny,
. _ N (P (o, - - - Jn)) : :
! P e n - ’ AL n r n ! /
v'(P(Jo,---1Jn)) L= NPl jnr, w%) S€ Jn # Wy N, OU Jp # Wy N

com wk = w, N, ou wx = w. y, respectivamente. Observemos que, se r e s sao tais que
b s

(janra ce 7jn71> - (wr,(b cee 7wr,NT71) € (jn—N37 cee ajnfl) = (ws,Oa S 7wS,Ns*1)7

entao w, y, = W;s N, pois, do contrario, terfamos Wi f W, o que contradiz a condigao I1I)
do lema (5.1.5). O mesmo ocorre para este caso com W! e W/ no lugar de Wy e W,. Isto

nos diz que nao ha ambiguidade na definicao de v'.
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Afirmagao 1: Para cada P(jo,. .., j,—1) nao vazio existe j, € N tal que v'(P(jo,...,Jn)) >
0.

De fato; se (jn—n,, - - Jn-1) = (Wro, - .., Wy N,—1), entao precisamos escolher j,, # w;. v,
pois, do contrario v'(P(jo,...,jn)) = 0. Suponhamos que para todo j, # w,y, seja

verdadeiro que

’ . . . A/(P<]077.7n>> —
v'(P(Joy---yJn)) = L= NP ur ) 0,

isto implica

AP (Jos - - -, Jn))
>‘<P(j07 cee ajnfl))

N(P(jo, .. jn)) =0 = =0= AMP(jo,--,4n)) =0

para todo 7, € A. Logo

)\(P(](b cee 7jn71)) = A(P(](b cee 7jn717 wT,Nr>>

= )\(P(j07 cee 7jn—l)) = )\(P(]Oa cee ajn—Nr—lawr,Oa cee 7wr,NT))

o que contradiz a condigao i’) pois esta nos diz que P(jo, ..., j,—1) deve ser unidao de pelo
menos 3" ! elementos distinto de P, e neste caso terfamos que a medida de Lebesgue de
P(jo, - - -, jn1) seria maior que a encontrada. Se (jn-nz,---;Jn-1) = (Wgs -, Wy N1_1),

temos resultado anélogo.

Se (Jn-Nps---Jn-1) #F (Wroy- s WrN,—1) € (Jnongsee oy n-1) #F (Wys oo W n1_q),

Suponhamos que, para todo j,, € A temos

v'(P(jos- -+ Jn)) = ,\)(\ngjjm ,jii?)) -

o que implica A(jo, - .., Jn) = 0 para todo j, € A. Assim

)‘(P(jlh cee 7jn—1)) = Z)\(P<j07 oo ajn—laj)) - 0

JEA

o que é contradicao.

Denotemos

v(P o, -, dn)) = [ [/ (PG, - )

k<n
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Afirmacao 2: Usando o Lema (4.2.5) podemos verificar que v é aditiva sobre P e estende

unicamente uma probabilidade mensurével sobre [0, 1].

De fato; devemos mostrar que

Z v'(v)=1

vEo(u)

para todo u € P.
Seja u = P(jo,- .-, jn1). Logo

o(u) ={P(jo, -, Jn-1,7);] € A}.

Se (jn—Nm s 7jn—1) 7£ (wr,()u s 7wT,Nr—1) € (jn—Nf«a T 7jn—1) ?é <w:"70’ e 7w;’vN7/~*1>7 entao
D ') = > V(PG ja-1.)
vEo(u) JEA
_ ZA(P(jo,...,jn_l,j))
jea )\(P(.]Oa s 7j’n—1))

AMP(Jos - - - Jn-1))
)\(P(.]Oa e ;jn71>>
—_—

Se (jn—Nm Ce 7jn—1) = (U)T’(), Ce ,w,,Nr_l), entao

Z Vl(“) = Z I//(P(jOP"?jnflaj))
vEo(u) J#Wr N,
oy N(P(fos - Jn-1,7))

Y : :
j?’éwr,NT 1 )\ (P(]Oa ceoy In—1, wr,NT))

_ AP (Jo, - -+ Jn-1,]))
N Z )\(P(]Q, e 7jn—1>) — )\(P(j(), RN ,jn_l,werT))

j#wT,N'p

= 1.

#

Temos entao que U N supp(v) é o conjunto dos elementos = € U tais que, para todo
r € Ny, W,, W/ nao aparecem na palavra (j,)>%,. Assim, para todo x € U N supp(v),
T"(z) € [0,1]\P, U P! para cada n e cada r € Ny. Logo, se * € U N supp(v), entdo
x € E(r, f,e). Como, pelo corolario (3.3.7), [0, 1]\U é enumerdvel, resta-nos mostrar que

dX (supp(v)) — 1 quando € — 0. Para isso, utilizaremos o Lema (4.2.4).
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Considere py = A e g = v.
Afirmacao 3: v é uma probabilidade de Borel nao atomica.

De fato; suponha existir P(jo,...,jn) € P # 0 com v(P(jo,...,jn)) > 0 tal que para
todo P(jo,.--yJm) C P(jo,-..,jn) com m > n tenhamos v(P(jo,...,jm)) = 0. Logo,

tomando m > n, temos

11 v/ (PGo,- - 5k)) =0

k<m

o que implica a existéncia de ky < m tal que v'(P(jo,...,Jk)) = 0 e, sem perda de
generalidade, consideremos kg o menor niimero em que isto ocorre. Sabemos que kg > n
pois V(P (jo, - .-, Jn)) > 0. Assim, temos v(P(jo,. .-, jk—1)) > 0, e a afirmagao 1 nos diz

que existe 7 € A tal que v'(jo, - - ., jro—1,4) > 0 e disto segue

V(P<j07 cee ijo)) = V(P<j07 cee ijo—l))y/(P(jbu cee 7jko—1)) >0

com Ky > n o que é uma contradicao. Portanto v é nao atomica.

##

Logo, do Lema (4.2.6), temos d” (supp(v)) = 1 para todo € > 0. Para cada z € U,

denotemos
A, ={k € No; jr—n, () = w0, ..., Ji—1(2) = wr N, -1},

A, = {k € Noj jiowy () = g, i (@) = wl 1},

A={JA, e A=]A.
r=0 r=0
Se x € U N supp(v), lembrando que neste caso ug(z) = P(jo(z),...,Jx(z)), segue di-
reto da definigdo de v’ que v'(ug(z)) = N(ug(x)) para cada k € No\(AU A'). A
condigdo = € supp(v) implica jg(x) # w,n, para cada k € A, pois, do contrario,
terfamos v(P(jo,...,jkx)) = 0. Logo, para este caso, pelo Lema (5.1.5), condicao II,
(Jk=Ny(z), - - -»Je(x)) € boa. Assim, nenhum dos ntimeros k +1,...,k + (N, — 1)/2 pode

estar em A, e dai

2
card{k <n;k € A.} < iy
N,
Desta forma, temos
card{k <n;k e A} < card{k <n;k e A} < —. 5.4
(b mk e A< Y eond B 9 5.4
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Podemos repetir esta andlise para k € A/ e encontrar

=2
card{k <n;k e A} < Z ﬁrt
r=0 T

Logo, para € U N supp(v), temos

log v/(un())

log A(un(x))

l

v

log [ [ v'(PGio - - jx))
k<n
log A(un(z))
> g v (P(o, - -, i)l
k<n
| log Mun ()]
> ogv'(w(@)+ Y [logr(ux(@))]
k<n, k¢ AUA’ k<n,ke AUA’
| log A(un(x))|
> llog X (ug(x))|
k<n, k¢ AUA’
| Log A(un ()]
N (ug(2))
k<n,kZ€AUA’ o <1 — N (P(jo, - - - 7jk—1aw*)))’
| log Aun(2))]
Do NogN(ua(@)+ > [log X (un(x))|
k<n, kg AUA/ k<n,k€ AUA’
| log A(un(2))]
> Jlog(1 = N(P(o(x), . -, a1 (), ws))]
k<n,ke AUA’
| log Aun())]
> logN(ug(@)| = > [log X (uy(@))]
k<n k<n,kc AUA
| log A(un ()]
[log [[ N(we(@))[ = > [log X (ux(2))]
k<n k<n,kc AUA’
| log Aun(2))]
[log A(un (@) = D> [log X (ux(x))|
k<n,kc AUA’
| log Mun(2))]
> llog N(ux(x))|
1_ k<n,ke AUA’
| log Aun(2))] ’
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em que a uUnica desigualdade acima ¢ verdadeira pois

A(P(j()u s 7jn—17 w*)) S 11— )\(P(]07 s 7jn—17w*>)7

o que implica

)\/(P(j(), Ce 7.jn—17 w*))

IN

N (P(joy- s, w
)‘(P(jl)?-"ajn—l)) ( (']O et ))
< 1= N(P(os -+ jn1,w%)),

e disto temos

—[Log(XN'(P(jo - - - jn—1, wx)))| < —=[log(L = X(P(jo, - - - jn—1,wx)))].

Do Lema (3.3.12), temos que existe 0 < ¢ = inf(A(P(Jo,---,Jk))/ANPJoy- -, Jk-1)))
tomado sobre todos os P(jo,...,jr) € Px para k < n. Pelo Lema (3.3.8), encontramos
ki > 0e 3> 0 tais que

< —n
max ANP) < kg™

Destes fatos e de (5.4), (5.5) e (5.6) segue

I
=)

s

log v(uy,(z)) = /2n 2n logc
1ogA<un<x>>' = 1 Z(?*ﬂ) tog(a5)
B = 1 1 |log c|2n
- ;<Nr+N4)> (nlogﬁ—\log/ﬁ!)
=1 (S w) (5)

Disto e do lema (5.1.5), condigao IV, concluimos que

1 n
inf (h_m MD 1 (5.7)
xeUNsupp(V) \ n—oo IOg )\(un(x))
quando € — 0. Portanto, dos lemas (4.2.2) e (4.2.4), obtemos
1> dY (U N supp(v)) > 1-d) (U N supp(v)) =1
E o teorema esta provado para o caso A finito.
U
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5.3 Demonstracao para o Caso A infinito

Nesta secao, apresentaremos a prova do resultado geral, ou seja, para transformagoes de

Markov com parti¢ao Py infinita e tomaremos A = A = N.
Demonstragao:

Como P, é partigao de [0,1], temos Z)\(P(j)) = 1. Dado ¢ > 0, escolhamos @ =
yeN
Q(€) tal que

> APG)) < €.

J>Q
Definamos R(0), R(1), ..., R(t) as componentes conexas de U P(j). Observemos que t é
j>Q
finito pois R(0), R(1), ..., R(t) sdo separados apenas pelos finitos intervalos P(0), P(1),...,
P(Q), logo t < @ + 1. Definamos também, para cada 1 < k <,
Ro(k) = RIW\T (| P();
I<Q
Ry(k) = R(k) N T(P(1))
para 0 < [ < @. Cometendo um abuso de notacao, consideremos Ry(k), Ry (k), ..., Ri(k)
descartando todos os que forem vazios mas preservando a definigdo (neste caso, | <
Q). Observemos que {R;(k)}l_, é uma particio de R(k). Consideremos a aplicacio
T :[0,1] — [0,1] tal que T = T em P(j) quando 0 < j < Q e T sendo a funcao linear

crescente sobrejetiva de R;(k) em [0,1] para 0 < i <lel <k <t (veja a figura (5.2)).

Afirmacao 1: T é Markov com a particao finita

750 = {P(O),P(l), ce >P(Q)7RO(1)7R1(1)7 ce >R0(t)7Rl(t)7 ce >Rl(t)} = {P<Z)}zeA

de [0,1] onde A =1,2,...,Q + l.t (preservando a ordem).
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41
5 4

Figura 5.2: Construcao de T para a transformacao de Gauss para Q = 5.

De fato,
i) Como T é Markov, para cada j € A, existe A; C A tal que T'(P(j)) = int U P(7).

€A
Assim, se v € A e v < (@, temos

IT(P(v)) = T(P(v))

= W(U Rv(k)>u< U P(z’))
k=1 1€ML, 1<Q

SeveAev>Q,entdo
(0,1) = T(P(v)) = int | | J P(i)
ieA
ii) Se j > @, entdo (0,1) = T(P(4)). Logo, o infimo das medidas das imagens por T dos

tomos P(i) onde i € A pode ser tomado com i < Q. Assim,

inf MT(P(i))) = i MT(P(i))) = i AT(PQ)) 2 inf MT(P())) > 0.

pois T é Markov.
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iii) Em P(j) com j < @, temos T = T', logo, como T' é Markov com Py, T" = T" ¢ definida
e (") = (T")~" é limitada em P(j) = P(j). Em P(j) com j > Q, digamos P(j) = (a, b),
como T ¢ a funcéo linear crescente que leva (a,b) em (0,1), segue que T’(x) =(b—-a)?

para todo z € (a,b) é definida e |(T"(x))~!| = (b — a), ou seja, (T"(z))~" é limitada.
iv) Suponha n = 1. Tomemos P € P, digamos P = P(jo,jl). Logo, para = € P,

. T (z se 0<jp<
T’(a:) _ ( ) >Jo > Cg .
(b—a)™" se jo>Q e P(jo) = (a,b)
Sabemos que T' é Markov com Py, assim, existe 5 > 1 tal que (T™) >> 3 em U,,. Desta
forma, T" >> 3 em P se 0 < j, < Q. Disto segue que
T’ >> min {( max P(i))_l,ﬁ} = 3,
1A, i>Q

ou seja, existe § > 1 tal que T" >> f3. Segue da regra da cadeia que, dado n > 1,

@y = [[ () »> B

=0

em U,.

v) Sejam z,y € P(j) € Py. Se 0 < j < Q, entdao P(j) = P(j) e, como T é Markov, segue
a distorcio limitada em P(j), ou seja, existe v € (0,1) tal que

T

/<y

<< |z —y|".

Se j > @, obtemos T"(x) = T'(y) = (b —a)~! para P(j) = (a,b). Logo,

T'(x)

1— =
T'(y)

=0<<|z—y|

sendo v como anteriormente.

Portanto, de 1), ii), iii), iv) e v), temos que T é Markov com P,.

Dado € > 0, definamos aqui o seguinte conjunto:
Er(r, [, €,€) ={x € Er(7, f,€); ju(x) < Q(€') Vk}
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sendo Ep(T, f,€) como definido no caso finito. Podemos entao observar que, para mostrar
este teorema, basta provar que dZ\S(ET(T, f,e,€)) — 1 quando € e € tendem a zero. De
fato, se € — 0 temos que Q — oo e assim Er(7, f,e,€) T Erp(, f,€) e ja vimos que, se
¢ — 0, entao Er(t, f,€) T Ex(t, f). Logo, d{(Er(7, f,¢,€)) — d{(Er(r, f)) quando € e €

tendo a zero.

Trocando, se necessario, T por 7! para algum h natural que depende de € da mesma
maneira que fizemos para a condi¢do i’) no inicio da Segao 5.1, podemos assumir, sem

perda de generalidade:
i”) Para cada 1 < j < Q, existe A; C A com card {[\j Nn{L,2,.. .,Q}} > 3 tal que

T(P(j)) = intu P(i)

no lugar da condicéo i) da definigdo de Markov. Isto é possivel pois, como T é Markov, a
condigao iv) nos diz que ela é uma fungao expansora, além disso, adicionando a condigao
i) a esta informacao, obtemos que, a cada iterada de T', T"(P(5)) contém pelo menos um
dtomo a mais de Py que T (P(4)) exceto quando este é o intervalo (0,1). Assim, basta
escolher h suficientemente grande e T'*" serd Markov (como provado no inicio da Secio
5.1) e satisfard i”). Isto nos permite argumentar como feito para o caso finito. Definamos
N e o' sobre P do mesmo modo que X e v’ no caso finito. Consideremos 7 a medida de

probabilidade sobre [0, 1] obtida de

5(P(j07j1,~->jn)) = Hﬁl(ﬁ(jo,---,jk)>

k<n

segundo o Lema (4.2.5). Definamos também

0 se jn>Q

' (P(jo, -\ ) = PBlod)) g
Zﬁ/(P(joa"wjnflaj)) B
J<Q

setodol <jp<Qparakel,....n—1e

1 (P(jo,- -5 9n) = 7' (P(jo, . - - 1 jn))
caso contrario, ou seja, se existir k € 1,...,n — 1 tal que jp > Q.
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Afirmacao 2: Z 2 ’(]5) =1 para todo P, € P.
]560'(151)

De fato, observemos primeiramente que, se P, = 15( J0s -+ Jn_1), €NtAO

0<P1> - {P(j07"‘7jn—17j) € P7.] € A}

Logo,
ST on(P) =3 (P(o,- .- jur))-
ﬁEO’(ﬁ’l) jE[\

Se, para todo k € 1,...,n — 1 tivermos 1 < j; < @,

) 7' (P(jo, ..., Jj
I S N T
Pea(Py) JEA, j>Q jeA, j<Q Z v (P<j07 < a]n—laj))
J<Q
Se existe k € 1,...,n — 1 tal que j, > Q,
>on'(Py= > #'(P)=>_ 7' (P(jo, - jn-1,7))
Peo(Py) Peo(Py) jeA

Logo, se

(Jn=nNps - Jne1) 7 (Wroy - - WeN, 1) € (JnenZs - - - Jne1) 7 (Wg, -

(definidas como no Lema (5.1.5)) teremos

n'(P) = Z)\'(p(jo,...,jnq,j))

Peo(Pr) jeh
_ ZA(NEJ'O;“-JM”)
jeh AP (Jos - -+ Jn-1))
> APGos- s dn-1,4))

jeA

)\(P(]Oa ce 7jn—1>>
/\(P(]Oa e ajn - 1))
p

A(P(jos - -5 Jn — 1))
=1

?

se nao, suponhamos, sem perda de generalidade,

(jn—Nra cee 7jn—1) 7£ (wnOv SR 7wT’,Nr—1)7
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2. m'®) = > PPl sdnnd))
]560'(]51) jEA\{wT,Nr}
_ Z )\/(P(jo,---,jnfbj))
1— )\(P(jOa . ,jn—la wT,Nr))

jEM{wr N, }

~ ~ -1
_ oy (A( (o, -+ n-1,4)) (1 B A(P(jg,...,jn_l,wm))
jEA\{wr,NT} )‘(P(j()a--'ajn—l)) )\(P(j(),...,]n_l))
Z )\(p(jow"vjn—l)j))
_ jeA\{wr,Nr} %
)‘(P(joa"wjnfl))

APGor -1 jnt) )
AP oy - -5 Jn=1)) = AP (Joy - -+, Jn1, Wi, )

X = =
> MPUor- 2 dn1:4))
| Ry AP (Jos - - -+ jn1))
AP (o, -+ Jn-1)) > AP dn1sd)
jEA{wr N, }
= 1

Portanto, Z v '(P) = 1.
1560(151)
#
A afirmagao acima nos garante que v " satisfaz as condigdes do Lema (4.2.5) (B = 75),

assim, existe uma tinica medida v sobre [0, 1] satisfazendo vy (u).v1 ' (v) = v1(v) para todos

u,v € P tais que v € o(u). Deste modo, segue que

vi(P(jo, -2 dn)) = v1(P(os- - dn1))v1 (P(Jos - -2 )

= v1(P(o, - Ja—2))1 ' (P(os - - s duer))1 (P(os - -, i)

= ([0, 1) [[ 2" (Pos - -, w)
= JIw'(PGo...-.x). (5.8)

De forma semelhante ao que fizemos na afirmacao 3 da prova do caso finito podemos
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demonstrar que v é ndo atomica. Além disso, 14 é suportada sobre Er(7, f,€,€') pois, se
x & Er(T, f,e,€), entdo x € f’(jo, .y Jn) com j, > Q(€') para algum v € {0,...,n}, dai,
por (5.8),

Vl(p<j07"'a]n HVI ]07"'7jk>):V1 ( ]07'”)]1} H yl pj0a7jk)):0

Logo, para demonstrar o resultado desejado, basta provar que df(supp(l/l)) tende a 1

quando € e ¢’ tendem a zero.

Se jr, < @ para todo k € {0,...,n — 1} temos

SoN(PGon - dured)) = D5 AP, - Jn-1:3))

i>Q i>Q (P(.]Oa cee 7.]71—1))
Z A(P(joa v 7jn—1aj))
J>Q

AP (Jos -+ Jn-1))
MPGo, - Gn-1)) = D AP los - -1 n-1.9))
J<Q
AP oy -y Jn1))
A(P(jo, -2 dn=1)) = > APGos -+ 1, 5))
J<Q
MP(Jo, - -+ Jn-1))
APGos -+ s jns]
_ Z J ]))

>0 ( (]07~~-7jn71>> .

Disto e do Lema (3.3.11), segue que existe uma constante B > 0 tal que

Z)‘/(P(joa-..,jn L BZ ]n 1,]

i~Q =5 MPUn-1)

Do Lema (3.3.10), sabemos que existe Ky > 0 tal que
T"(x)/T'(y)| < K>
para (z,y) € diag(Py). Consideremos entao

Ky=  sup |T'(x)/T'(y)]

(z,y)€diag(Po)
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e, do teorema do valor médio, temos (g, yo) € diag(Py) tal que

> O N(P(Go,- - jn-10d)) = Z H P(jn-1,

i>Q jn 1
_ 7" (yo)| " MT(P(n-1,3)))
B BZ;Q 7" (20)| ! MT (P (jin-1)))
- B T"(x) AT (P(Jn-1,7)))
T'(yo) | S5 MT(P(jn-1)))
MT(P(jn-1,7)))
< PR SaG. )

Tomando o = 12{1;’ MT(P(j))) e lembrando que Z AP(j)) < € encontramos
j

_ BKQZA

= BKya €.

jnl))

Observando que B, K, e o ndao dependem de €, podemos denotar ¢ = BKsa~!. Assim,

para qualquer x € U N supp(v1) temos que, para todo k € {0,...,n}, jr < Q. Se

(jn—Nm .. ,jn—l) 7£ ('wr,Oa C.. ,IUT,NT—I) (§ (.jn—va cee 7jn—1) 7é (w;’,07 to ’w;»Nﬁ_l)’
obtemos
. . 7' (P 0y Jn
Vll(P(jOw"ajn)) = ~ <~<0 >> ;

14 (P(]o, cee ;]n—lv]))

J<Q

_ ﬂ/(P(jOam]Tb))

)\/(P(j07 s 7jn717j)>

Ji<Q

I
AN

’ . . >\<p(j07"'7jn*17j)) -
P 0y--+rJn E ~
( <j / >> <j<Q )‘(P(j(]? s 7jn71)) )

Z)\(P(jo, Ce ,jn—luj))

J<Q

AP (o, .- jn-1))

-1

= 7'(P(jo,---jn))
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I . M Pl g

= 7'(P(jo,---.Jn)) | 1 ;2 Bl jnl))>

= 7' (Plo,-..,j)) (1—ZX(P(JO Jn-1 J)))
>Q

< 7'(P(jos- - dn))(L =€)

Por outro lado, se

(Jn=nNp» -3 Jn=1) = (Wr0, ..., Wy N,—1) OU (jn—Niv o dne) = (w;,o """
entao
L , o' (P(jo, - - jn))
141 P 0s-+-5)n = ~
(PG Jn)) 7' (P(jo, Jn—1,7))
Jj<Q
= p! . ) X(~(j07""jn—1’j)) h
- (P(o, - Jn)) g;) 1-—- )\(p(jo, coes Jn—1, W*)))
- LN (Pl g )
= v (P(jo,..., n ~
(PG n)) > N(P(os- -+ jnts ) )
J<Q
< ' (P(os- - dn)) | D_N(P(os- -1 jn-1.7))
J<Q
_, ) ) )\(P(jo,---;jnflaj)) -
= v (P(Jo,---sJn =
(Po,---»n)) ];2 APGos- - jn1))
Z)\(]S(jo,--‘,jn—laj)) -
R
= PPl ) | TR
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~ . . A( N(jOJ"‘ajn—IJj)) -
= v'(P 0y---sJn - =

= 7' (P(jo,--+Jn)) <1 - > N(P(jo, - 7jn—17j>)>

< 7'(P(jo,. -y Jn))(1 —ce)h. (5.10)

Logo, de (5.9) e (5.10),

v (P(jos -1 dn)) S0 (P(jos- -+ Jn)) (1 — c€) "

e, de (5.8),
vi(P(jo, .- jn)) = HVll(P(jo,---,jk))
k=0
< [[7'(PGo,- . gw)(1 —c)!
k=0
= 9(P(jo, ..., jn))(1 —ce),
o que implica, sendo u,(z) = f’(jo, ey dn)s

log 11 (un()) < log[i(un(2)))(1 — ce') 7],

e disto segue

log v (un(x)) > log[D(u,(z))(1 — CE,)_I]
log A(u,(z))  — log
(

logo, tomando o limite para n — oo,

i o8V (Ua(2))) o <1og ﬁ(ulz(gﬂ;)zu—gz)g)[; - CE’])

para z € U N supp(ry). A redugdo ao caso finito nos permite usar (5.7) e assim, quando

e 10g At (1)~ o

¢ — 0 e e — 0, encontramos
1 n
int (h_m MD L
zeUNsupp(V1) \ n—oo log )\(un (ZE))
Portanto, dos Lemas (4.2.4) e (4.2.6), obtemos

1> df (U 0 supp(n)) > df, (U O supp(1)) = 1

e o teorema esta provado para o caso A infinito.
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5.4 Consequéncias

Nesta secao, apresentaremos alguns conjuntos que possuem dimensao de Hausdorff igual a
1 como consequéncia do resultado de Abercrombie e Nair. A primeira destas consequéncias
¢ um pouco imediata e é a seguinte:

Teorema 5.4.1. Para zq € [0,1], sejam T uwma transformagao de Markov no intervalo
unitario e

ET(LZ'0> = {I S [O, 1] T Xo € [0, 1]\QT(.CL')}

Entao, a dimensao de Hausdoff de Er(xy) € 1.

Demonstragao:
Tome T = (2 )nen = (To)nen- Logo, tomando f(n) >> n?, temos que
Er(xo, ) = {x € [0,1]; |log(Qr (), z0)| << f(n)}

tem dimensao 1 segundo o Teorema (5.0.9). Mas, pela defini¢ao, Er(zo, f) é um conjunto
de pontos cujo fecho da drbita esta afastada de zg. Portanto Er(xg, f) C Er(zo) e, pela

monotonicidade da dimensao de Hausdorfl temos

Os proximos conjuntos serao apresentados em duas subsecoes.

5.4.1 Numeros Diofantinos

Abaixo, iremos definir nimeros diofantinos de duas maneiras diferentes, embora equiva-

lentes, pois cada uma nos serd util a nossa conveniéncia.

Definicao 5.4.2 (Ndmero Diofantino). Os nimeros que nao sao Liouville sio ditos

diofantinos.
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Definicao 5.4.3 (Nimero Diofantino). Um nimero real x € dito diofantino se existem

C >0 en >1 tais que para todo p/q € Q tem-se
C

n"

p
x__

q

>

Q

Afirmacao : Esta defini¢oes sao equivalentes.

De fato; vamos mostrar que o conjunto L£x complementar ao conjunto descrito na
segunda defini¢ao é o conjunto dos nimeros de Liouville. Tome x € Lx. Logo, para todo

C > 0 e todo n > 1 existe p/q € Q tal que

C
rT— - < —.
q q"

Em particular, para C' = 1, temos que x é Liouville. Por outro lado, se x é Liouville,

1

dados n > 1 e C > 0, tome m € N tal que 1/(2™) < C. Da defini¢ao dos nimeros de

Liouville, temos que existe p/q € Q tal que

1 1 C
g
anrm qn 2m qm

- _' -
q
Portanto x € Lx.

#

Defini¢ao 5.4.4 (Nimero mal aproximavel ou 2-diofantino). Um nidmero real ir-

racional x € dito mal aprozimdvel se existe uma constante C(x) > 0 tal que
p

crfn

q q?

para todo p/q € Q. Denotaremos o conjunto destes nimeros por D.

Um pouco sobre o conjunto ja foi discutido no Capitulo 2. Portanto, resta apenas

observar as consequéncias dos estudos feitos até agora.

Teorema 5.4.5. A medida de Hausdorff unidimensional de D € igual a zero.

Demonstragao:

Do Teorema (2.2.8), temos que D é o conjunto dos nimeros irracionais de quocientes
limitados que, segundo o Teorema (2.3.4), possui medida de Gauss 7 nula. Como, pelo
Teorema (2.3.2), n é equivalente & \ que, por sua vez é equivalente & H!, temos H'(ID) = 0.

0
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Teorema 5.4.6. A dimensao de Hausdorff do conjunto dos nimeros 2-diofantinos € 1.

Demonstragao:

Vamos mostrar que E7(0) para a transformagao de Gauss como definido no Teorema
(5.4.1) é tal que E7(0) C D. Tome x € E(0). Logo existe k(x) > 0 tal que |T"(x)| > k(z)
para todo n € N. Isto implica a existéncia de my € N tal que 1/mg < k(x) e para todo
m > mg, m € N temos que m nao aparece na expansao em fragoes continuas de z. Deste
modo, concluimos que x possui quocientes limitados. Do Teorema (2.2.8), segue que, para

todo C' > Cy(mg) = 1/(mo + 2), nao existe p/qg € QN [0, 1] tal que

x—z—)'g

q

C
¢

o que implica x € D e, como z é arbitrario, em FE(0), segue E(0) C D. Portanto, da

monotonicidade da dimensao de Hausdorff,
O

Corolario 5.4.7. O conjunto dos niumeros mal aproximaveis é excepcional, ou seja, possui
dimensao de Hausdorff total (igual a 1) embora tenha medida de Lebesgue unidimensional

nula.

5.4.2 Numeros nao-Normais

Suponha € N e z € R com a expansao 3 - adica

x:LxJ—%Zak

QH

onde a, € ZN10,[).

Para uma sequéncia finita (by, bo,...,b,) de inteiros em [0, 3) defina

N(z,M,by,....b,) =card{l1 <j<M;a;=0by,...,a; +r—1=10b.}
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Defini¢ao 5.4.8 (Numero normal). Um nimero x € normal na base 3 quando, para

todo sequéncia (by,...,b.), ocorrer
_ N(x,M,by,....b) 1
lim = —.
M—oco M G-

Um nimero x € dito normal quando € normal na base 3 para todo (3.

Teorema 5.4.9. A dimensao de Hausdorff do conjunto dos nimeros nao-normais para a

base (B ¢ igual a 1.

Demonstragao:

Consideremos a sequéncia (b, ba, . . ., b,), a transformacao de Markov T'(z) = fx—| x|
com a particao que definimos para tal aplicagao no terceiro capitulo e tomemos, para cada
reU, .
v = () Plio(@), 1 (@), ., jim(2)).

0
Consideremos agora o conjunto

N = {x € U;YP(jo(@), jo(@), - -+ s i (@))s Gimri1 (2),s - - s (@) # (b1, by - ., OF) .

Primeiramente observe que N é um subconjunto dos nimeros nao normais na base (3,

portanto, basta mostrar que dimy(N) = 1.

Como a particao é finita, definamos A sendo a distorcao como no teorema principal

para o caso finito,
v'(P(jo, j, - - Jm)) = X (P (o i - -, m))

a menos que, (Jm—ri1,---5Jm-1) = (b1,...,b,_1). Neste caso facamos

V/(P(jOa“'ajm)) =0 se jm = bra

/ . . . )\/(P(](J?’Jm)) .
v (P(Jo,- -y Jm)) = TN PUor e nai b)) se jm # by

Para todo P(jo, - -, jm-1) # 0, existe j,, € A = NNJ0, 8) tal que v'(P(Jo, - - -, Jm—1,Jm)) >

0. De fato, se j,, # b, entao v'(P(jo,- .., jm)) = 0 implica A(P(jo, .., Jjm-1,7)) = 0 para
todo j # b,. Neste caso, se (Jm—ri1,---sJm-1) 7 (b1,...,b,_1), entdo

AP (o m=1)) = Y (Pljrs- s m-154)) = 0

JEA
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o que é uma contradicao, e, se (Jm—ri1s---sJm-1) = (b1,...,b,_1), entdao
MP(os - jm=1)) = > _(P(j1, - m=1,4)) = MP(jos - - - fonrs b1, -, by))
jeA
o que também ¢é uma contradigao.

Do fato acima e por raciocinio andlogo ao que fizemos na demonstracao do teorema
principal para o caso finito, podemos afirmar que v estende uma medida de probabilidade
de borel nao atomica sobre [0,1]. Além disso, temos que N = supp(v) e do Lema (4.2.6),

temos que d”(N) = 1. Definindo, para cada z € N

A={k € No;jp—rt1 =b1,..., -1 = br_1},

e denotando uy(z) = P(jo(x),. .., jk(z)), encontramos card{k < MA} < (2M)/r, e por

contas anélogas as feitas no teorema principal, trocando apenas ANA’ por A, encontramos

S Jlog X(uy(x))]

log v(un,(z)) k<M, ke A
log A(un (1)) | log A(un ()]

Do Lema (3.3.12), temos que existe 0 < ¢ = inf(A(P(jo,---,Jx)) /NP oy- -1 Jk-1)))

-

tomado sobre todos os P(jo,...,jr) € Pr para k < n. Pelo Lema (3.3.8), encontramos
k1 > 0 ey > 0 tais que

< .
max A(P) < kuy

Destes fatos e de (5.4), (5.5) e (5.6) segue

log v(uy,(z)) -1 2M | log c|2n M=o
log A(un ()| ~ r nlog 8 — |log k1|

Disto concluimos que

eerm@)) )

inf lim
x€UNsupp(v) (n?oo IOg )\(Un ($))

quando € — 0. Portanto, dos Lemas (4.2.2) e (4.2.4), obtemos
1> dl (U N supp(v)) > 1-d) (U N supp(v)) =1

Portanto, dimg(N) = 1.
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Capitulo 6

Estimativa Superior da Dimensao
em Transformacoes Expansoras de

Espacos Métricos

Ja realizamos estimativas de dimensao de Hausdorff, em um espaco compacto da reta, de
conjuntos de pontos relacionados as transformacoes de Markov. Visando mostrar tal re-
sultado para um caso mais geral, dedicaremos este capitulo a uma estimativa superior da
dimensao de Hausdorff y - grade de conjuntos formados por pontos, em espagos métricos,
com boas propriedades de recorréncia em relagao a uma transformacgao expansora. Es-
creveremos este texto objetivando a demonstracao do resultado e teremos como referéncia
base uma pré-publicacao de Ferndndez, Melian e Pestana [2]. Nao faremos aqui as esti-
mativas inferiores por estas serem muito extensas e envolverem um maior embasamento
tedrico, podendo estas serem assunto suficiente para uma outra dissertacao. Contudo, o

leitor que se interessar, podera encontra-las na mesma referéncia.

Na primeira secao, exibiremos todas as defini¢oes que iremos utilizar para alcancar
nosso objetivo. Em seguida, na préxima se¢ao, demonstraremos os lemas e por fim dare-

mos a prova do resultado.

Consideraremos (X, d) sendo um espago métrico separavel localmente completo com

uma medida finita, nao atomica 7 sobre a ¢ - algebra A dos conjuntos de Borel e cujo
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suporte é X.

6.1 Definicoes

A fim de calcular estimativas de dimensao em espagos métricos mais gerais que o intervalo,
o qual temos considerado até agora, necessitamos generalizar também as defini¢oes com
as quais trabalhamos anteriormente. Por esta razao, dedicamos esta secao a apresentar

tais definicoes que utilizaremos no decorrer do capitulo.

A primeira definicdo, que generaliza a definicdo de transformacao de Markov é a

seguinte:

Definicao 6.1.1 (Transformacoes expansoras). Dizemos que (X, d, A,n,T) é um sis-
tema expansor se (X, A,n) é um espago de medida finita, n é nao atéomica com suporte
X, (X,d) € um espago métrico localmente completo e separdvel, A € o - dlgebra de Borel

eT: X — X é uma transformacao mensurdvel satisfazendo as sequintes propriedades:

(A) Eziste uma coleg¢ao de conjuntos Py = {P;}ien de X tal que sup |P| < oo e
PePy

1. n(F) >0,

2. PLNP;=0sei#j,

5. n(X\JR) =0,

4. T|p, € injetiva,

5. para cada P;, se P;NT(P;) # 0, entio P; C T(P,),

6. para cada P;, se P; C T(F;), entdo T|1—%~1 :T(P) N P; — P; € aberta,

7. existe um numero natural ng > 0 tal que n(T~"°(F;) N P;) > 0 para todos

F;, Py € Po;

(B) Existe J: X — [0,00), J >0 em U P, tal que para todo P € Py e todo subconjunto

PePy
de Borel de P; temos

0(T(A)) = / Jdn

A
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e existem constantes absolutas 0 < a <1 e Cy > 0 tais que para todos x,y € P;

J(z) a.
‘m _ 1‘ < (T (x), T(y))";

(C) Definimos, indutivamente, {P;} de conjuntos abertos
Pr=J ATI5/(P): Py € Po, P C T(P)}
P;ePo
e, em geral,

Po= |J ATI5(F): Py € P, P C T(R)}.
P;ePo

FExistem constantes absolutas 3 > 1 e Cy > 0 tais que para todos x,y no mesmo

elemento de P,

d(T"(z), T"(y)) > Cof"d(z,y).

As propriedades (A.1), (A.2), (A.3) e as definigdes de P, nos mostram que tais
particoes sao as markovianas que definimos no Capitulo 3. Também podemos notar que a
propriedade (A.5) é a mesma propriedade i) da definigao de transformagcao de Markov. O
operador J é o Jacobiano da funcao T. No caso de T" Markov 7" = J, e semelhantemente
ao que observamos na propriedade v) do capitulo 3, (B) mostra que o jacobiano possui
propriedade Holder com relagao a imagem dos conjuntos e é responsavel pelo controle da
distorgao. O nome expansor se deve a propriedade (C) e equivale a propriedade iv) de

Markov. Esta propriedade também nos diz que, como sup |P| < oo, entao
PePy

lim (sup |P]) =0.
n—oo pep,
Precisaremos também definir uma dimensao local auxiliar para obter a estimativa do

resultado principal deste capitulo.

Definigao 6.1.2 (Dimensao de uma Medida). As Py dimensdes inferior e superior
de uma medida v no ponto x € X sao definidas, respectivamente, por

_ g u(P(n,2))

=1 AR S S
or) = im S )
g u(P(n,a))
= Tog | Plns )|

onde P(n,z) denota o dtomo de P, que contém o ponto x € X.
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Observe que esta dimensao relaciona a medida com o diametro de um conjunto.

Também precisamos generalizar a medida e a dimensao de Hausdorff.

Definicao 6.1.3 (Medida 7 - Hausdorff a - Dimensional). Dado um conjunto FF C X
e 0 < a <1, definimos a medida n Hausdorff o dimensional de F' como
H(F) = lim 5, (F)
onde
My (F) =inf Y " (n(B;))"

com o infimo tomado sobre todas as € - coberturas por bolas de F'.

Analogamente ao que fizemos para H®, podemos demonstrar que H} é uma medida

de Borel.

A diferenga bésica entre a defini¢ao acima e a descrita no Capitulo 1 é a dependéncia
de uma outra medida, o que refina nossa antiga definicao, onde n ¢é substituida pelo

diametro.

Defini¢ao 6.1.4 (Dimensao 1 - Hausdorff). A dimensdo n - Hausdorff de FF C X ¢é

definida como

Dim,(F) = inf{a; H(F) = 0} = sup{a; H; (F) > 0}.

Se X C R”, entdo a dimensdo A - Hausdorff coincide com 1/n vezes a dimensao de

HausdorfT.

A definicao abaixo é um andlogo, para espacos métricos, da rede que definimos no

Capitulo 4.

Definicao 6.1.5 (Grade). Uma grade é uma colecao 11 = {B,,} de parti¢oes de X, cada
uma delas constituidas por conjuntos abertos disjuntos e tais que, para todo B, € B,,

existe um tunico B,y € B,_1 tal que B, C B,_1 e sup diam(B) — 0 quando n — oo.
BeB,

Podemos aqui observar que {P, },en € uma grade e, a partir de agora, sempre iremos

nos referir a esta quando falarmos em grade.
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Figura 6.1: Ilustracao de uma grade.

b

Agora podemos definir a medida e a dimensao com as quais iremos trabalhar:

Defini¢ao 6.1.6 (Medida de Hausdorff n - grade « - dimensional ). Dados uma
grade I = {P,} de X ¢ 0 < a <1, a medida de Hausdorffn - grade o - dimensional de

qualquer FF C X ¢é definida como

%,n(F) = lim qu[,n,n(F)

n—oo

onde

fon(F) = inf 3 ((P))°

com o infimo sendo tomado sobre todas as coberturas { P;} de F' com conjuntos P; € U Pr.
k>n

Defini¢ao 6.1.7 (Dimensao de Hausdorff 1 - grade). Dada uma grade 11 = {P,} de

X, a dimensao de Hausdorffn - grade de um conjunto F € definida como

Dimp,(F) = inf{a; Hy ,(F) = 0} = sup{a; Hy,,(F)) > 0}.

Se X C R, teremos que H§(F) < Hfj ,(F) para todo F' € R, assim,
Dzm,\(F) S Dimm,\(F).

Definig¢ao 6.1.8 (v - Particao). Seja (X, A, v) um espago de medida. Uma v - parti¢ao

de X é uma familia P de conjuntos mensurdveis com medida positiva satisfazendo:

1. se P,P, eP, entdou(PlﬂPg):(),
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2. V(X\UP)ZO.

pep

Segue das propriedades 1 e 2 que P deve ser finita ou enumeravel.

Defini¢ao 6.1.9 (Entropia da particao). Seja P uma v - parti¢ao de X. A entropia
de P é definida como

Z v log )

PeP

Definigao 6.1.10 (Entropia da Transformacao Relativa a Particao). Se uma trans-
formacao mensurdvel T : X — X preserva a medida v e P é uma v - particao, entao
definimos como entropia de T’ com respeito a P o sequinte limite:

n—1

h, (T, P) = hmlH \/TJ ).

n—oo M,

A definicao acima é possivel pois

n—1
—H,(\/ T7(P
§=0
¢é decrescente.

Defini¢ao 6.1.11 (Entropia). Sob as condi¢oes da definicao anterior, definimos en-
tropia de T'" como

h,(T) = sup h, (T, P) < oo
P

onde o supremo € tomado sobre todas as v - particoes de X.

6.2 Resultados Sobre Entropia e Transformacoes Ex-
pansoras
Nesta secao, estudaremos os lemas que precisaremos para demonstrar a estimativa su-

perior desejada. O primeiro resultado é um teorema classico de teoria ergddica e sua

demonstragao pode ser encontrada em [8] pagina 268.
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Teorema 6.2.1 (Shannon, McMillan, Breiman). Seja (X, A,v) um espago de prob-
abilidade e seja T : X — X wma transformacao ergodica que preserva v. Seja P uma v
- parti¢ao com entropia finita H,(P). Entao
1 1
h,(T,P) = lim —log

n—oomn  v(P(n,x))

para v quase todo ponto v € X.

Este teorema descreve a entropia relativa a particao como uma média da “variagao”de

medidas dos atomos que contem o ponto x.

Lema 6.2.2. Sejam (X, A,v) um espago de probabilidade, T : X — X wuma trans-
formagao ergddica preservando v e P uma particao com entropia H,(P) finita. Entao,

dado € > 0, existe uma sequéncia decrescente de conjuntos {E§ }nen tal que
v(Ey) — 0  quando N — oo
e, para todo x € X\ EY,
eIt < y(P(n,z)) < e 19

para todo j > N com h, = h,u(T,P).

Demonstragao:

Como H,(P) < 0o, o Teorema de Shannon, McMillan, Breiman nos diz que

1 1
T,P) = lim —log ————
hy(T,P) = lim —log (P 2))

para v quase todo ponto z € X. Assim, existe S C X com v(S) = 0 tal que, para todo
xr € X\, existe n(z) € N tal que

‘11 ! hy| <
—10g ——77—<5 — W €
g v(P,x))
para todo j > n(z). Definamos entao
Fr { e X 11 ! hy| < }
=23z il=log ————— —h,| <e€p.
’ g (P, ))
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E claro que os conjuntos F nao sao todos vazios. Além disso,

E:= ) Jx\F)cs.

NeNj>N
De fato; se E € S, entao existe z € E N (X\S), ou seja, existe n(x) € N tal que x € Ff

para todo 7 > n(x), o que implia x € U ﬂ F; = E° e isto ¢ uma contradigao.
NeNj>N
Tomemos
Ey = [J(X\E).
Jj>N
Por definigao, F,+1 C F, para todo N € N e, como F C S, temos v(E§) — 0 quando

N — oo. Ainda mais, se z € X\ EY, entao x € F} para todo j > N e

‘1 log ! hy| <
- — . W €
i (P )
o que implica
1
J(h, —€) <log ———— < j(h, +¢
(e =) S8 iy S It o

e, exponenciando, obtemos

e~i(hwte) < v(P(j,z)) < eI (hw—e)

Definamos, para cada n € N, a funcao
Jo(x) = J(x)J(T(x))... J(T"\(z)), paraze |] P
PePn_1
Disto segue que
[ 1@ @)@t = [ ) (6.
A n(A)
para toda f € Li(n) e, em particular,

n(T"(A)) = / Judn

A

para cada conjunto mensuravel A contido em algum elemento de P,,_;.

Observe que as propriedades de J, fornecem ao jacobiano as mesmas caracteristicas

do jacobiano tradicional definido para transformagoes em R™. Sao elas: regra da cadeia
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e mudanca de varidveis. Tais caracteristicas no permitem, como vimos acima, trabalhar

com composicoes de transformacoes.

O teorema abaixo é uma generalizagao do teorema folclore que demonstramos no

Capitulo 3 e sua demonstragao pode ser encontrada em [8] pdgina 214.
Teorema 6.2.3 (Folclore). Seja (X,d, A,n,T) sistema expansor. Entao eziste unica

medida de probabilidade 11 sobre A que € absolutamente continua com respeito a n tal que

(i) T preserva a medida p,
(i) du/dn é Hélder continua,
(iii) pu=mn, ou seja, existe k > 0 tal que

71(A) < p(A) < kn(A)
para todo A € A,
(iv) T € exata com respeito a p,

1 .
(v) u(B) = mr}irgo n(T~"(B)) para todo B € A.

[remos nos referir a p descrita no teorema acima por MPIAC, medida de probabilidade

invariante absolutamente continua, associada ao sistema.

Considerando as particoes P,, como na definicao de transformacoes expansoras, definire-

mos aqui algumas notacoes:

e paracadan € N, T, =U{P; P € P,},
« Xo=(T=UPr
n=0 n=0 PePn
° Xar é o conjunto X, unido ao conjunto dos pontos x € X para os quais existe uma

sequéncia {P,} com P, € P, e P,,1 C P, tais que ﬂ P, = {z};.

n=0

Observe que n(T,,) é total segundo a propriedade (A.3) da definicao de mapas expan-

sores, ou seja, N(X\Y,) = 0. Além disso, se x € T,,, entdo T'(z) € T,,_1 e, se x € X,
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entdao P(n,r) é definido para todo n € N, T'(z) € X, para todo | € N e P(n,T'(z)) é
definido para todos n,l € N. O conjunto X, tem medida 7 total pois X\ X, C U (X\7T1,)

n>0
que possui medida 7 nula. Uma consequéncia da defini¢ao de P(n,x) é que, para n > 1,

T(P(n,z)) = P(n—1,T(x)). (6.2)

Como, para z € Xq, P(n+ 1,2) C P(n,x) e |P(n,z)] — 0 quando n — oo, temos

ﬂP(n, z) = {x}. Temos também, por (6.2), que
T"(P(n,x)) = P(0,T"(x))
e assim,

P(k.x) = T ponT  pore) oo T pori) (PO, T(x)))
= T 'pouo T Hpore) o 0T por——2ey (T (PO, Tx))) N PO,T" ! (z))

k
— (T rere),

Logo
(PO, T"(2))) = () P(n,z) = {x}

e a sequéncia { P(T™(z))}, determina o ponto x.

Lema 6.2.4. Seja (X,d, A,n,T) um sistema expansor. Existe uma constante absoluta

C > 0 tal que, para todo v € X e todon € N, se x,y € P(n,z), entdo

Js(x)
<C paras=1,...,n. 6.3
Js(y) 03
Além disso, se sup |T(P)| < oo, entao (6.3) é vdlida para s =n + 1.

PcPo

Demonstragao:Para o caso s < n, a prova segue analogamente a do Lema (3.3.10)
trocando T por J (ja que Jg se comporta como a derivada com relagao a regra da cadeia)
e podemos utilizar a propriedade (C) da definicio de mapas expansores no lugar do

teorema do valor médio. Para o caso s =n + 1, observe que

Jur(x) _ J(THE) Jo(2)

Jni1(y)  J(T"H(y)) July)
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Pelo caso acima e pelas propriedade (B) da defini¢ao de transformagoes expansoras, exis-
tem C7 >0, Cy >0e0 < a<1 tais que
Jni1() < J (T )
Jnti(y) — J(TTW)
como .,y € P(n,xq) implica T (z), T (y) € P(0,T™(xy)), entdo

Iuitl®) oy (T (P(0, T (w0))I7 +1) < Co(Cy sup [T(PO, T (o)) + 1),
Int1(y) et

Cy < C(Cod(T™ (), T (y))* + 1)

Lema 6.2.5. Se AC A e Q € P, para algum m, entao

W= [ S

yeriing W)
para l=1,2,....

Demonstragao:

Como P,, é particao de X, podemos supor, sem perda de generalidade, que A C
P € P,,. Logo, existe uma colecdo disjunta {B;},;ey com cada B; dentro de um atomo
Pj € Py tais que UB; = T7Y(A) N Q e, segundo a propriedade (A.4) da definicdo de
transformacoes expansoras, T"| B, : Bj — A é uma bijecao. Denotemos a inversa de T B

por S;. Assim, T'(S;(A)) = A e temos

nT(A)NQ) = ZU(BJ') = ZU(SJ(A))

) j ) J )
) ;/mdn ) Z/() TS, @)
1 1
} ;/Tl(sjm))ﬁ(sj@))dn@) - ;/AJz(sxx»d”(“””)
1
= fAZWdU(SC)-

J
Fazendo, para cada j, S;(z) = y e notando que y € T~'(x) N Q, obtemos o resultado.
[

Lema 6.2.6. Sex € Py € Py e z € Q € P, entao

1 Cn(P(l,z)) se l<m
Z Ji(y) = Cn(Q) se 1>m

yeT~H(z)NQ

com C > 0 uma constante dependendo de Py.
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Demonstragao:

Ja vimos anteriormente que T'(P(n,x)) = P(n — 1,T(z)) e, pelo Lema (6.2.4), temos

n(Po) = n(P(0,2)) n(P(0,T7'(y)))
= (T'(P(y))) = Jrpay) ™
Jouy Hi)dn(z) < D [p, Jiy)dn(z)
= DJy)n(P(ly)).

A\

Isso implica
L _ nPlhy)
Ji(y) — n(Fo)

onde D > 0 é uma constante absoluta. Se | > m, entao P(l,y) C @ para todo y €

T z) N Q e assim,

> L _p_! >, aPLy) < D)U(Q)-

yeT~Hz)NQ ) n(h) yeT~Hx)NQ

Se | < m, entdo @ = P(m,y) C P(l,y). Assim, para qualquer z € @, temos P(l,y) =
P(l, z). Disto segue

1 D
Z Ji(y) = (Po)

yeT~H(z)NQ
Fazendo C' = D /n(F,) obtemos o resultado.
U

Lema 6.2.7. Seja p a MPIAC associada ao sistema expansor (X, d, A,n,T). Seja A € A
e € P, com A, Q C Py e Py. Entao temos que

Cu(Au(P(l,z)) se l<m

Cu(A)p(Q) se L>m

T (A NQ) <
onde z € qualquer ponto de Q) e C' > 0 € uma constante que depende de F.

Demonstragao:Pelo Teorema (6.2.3 (iii)) e pela hipétese que sup |P| < oo da pro-
PePp,
priedade (A) da definicdo de mapas expansores, existe k > 0 tal que

1
7S s k.
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Dos Lemas (6.2.5) e (6.2.6), segue

WTHANQ) < kT (ANQ) = kf, 3 ﬁdnm
yeT~Hz)NQ
< k[, Cn(P(L2)dn(z) = kCn(A(P(,2))

< Cu(A)u(P(, 2))

se [ < m e, analogamente,

(T HA)NQ) < Cu(@Q)u(A)

sel>m.

O
O lema acima nos diz que o sistema (7', 1) é misturador, ou seja, se A, B C X, entao

lim p(T"(A) N B) = u(A)u(B).

Lema 6.2.8. Seja (X, A, n,T) um sistema expansor tal que a entropia H,,(Py) da particao
Py, com respeito a unica medida de probabilidade T - invariante que € absolutamente
continua com respeito a n, € finita. Seja X1 denotando o sequinte subconjunto de X:
Xy =X\J BN
m=1 N
com {E}V/m} 0s conjuntos definidos no Lema (6.2.2) para € = 1/m. Entdo n(X;) = n(X)
e, além disso, para todo m € Z., existe N € N tal que para todo n > N temos

1
Me—n(hu-&-l/m) < n(P(n, -TO)) < Me_n(h“_l/m)

com M > 0 dependendo de P(0,x).

Demonstragao:

Na demonstracdo do Lema (6.2.2), provamos que ,u(ﬂ E}V/m) = 0. Assim, pelo
N

Teorema (6.2.3), obtemos n(m E}V/m) = 0 e disto segue que n(Xf) = 0 o que implica
N

n(X1) = n(X). Além disto, se xg € X1, entao = ¢ U ﬂ E}V/m, ou seja, para todo m € N,
m=1 N
existe N € N tal que z € X\E}V/m Assim, pelo Lema (6.2.2) temos

%e_”(h”ﬂ/m) < u(P(n,z0)) < Me=hu=1/m),
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Do fato de p ser comparavel a 7, obtemos o resultado.

Lema 6.2.9. Se A € A € um subconjunto de U P entao
PePy

Dimp,(A) = Dimn ,(A) e Dimgy(A) = Dim,(A).

Demonstragao:

Demonstraremos aqui o caso da dimensao 7 - grade e o outro caso é similar. As

propriedades (A.2) e (A.3) da defini¢do de mapas expansores nos dizem que

ZH (ANP) = Zh_}mmfz (ANPNP))

PePy PePy
= lim inf ) [n ( U AﬂPﬁB) + 17 (AﬂPm (X\ U P))
e : PePy PePy
= lim inf Y (n(ANP))
= Hi,,(4)

onde todos os infimos sao tomados sobre todas as coberturas {P;} de X com P; € U Pr..
k>n
Analogamente, obtemos Hf |, ( Z Hp (AN P). Como consequeéncia de (iii) do

PePy
teorema (6.2.3) temos que Hf (A N P) é compardvel com Hy (AN P) com P € Py.

Assim, Hf , (A) = 0 se e somente se Hfj ,(A) = 0, o que implica o resultado.

6.3 Estimativa superior para conjunto de pontos recor-

rentes

Iremos agora demonstrar o resultado desejado. Mostraremos uma estimativa da dimensao
de Hausdorff u - grade do conjunto dos pontos cuja orbita estda sempre retornando para
proximo de um ponto x( pré fixado e acompanham a convergéncia de uma sequéncia de

atomos das particoes P,, em que se encontram xg.
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Teorema 6.3.1. Seja (X, d, A,n,T) um sistema expansor tal que a parti¢ao Py € finita.
Seja - a MPIAC associada. Seja {t,} uma sequéncia nao decrescente de inteiros positivos

e U um conjunto aberto em X com u(U) > 0. Entao, se xog € X sendo
WU, o, {t.}) = {z € UN Xo; T*(z) € P(ty, o) para infinitos k’s}
temos que

Dim,(W(U, o, {tn})) = Dimu,,(W(U, 20, {t,})) < min {17 _h“ :(ing()xO)}

onde

1 1
L — lim —log —
L(xo)) Lim —log TPz

hy, = h,(T) e D € a cardinalidade de Py. Além disto, se g € Xy, entao

Dim,(W(U, o, {t,})) = Dimu ,(W(U, 20, {t,})) < min {1, (IOLD}

1+ w)hy,
onde
w = lim —t,.
n—oo 1,
Demonstragao:
Definamos

Fo ={T (Pt 20)) NQ;:Q P} e Gn= ] Fu
n=N

Observe que Gy é uma cobertura de W(U, zq, {t,}). De fato; se = € W(U, xq, {t,}),
entdao T%(x) € P(t), o) para infinitos valores de k > N. Logo, x € T*(P(t, o)) para
infinitos k’s. Como Fj, é particio de T *(P(ty,x0)), temos que z € Fj para infinitos

destes conjuntos, o que implica x € Gy.

Para F' € F,, existe Q € P, tal que ' =T ""(P(t,,x0)) NQ. Pelo lema (6.2.7), existe
C > 0, tal que

p(F) = (T (P(tn, 20)) N Q) < Cp(P(tn, 70))u(Q)

onde C é uma constante dependendo de Py. Assim,

SN ulF)Y <> CulPt, x0))” > Q) (6.4)

k=N FeF, QEPy
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Vamos considerar as seguintes subcolecoes de Py:

7Dk,pequeno = {Q € Pku N(Q) < eikh#}
Pk,grande = {Q S Pk; M(Q) > eikh#}'

Como card(Py) = D temos

Z ,U(Q)T < C(ZTCZ’Pke_khu — DFeFhu

erk,pequeno

1 —T —T
Z M(Q)T = Z W”(Q) S ekh‘l/«(l ) Z ,LL(Q) —= ekh’ﬂ(l )
erk,grandc erk,grande N erk
Do fato que h, < H,(Py) < log D, segue

e < D = Fu(=7) = kb g—khur < Dk o—khyur

Por (6.4), temos

S S MEY £ O3 pPllnm)) 3 u@r

k=N FEF; k=N QEPy

k=N erk ,pequeno erk,grande
< C Z H’ tna 900 (Dk: —khyuT + Dke_kh“T)
= 2C Z (P (tn, )" DFe T, (6.5)
A parte (iii) do Teorema (6.2.3) nos permite dizer que

p(P(tk; x0)) = A(P (L, 20))

Logo, para € pequeno e t; suficientemente grande,

1 1
L(zg) —e < —log ———,
ou seja,
k(L(xg) —€) <log —————,

e, exponenciando, temos
C_k(L(wo)_e) Z )\(P(tk, :L‘O)) = ,u(P(tk, 1‘0))
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Deste fato e de (6.5) segue

i Z w(EF)" <20 i DFe—kr(hu+L(zo)—€)

k=N FEF;, k=N

E assim, tomando
log D
> )
hy + L(xg) — €

existe v > 0 suficientemente pequeno tal que

T

log D 4 v
T J
- hu—i‘L(l’o) — €

e, desta forma,

SoEr = Y Y u(Ey

GeGn k=N FeFy
S
< 20 Z Dke—k(log D)
k=N
S
= 2C Z e M
k=N
N—oo 0

Como Gy é cobertura de W(U, z, {t,}), entéio

Dimy,, WU, zo,{tn})) < T

para todo
log D

T> b+ L{vg) — €

Fazendo € — 0 e usando o Lema (lema 66) obtemos o resultado para xy € Xp.

Se zp € X, temos, pelo Lema (6.2.8), que para todo m € N, existe N € N tal que,
para todo n > N,

Te ) < (P, 24) < Mt 0w,

ou seja,

Lotatmymy Ly potaertm).
n(P(tn, 0))

o que implica

110 1—1—25 h—1 <110 ! <1lo 1+t h—i—l
P VA n gn(P(tn,xo)) nooe\ T\ T



onde M é uma constante dependendo de F,. Tomando o limite com n — oo obtemos

e disto segue o resultado para zy € X;.
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Apeéendice A

Consideracoes em Teoria da Medida

Este capitulo do apéndice contém algumas informagoes sobre teoria da medida (definiges
e teoremas) citadas durante o texto. Caso o leitor ndo se lembre de tais conceitos e resulta-
dos podera recordar aqui ou, se achar que tais informacoes sao insuficientes ou nao tenha
estudado teoria de medida, recomendo (como pré requisito para esta dissertacao) [12] e
[4]. Algumas defini¢oes apresentadas nesta parte do apéndice foram retiradas também de
[11].

Defini¢ao A.0.2 (Ordenacao Parcial). Uma ordena¢do parcial num conjunto X € uma

relacao bindria < em X que € reflexiva, transitiva e anti-simétrica.

Definigao A.0.3 (Conjunto Totalmente Ordenado). Um conjunto totalmente orde-
nado é um conjunto parcialmente ordenado no qual quaisquer dois elementos sao com-

paraveis de acordo com a ordenacao parcial dada.

Defini¢ao A.0.4 (Elemento Maximal e Limite Superior). Seja (X, <) um conjunto
parcialmente ordenado. ( € X é um elemento mazimal em X se para todo & € X com
¢ <&, seque-se que & = (. Um elemento n € X é um limite superior de Y C X se £ < n,
para todo £ € Y.

Lema A.0.5 (Zorn). Um conjunto nao vazio parcialmente ordenado, no qual todo sub-

conjunto totalmente ordenado possui um limite superior, possui um elemento mazximal.

Definicao A.0.6 (Semi-anel). Seja X um conjunto qualquer, S C P(X). S € semi-anel
(de X) se
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1. S#0.
2. ABeS=ANBEcS.

3. Se A,B € S entao A\B pode ser escrito como unido finita e de subconjuntos dois

a dois disjuntos de S.

O teorema abaixo é, na verdade, uma parte do teorema de extensoes de medidas que

pode ser encontrado na integra e com demonstracao em [12] (pag 29).

Teorema A.0.7 (Extensao de Medidas). Seja X um conjunto, S C P(X) um semi-
anel e i : S — [0,+00) uma medida. Entdo, 3! o-dlgebra A C P(X) com S C A tal que
existe uma unica medida v definida em A que extende e (X, A,v) € espago de medida

completo.

Definigao A.0.8 (Conjunto Mensuravel). Seja p uma medida exterior definida em
um semi-anel formado por subconjuntos de X. Um conjunto A C X é dito p - mensurdvel

se, para todo B C X tem-se u(B) = u(BNA) + u(B — A).

Defini¢ao A.0.9 (Fungao mensuravel). Sejam X um conjunto, Y um espago topold-
gico e pu uma medida em X. Uma funcao f: X — 'Y € dita u - mensurdvel quando para

cada aberto U C'Y, f~(U) € p - mesurdvel.

Defini¢ao A.0.10 (Conjunto o - finito). Um subcunjunto A C X € dito o - finito com
respeito a uma medida p definida em X quando pode-se escrever A = U By, onde By é

k=1
p - mensurdvel e p(By) < oo para todo k € N.

Defini¢ao A.0.11 (Fungao o - finita). Uma fungdo f : X — [—o00, +00] € dita o - finita
com respeito a uma medida p definida em X quando f € p - mensurdvel e {x; f(z) # 0}

€ o - finito com respeito a .

Definigao A.0.12 (Espago-produto, medida-produto). Sejam (X, A, u) e (Y,B,v)
espacos de medidas o-finitos. Definimos o espaco produto destes espagos como o espaco
de medida (Z,C,n) onde:

e 7=XxY;
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e C ¢ a sigma dlgebra gerada por {A x B; A € A, B € B}. Isto €, a menor o -
dalgebra que contém todos os A x B, A€ A, B € B.

e 1:C — [0,400] € medida que satisfaz n(A x B) = u(A).v(B).
Teorema A.0.13 (Fubini). Seja u uma medida definida em X e v uma medida definida
emY.

i)Entao p x v € uma medida reqular definida em X X Y.

ii)Se A C X é pu - mensurdvel e B C' Y € v - mensurdvel, entdio A X B é X v
- mensurdvel e p X V(A X B) = p(A)v(B) 1i)Se S C X xY € o - finito com respeito
a X v, entao S, = {x; (x,y) € S} € pu - mensurdvel para v quase todo ponto vy,
Sy ={y; (z,y) € S} é v - mensurdvel para ji quase todo ponto x, u(S,) € v integrdvel e

v(Sy) € p integravel. Além disso,
(03 0)(8) = [ u(S)ivte) = [ v(S)duto)
Y X
iw)Se S € pu X v - integrdvel, e f € o - finita com respeito a p X v entao a aplicagdo

Y »—>/ f(z,y)du(x) € v - integrdvel,

T — / f(z,y)dv(y) € u - integrdvel,
Y

Xxyfd(u><u /[/fxydu()}dy /[/fa:ydy )]du()

Teorema A.0.14 (Critério de Caratheodory). Seja u uma medida exterior sobre R™.
Se (AU B) = pu(A) + u(B) para todos os conjuntos A, B C R" tais que d(A,B) > 0,

entao p é uma medida de Borel.

Definicao A.0.15 (Distribuicao de Massa ou de Medida). Uma medida sobre um

subcongunto limitado de R™ tal que 0 < u(R™) < oo é dita uma distribuicao de massa (ou

de medida).

Proposicao A.0.16 (Principio de Distribuigao de Massa ou de Medida). Seja p
uma distribuicao de massa sobre F' e suponha que, para algum s, existem niumeros ¢ > 0

e € > 0 tais que

p(U) < cup
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para todo conjunto U com |U| < e. Entao H*(F) > u(F)/c e

s < dimg F.

O resultado abaixo é o 1nico conceito nao basico para estudos em um curso de
Mestrado presente neste capitulo do apéndice. Portanto, um leitor interessado podera

encontrar sua demonstragao em [3] pag 142.

Teorema A.0.17 (Jarnik). Suponha o > 2. Seja F' o conjunto dos nimeros x € [0, 1]

para 0S quais G 1Mequacao
1
. ?2‘ <L
q q”

para infinitos inteiros p e infinitos inteiros positivos q. Entao dimy(F) = 2/a.
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Apeéendice B

Dimensao Box - Counting (contando

caixas)

Neste Capitulo do Apéndice apresentamos, sem muitas explica¢oes, um outro conceito de

dimensao que auxilia estimativas da dimensao de Hausdorff.

B.1 Definicao

Defini¢ao B.1.1 (Dimensao Box - Counting). Seja F C R™, F' nao vazio e limitado

e seja Ns (F') o menor nimero de conjuntos de diagmetro no mdzimo § > 0 que pode cobrir

F. Entao definimos:

log N5 (F
dimy, P — lim 2828 )
5—0 —logéd
a dimensao Box - Counting inferior e
S — log N5 (F
TmpF = T 2820 )
5—0 —logd
a dimensao Box - Counting superior.
Se os limites sao iguais,
log Ns (F
dimp F = lim 2285 (F)
5—0 —logd

¢ o limite Box - Counting de F.
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Observacao B.1.2. Admitiremos 0 suficientemente pequeno tal que —logd seja estrita-

mente positivo.

Existem outras 5 definigoes equivalentes de dimensao Box-Counting, o que proporciona

escolha conveniente do método de calculo da dimensao.

O método da malha de cubos: Considere de uma ¢ - malha de cubos, ou seja,

uma malha de cubos de lado de comprimento ¢
[m1d, (my + 1) 48] x ... x [m,0d, (m, + 1) 6] onde my, ma,...m, sdo inteiros.

Vamos denotar Nj(F') o nimero de cubos da malha que intersectam F'.

Assim, Nj s (F) < Nj(F) pois o conjunto de cubos de lado d que intersectam F é
uma dy/n - cobertura de F.
Se dy/n < 1 entdo

log Nsym (F)) _log Nj(F)  log Nj(F)
—logdy/n — —logdy/n  —logd —log\/n

Fazendo § — 0, o que implica §/n — 0, temos que

Nsym (F) < Nj (F) =

log N (F
dim,, F > lim 2085 (F) (B.4)
0—0 — ].Og 5
e também
_ — log N
Ty F < Tim 2085 (F) (B.5)
§—0 —logd

Por outro lado, posso cobrir um conjunto de diametro no méximo d+/n por, no maximo,

3" cubos com lados de comprimento § de uma malha. Logo:

log N (F) _ log 3" Ny (F)
—logdy/n = —logd\/n

log Nj(F) _ _log3"  log Nsym(F)
—logdy/n — —logdy/n  —logdy/n

N;(F) <3"Nsm (F) =

=

Fazendo § — 0 temos que §/n — 0 e dal

dimp(F) > lim (B.6)
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e também

log NL(F
dim,y(F) < lim 2E5E) (B.7)

50 —logd

Das desigualdades (B.4), (B.6), (B.5), (B.7) temos que

S _,—logN(g(F)
dimp(F) = lim — 05~
) . log N4(F)
dim o (F) = lim —2-0 "/
dimp(F) = lim =705

As contas acima mostram que para encontrar a dimensao Box - Counting de um
conjunto podemos tomar, ao invés de conjuntos quaisquer de diametro no méaximo 9, uma

malha de cubos de lado 6.
Outra equivaléncia para a definicao da dimensao Box - Counting é o:

O método dos cubos arbitrarios: Tome Nj(F') como sendo o menor nimero de

cubos arbitrarios de lado § necesséarios para cobrir o conjunto F'.

Por um lado, esta cobertura de cubos serd uma d+/n - cobertura de F', logo

(. _log N3(F)
d F) > lim —————=
im(F) 2 75135 —logd

Ng(F) > N(;\/?;(F) = (B.8)
—log N}(F)

T < .
dimp(F) < (lsli% —logd

\

Por outro lado, podemos considerar cada conjunto de uma ¢ - cobertura de F' contido

em um cubo de lado §. Assim:

( log N§(F')
di F) < lim —=—~
inp(F) < = o
Ns(F) < Ns(F) = (B.9)
T ,—logNg(F)
>
| et = I g
De (B.8) e (B.9) temos
|  log NY(F)
d F) =lim ————
im(F) = lim " Togd
e
Ty (F) = T log Nj(F)
o) =T =g
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O método das bolas fechadas arbitrarias: Tome Nj(F') como sendo o menor

numero de bolas fechadas arbitrarias de raio § necessarios para cobrir o conjunto F.

Claramente, esta serd uma d - cobertura de F', logo

( log N;(F')
imp(F) > lim ——2—2
dimp(F) > lim =70
Nj(F) > N;(F) = (B.10)
T — log Né(F)
< R S
R

\

Por outro lado, podemos tomar, para cada bola, uma bola concéntrica de raio 36 e

teremos. Assim:

( log Ni(F
dim;(F) < lim OgTég((s)
0—0 —
Nj(F) < N3s(F) = (B.11)
- — logNé(F)
d F)>lim ————=
\ mp(F) 2 500 —logé
De (B.10) e (B.11) temos
: . N3(F)
dimy(F) = lim —2
im () % —logé
e
- T logNé(F)
dimp(F) = == 05~

O método das bolas disjuntas: Seja N§(F') o maior nimero de bolas disjuntas de

raio 6 com centros em F'.

Observe que se Bi(z1), Ba(za), . . ., By (r)(Tny(r)) s80 tais bolas de raio d e centros
em Fcomi=1,2,..., N;(F), entdao Di(z1), Da(72), . .., Dy (r)(Tny(r)) sd0 bolas de raio
20 concéntricas com B;(x;) para todoi = 1,2,..., Nj(F') tais que F' C vaz‘gl(F) D;(x;). Isso
ocorre pois, se nao, existiria « € F' tal que x ¢ D;(x;) para todo i = 1,2,..., N§(F), logo,
sendo d(x,y) distacia de z a y e Bs(x) bola de centro x e raio 4,

Ng(F)
d(z,x;) > 26 = d(x,y) > 6 Yy € B; = Bs(x) N ( U Bz(xz)> =0
i1

SR N§(F)
1

e temos que {Bs(z)} U {B;(x;)}, é um conjunto com N§(F') + 1 bolas disjuntas com

raios 0 e centros em F', o que contradiz a maximalidade de Nj(F').
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Desta forma, temos

dim (F) > i
dim p( )_% “Togd

Ns(F) > Nys(F) =

T < .
\ dimp(F) < }55% —logd

( log Nj(F)

—— log N§(F)

(B.12)

Por outro lado, seja {U;}; uma colec@o qualquer de conjuntos de didmetro no méximo

d que cobre F. Temos que {U;}; cobre {xi}i\lf[;(F) e cada U, cobre no maximo um dos

x; pois se x;,x, € U; com | # k entdo, como os B; sdo disjuntos, d(x;,xr) > 26 o que

contradiz o fato de |U;| < ¢ < 20 (para 0 pequeno).

Assim, cada bola B; deve conter pelo menos um U; e dai

( log N}(F
dim(F) < y% Of 10(;(6)
N;(F) < Ns(F) =
S— — log N§(F)
dimg(F) > lim ————=
\ s—0 —logd
De (B.12) e (B.13) temos
. . N5(F)
d F) = lim -~ 2
dimp(F) =10 = hogs
e
Im (F) —Tm 1ogN(§(F)
B =50 —logd

(B.13)

Estes métodos nos permitem redefinir de maneira mais completa a dimensao Box -

Counting do seguinte modo:

Definicao B.1.3 (Dimensao Box - Counting). Seja F© C R™, F' ndo vazio e limitado.

Definimos:
log N5 (F
dim F — lim 128 ()
50 —logd
a dimensao Box - Counting inferior e
— — log N5 (F'
Ty — T 28 Vo ()
s—0 —logd

a dimensao Box - Counting superior
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Onde Ns (F) é:
1)o menor nimero de conjuntos de diametro no mdzximo 6 > 0 que pode cobrir F' ou
2)o nimero de cubos de uma 6 - malha de cubos que intersectam F ou
3)o menor nimero de cubos de lado de comprimento § que cobrem F ou
4)o menor nimero de bolas fechadas com raio § que cobrem F ou

5)o maior numero de bolas disjuntas com raio § com centros em F
Se os limites sao iguais,

log N5 (F
dimpg F' = lim 086\ (F)
s—0 —logd

€ o limite Box - Counting de F.
Observagao B.1.4. Para obter a dimensao Box - Counting de um conjunto F € suficiente

considerar nas equagoes (B.1) e (B.2) os limites com d, — 0 sendo (0x) uma sequéncia

decrescente tal que dg11 > cdy paraalguma constante 0 < ¢ < 1 (em particular para

(Sk = Ck).
De fato:

Inicialmente considere rilaNX 0 <1 otomed < rilal\)lc 0. Como 0y, | 0, existe k' € N tal
S €

que Opq1 < 6 < 0.

1 1 1
Disto segue que N5, (F') < Ns(F') < Nj, . (F) e “logoies < “Togs < "oz 4, 0 que
implica
No(F)  _ N, (F) _ No(F) _ Ns(F) _
—logdy, —loge — —logdy, + log (&fﬁ) —logbpy1 — —logd —
N6k+1(F) _ N5k+1 (F> < N5k+1<F)
—log o —logdyy1 + log (6’3—:1> ~ —logdg1 +loge

Ou seja,

10gN5k(F) < log N;(F) < 10gN5k+1<F)
—logdp —loge = —logd — —logdry1 + loge

Fazendo 0 — 0, temos que 0 — 0 e assim

mlOgNé(F) — Tim log N, (F)

5—0 —logd 5—0 —log dy
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log Ns(F log N5, (F
h_m Og 5( ) — ll_m Og 5k< )
0—0 lOg 0 o0p—0 log 5k’

B.2 Propriedades

Propriedade B.2.1. Se B; C B, entdo dimpB; < dimpBs; e dimyzB; > dim B,

Demonstragao:

Tomemos B; C By. Dado 6 > 0, C'; a malha de cubos necessaria para cobrir By, e Cy

a malha de cubos necessaria para cobrir By, temos que

BiCBy=C,cCc(Cy= Ng(Bl) < N(;(BQ)

Portanto

log Ns(B log N5(B log Ns(B log Ns(B

og N5( 1)§ og Ns( 2):>1i_m0g 6 1>Zh_mog—5(2):>(ﬁ_m3312ch_m332.
—logé —logé s—0 —logd s—0 —logd

Analogamente, temos que dimgB; < dimpgBs.

O
Propriedade B.2.2. dimp € finitamente estdvel, isto ¢, dados E, F C R™ entdo dimp(EN
F) = max{dimpFE, dimpF}.
Demonstracgao:

Por um lado, da proposi¢ao (B.2.1) segue

ECEUF dimpE < dimg(E U F)
= _ _ =
FCEUF dimpF < dimp(E U F)
= dimp(F U F) > max{dimpE,dimpF} (B.14)

Por outro lado, tome Ns como malha de cubos e suponha, sem perda de generalidade,

NsE < NsF'. Logo, temos

log Ns(E U F) < 2 log Ns(F')

< Ns(E) + Ns(F') < 2Ns(F
N;(EUF) < Ns(E) + Ns(F) < 2N;(F) = —1log§ — —logé —logé
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= dimp(F U F) < dimgF = dimp(F U F) < max{dimpE,dimpF} (B.15)

Pelas equacoes (B.14) e (B.15) temos dimp(E U F) = max{dimpE, dimpF}.

Propriedade B.2.3. dimy e dimp sao bi-lipschitz invariantes.

Demonstragao:

Sejam FF CR", f: F — R" e ¢1,¢9 € R tais que eoz — y| < |f(z) — f(y)| < e1|lx — o
para todo x,y € F.

Assim temos o' = {cox; x € F} C f(F) C eoF = {cix; x € F}. Logo toda § -
malha de cubos de ¢; F' é delta - malha de cubos de f(F') e temos

log ¢ n N;(F) S Ns(f(F))

Ni(erF) = No(£(F)) = eiNi(F(F) 2 No(F(F) = ZEol 4 S50 > S8

N di:mBF < di:mB(f(F)) (B.16)
dimpF > dimp(f(F))

Além disso, toda § - malha de cubos de f(F) é delta - malha de cubos de ¢ F' e temos

loge |, No(F) _ Na(/(F))

Ns(e2F) < Nof((F)) = & Ns(F) < Ns(f(F)) = 5%+ =105 < " 1ogs

dimzF > dim F
[ dimar > a7 -
De (B.16) e (B.17) segue o resultado.

O

Propriedade B.2.4. Se F € o fecho de F C R" entdo dimzF = dimgF e dimpF =
dimpF.

Demonstracao:

Seja Ns(F) o menor niimero de bolas fechadas B; com i = 1,2, ... Ns(F) que cobre
Ns(F)

F. Logo U B; é fechado e

=1

Ns(F) Ns(F) . = .
—_ _ dim,F > dimzF
Fc |JB=Fcl|)=NF>2NF = "~ 7 (B.18)
i=1 i=1 dimgF < dimgF
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Além disso, F C F. Segue da propriedade B.2.1 que

di_mBF > dimgF

- (B.19)

De (B.18) e (B.19) temos o resultado.
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