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Desiguadade de Calderéon para comutadores e a regra de Leibniz
fracional

Gleison do Nascimento Santos

Orientador: Didier Jacques Francois Pilod

Apresentamos a desigualdade de Calderén para comutadores generalizada e a regra de
Leibniz fracional. O ponto crucial nessas provas é o uso da teoria de Littlewood-Paley.
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Desigualdade de Calderon para comutadores e a regra de Leibniz
fracional

Gleison do Nascimento Santos

Supervisor: Didier Jacques Francois Pilod

We present the inequality for Calderéon commutators generalized and fractional Leibniz
rule. The crucial point in these proofs is the use of Littlewood-Paley theory.
keywords: Calderon inequality, comutator, Leibniz rule, Litllewood-Paley theory.

vi



Conteudo

Preliminares

1.1 Notagoes . . . . . . . . o o e
1.2 Alguns resultados basicos. . . . . . . ... Lo
1.3 O teorema de Littlewood-Paley . . . . . .. ... ... ... ... .....

Desigualdade de Calderén para comutadores

2.1 Introducao . . . . . . . ..
2.2 Lemas técnicos . . . . . . ..
2.3 Prova do teorema de Calderén para comutadores . . . . ... .. ... ..

A regra de Leibniz fracional

3.1 Derivadas fraciondrias . . . . . . . .. . ...
3.2 Alguns lemas técnicos . . . . . . ...
3.3 Estimativas para a derivada fracionaria do produto . . . . . ... ... ..
3.4 A regrade Leibniznocasop; =ocoea; =0 . . .. ...
3.5 Aplicacao da Regra de Leibniz fracional . . . . ... ... ... .. ... ..

11

23
23
23
32



Introducao

A Analise Harmonica é um ramo da Matematica que investiga as nocgoes de série
de Fourier, transformada de Fourier e suas generalidades. As técnicas reais em Anélise
Harmonica desenvolvidas na segunda metade do século XX por Calderén-Zygmund, Stein,
Coifman, Meyer entre outros, tém profundas conexoes e aplicagoes em diversas areas da
Matematica moderna, como geometria, teoria dos ntimeros, equacoes diferenciais parciais
ou teoria ergodica.

Aqui estudaremos dois resultados de grande relevancia na Andlise Harmonica, a
desigualdade de Calderén para comutadores e a regra de Leibniz fracional. O comutador
de dois operadores A, B é definido por [A, B = AB — BA. Trataremos em particular dos
comutadores da forma [T, M,] onde T" é um operador agindo num espago de fungoes e M,
é o operador de multiplicagdo pontual por a, tratado em [1] por R. Coifman, Rochberg
e Weiss para estender a teoria classica dos espagos de Hardy H? a dimensoes mais altas.
Esse tipo de comutador surge naturalmente na seguinte situacao: Considere uma funcao
a real com derivada limitada e I'(z) = x + ia(x) uma curva Lipschitz no plano complexo.
Definimos entao a integral de Cauchy de uma fungao f ao longo de I" por

L IOINO)

Crf define uma fungao analitica em Q, = {z = x +iy € C;y > a(x)}. Na fronteira I" de
Q) seu valor é dado por

lir% Crf(I'(z) + ie),
e
que pode ser expressado também por
1 ' 1+ id
_[f(Ithm f(y)(. +id(y) ]
2 T e=0 lz—y|>e T — Y + Z(CL(.T) - CL(y))

Isso nos motiva a considerar o operador

. fy)
L@ =lm | ey i) =)

com ntcleo associado K(z,y) = m Quando ||d'||p~ < 1, K(z,y) pode ser

escrito como uma série geométrica

K(z,y) =~ i ; gi’“<a(2 - Z(y))k



Assim é natural considerarmos os operadores da forma

) — i a(z) —aly)\" /()
ka( 7y> 1 o y|>e < ) dy

e—0 I‘—y J,‘—y

cujo nucleo associado é

Kooy — <a<x>—a<y>>k.

r—y r—Y

Quando k = 1, temos o operador

Tiw) =tim [ U= g,

e—0 lx—y|>e (.17 - y)2

Um argumento de integracao por partes nos da

_ aW) '), o f'(y) . a'(y)f(y)
Tf(x) B 1_13% lz—yl>e T Y dy (x> 1_1;% lz—y|>e L — ydy " l_{% lz—yl>e T Y dy
Dai,
Tf(x) = H(af') —aH(f") + H(d'f) = [H, Ma] f* + H(d'[) (1)

onde H é a transformada de Hilbert definida por

Hf(z) = lim ) dy.

=0 le—y|>e £ — Y

Podemos nos perguntar se o operador 71" é limitado em L, para 1 < p < +00. A resposta
é sim, nao s6 para T, mas para todos os T;. Este fato pode ser provado combinando a
teoria de integrais singulares de Calderén-Zygmund( os nicleos K}, sao nicleos standard
na notacao de Coifman-Meyer [1]) e variantes do Teorema T'1 [5]. Uma outra maneira
de obter que o operador T' é limitado em LP seria estimando o comutador em (1). Isso
mostra que o estudo desse tipo de comutador é relevante, ja que ele nos permite obter
limitacao do operador 1" sem o uso do teorema 7'1. Usando que o operador 7', bem como
o operador H, sao limitados, podemos obter da expressao (1) a desigualdade de Calderén
para comutadores

IH, al f'll e < clla’]| || 1] o

Neste trabalho, estudamos uma generalizagao dessa desigualdade, enuciada a seguir:

Teorema 0.1. Se T' é um dos operadores P, P_, ou a transformada de Hilbert H, e
1 < p < 400 entdo para cada l,m € Z, existe uma constante ¢ = c(p, m,l) > 0 tal que

10,(T, a)Oy" fllr < |0y all | f | s



O resultado acima foi provado por L. Dawson, H. McGahagan e G. Ponce em [4] e
aplicado ao estudo das propriedades de decaimento das equacoes de Schrodinger do tipo

O —iAu = f(lu))u, Jwu —i(Au+ Wz, t)u) = F(x,t).

A Diferenciagao é geralmente tida como uma operacao discreta, por exemplo, derivadas

de ordem 1, 2, .... Nesse contexto a famosa regra de Leibniz
dr "\ dfdrig
a9 =2 (j) @7 d

nos da a expressao exata para a derivada do produto de duas fungoes. Entretanto, em
algumas circunstancias considera-se derivadas de ordem fracional D com 0 < o < 1,
onde D® é o potencial de Riesz de ordem —a. Nesse contexto é natural nos perguntarmos
se ha uma regra analoga para a derivada do produto de duas fungoes. Para derivadas
fracionarias nao temos uma expressao exata, porém vale a seguinte estimativa:

I1D%(fg) = FD%g = gD flle < cl[ D" fll o [| D™ g Lr2

onde 1 < p,p1,p2 < 400, ag, a0 >0, a1 +ag = a e 1/p = 1/p; + 1/py. Essa estimativa,
chamada regra de Leibniz fracional, foi provada em 1993 por Kenig, Ponce e Vega em
[10]. Ela tem varias aplicagoes, como por exemplo, em EDP, onde ela se tornou uma
ferramenta muito importante na obtencao de boa colocagao para algumas equagoes de
evolucao nao lineares.

Os resultados acima, a desigualdade de Calderén para comutadores e a regra de
Leibniz fracional compartilham o fato de poderem ser ambas provadas usando a teoria
de Littlewood-Paley. Ela foi desenvolvida na primeira metade século do XX e permitiu
estender certos resultados sobre operadores em L? a LP, 1 < p < +o00. Por exemplo, em
L?, podemos assegurar a limitacao de um operador dado por um multiplicador usando o
teorema de Plancherel. Agora se queremos garantir a limitagao de um multiplicador em
L? para p # 2, o teorema de Plancherel nao é suficiente. Usando as técnicas da teoria
de Littlewood-Paley podemos conseguir a limitacao em LP de multiplicadores, quando
1 < p < +00. Dois resultados nessa direcao sao o teorema de Mihlin e o teorema de
Littlewood-Paley , que apresentaremos neste trabalho em uma dimensao. A idéia basica
da teoria é decompor uma funcao numa soma de funcoes f, com freqiiéncias localizadas
nos intervalos diddicos da reta. Mais precisamente, seja {I }rez a decomposigao da reta
em intervalos diadicos. Consideramos

fre = {271},

para uma certa funcao suave 1. O resultado fundamental é o teorema de Littlewood-Paley,
que diz que podemos comparar a norma em LP de f com a norma L” da funcao quadrado

1/2
S(f) = (Z|fk|2> :

keZ

4



Isso nos permite comparar o tamanho da funcao f em termos do tamanho de cada uma
das funcoes fr na norma LP. KEssa técnica é uma ferramenta poderosa e nos permite
obter resultados de grande importancia, no caso aqui, a desigualdade de Calderon para
comutadores generalizada e a regra de Leibniz fracional. Finalmente, observamos que para
obter a regra de Leibniz no caso as = 0, py = 400 e p; = p, é preciso utilizar técnicas
mais sofisticadas como o espaco BMO introduzido por J. Nirenberg e F. John. Uma
consequéncia imediata da regra de Leibniz fracional nesse caso é que W#P(R) N L*(R) é
uma algebra de Banach com relagao ao produto pontual de fungoes, para qualquer s > 0
el <p<+oo.

O trabalho obedece a seguinte sequéncia:

No primeiro capitulo, damos algumas nocoes e notacoes preliminares a fim de situar o
leitor aos fatos que sao usados nos capitulos seguintes, e tornar o texto o mais auto-contido
possivel. Ai, demonstramos o teorema de Littlewood-Paley generalizado.

No segundo Capitulo enuciamos e provamos a desigualdade de Calderén para comu-
tadores generalizada, utilizando as técnicas de decomposicao diddica de uma funcao. O
ponto crucial nessa prova é o teorema de Littlewood-paley generalizado.

No terceiro capitulo provamos a regra de Leibniz fracional, também utilizando a mesma
técnica empregada no capitulo 2. Finalizamos o trabalho dando uma aplicacao da regra de
Leibniz, mostrando que o espaco de Sobolev W#P(R) N L>°(R) é uma algebra de Banach,
para 1 < p < 4+00.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Notacoes

Nesta se¢ao daremos algumas notagoes que serao tteis ao longo do texto.

Por comodidade, nas varias desigualdades que aparecem no texto, frequentemente
denotaremos por um mesmo ¢ uma constante positiva, mesmo essa representando quan-
tidades distintas de uma expressao para outra.

Se 0 < a < b entao +|a, b] denotard o conjunto

+la,b) = {x € R:a < |z| < b}.

Se J é um subconjunto mensuréavel de R entdo |J| denotard a sua medida de Lesbesgue.
R, e R_ denotarao, respectivamente, os conjuntos

{reR:2>0} e {reR:z<0}.
Dada uma fungao f : R" — R, supp(f) denotard o suporte de f que é o conjunto
{r eR": f(z) #0}.

Se (X, p) é um espago de medida e 1 < p < oo, LP(X, ) denotard o conjunto de todas
as fungoes mensuraveis f : X — C tais que |f|P é integravel e para cada f € LP(X, ),

| f]lz» denotard
_ pd l/p
1l = ( [ s u<x>) |

Quando p = oo, L>(X, 1) denotard o conjunto de todas as fungbes mensuraveis essen-
cialmente limitadas, isto é, o conjunto das fungoes f tais que

p{z e X - [f(2)] > ¢}) =0,

para algum ¢ > 0. Para cada f € L>®(X, u), | f|lz~ denotard

[fllzee = inf{e >0 p({z € X : |f(z)] > c}) = 0}

6



Quando X = R", denotaremos simplesmente LP(R"), deixando implicito que a medida
em questao é a medida de Lebesgue.
Denotaremos por S(R™) o espago de Schwartz todas as fungoes de classe C*°(R"™) tais
que
| fllas := sup |z*f O (z)| < 00, V a,B € N".
T€R™

onde

(67

=t

g o
(0) _
/ ozx{t Qxn /

para todo x = (z1,...,2,) ER" e @ = (ay,..., ) € N
f denotara a transformada de Fourier de uma dada funcao f, que é definida, quando
f € LY(R"), por

J@=c| J@e " da

onde ¢ = &%ex-fzzlfljb--—i—xnﬁn.

De modo semelhante, f denotara a transformada de Fourier inversa, que quando f €
LY(R™), ¢ dada por

fly=c | fleyetsde

f * g denotara a convolucao de duas fungoes f e g, que é dada por

(fxg)(@)= | fly)glz—y)dy,
R

desde que a integral faca sentido.
Utilizaremos também alguns operadores:

M denotard a funcao maximal de Hardy-Littlewood que ¢é definida por

1
M f(z) = sup
r>0 [ L] i,

‘f(x - y)|dy7 f € Llloc(Rn)

onde I, = (—r,r).
P, denotara o operador de projecao nas frequéncias positivas, definido via transfor-
mada de Fourier por

(Pef)ME) = xx, (€)F ().

De modo andlogo, P_ denotara o operador de projecao nas frequéncias negativas, dado
pela expressao

(P_)"(€) = x=_(&) ().

H denotara a transformada de Hilbert, que é dada no espago de Schwarz S(R) por

1 _
e—0 7T \y|>e y

7



E sabido que da definicao acima tem-se

(Hf) (&) = —isgn(€) f(€).

Sejam L e T dois operadores definidos num espago X. Entao [L,T] : X — X denotara
o comutador de L e T, dado por

T, L|f =TLf — LTf.
Denotaremos simplesmente por [T, a] no caso particular em que L é o operador de multi-
plicacao por a.
1.2 Alguns resultados basicos

Essa secao destina-se a apresentar resultados que serao utilizados de maneira essencial
no trabalho.

Proposicao 1.1. supp(f * g) C supp(f) + supp(g)

Demonstragao. De fato, se x & supp(f) + supp(g), entdo para todo y € supp(f) temos
que x —y & supp(g) e dai g(x —y) = 0. Assim

(f fy y)dy = — y)dy = 0.
<o) = [ gt~ o)y - / S wte =)y
Logo

{r eR:(fx*g)(z)# 0} C supp(f)+ supp(g).
Portanto

supp(f xg) ={z € R: (f xg)(z) # 0}
C supp(f) + supp(g).

O]
Proposicao 1.2 (Propriedades da transformada de Fourier).
i)(f*g) (&) = f(©)g(&);
i)(f (h+ )" (€) = f(&)e™;
iii) (fe™)NE) = f(€ = h);
i) (FO))O) = X0 ¢);
v (#) © =if )
vi) (=i&F)"(€) = g
Demonstragao. Ver [9]. O



Proposicao 1.3 (Desigualdade de Hélder). Seja (X, p) um espago de medida. Se 1 <
p<o0el<qg<oo sdo tais que 1/p+1/q =1, entdo

[ 1#@gt@ldz <17 llole

para toda f € LP(X, ) e toda g € LI(X, ).
Demonstragao. Ver [8] ou [7]. O

Proposicao 1.4. Seja (X, ) um espaco de medida. Se f € LP(X, ), com 1 <p< oo, e
q € tal que 1/p+1/q =1, entdo

IWmﬂw{

o s 20, ol =1}

Demonstragao. Segue do teorema de dualidade de Riesz, ver [8] capitulo 16. [

Proposicao 1.5 (Desigualdade de Minkowski para integrais). Sejam (X,u) e (Y,v)
espacos de medida o- finitos e seja f : X XY — R wma funcdo mensurdvel. Se
f(-,y) € LP(X, n) para quase todo y € Y, entio v — [, f(z,y)dv(y) € LP(X, pu) e

/w ) led(y)

Demonstragao. Ver [7]. O

y)dv(y

Proposicao 1.6. Seja (X, p) um espago de medida e seja py € [1,4+00). Entao f €
L(X, p)NLPo (X, p), se, e somente se, f € LP(X, ), para todo p € [pg,o0), elimsup || f]|» <

p——+o00
Q.

Demonstracao. Se f € L>®(X,u) N LP(X, u) entdo, dado p € [pg, +00) temos

[ 15@Pdut) = [ 1@ dn) < 1152 [ 15@Pdat) < +o

Logo, f € LP(X, u) e além disso,

1—P0
[fllzr < ||f||L£ ||f||LPO <\ flle’ ||f||m,
donde limsup || f||z» < o0.
p—r+00
Agora suponhamos que f € LP(X, u) para todo p € [pg, +00), e que limsup || f|z» <

p——+00

+o0. Entao existe K > 0 tal que || f||» < K paratodo p € [py, +00). Considere o conjunto

J={ve X;|f(z)] = K +1}.



Temos que

/X (@) Pdu(a) > / @) Pdu(z) > (K + 1P u(]).

u(J) < (KLH)IJ

para todo p € [pg,+00). Fazendo p tender a +oo, obtemos que pu(J) = 0. Dai f €
L=(X, ). O

Logo

Teorema 1.1 (Plancherel). Sejam f,g € L*(R"). Entdo

| J@gl@dr = | J©)a(e)de

Demonstragao. Ver [6] ou [7]. O

Proposigao 1.7. Seja ¢ € L'(R) e pc(x) = 2p(%), € > 0, tal que

Y(r) = sup [p(y)|, r>0,

ly|>r

satisfaz
+00

(r)dr =c¢ < oo.
0

Entao vale
sup |¢e * f(z)] < cM f(x),

e>0

onde M denota a fung¢ao maximal de Hardy-Littlewood.

Demonstragao. Ver [13] Teorema 2, capitulo III.

Nos resultados a seguir usaremos a seguinte definicao:

Definicao 1.1. Um operador T : LP — L9 € dito (p,q) fraco, ¢ < oo, se ezistir uma
constante ¢ > 0 tal que

cll flze
A

|{meR:|Tf(x)|>>\}|§( )q,v A> 0.

T ¢ dito (p,q) forte, se ele for um operador limitado de LP em L. Para q=o0, T
é dito (p,0) fraco, se ele for limitado de LP em L.

Teorema 1.2 (Hardy-Littlewood). A fun¢do mazximal de Hardy-Littlewood é um operador
(1,1) fraco e (p,p) forte, se 1 < p < 0.

Demonstracao. Ver [5] ou [13]. O

10



Teorema 1.3 (Riesz-Kolmogorov). A transformada de Hilbert é um operador (1,1) fraco
e (p,p) forte para 1 < p < 0.

Demonstragao. Ver [5] ou [13]. O
Como consequéncia do teorema de Riesz-Kolmogorov segue:

Proposicao 1.8. P, e P_ sao (1,1) fraco e (p,p) fortes, para 1 < p < oo

Demonstracao. De fato, isso segue do teorema de Riesz-Kolmogorov, notando-se que

Py =iH+1;, e P. =il — I,

1.3 O teorema de Littlewood-Paley

Um dos interesses da analise harmonica ¢é o estudo de operadores dados por multipli-
cadores, que sio operadores da forma Tf = {mf}", onde m seja uma funcdo em L®(R).
Como exemplos desses tipos de operadores podemos citar a transformada de Hilbert H, e
também os operadores P, P_. Desde que m é uma fungao limitada segue pelo Teorema
de Plancherel que um operador dado por um multiplicador m ¢ limitado em L?*(R). O
mesmo nao é vélido em LP(R) em geral. No entanto, impondo certas condi¢oes sobre os
multiplicadores, o teorema a seguir nos garante que o operador ¢ limitado.

Teorema 1.4 (Mihlin). Seja m : R\ {0} — C, C, tal que |mW)(€)| < B|¢|™7, V¥ € #
0, j=0,1. Entao, eziste uma constante ¢ = c¢(p) > 0, tal que para todo 1 < p < oo,

| Tnfllee < cll fllee, ¥V f € LP(R),
onde T, € dado por (T, f)"(€) = m(€)f(€).
Demonstragao. Ver [12] ou [13] capitulo 4. O
Se 1 uma funcao real suave tal que

n >0, supp(n) C £[1/2,2]

Z'r](Q’jx) =1, V x#0.
nez

— N

Agora considere os operadores @, dados por Q;f (&) = n(277€) f(£).

Teorema 1.5 (Littlewood-Paley). Se n satisfaz as condi¢oes acima, entdo eziste uma
constante ¢ > 0 tal que

1/2
Il < <Z \ij|2> < fllze, V€ LP(R¥).

jEL .

11



Demonstracao. Ver [12] ou [13]. O

1/2
A estimativa na norma LP(R) da funcao (Z ien|Qif |2> , chamada fungao quadrada,

sera de grande ultilidade tanto na demonstracao do teorema de Calderén para comutadores
quanto na demonstracao da regra de Leibniz fracional. Para isso apresentaremos uma
versao mais geral do teorema acima, onde a funcao 7 satisfaz condi¢gdes menos restritivas.

Teorema 1.6 (Teorema de Littlewood-Paley generalizado). Seja n € C'(R — {0}), que
verifica

d g, 1€l <1
- < ) — 1.1
dg](ﬁ)‘ > { C’§|—’y—1 ’ ‘5| >1 ( )
para algum v >0 e c > 0, e além disso, existem ¢1,¢y > 0, tais que
G <Y IO < (12

JEZ

para todo £ # 0. Entdo se 1 < p < oo, vale:
a)
1/2
Il < (Z |ij|2> < el £l (1.3)

jEL .

b)
Z Qjf;

JET

1/2
<c <Z |fj|2> P (1.4)
p

jEz

para toda sequéncia { f;}jez em C S(R).

A demonstracao do teorema acima seguird a mesma idéia da demonstragao do teorema
de Littlewood-Paley em [12]. As condigao (1.1) e (1.2) serao usadas para verificarmos as
hip6teses do Teorema de Mihlin, e entdo obter desigualdade do item a) do teorema. O
item b) seguird de a) usando-se dualidade e a desigualdade de Cauchy-Schwarz.

Assim como na demonstragao do teorema de Littlewood-Paley, em [12], iremos con-
siderar uma sequéncia de fungoes {r;}, y em @ = [0, 1] dadas por

2

k k4l g ¢
—1, se 57 <w < %5, k impar

1, se £ <w< EL [kopar
27

Essas funcoes sao chamadas de fungoes de Rademacher que sao variaveis aleatéria inde-
pendentes, i.e. se p é a medida de probabilidade em 2 entao

p(lry <apn{r; <b}) = p({r; <a})p({r; <b}), ¥ a # b

Comegaremos com alguns lemas técnicos.

12



Lema 1.1. Para todo n > 1 e toda sequéncia {aj}?zl em C, temos

p<{(§aﬂj > A(gw)”}) <4 Y A0

n n

Demonstragdo. Sejam o? = g la;]* e S, = 5 a;r; onde os r; sao as fungoes de
j=0 =1

Rademacher. Queremos mostrar que para cada A > 0,

P({]Sal > Ao}) < de 2

Primeiramente suponhamos que os a; sao reais. Desde que as funcoes r; sao varidveis
aleatérias independentes vale

/etS" /H ta;r;(w dp H/ tajrj(w dp (15)
Q

Agora note que

/ tiri (W) dp(w) = cosh(ta;), ¥V j=1...,n.
Q

27
De fato, como ) = U I,z, onde I,z = [% 2ler;=1em [,Z para k par, e r; = —1 em I,z

) 97
k=1
para k fmpar entao

/ eta]r]
Q

Z/ ta]dp Z / tajdp
i

k par k impar
_6m]Z/jd’O Z /dep

k par k impar

1 1
= —¢'% + ée’t“f = cosh(ta;).

2
Em seguida, usaremos que
322
cosh(z) <ez, VzeR. (1.6)
De fato
1, 1 . l/e=2" S(=2)k 1 z*
cosh(e) = 5"+ e =5 (L + ) =3 22
k=0 k=0 k par
o g2k o 2k 0 (%)k
:Z(Qk)l SZQk !:Z k!
k=0 k=0 k=0
— %,



Entao pela desigualdade (1.6) temos que

/etajrj(w)dp(w) S eéa?.
Q

Logo usando (1.5) e essa tultima desigualdade, obtemos

2

i2
Q

Deduzimos de (1.7) que
{5, > 0D = [ N w)dpl)

etSn (w)
< /Q etpo(w)

2
< 6%0271‘)\0

— Y

para todo t > 0. Logo, escolhendo t = g, obtemos

p({Sn > Ao}) < e N/2, (1.8)

De modo similar,
S, < 37D = [ Niewosn (w)iplw)

etSn(w)
< /QWCZ'O(M)
2
< 2N < N2

escolhendo t = —%. Dai temos que

p({19u] > Ao}) < p({Su > Ao}) + ({50 < —Ao})
< 2612,

Para finalizar, quando os a; sao complexos, consideramos

n 1/2 n 1/2
o1 = (Z Re(aj)2> e 0y = (Z Im(aj)Z) :

J=1

Notemos que
{|Sn] > Ao} C {|Re(S,)| > Ao} U{|Im(S,)| > Aoz}

De fato, se |Re(S,(w))| < Aoy e [Im(S,(w))] < Aoy entao
1/2
1Sa(w)] = (IRe(Su(w)? + [Im(Su(w))2) " < Ao +03)"/2 = do,

14



Logo
p({ISn] > Ad}) < p({[Re(Sn)| > Aor}) + p({{Im(Sn)| > Aoa}).

Entao, como pelo caso anterior vale
p({IRe(S)] > Aoi}) <2672 e p({|Im(S,)| > Aaz}) < 26772

temos que
p({]Sal > Ao}) < 42,

]

Lema 1.2 (Desigualdade de Khinchin). Para todo p € [1,00) existe ¢ = ¢(p) > 0 tal que

n p/2 n P n p/2
¢! <Z|aa’!2> S/Q Zajrj(w) dﬂ(w)§C<Z!@j\2> ; (1.9)

para todo n € N.

Demonstracao. Sejam o e S, como na demonstracao do lema anterior. Temos de uma
propriedade de L? que,

/Q 15, (w) Pdp(w) = / TN p({]S.] > A}

400
e / o p({1Sul > po)d
0

Pelo lema anterior obtemos

—+o00
/Q Su(w)Pdp(w) < 40” / ey = aPe(p).
0

/i

> agr(w)

Dai segue que
p

n p/2
dp(w) < ¢ (Z |aj|2> : (1.10)

o que prova a segunda desigualdade em (1.9)
Agora, vamos mostrar a primeira desigualdade. Para isso consideremos dois casos.
Caso 1: p = 1. Deduzimos usando a desigualdade de Holder e (1.10) que

/Q 1S, Pdp(w) = / 1S, P72, Y3 dp(w)

<(/ rsn\dp<w>>2/3 (f rsnr*dp(w))l/g

<c (/Q \Sn|dp(w)>2/3 at/3. (1.11)

15



Por outro lado

[t | ($0r) (;Ia—m) o

/Z|a]]2 2dp(w /Za]akrjrkdp

J#k

_Z|aj|2+2a]ak/rjrkdp

i#k

Ja que as funcoes r; sao varidveis aleatérias independentes segue que

[ rimdotw) = [ ridotw) [ mdotw) v ik

| ridotuw) =0,

/rjrkdp(w) =0V j#k.
0

Como

segue que

Assim, obtemos
| 15 dptu Zw_a (1.12)

Logo, substituindo em (1.11), obtemos

2/3
o’ <c (/ \Sn]dp(w)) o3,
Q

o < / 1S, |dp(w)
Q

E isso completa a prova do primeiro caso.
Caso 2: 1 < p < oo. Seja ¢ tal que 1/p + 1/¢ = 1. Usando a desigualdade de Hélder,
deduzimos da segunda desigualdade em (1.9) e de (1.12) que

_ / S, Sudp(w)
<(/ rsn|pdp<w>)l/p (f rsnwdp(w))l/q
<o ( [ rsnrpdmw))l/p -

16
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Logo
o < e [ |8 dp(w)
Q
o que conclui a prova do Lema 1.2. O
Agora estamos prontos para dar uma prova do Teorema 1.6.
Demonstragao do teorema 1.6. Comegamos com a prova de a). Para isso consideremos
{r;};cn as funcdes de Rademacher e para cada n € N, definimos

n

ma(§w) = Y ri(w)n(277€).

j=—n

Verifiquemos que m,, satisfaz as hipoteses do teorema de Mihlin. Para ver que m,, é
limitada note que, pela desigualdade de Khinchin e pela condi¢ao (1.2) do teorema 1.6
temos

1/p . 1/2
[ (&5 )l Lr ) = {/I > w)[Pdp(w )} < {Z |n(2_j€)|2} <&”
Jj=—n j=—n
para cada & # 0. Dai, para cada £ # 0 fixado temos
ma(6,) € LX) e llma(€)e < &

para p € [1,+00). Pela proposi¢ao 1.6 temos que

ma(€,) € L®(2,p) e |Ima(€, )i < &

Logo
~1/2
sup [|mn (€, )| () < &'
€40

Portanto m,, é limitada e alem disso, ela é limitada por uma constante que independe de

n. Vamos agora analisar 2m,,.

o€

0
‘agmnf, ‘ 22]

j=-n

o =l 3 12l fze).

J=n
Notemos que para cada £ # 0, existe jy € Z tal que
9Jjo—1 < |£| < 9J0.

Se |jo| < m, separamos o dltimo somatério em (1.13) em duas partes:

m 1 n
|2%W 2%]e17—§]2%ﬂ 2%%
J_—n J=Jo

17



No primeiro somatério note que [277¢| > 2907177 e como j < jo — 1 entao |277¢] > 1.
Dai, segue de (1.1) que

]in@—j@' < cf2ie .

d§
Logo
Jo—1 ' ‘ jo—1 '
[<ed [27¢R7 7 =c ) |27

j=—n j=—n
Jo—1 jo+n—1

<c Z 9—(o—1-)7 — . Z 977
j=-n J=0

— 1
< CZQ = T = c(7).
§=0
No segundo somatério, temos que
277 < 277 <1,

pois j > jo, e entdao deduzimos de (1.1) que

d ‘ .
‘d—gn(f’f)’ < c2igp,

Logo

IT<e) [27¢|l27¢p " = |277¢

J=Jjo Jj=Jjo
n Jo+n
<ec E 9lio=iv — E 9=
J=jo Jj=0

o0 . c ~
<c) 27 = o = )
=0

Suponhamos agora |jo| > n. Se jo < —n, entdo o somatério em (1.13) pode ser estimado
assim como estimamos /. Se j, > n entdo o somatério em (1.13) pode ser estimado
assim como estimamos /. Assim, em qualquer caso, |jo| < n ou |jo| > n, obtemos

‘a%mn@,w)‘ < clel,

onde ¢ é uma constante que independe de n. Entao pelo teorema de Mihlin, existe
c=c(p) > 0 tal que
[T flle < cllfllee, ¥V fe  LP(R),

18



onde T}, é dado por (T, f)(€) = mn,(€) f(£). Por outro lado,

n

> ri(w)Q;f

j=—n

1T, fller = [{maf}| = H > i)

=—n

Lp Lp

Integrando sobre o espaco de medida (€2, p) temos

J </ 2 ri(w)Qif @) dm) dp(w) < el 3

j=—n

Logo, segue do teorema de Fubini que

/R ( / S 1(w)@; () dp<w>) dr < ol fI1%.

j=—n

Agora usando o lema de Khinchin, obtemos

n p/2
/R (Z |ij(¢6)!2) dr < c| |

j=—n

Fazendo n tender para 400, obtemos, pelo teorema da convergéncia mondtona,

p/2
/ﬂ{(ZIij(z)@ dz < c| flI7»

JET
ie.,
1/2
(2]@ﬂﬂ < flee.
JEZ I
Isso demonstra a segunda desigualdade do item a) do teorema.
Agora vamos a demonstragao da primeira desigualdade do {tem a) do teorema.

Seja g € S(R), tal que ||g||z« <1, onde 1/p+1/q = 1. Seja 6 o argumento do nimero
complexo

/R f(x)g(z)dz.

~ ([ rwigtaias ) e

- / f(x)g(@)ePdz
- / F(6) @) @) de. (1.14)
19
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Segue entao que
| Feear@as e re

e dai

[ i@ - re [ jeEmEa

R

= /Re )(e?g)N(€))de. (1.15)
Agora, como por hipdtese
e<) 7OV €40
jEL

segue que

Re (fO79) @) < &Y m@76)PRe (£ (©)

= otne (S orie W)
— ¢ 'Re Zn n(277&)(e?g)" (é))
= e (Y@ O @). (116)

Logo, segue de (1.16) e do teorema de Plancherel que,

| re (A@@ar@)a < & [ Re (Z(@;-f)%fg)@j(ewgw(o) a

JEZ

— Re Y / Qi FYNE)Q; (g (€)de

JEZ

= c 1Re/z Q;f)(2)(Q;(eg))(x)dx.

JEZ

Agora, usando as desigualdades de Cauchy- Schwarz, Holder bem como a parte a) do
teorema ja provada, deduzimos que

1/2 1/2
| S @n@@ @ /(Z@ |> (Z'Qﬂe”g)(mﬁ) .

20



1/2 1/2
< (Zij(x)2> (Z\Qj(eiag)(xw)
JEZ Iy JEL La
1/2
< ¢ (Z\ij(l’)\2> e gl
JEL e
1/2
< ¢ <Z\ij(l’)\2>
JEL I»

Portanto

1/2
(Z |Qkf<x>|2)

kEZ

/R F(@)g(@)de| < c

Lpr
para toda g € LY(R), com |[|g||z, < 1. Logo, usando dualidade (Proposigao 1.4) obtemos
a desigualdade desejada.

Por fim, provemos a parte b).
Seja g € S(R) e 1 < g < 400 tal que 1/p+1/q = 1. Usando o teorema de Plancherel e a
desigualdade de Cauchy- Schwarz temos

VR {Z%ﬁ(m)}ﬁ)d:}c - Z/ij]

JEL JEZ

:Z/m 15 (©)3(@)de

JEZL

=Z/f] GERGLS

JEZ

- /fj )Q9(@)

JEZ

iz }
</ (Z Q9(2) )1/2 (Z |fj<x>|2> e

JEL JEZ

Portanto, aplicando a desigualdade de Hélder e a desigualdade (1.3)

{ZQJfJ } r)dx (Z@gﬁ) N (Zf>/

JEZ JEZ

<

La p

21



1/2
< cllgllzs <Z \ij2>

jET .

Logo, obtemos por dualidade que

S0, s | [ {Z %(z)}ﬁdw
jez Ip { g€ L R | jez
lglle =1
1/2
<c (Z’ij) )
jez

Lr

o que conclui a prova do Teorema 1.6.
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Capitulo 2

Desigualdade de Calderén para
comutadores

2.1 Introducao

Neste capitulo provaremos o seguinte teorema

Teorema 2.1 (Teorema de Calderén para comutadores generalizado). Seja T um dos
operadores P., P_ ou H. Entao para qualquer 1 < p < oo e qualquer I,m € Z7 U {0}
existe uma constante ¢ = c¢(p, m,1) > 0 tal que

104[T; a)O flle < cl| O™ all ol £l o

O teorema de Calderén tem varias aplicagoes em equagoes diferenciais parciais, por
exemplo, em [4] Dawson, McGahagan e Ponce , utilizaram essa estimativa de comutadores
envolvendo as projecoes P, e P_ para obter propriedades de decaimento de uma classe
de equacoes de Schrodinger do tipo

Owu +iAu = f(Ju))u, Ou —i(Au+ W(z,t)u) = F(z,t).

O teorema acima foi provado por Dawson, McGahagan e Ponce em [4], usando as
técnicas da Teoria de Littlewood-Paley. O caso particular em que [ =0 e m = 1 ja havia
sido provado por Calderén usando a teoria das integrais singulares. Aqui, na generalidade
que estamos considerando, os argumentos usados na demonstragao do caso particular em
que I = 0,m = 1, nao funcionam. Para demonstrar o Teorema 2.1 vamos seguir a
demonstracao em [4].

2.2 Lemas técnicos

Nessa secao apresentaremos uma série de resultados e definigbes que nos auxiliarao na
prova do teorema de Calderén para comutadores. Comegamos com a construcao de uma
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fungao suave n suportada em £[1/2,2] tal que

> n*e) =1, vV £#0.

kEZ

\

172 1 2

Figura 2.1: grafico da funcao 7

Para obtermos uma tal fungao, consideramos uma fungao suave ¢, suportada em [—2, 2]
e constante igual a 1 em [—1,1]. Definimos 1 por

(&) = o(I€]) — o(2[¢)).
Segue que se £ # 0 entao

> nre) = >l FEl) — o2 )

= lim Y [p27fe]) — o2 e))]

= lim [$(27"[¢]) — (2" <D

o0

Temos que 27"|¢] — 0 quando n — +oo e, desde que £ # 0, temos que 2" |¢| — 400,
quando n — +o00. Dai,

lim [p(27"[¢]) — ¢(2"[€])] = ¢(0) = 1.

n—-+00

Além disso supp(n) C £[1/2,2], pois se £ ¢ £[1/2,2] entao ou [£| < 1/2 ou |£] > 2. No
primeiro caso || < 1 e 2[¢| < 1, donde ¢(|¢]) = ¢#(2]¢|). No segundo caso ¢(|¢]) = ¢(2|¢])
também, pois [¢]| e 2|¢|] > 2. Em qualquer dos casos, ¢(|¢]) — ¢(2|¢]) = 0. Portanto

n(&) =0, para todo & ¢ £[1/2,2].
Considerando n como acima definimos o operador () por

Quf = {n27")f}".

A partir dos operadores @), definimos o operador P, dado por

Pf= Y Qif

7i<k-3
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Note que R
(Pf)"(€) = p(27"€) £(©),
comp=1em [-1/8,1/8] e supp(p) C [-1/4,1/4]. De fato, como

(&) = ¢(Ig]) — o2,

entao

(PPNE) = F©) D (a(2771€]) — (27(E)))
J<k—3
k—3

= f©) lim > (o(2771&D) — 627 e))

= f(9) lim (62 []) — (27" ])

= f(©)o(8-27F[]) = p(27") f(£):
Ja que supp(¢) C [—2,2], segue que

supp(p) = supp(¢(8] - [)) C [-1/4,1/4].
A

1

\ 4

-1/4 -1/8 0 1/8 1/4

Figura 2.2: grafico da funcao p
Consideramos também o operador Qj, definido por
Qr = {27 f}
onde 7 é uma fungao suave comsuporte em £[1/8,8] e constante igual a 1 em +[1/4,4].

Finalmente, considere a funcao p, suave de suporte compacto e tal que p = 1 em
[—10, 10]. A partir de p definimos o operador P, dado por

Bof = {p2 ") f}".

Agora notamos alguns fatos sobre os suportes dos operadores acima.
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Lema 2.1. supp((Q.f)") C £[2k1, 28+

Demonstragdo. De fato, se & ¢ +[2871 28] entdao 27K¢ ¢ +[1/2,2] e dal,

Q)& =n27F)f(&) =0.

[
Lema 2.2. supp((P.f)") C [—2F2,2F2]
Demonstragdo. De fato, se |£| > 2572 entao 27%|¢| > 1/4, e dal
(Pif)"(€) = p2 ") (&) = 0.
[

Lema 2.3. supp((QrfPrg)") C £[2F72 2~ 2]

Demonstracao. De fato,
(QrfPrg)” = (Qrf)" * (Prg)".
Logo, pela Proposicao 1.1

supp(QrufPrg)” C  supp(Qrf)" + supp(Prg)"
C :E[Qk_l, 2k’+1] + [_2]4:—2’ 2]6—2].

Para completar note que
p[ok-L k1] 4 [_gh=2 ok=2] _ L[ok=2 ok+2]
De fato, se & = & + & € £[2F 1 2k 4 [—2K=2 2k=2] " digamos
£ € 251 2 g, € [ 282, 9k

entao
2k—2 _ 2k—1 . 2k‘—2 < 5 < 2]€+1 + 2k—2 =9. 2k‘—2 < 2k’+2'

Logo & € [2F72,2F2]. De modo andlogo, se & = & + &, com & € [—2FF —2F1] entdo
5 c [_2k+2’ _2k—2].
]

Lema 2.4. supp(QrfQr—;g)" C [—10-2%10-2F], V [j| <2

Demonstracao. De fato, usando a Proposicao 1.1, temos que

supp(QrfQr—39)" = supp(Qrf)" * (Qr—j9)"

C  supp(Qrf)" + supp(Qr-;9)"
C :]:[2k—1,2k+1] + i[zk—j—ljzk—j-{-l]'
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Se £ =& + & € £[2F71 oM - 4 [2k=i=1 2k=itl]  digamos,
& €[22, g e 2 20

entao
2k—1 + 2k—1—j < é‘ < 2k+1 + 2k+1—j'

Como j > —2, entdo 28! 4 2FH1=5 = 9k+1(1 4 977) < 2FF1(1 4+ 22) = 10 - 2*. Logo, nesse
caso —10 - 2F < ¢ < 10 - 2%, Analisando os outros casos de modo andlogo, conclui-se que
+[28=1 M) 4 £ [2k70 71 2RIt € [—10- 27,10 - 2%] e daf segue o lema. O

Lema 2.5. supp(P.aP_Qrf)" C R_, para quaisquer fungoes a e f.

Demonstracao. De fato,
(PeaP-Qrf)" (&) = (Pra)" * (P-Qrg)"(§)
= [(Bar(c - (-G )ty

_ / (Pea) (€ — y)(P-Qr9)"(y)dy,

onde J = {y € R: & —y € supp(p(27%))} N supp(n(27%)) NR_. Ora, se £ —y €
supp(p(27F-)) e y € supp(Qr) NR_ entdo —2F2 < € —y < 2M2 ¢ —2FFL < gy < —2F1
Logo & = é—y+y < 2F2-2k"1 < (. Logo, se ¢ > Oentao J = ) e daf (PraP_Qyf)"(€) = 0.
Portanto supp(PraP_Qif)" C R_. ]

Usando esses fatos sobre os suporte temos

Q(QrfPrg) = Quf Frg. (2.1)
De fato
(Qr(QrfPrg)"(€) = 1(27%) (Qnf Peg)"(£)-
E como 7j(27%¢) = 1 para todo £ € £[2F72 2¥2] segue do Lema 2.3 que

(Qu(QrfPeg)) (&) = (QufPrg) (&), V &
Temos também 3

Pe(QrfQr—j9) = QrfQr—jg, V |j] <2. (2.2)
De fato, ja que p(27%¢) = 1,V £ € [-10- 2% 10 - 2¥] segue do Lema 2.4 que

(Pe(QrfQu—j9)" (&) = p27*)(QrfQr-39)"(€)
= (QrfQk—;9)" (&)

para todo |j] < 2.

Na prova do teorema de Calderén para comutadores precisaremos usar frequentemente
o teorema de Littlewood-Paley generalizado. Para isso desenvolveremos alguns critérios
para que um multiplicador satisfaga as condigoes (1.1) e (1.2) desse teorema.
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Lema 2.6. Se ¢ € C*(R) tem suporte compacto entdo

d dept g <1
‘W@‘ < { e e > 1

para algum v > 0.

Demonstragdo. Como ¢ é de classe C™ em supp(p), existe ¢ > 0 tal que |¢'(£)], [£2¢' ()] <
¢ para todo & € supp(p). Como ¢, £2p" = 0 fora de supp(p) entao
L', €] <c
para todo £ € R. Logo
d P, gl <1

R < =

’dé“gp(g)‘ - { =
para v =1 O

Lema 2.7. Se ¢ = 1 ou xi"™n(27-), com m,j € Z, entdo ¢ satisfaz as condigoes (1.1) e
(1.2) do Teorema 1.6.

Demonstragao. De fato, como supp(p) é compacto, entao pelo lema anterior ¢ satisfaz a
condigao (1.1).

Vejamos agora a condigao (1.2). Usando que ¢ tem suporte compacto e que nao contém
a origem temos que, existem 0 < a < b tais que supp(p) C =+[a,b]. Dai, p(27%¢) # 0
implica a < 27%|¢] < b. Logo

log, ‘f| —logy b < k < log, ‘§| — log, a.

Seja J(§) = {k € Z : log, || — logyb < k < log, €| — log, a}. Temos que card(J(€)) <
log, b — log, a. Assim,

dle@FOP = > @ 7FOP < llelljwcard(J(€))

kEZ keJ(€)

H‘PH%OO (logy b —log, a) =: Cs.

IN

Vejamos que

dole@FP =a, v 40,

keZ

para alguma constante ¢;. Se ¢ = 7], basta notar que para cada £ # 0 existe ky € Z tal
que 27%¢ € +[1/4,4]. Daif, como 77 = 1 em +[1/4, 4] temos

S lp27 )P > P27 Me) = 1.

keZ
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Agora se ¢ = £™n(27+) seja J(£) o conjunto dos indices k tais que p(27%¢) # 0. Assim

eI = D e P

keZ keJ(€)

Mas, ©(27%¢) # 0 implica que 1/2 < 27%7|¢| < 2. Se m > 0, entao para cada k € J(&)
temos [p(2-K)? = [2-4€ PP (27K49g) > 4-mUH,2(2-KHig). Da,

e FOP = Z p(27FE)? > 47O N (2R

keZ keJ(& keJ(&)

_ J+1) Z n?(2754¢). (2.3)

kEZ

Agora note que para cada & # 0, existem no méximo trés inteiros k, tais que n(27%¢) # 0.
De fato, se n(27%¢) # 0, entdo 1/2 < [27%0¢| < 2. Se k ¢ {ko — 1, ko, ko + 1} entdo
ou kg — k > 2, donde |[27F¢| = 27Rotko=ki¢| > 9=kot2|¢] > 20 ou ky — k < —2, donde
27K¢| = 2ko=k=ho|¢| < 27k0=2|¢] < 1/2. Em qualquer dos casos, temos 27%¢ ¢ £[1/2,2],
donde n(27%¢) = 0. Como

> n2 e =1

kEZ

entdo existe ky € Z tal que n(27%0¢) > 1/3. Dai, o somatério em (2.3) é maior ou igual a
1/9. Portanto

4—m(3+1)
Sletrtgps
keZ
Quando m < 0, procedemos de maneira anéloga. O

Lema 2.8. Seja v € R. Se p,(§) = e ™5¢p(€), entdo p, satisfaz as condigoes (1.1) com
constante da forma ¢ = a + blv| e (1.2) com constantes independentes de v.

Demonstracao. De fato

d%m(&) = e"(p(&) + €7/ (€)) + iveEp(€).

Para 0 < |£] < 1 note que como p € C§°(R) entdo existe ¢ > 0 tal que |p(&)], [p'(§)] < e

Dai
d ,
‘d_ﬁpu(f)‘ = 1% (p(&) + &P'(€)) + ive™Ep(€)]

< pOIA+IED + 1EP (O] < e(1+ |v][E]) + cl¢]
< T+ [€]) +cly| <e(1+|v]).

Agora, se |£] > 1, entao a condigao

| <ol

i
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com ¢, = ¢(1+ |v|), é obviamente satisfeita pois p, = 0 em |£] > 1. Portanto

d et e <1
'd_gp"“)‘ < { e, Je > 1

para algum v > 0. Além disso a constante ¢ é da forma ¢ = a + b|v|.
Agora verifiquemos a condicao (1.2). Como supp(p,) C [—1/4,1/4] entao p,(27%¢) # 0
implica 27%|¢] < 1/4, i.e., k > log, |£| + 2. Dai, para todo & # 0 temos

Z ’pV(Qikf)‘z = Z ‘pV<27k€)|2 < Z 47]6’5‘2

ke k= |log, |€]+2] k>|log [§|+2]

2
< e 4k§%410g2|5
k> |logs [€]+2]

= 1/3.

Por outro lado, dado £ # 0, temos que |277¢| < 1/8, se, e somente se k > log, |£] + 3. Dalf,
como p =1 em [—1/8,1/8] temos

Dl @FOP = > AT (2R

keZ k> |log, [€]+3]

2
— Z 47F|¢)? > ﬁ4—10g2 le|-1
-3

k= log [€]+3]

= 1/12.
O
Lema 2.9. Seja ¢ € C°(R). Para cada 6 € R defina g por pg(&) = e (€). Se
T f = {@s(27%) f}
entao
sup [T} f| < eM(f) (2.4)

keZ

onde ¢ > 0 € uma constante que independe de 6.

Demonstracao. De fato, temos

TA(f) = ¢+ f,
com
gpz = 2’“35(9 + 2’“-).
Seja
Yo(r) = sup |@(0 + y)|.

ly|>r

30



Pela Proposicao 1.7 ¢é suficiente provarmos que
+0o0
WYe(r)dr = ¢ < 400,
0
onde ¢ é uma constante que independe de . Com efeito temos,

+o0 +o0
bo(r)dr = l/“ sup [¢(0 + y)|dr
0

0 ly|>r

“+oo
= [ s et
0

ly—0|>r
Facamos a mudanga de varidveis s = r — |f|. Temos entao
+o00 +oo
[ sl = [ swptlas
0 ly=0|=r —lol ly—61=s+10
Desde que |y — 0| > s + |6| implica |y| > s, temos
+oo +oo
[ sw flewlas < [ su lo)lds
=16l ly—0|=s+|0 =16l lyl=s

Dai . e .
/’%mms/ &mmmws/ sup [(y)|ds.
0

—10] |yl>s —oo |y|>s

Note agora que, como ¢ € C3°(R), entao ¢ € S(R). Portanto

/mwmmmw:=/ ammww+/ sup |6(y)|ds

—oo  |yl>s s|<1 y|>s s|>1 |y|>s
y 1 y
L R
|s|<1 |s|>1 S
. . 1
< 2[[@lloo + [[#ll20 —ds
|s|>1 ¢
< ¢ < +oo.
Portanto ¢y € L'([0, +00)), com
+0o0

e (r)dr = ¢ < oo,
0

onde ¢ independe de 6.
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2.3 Prova do teorema de Calderon para comutadores

Nessa segao vamos dar uma prova do Teorema 2.1. Comegamos por notar que podemos
assumir sem perda de generalidade que T' é P, ja que H =iP, —iP_e P, + P_ = 1,.
Observe também que

dL[Py; alh = chlm,ak [0 h.
k=0

De fato, j4 que para toda f temos 0. P, f = P, 0. f, segue da regra de Leibniz que

0, [Py; alh = 8,(Py(ah) — aPyh)
= P9 (ah) — 0. (aPyh)

! z
= P+(Z Cra0yady ) — Z Cra0yaPr 0, h
k=0 k=0
!
= i (Pr(9kad*h) — ObaP 0L D)
k=0
!

Clk[P+,ak ]8l kh
k=0

Portanto ¢ suficiente considerar o caso onde | = 0 na desigualdade. Observe ainda que
[Py;a]0y"f = Py(ad)'f) — aPLO;'f
= P.((aPy +aP_)0)f) —aP, Ol f
— Pu(aP3rf) + < — I)(aP;0r )
= Py (aP-07f) — P_(aP0;" ).

Segue dai que é suficiente mostrarmos que
1Py (aP-0;" f)ll» < (|07 all oo || f| o (2.5)

Vamos ent@o provar a desigualdade (2.5). Para isso consideramos as decomposigoes

a(€) =Y al@©n27r), f(&©) =D f©m

k€EZ lEZ

para todo £ € R. Temos entao

(aP-0" ) (&) = ax(P-07"f)"&)

= (e oneyE-ors”)©

€L leZ
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= (Y@= @rar ) e©

keZ leZ

= S (Qua) % QP )NE)

k€7

= > (QraQP-07" f)(€).
klEZ
Logo
Po(aP 02" f) = Po( " QuaP Q).

klcZ

Decompomos o somatério do lado direito de (2.6) em trés partes:

(2.6)

D QuaP-QITf= Y QuaP-QITf+ Y QuaP-QITf+ Y QuaP-Qyf.

kl€Z 1-k<—3 1—k>3 [k—1|<2

Observemos que

> QuaPQrf = > Y QuaP-Qa'f

k<=3 keZ I<k—-3

= > QiaP_PRa}'f,

keZ

Y QP QITf = Y > QuaP Qo f

1—k>3 1€Z k<13

= jE::f?aPLQh#X?f

kEZ

Y QuaPQIrf = ) ) QuaP-QIrf

k—1]<2 kEZ |I—k|<2

= > D QuaP Q0.

kEZ |1|<2

Logo

P (aP_O™f) = P, ( > QkaP_Pkc?;”f)

keZ

+ P, ( > PaP-Qudr f)

keZ

+ P XY QuPQudlf)

lil|<2 keZ

= I+1I+111
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Vamos entao estimar cada um dos termos I, I] e I1I. Segue do Lema 2.5 que a
parcela I é nula. Portanto falta estimar apenas I e I1]. Para avaliar I, usamos (2.1)
para obter

I = ZPJF(QkaPkP_@;”f) = ZP-FQI@(QkaPkP—a?f)

k€EZ keZ

= Y0/ (QuaP P f)

kEZ

onde Q; = P, Qy, isto é, o multiplicador referente & funcio 7 (€) = xr, (£)7(27%). Por
outro lado, segue da férmula da inversao que

OF (QuaPP-O" f)(z) = o / (OF (QuaP P07 ) (€)ei"ede
— ¢ / 7 (246) (QuaPLP_am f)N (€
- ¢ / (27 (Qua) + (PO )N €)ede. (2.8)

Podemos reescrever o termo do lado direito de (2.8) como
[t ( / (Qua)' (€~ W) (PP-27 1) ) )
= / / 27Fm(27M(€ — w)a( — wp2F ) xe_ ()p™ f(n)e™ dudé
= o[ [ At mme 9aOne e (am e g

Logo

1=cX [ [eremipartic s imerone i (£) @M e 0 de

kEZ

- / / A (€, ) (O a)NE) (P f) () dEdys,

keZ

onde my(€, 1) = m(275,27 ) e m(§, 1) = 17 (€ + pn(E)p(n) (g)m
Sejam ¢, h € C§(R) com ¢ = 1 em supp(n), h = 1 em supp(p),
e supp(q) C £[1/4,4]. Entao, vale

m(&, 1) =7 (& + p)n(E) up(p)(&, 1),

com 7(& ) = q(Oh(p)pm™1/e™ € Cg°(R?). Deste modo podemos escrever 7 como a
transformada de Fourier de uma fungao r em S(R?)

(& p) = c//ei(9§+”“)r(9, v)dOdy. (2.9)



Observagao: Existe uma boa razao para considerarmos a funcao 7 como acima. Por
exemplo, poderiamos considerar 7 com o termo ‘g—m, no lugar de “E—; e ainda assim T
seria uma funcao suave de suporte compacto. A razao de escolhermos 7 dessa forma é
que podemos obter um operador associado ao multiplicador up(u) que, pelo Lema 2.8,
satisfaz as hipoteses do Teorema 1.6. J& se escolhéssemos 7 simplesmente por

(& 1) = q(§)h(p)p™/E™

nos depararfamos futuramente com um multiplicador associado & fungao p(u), que nao
satisfaz as hipoteses do Teorema 1.6, crucial nessa prova.

A

\

-1/4 0 1/4

Figura 2.3: gréfico da fungao up(u)

Afirmagao: Se denotarmos por Q% e PY os multiplicadores associados respectivamente
s fungdes ny,o(&) = e n(275E) e pry(p) = e 2 R up(27F ) entdo

I=c / / é@k PYP_fQY9™a)r(0,v)d0dy (2.10)

De fato, substituindo (2.9) na expressao de my (&, 1), obtemos

(€, 1) = / / GO N dfdy 7 (27HE + )n(2H )2 up(2 )

Logo, deduzimos usando o teorema de Fubini, a formula da inversao e as propriedades da
transformada de Fourier enuciadas na Proposicao 1.2

= o [ feren ([ et i) i+ et

X2 (2 u)(am ) (E)(P-f)" () d&dp

- / / Z/ / (2R (¢ 4 pr))e (274 (Ora) (€)

keZ
SR (2 u)(P NMw)dsdp (0, v)dodv
/ / Z / / =€ (M (€ 4 0))(QUOTa) €)Y P-f) (u)dedy (6, v)dfdv

keZ
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- / / 2 / P P-f) / RO 27HE + W) QRO a)e™ ) (€ + p)dEdp

kEZ

xr(0,v)didv

- / / Z/ BP-f)" / e (27 QLT a)e™ ) (€)dedp (6, v)dbdy

keZ

- / / > / =i (27k) / PLP_ ) () QL0 ac™ Y (€)dpudé (6, v)dbdy

kEZ

= o[ [X [ei / PYP )N )(QLra) (€ — w)dud€ (0, v)dbd

kEZ

B //Z/ TR (PYP- )" + (Qa)")(€)dE (0, v)dOdy

keZ

B //Z/ G2 (P P-fQLO )" (€)dE (6, v)dfdy

keZ

- //Z/ T (Qf (P P-fQLO ) (€)dE (6, v)dfdy

keZ
= / / > QL (PP fQ0ya) (6, v)dbdw.
keZ

Isso conclui a Afirmagao.
Segue aplicando a desigualdade de Minkowski para integrais a (2.10) que

e = | [ [ S aetoraryppyr.vasan
keZ p
< Qr(QLoraPy P_f) | (0, v)|dbdv.
[ g

(2.11)

Pelo Lema 2.7 vale o teorema de Littlewood-Paley genarahzado para a funcao 7. Dali,

deduzimos de (1.4) que

S Qu(QaraPy P f)

kEZ

<c

Lp

1/2
(Z |@20?GPZPJ“|2>

keZ

Lp

Por outro lado, usando o Lema 2.9, temos

1/2 1/2
(Z !QZ@Q"&P;?PW) sup|Q}oy'a (Z !P;?PfIQ)
€

<
keZ P kez Lp
1/2
< | M(O™a)|| g (Z\PPN)
keZ e
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Agora, pelo Lema 2.8 podemos aplicar novamente o teorema de Litttlewood-Paley
generalizado, dessa vez a funcao p,, e dai concluir que

1/2
(Z |PkVP—f|2> < e l|P-fllze-
keZ

Lp

Como P_ é (p,p) forte, segue que

1/2
(Zp:w?) <ol flis

keZ v
Logo
> QuQRayaP P f)

kEZ

< c-c||M(0)a)| e fllzr-

Lp
Usando agora que a fun¢ao maximal é (oo, 00) forte, concluimos que

> Qu(@LIyaPyP-f)

keZ

< c- |8 al| oo | £ o

Lr

Portanto, deduzimos de (2.11) que

e < [/
Lr

< clloralp=llfll / / ) |r(6, )| by
= o all e e / / (1 -+ |v]) (8, 1) dBdv

< clloy allpee || fllze,

> QuQLoyaPyP-f)

kEZ

|r(8,v)|dfdv

ja que r € S(R?).
Vamos agora estimar a norma || - ||z» de II1. Usando (2.2) temos

I = Py Y QuaP Q07 f

lil<2 kez

— Z ZPJF(QkanQkfja;nf)-

51<2 keZ

Sejam () e Q3" ; os multiplicadores associados, respectivamente, as fungoes

i@ = 122D e i () = (2
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Temos

(QraQu—; PO [)"E) = (Qra)" * (Qr—; P- aﬂlf) 3]
= 2 F)axn2 * D) (PO NE)
77(2 i )

226D )y (O7) ) ©

|
o
VR
= N)
—~
[\D
E‘
\_/

(s () e ) (6

= Q) * (Q P-F)NE)
= «(Q0maQy P f)\(¢).

Portanto
QuaQu_; P_00 f = Q07 aQi" ;P . (2.12)
Dai,
II1=> "> PHQ;0raQ;" ,P-f). (2.13)
l7|<2 keZ

Segue aplicando a desigualdade de Minkowski a (2.13) e do fato Py ser (p,p) forte, que

| I11||z» < Z

l71<2

Aplicando o Lema 2.9 em (2.14), obtemos

ZQ,ﬁm aQy_;P-f (2.14)

keZ

Lp

|| < e

l71<2

sup |Q;95al > Qp,P-f

keZ

a) 1> Qi P- f

keZ

Lp

Usando o fato de M ser (0o, 00) forte obtemos

IIII||1e < c||O™al| o (2.15)

> QiP-f

kEZ

Lp
Agora note que )

Q@i = Q). (2.16)
Pelo Lema 2.7 a funcgao 7 satisfaz as condi¢oes do teorema de Littlewood-Paley general-
izado, e dai por (2.16) e (1.4) temos

> QiP f

keZ

= ¢|)_QwQrP-f

k€EZ

pr
1/2
< ¢ (Z !Q}Z*Pf\2>
kEZ

Lr
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Novamente, pelo Lema 2.7 a fungao n**(§) = £mn(27€) satisfaz as condigoes do teorema,
de Littlewood-Paley generalizado. Dai, segue de (1.3) que

1/2
(Z IQZ*P—f!2> < d|[P- [l

kEZ Ip

Portanto, deduzimos
L[| e < cl|O) all e || f|ze-

Isso conclui a prova do teorema.
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Capitulo 3

A regra de Leibniz fracional

3.1 Derivadas fracionarias

Seja f uma fungao em S(R), é bem sabido que para todo k € N temos
(9:1)"(€) = *€" £(©),
ou seja, R
Oy f = {i*e" ). (3.1)
Tal férmula motiva a definicao da derivada de ordem a quando « é real.

Definigao 3.1. Se f € S(R) e a € R definimos o potencial de Riesz de f de ordem —«
ou deriwada fracional de ordem «, denotada por D®f, por

Df ={lglf}".
Segue imediato da definicao que D*™# = D*D?. Assim para todo a € R temos
D* = plelpe-lel
onde |« é o maior inteiro menor que . Além disso, para todo natural k temos
Dk — Hk ok

onde H é a Transformada de Hilbert. De fato, por indugao, se £ = 1, entao usando
transformada de Fourier temos que D! = H9,. Se a férmula é vélida para k — 1, entdo
usando que a transformada de Hilbert e o operador derivagao comutam temos

DF = D*'D' = D*'Ho, = H*'0"Ho, = H"OF.
Dado « qualquer real positivo, existem tnicos k € Z e 5 € (0, 1), tais que, « = k+ . Dai
D™ = DPH*O".

Por esta razao, nas estimativas em norma L” da derivada de ordem «, nos restringiremos
ao caso a € (0,1), tendo em vista que a limitagao na norma L? da transformada de Hilbert
ja é conhecida.
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3.2 Alguns lemas técnicos

Consideramos aqui, ainda os operadores @, P., Qi e P, como no capitulo anterior.
Recordamos que

QrfPrg = Qr(QrfPrg) (3.2)
e que

QufQi—jg = Pu(QufQr—jq), ¥V |j| <2. (3.3)

Sabemos também que

- (o)

JEL l€Z
- Z Qnf Prg + Z PrfQrg + Z Z QrfQr—j9- (3.4)
keZ keZ j|<2 keZ

Sejam « € (0,1) e ag,ay € [0,a], tais que a; + as = «. Para j € {1,2}, definimos os
multiplicadores ' '
V(&) = [§[Vp(&), (&) = €7 n(&)
e os operadores associados
(TLHNE) = (2R f(€). (QUN)(©) =P (27 f (&),
Similarmente,

(&) = [€1°PE), n(&) = [€]*n(€), e n’(€) = |g]**n(E)

e definimos de modo semelhante os operadores associados QF, Qf, Q3. Finalmente, para
cada p e v fixados, sejam

(&) = exp(iv&)n’ (§), 17 (€) = exp(ip)&E|~p(¢)
com j = 1,2 e denotamos por Z’j , Z’j os seus respectivos operadores associados.

Lema 3.1. Dado « € (0,1), temos

D*(fg) — fD%g — gD°f = > 2% Q}Q,D™ fQ;_,D*g)

ljl<2 keZ

— " Qe D gQLD™ f)
keZ

=Y Qu@iD* gy D f)
keZ

=D 27" ) QDM QLD
li1<2 keZ

- 3023 a0k 0
l7]<2 kez
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! / / > Qu(Qi DM FQL*D™g) | 11, v)dpudy

LkEZ J

N / / S QU@ D gQ D f) | o, v)dpdy

LkEZ

= [—-II-III—-1V — V+V[+VII

onde 11, 1y € S(R?).

Demonstracao. Usando (3.2), (3.3) e (3.4) temos

D(fg) = Y DQu(QufPig) + > DQr(PrfQug) + Y Y D*Qu(QufQi-j9)

keZ keZ 1j|<2 keZ
= I+ 1L +III, (3.5)

D% = > Qu(PD9Quf) + > Qu(@QuDgPif) + > > QufQi—;D%

keZ keZ 1j|<2 keZ
= L+ 1L+l (3.6)

Trocando f por g em (3.6), temos

gD*f = > Qu(PD*fQug) + Y Qu(QuD*fPrg) + > > QugQr—;D*f

keZ kEZ |71<2 keZ
= ]3+113—|—]I]3 (37)

Afirmacao 1: I =111, Il =1, II1I =13, IV =111, e V = I11;.
S6 provaremos aqui a identidade I = I'11;, ja que as demonstragoes das demais identidades
seguem a mesma idéia. De fato, aplicando a transformada de Fourier em I temos

= D ) (ZQUQLD™ Qi (D))" (€)

lj|<2 keZ

= 3 v QLD )@ (D)) )

l7|<2 keZ

= 3 SRR QLD )"+ (QF,(D™9)))(€)

lj]<2 keZ

= 30N 2eejarkeepte) fp(2 )2k [ | f (22 e gy e

lj]<2 kezZ
= 3 N orarhejep(ate) {n(2 )2k £ p(2m )2 De gy e
|71<2 keZ
= D> D LEBRTOUQRN * (Qk-39)" }(E) = Y D> B2 ) (Quf Qr—;9)"(€)
<2 keZ lj1<2 keZ
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_ ZZ|£I (Qr(QrfQr—j9)) ZZ (D*Qr(QrfQr—39))" ()

lj|<2 keZ lj|<2 keZ

~ A
= < Z Z Dan(Qkak—jg)) (€)-
412 keZ
Logo I =1I11,.
Usando a afirmacao 1 acima, vemos que é suficiente provar que VI = I} — I3 e
VII = II; — II,. Vemos ambas as provas sao analogas, provaremos apenas a primeira
igualdade. Com efeito, por (3.5) e (3.7) temos

L —II=) <Danz(Pngkf) - Qk(PngkDaf)> : (3.8)
kez.

Observamos que a transformada de Fourier em ¢ do termo dentro da soma em (3.8) é
dada por

1€|*7(275€) (PegQrf) (&) — 7(27 kf)(PngkDaf) (€)
= ) (Pg) * (Qu)™)(E) — (27 E)(Peg)” * (QuD? F))(€)
el / (Pog) (O(Quf) (€ — O)dC — (27¢) / (Pog) (O)(QuD® (€ - O)dC
= i) / PFOHONEHE — OV F(E - O)de
i) / OGO H(E — OIE — ¢ F(E — O)de
- / A2+ (E — OO (€ — [€ — (MO F(€ — O)dC.
Logo
DQr(PegQif)(x) — Qu(PegQrD*f)()
= C/<Dan(Pngkf) —Qk(PngkDaf))A(f)eixgdf
= o [[ A ronE e - O ~ 1~ CMafE - Oedcs
— ¢ // expliz(€ + O} )@ (E + O)p2 € + I — 1) F(©)a(C)dCde
- ¢ / / expliz(€ + O)}IC|*2p(2*C) [ n2 )2 (€ + O))
{1+ ¢ = €1 HE™ F(©)I¢I** 4 (¢)dCde.
Portanto,
LI = ¢ / / expliz(€ + )¢ 2p(2 Ol n(2 )2 (€ + ¢))

<{I€+ " = [E1*HD™ )N (E)(D*9)" (¢)dCde. (3.9)
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Considere

mi(€, Q) = [¢I7*2p(27 Q€™ n(27 A2 (€ + O)IE + <™ — 1]}

Temos entao que a expressao em (3.9) é igual a

c//kmﬁuf+ohm@¢xDmnN@uwww@mwa (3.10)
Note que m(&,¢) = m(27%¢,27%¢), onde

m(&,¢) = ||~ p(OIE™* ()€ + OFIE + <" — 1§]°}

e, recordando o suporte de 7 e i dados no capitulo anterior temos
supp(m) C {(&§,¢) €R*: 1/8 <[+ (] <8, [¢|<1/4, 1/2<[¢[ <2}

Sejam h, g € C3°(R) tais que h = 1 em supp(n), g = 1 em supp(p) e supp(g)Nsupp(h) = 0.
Assim

m(&, ¢) = I~ p(OIE™* ()A€ + 7 (€, C),

onde

ngmwzwou@[

Afirmagdo 2: 11 € C°(R?).
Para ver isso, note primeiro que

€+l — el _
¢

Como supp(g) e supp(h) sdo compactos e disjuntos, existe ¢ > 0 (¢ = distancia de supp(g)
a supp(h)) tal que |s¢ + &| > ¢, para todo ¢ € supp(g) e todo & € supp(h). Dai,

M+d“—KP]
|

1
a/ |sC + &% ds.
0

1
/ |sC + &|ds < L.
0

Portanto

IC+ &> = 1€
¢

é uma fungao suave sem singularidades para ¢ € supp(g) e £ € supp(h). Como g,h €
Cs°(R), entao 71 € C5°(R?).

Sabendo-se entao que 7 € C§°(R?), a férmula da inversao nos garante que existe r; €
S(R?) tal que

w60 = [ [ expiug +v0)}rs (o)
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Portanto

(€, O)(D™ FYN(€)(D™9)"(C)

o [ [ emplitnz-te + vty pz H D) (0)
2R n(27E) (D FYNE)RE(E + €)1, ) dpudy

¢ / / exp{in2 "2 |2 7|2 p(275) (D™ 9)" (¢)
exp{iv2 €} 2R n(27€) (D FYNE)RERT(E + ), v)dpudy
[ [(@pay (@@ D MO HE + st v

Logo, substituindo essa ultima expressao em (3.10) e usando o teorema de Fubini obtemos

D*Qi(PegQrf)(x) — Qu(PD* fQrg)(x)

o/

o

/ /C expliz(€ + O} Q2D g) QU D™ F)ME)2 ™ (€ + ¢)dCde
r1(p, v)dpdy _
/ / exp{iz(€ + O }QE2D gY (O)(QU DM f - €Y (€ + ()2 (€ + C))dcde

X1y (p, v)dpdy

=</l

/ (Qr*D*2g)"(C) / exp{iz(§ + QHQY' DM f- ) (E+ QR (¢ + o)dsdé

¢ £

X1 (p, v)dpdy

sl
-]
-]
-]
)

L/

~ <L

/ (Qr*D29)"(¢) /6 exp{iz€}(Qp D' f - e“')A(s)ﬁ(Nf)dsdc] (i, v)dpdy
/E exp{iz¢}ii(27"¢) /C (Qu*D*g) ()@ D™ f - ei<'>A<f>d<d§} ri(p, v)dpdy
/é exp{iz€}7i(27¢) / (QE* DM@ DM )€ — odcds} r1(, v)dpudy
[espliebite QD a)" « (@' D™6) e | i,

/eXp{ixf}ﬁ(Q'“5)(QZ’Q(DQQQ)QZJ(D‘“f))A(é)dé} ri(p, v)dpdy

/ exp{z'x&}(@k(@z’z<D029>Q:’1<Da1f)))A(&)ds] ri(p, v)dpdy

= /M / Qr(Q* (D2 g)QY (D f))r1 (1, v)dpudy.

45




Portanto

Li—1ly = ) (D*Qu(PegQrf) — Qu(PiD" fQrg))

kEZ

-/ [Z@k(QZ’2(D“29)QZ’1(Da1f)) i, v)dpa.

vV Lkez
O

Para estimar a norma L? da derivada produto D*(fg)— fD*g—gD" f devemos estimar
a norma LP de cada uma das parcelas I, I1, I11, IV, V, VI e VII que aparecem no
Lema 3.1. Para estimar essas parcelas, a idéia sera usar a mesma técnica utilizada na
demonstracao do teorema de Calderén, aplicando o teorema de Littlewood-Paley nos
multiplicadores envolvidos. Portanto, se queremos estimar a norma L? de D*(fg) —
fD%g — gD*f devemos comegar provando que os multiplicadores envolvidos pertencem
a classe de fungoes que satisfazem o teorema de Litllewood-Paley generalizado, enuciado
no Capitulo 1.

Notemos que, como 1 € C5°, segue que os multiplicadores n',n?,n*,n° e 7 (j =
1,2) pertencem também a C3°(R \ {0}). Logo, pelo Lema 2.6 do capitulo anterior eles
satisfazem a condigao (1.1). Seguindo a mesma idéia do Lema 2.7 temos que n*, 02, n*, n®
e n°9(j = 1,2) satisfazem a condigao (1.2). Agora passaremos a invertigar as outras
funcoes.

Lema 3.2. Se ¢ = 97,0 ou n*J, entio ¢ satisfaz as condigoes (1.1) e (1.2) do Teorema
1.6. Além disso, no caso ¢ = n*J, a constante que verifica a condi¢io (1.1) pode ser
tomada da forma c(p) = a+b|u| e as constantes que verificam a condi¢ao (1.2) independem
de .

Demonstragao. Comecamos analisando o operador ¢7. Para todo £ # 0 temos

d J — o lgl— aji
VO = kel n() + e (o).

Como p € C§°, entao

d
a;|E[7%p(€) + |€|2aj+1d—§p(€)

d
up - sup [asp(€) + el fgn(e)| < e < .
¢eR ¢eR §

Logo

)| -

dg dg

0 € () + | ip@‘

< gt
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d J _
]£w@ﬂ-—

d
%W”*()+K%?(Q‘

alePpl) + e Ma (05+)

< gl

para todo ¢ # 0. Logo tomando v = «a;, segue que ¢/ satisfaz o lema.

Na analise de 17, a tinica propriedade de p usada foi que esta funcao tem suporte
compacto. Assim, n® também satisfaz a condicao (1.1), ja& que 1®, a menos da funcao p,
que também tem suporte compacto, tem a mesma forma de v7. Olhando os passos do
Lema 2.8 nos convecemos que ¢’ e 1 também satisfazem a condigao (1.2).

Por fim analisemos o multiplicador 7.

d , .
IO = IR pl) + L - )l + €l — ayp ()
Logo
SO < PO + (1= aplel™ + Il €)
Logo, para todo v > 0 temos
d
‘dé (€ )‘ < (g~ @) + (1 = ay) [ = + [EP~ P (O1) [€07" (3.11)
e
(€| < (Al + (1= e+ @) 1 @12
Seja 0 <y <1—a;. Entdo se [{] <1 em (3.11), temos

d
de”

Portanto existem a,b; > 0 tal que

(&) < (ulllpllz + (1= ag) + [Ip'llz) 1€

"7 (€)| < (ar + bulul)lel ™,

e
para todo |¢] < 1. Agora quando |[£] > 1, note que como n*7 € C§° entao existe R > 0 tal

que ‘d%n“’j(lf)’ = 0 para todo || > R. Por outro lado, se fizermos 1 < |{| < R em (3.12)
obtemos

’”(5)‘ < (e Pl + (1 — ag) R 4 €774 p || o) €]

< (az+belul)lg]

N
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para algum as, by > 0. Portanto existem as, by > 0 tal que

d .
EW(&)‘ < (as + balu) ¢!

para todo |£] > 1. Tomando ¢ = a + b|u|, com a = max{aj,as}, b = max{by,bs},
concluimos a demonstracio. A demonstracao de que 7 satifaz a condigao (1.2) segue
os mesmos passos do Lema 2.8. O

3.3 Estimativas para a derivada fracionaria do pro-
duto

A regra de Leibniz usual nos d4 uma expressao para a derivada ordinaria do produto
de duas fungoes a saber
dn n dnfi dj
_(fg) = Z Cin f

dxm dzn—3"’ dxi”

=
Aqui nods estudaremos a derivada fracional do produto de duas fungoes a fim de obter,
nao uma expressao, mas uma estimativa para a mesma. Mais precisamente, gostariamos
de estimar

D3(fg) — fD3g — gD3 f (3.13)
na norma LP(R). Usando os lemas da se¢ao anterior, temos em mao todas as ferramentas
para estimar a norma LP da derivada fracional do produto de duas funcao.

Teorema 3.1 (Regra de Leibniz fracional). Sejam p € (1,+00) e p1,p2 € (1, +00), tais
que, 1/p =1/p1 + 1/py € sejam o € (0,1), ay, a2 € [0,a] com o = a1 + ao. Entao existe
c >0, tal que,

1D*(fg) = fD% — gD flle < ]| D* o1 [[ D* g| o> (3.14)
para toda f,g.

Demonstracao. A idéia é estimar cada uma das parcelas I, II, III, IV, V, VIeVII
da Poposicao 3.1 usando o raciocinio utilizado na demonstragao do teorema de Calderon,
com o auxilio dos lemas acima. Usando a desigualdade de Minkowski, Teorema 1.6 b
(aplicado a @3), Lema 2.9, Proposi¢ao 1.7 e a desigualdade de Holder, respectivamente,
vemos que:

e = D2 QUQLD™ )Qi_;(D*g))

l71<2 keZ L
< ¢33 QUQLUDN HQE (D)
l71<2 [l keZ Lp
1/2
< ey (Z\@amlf)@z_j(m?g)r?)
ljl<2 || \kez v
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IN

IN

<

<

As estimativas de I] e

1/2
> sup |y (D*?) (Z|Qk D f)| )

< keZ .

1/2
o3 a0 (zw@k Do) )
|7]1<2 keZ LP
1/2
c|[M(D**g)| 1r <Z|Qk D f) )
kel 1

D% gl pos 1D fI o1 -

111 seguem a mesma idéia, ja que os operadores envolvidos também

satisfazem o teorema de Littlewood-Paley generalizado. Seguimos agora com a estimativa
de IV. Usando a desiguladade de Cauchy-Schwarz e a desiguladade de Holder e o teorema
de Littlewood-Paley generalizado temos

Ve = |3

l71<2

< 32 ST QLD )OI, (D)

li1<2
lj1<2

l71<2

Scz

l71<2

27N QUD™ Qi (D)

keZ I

kEZ Lp

1/2 1/2
< > o (Zl@,ﬁ(mlfﬂ?) (Z\@i_jwaw)

keZ keZ

Lr

1/2 1/2
< > o (Z |@,£<D“1f>|2> (Z \@é_j<Da29>P>

keZ keZ

LP1 LP2
27 1D fll oy 1D gl 1

< c[|D* fllpou 1D 9]l Lo -

A estimativa de V' segue os mesmos passos da estimativa de V.
Estimamos agora VI e VII.

VIl =

<

// [ZQk (Q7H(D™ f)QE*(D*2g ))] r1(p, v)dpdy

0

Lp

> Q@ (D™ NQL* (D))

kEZ

71 (s, ) |dppv.

Lp

Agora estimamos o integrando assim como fizemos para I. Com efeito, usando o teorema
de Littlewood-Paley generalizado ao operador @, , o Lema 2.9 e a desigualdade de Holder
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obtemos

1/2
D QR@EDMNHQEH(D™g))|| < ¢ (Z!QZ’l(D”f)QZ’Q(D”g)!Q)
kEZ Lr kEZ Iy
1/2
< ¢ sup!Q“ZDa2 (Z!Q“D“lf)1>
keZ Ip
1/2
< c||M(Dg) (Zl@“Dalf)\>
keZ Iy
1/2
< c||[M(D*g)|| v (Z’Q (D f)] )
keZ o1

Agora, pelo Lema 3.2 podemos aplicar o teorema de Littlewood-Paley generalizado ao
operador Q)" e a constante que aparece no teorema é da forma c(v) = a + b|v|. Daf

1/2
Z'Q (D=5) ) < ()| D* |-

keZ I

Logo

> Qu@p (D™ HQEP(D™g))

kEZ

wie < [ [
Lp

< cDglun D" Fluns [ [ @+ o)l )l

cla+0[v[) [ D** gl Loz [[ D™ f ] v

Lp

Portanto

> Qu(QrH (D f)Q*(D™2g))

kEZ

|r1(p, v)|dpdy

Desde que r; € S(R?) segue que a tltima integral ¢ finita. Portanto, concluimos que
V[ < e[| D[ Lo [| D f]] v

A estimativa de V II segue os mesmos passos. [

3.4 A regra de Leibniz no caso p; =00 e a; =0

Na se¢ao anterior o teorema de Littlewood-Paley generalizado se demonstrou suficiente
para obtermos a estimativa (3.14), no caso onde p,p;,ps € (1,+00). Agora queremos
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investigar o caso onde p; = 4+00,ps = p, @1 = 0 e ap = «a. Nesse caso, nao basta
somente aplicar o teorema de Littlewood-Paley generalizado assim como fizemos na se¢ao
anterior. Para tratar desse caso especial, desenvolveremos primeiro algumas ferramentas
envolvendo o espaco BMO.

Consideremos a decomposicao diadica de R, que consiste da colecao de todos os inter-

valos da forma
m m+1
ok ok )7

com m, k € Z. Note que para cada x € R, existe um tnico intervalo diadico de tamanho
27% ¢ que contém x, o qual denotaremos por Iy(z).
Dada uma sequéncia { fx(z) }rez de fungdes, consideramos

A{fe}) (Z 1A |/ | fr(y 2d’y> (3.15)

keZ
© 1/2
@ = s |5 2 / )Py | (3.16)
J (;l]i?a'Zico I ;z%jzco
|I|=2—F

Proposicao 3.1. Para quaisquer sequéncias de funcoes { fxtrez, {9k trez temos

/RZIfk )|l gk (z |d$<C/A({fk})(x)c({gk})(aj)dx

kEZ

Para demonstrar a proposicao acima adataremos o método aplicado por R. Coifman,
Y. Meyer e E. M. Stein na prova do Teorema 1 em [3] ao caso discreto.

Primeiro identificaremos uma sequéncia de fungdes { f }rez como uma funcao f(z, k)
em R x Z. Consideraremos Z com a medida de contagem que denotaremos por u. Para
cada x € R, seja

D(a) = {(5.h) € R x Ziy € L)} = | Lula) x (k).

kEZ

Assim, o operador (3.15) pode ser reescrito como

1/2
AL = AN = ( [ . Pt )

Para cada J C R diddico, seja

J = Ul k) eRx Ziy € 1,1 C J, Ididdico, |I] = 275}

kEZ
= YU {wherRxzZiyelt= ] Jx{k}
2-k<|J| 2-k<|J|
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Assim o operador em (3.16) pode ser reescrito como

1/2
CUSD@) = C(f) ) = sup {ﬁ / \f(y,k)|2dydu(k)} TS

Jox
J diadico

Para cada F' C R, considere o conjunto

zeF

Lema 3.3. Se ¢(y, k) é uma fungdo mensurdvel ndo negativa entdo

/F{/F(x) oy, k)dydu(k)} dr < /R(F) oy, k)2 dydu(k).

Demonstracao. De fato, note primeiro que

(y,k) € T(z) & y € Li(z) < “”ijy € Ih(0) & (“””’ijy) =1,

onde y é a fungdo caracteristica do intervalo 1y(0). Dai, segue do teorema de Fubini que

I/ ) ot vty far = [ { ol (52 vt f a

T —y
< /F{/R(F) ¢(y,k)x< R )dydu(k)}dx
T —y
< /R 0 k){ /F x( - )dw}dydu(k»
Como
x—y B o
[ (55 )ae< [ ar=inr=2*
segue o lema. O

Para cada h > 0, vamos considerar o conjunto
["(z) = {(y,k) € T(x);27" < h}.

Definimos

A(f|1)(z) = (/Fh(x) 1, k)P%“,fk))m.

Fixada uma funcao g, considere a funcao

h(z) = sup{h > 0; A(g|h)(x) < V2C(g)(x)}.
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Lema 3.4. Para cada intervalo diddico J de tamanho 27%, temos
{x € J;h(z) >27F} > 271,
Demonstracdo. Aplicando o lema anterior ao conjunto F' = R e a funcao

oy, k) = lg(y. k) 2"x ;.

/ { / Ig(y,k)|22kadydu(k)}dfc < / 9(y, k)*x jdydp(k)
R LJI(z) RxZ
ARG (3.18)

obtemos

Juntando (3.17) e (3.18) obtemos

|J|/{/ 9(y, j)| dey;li(j)}dx < ﬁ/|g(y7k)|2dydu(k)

< inf C*(g)(). (3.19)

- zed

Por outro lado, como I'* *(z) C J para todo = € J e T? " () C I‘(x) temos

<7 / {/ l9(y, 5) Xde;li(j)}dx- (3.20)

Assim, deduzimos de (3.19) e (3.20) que

7l / (g]27" dz < inf C*(g)(x).

zeJ

Note que, pela definicao de h(x), A(g|27%)(z) > v2C(g)(z) sempre que h(z) < 27
Assim

1
inf C*(g)(x) > Algl2™) (@) da
zeJ | Jizesin@) <2+

1

> 20(g)?(x)dx

|J\ (eeTih(z)<2—+}

> —1nfC’2( )(z)|{z € J;h(x) < 27F}.

/] =
Logo
{x € J;h(x) <27 k}|§%
Logo
o€ Jih(@) > 274 > = g,
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Lema 3.5. Se ¢(y, k) é uma fungcdo mensurdvel ndo negativa, entdo

/R XZcb(y, k)27 dydp(k) < /R { /F o gb(y,k)dydﬂ(k)}dx,

Demonstracao. Pelo teorema de Fubini temos

/R{/rhm(;)b(y’ k)dydﬂ(k:)}dx :/R {/sz Xrr () (s k) D, k)dydu(k)} de

= [ oy k) {/mem)(y, k’)dx} dydpu(k). (3.21)

RXZ

Note que, para cada (y, k) fixado, temos que

Xrre) (2) (Y, k) =1

se, e somente se, x € I,(y) e h(z) > 27%. Dai, pelo lema anterior

/th(r)(x)(y7k)d'r = / dx
R {zel(y);h(x)>27k}

= o€ L(y)ih(z) 2 27} > 2757, (3.22)
Substituindo essa ultima desigualdade em (3.21), concluimos a demonstracao do lema. [

Demonstracao da Proposicao 3.1. Considere a funcgao

oy, k) = | f(y, k)llg(y, k)|2".

Pelo lema anterior temos

/RZlf(y,/f)||g(y,k)|dyd/~b(k) = 2 oy, k)27 dydp(k)

RXZ

<2f { / o O k‘)dydu(k)} da

=2 [{ 1Rl g 2

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz a integral em (3.23) obtemos

/RXzU(y,k)Hg(y, k)|dydu(k) < Z/RA(f!h(ﬂi))(:U)A(glh(x))(x)d:v
< 22 / A(fIh(2))(2)Cg) (@) dz
212 / A(f)(2)C(g) (),

IN
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o que conclui a demonstracao da proposicao. O

Seja f € L,.(R) e J C R um intervalo. Entao f; denotard a média de f sobre o

intervalo J, ou seja
1
fr= —/f(:v dx
= T

Denotaremos por M#(f) a fun¢do mazimal sharp, dada por

MH((a) = s [ 15w = Doy

Joz

Denotaremos por BMO(R) o espago de todas as fungoes f € L} (R) tais que M#(f) €
L>®(R), munido da norma || f||. = || M#(f)||r~. Note que L>*(R) C BMO(R), mais ainda,

|- o <2/ - 2o
Consideramos também o espago de Hardy H'(R), como sendo

H'R) = {f € '(R):; Hf € L'(R)}.
Um resultado importante envolvendo os espagos acima € o seguinte:

Teorema 3.2. Para cada f € BMO(R), a aplicagao
g€ H'(R) — Ty(g /f (3.24)

define um elemento de H'(R)*. Além disso, a aplicagdo
f € BMO(R) — Ty € H'(R)*

¢ um isomorfismo. Em outras palavras, o dual de H'(R) é BMO(R) e todo elemento de
H'(R)* pode ser representado da forma (3.24).

Demonstragao. Ver [14] Capitulo 4. O
Lema 3.6. Seja f € BMO(R). Entao para cada intervalo diddico J C R, temos

Z Z ||Qkf||L2 n = C|J|||f||BMo

kez IcJ
|I|=2—F

onde (Qrf)" = m(2’k-)f, com m satisfazendo as hipdteses do Teorema 1.6.

Demonstracao. Ver [14] capitulo 4, Teorema 3. O

A seguir consideraremos a fungao S(f) denotada por

1/2

sh@=| X 5 [ ieswra|

[J|=2—k

onde Qrf = {m(27%.)f}¥, e m é uma funcao que satisfaz as hipéteses do Teorema 1.6.
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Lema 3.7. Para cada 1 < p < 400

ISUHer < el fllr-

Demonstragao. Ver [11]. O

Lema 3.8. Sejam mqy, msy funcoes que satisfazem as hipoteses do teorema 1.6 e tal que
Ima| < @, onde ¢ € decrescente e [, ¢ < +o0o. Se Qy, Uy sio dados por (Qf)" =

mi(278)f, (W f) = ma(27F) f, entdo
0) || hez Qufill o < el AL S D)l s
b) ALQufTg}) () < eS(f)(x)M(g)(x).

Demonstracao. Primeiro note que, pelo teorema de Plancherel

/R Qufil)g(x)dr = / fol#)Qug(x)da

Pela Proposicao 3.1 temos

> [ auite
< 3 [ 1n@l@u@lds < [ ALDE@OCQ) @)ds

kEZ

Z/fk )Qrg(z

kEZ

Agora note que o Lema 3.6 implica que C({Qrg}) ¢é limitada por ||g||L~, para cada
g € BMO(R). De fato, se g € BMO(R) entao

C{Qrg})(x) = sup J‘Z > 1Quglle

Jox

=% 1cJ
J diddico keZ I diadico

|I|=2—F

IN

Jox
J diddico

/ Qrfr(z)g(x)dx

para toda g € BMO(R). Logo, pelo Teorema 3.2

Z/ Qrfr)"(€)3(€)ds

C
sup m|J|||g||BMo < 2¢||g]| Lo~

Assim

< cl[A{ Sl

> Qrfr = sup
€BMO
keZ H1 lalpaost | keZ

IA

AW
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Para provar b), basta usar o Lema 2.9, para obter

(A{QrfYrg})(2)* =

131
Idiadico

|1|=2—F

IN

keZ

IN

Dai segue o resultado.

sup [Urg>S(f)*(2)

cM(g)*(x)S(f)* ().

7 [ QurwRIvet)lay

]

Agora estamos prontos para estimar a derivada fracional do produto, como em (3.14),

no caso em que p; = +00, p2 =p, a1 =0 e ay = a.

Teorema 3.3. Seja0<a<1lel<p<+oo. Entao

1D*(fg) = fD% — gD fllz» < cllgllze | D] -

Demonstracao. Pelo Lema 3.1 temos apenas quatro tipos de operadores a considerar:

> Qu(QrgQrDf),

keZ

> QegQiD"f,

kEZ

> Qu(TrgQrDf),

keZ

Z P (Qrg¥iD*f).

kEZ

(3.25)

(3.26)
(3.27)

(3.28)

O argumento para limitar os termos (3.25) e (3.27) sdo similares. Deste modo estimaremos
apenas (3.27). Sejam ¢q € (1,400) tal que 1/p+1/¢ =1 e h € LY(R), com ||hl/z« < 1.

Entao, argumentando como na se¢ao anterior temos

| X QutwgQuDe his| -

kEZ

kEZ

< [ suplwgl QD" Quide < [ M(g) 3 1QuD"FIQublds

keZ

IN

IN

cllgll

o 12 1/2
(3" 1Qum112)
kEZ Lr kEZ

clligllz=llflleellPlle < cllgllzoell £l ze-
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Vamos agora estimar (3.26). Ainda com a notagao das segoes anteriores temos

> QugQiDf = Pu(QrgQrD"f).

kEZ kEZ

Seja h € L(R), com ||hl|« < 1. Entao, pelo teorema de Plancherel e pela Proposicao 3.1

/R S P(QugQuD? f)hda

keZ

‘ | X @uoQupr Pens

keZ

/RZ |QrgQr D f Prhldz < C/RA({QkDakah})C({QkQDM

kEZ

Pelo Lema 3.6, C'({Qrg}) é limitada por c||g|/z~. Por outro lado, pelo Lema 3.8
A({QrD* fPih}) < eS(Df)M(h).

Deste modo, combinando as desigualdade de Holder, o Teorema 1.6, e usando que M ¢é
(q,q) forte, obtemos

< cllglle= SO F) e | M (R)]| Lo

/RZQk QrgQrD f)hdx

kEZ

< cllflleellglize < cllgllzeell fze-
Logo, pela Proposicao 1.4 temos
> Qr(QrgQrDf) = sup > Q(QrgQiD* f)hdz
= L heLl R kez
P Ikl q <1

< cllgllze= | f]Lo-

A estimativa de (3.28) segue os mesmos passos da estimativa de (3.26). Concluimos assim
a demonstracao do teorema. O

3.5 Aplicacao da Regra de Leibniz fracional

Encerramos dando uma aplicacao da regra de Leibniz.

Definicao 3.2. Seja s € R. Definimos o espago de Sobolev de ordem s e base LP, que
denotaremos por W*P(R), para 1 < p < +o0, por

WP (R) = {f € S'(R); J°f = {(1 + &)/ [} € L"(R)},

com norma || - ||s, dada por

1A llsp = 17 Fl o

o8



Proposicao 3.2. As normas ||f||sp e || fllzr + [|D°fl|zr s@o equivalentes, para todo 1 <
p < +o0.

Demonstragao. Ver [13] Capitulo 5, Secao 3.2, Lema 3.2. O

Teorema 3.4 (Lema de Sobolev). Se s > 1/2, entao fg € W**(R), para toda f,g €
W2(R). Além disso
HngS,Z < cllf

Demonstragao. Ver [6], capitulo 3. [

|s2llglls.2-

Esse resultado nos diz que para s > 1/2, W*?(R) ¢ uma dlgebra, com respeito ao
produto de fungdes. Usando o Teorema 3.3, provaremos que W*P(R) N L>*(R) é uma
algebra com relacao ao produto de fungoes, para todo s positivo e 1 < p < 400. Mais
precisamente:

Teorema 3.5. Sejam 1 < p < +oo e s > 0. Se f,g € W*P(R) N L*(R) entao fg €
WeP(R) N L*(R). Além disso

1f9llsp < cs([fllspllgllzee + 1 F e llgllsp)-

Ou seja WHP(R) € uma dlgebra de Banach com respeito ao produto pontual de fungoes,
para todo 1 < p < +o0 e s > 0.

Demonstracao. De fato, pelo Teorema 3.3, temos que para todo 0 < s < 1

1D°(fg) = fD°g — gD* fll» < cllgllooe [|1D° |-

Logo, a desigualdade de Holder implica que

1D*(F e < 1FD°gllee + lgD°Fllzr + | D° fllo llgll oo
< N flleelD%gllee + (L + ) llgllz= 1D fll o

Dai, pela Proposicao 3.2 concluimos que

1fgllsp < cllgllz=liglsp + I fllspllgllize)-
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