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Estabilidade Linear e Exponencial de Semigrupos Cy e Aplicacoes

Francis Félix Cérdova Puma

Orientador: Jaime E. Munoz Rivera

Neste trabalho investigaremos o comportamento assintético e analiticidade das
solugoes dos problemas de valor inicial e fronteira da teoria unidimensional para mistura
de dois solidos: viscoelastica e com dissipacao friccional. Em cada caso, mostramos a
existéncia e unicidade de solugoes globais fortes. Nosso principal objetivo é apresentar as
condicoes que asseguram a estabilidade exponencial, a analiticidade e a falta de analiti-
cidade do semigrupo correspondente. A ferramenta utilizada é a teoria de semigrupos e
operadores dissipativos em espagos de Hilbert. Especificamente o resultado de Pruss [23]
sobre estabilidade exponencial de um semigrupo, o resultado de Renardy [25] sobre esta-
bilidade linear e a caracterizagao de semigrupos analiticos desenvolvido por Liu e Zheng

em seu livro [12].

palavras-chave: Estabilidade Exponencial; Estabilidade linear; Analiticidade; Semi-

grupo Cp; Misturas viscoeldstica e com dissipacao friccional.



Linear and Exponential Stability of C-semigroups and
Applications

Francis Félix Cordova Puma

Supervisor: Jaime E. Munoz Rivera

In this work we investigate the asymptotic behavior and analyticity of solutions to
the initial boundary value problem for a one-dimensional theory of mixtures of viscoelastic
and frictional solids. In each case, we show the existence and uniqueness of global strong
solutions. Our main goal is to present conditions which insure the exponential stability,
the analyticity and the lack of analyticity of the corresponding semigroup. The tool used
is the theory of semigroups and dissipative operators in Hilbert spaces. Specifically the
result of Pruss [23] on exponential stability of a semigroup, the result of Renardy [25] on
linear stability and the characterization of analytical-semigroups developed by Liu and

Zheng [12].

keywords: Exponential stability; Linear stability; Analyticity; Cy-semigroup; frictional

and viscoelastic mixtures.
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Notacoes

e (C([0,00); X) denota o espaco das fungoes continuas de [0, 00) em X.

e C5°(Q2) denota o espago das fungoes infinitamente diferencidveis e de suporte com-

pacto em Q.
o p(A)={NeC; (\[—A)~' € L(X)} é o conjunto resolvente do operador A.
e 0(A) =C\p(A) é o espectro de A.
e R(\;A) = (M — A)~! é o operador resolvente.
e [ ou 7 representam o operador identidade.

e ¢ denota o semigrupo C gerado pelo operador A.

_ Ou
° U= -
__ Ou
 Us =y

e p; > 0 representa a densidade de massa do material componente de uma mistura

de sélidos.
e A > 0 denota, para uma matriz A, a propriedade de ser definida positiva.
e Q4(, ) denota a forma quadrética associada a matriz A.

e B > 0 denota, para uma matriz B, a propriedade de ser semidefinida positiva.



Introducao

Seja X um espago de Banach complexo munido da norma ||.||x e seja A o gerador in-
finitesimal do semigrupo de classe Cp, e, em X. Seja wy(A) o tipo do semigrupo e
wy(A) a cota espectral. Um dos problemas mais importante dentro da teoria de estabi-
lizacao de semigrupos é saber quando o sistema apresenta decaimento exponencial. Em
caso afirmativo, o problema seguinte é obter uma taxa 6tima de decaimento, um caminho
para tal fim é obter uma descricao do espectro o(e?t) de et em termos do espectro o(A)
de A. Tal descriciio tem como consequéncia o principio de estabilidade linear para e,
isto é, wo(A) = w,(A). Tal igualdade também é chamada propriedade de crescimiento
determinada pelo espectro (PCDE). Em geral, sabemos que a inclusdo e C og(e4?)
se verifica para todo gerador A (ver [22], [5]), mas tal inclusdo pode ser estrita, ver por
exemplo [5]. Este fato nao permite relacionar diretamente os espectros do operador A e

dos operadores e? para t > 0. No entanto, existem vérias classes de geradores A para os

quais o espectro de e pode ser descrito em termos de o(A). Por exemplo, se

e A é limitado, entdo o(e?) = e,

e X ¢é um espaco de Hilbert e A é um operador normal, isto é, A e seu operador

adjunto comutam, entao o(e?) = eo(A)t,

e ¢ é continuo em L£(X) para todo t >ty > 0, entdo o(e?)\{0} = e,

onde L£(X) denota o espago dos operadores lineares limitados em X munido com a norma
usual. Em particular, o dltimo item inclui os semigrupos de classe Cy, e, tais que e é
compacto para todo t >ty > 0 e os semigrupos diferenciaveis para todo t >t > 0. Priiss
[23] mostrou uma caracterizacio do espectro o(e!t) para semigrupos (ndo necessariamente

de contragoes) em espagos de Hilbert. Desta caracterizagdo surgiram vérias consequéncias



importantes. Algumas destas consequéncias sao:

e Caracterizagao da estabilidade exponencial de e/, ver teorema (1.4.5).

e Caracterizagdo dos semigrupos que possuem a propriedade (PCDE) que, como con-

sequéncia obtem-se que os semigrupos analiticos tém tal propriedade.

e Condicoes suficientes para que uma classe de semigrupos apresente a propriedade

(PCDE). Esta ultima foi demonstrada por Renardy [25].

Como wy(A) < 0 é equivalente a estabilidade exponencial do semigrupo, a propriedade
(PCDE) fornece um critério pratico para verificar a estabilidade exponencial de um sis-
tema de evolucao dado. Pois neste caso é mais simples analisar o espectro do operador
do que calcular o tipo do semigrupo wg(A). Assim, obtemos diferentes aplicagdes para
as equacoes diferenciais parciais. Este trabalho estd baseado nos artigos rescentes de J.
Pruss [23] e [24] onde se descrevem caracterizagoes da estabilidade exponecial e polinomial
de semigrupos respectivamente. Finalmente usamos o artigo de Renardy [25] para obter
os resultados de estabilidade linear, isto é as condicGes que deve satisfazer o gerador A

4t seja igual & cota superior do espectro de A. Usaremos

para que o tipo do semigrupo e
estes resultados para obter resultados de estabilizacao linear e exponencial para modelos
de misturas de dois sélidos. Incluimos alguns resultados inéditos na estabilizacao expo-
nencial de modelos de misturas com dissipacao friccional e viscoelastica. O trabalho esta
dividido em 4 capitulos. No primeiro deles apresentamos os resultados classicos de analise
funcional e semigrupos que serao utilizados no trabalho. No capitulo 2 faremos uma
analise detalhada do comportamento assintético do modelo de mistura de sélidos com
dissipagao friccional, ressaltamos a relagao entre o espectro do operador e o decaimento
exponencial das solugoes. No Capitulo 3 estudaremos a analiticidade do semigrupo as-

sociado ao modelo de mistura viscoelastica. No capitulo 4 estabeleceremos as conclusoes

dos resultados obtidos e observacgoes relevantes a teoria de mistura de sélidos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste Capitulo daremos algumas definicoes e estabeleceremos alguns resultados e
notagoes que utilizaremos no decorrer deste trabalho. Os detalhes podem ser encontrados

nos livros ou artigos mencionados nas referéncias.

1.1 Espacos de Sobolev e Resultados Basicos

Seja X um espaco vetorial normado.

Definigao 1.1.1. (Sequéncia de Cauchy) Uma sequéncia {x, },en no espago normado
X ¢ chamada de Cauchy, quando a cada € > 0 corresponde um niumero natural N tal que

|zn — 2m||x < € para todo n,m > N.

Defini¢ao 1.1.2. (Espacgos de Banach e Hilbert) O espaco X € dito de Banach se é
completo, isto €, toda sequéncia de Cauchy em X € convergente em X. Além disso, X é
dito espago de Hilbert se € um espago vetorial com produto interno (-,-) e completo com

respeito a norma || - || = (-, )"/

Teorema 1.1.3. (Teorema da Aplicagao Aberta) Denotemos por E e F dois espagos
de Banach e seja T um operador linear continuo e sobrejetivo de E em F'. Entao existe

uma constante ¢ > 0 tal que

T(BE<07 1)) 2 BF(07 C)

4



onde Bx(a,r) € a bola aberta em X de centro a e raio r, isto €,

Bx(a,r)={yeX; |ly—a| <r}

Demonstragao. Ver [3].

Corolario 1.1.4. Sejam E e F espacos de Banach e seja T' um operador linear continuo

e bijetivo de E sobre F. Entao T~ € continuo de F' em E.

Demonstragao. Ver [3].

Definigao 1.1.5. (Operador Fechado) Sejam E e F espagos vetoriais normados e
T :D(T) C E— F um operador linear. Diremos que T € um operador fechado se seu
grafico

G(T)={(z,y); 2€DT), y=Tz}
for um subconjunto fechado de E x F.
Teorema 1.1.6. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam E e F espagos de Banach e

T um operador linear de E em F. Suponha que o grdfico de T', G(T), seja fechado em

E x F. Entao T é continuo.

Demonstragao. Ver [3].

Corolario 1.1.7. Sejam E e F espagos de Banach, T : D(T) C E — F, D(T) fechado

em E. SeT" € continuo, entao T € fechado.

Demonstragao. Ver [3].

No que segue, seja {2 um aberto limitado de R dotado da medida de Lebesgue. Supon-
hamos conhecidos os conceitos de fungao integravel, mensuravel, conjunto de medida nula,
etc.; ver, por exemplo, [26]. Denotamos por L*(£2) o espago das fungoes integraveis sobre

(), e escrevemos
Il = [ 1@t

como a norma L*(Q) da funcao f.

Teorema 1.1.8 (Teorema da Convergéncia Mondtona). Seja (f,,) uma sucessao crescente
de fungoes L'(2) tal que sup,ey [ fo(x)dz < oo. Entdo f,(x) converge quase sempre em

Q para um limite finito denotado por f(x). Além disso f € L*(Q) e || fn — fllzr — 0.

5



Demonstragao. Ver [3].

Teorema 1.1.9. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,)

uma sucessao de fungoes L*(). Suponha que

(a) fulz) — f(z) quase sempre em Q.

(b) Existe uma funcio g € L'(Q) tal que, para cadan € N, | f,(z)| < g(x) quase sempre

em 2.
Entao f € LYQ) e ||fu — fllzx — 0.

Demonstragao. Ver [3].

Definicao 1.1.10. Denotaremos como C.(S2) o espaco das fungoes continuas em §2 com

suporte compacto, isto €,

C(Q) ={felC(); flx)=0Vze Q\K onde K CQ é compacto } .
Teorema 1.1.11. (Teorema de Densidade) O espaco C.(Q) € denso em L'(Q), isto
€,

Ve LY Q) e Ve >0, 3f; € CQ) tal que ||f — fillpr <e

Demonstragao. Ver [3].

Seja agora {2 um subconjunto aberto limitado do R™. Definimos, para 1 < p < oo,
o espago LP(€)) como o espago das fungbes reais u, mensuraveis em €2, tais que |ulP é

integrével a Lebesgue em Q. Em LP(2) definimos a norma

ulls, = / u(@)Pde; 1<p<oo

com a qual LP(£2) resulta ser um espago de Banach. No caso p = oo, LP(f2) representa o

espaco de todas as funcoes essencialmente limitadas em {2 com a norma

|u||pe = supess|u(z)] .
€N

Também neste caso L>(€2) é um espago de Banach. Para os espagos LP(2) é possivel
mostrar também um resultado andlogo ao Teorema (1.1.11). Quando p = 2, L*(Q) é um

espaco de Hilbert com produto interno
(u,v) = / u(z)v(x)dx
Q
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e norma induzida

w%@mw.

Além disso, seja o = (a1, g, ...,0p) € N, © = (21,22,...,2,) € R", |a] = D7 o5 e
denotamos por D® o operador derivagao de ordem |«| definido por

olal

a1 as
0z 0x3*...0xon

D* =

Quando a = (0,0...,0), definimos D*u = u. Com estas notagoes definimos o espago
WmP(€)) como o espago de todas as fungoes reais u € LP(€) tais que a derivada D%u €
LP(Q2) para todo |a| < m. A derivada considerada no sentido das distribui¢oes. Definimos,

em W™P(§2), a norma

lul,, Z/W JPde

|la<m

com a qual W™P() é um espago de Banach. O espago W™P(Q2) é chamado espaco de
Sobolev de ordem m. Além disso, definimos o espago de Banach Wj"*(§2) como o fecho
do espago C§° em W™P(Q)), isto é,

m, WP ()
WP (@) = C3°(©) :

Quando p = 2, W™2(Q) é denotado por H™(12) e este espago é um espaco de Hilbert com

produto interno definido por

(U, V)2 = /Da x)D%(z)dx

la|<m

e norma dada por

= Y [ 10°ut@)ds

|a|<m

No caso particular em que m = 1, tem-se o espago H'(Q) definido por

HY(Q) == {uel*Q); €cL*(Q); i=1,2,..n}

o,

e também ¢é possivel identificar via teorema do traco, os espagos
Hy(Q) == {ue H(Q); u=0 em 99 }.
Ver [3].
Além disso, em H'(€)) temos o seguinte produto interno:
((u,v)) = /Qu(:x)v(:zr)d:v + /Q Vu(z)Vu(z)dx

7



e a norma induzida
Julf? = [ Ju@)Pde+ [ [Vulo) s
Q Q
Num espago de Banach X, para todo T' > 0, podemos definir também o espago LP(0,T’; X),

com 1 < p < 00, formado por todas as fungoes vetoriais u : [0, 7] — X mensuréveis e tais

que |u(t)[% é integrével em (0,7). Em LP(0,7T; X), definimos a norma

T
T —— / e

A norma em L*°(0,T; X) é definida por
[ullzeeo,r:x) = sup esslu(z)||x -
0<t<T

Desta forma, LP(0,7; X ) para 1 < p < oo é um espaco de Banach.
Citaremos agora alguns resultados dos espacos L?*(f2) e dos espagos de Sobolev que serdo

usados neste trabalho.

Teorema 1.1.12. (Desigualdade de Hélder) Sejam f € LP(Q) e g € LY(Q) com p e
1 1
q satisfazendo 1 < p,q< oo e —+ — = 1. Entao fg € L'(Q) e

P oq
/Q!f(x)g(JC)ldﬂf < [ fllzellgll o

Demonstragao. Ver [3].

Seja H um espago normado com norma || - ||. A aplica¢ao denotada por
a(-,-): Hx H—C

¢ chamada

(1) Sesquilinear se, para todo oy, aw, (1, o € C e para todo u, v, w € H, se verifica
alaru + agv, w) = aga(u, w) + asa(v,w) e

a(u, Bv + Bow) = Bra(u, v) + Faalu, w).

(ii) Continua se existe uma constante c tal que |a(u, v)| < c||ul|/||v||, para todo u,v € H.

iii) Positiva se existe uma constante o > 0 tal que a(v,v) > «||v]|?, para todo v € H.
q p



Observagao 1.1.13. Se
a(+,-): Hx H— R,

entdo o conceito de sesquilinearidade € equivalente a bilinearidade.

Além disso, dizemos que a aplicagao denotada por
o(): H— C

é Antilinear, se p(au) = ap(u), para todo o € C e para todo u € H.
Lema 1.1.14. (Lema de Lax-Milgran) Seja a(-,-) uma forma sesquilinear, continua
e positiva. Entao, para toda aplicagao antilinear ¢ : H — C, existe uma unica uw € H tal
que

aw,v) = (p,v), Ve H
Demonstragao. Ver [27].

Lema 1.1.15. (Desigualdade de Poincaré) Seja Q2 um aberto limitado de R"™. Entdo

existe uma constante positiva c, que depende univocamente de §2 e n tal que
[ullr) < 6l Vulle) , Yu € WOLP(Q)

onde ¢, € a constante de Poincaré.

Demonstragao. Ver [3].

1.2 Teoria de Semigrupos e algumas definicoes

De modo geral, um sistema dindmico é uma familia {7'(t)}+>o de mapeamentos sobre um

conjunto X satisfazendo

Tt+s) = T({t)T(s) Yt,s>0,
T0) = 1.
Aqui X é o conjunto de todos os estados de um sistema, ¢t € R representa o tempo e T'(t)

representa o mapeamento que descreve a mudanca de um estado x € X para o estado

T'(t)x no tempo t. No contexto linear o espago X é um espago vetorial e cada T'(t) é um

9



operador linear em X, logo {7'(t) }+>0 ¢ chamado um semigrupo de operadores. A situacao
normal em que tais semigrupos de operadores aparecem naturalmente sao os chamados

problemas de Cauchy abstrato (ACP)

du
E(t) = Au(t) Vvt >0,

uw(0) =z,

onde A é um operador linear em um espaco de Banach X. Em algumas situagoes concretas

particulares a relacao entre T'(t) e A é dada pelas férmulas

Tt) = et
dT(t)
A= —=
dt =0

Em geral, tal relacao parece estar fora de alcance. No entanto, um simples pressuposto de
continuidade no semigrupo (veja definigao 1.2.1) produz que T'(t) se comporte como uma
exponencial do operador A em espacos de Banach. Logo, uma teoria rica com um vasto
campo e quase universal de aplicacoes. E o objetivo desta seccao resumir esta teoria e

apresentar algumas defini¢oes relevantes para este trabalho.

Defini¢ao 1.2.1. Uma familia parametrizada T'(t) (0 < t < 00) de operadores lineares

limitados num espaco de Banach X, € chamado semigrupo fortemente continuo se

(1) T(0) =1, (I € o operador identidade em X ),
(ii) T'(s+1t) =T(s)T(t) para todo t,s > 0 (propriedade de semigrupos),
(iii) Para cada x € X, T(t)x € continua em t sobre [0,00).
Definicao 1.2.2. O operador linear A definido como
T(t)xr —x dTT(t)x

Az = tlir(% ; = |, Pem todo = € D(A),

em que

D(A) = {zeX : lim LT

existe }
t—0t+

¢ o dominio de A, é o gerador infinitesimal do semigrupo T'(t).

Chamaremos de semigrupo de classe Cjy ou simplesmente semigrupo Cj a um semigrupo

fortemente continuo. Algumas vezes denotaremos T (t) por e“?.

10



Defini¢ao 1.2.3. Um semigrupo de operadores lineares limitados, T(t), € dito uniforme-
mente continuo se

lim |T(t) - I|| = 0.
Jim [ 7°(t) — 1]

Teorema 1.2.4. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo uni-

formemente continuo se, e somente se, A € um operador linear limitado.

Demonstragao. Ver [22].

Teorema 1.2.5. Sejam T'(t) e S(t) semigrupos fortemente continuos de operadores lin-

eares limitados. Suponha que

lim —T<t) -1

t—0+ t t—0+

entao T(t) = S(t) para todo t > 0.

Demonstragao. Ver [22].

Teorema 1.2.6. Sejam T'(t) um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal.

Entao se verificam:

(a) Para todo x € X, temos que

(b) Para todo x € X, f(f T(s)xds € D(A) e

A ( /0 tT(s)xds) ~ Tt — .

(c) Para todo x € D(A), T(t)x € D(A) e

d
ST()e = AT(Wr = T(H)Ar.

d
Em particular, a fungao uw = T(t)x satisfaz P Au.

Demonstragao. Ver [22].

11



Observacao 1.2.7. Sejam T'(t) um Semigrupo Cy em um espago de Banach X e A seu
gerador. Os teoremas (1.2.5) e (1.2.6) implicam que a aplica¢io u := T(t)x € a unica

solugao para o problema de Cauchy abstrato

du
@ - (1.1)
u(0) = =z
Com regularidade
uweC(0,0);X), ze€X (1.2)
u € C([0,00); D(A) NCY([0,0); X), =€ D(A). (1.3)

Definigao 1.2.8. Um semigrupo T'(t) , 0 <t < oo, de operadores lineares limitados em

X € dito semigrupo de contracoes se
IT(t)|| <1  para todo t > 0.

Definicao 1.2.9. Dizemos que um semigrupo Cy, T(t), é exponencialmente estdvel se

eriste uma constante positiva e M > 1 tal que

| T(#)]| < Me™*, ¥t >0. (1.4)

Im(z)

Figura 1.1: Regiao de Analiticidade

Definigao 1.2.10. Dizemos que T(t) ¢ analitico se admite uma extensiao T(\) para \ €
Ay, onde Ag = {\ € C; |arg(\)| < 0} para algum 0 > 0 tal que A — T(\) € analitica e
(a) limy o ||[T(\)z — z|]| =0, Vz € X, A € Ay,

(b) T(A+ p) = T(N)T (1), para todo X\, € A,

ou equivalentemente (ver Pazy [22]), existe uma constante K > 0 tal que

[|AT(t)|| < Kt™!, vt > 0.

12



Dado o operador A gerador de algum semigrupo Cy em um espaco de Hilbert X, para

At

recuperar o semigrupo 1'(t) := e, é necessdario introduzir outro objeto,

A= (M — A e L(X), (1.5)

definiremos a seguir o dominio para que esta aplicacao tenha sentido.

Definigao 1.2.11. (Resolvente e Espectro) Seja A um operador linear em X ndao
necessariamente limitado. Definimos o conjunto resolvente de A, denotado por p(A),
como o conjunto de todos os mimeros compleros A para os quais A\ — A € um operador
inversivel, isto é, (\[—A)™! é um operador linear e limitado em X . Além disso, definimos

o Espectro de A, denotado por o(A), como o complemento do resolvente de A, isto €,

o(A) = C\p(A).

E importante ressaltar que o espectro de A é formado por trés subconjuntos disjuntos:
o Espectro Pontual ,(A), o Espectro Continuo o.(A) e o Espectro Residual o,(A). Estes
subconjuntos sao definidos da seguinte forma: A € 0,(A) se Al — A nao ¢ injetivo; A €
0.(A) se A\l — A é injetivo, Al — A ndo ¢é sobrejetivo mas a imagem de A\ — A é densa em
X e, finalmente, A € 0,(A) se A\I — A é injetivo e sua imagem nao é densa em X. Destas
trés definigoes segue que 0,(A), 0.(A) e 0,(A) sdo disjuntos e sua unido é exatamente
a(A).
Denotemos como R(X; A) = (M — A)™! o operador resolvente de A ou simplesmente o

resolvente de A.

Observagao 1.2.12. No caso de dimensao finita temos que o.(A) = 0,.(A) = 0 pois, se
A — A € injetivo, entdo NI — A € sobrejetivo.

Observacao 1.2.13. No caso de A ser um operador nao limitado com resolvente com-
pacto, isto €, (\ol — A)™1 é um operador compacto para algum N\, entio o.(A) = 0,(A) =

0, logo o(A) estd composto sé por autovalores de A (isto é, o(A) = 0,(A)).

Lema 1.2.14. O conjunto resolvente p(A) € aberto. A fungio R(X\;A) € analitica em
p(A).

Demonstragao. Ver [4].
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Teorema 1.2.15. Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy. Entao existem constantes w > 0
e M > 1 tais que
1Tt < Me*! para todo 0 <t < 0.

Demonstragao. Ver [22].

Definigao 1.2.16. Seja e um semigrupo de classe Cy gerado por A. Dizemos que wy(A)

€ o tipo do semigrupo gerado por A se
T -1 At o —1 At
wo(A) = th_}rgot In |le”] = 11:I>1(f)‘t In |le”]].

Observacao 1.2.17. E importante notar que w = wy(A) € o infimo das constantes que
satisfazem a desigualdade do teorema (1.2.15), porém, proporciona informagao do tipo
de crescimento que possui o semigrupo gerado pelo operador A. Se —oo < wy(A) < 0,

At

entao o semigrupo et é exponencialmente estdvel com uma taxa de decaimento dtima

determinada por wy(A).

De fato, aplicando a defini¢ao (1.2.16) para 0 < € < |wy(A)| , obtemos

1 At
wo(A) + € > w = eWoWHIt < 14| vt > N,

logo, usando a continuidade do operador e sobre o intervalo compacto [0, N], conclufmos

que existe uma constante M, > 0 tal que
||€At|| < ]\466(w()(14)—|—e)t7 it >0

escolhendo —p = wy(A) + € < 0, da defini¢ao 1.2.9, obtemos a estabilidade exponencial

do semigrupo e’

Definicao 1.2.18. Seja X espaco de Hilbert e seja A um operador linear em X. Defini-

mos, e denotamos por w,, a cota superior do espectro de A, isto €,
wy(A) = sup{ Re(\) : A€a(A)}.

Definigao 1.2.19. Seja T'(t) um semigrupo de classe Cy gerado pelo operador A. Entdo

dizemos que T (t) satisfaz o principio de estabilidade linear, se

wo(A) = w,(A).
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Definicao 1.2.20. Um operador linear A definido em um espaco de Hilbert X, € dito

dissipativo se, para todo x € D(A),
Re(Az,x) <0, (1.6)
onde (., .) denota o produto interno de X.

Uma caracterizagao tutil dos operadores dissipativos é a seguinte:

Teorema 1.2.21. Um operador linear A € dissipativo se, e somente se,

[(A = A)z|| > Az Vee DA e A>0.

Demonstracao. Ver [22].

Sejam X um espago de Hilbert com norma induzida || . ||x e T(t) o semigrupo Cy
gerado por um operador dissipativo A. Definimos para ug € D(A) (dado inicial) a fungao

u(t) := T(t)ug, solucao do problema (1.1). Entao procedendo formalmente temos que

1
B(t) = L)l
B ido
at 2d X
du
= Re(a,u)x
= Re(Au,u)x .

Onde a funcional E(t) é chamada a energia do sistema e como A é dissipativo, da equacao

acima concluimos que
dE
<0,

P
entdo, a energia E(.) diminui em fun¢ao do tempo ¢. No contexto fisico, a maioria dos
fenomenos sao dissipativos, ou seja, a energia do sistema associado diminui com o tempo
devido a acao de forcas externas, tais como a resisténcia do meio em que eles ocorrem. E

importante entender que a escolha do espago (X, || . ||x) é fundamental para determinar

um sistema dissipativo.
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A-dissipativo

0 € p(A)
{T(O}e0 (A,D(A))
Semigrupo de Gerador
Contragoes Hille-Yosida Infinitesimal
R()\,A):fe’“T(t) dt
{RIA A eocay
Resolvente | i
A=A-R{H}A)

Figura 1.2: Operador-Semigrupo-Resolvente

1.3 Semigrupos (|, gerados por operadores dissipa-

tivos

Tendo um gerador A de um semigrupo 7'(t), a observagao (1.2.5) nos garante a existéncia
de uma tunica solugao para o problema (1.1) dada por u(t) = T'(t)z. Este fato nos diz que
¢ fundamental conhecer as condicoes necessérias e suficientes para que um dado operador
A, definido em um espaco de Hilbert X, seja gerador infinitesimal de algum semigrupo
T(t) tal que u = T'(t)x seja a solucao de (1.1). Neste sentido apresentamos os importantes

teoremas de Hille-Yosida e Lummer-Phillips.

Teorema 1.3.1. (Hille-Yosida) Um operador linear (ndo limitado) A € o gerador in-

finitesimal de um semigrupo de contracoes T(t), t > 0 se, e somente se,

(i) A € um operador fechado e D(A) = X.

(ii) O congunto resolvente p(A) de A contém RY e, para todo A > 0,

1
IR A < 5

>~

Demonstragao. Ver [22].
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Corolario 1.3.2. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy, T(t),
de contragcoes. Entdo o conjunto resolvente de A contém o semiplano positivo, isto €,

Ct:={X: ReA>0} C p(A). Além disso, para todo Re\ > 0, temos que

1

I—A)7Y < —.
IO =47 < ==

Demonstragao. Ver [22].

Teorema 1.3.3. Um operador linear A € o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy, T(t), satisfazendo | T(t)|| < Me“" se, e somente se,

(i) A € fechado e D(A) = X.

(ii) O conjunto resolvente p(A) de A contém o semiplano Re\ > w e

M

. n <
1RO Al < =

VReA >w, VYn=12 ..

Demonstragao. Ver [22].

Teorema 1.3.4. (Lumer-Phillips) Seja A um operador linear com dominio denso D(A)

em X.

(1) Se A é dissipativo e eziste um Ay > 0 tal que a imagem de \gI — A € todo o espago
X, isto €, R(A\l — A) = X, entdo A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de

classe Cy de contracoes em X.

(ii) Se A ¢é gerador infinitesimal de um semigrupo de classe Cy de contragoes em X,

entio R(AN — A) = X para todo A > 0 e A € dissipativo.

Demonstragao. Ver [22].

Como consequéncia do teorema Lumer-Phillips, temos que um operador nao limitado
A, gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, é dissipativo se, e somente se, 0 semigrupo
et ¢ de contracoes. Além disso, como coroldrio do teorema acima, o seguinte resul-
tado sera frequentemente usado neste trabalho para mostrar a existéncia e unicidade de

solugoes, em particular para sistemas associados a mistura de soélidos.
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Corolério 1.3.5. Seja A um operador linear (nao limitado) densamente definido em X
espago de Hilbert. Se A € dissipativo e 0 € p(A), resolvente de A, entdo A é o gerador

infinitesimal de um semigrupo de contragoes T(t), t >0 em X.

Demonstragao. Ver [22].

Defini¢ao 1.3.6. Diremos que um semigrupo T(t) de operadores em um espa¢o X € um
grupo em X se as aplicagoes t — T(—t) e t — T(t) formam uma familia de semigrupos

para t > 0.

Definicao 1.3.7. Seja X um espaco de Hilbert de produto interno (.,.) e norma ||.||. Um

operador A € dito simétrico se D(A) = X e A C A*, isto €, (Ax,y) = (x,Ay) ¥V x,y €
D(A). A € auto-adjunto se A = A*. Um operador limitado é unitdrio se U* = U™,

Teorema 1.3.8. (Stone) O operador A € o gerador infinitesimal de um grupo de oper-

adores unitdrios sobre um espaco de Hilbert X se, e somente se, 1A € auto-adjunto.

Demonstragao. Ver [22].

t

Lema 1.3.9. Seja A o gerador infinitesimal de um semigrupo Cy, T(t) := 4, atuando

s

num espaco de Hilbert X e seja B um operador linear e continuo de X. Entdo, A+ B é

o gerador infinitesimal do semigrupo T(t)etB.

Demonstragao. Ver [22].

1.4 Resultados sobre propriedades assintéticas de um

semigrupo

Nesta secao apresentamos alguns resultados que sao fundamentais para o estudo da es-
tabilidade de sistemas dissipativos, em particular dos sistemas de mistura de solidos.

Consideramos uma equacao de evolucao linear no espaco de Hilbert H:

du

dt (1.7)
uw(0) = up.

Suponha que
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(H;) A gera um semigrupo Cy, T'(t) := e, sobre H.

(H2) iIRNo(A) = ¢.

A solugao para (1.7) é

Definigao 1.4.1. Dizemos que a solugdo de (1.7) é fortemente estdvel se
Jim (0| =0 (18)

para todos os ug € H.

Defini¢ao 1.4.2. Dizemos que a solugao de (1.7) é exponencialmente estdvel se o semi-

grupo T(t) for um semigrupo exponencialmente estdvel (veja defini¢ao 1.2.9).

Existem muitos sistemas que sao fortemente estaveis, mas nao de forma exponencial.

Nesse caso, outros tipos de decaimento foram introduzidas.

Definicao 1.4.3. Dizemos que a solugdo de (1.7) decai a uma taza de f(t), se f(t) é

uma funcao positiva com

tlim ft)=0
tal que
lu@)[r < f(®)lluollpay, ¢>0, (1.9)

para todos os ug € D(A).

Observacao 1.4.4. A norma sobre o lado direito de (1.9) nao pode ser a norma de H.

Caso contrdrio, por propriedades de semigrupo, (1.9) implica (1.4).

De fato, por hipdtese temos que
I [T ey = 0= 3to € Ry [T (o)l < 1.
Denotemos por « a constante definida como
a = [T (to)||cer < 1.
Pelo algoritmo da divisao, todo nimero t pode ser escrito na forma
t=miy+7r
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onde m € Ne 0 <r <t,. Como T(t) é um operador continuo, encontramos que existe
M > 0, tal que
T (|| ey < M, Vit e[0,t].

Seja t € R, usando as propriedades de semigrupos, obtemos

T O ecm = [T0)™S ()| 2oy

De onde temos

T )y < Ma™.
Lembrando a definigao de m, encontramos
1T ey < Mia™,

onde M, = Ma % e v = % Lembremos também que

o = eYnle) — =0

, #>0

pois a < 1, assim,

1T Olleq) < Mie™™.

Isto é, T'(t) é exponencialmente estével.

O semigrupo T'(t) é fortemente estavel se (Hy) é verdadeira (ver [6]). T'(t) é exponen-

cialmente estével se, e somente se, (Hy) e

sup{||(iB1 — A) || zemy; B € R} < o0,

estao satisfeitos. Além disso, a T'(t) é analitica se
1

GBI — A) M|z = O(B)-

Os resultados acima sao importantes para o estudo assintético das solugoes do problema
(1.7) e serao aplicados no estudo da estabilidade de sistemas relacionados a mistura de
solidos, (2.1)-(2.4) e (3.1)-(3.4), porém, sao dados os seguintes teoremas:

Teorema 1.4.5. Seja et um semigrupo de classe Cy de contracdes num espaco de Hilbert.

At

Entao e € exponencialmente estdvel se, e somente se,

(i) iR C p(A).
(ii) limsup||(iBI — A) 7| cem) < oo

|B|—+o0
sao verdadeiras.
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Demonstracao. Ver [12] e [23].

E conhecido que a igualdade

U(eAt) — eo(A)t

implica a estabilidade linear do semigrupo e!, isto é, wy(A4) = wy(A). Em geral, sabemos
que a inclusiao et C g(e?) se verifica para todo gerador A (ver [22], [5]), mas tal
inclus@o pode ser estrita, ver por exemplo [5]. Este fato nao permite relacionar diretamente
os espectros do operador A e dos operadores e para t > 0. No entanto, existem varias
classes de geradores A para os quais o espectro de et pode ser descrito em termos de

o(A). Por exemplo, se

(i) A ¢é limitado, entdo o(e?t) = e,

(ii) X é um espago de Hilbert e A é um operador normal, isto é, A e seu operador

adjunto comutam, entdo o(edt) = eo (A1,

(iii) e é continuo em £(X) para todo t >ty > 0, entdo o(e4)\{0} = e7)?,

O proximo resultado nos da uma condicao necesséaria e suficiente para determinar
quando a taxa de crescimento do semigrupo (wp) é determinada pela cota superior do
espectro (wy).

Corolario 1.4.6. Seja H espaco de Hilbert e seja et um semigrupo de classe Co em H

t

gerado por A. Entao et satisfaz o principio de estabilidade linear se, e somente se,

Ve>0 : IM.>1 tal que ||(M —A) e < Me V Re(N) > wy(A) +¢

Demonstragao. Ver [23].

Como consequéncia dos resultados acima, Renardy [25] estabeleceu condigbes sufi-
cientes para que o semigrupo, T'(t), gerado pela perturbacao de um operador normal,
Ay, satisfaca o principio de estabilidade linear. Este resultado serd aplicado no estudo do
sistema de mistura de sélidos (veja teorema 2.3.2), porém enunciamos a seguir o resultado

de Renardy.

Teorema 1.4.7. Sejam H um espac¢o de Hilbert e A := Ay + B gerador infinitesimal
de um semigrupo Cy em H. Supomos que Ay é um operador normal e B € limitado. Se

existem M > 0 e n € N satisfazendo as sequintes propriedades:
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(a) Se A € 0(Ay) e |\ > M — 1, entao N\ € um autovalor isolado com multiplicidade
finita.

(b) Se |z| > M, entdo o numero de autovalores de Ay no disco D(z,1), com suas multi-

plicidades, nao excede n.

At

Entao e satisfaz o principio de estabilidade linear, isto é, wy(A) = wy(A).

Demonstragao. Ver [25].

Im(z)

‘ e
.‘o.' o ,./:’M_(:: M Re(Z)

Figura 1.3: Teorema de Renardy

Observacao 1.4.8. Os coroldrios (1.4.6) e (1.4.7), nos dizem que basta determinar a
cota superior do espectro para encontrar a melhor taza de decaimento. Quando esta
propriedade € vdlida, diz-se também que o semigrupo possui a propriedade do crescimento
determinada pelo espectro (PCDE).

Para mostrarmos analiticidade usamos o seguinte resultado:

Teorema 1.4.9. Seja T'(t) = et um semigrupo Cy de contracées gerado por um operador

A num espago de Hilbert H. Suponha que

p(A) D {ip; B € R} =iR. (1.10)
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Entao T(t) € analitico se, e somente se,

limsup || 3(:81 — A) |z < 00, BER. (1.11)
|B]—-Fo0

Demonstragao. Ver [12].

Observacao 1.4.10. Se T'(t) é um semigrupo analitico com gerador infinitesimal A e

0 € p(A), entao T(t) € exponencialmente estdivel, ou seja, existem C, p > 0 tais que
|T(t)]| < Ce™, ¥t >0.

Além disso, o semigrupo apresenta a propriedade de crescimento determinada pelo espectro

(PCDE).

De fato, sendo p(A) um conjunto aberto e 0 € p(A), existe p > 0 tal que —p € p(A)
e pelo lema (1.3.9), A+ ul é gerador infinitesimal de um semigrupo S(t) uniformemente
limitado, isto é,

|S(®)]| < C,Vt € [0,00).

Também, pelo lema (1.3.9), temos
S(t) =T(t)e".
Logo, T'(t) = S(t)e ", isto é,

1T (t)|] < Ce™*, ¥t > 0.

Para sistemas fortemente estaveis que nao sao exponencialmente estavéis, existem varios
métodos para obter a f(t), que determine a taxa de decaimento polinomial, por exemplo,
temos o Método da Energia combinada com a técnica de multiplicadores, proporcionando
taxa de decaimento polinomial % O método das Bases de Riesz foi utilizado em [13],
que da a taxa de decaimento polinomial baseada na relacao assintotica da parte real e
imagindria dos autovalores. Outro método é usando a desigualdade de Ingham que pode
ser encontrada em [1]. A seguir consideramos o resultado de decaimento polinomial devido
a Zhuangyi Liu e Bopeng Rao, que proporciona uma taxa f(t) = (lnTt)% Int, onde k € N

representa a regularidade do dado inicial.
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Teorema 1.4.11. Suponhamos que as hipdteses (Hy) e (Hs) sao verdadeiras e que

sup (iBI — A) Y| ear < M, para algum 1 > 0. (1.12)

I
EESEs
Entao para cada k € N existe uma constante Cy > 0 tal que

Int k
]

e uolla < Cr(=) " (I t)lluolpear), (1.13)

para todo uy € D(AF).

Demonstragao. Ver [11].

Pode-se observar nos teoremas (1.4.5), (1.4.9) e (1.4.11) que a taxa de crescimento do
operador resolvente R(\, A) = (Al — A)~! no eixo imagindrio, iR, estd relacionada com a
taxa de decaimento da solucgao (1.7). Se sabemos que (1.7) é fortemente estavel mas nao
exponencialmente estavel, entao a condigao (ii) do teorema (1.4.5) deve falhar, ou seja, o
operador resolvente é ilimitado no eixo imaginério. Entao o teorema (1.4.11) nos d4 uma
condicao respeito a ordem de ilimitacao do operador resolvente para obter um decaimento

do tipo polinomial.

Para o caso de dimensao finita, isto é, X = R", o estudo do comportamento assintotico
das solugdes do sistema (1.7), onde A é uma matriz quadrada n xn, é basicamente o estudo

dos autovalores de A, isto é, o estudo do espectro de A, devido a observagao (1.2.12).

De fato, se conhecemos os autovalores da matriz A, conhecemos o comportamento assintético
das solugoes do sistema (1.7), o qual é analisado e dividido nos seguintes casos:
Caso 1.- Todos os autovalores de A possuem parte real negativa. Este caso importante é

caracterizado pela seguinte propriedade:
u(t)] < Ce™"

para toda u(t) solugao de (1.7).

Caso I1.- Todos os autovalores de A possuem parte real positiva. Neste caso teremos que

lim |u(t)| = oo

t—o00

para toda u(t) solucao de (1.7).
Caso III.- Todos os autovalores sao imagindrios puros. Neste caso, as solugoes sao

periddicas.
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Os autovalores de A sao determinados resolvendo um polinémio de grau no maximo n.

Portanto, o préoximo resultado pode ser um critério para obter a desigualdade do Caso I.

Teorema 1.4.12. (Teorema de Hurwitz)As raizes do polinomio

q(z) = apx" + a1zt + ...+ ap 17 +ay,

possuem parte real negativa se, e somente se, sao satisfeitas as sequintes condigoes:

° D1::a1>0,D2::det

o Dk = det

a1

Qg

as
a2
ai

Qo

Demonstragao. Ver [15].

Qs
Qg
a3

a2

N a; az as
a; das
>0; D3 = det g QAo Q4 >0, ceey
Gap ag
- 0 a; as
a2k—1
A2k—2
a2k—3 .
>0, onde a; =0 se j > n.
A2k—4
Qy

Observacao 1.4.13. As determinantes, {Dy}7_,, sdo chamadas determinantes de Hur-

witz.

Se q(x) = Lyz* + Ly + Lox?® + Lz + Ly, entdo as determinantes de Hurwitz correspon-

dentes sao:

D, =Ls

Dy = L3Ly — Lyl

D3 = Ly(LsLy — LyLy) — Lo L2

D4 - (Ll(L3L2 - L4L1) - L()L?)))LO

25



Capitulo 2

Mistura de Soélidos com dissipacao

Friccional

2.1 Introducao

Os sistemas de mistura de sélidos é um assunto que tem recebido muita atencao nos
ultimos anos. Os primeiros trabalhos sobre este tema foram as contribugoes de Truesdell
e Toupin (1960), Green e Naghdi (1965,1968) ou Bowen e Wiese (1969). Apresentacoes
dessas teorias podem ser encontradas nos artigos de Atkin e Craine [2] ou Iesan D. [7]. Nos
ultimos anos, um crescente interesse tem sido dirigido para o estudo das propriedades qual-
itativas das solucoes de este tipo de modelos. Em particular, podemos encontrar varios
resultados sobre a existéncia, unicidade, depéndencia continua e estabilidade assintotica,
ver [8],[9] ,[20] ou [21] . Queremos enfatizar o estudo do comportamento das solugoes para
o caso de uma viga unidimensional composta por uma mistura de dois sélidos (eldstica com
atrito) e queremos saber quando podemos esperar estabilidade exponencial das solugoes
de esta classe de sistemas. No contexto mecanico o decaimento exponencial significa que
depois de um certo periodo de tempo os deslocamentos mecanicos sao muito pequenos
e podem ser desprezados; em caso contrario os deslocamentos podem ser apreciados no
sistema apos algum tempo, porém, a natureza das solugoes determina o comportamento

temporal do sistema e é importante ser capaz de classificd-los. Consideremos o sistema
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para mistura de sélidos com dissipagao friccional
Prg = Q11 Uag + G12War — bty — bigwy em (0,1) x (0, 00) (2.1)

PoWi = G12Ugzy + A22Wgy — biouy — baow, em (0> l) X (0, OO) (2-2)

com condigoes iniciais
u(z,0) = uo(2); w(w,0) = wi(2); w(z,0) =w,(x); w(z,0)=w(x) em (0,)) (2:3)
e condigoes de fronteira
w(0,8) = u(l,t) = w(0,t) =w(l,t) =0 em (0,00) (2.4)

submetido as seguintes hipdteses:

(H.1) py, p2 > 0.
(H.2) A = [a;;] é uma matriz quadrada, simétrica e definida positiva, isto é,
a1 >0 e a:=ajia9 — a%Q > 0.
Portanto a forma quadratica associada é definida positiva:

QA(LU, y) = a11rT + alg(x@ + yf) + (122yy >0V (x, y) c (Cz\(O, 0)

(H.3) B = [b;;] é uma matriz quadrada, simétrica e semidefinida positiva com by; > 0.

Portanto a forma quadratica associada é semidefinida positiva, isto é,

Qp(x,y) := b11aT + bi2(xY + yT) + baoyy > 0, V (z,y) € C*.

Observacgao 2.1.1.

e As hipoteses acima serao vdlidas no decorrer de todo o trabalho.

e Para dizer que as matrizes A e B satisfazem as hipdteses (H.2) e (H.3) respectiva-

mente, adotamos a sequinte notacao:

([) pP1, P2 > 0.

(1) A > 0.

(III) B = 0.

o A matriz B serd chamada de matriz de dissipagao friccional, devido a que Qp define

o tipo de dissipagao do operador associado ao sistema. Ver equagao (2.6).
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2.2 Existéncia e Unicidade
Nesta secao mostraremos a boa colocacao do problema para o modelo de mistura com
dissipacao friccional.
Consideremos o espagco vetorial
H = Hy(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
que, munido com o produto interno
((u,w,v,n); (W, w,0,0))pxr = /Ol(auuwim + 19 (Up Wy + Wylly) + AW, Wy )d:
1 o
+p1 /0 vudx + p2/0 nndx |
¢ um espago de Hilbert. A norma induzida ||.||3; é dada por
[ty w0, 0,02, = /0 (@0, + 124 + 0,T) + 910, )

l !
+p1 / vodx + po / nndx .
0 0

Pode-se mostrar que tal norma é equivalente a norma usual ||.|| de H. Além disso,

! ! ! !
H(u,w,v,n)H% > ¢ {/ || *da —|—/ lw, |*da +/ lv|*da —I—/ ]77|2dx} ,
0 0 0 0

. o «Q
Co = min 4 P1, P2, 2 2a00 [
11 22

onde

Definimos o operador A : D(A) — H como

4

D(A) := H}(0,1) N H?(0,1) x HL(0,1) n H*(0,1) x H}(0,1) x HI(0,1)
@ @ A @
0 O @ T (2.5)
A - 2 2
an 07 a 07 bug by
p1 0x?  py 02 p1
a 8 ap 8 b bno
\ L P2 Ox? P2 0x? P2 P2




Logo, o problema de valor inicial e fronteira (2.1)-(2.4) pode ser reescrito como o seguinte

problema de valor inicial:

AU - Ut
U(O) = (u()aw())ulawl)-

Lema 2.2.1. Sejam A o operador definido em (2.5), A > 0 e B > 0. Entio A ¢

dissipativo, fechado e densamente definido em H.

Demonstracao. Seja U = (u,v,w,n) € D(A). Entao

_ . 17 u ]
- " |
P Y I HXH T p%(anum + Q12Wae — b11V — b12n) ’ v HXH
i p%(auum + a22War — biav — boon) I

l
- / (allvxﬂz + afl?(vmmx + nacﬂac) + a2277xma:)dx
0
l
+/ (CLH’U/;E:BE + A12Wypr U — bll’l}ﬁ — blgT]E)dw
0
l
+ / (A12UsT] + A20W4e N — b120N — boni))dix
0

l
- / (allvzﬂm + alQ(Urma: + nmﬂz> + a227]z@m)dx
0

l
- / (allvxﬂm + Cl12<?}x@x + nxﬂx) + a2277xmx)dx
0

- /Ol (b110T + b12(nT + ) + bognn)dz
Tomando a parte real obtemos
Re (AU, U) 9 = — /Ol (b110T 4 b12 (T + ) + boan7)dx (2.6)
Como B ¢ semidefinida positiva, temos que
Re (AU, U)4y90 < 0,

isto é, A é um operador dissipativo. Da definicao e das imersoes de Sobolev, podemos

verificar facilmente que A é fechado e densamente definido em H. n
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Lema 2.2.2. Sejam A o operador definido em (2.5) e A = 0. Se B é a matriz nula,

entao A € gerador infinitesimal de um grupo de operadores unitdrios de classe Cy em H.

Demonstragao. Sejam Uy = (u,w,v,n), Uy = (u,w,v,n) € D(A). Entao

v u
<'AU17U2>H><H = < ! ) N >
p%(anum + a12Way) 0] FxH
i p%(awum + A92Wyy) 1L n |

l
= — / (@11U3 0y + a12(Ugh, + WeUy) + agw,n, )dx
0

l l
_/ U(allaa:a: + alQ{Ea;ac)dx - / n(GIanx + a22{51’x)d:p .
0 0

Logo,
<AU17 U2>’)—[><H = <U17 _AU2>’)—[><'H )

o que implica que D(—A) C D(A*). Usando as definigdes dos espagos D(A) , ‘H e as
imersoes de Sobolev, obtemos que A4* = —A. Logo, iA é auto-adjunto e aplicamos o
teorema de Stone (1.3.8) para obter que o operador A é gerador infinitesimal de um

grupo de operadores unitéarios de classe Cy em H. n

Lema 2.2.3. Sejam A o operador linear definido em (2.5) e A = 0. Entao

0€p(A). (2.7)

Demonstra¢ao. Dado F' = (f, g, h,p) € H, mostraremos que existe um tnico vetor U =
(u,w,v,m) € D(A), tal que:
AU = F. (2.8)

A equagao acima em termos das componentes se escreve:

v = f (2.9)
n =g (2.10)
A11Uzz + A12Wee — D110 —b12n = p1h (2.11)
12Uz + A22Wey — b1oV — boan = pap (2.12)
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Substituindo (2.9) e (2.10) em (2.11) e (2.12), obtemos

A1Ugy + G12Wer = bunf +biag +p1h = [, (2.13)

A12Uzy + A20Wey = biof +baog+pap == ¢ . (2.14)

As equagdes acima se verificam no espaco L2(0,1), isto ¢, (f,§) € L*(0,1) x L*(0,1). Como
a forma sesquilinear B : [H(0,1) x Hj(0,1)] x [Hg(0,1) x Hy(0,1)] — C, dada por:

!
B((u,w), (u,w)) = / (a11Uz Uy + a12(Up Wy + Welly) + AW, W, )dT (2.15)
0

¢ continua e positiva, aplicando o lema (1.1.14) de Lax-Milgran, dado (—f, —§) € L2(0,1)x
L*(0,1) existe um tnico vetor (u,w) € H}(0,1) x H(0,1) tal que

B((w.w), (60) = = | Fotr— [ s (2.16)

para todo (¢,1) € H(0,1) x H}(0,1). Entao

an /0 0Bt an /0 g, = / 7é (2.17)
a12 /Ol U:cax+a22 /Ol wm@x = /Q@D (2.18)

a primeira equagao resulta de considerar 1) = 0 e a segunda de considerar ¢ = 0. Logo

l —
/(a11u+amw)x¢x = /fcb (2.19)
0
l
/(a12u+a22w)z% = /gw (2.20)
0

pela definicao de derivada fraca, temos que

aju + appw € H&(O,l) ﬂHQ(O,l) (221)
A12U + QoW € H&(O,l) OHZ(O,Z) (222)
€ como
a a
u = %((ZHU + a12w) - $(a12u + CLQQIU) (223)
11022 — A7y 11022 — A7y

—a12 an
= — —_— 2.24
w t1107s + a%l (CLHU + &12'LU) + 11000 — CL%Q (a12u + CZQQ’IU) ( )

deduzimos que u,w € H}(0,1) N H?(0,1) satisfazendo (2.11) e (2.12). Note que de (2.9) e
(2.10), obtemos U = (u,w,v,n) € D(A).
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Agora mostraremos que existe uma constante positiva independente de U e F' tal que
Ul < CF ||

Usando as identidades (2.23)-(2.24), obtemos

22 a2
Uge = —— 5 (11U + A12W)ze — ————5 (A12U + A22W )4 2.25
11022 — a%g( ) a11022 — a%g( ) ( )
—Q19 a11
r = ———————5 + z T ——————— + - 2.26
v arag + a3y (@ + aizw) ar1as2 — ai, (a1t + azow) ( )
e aplicando as equagoes (2.13) e (2.14), obtemos:
22 ai2
Upy = — (bllf + b12g + plh) ) (b12f + b22g + p2p) (227)
A11022 — Q7q a11G22 — Ay
Were = L%(buf + blzg + plh) + LQ(buf + bQQQ + ,02])) (228)
a11a92 + ajy 1122 — Afqy

multiplicamos por —u e —w respectivamente as equacoes acima para obter

—a
e || = a11a22—2—2a2(b11<f’ u) + biz(g, u) + p1(h, u))
12

a
2 5 (bi2(f, u) + baa(g, u) + p2(p,w)) (2.29)
11022 — A7q

a
||wx]|2 = le—cﬁl(bll<ﬁw> + b12<97w> + p1<haw>)

— (b (f ) + baag. w) + pa(p.w)) (2:30)

a11Q22 — A7y

onde { , ) representa o produto interno em L?*(0,[). Usando a desigualdade de Holder e

a definicao da norma em H podemos encontrar uma constante positiva C; tal que
b1 [[{f, u)| =+ [br2] g, w)| + pr[(h, )| < CLl[U] || |||

[br2][{f; w)] + [b2[[ (g, w)] + p2|(p; w)| < CLl|U][3|[F |2

denotaremos o = ajjas; — a3, e aplicando as desigualdades acima nas equagoes (2.29) e

(2.30), obtemos

Q22 |a12]

[Jug | < (? +— YOUNU || [ Fl]% (2.31)
|CL12| ai

lwall? < (52 4+ =) [U] I Fle (2:32)
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multiplicamos T e 7 as equagoes (2.9) e (2.10) respectivamente e aplicamos a desigualdade

de Holder para obter

ol? < CollU |l I (2.33)

Il < Col|U|ll | - (2.34)

Das desigualdades (2.31)-(2.34) deduzimos que existe uma constante C' > 0, independente
de U e F, tal que
U < ClIF -

Logo o operador A~! € L(H), isto é, 0 € p(A). O

Teorema 2.2.4. Sejam A = 0 e A o operador linear definido em (2.5). Entao A € gerador
infinitesimal de um semigrupo Cy em H. Além disso, se B = 0, entdao o semigrupo € de

contracoes.

Demonstragao. Da defini¢ao em (2.5), A é a soma dos operadores

0 o 17o| [oo o o]
@ O O 7 o o0 o0 O
A= an & an & ool o o _bﬂz _bﬁz (2.35)
p1 0% pp Ox? 1 1
wmy & azp O O 0 o o _2r P21
| p2 022 py O2? i L P2 p2 1
::V.Al = Ay

sendo o primeiro um operador normal, gerador de um grupo de operadores unitarios de
classe Cj devido ao lema (2.2.2) e o segundo é um operador continuo. Logo, pelo lema

(1.3.9), A é gerador infinitesimal de um semigrupo Cy em H.

Do lema (2.2.3) temos que 0 € p(A). Se B = 0, do lema (2.2.1), obtemos que A é
dissipativo em H. Logo aplicamos o corolario (1.3.5) para obter que o semigrupo, e, é

de contragoes em H. m

Proposigao 2.2.5. Sejam A = 0 e A o operador linear definido em (2.5). Entio A™' é

um operador compacto em H.

Demonstragao. Devemos mostrar que para cada sequéncia limitada {F, },eny C H, existe
uma subsequéncia {F}, }ren tal que A7'F, ¢ convergente em H. Porém dividiremos a

demonstracao de tal resultado em duas afirmacoes.
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Afirmagao (1) Seja A um operador fechado, densamente definido em H. Suponhamos

que 0 € p(A). Entao a injegao canonica
it (D(A), ||-llpay) — (H, []-]1%)
é compacta se, e somente se A4~ é um operador compacto.

De fato, como A é um operador fechado e densamente definido em H, entao o espaco

vetorial D(A) é um espaco de Banach com a norma do gréfico dada por:
|U[e = [1UT + [|AU | (2.36)

como 0 € p(A), temos que A~ € L(H) e para todo U € D(A) podemos obter a seguinte

estimativa
10l = [[ A AU+ AU e < (A7 200+ DIAU < (M 2o+ DU (2.37)
isto é, a norma do gréfico, ||.||1, é equivalente & norma
Ul peay = [[AU ]
Além disso o operador
AT (R [ Ie) — (D(A), [ pwy) (2.38)

¢ um isomorfismo com inversa continua A em (D(A),||.||pa)), pois A é fechado. Agora

consideremos as seguintes aplicacoes:

(R |1 AT (D(A), [[lpey) A (H (1) AT (K, [

Logo, o operador A~! é compacto se, e somente se a imersao ¢ : D(A) — H é compacta.

A afirmacao acima reduz a prova de A~! ser compacto a verificacao de que a imersao

i: D(A) — H seja compacta. Isso nos leva a seguinte afirmagcao.

Afirmacgao (2) Seja A o operador linear e D(A) seu dominio definidos em (2.5). Entao

a imersao i : D(A) — H é compacta.

De fato, dada {U, }nen uma sequéncia limitada em D(.A), mostraremos que existe uma
subsequéncia convergente em H. Pela hip6tese, temos ||AU, || < C' que em termos das
componentes se escreve

11 Unzy + A12Wnzy — bllvn - b1277n A12Unzy + A22Wngy — bl2vn - 6227771 2 2
||(Un777n7 ) )HHSC :

P1 P2
(2.39)
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Se denotamos por Q4 a forma quadratica associada a matriz A, que por hipdtese é definida

positiva e aplicamos a definicao da norma em H, obtemos

1
/ QA(UnanT/nx)dx S 02 (240)
0
Hallun:r:v + A12Wnge — bllvn - b1277n||2 S 02 (241)
Ha12un:m: + A22Wnzy — b12vn - b2277nH2 S 02 (242)
Como A é uma matriz definida positiva, temos det(A) := a > 0 e podemos obter a
seguinte estimativa:
!
cH{lloal® + 11nal1*} < co{llonal® + l1nnel P} < / QA (Vnas T )d < C? (2.43)
0

(07
2a22

onde ¢ = min{%ﬂ, } e ¢? é a constante correspondente & desigualdade de Poincaré.

Aplicando as propriedades de norma, de (2.41) e (2.42) obtemos

Hallunmc + alenmcH S Hbllvn + b1277nH + C

||a12unxx + a22wnxx|| < ||b12vn + b2277n|| + O

Aplicamos (2.43) nas desigualdades acima para obter

Hallun:mv + alenx:p” S C12 (244)

”@12un:m: + @22wn:1:x|‘ < 02 (245)

onde Cy = ¢; C(|b1y| + |baa| + 2|b12| + 2¢1). Usamos as identidades (2.25) e (2.26) e as
desigualdades (2.44)-(2.45) para obter:

o - (2.46)

[Wnael | < Cs (2.47)

onde C3 = (%2 + 2% + L) Oy + %, das desigualdades (2.43), (2.46) e (2.47) obtemos:
||un||12ﬁl(}mH2 + ||wn||12LI§mH2 + ||Un||?{(} + ||77n||?{3 <Cy (2.48)
onde Cy = 2(%02 + C3) > 0.

Como as imersoes Hj(0,1) N H%(0,1) — HJ(0,1) — L*(0,1) sao continuas densas e

compactas, entao existe uma subsequéncia
Upi = (Wng» Wi, Vs ) € H = Hy(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
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que converge em H. Portanto a imersao
i:D(A) —H
é compacta.
Usando as afirmacoes (1) e (2) estd demonstrado que A~! é um operador compacto. []

Corolario 2.2.6. Sejam A > 0 e A o operador linear definido em (2.5). Entdo

o(A)={reC : X éum autovalor de A} (2.49)

Demonstra¢ao. Do lema (2.2.5), temos que o operador A posui resolvente compacto e

aplicando a observagao (1.2.13), obtemos (2.49). O

2.3 Estabilidade Linear

Nesta secao mostraremos que o principio de estabilidade linear é verdadeiro para o semi-

grupo associado ao sistema (2.1)-(2.4), isto é,
wo(A) = w,(A).

Para obter tal resultado usaremos as ideias de M. Renardy expostas em [25]. Comegaremos

mostrando uma caracterizagao do espectro do operador A definido em (2.5).

Lema 2.3.1. Sejam A > 0 e A o operador linear definido em (2.5), entdo

o= {recsam =0 v=""}

neN

onde q,(x) € uma sequéncia de polindmios de quarto grau em R|z].

Demonstracao. Seja U = (u,w,v,n) € D(A) e consideremos a equagao espectral
AU — AU =0
que, em termos das componentes, se escreve
Au = (2.50)
Aw =1 (2.51)
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,01>\U — Q11 Ugpy — A19Wyy + b11U + b1277 =0 (252)
P2 — Q12Uzy — A22Weg + D120 + boan = 0 (2.53)

e, substituindo (2.50) e (2.51) em (2.52) e (2.53), obtemos
PIN2U — A1 Ugy — A1oWay + b1y AU + DigAw = 0 (2.54)
P2 N2 W — A19lgy — A29Way + Do AU + by dw = 0. (2.55)
Como u,w € H}(0,1) N H?(0,1), podemos considerar as fungoes
u = Fsen (vz), w = Gsen (vx)
e, substituindo nas equagoes (2.54) e (2.55), obtemos que
(P1)\2 + anv? + b\ F + (a12V2 +b12A)G =0

(a120® 4 b12A)F + (p2A* + ar® + bA)G =0,
isto é,
(P11 A2 + anv® + b1 A) (P22 + agav® + b)) — (arar® + b\ =0,
pois U # 0 por ser autovector. Entdao A € o(A) se, e somente se,

detB et

0(A) = prp2X" + (prbas + pab11) N° + (praga + paany + 2 (2.56)

+(a11b22 + 6L22b11 — 2&12()12)1]2>\ + I/4d€tA = 0.

Pois, neste caso se verifica, pelo corolario (2.2.6), que o(A) é composto somente por

autovalores de A. O

Teorema 2.3.2. Sejam A - 0 e A o operador linear definido em (2.5), entao o principio

de estabilidade linear € verdadeiro, isto €,

wo(A) = w,(A).

Demonstragao. De (2.35), A é a soma de um operador normal, o qual denotamos por A,
(aqui consideramos B a matriz nula) e um operador continuo o qual denotamos por As.

Aplicando o lema (2.3.1) para A; — equagao (2.56) —, obtemos

nw
o(Ay) = U {A €C ; @) = ppaA' + (prags + paan)V° N + v det A=0, v = T} ;

neN
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as raizes de cada polinémio ¢, () sdo dadas pela férmula

N = {(pragz + paa11) £ \/(,01@22 + poa1y)? — 4pypadet AYv?

N 2p1p2

Denotando

o \/(/)1G22 + poair) + (—1)7 \/(,01CL22 + p2a11)? — 4p1pa det A
a 2p1p2

obtemos que

o(A)) = U {i?rj D j= 1,2} .
neN

)

2| € N, como o(A;) é composto

Se consideramos, por exemplo, M = 2 e nyg = QL

somente por autovalores simples, vemos que as condigoes do teorema (1.4.7) sao satisfeitas.

Logo, wo(A) = w,(A). O

m(z)

A ’n?r'z"

Re(z')

O'(.Al)

Figura 2.1: Espectro do operador A;

2.4 Estabilidade Exponencial

Nesta secao usaremos a caracterizacao de semigrupos exponencialmente estaveis expostas

m [12]. As hipéteses:
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(L) p1, p2 > 0.

(1) A= 0.

(11I) B = 0.

serao consideradas como validas nesta secao.

Lema 2.4.1. Seja A o operador linear definido em (2.5). Se assumimos
a) B>0 .
b) B singular com by; >0 e by =0 .
Entao
{if ;6 € R} C p(A) .

Demonstracao. Mostraremos este resultado usando argumentos de contradicao. De fato,

suponhamos que existe A € R, A # 0 e i\ € o(.A). Logo, pelo corolério (2.2.6), temos que

iA é um autovalor de A. Entao existe U = (u,w,v,n) € D(A)\{0} tal que
iU — AU =0,
que em termos das componentes se escreve
AU = v
AW =rn
IPIAV — A11Uzg — Q12Wey + D110 + b12n =0

1P2AT) — 12Uy — A22Way + b12U + boan = 0.

Por outro lado,

Re (iAT — A)U,U),, = —Re (AU, U),,
e, aplicando (2.6), obtemos
I
0= / (01100 + b1z (N0 + ) + baon)da
0

Caso (a)

B = [b;;] é uma matriz definida positiva, entao

I I I
/ (b110T + b12(nU + Tv) + booni)dx > Co{/ |v|?da +/ n|*dz}
0 0 0
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onde ¢y = min {Céi—tf, ‘é%—f} > (, e aplicando (2.61), obtemos

v=0em L*0,])
n=0em L*(0,1)
e, aplicando (2.63) em (2.57) e (2.58), obtemos
u="0em L*(0,])
w=0em L*0,]) .
Substituindo (2.63) e (2.64) em (2.59) e (2.60) obtemos

(a11u + apw)ze = 0 em L2(0,1)
(a1pu + agew)., = 0 em L?*(0,1) .

Lembremos que A é uma matriz definida positiva, detA > 0, entao

Q22 12

U = ——(a11u+ apw) — ——(a19U + asw
detA( nu+ aiw) detA< 120 + A220)
a1 Q12

w = ——(apu+ apw) — ——~_(aj1u + apw
Jetd W2t + anw) = 2o (anu 4 aw)

e aplicando estas identidades em (2.65), deduzimos que
u=w=0em H}0,]) N H*(0,l). Além disso, de (2.57) e (2.58), temos

v=n=0em Hy(0,1),

isto é, U = 0 em D(A), que é absurdo, por tanto

{i ;8 € R} C p(A).

Caso (b)

Como by; > 0 e by = byz = 0, entdo, de (2.61) e (2.57), deduzimos que
u=uv=0em L*0,),

aplicamos esta igualdade em (2.59) e (2.60) para obter,

(a11u + a12w) 4 =0
(a12u + a2w) e = —A2w.
Agora usamos as identidades (2.66) e (2.67) em (2.69), entao

P2012

Uge = )\meza
detA
—P2011 | 2
detA
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De (2.71), temos
P2011

detA

! . .
Se supomos que fo |wa|?dz > 0, da equagao acima, temos

(1+ Mwee =0 em L*(0,1).

portanto,

!
/ |wm|2dx =0,
0

pois A € R por hipdtese. Agora aplicamos este resultado em (2.69) para obter
u=w=0em H0,1)N H*0,1). (2.72)

De (2.57), (2.68) e (2.72) deduzimos que U = (u,w,v,n) = 0 em D(A), que é absurdo,
portanto

{ip ;8 € R} C p(A).

Lema 2.4.2. Sejam A o operador linear definido em (2.5) e B > 0. Entao

limsup ||(i8Z — A) Y| < co.

[B]—o00

Demonstracao. Mostraremos este resultado usando argumentos de contradigao. De fato,

suponhamos que

limsup ||(iBZ — A) || = 0o .

|8 —o00

Entao existe uma sequéncia de vetores {F,,} em H tal que
(AT = A) " Fullne = nl[ Falla, (2.73)

onde A, = i0,, (Bn)neny C R e 3, — 00. O lema (2.4.1) nos diz que iR C p(A), logo
existe uma unica sequéncia

Up = (Up, Wy, Uy, M) € D(A) tal que
MU, — AU, = F,, ||Unlln =1,
assim, considerando (2.73), obtemos

[l < = [Unlle=1". (2.74)

S|
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Logo, F,, — 0 em 'H quando n — oco. Agora, calculando produto interno
(F, Un)y = An (Un, Un)yy = (AU, Un)yy
tomando a parte real e aplicando (2.6) e (2.62), obtemos
Co {/l v, |2da + /l ]nn\Qd:L’} < Re(F,,Uy),, - (2.75)
0 0
De (2.74) e (2.75), deduzimos que

v, — 0 em L*(0,1)

(2.76)
N, — 0 em L*(0,1) ,
quando n — oco. Por outro lado, da identidade
Fn = AnUn - AUna
onde F,, = (fu, 9n, hn, Pn), temos que
Ay, — Up = fn (2.77)
plAnvn — Q11 Upgy — A12Wnay + bllvn + lenn - hnpl (279)
P2AnTln — @12Unge — A22Wngy + b12Up + baoly = Pupa . (2.80)
Como |A,| — oo, aplicando (2.76) em (2.77)-(2.78), deduzimos que
u, — 0 em L*(0,1)
(2.81)

w, — 0 em L*(0,1).

Agora, de (2.76) e (2.81), temos
(Un, Wy Uny M) — (0,0,0,0) em L2(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1) .
Logo, existe uma subsequéncia, que ainda denotaremos por (uy, Wy, v, 1,), tal que
U, 0,1

X quase sempre e

|

0,1

g

x quase sempre em

() — 0 (0,0)
n(t) — 0 0.)
() — 0 quase sempre em  (0,1)

() — 0 0,7)

Nn(x) — 0 quase sempre em
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o que é uma contradicdo com o fato de que ||U,||3 = 1. Portanto,

limsup ||(iBZ — A) Y| < oo.

|8l —o0

]

Teorema 2.4.3. Sejam A > 0 e A o operador linear definido em (2.5). Se B = 0, entdo

o semigrupo de operadores gerado por A € exponencialmente estdvel.

Demonstrag¢ao. Do teorema (2.2.4), temos que A é gerador infinitesimal de um semigrupo

Cy de contragoes em H. Logo, dos lemas (2.4.1) e (2.4.2) temos também
(i) iR C p(A).

(i) limsup ||(iBZ — A) || = M < 0.
[B8]—+00

Assim, aplicando o teorema (1.4.5), segue o resultado. O]

Estudaremos a continuacao a estabilidade do sistema quando a matriz B é singular

com by; > 0 e by = 0, porém consideraremos a;o # 0 para preservar o sistema acoplado.

Teorema 2.4.4. Sejam A o operador linear definido em (2.5), B uma matriz singular
com byy > 0 e big = 0. Se ayp # 0, entdo o semigrupo de operadores gerado por A €

exponencialmente estdvel.

Demonstracao. O lema (2.4.1) nos diz que iR C p(.A), logo a condi¢ao (i) do teorema
(1.4.5) é satisfeito; para satisfazer a condigao (i7) usaremos o método direto e mostraremos
que:

(AT — A) 7' Fll < CJ|F] |
onde C' > 0 é uma constante que independe de U, F e \.

Como iR C p(A), entao para cada A € R e F = (fi, fo, f3, f1) € H existe um tnico
vetor U € D(A) tal que

iI\u—v = fi (2.82)

iNw—n = fy (2.83)

IPIAU — A1 Uz — A12Waye + 0110 = f3 (2.84)
iP2 ) — G12Uzy — A22Wey = [ (2.85)
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Agora multiplicamos por u as equagoes (2.84) e (2.85),
p1{v, —iAu) + ay1 (Uy, Uy) + a12{Wy, Uy) + b1 (v, u) = (fs,u) (2.86)
p2<77a _Z)‘u> + a12<uza uoc> + a22<wx’ uw) = <f4a U), (287)
onde { , ) é o produto interno em L?(0,1). Logo obtemos
a2p1(V, —IAU) + 11022 (U, Ug) + Q12022 (Wa, Ug) + br1a22 (v, 1) = aga(fs, u) (2.88)
arapa(n, —iAu) + a2y (ug, Uy) + a12a92 Wy, ug) =  a12(fy, u) (2.89)
subtraindo as equagoes, obtemos

Ao p1 (U, —idu) — a1apa(n, —idu) + af|ug||* + briage (v, u) = (2.90)

aga(f3,u) — aa(fa, u).

Aplicando (2.82), temos
alluel[* = azpi|[v]|* + birass (v, u) — ar12p2(n, v) + azpi (v, fi) (2.91)

+ag(fs,u) — ar2(f1, u) — ar2p2(n, f1).

Por outro lado podemos encontrar uma constante C; > 0 tal que:

azp1[(v, f1)| + a2l p2|(n, fi)| + ag|(f3,u)| + |ara||(fs, w)| < CL[|U]|o| [F|[3- (2.92)
Agora aplicamos (2.92) na equacao (2.91) e usando a desigualdade de Young com N > 0
e N1 > 0, para obter

|a12]p2

bi1a22Co
AN

[l * + [19l1* + CallU el | F [ (2.93)

+(b11age Ny + |aia|p2 N + a22,01)|’“|’2-

Da equagao (2.6) e a hipdtese byy = bjs = 0, obtemos
Re (AU, U),, = —biy /Ol v[?dz,
como (iNZ — A)U = F, entao
Re (U, F),, = Re (U, (iXT — A)U),, = by, /Ol (o |2dz

logo
1
[l < 5= 11Ul [ F e (2.94)
11
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Agora escolhemos Ny = 222011€0 > () e aplicamos (2.94) em (2.93) para obter

o
© < 2022 ol (2.95)
onde
b N- N
Cy = Cy(N) = 11022 N1 + |ar2|pa N + agep; L O >0,

bll

Por outro lado multiplicamos por w & equagao (2.84), entao
p1(v, —iAW) + a1 Uy, Wy) + a12(Ws, Wy) + b1y (v, w) = (fs, w)

e aplicamos (2.83) e a desigualdade de Young com M > 0, Ny > 0 e N3 > 0 para obter

|axal||we | < pr M|Jo||* + H77||2+anNz||ua:H2 ||, |*
4N
b11C,
+b11 N [v][2 + == [[wa | [ + Csl[ U]l |F |3
4N;
Como as # 0, escolhemos N3 = gf;b“' >0e Ny = IZEI > 0, entao da desigualdade acima
obtemos
\a12\
= lw| P < 4M||77||2 + a1y No[ug||* + Cul [U] 3] | F |5
onde
M
04204(M):p; +N3+03>0
11

e multiplicando por constantes positivas temos

ol e Py O 2 P, (296)

16&11N 16&11N2M 4 4 N
agora somamos (2.95) e (2.96), entdo

L 2 2 < (A0 e OO 0
16a N - 16@11N2M 4N 4@11N2
definimos C5 = min{lgﬁﬁ\‘b, S} >0eCs = 42%\/2 + Cy > 0, logo obtemos
p1ex |a12|p2
Cs([Jwa|[* + ||ua]?) < ( + )Ml + CollU [l | F - (2.97)

16a11 No M AN

Por outro lado multiplicamos por w a equagao (2.85) e aplicando (2.83) deduzimos que
—p2(n,m) — p2(n, fa) + a12(Ue, Wa) + @z we, we) = (f1, w)
e aplicando a desigualdade de Young, temos

paAnll* < (Jarz| + aza)([[ua][* + [[ws][*) + Crl[Ullaa [ F |l
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e multiplicando por constantes positivas, obtemos

p2C5(|ara] + a22)71 Cs C5Cr _
5 |In||* < 7(Huxll2+ ||wa|?) + 5 (asz| +az) U [F |- (2.98)
Escolhemos
P1Oé(|a12| + ag9)
M = >0
4pra11C5 Ny

N = 2|CL12‘<|6L12| + CLQQ)Cgl > O,

agora somamos os extremos correspondentes das desigualdades (2.97) e (2.98) para obter

Cs p2C5(lara| 4 age) ™! CsCr _
5 (sl * + [[wx %) + 3 [Inll* < (C6 + (lara] + az2) U5 F[ |21
(2.99)
Definimos as constantes positivas Cs e Cy sendo como
Cy = min{%, p2C5(|ara] + ag)™! 1)
2 8
CsC 1
Cy = Co+— 7(|Cl12| +ag) "+ b
11
logo, aplicando estas definigoes e (2.94) na desigualdade (2.99) deduzimos que
Cs(||wa] * + [Jws||* + [[o]* + [[0][*) < CollUllnl | FI3+. (2.100)

Implicando que existe uma constante positiva C' > 0 independente de U , F' e A tal que
(AL — A) Y| < C

Logo, usando o teorema (1.4.5), obtemos a estabilidade exponencial do semigrupo asso-

ciado. O

Observacgao 2.4.5. A energia do sistema (2.1)-(2.4) se define por

1
E(t) = 5 / (anu2 + 2a19uw, + agw? + prul + pow?)dx . (2.101)
0

Logo, € simples verificar que

d l
aE(t> = —/ (an? + 2b12utwt + b22wt2)dl’ . (2102)
0

Por outro lado, denotando
—7% = sup {Re(A); A € 0(A)}

e aplicando os teoremas de estabilidade linear (2.3.2) e estabilidade exponencial (2.4.3),

obtemos que, se
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e A-0eB>0.
e A >0, B é uma matriz singular com by; > 0, bio =0 e ayp # 0.

Entao, a energia do sistema (2.1)-(2.4) decai exponencialmente com uma taza vy deter-

minada pelo espectro, isto €,

E(t) < e ™ E(0)
—0 = wy(A).
Note também que, para obter vy, precisamos somente trabalhar com os autovalores de A.

Este fato serd utilizado na sequinte sec¢ao.

2.5 Analise Espectral do operador A
Estudaremos a estabilidade exponencial do sistema (2.1)-(2.4) quando

(1) p1, p2> 0.

(II) A = 0.
(III) B singular com max{by1, by} > 0.
O caso by = 0 e b;; > 0 foi estudado no teorema (2.4.4). Ainda estamos sobre as
hipéteses dos teoremas (2.2.4) e (2.3.2). Por outro lado é conhecido que a estabilidade
exponencial do semigrupo e é equivalente a wo(A) < 0 (Ver [23]). Portanto, para obter

a estabilidade exponencial do sistema (2.1)-(2.4), mostraremos que w,(A) < 0, devido a

que o semigrupo possui a propriedade PCDE (teorema 2.3.2).

Do Lema (2.3.1), temos que A € (.A) se, e somente se,
sz()\) = l4,11/\4 + l3,u)\3 + ZQ,V)\z + ll,u)\ + lO,l/ - 07

para algum v, onde:
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a = detA>0

v o= ?, neN

r = ajiby + agbi; — 2a19b12
loy = v
ll,v = r?
by = (prass + poain)v”

ls, = I3 = (pibaa + p2b11)

l4,1/ = Iy = pip2

Mostraremos que, sobre condi¢oes apropriadas entre os coeficientes, existe ¢y > 0 tal que
os polinoémios ¢, (z — €y) possuam todas as raizes com parte real negativa. Desenvolvendo

o polinémio g, (x — €), com € > 0, obtemos
G (v —€) = Ly (e)x* + Lz, ()2 + Lo, (€)x* + Ly, (€)x + Lo, (¢)

onde,

Ly,(e) = Ly = pipo (2.103)
Ly, () = (pibaa + pabi1) — 4pipae (2.104)
Ly,(e) = 6p1p2€” + (prage + /)2@11)”2 — 3(p1baa + pabir)e (2.105)
Li,(e) = 3(piba+ pab11)€? — 4p1pae® + 1 — 2(pragy + paay )ev? (2.106)
Lo,(e) = prp2et — (p1ba + pabi1)e + (prags + poan)ev? — rev® + av?. (2.107)

2.5.1 Analise espectral - Estabilizacao exponencial

Mostraremos uma lista de lemas técnicos concernentes ao espectro do operador que serao

usados para obter a estabilidade exponencial do semigrupo e*A.
Lema 2.5.1. Existe ¢, > 0 tal que

Ljﬂ,(E) > O, Vee [0,61>

uniformemente de v = nTW, neNej=0,1,234.
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Demonstracao. Definimos

T = a11b22 + a22011 — 2a12019.

(2.108)
Pelas hipoteses,

2
a11a22 > ajy ,

2
b11b22 = b12
e , como

a11b22 4 az2b1y

5 > \/ a11bagassbs;

deduzimos

r= a11b22 + a22b11 — 2&12[)12 > 0.

Por outro lado, agrupando convenientemente os termos de L, (¢) e Ly, (€) obtemos

Loy (e) = 01,0264 + ((p1a22 + p2a11)V2 — (p1ba2 + pgbn)E) et + (041/2 — 7“6)1/2

(2.109)
2 4 2
Ly, (€) = 3¢ ((mbm + pobi1) — gplmﬁ) + (r — 2(pragz + paair)e) v° . (2.110)
Considerando (2.103)-(2.107), (2.109) e (2.110), escolhemos
9. = i { 7 (praga + paan) - (prbas + pabur) r ‘ 0472}
€ :=min § — : : AT
312 (p1baa + pabiy) 4p1p2 2(praga + peair)’ 1l
Assim, quando € € (0, €;) temos
Lj’y(e) >0 5
nm . L.
para todo v = I ne€Nej=0,1,23,4. Além disso, como
L;jn(0) =1,
entao
LjJ,(E) > 0, Vee [O, €1> .
[
Definimos as constantes positivas a e ”57 sendo como
a = ai1pP2 + 2201 (2111)
Z = b11p2+b22p1 (2112)
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Lema 2.5.2. Suponhamos que
2y = ab — rp1pz > 0,
entao para cada 0 € (0,1), eziste 5 > 0 tal que

Ls, (e) Lqi,(€
D, (€) == det awle) Luu(e) > 29607 5 Ve €0, ¢5)

L4,1/(€) L27,,<€)

. nm
uniformemente de v = e n € N.

Demonstragao. De (2.103)-(2.107), obtemos as seguintes igualdades
L3, L, (€) = (b — 4p1pse) (6p1p2€® + av® — 3be)
Ly, Ly, (€) = 6p1p2562 1 abv? — 3b%e — 2403 p3e® — dap, pyev® + 125p1p262.
— L1y Ly (€) = —3bp1pa€® + 4p}p3e® — rp1pav® + 2ap1 pacr®.

Logo,
30?
2

L3y Lo, (€) = Ly, La,(€) = 501,02(35— 4P1P2€>€2 + ((55_ rp1p2) — (2ap1p2 + )E)Vz'

Como § € (0,1) e 2y = ab — 1py pa, entio:
72

~ . 3b
L3, Lo, (€)—Ly, Ly, (€) = 5p1p2(3b—4p1poe)e*+ <27(1 —9) — (2ap1p2 + ﬁ)e> VE42v60°.

Escolhemos

30 1-4
€5 = min , il )Nn >0
80102 2iipr o +

Logo, se € € [0,¢5), entao
Dy, (€) == L3, Lo, (€) — L1, Ly, (€) > 2v6v>.
]

Lema 2.5.3. Se 2vyr ~ b > 0, onde v > 0 foi definido no lema (2.5.2), entao existe

€3 > 0 tal que
Lg’y(E) LLV(E) 0
D3, (€) :=det | Ly,(¢) Ly,(e) Lo,(e) | >0, Veecl0es)
0 L37V(€) Ll,y(e)

. nm
uniformemente de v = —, n € N.

l
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Demonstracao. Como

LS,V Ll,l/ 0
D3,V = det L4’l, L27V LO,I/ = Ll,y ((L3,VL2,V - L17VL47V) - 2571/2)+2L1,u57V2_LO,VL§7V .
0 L3,l/ LLV

Substituindo (2.103)-(2.107) na identidade acima, obtemos
D3, (€) = Ly, (€)(Dy,(€) — 25v0°) + 2(3be — 4pypac® + 11 — 2aer?) oy’

—(prp2€* — be® + ae*v? — rev® + av*) (b — 4p; pae)?.

Logo,

- 4 - -
D, (€) = L1,,(€) (ngl,(e) - 257V2) + 6be? (1 — p?)%pg e) Sy? 4 € (b3 — 9b2p1p2€>

+8p% p5e” (33 - 2p1p2€> + ev? (7%2 — (ab® + 83/)1,02)6) +16€%p3 p3(r — ae)v?
+8abp1 pac®V? + 8p1p2ae(g — 2p1pa€)Vt + ((2757" - 0452) - 47556) vt (2.113)

Escolhemos 0 € (0,1) tal que

ab® < 2y0r < 2vr,

logo definimos

b b 2voT — b
T T ’7TC¥}>0,

s 1= min {61’ o 4a’ 9p1p2” Gb + 8p1,027" dvyoa
como 2v8r — ab® > 0, de (2.113) deduzimos que:
D5, (€) >0, Vee|0,e3).
O

Lema 2.5.4. Se as hipdteses do lema (2.5.3) sao satisfeitas, entao existe ey > 0 tal que

[ La(©) Li(e) 0 0 |
Ly, Lo, Lo, 0
Dy, (€) := det 1o(€) Lawle) Loule) >0, Veel0 e
0 L3’l,(€) Ll,u(€> 0
i 0 L4,V(6) L2l/(€> LOJ,(G) i

. nm
uniformemente de v = e neN.

o1



Demonstragao. Seja €y = %3 Se € € [0, €], aplicamos os lemas (2.5.1)-(2.5.3) para obter
que Lo, (e) >0e
D4’,,(€> = D3’V(€)L0’V(E) >0.

Teorema 2.5.5. Seja A o operador linear definido em (2.5). Se

o 2y := ab — rp1P2

o 2yr —b%a >0,
entao o semigrupo de operadores gerado por A é exponencialmente estdvel.

Demonstragao. Do lema (2.3.1) temos

4
J(A)ZU{)\E(C ;le,l,)\j:O, V:nTW} :
=0

neN

Seja {q,(x)}, a sequéncia de polindmios de quarto grau em R[x] com coeficientes definidos
por

l4,u =l = P1P2

ls, = I3 = (p1baz + pab11)

_ 2
la, = (prag + paa1r)v
L, = rv?
lo, = avt .

Desenvolvendo g, (z — €) obtemos o polinémio:
q(r —€) = Ly, (e)z* + L371,(€)l’3 + Ly, (€)x* + Ly, (e)x' + Lo, (€)
e aplicando os Lemas (2.5.1)-(2.5.4), garantimos a existéncia de ¢y > 0 tal que
o Ly,(e0) >0, Ly,(€e) >0, La,(eg) >0e€ Ls,(e9) >0
e Dy, () >0
e Ds,(e) >0

° D4’V(€0) >0
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Isto é, as condigoes do teorema (1.4.12) de Hurwitz sao satisfeitas, implicando que
Re(\) < —€p, VA € a(A),

CcOomo

entao o semigrupo associado é exponencialmente estavel. Il

A continuac¢ao mostraremos, via o teorema de Hurwitz, que existem condicoes necessarias

para que o semigrupo associado seja exponencialmente estavel.
Proposicao 2.5.6. Sejam A = 0, B uma matriz singular e A o operador linear definido
em (2.5). Entdo as sequintes condi¢des sao necessdrias para que o semigrupo de operadores
gerado por A seja exponencialmente estdvel:

® max{bn, b22} > 0.

o 2y := ab — rpipe > 0.

o 2nr —b%a > 0.

Demonstra¢ao. Do Lema (2.3.1), temos que A € o(.A) se, e somente se,
G (N) = LA + BN + 1 A2+ LA+ 1y, =0,

para algum v, onde:

nm
Vv = T,TLEN

a = detA >0

T = a11bay + aznbin — 2a12b12
lo, = avt >0
L, = rv?
lo, = (praz+ ,026l11)V2 >0

ls = (p1baa + pabi1)

ly = pip2>0
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Logo, as determinantes de Hurwitz sao:

Dy, = 13
= pi1baa + pabi1 .
Doy = U3l —lils
= (p1ba2 + p2b11)(praze + P2a11)V2 — rp1pa?
= (55_7’,01;02)%‘
D3, = Dyl —loul3
= (2yr— 5204)1/4.
Dy, = D3l
= ad(2yr —b%a) .
Se alguma das condi¢oes dadas nao é verdadeira, aplicando o teorema (1.4.12) de Hurwitz,

obtemos A, € o(A) tal que

logo, concluimos que

isto é, wy(A) > 0. Por tanto o semigrupo associado nao é exponencialmente estavel. [

O teorema (2.5.5) e a proposigao (2.5.6) nos levan ao seguinte resultado.

Teorema 2.5.7. Sejam A = 0, B uma matriz singular com max{bj1,bp} > 0 ¢ A o
operador linear definido em (2.5). Entdo e** é exponencialmente estdvel se, e somente

se, 2yr — b%a > 0.

Na seguinte se¢ao daremos um sistema que nao satisfaz a condigao do teorema (2.5.5)

e nao é exponencialmente estavel.

2.5.2 Solucoes Particulares

A estabilidade exponencial de um semigrupo, e, de operadores limitados em H estd

fortemente relacionado ao comportamento assintético da funcdo U = ez que é solucio
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do problema

U) = =z

isto é, para qualquer x € D(A), a solugao possui decaimento exponencial. Se o semigrupo

nao for exponencialmente estavel significa que existem dados iniciais, x € D(.A), tais que

U = ez ndo posui decaimento do tipo exponencial. Daremos um exemplo de sistema que

satisfaz o principio de estabilidade linear (wo(A) = w,(A)) e que ndo é exponencialmente

estavel, compararemos este resultado com o teorema (2.5.5).

Exemplo 2.5.8. Consideremos o sistema
U = Uz —up —wy em (0,7) x (0, 00)
Wy = Wy —up —wy em (0,7) x (0,00)
com condigoes de fronteira
w(0,t) = u(m,t) = w(0,t) = w(m,t) =0 em (0,00) ,
e condigoes iniciais

u(z,0) = sen(2x) ; u(z,0)=0 em (0,7).
w(xz,0) =0 ; w(xz,0)=0 em (0,7).

u(z, t) w(x,t)

Figura 2.2: Nao decaimento exponencial
Hipotesis do teorema (2.5.5):
o 2v:=ab—rpips

o 291 — b2a >0
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Identificando constantes:

e pp=p=1
e =1

e u=0b=2

o r=2

o y=1

o 291 — Pa =0

Por outro lado as solugoes do sistema (2.114)-(2.117) sao dadas por

u(z,t) = %cos(Zt)sen(%:) + %etsen(%:) <cos(\/§t) + %sen(\/gt))

w(z, t) = —%cos(Zt)sen(Za:) + %e_tsen(Qx) (cos(\/gt) + %sen(\/gt)) :

Como podemos ver a solugao nao tem decaimento exponencial (ver figura 2.2). Agora

daremos outras condigoes iniciais para obter decaimento exponencial das solugoes.

Figura 2.3: Decaimento exponencial

Consideremos o sistema (2.114)-(2.117) com condi¢bes iniciais:

uw(z,0) = sen(2z) ; u(x,0)=0 em (0,7). (2.118)
w(x,0) = sen(2x) ; wi(z,0) =0 em (0,7).

Neste caso as solugoes sao dadas por:

u(x,t) = w(x,t) = sen(2x)e <cos(\/§t) + %sen(\/gt))

e podemos observar na figura (2.3) que as solugdes apresentan decaimento exponencial.
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Capitulo 3

Modelos de Mistura Viscosa

3.1 Introducao

Consideremos o sistema para a mistura de dois solidos viscoelastica
P1Ust = A11Ugy + Q12Wey + D11User + b12Waey em (0,1) x (0, 00) (3.1)
PaWi = A12Ugy + A20Way + D1oUsas + booWeer em  (0,1) X (0, 00) (32)
com condigoes iniciais
u(z,0) = up(x); u(z,0) = uy(z); w(z,0) = wo(z); we(z,0) = wi(x) em (0,1) (3.3)
e condigoes de fronteira
u(0,t) =u(l,t) = w(0,t) =w(l,t) =0 em (0,00) , (3.4)

submetido as seguintes hipdteses:

(L) p1, p2 > 0.
(I) A > 0.
(III) B = 0.

onde A = [a;j]ax2 € B = [bij|ax2 s@0 as matrizes que determinam o operador nao limitado

associado ao sistema de mistura viscoelastica.
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3.2 Existéncia e Unicidade

Consideremos o espaco vetorial
H = Hy(0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1)
o qual, munido com o produto interno

l
<(U, w, v, 77)§ (67 U77 ’67 m>’H - / (alluzax + alQ(UmU’jx + w$ﬂ$) + a22wz7j}x>dl’
0

I !
+p1/ vodx + pg/ nndx |
0 0

¢ um espago de Hilbert. A norma induzida ||.||; é dada por

l
(0,0, )|, = / (ATl + Ao (1T + WaThy) + Aopw,TD, )
0

! !
+p1/ vodx +p2/ nndz, (3.5)
0 0

Além disso,

l l l l
w0l = eof [ ualde+ [ foafde+ [ poPd+ [ pndo),
0 0 0 0

onde

(0% (0%

Co = mm{ﬂl, P2, 21 20,
11 22

Definimos o operador A : D(A) — H, como sendo

()

A(anwﬂ]) = ! ) (36)
pil(alluxw + Q19Wey + bllvmm + b127]mm)
p%(al?uxx + A20Wyy + leU:{:x + b2277xx)

com dominio,

D(A) = {U=(u,w,v,n) €H; (v,n) € Hy(0,1) x Hy(0,1)
ajlu + aj2W + bll’U + 51277 c HQ(O, l) (37)
12U + agow + b1ov + byon € H2(07 )} .

Teorema 3.2.1. Seja A o operador linear definido em (3.6)-(3.7). Entdao A € gerador

infinitesimal de um semigrupo Cy de contragoes em H.
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Demonstra¢ao. Mostraremos este resultado usando o corolario (1.3.5), isto é, verificare-

mos que 4 é um operador dissipativo e 0 € p(A).

De fato, seja U = (u,v,w,n) € D(A). Entao

v Uu
n w
(AU, = (| , y
p_l(alluxr + A12Wyy — bllvmm - b127]mm> v
i p%(CLlQua:a: + A2o0Wyq — leUma: - b2277a:ac> ] i n ]

!
= / (allvzﬂm + alQ(Urmm + Umﬂz> + aQ?anm)dI
0
l
+/ (allu:m:@ + A12W5e U — blllva:xﬁ - blZn:m:v)dx
0
l
+ / (12U + A22WepT) — D12V 7] — baof)eaT)d
0

l
== / (allvxﬂx + al?(vxmx + nxﬂ:r:) + a2277xwx)dx
0

!
— / (a110,Ty + a12(V Wy + Ny ) + A20M W, )dx
0

- /Ol (0110205 + b12(0:Ve + 7, 0) + boaneT,)d
Tomando a parte real obtemos
Re (AU,U),, = — /0 | (0110205 + bi2(NeVs + 7, 02) + baane), )da (3.8)
Como B ¢ semidefinida positiva, teremos que
Re (AU, U),, <0,

isto é, A é um operador dissipativo. Da definicao é simples verificar que A é fechado e

densamente definido em H.

Agora, mostraremos que 0 € p(A). De fato, sejam U = (u,w,v,5) € D(A) e F =
(f7g7h7p) € 'H tal que
AU = F
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que, em termos das componentes, se escreve

v = f em Hy(0,1) (3.9)
n = g em Hy0,1) (3.10)
11Uy + Q19Way + b11Ves + b12Nee = p1h em L2(0,1) (3.11)
A12Ugs + A22Weg + b12Vag + boaee = pop em L*(0,1) . (3.12)

Consideremos a forma sesquilinear, continua e positiva
M : (H}0,1) x HZ(0,1)) x (H(0,1) x H3(0,1)) — C
definida por
M ((u,w), (¢,9)) = /0’ (anuxax + a1a(ug, + wad,) + azawz%) dz .

Definimos o funcional G : H}(0,1) x H}(0,1) — C como

l l
Géw) = — /0 (bi1vs + biona)dude — py /O hada

l

[
_ / (bi2vs + bosis ),z — po / pde.
0 0

Aplicando o lema de Lax-Milgran (1.1.14), teremos que existem (u,w) € H}(0,1) x H}(0,1)

determinados de forma tunica tal que

M ((u,w), (6,9)) = G(¢,¥); Y (¢,4) € Hy(0,1) x Hy(0,1).

Como, v = f em H}(0,1) e n = g em HJ(0,1), obtemos que existe um tinico U =
(u,w,v,n) € D(A) satisfazendo
AU =F .

Além disso é simples verificar que

Ul < Cl|F||n, VF €H

ou equivalentemente

|A7 F|ly < C||F||ln, VF € H

isto 6, A~! é um operador limitado. Portanto
0 € p(A).
Aplicando o coroldrio (1.3.5), obtemos o resultado. O
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3.3 Analiticidade

At

Nesta se¢ao provaremos que o semigrupo e, associado ao sistema (3.1)-(3.4), é analitico

quando as matrizes A e B sao definidas positivas. Usaremos a caraterizacao dos semigru-
pos analiticos dada por Z. Liu em [12]. Por simplicidade dividiremos a demonstragao em

dois lemas.

Lema 3.3.1. Sejam A >0, B > 0 e A o operador linear definido em (5.6)-(3.7). Entdo

iR C p(A).

Demonstracao. Dividimos a demonstracao em trés partes, primeiro vejamos que a funcao

||(iAZ — A)~Y|| é continua em algum intervalo contendo o zero.
Parte (i)
Como 0 € p(A), para todo ntimero real A, |A| < [|A7!||7!, temos que
||Z')\A_1||£(H) < 1,

logo (1AA! — ) é inversivel em L£(H). Entao A1 (iAZ — A) ¢ inversivel em L(H) , isto
é,
iN€ p(A); YA E (=[JATITL AT

Como o operador resolvente R(u; A) = (uZ — A)~! é analitico em p(A), temos em par-

ticular que ||(sAZ — A)7Y|| é uma funcao continua em A\, A € (—[|A7||7, [|A7LH|7Y).
Parte (ii)
Seja M > 0 tal que
sup {[|(GAZ — A) 7| A < )77 =M < oo
Para |\ — A\g| < M1 e [No] < |]JA7Y|7!, temos
(A = A0)(iMZ — A) M| < 1.
Logo Z 4+ (A — A\o)(iXZ — A)~! é inversivel em L(H) e como

(AT — A) = (iXT — A)(Z +i(A— o) (iNT — A7),
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entdo (1AZ —.A) é inversivel em L£(H) e i\ € p(A). Como A foi escolhido arbitrariamente,

tal que |Ao| < || A7|7!, deduzimos que

[ < AT + M € (A
além disso, a fungao ||(iAZ—.A)7!|| é continuaem A\ € (—|[A7||7' =M~ ||A7Y |7+ M.
Parte (iii)

Agora, por contradi¢ao suponha que iR ¢ p(A). Pelo argumentado em (ii), existe

w € R com [|A7|7! < |w], tal que

{iA Al < Jwl} € p(A)

sup {||GAZ — A)7J; A < Jw]} =00
Além disso, deve existir uma sequéncia {\,} C R, satisfazendo

An| < lw]
(3.13)
Ap — W quando n — oo

e duas sequéncias de vetores U,, = (uy, Wy, Uy, M) € D(A) € F, = (fu, Gn, hny Dn) € H tais

que
(iNZI — AU, = F,
Unll2 = 1 (3.14)
F,—0 em H quando n — oo.

Considerando a equagao anterior e aplicando (3.8), teremos que

l
RG <Fm Un>H — / (bllvnzﬁrm + b12(77n$6nz + ﬁn:cvnm> + b227]nmﬁnx)dx . (315)
0

Como a matriz B é definida positiva, de (3.15) deduzimos que

l [
Co { / oo Pd + / |nm|2dx} < 1l [Unll -
0 0

o qual implica que

v, — 0 em HJ(0,1)

(3.16)
. — 0 em H}(0,1) .
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De (3.14), obtem-se também que
ity = Vp + f em Hy(0,1)

iAWy = N + g em Hy(0,1) .

Como A, — w, das equagoes anteriores deduzimos

u, — 0 em H}0,1)

(3.17)
w, — 0 em H0,1) .
De (3.16) e (3.17), concluimos que
Un = (Un, Wny Uny M) — 0 em HJ(0,1) x Hy(0,1) x Hy(0,1) x Hy(0,1) ,
o qual contradiz o fato de que ||U,|| = 1. Portanto,
iR C p(A) .
[

Lema 3.3.2. Sejam A =0, B =0 e A o operador linear definido em (3.6)-(3.7). Entdo

existe uma constante C' > 0, independente de A € R, tal que

IAGAZ = A) 200 < C -

Demonstragao. Pelo lema (3.3.1), dado A € Re F' = (f,g,h,p) € H, existe um tnico
vetor U = (u,w,v,n) € D(A), tal que

iu—v=f em Hy(0,]) (3.18)
idMw—n=g em H}(0,1) (3.19)
iAp1U — (a1t + aypw + byv + b1an)ae = prh em L*(0,1) (3.20)
iApan) — (19U + agow + biov + bos)pe = pap em L*(0,1) (3.21)

Aplicando (3.8), obtemos a seguinte igualdade
!
Re(F,U),, = / (b110,05 + b12 (02U + T,05) + boon,7,)dx .
0
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Como a matriz B ¢ definida positiva, deduzimos que

l l
G, { [ leaae+ [ !nx\le‘} <110l F (3.22)
0 0

onde Cy = min {%, %} > (. Calculando o produto interno em L?(0,1) de (3.20) e

(3.21) com u e v respectivamente, temos

! ! ! !
iAp1 / vudx + aq / ug|*dx + ays / WUy dx + b1y / VplpdT
0 0 0 0

l !
+b12/ Nelydr = pl/ hudx (3.23)
0 0
! l ! !
i)\pg/ nwd:ﬂ—iralg/ uxwxdx—l—agg/ |wx\2d3:—|—blg/ VW dx
0 0 0 0
! !
+622/ NeWedr = pg/ pwdz. (3.24)
0 0

Somando as duas equacoes anteriores, obtemos

! ! !
/ (a11U,Ty 4 a12(UpWy + Upwy) + AW, W, )dr = —byy / VUl dT — b12/ Ny da
0 0 0

1 ! ! 1
—byo / VpWodx — bog / NeWedxr — APy / vudr — 1Apo / nwdzx
0 0 0 0

l l
+p1 / hudzx + po / pwdz. (3.25)
0 0

Como A é uma matriz definida positiva, temos que

! ! !
/ (11U, + 12 (U Wy + Tpwy) + bogw, W, )dx > Cy {/ ]ux\Qdm + / |w33]2dx} ,
0 0 0

onde C7 = min {‘;Z—M, gem} > 0. Agora, aplicamos esta ultima desigualdade e substitu-
11 a22

imos as equagoes (3.18) e (3.19) em (3.25) , assim,

! ! ! !
C {/ \ux|2dx~|—/ ]wx\zdx} < +b11/ |V ||tz | d + |b12|/ 02| Uz | da
0 0 0 0

l l l l
bl / g |+ bao / el |dz + oo / o2z + py / o]|f|de
0 0 0 0

l l l l
2 / infdz + po / nllgldz + py / hluldz + ps / pllwlde.  (3.26)
0 0 0 0

Pela definicao de [|.||» em (3.5), é simples ver que

l l l l
o [ hllelds + g [ Ipllwido -+ pr [ lellsid+ pa [ nllolde < KU IElbe . (327)
0 0 0 0
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para algum k > 0. Além disso, consideremos

b2
< Na* + —; R*
ab < Na +4N’ Va,be
e (3.22), assim,

l l l [
N / foplueldz + [bas] / ool + b / o sl + Bao / mollws|de
0 0 0 0

QkN k ! l
< NP+ gy { [ oot [ e} (3.28)

onde ky = max {b11, bag, |b12|} > 0 e N € N. Agora, substituimos (3.27) e (3.28) em (3.26),

para obter

2k N
ol [t [ < G 20 e [ o+ [ upar)

também, consideremos N > g—ll, assim

l l
/ o2 + / a2z < sl |U || F e (3.20)
0
onde k3 = 4(;“201f + ’“N) De (3.18) e (3.19), temos

AU — Uy = fo

AW, — Ny = G

multiplicando as equacoes anteriores por —iu, e —iw, respectivamente, obtemos

1 1 z 1 z 1 3 1 3
\)\|/ |ux|2dx§(/ ]fx\zdx) (/ ]ux\zdx) —l—(/ \vxIde) </ |ux]2dx) :
0 0 0 0 0
1 1 1 3 1 3 1 3
[ uctae < ([Canan) " ([Ceas) = ([ npa)” ([ )
0 0 0 0 0

Somando as desigualdades anteriores e aplicando a definicdo de ||.||, temos que existe

N

uma constante k4 > 0 tal que

1 1
A [ s+ [ Pde h < kTl
0 0
1
5{/ || dx—i—/ [w, | dm+/ |V dx—i—/ |72 | dw} . (3.30)

Aplicando (3.2 (3.29) em (3.30), temos
1
A { / s + [ |wm|2dx} < ksl [Tl 1l (3.31)
0 0
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Finalmente, multiplicamos (3.20) e (3.21) por v e 1 respectivamente, para obter

! ! l
iAp1 / lv2dx + / (a11U Ty + a10We Ty + bi1 |V |? + D121, Ty )dz = py / hvdx  (3.32)
0 0 0

! ! !
iAp2 / In2dx + / (a19U, Tl + AW, Ty + broVaTy + baa|n|?)dz = py / pndz . (3.33)
0 0 0

Somando e tomando a parte imaginaria temos

I ! I I
)\,01/ lv2dx + )xpg/ In|*dz = Im {01/ hvdx + PQ/ Pﬁdx}
0 0 0 0

l
+Im {/ (alluxﬁx + A12We Uy + Q12U Ty + GQwaU_x)diﬂ} .
0

Usando (3.22) e (3.29) na equagao anterior, existe kg > 0 tal que

[ bt [ i < bl (3.:31)
Agora, de (3.31) e (3.34), deduzimos que
(s w, 0,13 < ClUmF I
onde C' > (. Assim,
AU < ClIF] I

ou equivalentemente
INGAT = 4)Y|z00 < C
e C' é uma constante positiva independente de A, U € D(A) e F € H. Logo nosso

resultado esta completo. Il

Teorema 3.3.3. Sejam A = 0, B = 0 e A o operador linear definido em (3.6)-(3.7).

Entao o semigrupo de operadores gerado por A é analitico.

Demonstra¢ao. Dos lemas (3.3.1) e (3.3.2), temos
iR C p(A),

INGAZ — A) |2y < C

Logo, obtemos
limsup [|A(GAZ — A) Y| < .
[A|— o0

A

Aplicando o teorema (1.4.9), obtemos que e é analitico. m
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3.4 Nao Analiticidade

Nesta segao estudaremos a analiticidade do sistema (3.1)-(3.4) quando

(I) p1, p2 > 0.

(1) A= 0.

(III) B ¢é uma matriz singular com by; > 0.

Assim ainda estamos sobre as hipdteses do teorema (3.2.1). Mostraremos que o semigrupo

tA

e nao é analitico aplicando o teorema 1.4.9. Daremos uma sequéncia A, em R, \,, — 0o

quando n — 00, e uma sequéncia limitada F,, € ‘H tal que
[[An(iA T — A) " F, |5 — oo quando n — oo.

Dividiremos tal estudo em dois casos.
Caso I: b1, =0

Se ajp = 0, entdo w(x,t) é solucao de:

powy(z,t) = agWyy(z,t)
w(0,t) = 0
w(l,t) = 0

A

Que nao é uniformemente estdvel. Logo concluimos que o semigrupo e** nao possui

extensao analitica e nao é exponencialmente estavel.

Porém, para que o sistema contintie acoplado consideraremos ais # 0. Primeiro

A

mostraremos que o semigrupo, e, é exponencialmente estdvel, logo mostraremos que

nao existe uma extensao analitica de tal semigrupo.

Lema 3.4.1. Suponha que para todo A € R e para todo F' € 'H o sistema (i\Z — A)U = F
possui uma solu¢ao U € D(A). Se ayz # 0, entdo

U3 < ClIF I

onde C' € uma constante positiva independente de .
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Demonstragao. Da hipdtese temos que para cada A € R e F = (fy, fo, f3, f1) € H existe
um vetor U € D(A) tal que

iNu—v = fi (3.35)

iIANw—mn = fo (3.36)

IPIAV — Q11 Uy — Q12Way — U110z = f3 (3.37)
PP — A1ollgy — AoWey = [4. (3.38)

Agora multiplicamos por u as equagoes (3.37) e (3.38),

p1{v, —iAu) + a1 (Ug, Uy) + a19(Wy, Ug) + b11 (U, uz) = (fs,u) (3.39)

p2<777 _Z>‘u> + a12<ua¢7 ux> + CL22<UJ$, um> - <f47 U>7 (340)

onde ( , ) é o produto interno em L*(0,1). Logo obtemos

Qg1 (U, —IAU) + a11a92(Us, Uy) + Q12020 (W, Ug) + b11G22 (U, Uy) = ag2(f3, u)(3.41)

a1opa (N, —iAU) + @3 (Uy, Up) + A12G22(Wy, Up) = a1 fy, u)3.42)
subtraindo as equagoes, obtemos
Ao p1 (U, —iAu) — a1apa(n, —idu) + af|ug||* + briage (v, u,) = (3.43)
ag(fs,u) — ara(fa, u).
Aplicando (3.35), temos
allug||* = agpi[[v]|* = biiazs(ve, ue) — ar2p2(n, v) + azpi (v, f1) (3.44)

+ag(fs, u) — ara(fa, u) — arzpa(n, f1).

Por outro lado podemos encontrar uma constante C; > 0 tal que:

agp1|(v, fu)l + laxzlp2| (1, )l + aze|(fs, w)| + lasa|[(fa, w)| < CLl[U][5|[Fll3. (3.45)
Agora aplicamos (3.45) na equagao (3.44) e usando a desigualde de Young com N > 0 e
N; > 0, para obter

|a12|p2

AN

bi1ase

[l * + 111 + CLlU |l | F ] (3.46)

+(b11a22 N1 + Colasz|p2 N + Ooa2201)HUxH2-
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Onde Cj é a constante da desigualdade de Poincaré. Da equagao (3.8) e a hipdtese,
bas = b1y = 0, obtemos

<AU U == _bll/ ‘Ux’ d.ﬁl?

como (iA] — A)U = F, entao
I
Re (U, F),, = Re (U, (i\X] — A)U),, = bn/ v, |*da
0

logo
1
oz [* < EHUHHHFHH- (3.47)

Agora escolhemos Ny = 9221 > () e aplicamos (3.47) em (3.46) para obter
o lai2|p2 12|P2
S llua|* < 1911 + CollU e 1 [, (3.48)

onde
biran Ny + Colaia|pa N + Coasapr
b1

Por outro lado multiplicamos por w a equagao (3.37), entao

Cg = CQ(N): +Cl>0.

p1(v, —iAw) + ary (Ug, wy) + a12(Wy, we) + b11 (U, wy) = (f3, W)

e aplicamos (3.36) e a desigualdade de Young con M > 0, Ny > 0 e N3 > 0 para obter

P1 a11
arall sl < Copr M ol + 7+ an Mol P+ 2 sl P
b
b N[0l + el + Col [0l |F e

3
Como a9 # 0, escolhemos N3 = |le;| >0e Ny = 2[‘;112‘ > 0, entao da desigualdade acima
obtemos

|a12| 2 2 2
b2l 2 < Pl 4 Nallus 2+ CallU |
onde
CoM
C42:C4(M):p1 0 —|—N3—|—Cg>0

11

e multiplicando por constantes positivas temos

(1/04
4a11 N,

oz|a12|

2 < P 2 Sl +
e P < Pl + Gl +

16a11 No M

U] [ F |7, (3.49)

agora somamos (3.48) e (3.49), entdo

pro |a12|p2 aCy
[lws* + —Huxllzé( + Nl + (—=
16@11N2M 4N 4@11N2

Oé|CL12|

16a11 N>

+ C)|U ||| F'] |7
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definimos C5 = min{ 1251);115\‘!2’ 9} >0eCs = 42?]4\,2 + Cy > 0, logo obtemos

Cs (1w, |2 + [Jug|]?) < (—P2 [121P2y) 2 3.50
(sl -+l ) < (G257 + PNl + CollOlpel Pl (3:50)

Por outro lado multiplicamos por w a equagao (3.38) e aplicando (3.36) deduzimos que

_p2<777 7]> - p2<77> f2> + &12<ux7 wm> + a22<w:1:7 wx) = <f47 'LU)
e aplicando a desigualdade de Young, temos
pelInll* < (lasa] + az2)([Jua|[* + l[wall*) + Cr|U ||| F ]2

e multiplicando por constantes positivas, obtemos

C5Cr
2

p2C5(|ara] + ag)”

5 (lasz| +az2) MUl [ Fll2e. (3.51)

' 2 05 2 2
11" = = (a7 + [l [[7) +

Escolhemos
pra(larz] + asz)
M = >0
4pra11C5 Ny

N = 2|a12|(|a12| + CL22>O5_1 > 0,

agora somamos os extremos correspondentes das desigualdades (3.50) e (3.51) para obter

Cs p2C5(Jara| + agn)™! CsCr _
7(||ux||2+||wm||2)+ 3 |Inl]*> < (Cs + (laxz| + aze) U] | F'[ -
(3.52)
Definimos as constantes positivas Cs e Cy sendo como
Cy = min{%, p2Cs(lara| + asn)™* 1)
2 8
CsC C
Co = Cs+ 0 7(|Cl12| +ag) "t + b_o
11
logo, aplicando estas definigoes e (3.47) na desigualdade (3.52) deduzimos que
Co(lual[* + [|we| [ + [0 * + [1n]1*) < Col|U|lnl |F|n- (3.53)

Implicando que existe uma constante positiva C' > 0 independente de U , F' e X tal que
Ul < C|IF||%

O
Proposicao 3.4.2. O semigrupo de operadores gerado por A é exponencialmente estdvel.
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Demonstragdo. Suponhamos por contradi¢ao que iR ¢ p(A), pelo argumentado na demon-

stragdo do lema (3.3.1), isto é, deve existir uma sequéncia {\,} C R, satisfazendo

|)‘7l| < |w| )
(3.54)
Ap — W quando n — oo

e duas sequéncias de vetores U, = (uy, Wy, U, Mn) € D(A) e F, = (fu, gn, hn, pn) € H tais

que
(iNI — AU, = F,
Uy |7 = 1 (3.55)
F,—0 em H quando n — oo,

e usando a desigualdade do lema (3.4.1), obtemos que

Unlln < Cl|Fnlln
e aplicando (3.55), obtemos

1= ||Unlln < C[|Fallse — 0
quando n — +00, o qual é absurdo. Por tanto
iR C p(A).
Logo o lema (3.4.1) implica
I‘IAIIn sup 1GAZ — A) | £y < 00

e usando o teorema (1.4.5) obtemos a estabilidade exponencial do semigrupo. ]

Proposigao 3.4.3. O semigrupo de operadores gerado por A nao pode-se estender ana-

liticamente.

nm

; x)) € 'H. Consideremos a equacao espectral

Demonstracao. Seja F' = (0,0,0,sen(
iU — AU = F |

que em termos de suas componentes Se escreve

iNu—v = 0 (3.56)
iNw—n = 0 (3.57)
iAp1v — (a1 + ajpw + byyv + b12n)ge = 0 (3.58)
iApan — (@12 + agow + bio¥ + booN)ye = pgsen(nlx) (3.59)
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aplicando (3.56) e (3.57) em (3.58) e (3.59), obtemos

—/\2p1U — (anu + apw + ibn)\u -+ me)\w)zz = 0

—)\2p2w — (CqulL “+ agw + ibu)\U + Zng)\U))xw = pQSG'NI(nl—ﬂ-QZ).

lembremos que B é uma matriz singular e que b;s = 0, assim

—)\Qplu — (allu + apw + zbll)\u)m =0 (360)
nm

—N2pow — (a1ou + Agw)zy = pgsen(Tx). (3.61)

Como u,w € H}(0,1) N H*(0,1), podemos considerar as fungoes

u= Asen(nTﬂx)

w = Bsen(?w),

aplicando estas igualdades em (3.60) e (3.61), e denotando v = =T, obtemos

—/\2p1A + CL111/2A + CL121/2B + ibll)\V2A =0

—>\2pr -+ a12V2A + CL22V2B — P2 = 0.

Logo,
A[—)\Zpl + a11V2 + ibll)\VQ] + (1121/23 = 0 (362)
CL12V2A + B[CLQQ]/Q - )\ng] — P2 = 0.
Definimos
M= |22y (3.63)
P2
Aplicando esta notagao em (3.62), obtemos
A — P2 .
a1V
(3.64)

— 1 b 1
B — (a22P1 anpz)__z.\/m< 112P2)_'

2 2

Lembremos que w = Bsen(vz), e aplicando (3.64) em (3.57), obtemos

A, = —)\,Q,w
= —A\Bsen(vz)
— 1 b 1
_ _)\12/ <<a22P1 _ a11p2>_2 _ @\/M( 11202)_) sen(uz)
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Agora aplicando (3.63), temos

. a2 agpr —anp2, 1 biipa, 1
A, = _Elﬂ ((T); — iy/aa2p2( 2 );) sen(vx)
12 12
a a —a . b
= 2 <(—22p1 5 11p2) — in/apa( 112p2)1/> sen(vr) .
P2 ass P

Logo,

1 1/2 a
( / rm,,m?da:) > oz
0 P2

A2201 — A11P2 . bi1p2
() | VT2

a1 12
b
> 2 azzp2( 112p2)vl/2’/ — 00,
P2 a12

quando v — oo. Pela defini¢ao de ||.||3 e lembrando que
iNU, = (idu,, i \w,,iA\v,,i\n,) € D(A) ,

deduzimos que

iNU |17 = ||id NI — A) 7 F, || — o0, (3.65)

quando ¥ — oo. O que implica, pelo teorema (1.4.9), que o semigrupo de operadores

gerado por A nao pode-se estender analiticamente. Il

Caso II: b5 #0

Neste caso temos by1by = b3, > 0. Definimos:

° fizb11+b22>0

.pllizﬂlbl?l>0

b b
‘p123:ﬁ %7&0

Logo, obtemos

pPh+plh=1 (3.66)
e
P11 P12 § 0 P11 P12 B bi1 bia
P12 —P11 00 P12 —P11 bia Do

Denotemos por P a matriz ortogonal [p;;] e por D a matriz diagonal tais que
P'=P PDP=3B. (3.67)
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Proposicao 3.4.4. Seja B uma matriz simétrica singular com by > 0. Entdo o semi-

A

grupo et nao é analitico.

Demonstracao. Seja F = (0,0, Z—isen(”l—”x), %sen(’?—”x)) € H. Consideremos a equacao

espectral

iU — AU = F

que en termos de suas componentes Se escreve

iNu—v = 0 (3.68)
iMw—n = 0 (3.69)
. n
iIAp1v — (a1 + ajpw 4 byyv + b1an)pe = glsen(%x) (3.70)
. nm
iApan — (a1ou + agew + biov + boon)yy = ggsen(Tx). (3.71)
Aplicando (3.68) e (3.69) em (3.70) e (3.71), obtemos
2 . . nw
—A pP1U — (anu + appw + an)\u + Zblg)\U))xx = 918€n<7$) (372)
— N pow — (a19u + agow + ibp At + by M) 5 = gQSen(nl—Wx). (3.73)
Por outro lado, como u,w € H}(0,1) N H?(0,1), podemos considerar as fungoes
u, = Aysen (vx)
w, = Bysen (vz)
onde v = T e colocando estas fungoes em (3.72) e (3.73) obtemos que
—N2p1 A, + a2 A, + a1 B, + iby M2 A, + ibip\PB, — g1 = 0
—)\QPQBV + ap® A, + anv? B, + ibip A\ A, + iby A B, — g2 = 0.
Logo,
Al,[—)\2,01 + a111/2 + ’ib11>\V2] + By[auVQ + ’iblg/\VQ] — g1 = (3 74)
Ay[(l127/2 + iblg/\VQ] + By[—/\ng + a221/2 + ibgg/\y2] — Qg2 = 0. ‘
Podemos reescrever (3.74) como
~N0X, +1*AX, +i\?BX, =G (3.75)

tal que:
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[ ] Xl/ —_= s G g
Bl/ 92
a1 a b1 b 0
o A— 11 @12 B = 11 012 D= P1
a1z Q2 bia by 0 po
A,
Entao, paray, = PX, = | _ |, de (3.67) e (3.75), temos que
B,
~\POPY, +v*PAPY, + i\’ DY, = PG. (3.76)

Introduzimos também as seguintes notagoes:

o PAP = u
Q12 A22
o POP .= [ T 1
512 522
o Pl = n
g2

Além disso, aplicando (3.66), obtemos as seguintes identidades:

® a = an%l + 2a12p12p11 + Cl22p¥2 = QA(p117p12) >0
® ay = allP%z — 2a12p12p11 + CL22]9%1 = QA<p127 —pn) >0
_ 2 2
® s11 = p1pyy + p2piz > 0
_ 2 2
® Sy = p1pig + p2py; >0

® Sip = p11p12(p1 - p2)-
Observacao 3.4.5. Devido a que o objetivo € obter uma sequéncia de niumeros reais

{\} CR e uma sequéncia de vetores {F,} C H tais que
1A (iN T — A) " F |l — o0 quando v — oo, (3.77)
para facilitar os cdlculos e obter (3.77), consideraremos:
P1= P2 -
Suponhemos que o caso p1 # pa vai ter o mesmo comportamento.
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Aplicando as notagdes, identidades acima e considerando p; = ps em (3.76) obtemos que:

A [=N2sy, +apr? it + B lapr? = §
~[ 11 ~11 EAv7] [a1207] g1 (3.78)

A, [a120°] 4 By [aza1® — N3] = go.

86512%02

Escolhemos

A, = H%V , (3.79)
522

P12

G .= . (3.80)
—P11
Aplicando esta notacgao em (3.78), obtemos
~ 1
( AV _ _ .
Qa12V
(3.81)
B az —an 1 CJag £ 1
v T T Nspa,v
\ 12 22 A79
Como, PY, = X, isto é,
V2A,, = p11V2111, +p12V2§V (382)
VQBI/ = p12V2gu—P11V2§u, (3-83)
entao
VQAV _ fﬁ ¥ pis a22~; an /a22 >
@12 522 a12
V2B,, _ @ . G22 - an a22 2
12 S22 012
logo
2 522 é
VINAY = pely — =V (3.84)
S22 A1p
2 522 £
14 ‘B,j’ Z P11 _’?V . (385)
S22 A7g
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Lembremos que py; > 0, w, = Bysen (vz) e aplicando (3.85), de (3.69) obtemos

iz = Xollwollz20

= NIBylllsen (v2)||L2(0.)

a l
— %\/il/2‘BV’
5929 2
.3
I faxn\? &
- =) = v
P11 92 S99 CL%Z

l i [ (@n)? &
</ ‘i>\u7]u|2dx) > pu < ~ <£) ~T> vV — 00,

quando v — oo. Pela defini¢ao de ||.||3 e lembrando que

v

Logo,

iNU, = (iduy, iAw,, i\v,,i\n,) € D(A) ,

deduzimos que

iUl = i GAT — A)LE |3y — 00 (3.86)

quando ¥ — oco. O que implica, pelo teorema (1.4.9), que o semigrupo de operadores

gerado por A nao pode-se extender analiticamente.
Se 612 =0:

Neste caso, escolhemos

G P11 + P12
P12 — P11
Logo, de (3.78), temos
A =N2sy, +anr? +icn? = 1
A [ 11 11 EAV? (3.87)
By[aggl/Q — )\2822] = 1,
e tomamos
PR
A= [T, (3.88)
522

para todo v > 1y € N . Entao B, = 1, além disso, de (3.87), obtemos

~ 1
V2A, =

- ~ . =21
v—2 + (a11 — CL22) + 25 %21
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Logo,

1A, <124, < — 0, (3.89)

1
5 agov?—1
822

lim 12|B,| = oo. (3.90)

V—00

Das identidades (3.82) e (3.83), obtemos

quando v — o0 e

Ayl > |pi2l|Bu| — pul A, | (3.91)

B,| > pulB.| - Ipiall ] - (3.92)

Como py; > 0, w, = Bysen (vx) e aplicando (3.89)-(3.92), obtemos

lidom 2o = Aol|woll ez

= NJ|B.|[sen (v@)||z2 00

CLQQV
= \[!B |
~ apr? — 1
(p11 — |P12HAV|)\/; (22—> — 00,
522

quando v — oo. Pela defini¢ao de ||.||zy deduzimos que

v

iM% = ||id (NI — A) 7' F, || — o0, (3.93)

quando ¥ — oo. O que implica, pelo teorema (1.4.9), que o semigrupo de operadores

gerado por A nao pode-se estender analiticamente.
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Capitulo 4

Conclusoes

A teoria linear para misturas de sélidos estuda os deslocamentos das particulas de uma
viga unidimensional, resultado da mistura de dois sélidos, com densidades de massa p; > 0
e p2 > 0, estabelecendo os sistemas (2.1)-(2.4) e (3.1)-(3.4), com A e B matrizes simétricas,

para tal estudo. Se denotamos U = (u,w, us, w;), entao tais sistemas podem-se escrever

como:
AU == Ut
Definimos a energia do sistema, £t), como sendo:
1 [
B(t) = 5/ [0 (taw,) + pafua]? + polovy/?)dr
0

Se A > 0, entdao E(t) > 0. O espago de fase H é aquele onde a energia do sistema esté

bem definida. Isto é,
H = H)0,1) x Hy(0,1) x L*(0,1) x L*(0,1).
B = gl w,uww)lB
Para obter solugdes globais fortes tomamos os dados iniciais Uy = (ug, wo, u1, w1) € D(A).

Definimos, formalmente, a dissipacao do sistema como a variacao da energia no tempo,
isto é,

dFE

dt

Quando B * 0 a dissipacao dos sistemas (2.1)-(2.4) e (3.1)-(3.4) sao dados, respectiva-

(t) = R@(AU, U>H><H .

mente, por:
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e Mistura de sélidos elastica-friccional

P1 0 u _ a1 a2 u B bi1 bio (4 (4.1)
0 po w " a2 Q22 w o biz  ba w .
!
Re(AU,U)y = —/ Qp(ug, wy)dr < 0.
0
e Mistura de sélidos Viscoelastica
p1 0 u a1 a u b1 b u
1 _ 11 a12 . 11 b1 (4.2)
0 P2 w " aiz2 A2 w v bia Do w ot
!
Re(AU, U)H:—/ Qp(Ugt, Wy )dz < 0.
0
Casos Particulares:
e Mistura de sélidos elastica-semifriccional
pr 0 Uu _ aix Q12 Uu _ by O U (4.3)
0 po w a1z a9 w 0 O w
tt xx t
l
R€<AU, U>H = —/ b11|ut|2d$ S 0.
0
e Mistura de sélidos elastica-semiviscosa
P1 O u _ air Q19 u n bll O u (44)
0 po w " A19 Q99 w 0 O w .

l
R€<AU, U>'H = —/ bn\umt]de S 0.
0
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Os resultados obtidos nos capitulos anteriores podem ser estabelecidos da seguinte forma:
Existéncia e Unicidade
A. Sejam A > 0 e B uma matriz qualquer. Entao, para todo Uy = (ug, wo, u1,w;) € H
existe uma tunica solugao U(t) = (u, w, us, wy) de (4.1) satisfazendo:
u,w € C([0,00); Hy(0,1)) N C*([0, 00); L*(0,1)).
Além disso, se Uy € D(A), isto é
(uo,wo) € H?(0,1) N Hy(0,1) x H*(0,1) N Hy(0,1)
(u,wi) € Hy(0,1) x Hy(0,1)
entao
u,w € C([0,00); Hy(0,1) N H?(0,1)) N C*(]0, 00); H3(0,1)) N C*([0, 00); L*(0,1)).
B. Sejam A = 0 e B > 0. Entao, para todo Uy = (ug, wp, uy, w;) € H existe uma tnica
solugao U(t) = (u, w, us, wy) de (4.2) satisfazendo
u,w € C([0,00); Hy (0,1)) N C([0,00); L*(0,1))-
Além disso, se Uy € D(A), isto é
(o, wo, uy,wy) € Hy(0,1) x HE(0,1) x Hy(0,1) x H(0,1)

a11Ug + a12Wo + bnul + b12w1 € HQ(O, l)
a12Ug + a9Wq + blgul + b22w1 € HZ(O, l)

entao

w,w € CY([0,00); Hy(0,1)) N C*([0,00); L*(0,1))
anu—l—algw—i—buut—i—blgwt € C([O,OO),H2(0,Z))

a12U + agw + blgut —+ bQQ’LUt - C([O, OO), HZ(O, l))
Comportamento Assintotico

C. Se B =0, entao a solugao U = (u, w, us, wy) satisfaz:

[|(u(), w(t), welt), we(t)|l2 = ||(uo, wo, ur, wi)lle; ¥ > 0.
Portanto, E(t) = E(0) e no contexto mecanico o sistema é chamado de conservativo.
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D. Se B > 0, entao a solucao do sistema (4.1) decai exponencialmente.

E. Se B é uma matriz singular com max{by1, by} > 0, entao a solucao do sistema (4.1)
decai exponencialmente se, e somente se, 2yr — ab? > 0, onde as constantes 7, oz,g e
r foram definidas nos lemas (2.5.1)-(2.5.3). No caso particular, temos que a solugao

do sistema (4.3) decai exponencialmente se, e somente se, ajy # 0.

O comportamento assintético das solugoes, apresentadas nas conclusoes D e E, sao car-
acterizadas por uma taxa 6tima, v9 > 0, que é determinada pelas densidades p; e py € as

matrizes A e B. Isto é, para todo (ug, wo, u1,w;) € H, tem-se

(), w(t), e t), wi ()l < M]|(utg, wo, s, wr) e

Onde:
—%0 = sup { Re()‘)v Qn()‘> = 07 n €N }7

nm
qn()\) = ppo)\4 + (p1b22 + pgbn))\g + (p1a22 + pgall)(T)2A2 + )\2 det B
nm nm
‘f‘(allbgg + a22b11 - 20,12[)12)(7)2/\ + (7)4 det A.

F. Se B > 0, entdo o semigrupo associado ao sistema (4.2) é analitico. Além disso,
se det B = 0, entdao o semigrupo associado ao sistema (4.2) nao possui extensao

analitica.

G. Se by > 0 e ajp # 0, entdo a solugao do sistema (4.4) possui decaimento exponencial.
Como Analiticidade implica decaimento exponencial e (PCDE), também concluimos que:

H. Se B > 0, entao para todo Uy € H a solugdo do sistema (4.2) possui decaimento
exponencial. Além disso, o semigrupo associado satisfaz o principio da estabilidade

linear.

I. No caso em que B > 0 a solucao, U(t), do sistema (4.2) apresenta um efeito regular-

izante devido a analiticidade do semigrupo associado. Isto é:

U(t) € D(A®) = N2 D(AY).
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