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Resumo

O principal objetivo deste trabalho foi estudar as regioes isoperimétricas
para espacos da forma S'(r) x Q? onde Q? denota as formas espaciais de
curvatura ¢ = 0, 1 ou —1 e dimensao dois, com r > 0.

Seguindo a abordagem de [PR] e [H| usamos argumentos de simetria para
estabelecer um sistema de equacoes diferenciais ordinédrias que deve ser sa-
tisfeito pelas fronteiras das candidatas a solucao do problema isoperimétrico.

Apos isso, usando argumentos sobre estabilidade e conexidade, obtemos
as regioes isoperimétricas em S*'(r) x Q?, e ao final do texto calculamos a

funcao Perfil Isoperimétrico explicitamente para os espagos em questao.



Abstract

The main purpose of this job is to study the isoperimetric regions in
the Riemannian products S'(r) x Q% where Q? is the 2-dimensional simply,
connected space form of constante sectional curvature c = 0, 1, —1 and r > 0.

Following the same approach as in [PR] e [H|, we use symmetry arguments
to establish a system of ordinary differential equations that must be satisfied
by the candidates solutions of the isoperimetric problem.

Then, using stability and connectedness arguments, we obtain the isope-
rimetric regions in S*(r) x Q%, and at the end of the text we calculate the

isoperimetric profile for these espaces.
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Introducao

Esse trabalho tem como objetivo principal o estudo dos dominios isoperi-
métricos em produtos Riemannianos de circulos com os espacos de curvatura
seccional constante R?, H? e S?(r).

Dado uma variedade Riemanniana (M", g), o problema de, fixado um
n-volume V, descobrir qual a regidao 2 € M"™ de volume V cuja fronteira 02
tem o menor (n—1)-volume é chamado problema isoperimétrico. Uma regido
isoperimétrica é uma regiao que é solugao do problema isoperimétrico.

O problema original, no plano, tem o seguinte enunciado: Fixado um
numero R > 0, entre todas as regioes do plano limitadas por uma curva
fechada de comprimento R, quais sao aquelas que abrangem a maior area.

A solucdo desse problema (o circulo) ja era conhecida pelas civilizagoes
classicas da antiguidade. De fato, um dos seus relatos mais antigos conhecidos
¢ o do poeta Virgilio (70-19 a.C) em Eneida, sobre as aventuras da Rainha
Dido de Cartago. Segundo a lenda, a entao princesa Dido da cidade fenicia
de Tiro se refugiou na costa do mediterraneo, no norte da Africa, apos a
morte de seu marido Siqueu.

La chegando ela negociou com Jarbas, rei da Numidia para conseguir
um lugar onde morar. O arranjo que conseguiu com o rei foi que s6 teria
em terras o que pudesse abranger com a pele de um boi. Dido e seu grupo
decidiram entao cortar a pele em tiras tao finas quanto possivel, emendar
todas e englobar num semicirculo um terreno beirando o mar. Ao estender o
couro dessa forma ela obteve a maxima area possivel e estabeleceu o que veio
a se tornar o Estado de Cartago (atual Tunisia) em 850 a.C, futuro grande
rival de Roma.

Seguindo a histéria da humanidade pode se notar que o formato circular



(ou semicircular as margens dos rios) era muito comum nas cidades medi-
evais, como Paris, por exemplo, onde era necessario a construcao de muros
de protecao perfazendo o perimetro das cidades e abrangendo a maior area
possivel e com o menor custo de producao.

Apesar da solucao do problema ser conhecida ha muito tempo, uma prova
satisfatoria para esse resultado demorou a aparecer. Apenas no final do séc.
XIX Weierstrass forneceu uma demonstracao da existéncia de solugao para
o problema isoperimétrico. Essa prova surgiu como corolario de uma teoria
desenvolvida por ele, para lidar com problemas de maximizacao e minimi-
zagao de certas integrais. Esta teoria ¢ chamada Caculo das Variacoes, e o
problema isoperimétrico ¢ um exemplo classico dos problemas tratados por
ela. Uma solucao mais direta para esse problema surgiu poucos anos depois,
podendo tal mérito ser dividido pelos matemaéticos J. Steiner, responsavel
pela idéia geométrica de tal resolugdo, e H.A. Schwartz [Sw| pelo rigor da
prova.

A solucao do problema em R? é claramente expressa pela desigualdade
isoperimétrica:

L? > 47 A,

onde a igualdade ocorre se, e somente se, a regiao em questao é um circulo.
A desigualdade para o caso esférico S?(r) foi obtida por Bernstein [Ber]

em 1905, com o seguinte resultado:
L? > A7 A — KA,

onde K = 1/r* ¢ a curvatura Gaussiana de S?(r), e a igualdade ocorre
se, e somente se, a regiao é circular. E.Schmidt [Sm1] provou que a mesma
desigualdade isoperimétrica vale para o plano hiperbolico H?(K) de curvatura

Gaussiana K.



No caso dos espagos de curvatura seccional constante R?, H? ou S?(r),
segue do teorema de existéncia e unicidade provado por Dinghas e E.Schmidt
[D],[DSm],[Sm2],[Sm3]:

Para cada valor de n-volume fixo existe uma unica classe de
regioes isoperimétricas congruentes em R”, H" ou S"(r). Essas so-
lucbes sao as bolas O(n)-simétricas com o dado volume.

Para variedades mais gerais a regularidade das solugbes (de suas frontei-
ras) também é um problema relevante. Temos devido a Morgan [M1], [M2] a
existéncia de regioes isoperimétricas para espacos Riemannianos M tais que
M/G & um espago compacto (topologico), onde G é o grupo de isometria de
M.

W.-T Hsiang e W.-Y Hsiang [HsH], usando argumentos de simetria e ané-
lise de equacoes diferenciais ordinarias, estudaram o problema isoperimétrico
em produtos de formas espaciais simplesmente conexas de curvatura nao po-
sitiva. As mesmas técnicas foram empregadas por Pedrosa [P] ao estudar
regioes isoperimétricas no produto Riemanniano R x S".

Nesse trabalho usaremos técnicas similares para estudar o problema iso-
perimétrico em produtos da forma S'(r) x Q?, onde Q? é a forma espacial
simplesmente conexa de curvatura constante ¢ = 0,1, —1. Em seguida defini-
remos a funcao chamada de perfil isoperimétrico e a calcularemos nos espacos
citados. Nos basearemos no artigo de Pedrosa e Ritoré: "Isoperimetric Do-
main in the Riemannian Product of a Circle with a Simply Connected Space
Form and Applications to Free Boundary Problems" [PR].

No primeiro capitulo enunciaremos alguns resultados gerais da geometria
Riemanniana e do célculo das variagoes que usaremos no futuro. Além disso,
faremos consideragoes bésicas sobre as solugoes do problema isoperimétrico

como, por exemplo, o fato de elas terem obrigatoriamente curvatura média



constante e serem estaveis segundo conceito a ser definido em breve.

No segundo capitulo estudaremos as propriedades de simetria das solu-
coes. Veremos que gragas a invariancia por transformacoes ortogonais das
variedades produtos onde trabalhamos, podemos reduzir o espago do nosso
problema para um espaco quociente mais simples. De fato, apresentaremos
o seguinte resultado : Se () ¢ uma regiao isoperimétrica, entao €1 é invariante
por agao do grupo ortogonal O(n—1) no segundo fator do produto S*(r) x Q.
Apos isso, finalizamos usando a anélise dos resultados de um sistema de equa-
coes diferenciais ordinérias para obter um resultado fundamental que carac-
teriza os principais candidatos a solucao do problema isoperimétrico para o
caso onde n = 2.

No terceiro capitulo trataremos da estabilidade das solucoes. Apresen-
taremos a definicao de estabilidade e as propriedades basicas a ela ligadas.
Usaremos isso para mostrar que os dominios isoperimétricos sao conexos e
assim excluiremos do conjunto das possiveis solugoes alguns dos candidatos
apresentados no capitulo anterior.

O quarto capitulo é apenas um resumo dos resultados apresentados nos
capitulos anteriores, onde consta a caracterizacao definitiva dos possiveis
dominios isoperimétricos em S'(r) x Q2.

No quinto capitulo iremos definir a func¢ao perfil isoperimétrico A(V') =
inf{vol,—1(0) : Q C M, vol,,(Q) = V}, e calcularemos explicitamente essa
fungio para o espago S'(r) x R2.

Finalmente no nosso tltimo capitulo tratemos, de forma similar ao ante-
rior, os casos St(r) x S? e S'(r) x H?. Explicitaremos os tipos de solugoes do
problema isoperimétrico, e as situacoes onde cada uma dessas regioes sao de
fato solugoes. Terminaremos esse trabalho calculando o perfil isoperimétrico

para esses dois espacos.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo iremos estabelecer defini¢oes e notagoes, bem como apre-
sentaremos alguns resultados que serao necessarios para o entendimento do
trabalho. Seja (M, ds®) uma variedade Riemanniana. Denotaremos por dA
o elemento de volume associado a métrica Riemanniana ds®. Agora conside-
remos uma imersao isométrica ¢ : M — N, onde N ¢é uma outra variedade
Riemanniana. Sejam V e V as conexdes associadas as métricas de M e N
respectivamente. Se v é um campo vetorial unitario e normal a imersao,
entao para todo par X e Y de campos tangentes a M se verifica a seguinte
equacao:

VXY = VXY + B(X, Y)V,

onde B é a segunda forma fundamental de ¢. O endomorfismo de Weingarten
A de T,M ¢ dado por A(x) = —V,v para todo x € T, M. Os valores proprios
ki, i =1,2,...,n do endomorfismo de Weingarten sao chamados curvaturas
principais da imersao. O quadrado da norma da segunda forma fundamental

B é dado por

‘B’Q - ikﬂ
=1



Definimos entao a curvatura média H da imersio como

=1

De acordo com essa definicao, diremos que uma imersao ¢ tem curvatura
meédia constante se a curvatura média é uma funcao constante em M, e que
uma imersao ¢ é minima se tem curvatura média identicamente nula em M.

Denotaremos por R" o espaco Euclidiano de dimensao n; S™(r) a esfera
de raio r > 0 em R""1, e H" o espaco hiperbolico de dimensao n e curvatura
constante —1.

Seja M uma variedade Riemanniana compacta de dimensao n. Dado
um namero positivo ¢t < V(M), onde V(M) denota o n-volume de M, o
problema isoperimétrico consiste em estudar, ao longo de hipersuperficies
Y C M, fronteira de uma regiao 2 de volume V' (§2) = ¢, aquela que minimiza
o (n — 1)-volume A(X).

Vamos entao a seguinte definicao:

Definicao 1.0.1. Uma regiao isoperimétrica ) € uma regiao que € solucao

do problema isoperimétrico.

Dada uma variedade M, Ric denotara a sua curvatura de Ricci. Dizemos
que uma imersao ¢ : M — N é um mergulho quando ¢ é um homeomorfismo
entre M e ¢(M). Nesse caso, diremos que a superficie M esta mergulhada
em N.

Seja D C M um dominio compacto com bordo suave e ¢ : D C M" —
N uma imersao de uma variedade Riemanniana conexa, compacta e dife-
renciavel. Uma variacdo de ¢ é uma aplicagio diferenciavel @ : (—e¢,€) x D —
N tal que ®; : D — N, t € (—¢,¢€), é definida por ®,(p) = ®(t,p), p € D, a
imersao ®g = ¢ e Dy|sp = ¢|op, para todo t. O campo variacional associado

a ® ¢ o campo vetorial ao longo de ¢ dado por X (p) = d® ) (%)
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Diremos que uma variacao ¢ normal se o campo variacional X é normal a
imersao em cada ponto. Se X tem suporte compacto diremos que a variacao
® tem suporte compacto. Para uma variacao desse tipo e valores pequenos

de t, temos que ®; é uma imersao de D em N. Nesse caso, definimos:
Alt) = / dA, (1.1)
D

V(t):/ &2 (dN), (1.2)
D

onde dA; é o elemento de area em M associado a métrica induzida pela
imersao ®;, e dN é o elemento de volume em N. Chamaremos de A(t) o
funcional area, que mede em cada instante ¢t a drea de M com a métrica
induzida pela imersao ®;. A funcao V(t) é o volume orientado, que mede o

volume entre as imersoes @y e d,.

Definigao 1.0.2. Diremos que uma variacio ® preserva o volume se V(t) é

constante para t suficientemente pequeno.

Para os resultados bésicos a seguir podemos consultar [BdC|, [BACE] e
[X]. Vamos primeiramente demonstrar a formula da primeira variagao da

area. Para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.0.1. Seja A(t), t € (—¢,€) uma familia diferencidvel de matrizes

com A(0) = Id. Entao

d /
- det(A(1))li=o = trA'(0).

Demonstracao. Seja {e1, e, ..., e,} base de R". Temos

det(A(t))(er A ... Nep) = (A(t)er) A ... A (A(t)ey).



Derivando os dois lados da equacao e calculando em ¢ = 0 obtemos

(det(A(t))'er A ... Aeplimo = %(A(t)el Ao NA(t)en|i—o)

=> At)er A AA'()er A A A(t)eni—o,

i=1

=> er A AA(0)er A Aenlizo,

i=1

= Zel A AN{A(0)eg, e5) e Ao A egli—o,

=1

= Z (A'(0)es, ei) er A ... A e,

=1

=trA'(0)e; A ... A e,

d
ou seja, Edet(A(t))]tzo = trA’(0). O

Proposigao 1.0.1. (Fdrmula da primeira varia¢ao da drea). Seja ® uma
variacao de ¢ com campo variacional X com suporte compacto em M e v
um campo vetorial unitdrio e normal a imersao. Entao A € uma funcao

diferencidvel em 0 e:
A'(0) = —/ HudA,
M

onde u = (X,v) e H é a curvatura média de ¢.

Demonstracao. Sejam gy a métrica induzida em M pela imersao @, {e1, ea, ..., €, }

2 ...,w"} o re-

referencial ortonormal de M com relagio a métrica gy e {w!, w
ferencial dual de {ej,e,...,e,}. Se a métrica g, é dada pelos coeficientes

gi;(t) em relagdo a esse referencial, entao

9i5(t) = ((fi)x€i, (fi)«e5) = gilei, €5),



onde g; = g;;(t)w’ @ w?, ¢;;(0) = d;;. Seja g(t) = detg;;(t). Entdo, dA, =
Vg(t)dA e
Alt) = / VoBdA.
M

Assim temos

A(0) :%/MMdA:/M%\/EdA:%/M%dA:%/Mg'(())dA.

Pelo lema anterior temos que

1 n
A'(0) = 5 / > gik(0)dA. (1.3)
M =1
Vamos calcular ¢;,(0). Seja p € M, U vizinhanca de p em M. Seja
0
{a, e, ..., e, ¢ um referencial ortonormal em (—¢,¢) x U tal que V. e;(p) =
0.

Sejam {X(t),e1(t),...,e,(t)} a imagem deste referencial pela aplicacao
® : M x (—e,€) — M definida por ®(x,t) = ®,(x). Claramente e;(0) = e;,
X(0) =X e gr(t) = (ex(t), ex(t)). Assim temos

%gkk(t) = X(t) <61€<t>, Gk(t)> =2 <7Xek(t), €k(t)> =2 <7€kX(t), Gk(t)>

= 2[6k <X, €k> — <X, Vekek)].

Assim,

1 n n
5 D 0(0) = e (X en) — (X, Veeen)
k=1 k=1

= Z €k <XT, 6k> - <X, (vek€k>T> — <X, (vekek)ﬂ = dlU(XT) - <X, H>
k=1
Entao, (1.3) se escreve como

A'(0) = /M [div(XT) — (X, H)]dA.



Pelo Teorema de Stokes, usando que X = 0 ao longo de 0D, onde D é o

suporte de X, temos que

/ div(XT)dA = 0.
M

Assim,
A'(0) = —/ (X,H)dA = —/ HudA,
M M

onde u = (X, v), com v campo vetorial unitario normal a imersao.

Agora, a primeira féormula de variagao do volume:

Proposigao 1.0.2. (Primeira formula de variagao do volume). Se ® é uma
variacao de ¢ com campo variacional X, suporte compacto em M, entao V

€ uma funcao diferencidvel em 0 e:
V'(0) = / udA,
M
onde u = (X, v).

Demonstracao. Sejam p € M e ey, ...e,, e,11 = v referencial ortonormal em

torno de ¢(p). Entao
O*(dN) = a(t,p)dt N dA,
onde

0 0
a(tap) = (I)*(dN) (§7617 ceey en) =dN (Eadq)t(el)a 7d(pt<6n))

od od
= vol (E,dq)t(ﬁ), ...,d@t(en)> = <E,Vt>,

e v; € o vetor unitario normal da imersao ®,. Dai segue que

dv d /
—(0) = — a(t,p /\dA) :/aO,pdA
dt() dt( [0,£] M (t.7) o JIM (0.2)

10



(i [

como queriamos demonstrar. O]

Vamos mostrar uma importante propriedade sobre a curvatura média de

variacoes que preservam volume. Para isso precisaremos do seguinte lema:

Lema 1.0.2. Seja D um dominio relativamente compacto de bordo suave

0D, v campo vetorial unitdrio normal ao longo da imersio ® e f : D — R

uma funcao suave por partes tal que f = 0 em 0D e / fdA =0. Entao
D

existe uma variacao normal que preserva volume cujo vetor variagao € fuv.

Demonstracao. Seja ¢ : (—€,€) x D — R uma fun¢do diferenciavl e seja

X : (—€,¢) x D — N definida por

X(t,p) = eXpd)(p) ¢<t7p>l/7 te (_67 6)7 pe D.

Definida dessa forma temos que X é uma variagao normal tal que
oX\ [0y ,
ot ), \ot),"
Vamos mostrar que ¢ pode ser escolhida de forma que X satisfaca as con-
di¢oes do lema. Comecemos calculando a fungao volume V' (¢) de X. Primei-
ramente observemos que X = eo, onde ¢ : (—¢,¢) x D — R x D é a fungio

Y(t,p) = (¢(t,p),p) e e(u,p) = expy,y uv, u € R. Seja E(u, p) = det(degu))-
Usando (1.2) temos

Vit) = X*(dN) = *e*(dN
(t) /WD (dN) /WDwu )

- [ etnnGraana) = [ ([ e..nGe) i

Seja f : D — R uma func¢ao nas condicoes do lema e seja ¢ solugao do

problema de valor inicial abaixo:

do _ fp)
ot E(e(t),p)

11

, ¢(0,p) = 0.



Da expressao anterior de V (¢) e do fato de / fdA =0 temos que
D

V(t) = t/D fdA =0 Vte (—¢ ),

ou seja, V(t) = 0 para a variacdo X. Como E(p(0),p) = 1 temos que X ¢é
uma variagdo normal, que preserva o volume, e cujo vetor variacao é fu.

O
Usando esse lema segue o seguinte resultado:

Proposicao 1.0.3. Seja ¢ : M™ — N uma imersao de uma uma vari-
edade diferencidvel, orientdvel de dimensio n em uma variedade N"**. Se,
para cada dominio relativamente compacto D C M com bordo suave, e para
cada variacio ¢, : D — N™1 que preserva volume e fiza a fronteira 0D

temos AH(0) = 0 entdo, ¢ tem curvatura média constante Hy # 0, onde

Hy = A—l/ HdA e A= Ap(0).
D
Demonstrag¢ao. Sejam
D" ={q € D;(H — Ho)(q) > 0}, e D~ ={q € D;(H — Ho)(q) < 0}.

Suponhamos que exista um ponto p € D tal que (H — Hy)(p) # 0. Como
tal ponto existe, temos que os conjuntos Dt e D~ sdo ambos nao vazios.
Sejam ¢ e 1) funcdes reais, suaves e ndo negativas em D tal que as seguintes

condicoes sejam satisfeitas:
p € suppp C DT, suppp C D™, / (¢ + ) (H — Ho)dA =0,
D

onde suppy denota o suporte de p. Como /(H — Hy)dA = 0, tal escolha
D

é possivel. Seja f = (¢ +¢)(H — Hp). Entao f =0 em 0D e / fdA = 0.
D

12



Pelo lema anterior, nés obtemos uma variacao normal, que preserva volume,

e cujo vetor variacao é fv. Pela hipotese e pela formula da 1* variagao temos

Al (0) = —/D FHAA = 0.

Isto implica

/ FHAA =0,
D

/DfHdA—HO/DfdA:O,

/ F(H — Hy)dA = 0.
D
Logo,

0= [ (1~ t)aa = [ (o4 )0 - HoPdA> 0,
D D
pois (¢ +1) >0, (H — Hy)? > 0 e H— Hy é continua. Dessa forma obtemos

uma contradi¢ao. Segue entao que H = Hy em D. Como isso vale para todo

D ce M, H= H,, isto é, x tem curvatura média constante H,. O

Diretamente do resultado acima e da féormula da primeira variacao da

area, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 1.0.1. Se uma variedade M € solug¢ao do problema isoperimétrico,

entao sua curvatura média € constante.

Demonstragcao. Se M é solugao do problema isoperimétrico temos que existe
um valor V; tal que V(M) = V4. Dessa forma, para qualquer variacdo ¢ de
M que preserva volume a funcao area atinge um minimo no ponto zero, ou
seja, A'(0) = 0. Dessa forma temos que vale a proposi¢ao 1.0.3, e portanto

M tem curvatura média constante. O

Segue uma importante propriedade das variedades de curvatura média

constante.

13



Lema 1.0.3. Se M ¢ uma variedade de curvatura média constante, entao

M ¢ analitica.

Demonstragao. O resultado em dimensao dois pode ser encontrado em [Hol,

pagina 139. [

Como toda solucao do problema isoperimétrico tem curvatura média cons-

tante temos o seguinte corolario:

Corolario 1.0.2. Se M ¢é uma variedade solu¢ao do problema isoperimétrico,

entao M € analitica.

Outro conceito importante para o estudo do problema isoperimétrico é o
conceito de estabilidade. Para defini-lo e estudar suas propriedades precisa-
remos também calcular a derivada segunda da area nas possiveis variagoes
da imersao. Como variagoes normais nao alteram a fungao area os proximos
resultados vao se restringir a variacoes normais. Para mais detalhes sobre os

proximos resultados ver |BACE] e [Si].

Proposicgao 1.0.4. (Segunda formula de variagao da Area)Seja ¢ uma imer-
sao com curvatura média constante e ® uma vartacao normal com campo

variacional X com suporte compacto em M. Entao:
A(0) — HV"(0) = / (IVul2 = (Ric(v) + [BP)u2}dA,  (1.4)
M

onde u = (X,v), Ric(v) é a curvatura de Ricci do vetor unitdrio normal v
a imersdo, e |B|? é o quadrado da norma da sequnda forma fundamental B

da tmersao.
Demonstracao. Ver [BACE]| ou [Si]. O

A partir da segunda féormula de variacao da area obtemos:
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Teorema 1.0.1. Se ¢ : M — N € uma imersao minima e ® uma variagcao

normal qualquer de ¢ com campo variacional X de suporte compacto, entao:
A"(0) = [ {|Vul® = (Ric(v) + |B]*)u"}dA,
M
comu = (X,v).

Demonstracao. Basta notar que se a imersao ¢ minima temos necessaria-

mente H = 0 em (1.4). O

Teorema 1.0.2. Se ¢ : M — N ¢ uma tmersao com curvatura média cons-
tante e ® uma variacao normal qualquer de ¢ que preserva volume, com

campo variacional X de suporte compacto, entao:
A"(0) = [ {|Vul’ = (Ric(v) + |B]*)u”}dA,
M
comu = (X, v).

Demonstracao. Basta notar que se & é uma variagao que preserva volume
temos V'(t) = 0 V¢, e consequentemente, V" (t) = 0 Vt. Dessa forma basta

fazer V”(0) = 0 em (1.4) e o resultado segue diretamente. O

.~ . 1 . . ‘ .
Definicao 1.0.3. Seja x : M" — M wma imersio. Dizemos que T €
estdvel se A”(0) > 0 para toda varia¢ao de x que preserva o volume, e A € a

fungao drea definida por (1.1).

Definicao 1.0.4. Seja Q@ C M um dominio de M. Dizemos que ) € estdvel
se A”(0) > 0 para todas as variagoes de 2 que fizam OS.

Definigao 1.0.5. Dizemos que uma variedade M € estdvel se todos os do-

minios 2 C M forem estdveis.
Da definicao anterior obtemos o seguinte resultado.

Corolario 1.0.3. Se uma hipersuperficie € solucao do problema isoperimé-

trico, entao ela é estdvel.
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Capitulo 2

Variedades Invariantes por

transformacoes ortogonais

Nesta secao iremos demonstar propriedades de simetria das solucoes do
problema isoperimétrico.

Sejam 7 > 0 e uma regido isoperimétrica 2 C M = Sl'(r) x Q,
onde Q7 é a forma espacial n-dimensional simplesmente conexa de curvatura
constante ¢ = 0,1 ou —1, ou seja, os espacos R", S” e H" respectivamente.
Seja X a fronteira de €.

Usaremos argumentos de simetria para reduzir o espago do nosso pro-
blema a um espaco quociente mais simples e depois disso faremos um estudos
das possiveis solugoes para o problema isoperimétrico em S*(r) x Q2. O pro-
ximo resultado é uma adaptacao do método mowving plane de simetrizacao,

que foi introduzido originalmente por Alexandrov em [A].

Lema 2.0.4. Seja Q uma regido isoperimélrica em M™ e seja | uma linha
geodésica de M, com ¢ =0 ou —1. Entdo existe uma inica hipersuperficie
totalmente geodésica perpendicular a [ tal que  é simétrica com respeito a

essa hipersuperficie.
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Demonstragao. Seja P, a tnica hipersuperficie totalmente geodésica per-
pendicular & [ passando por x € | e HX as duas componentes conexas de
St(r) x Q¥ — P,. Temos que {P,,z € [} formam uma familia continua de

hipersuperficies totalmente geodésicas, e existem 1, xo € [ tais que
H, NQ=o Hf nQ=0Q,

H, NQ=Q Hi NQ=2o.

Da continuidade de {vol,(H,; NQ),x € [} e de {vol,,(H}NQ),z € I} com

respeito a posicao de x em [ segue que existe um tnico xg € [ tal que
- _ +
vol,(H,, NQ) = vol,(H; NQ),

onde vol,(M) denota o volume n-dimensional da variedade M. Como
¢ solugao do problema isoperimétrico em S*(r) x Q7, o (n — 1)-volume de

H; NoQe Hf MO devem ser iguais, isto é,
vol,—1(Hy N oY) = vol,_1(H NONQ).

De fato, se ndo fossem iguais terfamos, por exemplo, vol,(H, N 08) <
vol,(H} N 0N) e assim QO = (H, NQ)U (P, NQ) U (H, NQ)*, onde
(Hg, NQ)* é a imagem simétrica de H, N} com respeito a P, seria tal que
vol, (') = vol,(2) e vol,, (0Y) < vol,,(02), o que contradiz o fato de que €2
é solucao do problema isoperimétrico.

Vamos mostrar agora que €2 é simétrica com respeito a P,, e portanto,
Q= Q. Seja R(09) (respectivamente S(052)) o conjunto dos pontos regulares
(singulares) de 0€2. Segue de resultados da teoria da medida geométrica (ver
|F| pagina 613 ou [Si] pagina 256) que a codimensdo de S(992) em OS2 é maior
do que 1 e portanto

Py, N R(0Q) # 2.
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Figura 2.1: Uma regiao isoperimétrica é simétrica com respeito a hipersu-

perficie que bissecta o seu volume.

Além disso, R(0f2) é um subconjunto aberto, conexo e denso em OS2,
que é uma hipersuperficie de curvatura média constante. Portanto, como
a equagao da curvatura média ¢ fortemente eliptica e a variedade M7T! &
analitica, temos que R(J) é analitica em todo ponto. Como {2 é uma regiao
isoperimétrica e

vol,(Hy, NQ) = wvol,(H, NQ)
v0oly—1(Hy, N OQ) = vol,—1 (H NN,

¢ facil ver que €’ também ¢ solu¢ao do problema isoperimétrico em S*(r) x Q™.
(vol,, (2) = vol, () e vol,,—1(0N) = vol,,—1(0)). Entao R(0Q) e P, devem
ser perpendiculares em todo ponto de intersecao. Agora, aplicando a uni-
cidade dada pelo Teorema de Cauchy-Kovalevskaya a equacao da curvatura
média constante com solucdo inicial ao longo de R(02) N P,, perpendicular

a P,,, temos que () é simétrica com respeito a P, . O

Definicao 2.0.6. Seja G um grupo agindo sobre um espaco X. Os elementos

de G que firtam um ponto x formam um subgrupo de G chamado subgrupo
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isotropico de G definido por
G, ={9€G:gx=u}

Defini¢ao 2.0.7. Um subgrupo principal de isotropia (que é o menor em
termos de dimensdo) é um subgrupo de isotropia H de G tal que, para cada

subgrupo de isotropia K de G, K O gHg™ ', para algum g € G.
Para ¢ = 1 temos o seguinte resultado, um pouco mais geral:

Teorema 2.0.3. Seja M uma variedade riemanniana conexa, completa, ori-
tentdvel, analitica cujo grupo de isometrias € O(n). Se o subgrupo principal
de isotropia de M ¢ O(n — 1), entdao toda regigo isoperimétrica em M é

simétrica pela acao de O(n —1).

Demonstracao. A demonstragao completa pode ser encontrada em [H3|. Uma

versao resumida pode ser encontrada em |[H2|. O

A proxima definicao serd fundamental para provarmos a invariancia das
solugoes do problema isoperimétrico pela acao do grupo ortogonal para os

casos Euclidiano e hiperbdlico.

Teorema 2.0.4. Seja M uma variedade Riemanniana completa, simples-
mente conexa e de curvatura ndo positiva. Seja K grupo cujos elementos
sao isometrias de M. Entao os elementos de K fizam um ponto em comum.

Esse ponto chamaremos de centro de gravidade de M.
Demonstracao. Ver |He| pagina 75. O
Vamos agora ao resultado sobre invariancia que buscavamos.

Lema 2.0.5. Q2 € invariante por a¢do do grupo ortogonal O(n—1) no sequndo

fator do produto S*(r) x Q", para ¢ =0, —1.
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Demonstracao. Sejam KT = ISO(Q, xy) o grupo das isometrias locais de
Q" que fixam um ponto xy € Q" e K = O(n — 1) grupo ortogonal. Se
c=0ouc= —1, seja xg o centro de gravidade de 2 e seja [ linha geodésica
passando por xg. Segue do 2.0.3 e da definicao de centro de gravidade que
Q7 é simétrica em relacao ao hiperplano P, , e portanto Q! é invariante por
reflexdes. Como o conjunto das reflexoes gera o subgrupo K temos que

Q" é K-invariante e isso conclui a demonstragao. Se ¢ = 1 o resultado segue

direto do Teorema 2.0.3. O

Vamos agora a uma descricao do espaco de drbitas no qual trabalha-
remos. Sejam QP como ja descrito anteriormente e O(n — 1) o subgrupo
de isometrias que deixa fixo um subespaco de dimensao 1 que chamaremos
de F(O(n —1),Q") = M'. Observe que M' é uma geodésica completa
em Q7. Seja O(n — 2) um subgrupo isotropico da agao de O(n — 1) em
Q" escolhido arbitrariamente. Nesse caso M? = F(O(n — 2),Q7) é uma
subvariedade totalmente geodésica de dimensao dois com acao induzida por
Zy = Ker(O(n —2))/O(n — 2). Além disso, Z, ¢ a reflexao de M? com res-
peito a M. Portanto, um semi-espaco fechado, digamos MJQF, é¢ um dominio

tanto para a acao de Zs em M? como para a agao de O(n — 1) em Q7, isto é,
M = MPZE = QR /O(n ~ 1),

Vamos parametrizar M? de acordo com o seguinte sistema de coordena-
das: Fixamos um ponto 0 € M! como origem e seja x o comprimento de arco
em M* percorrida de acordo com a orientagdo positiva de M = 9M?2. Para
cada ponto p € M2, seja pg um segmento de geodésica cujo comprimento
¢ igual a d(p, M'), onde ¢ € M' (pq ¢ tnico exceto no caso em que p ¢ o
centro de Si) Podemos atribuir ao ponto p as coordenadas (x,y), onde = é

a coordenada de ¢ em M e y é o comprimento de pg, isto &, y = d(p, M*).
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Segue dessa definicao que

—oo<r <400, 0<y<4oo nos casos hiperbolico e Euclidiano,
—r<x<m, 0 <y <m/2 no caso esférico, e cuja

coordenada do centro de S% & (x,7/2), x arbitrario.

Como Mi é totalmente geodésico e perpendicular a todas as 6rbitas O(n—
1), a métrica em QF/O(n — 1) é idéntica a métrica de curvatura constante
em Mer Dessa forma, a métrica pode ser escrita em funcao das coordenadas

do sistema da seguinte forma:

dx?® + dy? no caso Euclidiano,
ds* = ¢ cosh? ydz® + dy® no caso hiperbolico
cos? ydx? + dy? no caso esférico.

Seja X fronteira de €). Usando essa simetria consideremos o espaco de
orbitas M™1/O(n — 1) = S'(r) x I, onde I, = [0,00] para ¢ = 0,—1 e
I, = [0,7] com a métrica do quociente. Como S' pode ser parametrizada
pela funcao exponencial vamos estudar as equagoes reduzidas de X no reco-

brimento universal de B, = M /O(n — 1), isto &,
B ={(z,y);z € R,y > 0},
parac=0,c=—1e
Be = {(z,y);z € R,y € [0, 7]},

para ¢ = 1, e identificamos os pontos cujas coordernadas na direcao Ox
diferem por um multiplo de 27r.

Chamaremos a projecao v de ¥ em B, de curva geratriz de ¥. Parame-
trizemos v = (z(s),y(s)) pelo comprimento de arco s. Seja o(s) definido

por
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Figura 2.2: Curva gama.
(2'(5), 4/ (s)) = (cosa(s), sena(s)),

onde o é o angulo entre a reta tangente a o(s) e a direcao Ox.

Sejam

t! se c=0
Je(r) =4 cotg(t) se c=1
\ cotgh(t) se ¢ =—1
( t se c=0
ge(r) = ¢ sen(t) se c=1

\ senh(t) se c=—1.

As funcoes acima satisfazem as seguintes igualdades:
et fi =97 (2.1)

fo=—09." (2.2)
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fe=9."q. (2.3)

O proximo resultado é a base para estabelecer um sistema de equacoes
diferenciais que determina as candidatas a solucoes do problema isoperimé-

trico. Antes dele vamos a algumas defini¢oes sobre acao de grupos.

Definicao 2.0.8. Seja G um grupo agindo sobre uma variedade M e x € M.
A drbita de x por G é definida como

G(zr) ={g(x) e M : g € G}.

Definicao 2.0.9. Seja G um grupo agindo sobre uma variedade M e seja
N uma subvariedade de M. Dizemos que N é G-invariante se g(N) = N
Vg € G.

Proposicao 2.0.5. Sejam G um grupo, v o (n — 1)-volume da G-drbita de
M e N uma subvariedade G-invariante de M com o mesmo tipo de orbita
principal de M. Consideremos p um ponto da orbita principal p € N/G, v,
um vetor arbitrdrio de N normal a p e vy a tmagem do vetor em p. Entao

— d
H(v,) = H(vp) — d—%lny,
P

onde H(v,) e H(vp) sdo a curvatura média de N e N/G respectivamente e

— e a derwada na diregao vp.
dVT;
Demonstracao. Ver |[BadCH]. O

Diretamente da proposicao anterior temos que se v é a curva descrita

anteriormente, entao ela satisfaz a seguinte equacgao diferencial:

(2.4)
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do

d . .
onde I é a curvatura de 7, an é a derivada com respeito ao vetor normal
S n

n = (—seno(s),coso(s)), h é a curvatura média constante de ¥ e v é o (n-
1)-volume da O(n — 1)-6rbita passando por um ponto (x,y). Essa funcdo,

para c =0,1 e —1 é dada por:

v(z,y) = w190 (y), (2.5)

onde w,_; ¢ o volume da esfera unitaria (n — 1)-dimensional. Diretamente

de (2.5) temos que

Inv(z,y) = w1+ (n—1)Ing.(y),

d
Como o vetor normal n = (—seno(s),cosc(s)) entao o é dado por
n

L
o= se e COSU@@/’
temos que
d o 9:(y)
—Inv =coso—(lnw,,_1+(n—1)1ng, = (n—1)=*coso = (n—1) f.(y) cos 0.
- o =D g v) = (=D E L cosr = (n=1),(0)

Usando (2.4) temos entao que

h = Z—i —(n—1)f.(y) coso. (2.6)

Decorre dessa equacao o seguinte lemas:

Lema 2.0.6. A curva geratriz v de uwma hipersuperficie ¥ tnvariante por

acao do grupo O(n —1) e de curvatura média constante h satisfaz o sequinte

sistema de equacoes diferenciais:

x' =coso
Yy = senc (2.7)
o'=h+(n—-1)f.(y)coso
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Além disso, ao longo da solugao v do sistema acima a funcao

Jo(s) = cosa(s)g’ (y) + h/oy i (t)dt (2.8)

¢ constante, isto é, o sistema de equacoes diferenciais ordindrias acima tem

uma integral primeira.

Demonstragao. O sistema (2.7) decorre de (2.6) e da escolha da curva . Seja

Yy
Jo(s) = cosagl(y) + h/ g" ! (t)dt. Derivando a equacdo temos:
0

dJ,
ds

!/

= —o'senog, ' (y) + (n — 1)gl > (y)g.(y)y coso + hg! ' (y)y'.

Substituindo o valor de h no sistemas

dJ.
ds

= —0o'senog; ™ (y) + (n — 1)g~*(y)g.(y)y cos o+

(0" = (n = 1) fely) cos o) g2 (y)y’
= —a'senog! ! (y) + (n — 1)g22(y)g.(y) seno cos o + o senagl ™" (y)
—(n =1 fe(y)ge™" (y) seno cos o

= (n—1)gr*(y) seno cos o (g(y) — fo(y)ge(y)) =0,

onde a tultima igualdade se verifica diretamente da relagao (2.3)

Vamos agora estudar esse problema no caso em que n = 2

Lema 2.0.7. A solugdo para o sistema anterior nos espacos da forma S*(r) x
Q? pode ser dos sequintes tipos:
(A) Curvas do tipo catendria, com h = 0 (Casos Euclidiano e hiperbdlico).
(B) Curvas onde y = 0 para um conjunto de pontos igualmente espa¢ados

no eixo x, com a curva tocando o eixo perpendicularmente. Fssas curvas
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Figura 2.3: Solugbes para o sistema (2.7) no caso esférico.

NN
\/ﬁi\i_ / 5
NE

Figura 2.4: Solugdes para o sistema (2.7) nos casos Euclidiano e hiperbolico

com h # 0.

geram familias de esferas que se tocam, cada uma sendo uma hipersuperficie
merqulhada de curvatura média constante. Sao caracterizadas por J. = 0.

(C) Semi-retas verticais © = cte, que geram hipersuperficies totalmente
geodésicas {p} x Q2.

(D) No caso esférico existem solugdes fechadas, mergulhadas no interior
de B., que geram hipersuperficies mergulhadas difeomorfas a S' x St.

(E) Noddides, que também podem ser escritas como grdfico em fungao de
x, tem y peridodico mas o € uma fungao mondtona.

(F) Onduldides, ou seja, curvas periddicas em y e o, que podem ser escri-
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tas como grifico em funcao de x, gerando hipersuperficies merqulhadas. Nos
casos euclidiano e hiperbolico elas tém curvatura média diferente de zero. No

caso esférico existem onduldides que geram hipersuperficies minimas.

Demonstracao. Primeiramente analizaremos o caso em que x é constante.
Dessa forma, obteremos solu¢oes do tipo C. Para o caso de x nao constante,
dividiremos os casos entre as solugoes compactas e as nao compactas. Para
solugoes compactas mostraremos que elas serao do tipo D. Para as nao com-
pactas analizaremos os casos aonde h = 0 (e obteremos solugoes do tipo A) e
o caso h # 0. Para o caso h # 0 analizaremos os possiveis sinais da integral
primeira. Para J. = 0 teremos solucoes do tipo B, para J. > 0 solucoes do
tipo E, e finalmente, para .J. < 0 solucoes do tipo F.

Suponhamos, inicialmente, que x = x,3. Nesse caso temos que z/ = 0
e portanto coso(s) = 0. Dessa forma o(s) = 7/2 e ¢ = sen(n/2) = 1.
Integrando, obtemos y = s, onde s > 0. Logo v = (¢, s), para s > 0, e
assim obtemos as solucgoes do tipo C.

Para x nao constante, suponhamos que tenhamos uma solugao compacta.
No caso em que ¢ = 1 e as condi¢oes iniciais dadas por z(0) = 0, y(0) = 7/2,
0(0) =7/2 e h > 0 temos que em um determinado ponto a solugdo atinge
um valor méximo na coordenada y. Seja y,s esse ponto e y,, 0 ponto onde a
solucao atinge um valor minimo na coordenada y. Em vy, temos que o = 7.
A curva segue como uma reflexdo pela reta vertical que passa por y,s e
intersecta novamente a reta y = 7/2, mas com o = 37/2.

Usando a integral primeira nas condigoes iniciais temos que

Ji(s) = J1(0) = h/07r/2 sen(t)dt = k.
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Se a curva corta y = 7/2 em um ponto $g temos que
w/2 w/2
k = Ji(so) = cos(a(sg)) + h/ sen(t)dt = h/ sen(t)dt,
0 0

logo cos(a(sg)) = 0, e portanto o(sg) = g + mm, m € R. Da mesma forma,

3

quando o = 5 + mm, m € R temos que

Y w/2
Ji(s) = h/ sen(t)dt = h/ sen(t)dt,
0 0
o que implica que y = /2.

Os valores yj; e vy, sao caracterizados por

Ym Ym
—sen(yy) + h/ sen(t)dt = sen(ym,) + h/ sen(t)dt.
0 0

Observemos que nos espacos hiperbolico e Euclidiano nao podemos ter
solucoes geradas por curvas fechadas desse tipo. Com efeito, considere a
fungao T'(s) = seno — hx = y/(s) — hx(s) definida ao longo de 7. Primeira-
mente vejamos que T'(s) nao pode ser constante. Com efeito, suponhamos

por absurdo que T'(s) = ¢ seja constante. Nesse caso
seno = hz(s) + c.

Derivando temos

o' coso = ha'(s) = hcoso.

Usando (2.7) temos que
h+ fo(y)coso = h,

e portanto vale que

fe(y)coso =0,
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e assim terfamos coso = 0 ou f.(y) = 0, o que é impossivel, pois nesses casos
teriamos o constante ou y constante, logo T'(s) nao pode ser constante. Além
disso, derivando T'(s) obtemos

T'(s) = 0’ coso — hcoso = cosa(ad’ — h) = (n — 1) f.(y) cos o,

ao longo de v. Se ¢ = 0 ou ¢ = —1, T'(s) > 0, ou seja, T é nao decres-
cente e assume valores positivos ao longo de qualquer solucao nao vertical.
Como T'(0) = 1 temos que T'(s) > 1 ao longo de . Se tivéssemos uma solu-
¢ao fechada, existiria s; tal que (z(so),y(s0)) = (z(s1),y(s1)). Dessa forma
teriamos T'(sg) = y'(s0) — hx(so) = ¥/ (s1) — hx(s1) = T(s1), 0 que é impos-
sivel pois T'(s) nao é constante e é nao decrescente, logo, ndo podemos ter
solucoes geradas por curvas fechadas nos espacos hiperbélico e Euclidiano.
Dando prosseguimento, suponhamos agora que x nao é constante e que a

solucao é nao compacta.
1. Caso h = 0:

Vamos ver que se ¢ = 0 ou ¢ = —1 a solugao sera do tipo catenaria,
ou seja, terd no méaximo um ponto de minimo em y(s). Com efeito,
se a solucao tiver mais de um ponto de minimo, entre dois deles tere-
mos necessariamente um ponto de maximo, ou seja, um ponto sy onde
Y'(s0) = seno(sg) =0 e y"(s9) = 0'(s0) cosa(sg) < 0.

Mas para ¢ = 0 temos

cos 20 ()

y(so0)

pois y > 0. Portanto y nao tem ponto de méximo, e assim nao pode

y"(s0) = 0'(s0) cosa(sg) = > 0,

ter mais do que um ponto de minimo.

Da mesma forma, para ¢ = —1 temos

2

cosh y(sg) cos?o(sg)

y"(s0) = 0'(s0) cosa(sg) = > 0,

senhy(so)
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pois coshy > 0 e senhy > 0 para todo y > 0. Portanto y nao tem ponto

de méaximo, e assim nao pode ter mais do que um ponto de minimo.
2. Caso h # 0:
Suponhamos inicialmente J.(s) = 0.

e Para ¢ = 0 temos,
Yy
0= J.(s) =coso(s)y + h/ tdt =
0

h h
coso(s)y + 7y = y(coso(s) + _y)

h
Logo y = 0 ou coso(s) + ?y = 0.

Derivando obtemos:

,  20'senc
V=

! 20" cos o

Como y/(s) = seno(s) temos que % = 1, e portanto 2'(s) = h

Integrando obtemos:

o que implica que

2 2
z(s) = 7 /cosada = 5 seno.

Logo v é um circulo e portanto gera esferas, isto é, solu¢oes do tipo B.

e Para ¢ = +1 consideremos, sem perda de generalidade, h > 0. Consi-

dere a variavel u = u(y) = — coso(y). Nesse caso,
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de, . dx,  ds de 1 cos o (y) —u(y)

i el s e i
dy
du du ds du 1 / 1 _
ay V= s Wy =y =T G -
ds

h = fe(y)u(y),
com condigoes iniciais 2(0) = 0 e u(0) = — coso(0) = 0.

O sistema é valido para y € [0,7), onde 1 é o limite de y quando o tende
a m. Observe que 7 estd bem definido pela curvatura média constante

h através da formula h = h.(n), onde

he(y) = ) (2.10)

pois
9:(y)

/Oy gc(t)dt.

Além disso, dado h (e consequentemente 1), u(y) é dado por

Jo(s) =0 = h(y) = — cos(y) (2.11)

u(y) = uc(n,y) = —coso(y) =

—cos(y) 9e(y) /0 g(E)df _ h
/y gc(t)dt 9e(y) hc(y)7

e por isso u(y) é crescente para y € (0,n) de 0 a 1. A curva + intersecta
a reta y = 0 perpendicularmente, é convexa e simétrica com respeito a
reta x = cte. No caso esférico, pode se refletir a solugao pela reta y =
7/2, obtendo uma outra solu¢do que gera hipersuperficies isométricas

do tipo B.
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Suponhamos agora J.(s) = k # 0. Seja sp um ponto de minimo da
funcao y(s). Nesse caso y'(sg) = sen(sp) = 0 e portanto a'(sg) =
cos(sp) = £1. Observemos que se o vetor (cos(sp), sen(sg)) = (0, —1)
temos o vetor tangente a curva < na diregao oposta ao crescimento de

Z.

Dessa forma, conforme os valores de x aumentam, a curva ~ terd uma
auto-interse¢do. Analogamente, se o vetor (cos(sg), sen(sg)) = (0,1) o
vetor apontara na direcao de crescimento de x, e portanto a curva nao

se auto-intersectara.

Assim, suponhamos inicialmente que ¢ = 0. Nesse caso teremos as

seguintes equagoes:
o (50) = h + coS J(so)7
(Y
2

J(s9) = cosa(so)y + h% = k.

y_2 (h—l— 2COSO‘> _k
2 Yy

cosoc coso 2k
h + + =—,
Yy Yy Yy

Dai segue,

o que implica
2k coso(sp)

0'(s0) = — —
? Y
Por outro lado, como sy é ponto de minimo de y(s) teremos y”(sg) =
cos(o(so))o’(sg) > 0. Logo, substituindo o valor de ¢’(sg) encontrado

acima temos

cos(a(so)) <% - M) > 0.

y? Y

Se k < 0 e cos(sg) =1 a equagdo anterior se reduz a

>

@w|§
< |



2k 1 _—
Mas, como k < 0 temos 0 > — > — >0, 0 que é uma contradigao.
Y Y
Assim, para k < 0 teremos cos(sg) = —1, ou seja, a curva ~y terd uma

auto-intersecao e teremos solucoes do tipo E.

Analogamente, se k > 0 e cos(sg) = —1 temos
2k 1
- + - < 0.
Y Y
—2k ) -
Como k > 0 temos 0 > —— > — >0, 0 que é uma contradigao. Por-
Yy Y

tanto, para k > 0 teremos cos(sg) = 1, ou seja, a curva y nao terd uma

auto-intersercao e teremos solugoes do tipo F.

Para ¢ = —1 teremos as seguintes equagoes:
o (50) = h + cosh(y(sp)) cos a(sp)
senh(y(so))

J(s9) = cosa(sg)senh(y(sg)) + h/oy(so) senh(t)dt = k.

Dai segue,
_ k — senh(y)cosa

h
cosh(y) —1

o que implica

k — senh(y) cos o(so) N cosh(y) cos o (sg)

7'(50) = cosh(y) — 1 senh(y)

Novamente pelo fato de sq ser ponto de minimo de y(s) teremos y”(sg) =

cos(0(so))o’(so) > 0. Anélogo ao caso anterior segue

k — senh(y) coso(sg)  cosh(y) coso(sg)
cos(a(sp)) ( cosh(y) — 1 + senh(y) > > 0.

Como (cosh(y) — 1) > 0 e senh(y) > 0 temos que a equagdo anterior

pode ser escrita da seguinte forma

k senh(y) cos o(s¢)— senh?(y) cos? (s¢)+cosh?(y) cos® o (sg) —cosh(y) cos® o(s¢) > 0,

33



e portanto
k senh(y) cos o(sg) + cos® o(sg) — cosh(y) cos® o(sg) > 0,

k senh(y) cos a(sg) + (1 — cosh(y)) cos® o(sg) > 0.

Se k < 0 e cos(sg) =1 a equagdo anterior se reduz a
ksenh(y) + (1 — cosh(y)) > 0.

Mas, como k < 0 temos 0 > ksenh(y) + (1 —cosh(y)) > 0, o que é uma
contradigao. Assim, para k < 0 teremos cos(sg) = —1, ou seja, a curva

v terd uma auto-intersecao e teremos solucoes do tipo E.

Analogamente, se k > 0 e cos(sg) = —1 temos
—ksenh(y) + (1 — cosh(y)) > 0.

Como k > 0 temos 0 > —ksenh(y) + (1 — cosh(y)) > 0, o que é uma
contradigao. Portanto, para k > 0 teremos cos(sg) = 1, ou seja, a curva

~ nao terd uma auto-intersercao e teremos solugoes do tipo F.
Para ¢ = 1 teremos as seguintes equacoes:

cos(y(sp)) cos o (sp)
sen(y(so))

o'(so) = h +

J(s9) = cosa(so)sen(y(sg)) + h/oy(so) sen(t)dt = k.

Dai segue,

B k — sen(y) coso

9

1 — cos(y)

o que implica

k — sen(y)coso(s)  cos(y)coso(sg)
cos(y) — 1 sen(y)

o'(s0) =
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Novamente pelo fato de sq ser ponto de minimo de y(s) teremos " (sg) =

cos(a(sg))o’(so) > 0. Analogo ao caso anterior segue

k — sen(y)coso(s)  cos(y)cosa(sg)
costoton) (“ e+ s ) >0

Como (1—cos(y)) > 0e sen(y) > 0 temos que a equagao anterior pode

ser escrita da seguinte forma
ksen(y) cos o — sen’(y) cos® o — cos?(y) cos® o + cos(y) cos® o > 0,
e portanto
ksen(y) coso — cos® o + cos(y) cos* o > 0,

ksen(y) cosa + (cos(y) — 1) cos* o > 0.

Se k < 0 e cos(sg) = 1 a equacdo anterior se reduz a

ksen(y) + (cos(y) — 1) > 0.

Mas, como k < 0 temos 0 > ksen(y) + (cos(y) — 1) > 0, o que é uma
contradigao. Assim, para k < 0 teremos cos(sg) = —1, ou seja, a curva

~ terd uma auto-intersecao e teremos solucoes do tipo E.
Analogamente, se k > 0 e cos(sg) = —1 temos
—ksen(y) + (cos(y) — 1) > 0.

Como k > 0 temos 0 > —ksen(y) + (cos(y) — 1) > 0, o que é uma
contradigao. Portanto, para k > 0 teremos cos(sp) = 1, ou seja, a

curva 7 nao terd uma auto-intersercao e teremos solugoes do tipo F.
O

Observacao 2.0.1. Os resultados acima permanecem vdlidos para espacos

da forma S'(r) x Q", n € N. Para mais informagoes consultar [P].

35



Capitulo 3

Estabilidade das Hipersuperficies

de curvatura média constante

A simetria das solugoes por agao do grupo O(n — 1) nao é suficiente para
classificarmos os dominios isoperimétricos. Com efeito, vimos que hipersu-
perficies ¥ cuja curva geratriz sao noddides que sao invariantes por O(n —1),
satisfazem o sistema (2.7) mas claramente nao sao solu¢ao do problema iso-
perimétrico. Para refinarmos de maneira mais adequada essa classificacao,
estudaremos o que chamamos de estabilidade da regiao. Para isso relembre-
mos a defini¢coes 1.0.4, 1.0.5 e o corolario 1.0.2 onde defininos o conceito de
subvariedade estavel e onde vimos que se uma hipersuperficie é solucao do
problema isoperimétrico, entao ela é estavel. Para mais detalhes ver [BACE|.

Utilizando a férmula (1.4) obtemos o seguinte resultado:

Proposicao 3.0.6. Uma variedade X é estdvel se e somente se vale a se-

gquinte desigualdade:
I(u) = /{|Vu|2 — (Ric(N) + |B)*)u*}d% > 0
b
para toda funcao u lipschitziana de média zero em X, onde N € o wvetor
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normal a ¥ e |B| € a norma da sequnda forma fundamental de X.

A forma I(u) ¢ uma forma bilinear chamada forma do indice, associada
ao operador de Jacobi A + Ric(N) + |B|%. Se ¥ é a hipersuperficie gerada
pela curva v, podemos calcular os termos de (u) da seguinte forma:

|B|? ¢ 0 quadrado da norma da segunda forma fundamental, ou seja, é o
quadrado da soma das curvaturas principais. Usando as curvaturas principais

temos que |B|* = (0/)? + f.2(y) cos?o. Além disso,
Ric(N) = Ric( senoN®') + Ric(cos cN®) = 0 + ccos %o = ccos 0.
Usando o volume dado pela equagao (2.5) temos
d¥ = g.(y)dS(y)ds. (3.1)

Dessas equagoes resulta diretamente que Ric(N)+|B|* = (¢/)?+(f2(y) +
c)cos?o = (0')*+g.2(y) cos%o. Usando as informagdes acima obtemos que a
forma da segunda variacdo para fungoes u(s) definidas sobre a curva geratriz

v e extendida por simetria a Y é dada por

I{u) = w /080{(1/)2 —[(0") + (n = 1)g.*(y) cos *alu’ g (y(s) ) ds.

Somando e subtraindo u”u na integral obtemos:

/050 (W)ge(y)ds = /080[(1/)2 +u"u]g.(y)ds — /050 u"ug.(y)ds =

/ ' go(y)ds — / Wugo(y)ds.
0 0

Integrando por partes a primeira parcela temos que

/030 [W'u] gt (y)ds = u'(s)u(s)ge(y(s)) 5" — /080 g.(y)y'uu'ds =

S0 S50
- / 9:(¥)9. (y)g.(y) senoun'ds = — / 9e(y) fe(y) senounds.
0 0
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Sendo assim, obtemos que

I(u) = —wl/oso ulLug.(y(s))ds = /2 —uLud¥,

onde

Lu = u" + [f.(y) senc]u’ + [(¢/)? + g2 cos *o]u, (3.2)

isto é, Lu é o operador de Jacobi aplicado na funcao u. Uma solucao da
equacao Lu = 0 serd chamada de campo de Jacobi.
Usando a forma do indice, vamos demonstrar uma importante proprie-

dade dos dominios isoperimétricos em S'(r) x Q2.

Lema 3.0.8. Um dominio isoperimétrico Q C S'(r) x Q? é conexo. A fron-

teira OS) também € conexa, ou € a unido de duas curvas totalmente geodésicas

da forma {p} x §* C S*(r) x S%

Demonstra¢ao. Em cada componente conexa de 02 o operador segunda va-
riagao ¢ dado por A + ¢, onde A é o Laplaciano e ¢ = Ric(N) + |B|* =
(") + g.%(y) cos (o) > 0. Se I & conexo, entao ) é conexo. Suponhamos
por absurdo que 02 é desconexo. Nesse caso podemos achar uma funcgao
localmente constante de média zero em 0f). A forma do indice aplicada a

essa funcao nos da:

0<I(u)= /ZMHVUIQ — qu*}d(0Q) = /asz —qu?d(092) <0,

Afirmacao: ¢ = 0.
Com efeito, seja v uma fun¢ao de média zero 02 e ¢; = u|0§2; e 0L; é a
i-ésima componente conexa de 0€2, para i = 1,2,...,n. Como u tem média

zero em OS2, temos que em
n

Yo avi=0,

=1
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onde V; = vol(09);). Tomemos u como sendo uma varia¢do onde ¢; # 0 para

todo 7 = 1,2, ...n. Temos entao que

O:/ —qu2d(09) = / —qc;2d(09);).

. (092) Zl o (0%

:Z/ e 2d(09) Zcz/ —gd(6%)
— Joo,

e portanto / qd(08;) = 0 para todo i = 1,2,...,n, logo ¢ = 0. Sendo
assim, temos dc%is o = 0e 0f) é a uniao de varias curvas totalmente geodésicas
{p}xQ?, que é compacto apenas se Q> = S?.

Assim, © ¢ a unido de fatias da forma [a, b] x S?. Mas uma fatia da forma
[c,d] x S* cujo volume seja o mesmo de € seria uma solugao para o problema

isoperimétrico melhor do que €2, o que é um absurdo, logo 0f2 é conexo. [

Agora, vamos analizar o caso das solugoes cujas fronteiras sao tipo on-
duldide onde y = yo, ou seja, a solucao ¢ um tubo. Primeiramente vamos

enunciar um importante resultado sobre estabilidade:

Proposicao 3.0.7. Seja ¢ : M — M wma imersao, e Muma hipersuperfifice
fronteira de uma variedade em N com curvatura média constante e tal que
Ric+|B|? = q = cte. Entdo, M € estdvel se, e somenle se, ¢ = \, 0 primeiro

autovalor do Laplaciano de M.
Demonstracao. Ver |BACE| pagina 128. O
Nesse caso vale o seguinte lema.

Lema 3.0.9. A fronteira do tubo S'(r) x B(y) C Q?, onde B(y) ¢ uma
bola geodésica de raio y em QF, ¢ uma hipersuperficie de curvatura média

constante estdvel se e somente se

gC(?J) >
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Demonstragcao. O operador de Jacobi do tubo é da forma A + ¢, onde ¢ =
Ric(N) + |B]* = (¢/)* + g.2(y) cos*(c). Observe que, como a solugio é do
tipo onduloide com y constante ¢ o = 0 temos que q¢ = g, *(y) ¢ constante e,
portanto, o operador de Jacobi é a soma do Laplaciano com uma constante.

Segundo [BeGM] péagina 145, os autovalores do Laplaciano do produto de
duas variedades sao as somas dos autovalores de cada uma das variedades.
Dessa forma, os autovalores do Laplaciano para o produto S*(r) x S!(g.(v)),
fronteira de S*(r) x B(y) sao {0,772, g 2(y), " 2+g,%(y)}. Assim, o primeiro

autovalor diferente de zero é o minimo entre

{r=, 9.2 ()}

Pelo critério de estabilidade anterior, esse valor minimo tem que ser atingido

em ¢ = g:*(y), ou seja

]

Consideremos agora uma solucdo z, y e o do sistema (2.7) do tipo ondu-
l6ide cuja coordenada y nao seja constante. Seja X a hipersuperficie gerada
por essa solucao. Seja s € R o ponto aonde y atinge um maéaximo local.
Como a curva é periddica e simétrica com relacao aos pontos extremos, sa-
bemos que existe um s; > sg tal que s; é um minimo de ¥, ou seja, v alterna
méximos e minimos de y igualmente espacados pois, pelo lema 2.0.7 a so-
lucao é periodica em y. Portanto, se consideramos a distancia entre dois
méximos (ou minimos) sucessivos como sendo 27r, escolhendo pedagos de ~y
com comprimento 2mnr, n € N, na direcao x, obteremos uma hipersuperficie

fechada mergulhada em S!(nr) x Q2.
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Chamaremos de periodo de um ondulédide a distancia entre dois maximos
(ou minimos) sucessivos. Sendo assim, fixada a curvatura média da hipersu-
perficie, o periodo dependera apenas de y,s, valor maximo de y, e portanto
o denotaremos como P(yuy).

A solu¢ao do sistema (2.7) com condi¢oes iniciais (z,y, o) = (z(s;),y(si),0),
i = 0,1 serd denotada por z;(s,v), vi(s,y), 0i(s,y). Fixado um ponto s,
onde a coordenada y(sp) assume seu valor maximo, para yy; proximo a y(sg)
a solugdo com condigbes iniciais (x(so), yar,0) €, por continuidade, do tipo
onduldide. Analogamente para (z(s1), Ym,0), com y,, proximo a y(s).

Quando consideramos solu¢des com condicoes iniciais (x(sg), yar, 0), € yu
proximo a y(sg), obtemos uma familia de curvas que geram hipersuperficies
de mesma curvatura média h. O campo variacional dessa familia é igual a

ox oy
Uy = —Seno—— + Cos o ——

Oym oyn’
e satisfaz Luy; = 0 ou seja, pode ser estendido por simetria a um campo de

Jacobi em ..
Analogamente, o campo variacional associado a solugoes com condicao
inicial (z(s1), Ym,0) é dado por

ox dy
Uy, = — SENO—— + COS O ——

M, o]y

e satisfaz Lu,, = 0. Observe que uy(So) = um(s1) = 1.

Vamos mostrar que o dominio nodal de u;; em torno de sq e o de u,, em
torno de s; ndao podem se sobrepor. Dessa forma, o primeiro zero de uy; no
intervalo (sg, $1) seré estritamente menor do que o primeiro zero de u,, no

mesmo intervalo. Antes disso provaremos o seguinte resultado:

Proposicao 3.0.8. Para todot € (sg, s1), a derivada do periodo com respeito

a yur, mdzimo de y em uma solugio (x,y,0) do tipo onduldide é dado por

dP -2 Ay
- t) — — m t )
dyr seno(t) {UM( ) dyMu ( )}
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onde Ym = Ym(Ynr) € 0 valor minimo de y ao longo da solug¢ao cujo mdzximo
é Yn -

Demonstracao. Fixemos t € (sg, s1). Como nao existem pontos criticos de y
nesse intervalo temos que y'(t) = seno(t) # 0 e portanto, pelo teorema da
funcao implicita, existem funcoes sn/(yar), Sm(Ym), com yp proximo a y(sg)

e Y, proximo de y(sq), tal que

Yo(sn(yar), ymr) = y(t), Y1(8m(Ym), Ym) = y(t),

e sm(y(so)) =t, sm(y(s1)) =t. As derivadas dessas fun¢oes nos pontos y(sg)

e y(s1), respectivamente sdo dadas por

dspy _ -1 0y (0, dsm, _ -1 0oy (0).

dyy  seno(t) Oy dy,,  seno(t) Oy,

O perfodo da curva com condigoes iniciais (x(sg), yar, 0) no ponto sq, para

yar proximo de y(sg) é dado por

5 Py(0)) = 5P (ar) + 21 (s (9a0) i () — (s ) ).

Derivando a equagao acima obtemos:

dP(y(so))  dP(yan) Lo { 01 08 Y, N 01 OYym  Omg Osy Oz }
dyn Ynm OSm OYm Oyns — OYym Oynr Osy Oym Oynr J -

dP(y(so)) _ dP(yn)
dynr Ym

0L coso -1 Oy OYm N Ox1 Oy, coso -1 dy Oz
seno ) OYm Oypr OYm OYynr senc ) Oyyr Oym )’

dP(y(s0)) _ dP(yM)+
dym Ym

2 % — COS 0ﬁ + semaﬁ + cosaﬁ — senaa—x
seno | Oy Mo, Y oYm Oymr ’
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x5 05,08 - 32,040))

xols (40 - Ji)

- }{134.)?_ _

-~ Ri9)/2) —=

Figura 3.1: O periodo da curva com condigoes iniciais (x(so); yar; 0) no ponto

S0-

dP(y(so0))  dP(ym) 9 } B ay_mu
dyvy  Yum * seng{ wm(?) m(t)},

finalmente,

dPlyw) _ =2 {uM(t) Wm, (t)}.

Ym seng C Oy "

]

Proposicao 3.0.9. Uma solucao do tipo onduldide cuja derivada do periodo
com respeito ao mdximo da coordenada y é negativo gera uma hipersuperficie

de curvatura média constante instdvel.

Demonstracao. Sejam sg e $; como na proposicao anterior, s, U, 0S CAMpPOs
de Jacobi determinados anteriormente e y,, = y(s1). Seja ty 0 menor zero de

uys maior do que sg e t; o maior zero de u,, menor do que s; . Como

0
uar(s0) = 050 (50) 5 (yne) = 1 (s0) = coso(s1) 2 () = 1
e
T ox
up(s1) = —sena(sl)ayM (ymr) < 0,up(s9) = — sena(so)w(ym) <0,
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temos que to, t1 € (Sg, $1).
Suponhamos por contradicao que t, > ;. Entdo existe ¢t € (sg,s1) tal

dP
que uys(t), uy,(t) > 0. Pela formula da proposigao 3.0.7 temos que T >0

m

dym . gc(@/]\f)o-/(sM)

dy]\/l B gc(ym)ol(sm)
Temos entao que ty < t;. Isso implica que a regiao nodal de wu,; em

pois < 0, o que contradiz a proposicao.

torno de sp e a regiao nodal de u,, em torno de s; nao podem se sobrepor.
Entao, obtemos duas regides de 3, separadas em vizinhancas disjuntas cujos
primeiros autovalores do operador de Jacobi é igual a 0. Aumentando um
pouco as vizinhancas obtemos duas regides disjuntas em > cujos primeiros

autovalores do operador de Jacobi sao negativos, e portanto X é instavel. [

Agora vamos analisar as solucoes dos tipos D e E dadas pelo lema 2.0.7.

Comecemos com o seguinte lema:

Lema 3.0.10. Seja v uma curva satisfazendo o sistema (2.7). Se u(s) =
coso(s) entao teremos que Lu = fu para alguma funcdo f definida sobre a

curva '

Demonstracao. Usando as equacoes do sistema e a definicao de Lu temos:

u = —o’seno,

u" = —(0")senc — (0')? cos 0.

Do valor de ¢’ obtido no sistema (2.7) segue
u" = —(0")?coso — (h+ f.(y) coso) seno

= —(0')*coso — fl(y) cos o seno + o' f.(y) sen’o.
De (2.2) obtemos

u” = —(0")?coso + (n —1)g.%(y)(y) cososena + (n — 1)’ f.(y) sen’o.
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Assim, como

fe(y) senou’ = —o' f(y) sen’o
e
9. (y) cos*ou = g;*(y) cos*o,
somando os resultados acima obtemos que Lu = g 2(y)u. O

Para prosseguir vamos usar a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.0.10. Dada uma variedade M e um campo variacional u de-
finido sobre M diremos que x € M € um ponto nodal se u(x) = 0. Um
dominio nodal da funcao u € uma componente conexa em M, do conjunto de

pontos nodais.

Segue entao a seguinte proposicao sobre a estabilidade da solugao de (2.7)

do tipo D.

Proposicao 3.0.10. No caso esférico, curvas fechadas, mergulhadas e dife-

omorfas a S' xS' (D) geram fronteiras de dominios isoperimétricos instdveis

em St(r) x S2.

Demonstragao. Nesse tipo de curvas a func¢do u(s) = coso(s) tem dois do-
minios nodais. A restricao de u a cada um deles, estendida com valor nulo
na curva e por simetria em Y, nos da duas funcoes lipschitz u; e us com

suportes disjuntos. Pelo Lema 3.0.9 temos que

I(u;) = —/UiLUidE = — / fude <0, =12
5 o

Entao, para qualquer combinagao linear v de u; e uy com média zero teremos

que I(v) < 0, e portanto, a hipersuperficie é instavel. O
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Para descartar as solucoes do tipo E o argumento é andlogo ao anterior,
levando em conta que noddides produzem hipersuperficies compactas imersas
em S'(r) x Q? e utilizando valores adequados para r > 0 (Basta considerar
um trecho da curva entre dois maximos (ou minimos) na coordenada y) temos

o proximo resultado.

Proposicao 3.0.11. Hipersuperficies geradas por solugées do tipo E (noddi-

des) em S'(r) x Q" sao instdveis.

Demonstracao. Segue dos mesmo argumentos da proposi¢ao anterior, usando

a mesma funcao da proposicao 3.0.10. [
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Capitulo 4

Fronteiras de Dominios

Isoperimétricos

Como vimos anteriormente, nem todas as solugdes do sistema (2.7) sdo so-
lugoes para o problema isoperimétrico. Recordemos primeiramente que como
solugao do problema isoperimétrico estamos buscando variedades compactas
e mergulhadas. Além disso, como visto na secdo anterior, uma solucao do
problema isoperimétrico é também uma hipersuperficie estavel.

Nessas condicoes, podemos descartar por exemplo as solucoes dos tipos
A e C (Catenérias e semi-retas verticais) pois geram subvariedades ndo com-
pactas. Além disso, pela proposicao 3.0.9 da secao anterior, solucoes do tipo
F (onduldides) com y nao constante, e cuja derivada do periodo com respeito
ao valor maximo da coordenada y é negativa geram hipersuperficies insta-
veis. Podemos descartar também as solucoes dos tipos D e E por conta dos
argumentos sobre estabilidade ja apresentados.

Usando as restricoes apresentadas nas secoes anteriores com relacao as

solugbes do sistema (2.7) provamos o seguinte resultado:

Proposicao 4.0.12. Os dominios isoperimétricos em S'(r) x Q? sao conexos
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e podem ser dos sequintes tipos:

(i) Regices cujas fronteiras sao geradas por onduldides com um determi-
nado periodo, que sio difeomorfas a S*'(r)x B2, onde B? ¢ a bola de dimensao
2 em Q2. Incluimos nesse caso os tubos em torno de geodésicas fechadas, ge-
rados por curvas do tipo onduldide com y constante.

(ii) Regides com fronteiras geradas por curvas do tipo B do lema 2.0.7.

(iii) No caso esférico, regioes do tipo [a,b] x S?, limitadas por duas curvas

totalmente geodésicas do tipo C.

Segue direto da proposicao anterior o seguinte corolario a respeito das

fronteiras de dominios isoperimétricos em S' x Q2.

Coroléario 4.0.4. Um dominio isoperimétrico em S' x Q? tem fronteira su-

ave.
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Capitulo 5

Dominios isoperimétricos: Caso

Euclidiano em dimensao dois

Nesse capitulo estudaremos os dominios isoperimétricos em variedades do
tipo S'(r) x R2%. Veremos que as solucoes do tipo onduldide nao sao solu-
¢oes do problema isoperimétrico e, ao final da secao, calcularemos o Perfil

Isoperimétrico em S!(r) x R?. Comegaremos com a seguinte definigao:

Defini¢ao 5.0.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa, de
dimensao n e classe C. O Perfil Isoperimétrico de (M,q) é uma fun¢ao

A [0,v0l, (M, g)] — R definida por
A(V) = inf{vol,—1(0) : Q@ C M, vol,(Q) =V},
onde ) € um dominio reqular compacto.

Proposicao 5.0.13. Considere onduldides préoximos a um tubo em torno de
uma geodésica fechada, todos com a mesma curvatura média. A derivada
do periodo com respeito ao valor mdrimo da coordenada y € estritamente

negativa.
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Demonstracao. A menos de uma mudanca de escala podemos supor h = —1.

Se tomarmos x como variavel independente no sistema (2.7) obtemos:

oy 3y§_ Gy@_l

Or  0sO0r 0s0s
do  dods Oodx* ( cos a) . 1 1
= = = -1+ cos o

dr ~ 9sdx s 0s y B

= senocoso ! = tgo;

cosoc Yy

Considere a solucao y(z, A), o(x, A) do sistema de equagdes anterior com

condigbes iniciais y(0, A) = A, 0(0, A) = 0. Para (y,0) = (1,0) temos que:
y(@, A) = 1+ (A= Dy(@) + (A = 1)%p2(z) + (A = 1)°ys(2) + O((A - 1)1),
o(w,A) = (A= Doi(z) + (A = 2)%03(2) + (A = 1)’03(2) + O((A — 1)%),

e y1(0) =1, y2(0) = y3(0) = 01(0) = 02(0) = 03(0) = 0.
Considere também o desenvolvimento de tgo em série de Maclaurin:
3

tgo = o + % + O(o*)

= (A—1Doy(z) + (A—2)%0y(x) + (A —1)*03(z) + %(A ~ 1P+ 0((A-1)%),

o desenvolvimento de — em série de Maclaurin:

cos o
1 o?
— =—-1-—+0(*
cos o 2 +0(0)
i 2 3 4
=-1-— 7(14 —1)* —0102(A = 1)+ O((A— 1)),
1
e o desenvolvimento de — em séreie de Taylor em torno de y = 1:
Y
1 2 3 4
;z—er(y—l) —(=1"+0(y-1))

= —y1(A=1) =y (A=1)"—y3 (A= 1)+ (A=1)"+2y1y2(A-1)° —yi (A= 1)*+O((A-1)").
Usando as equacoes do sistema anterior e as séries acima obtemos:
y'(,A) = (A= 1Dy + (A= 1)y + (A= 1)y; + O((A - 1))
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=(A—1o +(A—=1)%0y+(A—1)° (03 + %?) +O((A-1)%Y),

e, portanto, y| = 0y, yh = 09, € Y4 = 03 + 0 /3. Além disso

o'(r,A) = (A—1)d} + (A =120y, + (A—1)%05 + O((A — 1))
A A I

(A—1)%(—ys — 0102 + 2p1y0 — ) + O((A — 1)%),

/o !/ 2 2 I 3
e oy =—Y, 0h=—Yo+y; —01/2 e 0, =—ys — 0102+ 2y19Y2 — ;.
Com as informagoes acima podemos montar os seguintes sistemas de equa-

coes diferenciais:

Y| = o1, y1(0) = 1,01(0) =0,
o1 =~
Yo = 09, 92(0) = 0-2(0) = 07

/ 2 012
02 = Y2 T Y —

=yt O (0) = 03(0) = 0

= 0 E— = O =
Ys 3 3 Ys 3 (5.1)

/

oh = —y3 — 0109 + 2y1y2 — Y

Dadas as condicoes iniciais, o primeiro sistema tem a solucao y;(z) =

cos(z), e o1(x) = —sen(x). Usando os valores encontrados para y; e o1 no

segundo sistema obtemos:

Ys = 02, y2(0) = 02(0) =0,
, N 1 N cos 2(x)
T2 = 7275 5
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cuja solucao é dada por:

Yo () = 1_#5(2%)
o (2) = w

Substituindo os valores acima em (5.1) se transforma em:

sen®(x)

yé =03 — 3 ) y3(0) = 03(0) = 07
o = —ys+ sen(2x)sen(z)  cos(x)(1 ; cos(2x)) cos(x)
que toma a forma final
sen®(z
=0y~ 2, 1(0) = 5(0) = 0
o = —ys coséBa:) 0052(33) ~ cos¥(a)

Derivando a primeira equacao do sistema obtemos a equacao de segunda

ordem

cos(3z)  cos(x)

" _ B
Ys (.T) + Ys = 9 9 )

cujas condigdes iniciais sdo y3(0) = 0 e y5(0) = 0. Nessas condicoes, a solucao
da equacao nao homogénea acima sera dada pela soma da solucao da equacao

homogénea correspondente com solugoes particulares das equacgoes

cos(3z)
(@) + ) = 2D
e
cos(z
(@) + ys(a) =~
cujas solucoes sao, respectivamente
cos(3x
y3(x) = 1(6 >7
e
xsen(x
ys(z) = — 4< )



Portanto a solucao da equacao seréa:

ys(x) = Cos(x)_x sen(z) _COS(3x).

4 16
3 3
Logo, y4 = —sen(x) — ser;(x) - $CO48<:E) Seilé x)7 e assim, y4(m) = %

Nosso objetivo é encontrar uma fungao x(A) tal que o(z(A), A)=0 para A
proximo de 1. Essa funcao nos da metade do periodo da solucao do tipo on-
duléide cujo valor méaximo da coordenada y é igual a A. Seja f definida pela
igualdade o(z, A) = (A—1)f(x, A). Entao, usando a expansio anteriormente

vista para o, temos que
f(z, A) = o1(x) + (A — 1)oz(x) + (A — 1)%03(z) + O((A — 1)%).

Observe que, para A # 1 temos o(x, A) = 0 se, e somente se, f(z, A) = 0.
0
Como a—f(w, 1) = o(m) =1 # 0, o teorema da funcdo implicita implica
x
que existe z(A) para A proximo de 1 tal que (1) = 7 e f(z(A),A) = 0.

Diferenciando a igualdade f(z(A), A) = 0 obtemos, paraz =7 e A =1,

dx _ Ja _ 02 .
M(A)——E(Wal)— 0_1(77-)_07

pois o’'(m) =1 e oo(m) = 0.
Derivando (5.2) obtemos

dx d*x dx
Jfoz (dA) +fdi2+2sz + faa =

x
Como — = 0 para z = 7 vale que
dA p q
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De (2.7) obtemos o3(m) = y4(m) — 01*(7)/3 = y4(m) = % Fazendo a

expansao em série de Taylor da fun¢ao z(A) em torno de A =1,

z(A) =x(1) + 3—;(/4 —1)+ %(A —1)2+0((A-1)%.

Substituindo os valores obtidos temos:
2(A) =7 — g(A 124 0((A—1)%).

Como o segundo termo da soma acima é negativo, temos que o periodo é

estritamente decrescente. O
Podemos provar o seguinte resultado:

Proposicao 5.0.14. A derivada do periodo de uma solucdao do tipo onduldide
com respeito ao valor mdximo da coordenada y € negativa. Sendo assim, a

hipersuperficie gerada por onduldides é instdvel em S'(r) x R

Demonstracao. A menos de uma mudanca de escala podemos supor h = —1.
Para uma solucao do tipo onduldide o valor maximo y,, da coordenada y
pertence ao intervalo (1,2). A solucao constante y = 1, para a qual J = 1/2,
corresponde a um tubo em torno de uma geodésica fechada. O valor y,, = 2
corresponde a uma esfera com J = 0. Observe que (1 — 2J) > 0 pois
J €(0,1/2) e que
Jo = cosoy — /y tdt,
0

e portanto
dJy (s)
— =coso(s) —
dy y?
e
dJ;
0 1 ym < 0.
dym
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Como ar dr> dJ e dJ < 0, s6 precisamos mostra e dr >
mo-— = ———¢ — ) recisamos mostrar que —
Ay AT dyp,  dym P Ry
0. Uma vez demonstrado esse fato, a instabilidade segue diretamente da
proposicao 3.0.9.
Se o onduldide é tal que pode ser escrito como grafico de uma funcao
f(x) =yexyex,sao tais que f(zy) = ynm e f(Tm) = Ym, entdo, o periodo

do onduldide se da por:

T fzar) d ym g
2/ dmzZ/ —xdy:2/ —mdy,
Tom f(xzm) dy Ym dy

onde dr cos o (s)
dy 1 — cos?0(s)

, segundo (2.9).

2
Como Jy(s) = coso(s)y — % temos,

—cos2o0(s) = _ (J +y°/2)? _ (y* — (J+y2/2)2)%
V1= cos0(s) \/1 Y |

)
dx J+y?/2

Logo, — = , € portanto,
dy (2= (J+12/2)%)z

Ym 2 2
P = 2/ T+y/ —dy
v (Y2 = (J +92/2)%)>

Considere a superficie Riemanniana >.; definida pela equacao algébrica

W=yt = (T =2 = (y = (S + /)y + (T +47/2)),

cujas raizes sao 1 + /1 —2J e —14++/1 —2J. O periodo do onduléide pode

ser calculado através da integral

2
Y=\ dy
[(+5)2

onde « é 0 bordo em Y ; de uma curva em C que contém o segmento [y, Yas)

mas nao contém as raizes de w.
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Observe que
dP d (J d (> , =2J =y
W—Aw(;>+w(@)d96w——zw ’

T\ Aw? +4J% + 292 y? /_2y2j+y4
w) 4¢3 “\ow) ~ '

Usando as derivadas acima obtemos:

dP y? / Yy / Yy
— = | Zdy = dy + dy.
dJ /awé‘ Y= o+ T+ T 2wy — T+ )Y

Essa integral nao pode ser calculada como uma integral real pois a 1-

¢ assim

forma y?dy/w? tem polos em ¥; nos pontos y,,yy. Consideremos a fungao

meromorfa

Bly) = —— {y -

g U L

A fungao we¢ é polinomial em y, pois o fator entre chaves se anula em

y = 1. Um célculo direto mostra que

Y(y, J)dy
(1 —=2J)w(y + (J + (¥2/2)))

y*dy
wS

+dp=

onde
Uy, J) = (y+ (J +y°/2) = 2J(y + 1).

Como o denominador da fragao obtida nao se anula em uma vizinhanca
do segmento [y, yu] a integral de y?/w?® + d¢ pode ser reduzida ao eixo real.
Além disso o denominador é positivo, pois (1 —2J) > 0 e w > 0. Por outro
lado temos que, para qualquer polinémio p(y),

v -y _ v = +y°/2) (/- y*/2)
() =) g PRy VR

Entao, concluimos que

y? —(J + 92/2)) _ q(y, J)dy
(1—-2J)w (1—=20)w(y+ (J +y?/2))’

2

d
o+ do+d (p(y)
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onde ¢(y, J) é dado por

q(y, J) = (y+ (J+9%/2)) = 2J(y + 1) + p'(y)w” + p(y)(J — y*/2).

Queremos mostrar que g ¢ positiva dentro da regiao €2 no plano yJ de-
finido pelas igualdades 0 < J < y? —¢y*/2, ¢ 0 < y < 1/2. Escolhendo um
polinémio p(y) com p'(y) > 0 nos obtemos que a fungao ¢(y, J) é concava em
J para y fixo. Entao, é suficiente ver que ela nao é negativa na fronteira de
Q para concluir que ¢ > 0 em 2. Restringindo ¢ a curva J =y — 3%/2 e ao
eixo J = 0 respectivamente, obtemos polinomios f(y) e g(y) dados por

3

fy)=w—-Lyly—ply) e gly) =y {1 +p'(y) (y - %) + %(1 —p(y))} :

Tomando p(y) = 1 obtemos:

fy)=w—1% e gly) =v.

Temos entao f(y) > 0 paray € (0,2) — {1} e g(y) > 0 para y € (0,2).
[

Do resultado acima temos diretamente que onduldides suficientemente
proximos a esferas (J — 0) s@o instaveis, pois a derivada do periodo com
respeito ao valor maximo da coordenada y é sempre negativa.

Vamos calcular agora o perfil isoperimétrico:

Teorema 5.0.5. O perfil isoperimétrico A(V') do produto Riemanniano S*(r)x

R? ¢ dado por:

VIOV2w,y se V < Vj
VAV Trw, se V- >V,

(4mwyr)?

42
3*w;

onde Vo =
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As solugoes do problema isoperimétrico para V< Vy sao as bolas geodé-
sicas. As solugoes para V> Vy sao os tubos ao redor de geodésicas fechadas

do tipo S'(r) x {p}.

Demonstracao. Segue dos resultados anteriores que os tinicos candidatos a ser
fronteira de um dominio isoperimétrico sao as bolas geodésicas e vizinhangas
tubulares de geodésicas fechadas S'(r) x p. As bolas geodésicas s6 existem
acima de um certo valor determinado pela injetividade do raio da variedade
S'(r) x R2.

O 3-volume da bola B3(s) de raio s é dado por V = s3wy/3, e 0 2-volume
de sua fronteira 9B3(s) é dado por A = s%w,. Temos entdo que s = /3V/ws.
Substituindo esse resultado na segunda igualdade temos que A = /9V2ws.

Da mesma forma, a vizinhanca tubular de uma geodésica fechada ¢ dada
por S'(r) x B%(t), para algum ¢ > 0. Seu volume & dado por V = 2mrtw, /2
e o volume de sua fronteira é dado por A = 2nrtw;. Nesse caso temos
t = \/W Substituindo esse resultado na segunda igualdade obtemos
A= \AV7rw,.

O valor V) vem da situacao onde as duas possibilidades de solucao sao

iguais. Com efeito,

3/9%%)2 = \/4V07r7w1,

3Wodws = BV3n3rdwd,
(47wyr)3

12
3*ws

‘/():
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Capitulo 6

Dominios isoperimétricos: Casos
Esférico e Hiperbolico de duas

dimensoes

Comecaremos descartando as solucoes do tipo onduldide por causa da

instabilidade. Vamos usar o argumento da funcao teste.

Proposicao 6.0.15. Solucoes do tipo onduldide geram superficies instdveis

nos casos esférico e hiperbdlico de duas dimensaées.

Demonstracao. Consideremos a funcao parametrizada por comprimento de
arco u = ¢.(y)o’. Calculando Lu usando (3.2) temos obtemos Lu = fu, onde
f = () + g-%sen’c) > 0. Sendo assim, —uLu = —fu? < 0. Como em
uma onduloide ¢’ muda de sinal nos obtemos a instabilidade considerando

as partes positivas e negativas de u. O

O proximo teorema resume as possibilidades para os dominios isoperimé-

tricos no caso hiperboélico.

Teorema 6.0.6. Os dominios isoperimélricos para o produto S*(r) x H? sao:
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(1) Bolas;
(2) Vizinhangas tubulares de geodésicas fechadas do tipo S'(r) x {p}.
As solugoes do tipo (1) correspondem a problemas de pequenos volumes,

e as solugoes do tipo (2) correspondem a problemas de grandes volumes.

Demonstracao. Pela proposicao anterior essas sao as tinicas possibilidades
para solugio do problema isoperimétrico em S*(r) x H?. Pelo lema 3.0.8, para
pequenos volumes as solucoes sao as bolas, pois, as fronteiras das vizinhancas
tubulares ndo sdo estaveis. Como as bolas s6 existem em S!'(r) x H? acima
de um certo valor dado pelo raio de injetividade da variedade S'(r) x H?,

implicando portanto, que os tubos sao as solugoes para grandes volumes. [
Para o caso esférico temos o seguinte resultado:

Teorema 6.0.7. Os dominios isoperimétricos no produto riemanniano S'(r)x
S? sao:

(1)Bolas ou complementos de bolas;

(2) Vizinhancas tubulares de geodésicas fechadas S'(r) x {p}, que sio
difeomorfas a S* x S';

(3) Segoes limitadas por duas curvas totalmente geodésicas do tipo {p}xS*
que sao difeomorfas a [a,b] x S%.

As bolas sao solucoes para pequenos volumes. Se r > 1 o0s tubos nao sao

solucoes e, se r € tal que

w
r< — (6.1)
W1
ou equivalentemente,
2mrw; < 2wy, (6.2)

entao as segoes nao sao solugoes.
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Observacao 6.0.2. Para valores de r fora da faiza descrita acima os trés

tipos de dominio podem ocorrer.

Demonstracao. As trés possibilidades descritas acima sao as que foram sele-
cionadas pelas discussoes dos capitulos anteriores e pela primeira proposicao
desse capitulo. Para pequenos volumes as bolas sao solucoes, pois, pelo lema
3.0.8 pequenos tubos sao instaveis, e as secoes limitadas tem fronteiras de
volume constante. Se o volume do dominio for perto do volume da variedade
entao as solucoes sao os complementos de bolas.

Segundo o lema 3.0.8 a fronteira de um tubo ¢ uma hipersuperficie CMC
estavel se e somente se g.(y) > r, ou seja, se sen(y) > r. Portanto, r > 1 se
e somente se o tubo de altura y = 7/2 é instavel, o que ocorre se, e somente
se, todos os tubos sao instaveis.

A desigualdade (6.2) ocorre se e somente se o volume de um tubo qual-
quer é menor do que 2wy, que é o volume da fronteira de uma secao, ou
seja, nesse caso as secoes nao podem ser fronteiras da solugao do problema

isoperimétrico. ]

Vamos agora explicitar o perfil isoperimétrico para os casos esférico e
hiperbélico de dimensao dois. O perfil isoperimétrico sera denotado por A;,
1 =1,2,3, onde 7 denota o tipo de solucao dadas pelos teoremas 6.0.7 e 6.0.8.

Seja h > 0 e 7y, a curva geratriz de 9§, com (§,n) sendo o ponto cuja
coordenada y é maxima ao longo de 7y,. Nesse caso, h = h.(n), onde h, é

dado por (2.10) em I., ¢ = %1, onde I = (0, 7] e I_; = (0, 00).

Teorema 6.0.8. [HsH],[P] Seja n € I.. Temos entio que

(ue(n, y))?

o [ 9w (uc(n. y))*
i =2 / VTR o4
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onde h = h.(n) e —coso(y) = u.(n,y) = h/h(y) e Ai(h) e Vi(h) sio o
2-volume de 092, € o (3)-volume de Sy, respectivamente.

Para ¢ = —1 temos:

(h2 —1)3/2

1 2 —h? 1
Vi(h) = 87rh{ e T (2 =172 arctan—_l},

1 h? 1
Ay (h) —87?{h2_1 + arctan—},

eparac=1,

2 h? V1i+h24+1
Al(h) =47 + In i ki )
h24+1 0 (R24+1)32 211
2 + h? V1i+h?+1 2
Vi(h) = 47h il n R :
(R24+1)32 " R2+1—-1 1+4h?

Se Va(h) e Ax(h) sdo os volumes do tubo de altura y > 0 e sua fronteira,
respectivamente, temos

Az(y) = 2mrwige(y),

y
Vao(y) = 27Trw1/ ge(t)dt.
0

Para ¢ = —1 temos:

As(y) = 2mrwy senh(y),

Va(y) = 2mrwy(cosh(y) — 1).

e para c =1,

As(y) = 2mrwy sen(y),

Va(y) = 2mrwi(1 — cos(y)).
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No caso ¢ = 1 temos ainda, sequndo o Teorema 6.0.8, as secoes como
solucoes do problema isoperimétrico. Nesse caso o perfil isoperimétrico As é

constante e dado por 2ws.

Demonstracao. Seja X = 0€),. Nesse caso temos que o 2-volume de 02, é

[z
b

onde d¥ = ¢.(y)dS'(y)ds diretamente de (3.1). Portanto,

dado por:

Ai(h) = 2/080 9e(y)dS' (y)ds = 2w, /030 9ge(y)ds,

onde o fator 2 aparece pelo fato da solucao ser simétrica com relacao ao

ponto y(sg) onde a solugdo atinge o valor méximo na coordenada y. Como

d d d d

Y _ seno(s), temos que ds = —de - Y i , onde
ds dy seno /1 — (uc(n, y))?
ue(n,y) = h/he(y) = —coso. Sendo assim, a fungdo A;(h) toma a forma
final

_ 9y ! 9:(y)
) = ||y

O 3-volume de €2, é dado por:

Vi = Q/th = 2// w1 ge(y)dzdy,
Ry

onde Ry, = €Q;,/O(1). Usaremos agora o teorema de Green para passar a uma
integral na fronteira de €2,.

O teorema de green diz que para fungoes Fi(x,y) e Fy(z,y) de classe
C! em uma regido fechada e limitada D cuja fronteira 0D estd orientada

positivamente vale a seguinte igualdade:

j{ Fidz + Fody = // (ﬁ — @> dxdy.
oD p \ Oz Ay

Fazendo F} = —%gc(y) e Fy =0 temos, usando (2.11), que
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Y F E:
F = —/0 ge(t)dt, e portanto, —%—yl =g.(y) e % = 0.

Dessa forma temos que

COS O

Vi = 2@1/ Fidx = 2w1/ - gc(y)dl‘
8Rh 8Rh h

"u(n, y)ge(y) dx T ge(y)(ue(n,y))?
- M/o (TR M/O ha/T— (uc(n, y))?

dy,

onde a ultima igualdade decorre de (2.9).

Os valores de A; e V; para ¢ = 2,3 sao calculados diretamente do fato
das solugoes serem do tipo tubo (i = 2) e do tipo se¢des (i = 3). Vamos
entao aos calculos de A; e Vi: Sem perda de generalidade, simplificaremos a
notacao da seguinte forma: u.(n,y) = u e g.(y) = g.

Temos que (2.8) toma a seguinte forma:

7(s) —gu+h(y/g*+1-1)=0 se c=—1
c\S) =

—gu+h(y/1—9¢>2—1)=0 se c=1
Trataremos do caso ¢ = —1. O caso ¢ = 1 é inteiramente andlogo com

apenas algumas mudancas em determinadas féormulas. Direto das equacgoes

acima temos entao:
gu="h(y/g>+1-1),

elevando ao quadrado temos

gu’ = 1(g* +2(1 = /g2 + 1)),

g*(u* — h?) = 2R*(1 — \/ﬁ),
que é equivalente a

P (h? —u®) +2h%(1 — /g2 +1) = 0.
Somando e diminuindo A2 4+ u? obtemos
PR —ud) + 20 =202/ @2+ 1) + B2+ > — k2 —u® =0,
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ou seja,

(¢* + 1)(h* —u®) — 2h*\/g> + 1+ (h* +u®) = 0.

Notemos agora que a equacao acima pode ser vista como uma equagao do
2°grau cuja variavel é 1/ g% + 1, e cujas solucoes sao /g2 + 1 = le/g*> + 1 =
h? + u?
2 — 2

Como a primeira solugao implica ¢ == 0 temos que a segunda solugao

¢ a que se adequa ao nosso problema. Dessa forma chegamos a seguinte

h? 2 2h
conclusao: /g% + 1= U e g= —u2 Agora observe que

h? — u? h? —u
dg _ dg dy
du  dydu’

Usando que em ¢ = —1, g = senhy e (senhy)’ = coshy = y/(senhy)? + 1 =
g2 + 1 temos
R +u? P 4uldy
(h? —u2)?2  h? —u2du’

2h

que toma a forma final

dy 2h

do =W
Com essas informacoes em maos, e ja substituindo o valor de wy, podemos
realizar uma mudanga de variaveis em (6.3) e (6.4) de modo a obtermos as
seguintes integrais:

h*u hu?

1 1
Ai(h) =16 d Vi(h) =16 du.
\(h) ”/o T e Vil ”/o (e iy

Agora, realizando a mudanca de variaveis v = v/1 — u2, obtemos:

1

Ay(h) = 167rh2/0 (D v2)2dv,

1 —v?

Vi(h) = 167rh/0 (R




Com uma mudanga de variaveis trigonométrica v = (h? — 1) tgf as integrais
acima sao calculadas diretamente, e obtemos o resultado final que desejava-

mos.

]

A figura 6.1 mostra o perfil isoperimétrico em S'(1) x H?. Ela mostra um
inico ponto de cruzamento entre as solugoes possiveis. O grafico em vermelho
representa as solugoes do tipo 1 (Bolas), enquanto o preto respresenta as

solugdes do tipo 2 (tubos).

,f’f:'-:f
80 g
e
&0 f_,..f““é
-
#;;«;
40 WL
-
o
s /’f‘f’/
.‘-"’K//z
y
10 20 an a0 50

Figura 6.1: Perfil isoperimétrico no caso hiperbélico com r=1

As possibilides para o perfil isoperimétrico de S' x S? sao mostradas nas
figuras 6.2 e 6.3. As figuras mostram a metade do volume total. A outra
metade é obtida refletindo o perfil isoperimétrico com respeito a linha vertical
em V/2.

Existem dois valores criticos para r. O primeiro é dado pela desigualdade

(6.2), que nesse caso nos da:

W2 47
r<nrn=-—=_—

2
= = — = 0,064.
Tw, 272 7 ’

Para r < r; temos a seguinte situagao:
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Embora existam em todo ponto, as se¢oes nao sao fronteiras do dominio
isoperimétrico em nenhum momento;

As bolas sao solucoes para pequenos volumes;

Os tubos sao solugoes para volumes maiores, pois, para pequenos volumes
o lema 3.0.8 diz que eles sao instaveis, e portanto nao podem ser solucao. O
grafico tem um ponto de transi¢do de bolas para tubos (figura 6.2).

Para r = ry temos primeiro as bolas como solugoes, seguida pelos tubos
e depois uma tnica secao com metade do volume da variedade e com a area
igual a do tubo que tem y = /2.

O segundo valor critico 75 se encontra no intervalo (rq, 1], e é tal que, em
um determinado ponto, os trés tipos de solucao coincidem. Esse valor critico
¢ aproximadamente 0, 69.

Para vy < r < ry a situacao é similar a de » = r;. Quanto maior o valor
de r mais o ponto de transicao das bolas para os tubos se aproxima do ponto
de transicao dos tubos para as secoes, se encontrando justamente em r = ry
como descrito acima.

Para ro < r < 1 as bolas sao solucoes para pequenos volumes e as secoes
sao solugoes para os volumes maiores. Os tubos, embora existam e sejam
estaveis, nao sao fronteira do dominio isoperimétrico em nenhum momento
(figura 6.3).

Finalmente, para r > 1 a situacao ¢ similar a anterior, mas com a dife-
renca de que, de acordo com o lema 3.0.8 os tubos sao instaveis.

Esses fatos seguem da analise das funcoes que determinam os volumes

envolvidos e nao sao facilmente extendidos para n > 2.
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u

Figura 6.2: Perfil Isoperimétrico no caso esférico para r < ry e parar; <r <

&)

Figura 6.3: Perfil Isoperimétrico no caso esférico pararo <r <ler >1
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