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Resumo

Apresentamos a nocao de expansividade para homeomorfismos e varias nogoes de
expansividade para fluxos. Provamos que todas estas nogoes de expansividade para
fluxos sao equivalentes na auséncia de pontos de equilibrio, enquanto uma delas é
satisfeita para um conjunto invariante por um fluxo com uma singularidade nao-

isolada: o atrator geométrico de Lorenz.

Palavras Chaves: expansividade, fluxo singular, atrator geométrico de Lorenz,

Sensibilidade as condigoes iniciais.
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Abstract

We present the notion of expansiveness for homeomorphisms and several notions of
expansiveness for flows. We prove that all of expansiveness definitions are equiva-
lent if there are no equilibria, but one of them is satisfied by an invariant set of a

flow with a non-isolated singularity: the geometric Lorenz attractor.

Key Words: expansivity, singular flow, geometric Lorenz attractor, sensitivity

to initial conditions.
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Capitulo 1

Introducao

A nogao de expansividade é uma definicao técnica que implica a ‘sensibilidade as
condicoes iniciais’, ou ‘caos’, além de outras consequéncias mais ricas. Trataremos
neste texto de diversas nogoes de expansividade para dinamicas em tempo continuo
(fluxos) e sua relacdo com a presenga (ou auséncia) de pontos de equilibrio. Para
dindmicas continuas em tempo discreto (iteracao de homeomorfismos de um espago
métrico compacto) a expansividade significa que se para dois pontos dados seus
iterados sempre estao préximos, entao suas érbitas sao iguais e, em particular, os
pontos iniciais sao 0S Mesmos.

Note que se um sistema é expansivo, entao dados dois pontos distintos, suas
orbitas tém que se afastar no futuro, ou no passado. Esta consequéncia simples da
expansividade é o que se chama de ‘sensibildade as condigoes iniciais’ e pode ser
usada como um dos critérios de ‘caoticidade’ em sistemas dinamicos.

A extensao da nocao de expansividade para fluxos exige cuidados porque a

presenca de pontos de equilibrio e o tempo continuo de iteracao demandam certa



precisao técnica na definicao que tem consequéncias nao triviais.

Apresentaremos nogoes de expansividade para fluxos originalmente propostas
por Bowen e Walters (em [4]) e depois por Komuro (em [8]) e relacionaremos (na
secdo 2) todas elas com a presenca de singularidades no fluxo. Provaremos que
todas estas nogoes sao equivalentes na auséncia de pontos de equilibrio (também
na sec¢ao 2) e demonstraremos que uma das definigdes é satisfeita por um conjunto
invariante por um fluxo C! com singularidades nao isoladas. Esse exemplo é o atra-
tor geométrico de Lorenz, que também apresentamos brevemente antes de provar
sua expansividade (na se¢ao 3). Concluimos assim que o atrator geométrico de

Lorenz ¢ sensivel as condigoes iniciais.

1.1 Breve nota histérica sobre os resultados ap-

resentados nesta dissertacao

e 1963, Lorenz

Divulgou o sistema de equacgoes que ficou conhecido pelo seu nome obser-
vando que este sistema tem sensibilidade as condigoes iniciais, apesar da sua

aparente simplicidade analitica (é dado por fungoes polinomiais de grau 2).

e 1972, Bowen e Walters:

Definiram C-expansividade e K-expansividade, e mostraram que, e mostraram
que na auséncia de singularidades a C-expansividade é equivalente a K-

expansividade;



e 1977, Afraimovich, Bykov, Shilnikov

e 1979, Guckenheimer, Williams

Apresentaram construcoes de modelos geométricos para o atrator de Lorenz,

que ficaram conhecidos por modelos geométricos de Lorenz, ou “Lorenz geométrico”.

e 1984, Komuro:

Definiu expansividade e mostrou que o atrator geométrico de Lorenz é ex-
pansivo, conjecturou a relacao entre C-expansividade e K-expansividade na

presenca de singularidades nao isoladas;

e 1990, Oka:

Demonstrou que C-expansividade é sempre equivalente a K-expansividade e

que na auséncia de singularidades a expansividade é equivalente a C-expansividade;

1.2 Notacao e definicoes

Aqui estabeleceremos a notacao e a linguagem bésica utilizada durante a Dis-
sertagao. Mais pormenores sobre estas definicoes podem ser encontrados nos livros-
texto [10] e [11].

Consideraremos M um espaco métrico compacto. Um fluzo é uma familia de

homeomorfismos (X*);cr tal que:

1. X' é um homeomorfismo C" de M em M, para todo t;
2. X ¢ a identidade em M;

3. X' = X' o X* para quaisquer niimeros reais t e s.



Caso M seja uma variedade riemanniana compacta de dimensao finita, e o fluxo
(X")ier seja dado por uma familia de difeomorfismos de classe C”, dizemos que o

fluxo (X")ier é gerado pelo campo de vetores X em M se:

X @)ty = X(XO)(0)

para todo g € M e ty € R.

Definigées: A drbita positiva de p € M é o conjunto Ot (p) = {X*(p);t > 0}.
A drbita negativa de p € M é o conjunto O~ (p) = {X'(p);t < 0}. E a drbita de
p € M é o conjunto O(p) = O (p)UO~(p) = {X*(p);t € R}. Uma drbita periddica
é uma 6rbita O(p) tal que X7 (p) = p para algum T > 0 minimo.

Um ponto xp € M é uma singularidade para o fluxo X' se X'(xy) = o para
todo numero real t.

Um ponto ¢ € M é um ponto w-limite de x € M se existe uma sequéncia de
nimeros reais positivos ¢, tais que t, — oo e X (z) — ¢, quando n — co. O
conjunto de todos os pontos w-limite de z € M, w(x), é chamado de conjunto
w-limite de x. Um ponto ¢ € M é um ponto a-limite de x € M se existe uma
sequéncia de nimeros reais negativos t, tais que t, — —oo e X' (z) — ¢, quando
n — o0o. O conjunto de todos os pontos a-limite de x € M, a(x), é chamado de
conjunto a-limite de x;

Observagao: Se lim; .., dist (X*(x), x¢) = 0 entdo w(x) = {xo}.

Os autovalores de uma singularidade zy de um fluxo gerado por um campo de
vetores X em M sdo os autovalores da aplicacdo linear DX (zg) : T,y M — T,y M.
Uma singularidade xq é hiperbolica se todos os seus autovalores tém parte real nao

nula.



A wariedade estdvel de uma singularidade zy é o conjunto:
W*(xo) = {p € M; lim X'(p) = zo} = {p € M;w(p) = {zo}}
A wariedade instdvel de uma singularidade z € M ¢é o conjunto:

W*(xo) = {p € M; lim X'(p) = o} = {p € M;a(p) = {xo}}

Para r > 0 a variedade local estavel de tamanho r de uma singularidade zy é o

conjunto:
W (x0) = {p € W*(xo); dist (X*(p), z0) < r,Vt > 0}

O subespaco estavel de uma singularidade xy é o subespago vetorial E* C T,,, M
gerado pelos autovetores de xy associados a autovalores com parte real negativa.

O subespago instdvel de uma singularidade z( é o subespago vetorial E* C T,,, M
gerado pelos autovetores de de xg associados a autovalores com parte real positiva.

Um subconjunto A de M é positivamente invariante se X'(x) C A para todo
t >0exz e A Um subconjunto A de M é negativamente invariante se X'(x) C A,
para todot <0 e x € A. Um subconjunto A de M é invariante se é positivamente
invariante e negativamente invariante. Exemplos de conjuntos invariantes sao os
conjuntos w-limite e a-limite de um dado ponto x € M.

Se existe g em A C M tal que w(zg) = A, entdo A ¢é invariante e é dito
topologicamente transitivo. Um subconjunto A de M é um sumidouro para o fluxo
(X")ser se existe uma vizinhanga U de A tal que

A=(X'(U) e X{(U)CU, Vt>0.

>0



Um atrator para (X")ieg ¢ um sumidouro transitivo. Um repulsor é um atrator
para o fluxo com tempo invertido (X ~*);cr.

Um ponto p € M é nao-errante se para todo T' > 0 e qualquer vizinhanca U de
p, existe t > T tal que X' (U)NU # &. O conjunto de todos os pontos nao-errantes
de X é denotado por Q(X).

Uma singularidade zy é chamada Lyapunov estdvel ou L-estdvel se para todo
e > 0, existe 0 > 0 tal que, se dist (z,x9) < 0, entdo dist (X*(z), z¢) < € para todo
t > 0. Uma singularidade é chamada instdvel se nao é L-estavel, ou seja, se existem
e > 0 (fixo), uma sequéncia de pontos z,, em M, e uma sequéncia de niimeros reais
t, > 0 tais que dist (z,,, z9) < +, mas dist (X' (2,),z0) > €.

Uma singularidade z( é fracamente assintoticamente estdvel se existe § > 0 tal
que se dist (zg, z) < 0 entdo w(z) = {xo}. Ou seja, uma singularidade é fracamente
assintoticamente estavel se sua variedade estavel contém todos os pontos de alguma
vizinhanca da singularidade.

Um poco é uma singularidade que é L-estéavel e fracamente assintoticamente
estavel. Uma fonte é um pogo para o fluxo com tempo invertido (X *);cg.

Sejam X e Y campos de vetores C*' em M. Dizemos que X e Y sao topologica-

mente equivalentes se existe um homeomorfismo h : M — M tal que:
1. h(Ox(p)) = Oy (h(p)) para todo p € M:;

2. para todo p € M e € > 0 existe 4 > 0 tal que para todo t € (0,0) existe

s € (0,6) com h(X'(p) = Y*(h(p))-

Neste caso diremos que h é uma equivaléncia topologica entre X e Y.



Na definicao acima, o primeiro item pode ser traduzido como h leva 6rbitas em
orbitas, e o segundo item como h preserva o sentido ao longo das orbitas.

Dois campos de vetores X e Y em M sao conjugados se existe uma equivaléncia
topolodgica entre eles que preserva o tempo, ou seja, para todo ntimero real ¢ e todo
ponto p em M temos X'(h(p)) = h(Y*(p)). Fluxos conjugados tém as mesmas pro-
priedades dinamicas para seus pontos periodicos, singularidades, conjuntos limites

etc.

1.3 Teoremas de Poincaré-Bendixon e Hartman-

Grobman

Aqui enunciaremos dois teoremas classicos que serao utilizados ao longo do texto.

Teorema 1.1. [Poincaré-Bendizon] Considere M = S* (a esfera) ou M um con-

junto simplesmente conexo de R?. Seja (X')ier um fluro C1 em M. Sejap € M:

1. se O™ (p) € limitada e w(p) nao contém singularidades, entao w(p) € uma

orbita periodica,

2. se O~ (p) € limitada e a(p) ndo contém singularidades, entao a(p) € uma

orbita periodica.
Temos também a seguinte generalizacao para o teorema de Poincaré-Bendixon.

Teorema 1.2. Considere M = S* (a esfera) ou M um conjunto simplesmente

conezo de R?. Seja X campo de vetores C' em M. Sep € M € tal que O (p)



estd contida em um subconjunto limitado e fechado K de M, e K tem somente um

numero finito de singularidades. Entao ocorre uma das opgoes:
e w(p) € uma drbita periddica;
e w(p) € uma singularidade;

e w(p) consiste de um numero finito de singularidades, qi, ..., q, e orbitas reg-
ulares Yi,...,7m tal que para cada j € {1,...,m}, temos a(v;) = Gi(aj) €
w(V5) = Quuw.j), ou seja, w(p) = {a, @} U U Uy com aly;) = Gi(,j)

€ w(’Yj) = Ql(w,j)-

O seguinte resultado garante que um fluxo (X*)!® de classe C* numa vizinhanca
de uma singularidade hiperbdlica é conjugado ao fluxo linear dado pela diferencial

do campo na singularidade.

Teorema 1.3. [Hartman-Grobman] Seja p uma singularidade hiperbdlica para o
fluzo C' (X')er. Entdo, existem vizinhangas U dep em M eV de 0 em T,M tais
que o fluro (X")ier em U € conjugado ao fluzo linear gerado por DX (p) em V. Ou
seja, existe um homeomorfismo h : V. — U tal que X'(h(x)) = h(exp(tDX (p))x)

sempre que (exp(tDX (p))z) € V.

1.4 Hiperbolicidade

Um compacto X-invariante A tem estrutura hiperbdlica se:

1. Existe uma decomposicao invariante do espaco tangente, ou seja, para cada

p € A temos T,M = E; & IEI))( ®E,, onde Ez)f é o subespago gerado por X (p),
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que satisfazem: DXJE} = E%, ), DXE} = ES. () e DX X(p) = X'(p) para

(p)

todot € RepeA;

2. O fluxo expande/contrai ao longo e E*/E?® ou seja, existem constantes A > 0

e K > 1 tais que

e para todo v* € EJ e todo ¢ > 0 temos:

K
HDXt S’ESH < HU ||

e para todo v" € Eg e todo t > 0 temos:

Kol

DX, Byl < — 5
€

e como consequéncia dos itens anteriores:
e E’ e ES variam continuamente com p.

Para cada p € M definimos os conjuntos:

W*(p) = {q € M; lim d(X"(q), X'(p)) = 0}

W (p) = {q € M; lim d(X'(q), X"(p)) = 0}

chamadas de variedade estavel e instavel do ponto p, respectivamente.
Neste contexto (A hiperbdlico), para cada p € A, os conjuntos W**(p) e W**(p)
sao variedades imersas em M e seus espacos tangentes em p sao dados pelos sube-

spacos estavel /instdvel correspondentes:

TL,W*=(p) =E, e T,W"(p) =E,.

p



Capitulo 2

Expansividade para fluxos

A nocao de expansividade é uma nocgao técnica que implica, em particular, a sen-
sibilidade as condicoes iniciais, também conhecida por ‘caos’. Apresentamos nesta
secao a definicao de expansividade para homeomorfismo e a defini¢ao de expansivi-
dade para fluxos, em diferentes graus de generalidade.

A expansividade para fluxos é uma noc¢ao mais delicada do que para homeomor-
fismos devido a possibilidade de um fluxo ter singularidades. Consoante a defini¢ao
escolhida, as singularidades tém que ser isoladas, o que impede a aplicacao da
definicao aos fluxos com singularidades acumuladas por 6rbitas regulares. Veremos

que todas as defini¢oes apresentadas sao equivalentes na auséncia de singularidades.

2.1 Expansividade para homeomorfismos

Considere um homeomorfismo ¢ : M — M. E usual considerar a seguinte definicao
de expansividade:

Defini¢ao: [Expansividade para homeomorfismos|] um compacto p-invariante

11
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é expansivo se existe 6 > 0, tal que se dist (¢"z, p"y) < § para todo n € Z, entao
y = x. O valor ¢ diz-se a constante de expansividade de .

Observamos que decorre desta propriedade que, para todo x € M existe y
numa vizinhanca arbitraria de z, existe n € Z para o qual d(¢"(z), ¢"(y)) > 9.
Esta propriedade é o que se designa por “sensibilidade as codig¢oes iniciais’ ou
“caoticidade’ do homeomorfismo ¢.

I
/ Tg
v

2.2 Expansividade para fluxos

Tentando encontrar uma nocao de expansividade para fluxos, poderiamos comecar
tentando imitar a definicao para difeomorfismos:

Tentativa de definicao de Expansividade para fluxos: um compacto X*-
invariante é expansivo se existe > 0, tal que se dist (X'z, X'y) < § para todo
t € R, entao y = .

Mas nenhum fluxo satisfaz tal definicao. De fato, fixado um 6 > 0, tome
8’ =2, onde ¢ = || X||.. Tomando y = X"z com |n| < & entdo dist (X*z, X'y) =
dist (X'tz, X'z) < f:w |/ (s)]|ds < ¢||n|| < 0, onde a(t) = X'z.

Sabendo disto, Walters e Bowen sugeriram em [4] a seguinte defini¢ao de ex-
pansividade para fluxos:

Definicao: [Expansividade segundo Walters e Bowen| Um compacto X-invariante

A C M é C-expansivo se, dado € > 0, existe 6 > 0 tal que se existem x,y em A e
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s : R — R, continua, com s(0) = 0, tais que d(X'z, X*®y) < § para todo niimero
real t, entdo y = X"x para algum |n| < e.

;;\:E(t)}'

A construcao de fluxo suspensao sobre uma transformacao fornece uma relacao
entre as nocoes de expansividade para homeomorfismos e C-expansividade para
fluxos. Note que o fluxo suspensao nao tem singularidades.

Exemplo: Sejam ¢ : M — M um homeomorfismo e f : M — R uma funcao
continua e positiva. Se y € M faca yy = Up<i<s)(¥,t), e considere a seguinte
relado de equivaléncia no conjunto (J,c, yr: (y,1) = (y,1) e (y, f(y)) = (6(y),0),
para todo y € M. Definimos como M/ o espago quociente de Uye A Yr pela relacao
~. A suspensao de ¢ por f é o fluxo definido em M; por: ¢'(y,s) = (y,t + s),

0<t+s< f(y).

TN

o

(x.f()) /

M x {0} —
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Seja p a métrica considerada em M e definimos uma métrica p; em M X

{t} por pi((y,1),(2,1)) = (1 — t)ply,2) + tp(o(y), ¢(2)), y,2 € M. Note que

po((y,0), (2,0)) = p(y, 2) e p1((y, 1), (2,1)) = p(¢(y), #(2)). Se dois pontos estao em

uma mesma Orbita definimos a distancia entre eles simplesmente como a distancia
entre seus tempos.

Sejam xq e x9 em M;. Uma cadeia finita entre x; e x5 é um conjunto de pontos
wy = Ty, Wa,...,Ww,_1,W, = Ty de elementos de M; tais que para qualquer i entre
1 e n — 1 temos que para o par w;,w;+1, ou ambos estao em algum yr, ou ambos
estao em uma mesma oOrbita de ¢. O comprimento de uma cadeia é dado pela soma
das distancias entre os pontos da cadeia. Definimos entao a distancia d entre dois

pontos em M; como o infimo do comprimento entre todas as cadeias entre eles.

M x {1}

M x {0}

Lema 2.1. Se o homeomorfismo ¢ € expansivo em um subconjunto compacto ¢-

invariante J C M, entdo o fluro ¢ é C-expansivo em A = J; C M.

Demonstragao: Considere a métrica em M dada por

P/ (Y1, y2) = min(p(y1, y2), p(O(y1), ¢(42))-
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Seja € > 0 dado e seja &' a constante de expansividade de ¢ em relagao a p', e
tome 0 = min{d’, ¢, 1/4}. Suponha que existam pontos x; e xo em A e uma fungao

continua s : R — R, com s(0) = 0, tais que d(¢!(x1), $*(z5)) < § para todo t € R.

e Sex; érepresentado em J x [0, 1] por (y1,1/2), e x5 é representado por (ya, t2),
entdo d(xy,x2) < 0 < 1/4 e p'(y1,y2) < d(z1,29) < §. Note que pela rep-
resentacio de x; temos que ¢1(x1) = (¢(y1),1/2) e dai d(¢'(z1), ¢°M(x3) <
§ < 1/4. Logo ¢*V(z5) tem uma representacio como (¢(yz), s) para algum s.
Portanto, p'(¢(y1), ¢(y) < d(¢*(x1), 9>V () < 6. Procedendo de maneira
andloga obtemos p'(¢™(y1), ¢"(y2)) < ¢ para todo n € Z. Pela expansivi-
dade de ¢ temos y; = ys, ou seja temos x5 = ¢ (x;) para algum ¢y € R e

‘to‘ < d(l’l,l’g) <o <e

e Se x1 nao esta representado por (y1,1/2), entdao ¢"(x1) esté representado por
(y1,1/2) para algum r com |r| < 1/2. Fazendo 2] = ¢"(21) e 24 = @y (22), €
h(t) = s(t+r)—s(r), entao d((¢'(z}), "V (23)) = d(¢" (1), 9"+~ (a3)) =
d(¢™(21), *7) (14)) < 0, para todo t € R. Pelo argumento do caso anterior
temos que x5, = ¢*(2}) com ty < §, ou seja, xo = ¢ (7). Mas [t + 1 —

s(r)| = d(zy,x9) < <e.

Portanto, em todo caso temos que 25 = ¢ (1), com [ty| < €, portanto A é expan-
sivo.
[
A presencga de singularidades exige a adaptacao da definicao de C-expansividade
se as singularidades nao forem isoladas no espago ambiente de um fluxo expansivo

- como acontece nos fluxos singulares hiperbdlicos e, em particular, no fluxo do
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atrator de Lorenz. Veremos no que segue varias extensoes da definicao de C-
expansividade e a relagdo entre elas. A definigdo seguinte, de Komuro (em [8]),
admite singularidades nao isoladas como veremos.

Defini¢ao: [Expansividade segundo Komuro] Um compacto X-invariante A C
M é expansivo se, dado € > 0, existe § > 0 tal que se existem x,yem Aeh : R — R,
homeomorfismo crescente, tais que d(Xtz, X""y) < § para todo niimero real t,

entao existe to € R com XMty = Xto+iy para algum In| <e.

Xp( t)‘.

A seguir temos uma definicao intermedidria entre a C-expansividade e a expan-
sividade. Veremos que esta nocgao é equivalente a C-expansividade.

Definicao: Um compacto X-invariante A C M é K-expansivo se, dado ¢ > 0,
existe 0 > 0 tal que se existem x,y em A e h : R — R, homeomorfismo crescente,
com h(0) = 0, tais que d(X*z, X""y) < § para todo niimero real ¢, entdo y = X"z

para algum |n| < e.

2.3 Relacao entre as varias nocoes de expansivi-

dade para fluxos

Agora vemos que K-expansividade (ou C-expansividade) é mais forte que expan-

sividade.



17

Teorema 2.1. Suponha que A é um compacto X -invariante. Se A é K-expansivo

entdio A € expansivo.

Demonstragao: Suponha que A é K-expansivo. Seja ¢ > 0 dado, e tome
0 > 0 dado pela definicao de K-expansividade. Sejam z e y em A tais que
d(X"Wy X'r) < § para todo t € R, com h : R — R um homeomorfismo cres-

cente. Definimos entao s(t) := h(t) — h(0). Entao s(0) =0 e
d(X*Wyo, Xtz) = d(X"O(XOy0), Xta) = d(X "Dy, Xtz) <6, Vt € R

se yo = X"y, Para o par x e y, pela definicio de K-expansividade existe 7y < €
tal que X"Oy = yo = XMz, e temos a expansividade com t, = 0. Note que nao
usamos que A nao tem singularidades, logo K-expansividade = expansividade em
todo caso.
m

O seguinte lema garante que em fluxos C-expansivos toda singularidade é ponto
isolado do espaco ambiente, ou seja, a C-expansividade nao admite singulari-
dades acumuladas por outros pontos (no conjunto onde o fluxo C-expansivo esteja

definido).

Lema 2.2. Se A é C-expansivo com respeito ao fluro X e x € A é uma singulari-

dade para X, entdo x € um ponto isolado de A.

Demonstragao: Como z é singularidade para o fluxo X, temos X'z = x
para todo t € R. Tome ¢ = 1 e seu 0 > 0 correspondente da definicao da C-
expansividade. Defina s(t) = 0 para todo t € R e suponha que exista y € A
tal que d(z,y) < . Entdo d(X'z, X*Wy) = d(x,y) < § para todo t € R, logo

y = X"z = z. Portanto nao existe outro ponto de A em B(x,4).
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O

O proximo lema é uma propriedade local de toda singularidade nao isolada.

Lema 2.3. Se xy € A ¢ singularidade para o fluro X que é acumulada por pontos
de A, entdo para todo R >0 e T > 0 existe v € A —xq tal que d( X'z, 20) < R para

todot € R com |t| < T.

Demonstracao: Defina F' : [0,7] x A — A por F(t,z) = X'z. Entao F é
continua num compacto e portanto é uniformemente continua, isto é, Ve > 0 existe
d > 0 tal que se d((x1,t1), (z2,t2)) < 0 (estamos considerando aqui a distancia
em A X R como |s — t| + d(z1,x2)), entdao d(F(t1,x1), F(ta,x2)) < €. Logo, para
todo t € [0,T] temos que se € A é tal que d(x,xo) < ¢ temos d((zo,t), (z,1)) =
|t — t| + d(zo,z) < 0, logo d(xg, X'x) = d(F(t,x0), F(t,x)) < e. Este x existe pois
xo € acumulado por pontos de A. Para finalizar a prova basta fazer e = R.

[

Veremos agora que uma versao para o lema 2.2 vale no caso K-expansivo.

Lema 2.4. Se A é K-expansivo com respeito ao fluro X e x € A € uma singulari-

dade para X, entdo x € um ponto isolado de A.

Demonstragao: Considere A um compacto X-invariante e o € A uma sin-
gularidade de X que é acumulada por pontos de A. Mostremos que A nao é
K-expansivo.

Suponha que A seja K-expansivo. Faca € = 1 e tome ¢ da defininicao de K-

expansividade. Faca também R = g eT =3efixeznolema?23ey=X'z. Agora
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defina,

t+1, setéd(=2,1)
h(t) = t/2, se te(—2,0)

2t, se t€[0,1)

\

e note que h é um homeomorfismo crescente da reta e que h(0) = 0.

&

(2,3)

(1,2)

v

(-2,-1)

(-3,-2)

Mostremos que d(X'y, X"®z) < §/2 para todo t € R.

e Set ¢ (—2,1) entdo XMy = Xty = Xty e d( X'y, X"Wx) = 0.

e Set € (—2,0), entdo |h(t)] =t/2 <3 =T e, além disso d(X"Vz,z9) < R =

§/2et+1€(—1,1),entao [t+1| <2 < T, logo d( X'y, zo) = d(X™ 'z, 20) <
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R = §/2. Portanto d( X'y, X"Wx) < d(Xty, x0) +d(X"Dx,20) < 6/2+0/2 =

J.

e Set e (0,1) entdo h(t) =2t < 3 =T e, além disso d(X"Wx,z9) < R = §/2
logo d( X'y, X"Wx) < d(Xty, z¢) +d(X"Wx, 20) < 6/2+5/2 = 6, pois X'y =

XHlpelt+1|<3=T.

Como A é K-expansivo, existe s € (—1,1) com X®*r = y, pois tomamos € = 1,
logo a érbita de z tem perfodo menor que 2 (pois y = X'z). Pela propriedade que
citamos no inicio da demonstracio vem que d(X'x, X"®z) = d(X'z, z0) < § para
todo t € R, mas x nao estd na érbita de xy (que é {z¢}), em contradi¢do com o
fato de A ser K-expansivo.

[]

2.3.1 K-expansividade é equivalente a C-expansividade

Vamos provar agora a equivaléncia entre K-expansividade e C-expansividade. Para
isso precisamos provar primeiro varios resultados auxiliares sobre fluxos sem sin-

gularidades.

Lema 2.5. Seja A C M compacto X -invariante e que nao possui singularidades.
Se A possui pelo menos uma orbita periodica, entdo existe Ty > 0, o menor periodo

entre todos os pontos de A.

Demonstragao: Se tal periodo nao existisse, terfamos uma sequéncia {z,}
de pontos em A e uma sequéncia {t,} de ntmeros reais tais que X'z, = 1z, e
tn € (0,1/n), para todo n € R. A menos de uma subsequéncia podemos supor

r, — r com x € A, pois A é compacto.
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Para cada t € R fixado temos que, para cada nimero natural n, existem S,, € Z

er, €10,t,) comt = S,t, + r,. Pela continuidade de X temos:

Xz, — X'z,

quando n — oco. Mas por outro lado temos:

thn — Xt7L5n+7"nl,n — X""n (thsna.:n) — Xrnl.n.

Mas como t,, — 0 quando n — oo, temos que r, — 0 quando n — oo, logo

X (zy) = X™(2,) — X°2) = 2.

Dai, como t € R é arbitrario, segue que

X'(z)=azVteR

o que mostra que x é uma singularidade de A, em contradicdo com a hipotese.
O
A seguir mostramos que um fluxo sem singularidades num compacto move os

pontos uma distancia minima num tempo ¢ inferior ao menor periodo.

Lema 2.6. Se um compacto A é X-invariante e ndao possui singularidades, entao
existe Ty > 0 tal que para todo t € (0,Ty) existe 1y > 0 com d(X'x,x) > r; para

todo x € A. Além disso, ry — 0 quando t — 0.

Demonstragao: Se X nao tem oOrbitas periodicas basta tomar T, = 1. Caso
contrario tome Ty dado pelo lema anterior.
Se o resultado fosse falso existiria ¢ € (0,7p) tal que para todo n € N existiria

um ponto x, em A tal que d(X*(z,),x,) < 1/n. A menos de uma subsequéncia
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podemos supor que x,, — = com x em A. Pela continuidade da funcao distancia

temos quando n — co 0s seguintes limites:

d(X"(zy), 7n) — 0

d(X"(zy), 2n) — d(X*(2), 7).

Logo, d(X*(z),z) = 0, o que leva a x = X'(z) para algum 0 < ¢t < T, uma
contradicao pois Ty é o menor periodo em A.

Para a tltima afirmacao, seja 0; = sup{d(X'z,z);x € A} com o supremo sendo
tomado em 2 € A. Note que para cada x fixado vale d(X'z,z) — 0, quando t — 0
e que 0 <7 < 6. Como a fungao f(t,z) = d(X'z,z) é continua em x e em ¢,
tomando t € [—1,1] e x € A temos que f : [—1,1] x A — R é continua definida num
compacto, logo f é uniformemente continua. Segue que f; — 0 uniformemente em
A, ou seja, 9; — 0 quando t — 0. Portanto r, — 0 quando t — 0.

m

Mostraremos agora que se duas Orbitas estao suficientemente proximas em todo
tempo, entao a funcao ‘deslocamento no tempo’ na definicao de K-expansividade
tem um ‘deslocamento minimo’ em todo periodo inferior ao periodo minimo. Mais

precisamente,

Lema 2.7. Seja A um compacto X -invariante sem singularidades e Ty > 0 o
nimero encontrado no lema anterior. Para todo T € (0,Ty/3), existem Dr > 0
e Br > 0 tais que se d(Xt(x), X" (y)) < Dy para todot € R comz ey em A e
h:R — R, fun¢ao continua com h(0) = 0, entao h(t +T) — h(t) > Br para todo

t € R. Além disso, Dy — 0 quando T — 0.
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Demonstragao: Seja rr dado pelo lema anterior. Escolha Dr > 0 tal que

2Dr < rr. Entao:

ACXMO(y), XM () 4+ d(X0 (), X' (@) > d(XMD(y), X' ()

d(X" D (y), X'(2)) + d(X" D (y), X () > d(X"(x), X7 ()
Dai, para todo t € R, temos

A0 (), XD () > d(X ), X (1)) — (XM (), X ()

d(X"O(y), X4 (x)) > rp — 2Dy > 0. (2.1)

Suponha que nao existe fr > 0 tal que |h(t+71)—h(t)| > Or paratodot € R. Entao
existe uma sequéncia (t,)neny em N tal que |h(t, +T) — h(t,)| — 0 quando n — oo
e portanto, d(X"t)y, X+ T)y) — 0 quando n — oo pois d(X"in)y, XMEatT)y) —
f(ly, X"t)y) com I, = h(t, +T) —h(t,) € [~1,1] para n suficientemente grande e
Xty € A, onde f(t,r) = d(X'z, ) foi usada na prova do lema anterior. (Sabe-
mos que a familia fs(z) = f(s,x), (s,x) € [-1,1] x A é uma familia uniformemente
continua de fungoes com f(x) — 0 uniformemente em = € A quando s — 0.)

Defina a(t) = h(t + T) — h(t). Como a(t) é continua e h(0) = 0, para mostrar
que a(t) > 0 para todo t € R basta mostrar que h(7") > 0.

Se este nao fosse o caso, existiria 0 < T < Tp/3 tal que para todo n > 0
existiriam sequéncias x,, e ¥, de pontos de A, e uma sequéncia de funcoes continuas
hy,:R — R, com h,(0) = 0 tais que d(X*z,, X""®y,) < 1/n, mas h,(T) < 0. A
menos de uma subsequéncia podemos supor que x, — x, e dai y, — .

Caso 1: Para infinitos n € N temos h,(T) < —T. Entao para alguma sub-

sequéncia t, € [0,7] com h,(t,) — —T, seja to um ponto limite desta sequéncia
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(tn)nEN €1 [OyT] Dai,
d(X"z, X Tg) = lim d(Xtz,, X"ty ) =0,

logo, v = X™+ogx ¢ T +t, < Ty, contradicao pois Ty é o menor periodo em A.
Caso 2: Para infinitos n € N temos h,(T) > —T'. Entao existe uma sequéncia
t, em [0,7] com hy(t,) — L, para algum L em [—T,0]. Para alguma subsequéncia

temos t,, — to com ty € [0, 7],
d(X'z, X Fz) =lim d(X"x,, X")y,) =0,

logo, x = X"y e T 4+ L < Ty, contradicao pois Ty é o menor periodo. Portanto
podemos tomar G = infa(t) > 0, onde o infimo é tomado em ¢ € R. Finalmente,
notamos que 0 < Dy < 73/ converge para zero quando 7" — 0 pelo lema 2.6.

]

Estamos agora prontos para provar o resultado principal desta secao.
Teorema 2.2. C-expansividade < K-expansividade.

Demonstragao: Pelos lemas 2.2 e 2.4, podemos supor A sem singularidades.
Temos que C-expansividade = K-expansividade pela definicao, pois a hipdtese
na C-expansividade é mais fraca que a hipdtese de K-expansividade. Suponha
agora que A é K-expansivo. Seja € > 0 dado e tome §; dado pela definicao de
K-expansividade. Escolha T € (0,7,/3) (1, dado pelo lema 2.6) tal que (veja

argumento no lema 2.6):
u J
dr = sup{d(z, X*(z)) :x € A,u € [0,T]} < 3

Sejam Dy e 77 dados pelo lema 2.7. Suponhamos que d(X'z, X*®y) < Dy para

reyem A, etodot € R coms: R — R continua com s(0) = 0. Podemos supor
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que Dy < 61/2 também, tomando 7" € (0,7,/3) suficientemente pequeno (pela
ultima afirmacdo do lema 2.7). Defina hy : R — R como hr(nT) = s(nT) para
todo n € Z, e linearmente em cada intervalo (n7, (n + 1)T"). Pelo lema anterior
hr é um homeomorfismo crescente de R. Além disso, pela continuidade de s e de
h (usando o teorema do valor intermediario) para todo ¢t € [nT, (n + 1)T] existe

t1 € [nT, (n+ 1)T] tal que hr(t) = s(t1). Portanto,

d(X'z, XM Dy) = d(X'z, X*Wy) < d( X'z, X"2) + d(X "z, X y)

< Sp+d(XMa, X*MWy) < 6,/2+ Dy < 6.

Como isto vale para todo t € R, a K-expansividade implica que existe || < € tal
que y = X"x. Assim A é C-expansivo.

O

2.4 Expansividade na auséncia de singularidades

Mostraremos agora que, na auséncia de singularidades, as defini¢oes de C-expansividade,

K-expansividade e expansividade sao todas equivalentes.

Teorema 2.3. Se X' € um fluro sem singularidades em A X'-invariante, entdio

C-espansividade € equivalente a expansividade.

Pelos teoremas 2.1 e 2.2, basta apenas mostrar que na auséncia de singularidades
expansividade implica K-expansividade.
Considere Ty > 0 o menor perfodo do fluxo X*. Caso o fluxo nao possua drbitas

periddicas, considere Ty = +00. Pelo lema 2.5 este menor periodo existe.
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O seguinte lema apresenta uma propriedade equivalente a expansividade mas

expressa em tempo discreto, usando sequéncias e pontos num par de orbitas.

Lema 2.8. A sequinte propriedade € equivalente a A ser expansivo: Para todo
e > 0 emiste ag > 0 tal que para todo o com 0 < a < g € quaisquer sequéncias

(t:)icz € (ui)iez satisfazendo:

to=u =0, 0<tp1—t<a 0<uy —u <«

ti,u; — +00, t_;,u_; — —00

quando i — +oo, se d( X'z, X"y) < a para todo i € Z, v,y € A entdo existe i € Z

tal que:
Xuly c X(fefathi,tiJraJre) ({l’}) )

Demonstragao: Suponha que A seja expansivo. Seja € > 0 dado. Tome
ag > 0 tal que ap + 2\ < 9, onde este o > 0 correspondente ao € na definicao de
expansividade, e A = sup{d(z, X'z);x € A, |t| < ap}. Suponha que (t;)icz € (u;)icz
satisfazem as propriedades no enunciado do lema. Defina h : R — R por h(t;) = u;,
e linearmente entre (¢;,¢;,1). Desta forma, pelas propriedades das sequéncias (t;);cz

e (u;)iez temos que h é um homeomorfismo crescente e,
d(Xt XM(t)y) < d(zlz, Xtiz) 4+ d(Xbz, Xy) + d(X %y, X"Oy) <X+ a+ )\ <6,

onde tomamos i tal que t € (¢;,t;11). Pela definigdo de expansividade, existe

to € R tal que X"(0)(y) = Xto=ctote)(f31) Pelo modo como h foi definido existe
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um numero inteiro i tal que t; < tg < t;11 e u; < h(ty) < u;11. Portanto, existe
t € (tg — €,tp — €) tal que X%y = Xui—h(to) o xh(to)y — Xuwi—h(to)+ty  Colocando

s = u; — h(ty) +t. Entao,
s > wui—h(to) +to—e>u; —h(ty) +t;, —e>t; —a—e,
s < wu;—h(to) +to+e<u; —h(ty) +tiy1 +e<u;—h(to) +ti+a+e<t;+a+e
Logo, existe ¢ em Z tal que:
X (y) € Xmomstiosa (g

Agora, suponha que vale a propriedade descrita no enunciado do lema e seja € > 0

min{ao, 5}

dado. Faga entao ¢y = 5 e tome o > 0 correspondente a €y. Seja § = 5

Suponha que = e y estdo em A e que h : (R) — R é um homeomorfismo
crescente tal que d(X'z, X"®y) < § para todo t € R. Por continuidade de h,
podemos encontrar uma sequéncia (t;);ez tal que tg = 0, 0 < t;41 —t; < 6 e

0 < h(tiy1) — h(t;) < 3§ e que quando i — +0o entao,

Deste modo, fazendo u; = h(t;) temos que d(X"z, X"y) < § < ap para todo i € Z.

Por hipotese existe um nimero inteiro ig tal que:
Xh(ti)y — Xuiy c X(ti*%*ayti+§+a)({x}> C X(tife,t¢+e)<{x})'

Dai, A é expansivo em relacao a X*.
m
A prova que vamos apresentar, reduz o problema a sequéncias de pontos em
diversas Orbitas via secoes transversais ao fluxo convenientemente escolhidas, que

permitem ‘seguir’ a orbita pela sua interse¢cao consecutiva com estas segoes.
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Considere 0 < r < % Um subconjunto S C A é uma secao transversal local
de tempo r para um fluxo X se S é fechado, e S N XI7""({z}) = {x}, para todo

res.

Lema 2.9. (Ezisténcia de se¢oes transversais) Dado um fluzo (X')ier num espago
métrico compacto M e dado xy que nao € uma singularidade, entao existe uma

secao Y transversal ao fluxo com xg € X.

Demonstragao: Para xy € M defina a funcdo 0 : M — R, por §(z) =

fol d(X*(zx), x¢)ds. Podemos calcular facilmente

0(X'(x) = O(x) = /O[d(X”s(x),l’o)—d(Xs(w),xo)]dS

_ /1 0 (@), o)ds — /0 CA(X* (), 20)ds

e portanto,

d . B ) -
EQ(X (7)) |1=0 = d(X ' (2), x0) — d(z, 20) =: 0'(2).

Assim, 0(X*(x)) é uma fungao de classe C' e temos 0'(xg) = d(X'(xg),x9) > 0

sempre que xrp nao ¢ uma singularidade. Podemos dizer que

Y i [—€, €] X Bs(zg) — R,

com ¥ (t,z) = 0(X'(z)) para é fun¢ao com 9u)(t, x) > 0 para

(t,x) € [—€,€] X Bs(zg) = R

se €,0 > 0 sdo suficientemente pequenos (por continuidade da derivada).

Assim 1), além de ser uniformemente continua, é tal que para cada x € Bs(zg) a

fungao t € [—¢, €] — ¥(t, ) é estritamente crescente. Tomamos mgy = (—¢, x) =
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MiNge[—e,q V(s, 7o) € M1 = P(€,79) = MaXee—e g YP(s, 7o) € seja 1y = min{m; —
(0, x0),1(0, x9) —mo}/10. Entao pela continuidade uniforme, tomemos n € (0, 1)
e achemos w > 0 tal que |s; — so| < w e d(z1,22) < w implicam |¢(s1,21) —
Y(sy, )| < 1. Entdo para cada x € By(xg) temos |1(s,x) — ¥(s, z0)| < 1 para

todo s € [—¢, €] e assim,

¢(€7x) = 1max @/)(S,ZL‘) > @U(E,ZE()) -n> 7vZ)(vaO)

SE[—e,€]

¢(_67"E) = min 1/}<S,ZE) < ¢(67~T0) +n< ¢(0,$0)-

SE[—e,€]
Portanto, pelo teorema do valor intermediario, existe s = s(x) € (—¢,e€),
tnico pela monotonia de v, tal que ¥(s(x),x) = ¥(0,2¢). Entdo o conjunto

Y = {X*@)(z);x € By(x0)} é fechado e é claramente uma secio transversal para o

fluxo de tempo €y = sup, .z y(€ — s(x)) pois y € XN X[=eocol(z) implica

0(y) = 0(X°(x)) = (s, z) = P(s(z),z)

sendo, (s, x) # Y(s(x),z) leva a y ¢ X, pois (s,x) — (s,x) é estritamente
monotona.
[
Se ¥ é uma segao transversal local de tempo r, o fluxo X' mapeia ¥ x [—r, 7]
homeomorficamente sobre X[="1(2). O interior de ¥ é ¥* = ¥ N int X77(%).

Observe que X (79(X*) é aberto em X para todo € > 0.

Lema 2.10. Para toda cobertura aberta finita Uy, Uy, ...,U, de um compacto K
ezxiste uma cobertura Vo, Vi, ..., V,, aberta do mesmo compacto, com o mesmo nimero

de elementos, que satifaz V; C V; C U; para todo i =0, ...,n.

Este lema simples, mas técnico, é essencial na demonstracao do préximo lema.



30

Demonstragao: Seja Uy, ..., U, a cobertura finita. Entao Uy pode ter fronteira
vazia. Neste caso Uy é aberto e fechado na secao, logo temos que seu fecho esté
contido no seu interior. Nao temos nada que fazer. Se Uy tiver fronteira nao vazia,
entao essa fronteira é um fechado e esse fechado é coberto pelos outros abertos
da subcobertura (pois nao pertence ao préprio aberto). Assim, teremos que Uy

intersecta alguns outros abertos da cobertura e que o conjunto
Fob=Uy— (U1 UU,U...UU,)

¢ um fechado dentro de Uy. Entao tomemos uma vizinhanca Vy de F cujo fecho
esteja contido em Upy(sempre podemos fazer isto num espago métrico). Temos que
mostrar que podemos substituir Uy por V{ e ainda ficarmos com uma cobertura
aberta do mesmo compacto. E claro que é esta é uma familia de abertos. Como
Vo contém Fjy, entao V reunido com Uy, Us,,..,U, contém a uniao dos conjuntos
originais Uy U U; U ... U U, que cobre o compacto original. Entao Vy, Uy, Us, ..., U,
é uma cobertura aberta do mesmo compacto. Mas agora temos Vo C Vi C U,.
Note que se Uy tivesse fronteira vazia, ja teriamos isto gratis sem necessidade de
mais nada. Agora recomecamos com Vg, Uy, Us, ..., U, e aplicamos a mesma ideia
a U; para o substituir por um V; como acima. Repetindo para cada elemento da
cobertura, obteremos uma cobertura aberta Vy, Vi, ..., V,, tal que para cada ¢ =
0,..n,V;CV,CU,.

]

Lema 2.11. Existe 0 < r < % tal que para todo o > O existe uma familia finita
Y ={>1,%,...,5,} de se¢des tranversais locais de tempo r e diagmetro no mdzximo

a, duas a duas disjuntas, e uma outra famdlia finita Q = {Q,Qs, ..., Q,} de se¢oes
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transversais locais tais que €); C X7 para todo 1 =1,2,...,n, e ainda:
A = X0o(Qt) = X[ty = x0ad(pt) = xa0l(sh),
onde Q" =J,_, Q% e T = U,_, Zk.

Demonstragao: Pelo lema 2.9, para cada x € A existe segao transversal local
¥, de tempo 2v, > 0 com z € X!. Por compacidade de A existe subcobertura

finita

AC Lmj X(‘”%’””j)(E;j).

j=1
Tomemos 2§ = min{vy,, ..., Vs, }. Para cada z em A existe x; e 7, € (—vy,,vs;)
tais que x € X (X} ).

Assim ), = X™(X,,) é secao transversal local de tempo v,;, > 2§ e x € Q.
Dado a > 0 seja ¢ > 0 tal que ¢ < min{$,{} e diam X"(4) < ase |r| < ee
A C A tiver diam A < e (consequéncia da continuidade uniforme da aplicagao
¢ : [—€,¢] x A — A definida por p(t,x) = X'(z)). Para cada x € A tome V, C QF
uma vizinhanga fechada de z em T, com diamV, < e. Entao z € V e V,, é secao
local de tempo 2£.

Como A é compacto, vale A C J, X [=edV,. para alguma colecdo de vizin-
hancas em torno e pontos z; (pois { X741V *} cx é cobertura de A).

Vamos agora construir por inducao uma familia By de secoes transversais locais
duas a duas disjuntas. Tomemos B; = {V,,}. Pelo lema 2.10 podemos tomar
uma cobertura de A formada por abertos (X!764(V, )", com ﬁm C Vi, € < €
e € — € arbitrariamente pequeno. Definimos B, = 17901. Suponha agora que By, foi

construida de tal forma que Bi, Bs, ..., By sao duas a duas disjuntas e cada B; é
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secao transversal de tempo € e
k k
UX[—Ze,Qe}(V;:i) C UX[_2672€](Bi)«
i=1 i=1

Temos que para cada y € V., o conjunto X[%(y) N (Uf:1 B;) é finito (ja

k+1

que By, ..., By s@o secoes transversais locais). Por continuidade da aplicacao ¢

jé definida, existe intervalo aberto I, C (—¢,¢€) e vizinhanca fechada W, de y em

Vi, tais que
k
xXbwy)yn(JB)=1¢
i=1
Podemos agora cobrir V;,,, com as vizinhancas int (W,) para y € V.. Como
Virys € fechada no compacto A, podemos obter subcobertura finita W, , W,,, ..., W,
de V,,,,. Escolhemos agora ry € I,,,ry € I,,...,7s € I, distintos e definimos as

segoes By = X" (Wy,), ..., Brys = X" (W,,) que sdo disjuntas de By, ..., By, e

k+s

X, c J®y).
j=k

Observamos que podemos escolher, pelo lema 2.10, subcobertura Wyl, oy, Wy, de

—

Vs, tal que Wyi c w,,

7

C Wy, parai = 1,..,s. O mesmo argumento ainda
fornece as se¢des Bjiq = Xrl(Wyl), oy Bigs = X”S(fWVyS) disjuntas duas a duas.

Continuamos desta maneira até k£ = n. Obtemos

Ac|JxFd(B)

=1

e daf X?¢(z) estd nessa uniao, para cada z € A, logo vale também

z e JXx(B))

I=1
ou seja,

m

AcxBe0(B) c | Jx(my).
=1

= =1
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Analogamente, por constru¢do, obtemos outra cobertura com B; no lugar de B,
nos argumentos acima. Fazendo X; = B; e ; = Bi obtemos as propriedades do
enunciado.

O

Seja 0 < 3a <7 e B=sup{d > 0; X ({z})NXt =9, 2 € Tt}

Para cada z € Q% seja ¢, 0 menor tempo positivo tal que X' (x) € Q. Entao
definimos o mapa de primeiro retorno ¢ : Qt — QF por p(x) = X' (x), que é
claramente uma bijecao, mas nao necessariamente continua. E 6bvio que, para
todo z € QF, g <t, < a.

Para ¥; € X, defina D) := X=rrl(33) e a projecio P! : D) — ¥%; por P! =

X*(x), onde t é o tnico tempo em (—p, p) com a propriedade de X'z € ¥;. Como

tomamos 2p < r, P;j estd bem definida e é sobrejetiva continua.

Lema 2.12. Eziste 0 < a < g tal que para x ey em X; se d(z,y) < a e X'z € Q,

com |t| < 3a, para algum §;, entio X'y € D{;.

Demonstragao: Defina G : ¥ x [-3a,3a] — A por G(t,z) = X'z. Entao
G ¢ uniformemente continua. Fixado p > 0 consideramos d(€2;, (D7)) = d;. Lem-
bremos que 2, estd no interior de ¥, logo d; > 0. Tomemos d = min{d,, ..., d,}.

Fazendo entao € = g

, pela continuidade uniforme de G encontramos 6 > 0 tal que
se x e y sdo pontos em ¥ com d(z,y) < ¢ entdao d(G(t,z), G(t,y)) = d( X'z, X'y) <
€ < dlogo, X'y € B.(Q;) C DJ.

]

Suponha que x € Q. Entao o Lema 2.12 garante que,se y estd suficientemente

perto de x, a érbita de y cruza Y; em um tempo préoximo ao tempo que a oérbita
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de z cruza ;. Para z € Q; e y € 3; com d(z,y) < a, nés podemos definir um
conjunto de pontos (y;)io.. k, para algum inteiro positivo k, onde ¢ é o menor
tempo positivo tal que ¢'(z) = X' (¢ 1(x)), e podemos continuar esta construgao
pelo Lema 2.12 sempre que d(¢'(z),y;) < a. O mesmo vale invertendo o tempo,
sempre que a Orbita de y esteja suficientemente proxima da érbita de x.

Definicao: Seja x € 2 e n < e. O conjunto n-estdvel de = é
We(z) = {y € %;d(¢'(z),y:) <n, ¥i >0}
e o conjunto n-instdvel de x é
Wi(x) = {y € %;d(¢'(x),y:) <n, Vi <0}.

Lema 2.13. A é X! é C-expansivo se, e somente se, dadas colecoes de secoes
transversais . e Q e p > 0 (2p < ), como no lema 2.11, existe n > 0 tal que

We(x) N Wi (z) = {z}, para todo v € QF.

Demonstragao: Suponha que A é C-expansivo. Tome ¢y = 3 e seu dyp > 0
correspondente a definicao de C-expansividade. Seja n satisfazendo dy > n > 0, tal
quesex € Qey € X com d(z,y) < nentao d( X'z, X'y) <  onde, se p(x) = X'z
ey = Xy, entao 0 < ¢t < ,0 < s < sye|s—t <|sy —t|. Suponha agora
que exista y # x tal que y € W (x) N Wi (x) e sejam (t;)icz e (5i)icz sequéncias
crescentes tais que X'z = ¢'(x) e X%y = y,. Defina um homeomorfismo de R em
R, por h(t;) = s; e linearmente entre estes nimeros. Tomando ¢ um nimero real

qualquer, podemos escrever t = t; + o1 e h(t) = s; + 09, para algum inteiro i, e

o1 €[0,ti1 —t;] e 02 €0, 8541 — s;], e também,

lo1 — oa] < |(tig1 — ) — (Siv1 — 84)|
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de modo que,
(X', X"Vy) = d(X7 ('), X7 (y;)) < b

pela escolha de 1. No entanto, y ndo estd em X (=<0 ({z}), porque ¢ < r, o que
contraria a C-expansividade. Portanto, se A é C-expansivo, entao existe n > 0 tal
que Wi (x) N W(x) = {z}.

Agora, suponha que sao dadas colegbes de segbes tranversais locais 32, Qe p > 0,
como no lema 2.11. Além disso, suponha a existéncia de n > 0 tal que para todo
r € QF, temos Wy (z) N Wy (xr) = {z}. Seja h : R — R uma funcio continua
com h(0) =0. Sejaxz €T,y € S et, e s, sequéncias de nimeros reais tais que
Xing = "z e X5z = "y = y,.

Escolha 0 < § < r — a — p e nimeros positivos €; < 1, €2 < €1, €3 € €4 tal que,

seu € ew € X, entao
1. d(u,v) < € implica que d(u, X'v) > ¢, para todo |t]| € [, 7];
2. d(u,v) < €5 implica que d(pu,v;) < €1;
3. d(u,v) > €y implica que d(u, X'v) > €3 para |t| < J;
4. se a,b € M e d(a,b) < €4 entao d(X'a, X'b) < € para |t| < .

e (a) Suponha que para todo i em que t; e s; estao definidos nds temos |h(t;) —
s;| < 0. Escolha j tal que d(¢'z,y;) > n. Como d(X%z, X%y) >n > € > €

temos d(X%x, X "t)y) > e (por 3);

e (b) Seja j o primeiro inteiro positivo tal que |h(t;)—s;| > . Podemos assumir,

por 2, que se d(¢/z,y;) < € entao d(¢'w,y;) < € para todo 0 < i < j;
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e (bl) Sejat =s; — h(t;) > 0. Se h(t;) > s;_1 — d, entao
d>t>sj—sj 1 +0<a+p+o<r
e por 1,
d(Xz, XMy) = d( Xz, X7 ty) > €.

Mas como h(t;—1) < sj_1 — 0, se h(t;) < sj—1 — J, podemos encontrar t' €

(tj_1,t;) tal que h(t') = s;_1 — 6. Defina £ =¢' —t;_y > 0. Entao
(X512, X5 7y) < €9 < €

assim, como d < § + & < r, por 1 temos:
d(Xti=1p, X517078) > ¢

Portanto, usando 4 encontramos:

d(Xt/x,Xh(t/)y) = d(X1 ey, X170%)) > ¢y

e (b2) Suponha que t = h(t;) —s; > 6. Neste caso h(t;) > s;+6 e h(t;—1) <
sj—1+0 < s;j+0 portanto existe t’ € (t;_1t;] e h(t') = s;+0. Seja & =t —t' >
0. Agora, por 1 temos que se d(X%x, X%y) < ¢ entdo d(X%z, X50+)) > ¢

portanto,
d(Xt/x7h(t’) y) _ d(th—§I7X5j+5y) > €4
por 4.

Em resumo, provamos que se € = min (e, €3, ¢4) entdo, para algum ¢, d(Xtz, X"®y) >

€.
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Agora suponha que x e y sao pontos arbitrarios de A. Escolha §; > 0 e e5 >0

tal que se d(x,y) < €5 entao,

1. d(X'z, X5y) < € (onde t > 0 é o menor real positivo tal que X'z € QF e

Xoy = P,(X'y)), e |t — s| < 501;
2. d(X"z, X"y) < € para todo w e v com |w| < §+a,|v| < a+d; e |[v—w| < 4.

Agora, seja e > 0 tal que se d(z,y) < € entdo d(X"z, X¥*y) > ¢ para todo
%(51 <[|t| <relt| <a. E, sejae; > 0 tal que €5 > €7 e também que o subconjunto
de B.,(r) com projecio P,(X'x) contida em X (~<»)y.

Agora suponha que d(z,y) < e; e y ¢ X"y,

e (a) Se |h(t) — s| < £61. Escolha 0’ < 16, tal que |h(t +t') — s| < 16, para
todo |t'| < ¢'. Defina g : R — R por g(t') = h(t +t') — s para todo [t'| > ¢ e

por linearidade nos outros pontos, tal que g(0) = 0 e g é continua. Portanto,
) =) < Lo+ < L
S g% 501
para |t'| < ¢’. E usando 1 e 2 temos:
d(Xt-l-t’l,’Xs—i—g(t’)y) < ¢

para [t'| < ¢'. Agora pela primeira parte da demonstragao, podemos encon-
trar ¢, tal que d(X%(X'z), X9®)(X%y) > € e por construcio |ty| deve ser

maior que ', ou seja,
d<Xt+tom7 Xh(t+to)y) > €.

Observagao: Pela escolha de €7 temos X'z # X5y.
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e (b) Se |h(t) — s| > £61 entdo |h(t) —t| > 1501 e se escolhermos ¢’ < t tal
que |h(t') — t'| > L6y, entdo d(X"z, X"y) = d(Xt/x,Xt/i%'y) > € salvo

se d(z,y) > €.

Por todos estes casos segue que § = min(€’, €5, €7) é a constante de expansividade
para o fluxo X1,
O

Vamos agora usar os lemas para provar o Teorema 2.3.

Como X! nao tem singularidades, tome r > 0 como no lema 2.11, faca € = 3
e ap como no lema 2.8. Tome também « tal que 0 < 2o < min{3, ap}. Para este
a > 0 seja as familias de segoes transversais locais X e () dadas pelo lema 2.11.

Seja 0 < 1 < min{a,a} e fixe v € QF. Seja y € Wy (x) N W (x) para x € Q7.
Entao temos d(¢'(x),y;) > n para todo ¢ € Z. Seja 7; 0 menor ntimero positivo tal
que ¢i(z) = X7 (¢ () para i € Z. Como () = p(¢'}(z)) = X7 ("1 (2)),
temos 3 < 7; < . Como d(p'(x),y;) < n parai € Z, a diferenga de tempo \; entre

Yir1 € y; satisfaz |\, — 7| < p. Dali,

gzﬂ_g<Ti_p§)\i§7'i+p<7'i—|—@§2a. (2.2)
Defina entao,
(
Yt ok,  se 1>0
ti = 0, se 1 =0

—Z};:OTk, se ¢ <0
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e também,

(

¥ oAk,  se i>0

Ui =950, se 1=10

=X oM, se 1<0
\

Entao nés temos 5 < t;,1 —t; <a<2aparai € Ze g < uip —u; < 2a por (2.2).

Portanto, temos t;, u; — +oc e t_;,u_; — —oo com ¢ — +oo. Como
d(X"(x), X" (y)) = d(¢'(2), 4:) <1 < 200

para todo i € Z, utilizando o lema 2.8 encontramos iy € Z tal que X"o(y) €
X (tigme=2astio+e+20) (f2:1) ¢ uma secdo transversal local €; € Q tal que Xto(z) € .
Como € +2a = 7 + 2a < %T < 3 < r ecomo Y; é uma secao transversal local de
tempo 7, nés temos X%y = Xlox. Dai temos z = y, o que termina a prova do
teorema principal.

]



Capitulo 3

O Atrator de Lorenz e seu modelo

geométrico

Apresentamos aqui as propriedades mais simples do fluxo gerado pelas equagoes
de Lorenz nos chamados ‘parametros classicos’ identificados numericamente por
Edward Lorenz em 1963 [3].

Em seguida apresentaremos a construgao geométrica de um fluxo C", r > 1,
que exibe todas as propriedades dinamicas do atrator de Lorenz, primeiramente
obtida por Guckennheimer e Williams [6] e por Afraimovich-Bykov-Shil'nikov [5].

A construcao foi motivada pela dificuldade de uma anélise rigorosa das equagoes
de Lorenz, quer do ponto vista tedrico, quer numericamente, veja por exemplo [2]

e [12].

40
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Figura 3.1: um pedaco longo de uma érbita do fluxo de Lorenz

3.1 O atrator de Lorenz

Em 1963, o matemdtico meteorologista Edward Lorenz publicou em [3] um exemplo

de um sistema de equacoes diferenciais ordindrias polinomial parametrizado

r = —0ox+ o0y,
y = rr—y-—zxz, (x,y,z)ERg,

Z = —bz+uxy,
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onde 0 = 10, b = % e r = 28, como um modelo muito simplificado de conveccao
térmica num fluido, numa tentativa de entender os fundamentos da previsao do

tempo por simulagao numérica.

As singularidades sao a origem e

P* = (Vb(r—1),Vb(r —1),r = 1)
P~ = (b= 1), b0 —1),r— 1),

A matriz DF(x,y, z) das derivadas parciais é

r—z —1 —=x

Y xr —=b
Na origem temos como
-0 o 0
DF(0,0,0)=| » -1 0o [
0O 0 —b

que tem polinomio caracteristico
PA) = A+b)(N+(c+DA+a(l—1)).
Logo, os autovalores na origem sao

A = —b,

N = —(o+1)— /(6 +1)2+40(r —1) .
SS - 2 )

N —(o+1)++/(c+1)2+40(r —1)
U - 2 I
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Neste caso sempre temos A\, e Ay negativos e A\, positivo. Com os parametros
originais,

11 /1201

A, = ~ 11,83
2 + 2
)\ss = _E - —1201 =~ —22,83
2 2
8
A = —Sa-267
3

satisfazendo \gg < Ay <0< Ay e A\, + g > 0.
Os autovalores em PT e P~ sao os mesmos, consideraremos somente PT. Em

P7 temos r — z = 1, logo a matriz e derivadas parciais é dada por

Vo(r—1) /b(r—1) —b
que tem como polindmio caracteristico:
Py(A) = N4+ XN (o+b+1)+ ANob+b+2?) + 2027
= XN+ N(o+b+1)+N(r+o)+20b(r—1).
Como todos os coeficientes sao positivos existe pelo menos um autovalor \; neg-

ativo, pois limy_,_ Po(A) = —o0 e P5(0) = 20b(r — 1) > 0. Se considerarmos os

parametros originais das equagoes de Lorenz, obteremos:

P~ = (—6v2,-6v2,27)
Pt = (6vV2,6V2,27)
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e também os autovalores:

Q

A —13,85457791,

A2~ 0,093955622 + 10, 194505224,

l

A3~ 0,093955622 — 10, 19450522 = \,.

3.1.1 O elipsdéide sumidouro

Aqui consideraremos os parametros originais das equacoes de Lorenz. Considere a
funcao teste dada por

4y +(z—r—o0)?

L(z,y,2) = i

Sua derivada em relacao ao tempo sobre uma curva solucao das equagoes de Lorenz

é dada por

L' = o' +yy +(z—r—0)

= z(—ox+oy)+ylre —y—zz)+ (2 —r—o0)(—bz + xy)

r+ 0)2 b(r +o)?
2 4 .

= —or?—y* — bz —

Como o e b sao positivos temos que L' é negativa se

r+o b(r + o)?

2, 2 2
b(z — >
or” +y- +b(z 5 ) 1

O conjunto de pontos (z,y, z) onde vale a igualdade no lugar da desigualdade é um
elipséide E. No interior de E temos L' > 0 e no exterior de E vale L' < 0. Seja m
o maximo de L na regiao delimitada por E.

Considere entao C' um nimero real tal que C' > m e seja

Up = Lil((_oo7c]) = {(l’,y,Z);L(l',y,Z) < C}
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Entao Entao, denotando por Z! o fluxo induzido pelo sistema de equacoes de
Lorenz, se p é um ponto em JUy, temos que L'(p) < 0 e portanto Z'(p) estd
no interior de Uy para todo t > 0, ou seja, m C Uy para t > 0. Definimos
entao o atrator de Lorenz como o conjunto

Ao = () Z4(Uy).

t>0

que ¢ maximal invariante positivo em Uj.

40 Y

30

20

N
R
Ny
N NG

0
!"!‘ y

10

Figura 3.2: aspecto do atrator de Lorenz obtido por aproximagao numérica.
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3.2 Construcao do Modelo Geométrico

Simulacoes numéricas para uma vizinhanca dos parametros selecionados por Lorenz
sugeriam que todos os pontos do espaco tém érbitas/solucao do sistema que con-
vergem para um “atrator estranho”. Mas estas equagoes resistiram a um entendi-
mento tedrico rigoroso e também sao muito dificeis de estudar numericamente. De
fato, a singularidade na origem é acumulada por érbitas regulares dentro do atrator
e isto cria a principal dificuldade para seu estudo numérico e tedrico.

Por um lado, a teoria de hiperbolicidade de Smale, de maneira semelhante as
nocoes de C-expansividade e K-expansividade, aplica-se a conjuntos invariantes
com singularidades isoladas. Logo, o atrator que se observa no sistema de Lorenz
nao pode ser hiperbdlico no sentido mais bem compreendido teoricamente.

Por outro lado, toda solugao do sistema tem velocidade muito pequena quando
se aproxima da origem, o que implica tempos de passam sem limite superior e,
portanto, erros de integragao numérica do sistema de Lorenz sem qualquer controle
perto da origem, impedindo conclusoes rigorosas via métodos numéricos.

Outra abordagem muito bem sucedida foi encetada por Afraimovich, Bykov,
Shil'nikov [5] e Guckenheimer, Williams [6], independentemente: eles construiram
os “modelos geométricos de Lorenz” para o comportamento observado por Lorenz
no sistema de equagoes apresentado anteriormente. Estes modelos sao fluxos tridi-
mensionais para os quais se pode provar rigorosamente a existéncia de um atrator
que contém uma singularidade acumulada por érbitas regulares do fluxo dentro do
atrator. Esta acumulagao impede este conjunto invariante de ser hiperbdlico. Além

disso, provaremos aqui que todo par de trajetérias dentro do atrator se afasta para
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o passado, ou para o futuro, ou seja, que o atrator é sensivel as condigoes iniciais,
tal como Lorenz observou nas solugoes do sistema polinomial original. Mais ainda,
e extremamente importante, este comportamento é robusto: ele nao é destruido
por nenhuma pequena perturbagao do fluxo do modelo geométrico.

Apresentamos agora uma construcao desse modelo geométrico.

Pelo teorema de Hartman-Grobman, numa vizinhanca da origem o fluxo gerado
pelo sistema de equagoes de Lorenz é conjugado ao fluxo linear

Asst

,zeMt).

X2, y, 2) = (wet!, ye
Considere os seguintes conjuntos (veja a figura 3.3)
S = {1kl byl < 5)
St = {(z,y,1) € S;2 > 0}
ST = {(z,y,1) € S;2 <0}
r = {(z,y,1) € S;z =0}

S* = S-T=S5"uUsS~

Suponha que as érbitas eventualmente cruzam S na direcao do eixo negativo z.

Considere também os conjuntos (veja a figura 3.3)
o= @y 2z =1}
57 = A{lwy, 2= -1}
Y o= Stun
Para cada ponto (g, 30, 1) em S* queremos encontrar o tempo 7 em que X7 (g, yo, 1)

estd em Y. Logo 7 tem de ser um nimero real maior que 0 tal que |roe ™| = 1, ou
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=-1 X=+1

Figura 3.3: a linearizagao perto da origem

—%. Note que para cada ponto (zg, ¥, 1) € S* o tempo T correspon-

seja, T =
dente depende somente de xy. Além disso, 7 — 400 quando xqg — 0. Portanto

temos,

x x s s
X" (o, y0,1) = (—O 7?J0€A“T;€AST) = (—0 YolTo| ™ A, |wo| A,
| |0
Temos também que,
A
0<a=-"<l<p=-22,
“T TN b=

Seja L : S* — ¥ definido por L(x,y) = (ﬁ,y|:p|ﬁ, |z]*). A imagem de L(S™) é um
‘triangulo’” em ¥t com vértice em (1,0,0), da mesma forma a imagem de L(S™)
é um ‘triangulo’ em 3~ com vértice em (—1,0,0). De agora em diante quando
nos referirmos aos conjuntos L e 3~ estaremos nos referindo as imagens L(S™) e

L(S7).
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Figura 3.4: O atrator geométrico de Lorenz

As 6rbitas vio de ST até X* e apés uma rotacdo R em torno da variedade
estdvel da singularidade P* retornam a S* (veja a figura 3.4). Vamos considerar
uma rotacao tal que segmentos da forma XN {z = 2} sejam levados em segmentos
da forma S*N{x = 74}, e além disso, que nos triangulos ¥* haja uma contracio na
diregao y e uma expansio na dire¢ao . Esta rotagao é tal que para cada (£1,y, 2)

em ©* temos o € (0,1) e M > 1 com:

0 M
DR(£1,y,2) =
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Portanto a aplicacao de primeiro retorno de Poincaré em S toma a forma P :
S* — S, com P = Ro L. Uma caracteristica importante de P é que a imagem
de segmentos S N {z = xp} estd contida em segmentos de mesmo tipo. Assim,
considerando I = [—3, 1] existem fungdes f: I —{0} = Teg:1—{0} xI—1
tais que P(z,y) = (f(z), 9(x,y)).

Seja U o conjunto dado pela unido do cubo [—1/2,1/2] x [-1/2,1/2] x [0, 1], que
contém vizinhancga da origem onde o fluxo é linearizado, com a porcao da oérbita
positiva dos pontos de S até seu primeiro retorno a S, tal como se pode ver na
figura 3.4. Entao este conjunto satisfaz, pela construcao apresentada, m cU
para todo ¢ > 0. Definimos entao o atrator geométrico de Lorenz como o seguinte
conjunto compacto e invariante por este fluxo:

A= () XHU).

t>0

Podemos construir este exemplo de maneira que f e g possuem as seguintes

propriedades (veja figura 3.5):

e f(—x)=—f(x) para todo x € I — {0};

f nao esta definida em x = 0;

o f(07) =lim, .o~ f(z) =1 e f(0") =lim, .o+ f(z) = —3;

f ¢é diferencidvel em I — {0} e f'(x) > /2 para todo = € I — {0};

f'(07) = f/(07) = +o00;

Existe 0 < p < 1 tal que g, (z,y) < p para todo (z,y) € S*;
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-1/2 0 +1/2

Figura 3.5: a transformacao unidimensional de Lorenz f: I — {0} — I

e A razao de contracao de g na segunda coordenada é muito maior que a razao

de expansao de f (veja a figura 4.13);

Além disso, se considerarmos a folheagdo de S dada por {x = x¢}, entao a
folheagao é preservada pelo mapa de Poincaré, e se p e g estdao em uma mesma
folha 7 entao dist (P"(p), P"(g)) — 0 quando n — +o00. Esta propriedade é crucial

no que se segue e ¢é ilustrada na figura 3.7.

3.2.1 A origem é uma singularidade nao isolada de A

Vamos agora ver que a origem ¢ uma singularidade nao isolada para o atrator
geométrico de Lorenz.

Comecamos por provar que f é uma aplicagao fortemente misturadora, no
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Figura 3.6: As imagens da aplicagao de retorno de Poincaré em S.

seguinte sentido.

Lema 3.1. Para todo intervalo J C I — 0 existe um subintervalo J' C J e um

inteiro positivo k € Z* tal que f*(J') =[0,1) ou f*(J') = [—3,0).

Demonstragao: Primeiro faca A = inf ;o3 { f'(2)}. De fato, como f'(0%) =
f(07) = oo, existe € > 0 tal que se € (—¢,¢) — {0} entdo f'(x) > 2. Além disso,
temos que [—2, —€] U [e, 3] é compacto, logo existe ¢ > v/2 tal que f'(z) > ¢ para

todo z € [—1, —€] U [¢, 3]. Isto mostra que A > /2.

Seja J C I, defina,

J, se 0¢J
J():

o maior intervalo de J — {0}, se 0€J
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Figura 3.7: a aplicagao de primeiro retorno de Poincaré a S preserva a folheacao

vertical em S e contrai estas folhas.

e por indugao:

f(Ji), se 0.¢ f(Ji)

o maior intervalo de f(.J;) — {0}, se 0¢€ f(J;)
Por construcao 0 ¢ int J; e f(J;) D Ji41, para todo i € N. Pelo Teorema do valor
médio temos que [(f(J;)) > A(J;) (onde [(K) é o comprimento do intervalo K).

Pela escolha de J;.1,

A(f(J:)), se 0¢ f(J;)
I(Jiz1) 2

%l(f(Ji))a se 0€ f(J;)
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logo,

N(f(Ji1)), se 0¢& f(Jis1)
U Jit2) =

po >

I([(Jit1)), se 0€ f(Jiy1)

Portanto, se 0 ¢ f(J;) ou 0 ¢ f(J;41), entdo
[(Jire) 2 S 1(Ji)

e temos que ’\32 > *[722 = 1. Portanto, se 0 ¢ f(J;) N f(J;42) para todo i € N

encontramos,

() > o)1),

Mas como J; sempre esta definido em I com comprimento limitado temos que existe
n € Ntalque 0 € f(J,)Nf(Jns1). Tome b € J, 41 tal que f(b) = 0. Seja Lo, = (0, 0]
ou I, = [b,0) (somente um dos dois casos faz sentido). Entao Ip, C J,41 (pois
Jny1 6 intervalo, contém b e 0 € dJ,41). Como lim f(0%) = :I:% e f(b) =0, pelo
teorema do valor intermedidrio, temos f(Ioy) = (—3,0] ou f(Ios) = [0, 3).

O

Em particular este lema mostra que, dado € € (0, f(5)) e um intervalo J C

1
2

(0,€), existe subintervalo Jy C J e um inteiro k > 1 tais que f*(Jy) = (0,3) ou

fH(Jo) = (—3,0).

No primeiro caso, temos Jy C f*(Jy) e assim f* tem um ponto fixo em Jy, ou
seja, f tem um ponto periédico de periodo no maximo k em Jy.

No segundo caso, iterando mais uma vez temos f**(Jy) = (=1, f(3)) D Jo e

chegamos a mesma conclusao.
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Temos assim um ponto periodico xy € I para f com periodo n < k+ 1, tal que
0<xp<e.

Considere F' a folha em S que corresponde a xy. Pela construgao de f, temos
que PN(F)=F,e0 < d(F,T) < e. Como P contrai F, temos que existe yy € F
tal que 1o é ponto fixo de PV, ou seja, 3y ¢ ponto periédico de P de periodo N.
Finalmente, pela definicao de P como aplicacao de Poincaré sobre S do fluxo X?,
isto significa que yy tem 6rbita periddica pelo fluxo Xt e 0 < yo = d(F,T) < e.

Tomando W uma vizinhanga qualquer da origem, pela construcao do atrator
geométrico de Lorenz, existe € > 0 tal que se w € S e d(w, ') < ¢, entdo existe
t > 0 tal que X'w € W, isto vale em particular se w = y,. A drbita de yy estd
totalmente contida em A, pois yg é periodico. Isto mostra que a origem nao é um

ponto isolado de A.

3.3 Asequacoes de Lorenz e seu modelo geométrico

A relacao entre os dois atratores exibidos neste capitulo foi esclarecida no trabalho
de Warwick Tucker (em [17] e [18]) por volta do ano 2000. Ele provou, usando uma
combinacao de analise numérica com teoria das formas normais, que o atrator que
se observa nas equacoes originais de Lorenz, nos parametros propostos por Lorenz,
é realmente um fluxo com as caracteristicas do modelo geométrico: tem uma fol-
heacao estavel invariante na secao transversal pela transformacao de retorno de
Poincaré que induz uma transformacao quociente unidimensional que é transitiva,
e estas propriedades sao robustas. Este resultado, juntamente com o resultado

tedrico fundamental obtido por Morales, Pacifico e Pujals em [16], pouco antes do
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trabalho de Tucker ser publicado, mostra que o atrator de Lorenz realmente tem
todas as propriedades que se pode provar rigorosamente no modelo geométrico,
embora nao haja uma relagao de ‘conjugacao’ entre ambos os sistemas, isto é, nao
¢é verdade que os atratores sejam ‘os mesmos por mudanca de coordenadas’.

Os resultados sobre expansividade e o resultado de Morales, Pacifico, Pujals téem
uma divida profunda com os trabalhos de Massera [15], Lewowicz [13] e principal-
mente Mané [14], onde as nogoes de expansividade e robustez foram aprofundadas
de forma muito original.

Os pormenores destes desenvolvimentos sao demasiado extensos para apresen-

tarmos aqui.



Capitulo 4

Expansividade do Modelo

Geométrico

Mostraremos neste capitulo que o atrator geométrico de Lorenz satisfaz a condicao
de expansividade. A nocgao de expansividade, ao contrario da C-expansividade e
K-expansividade, é compativel com a existéncia de singularidades nao isoladas no
conjunto invariante.

No que segue tomamos A o atrator geométrico de Lorenz tal como definido no

capitulo anterior.

Teorema 4.1. Se existem x,y em A e h: R — R, homeomorfismo crescente, tais
que d( X'z, Xh(t)y) < 2—10 para todo niumero real t, entao x ey estao em uma mesma

orbita.

Demonstragao: Comegamos por observar que se x (ou y) é a singularidade
o = (0,0,0) entao o outro ponto sé pode ser igual a ¢ devido ao comportamento

do fluxo préximo a uma singularidade hiperbdlica tipo sela. Suponhamos que x e

o7
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y sao pontos de A como no enunciado com z,y distintos de o.

Primeiro faremos algumas definigdes. Daqui por diante escreveremos z(t) =
Xtz ey(t) = X"y, parat € R.

Particionando A: Definiremos em A regioes como na figura 4.1. Estas regioes
sao tais que A estd i—distante de C, e B esta }l—distante de D. Estas regioes sao
definidas de ambos os “lados” de A, de forma que chamaremos de A, a unidao do

que chamamos de A de ambos os lados, e da mesma forma para B, C' e D.

Figura 4.1: Particionando o Modelo Geométrico do Atrator de Lorenz

Definicao: 7y e () serao definidos conforme a posigao de = e y(0) (Lembre que,

por hipétese, d(z,y(0)) < 55):

1. Se z e y(0) estiverem em AU B: 7y serd o primeiro tempo negativo em que a
érbita de z(t) toca S; e Cy serd o primeiro tempo negativo em que y(t) toca

S.

2. Se x e y(0) estiverem em C'U D: 7y serd o primeiro tempo positivo em que a

érbita de = toca S; e Cy serd o primeiro tempo positivo em que y(t) toca S.
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VT )

Figura 4.3: Caso 2

3. Caso x e y(0) estejam um em A e outro em D: Se z estd em A (em D) 79
serd o primeiro tempo negativo (primeiro tempo positivo) em que x(t) estd
em S. Se y(0) estd em D (em A) Cj sera o primeiro tempo negativo (primeiro

tempo positivo) em que y(t) toca S.

4. Se z e y(0) estiverem, um em B e o outro em C: 7y serd o primeiro tempo

negativo em que x(t) estd em S e Cy serd o primeiro tempo negativo em que
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Figura 4.4: Caso 3

y(t) toca S.

o

\\H T
B .

i)

Figura 4.5: Caso 4

Fica claro na construcao que, se 7y € menor que zero, entao x esta %—préximo

de A ou B, e se 19 é maior que zero, entao x esta em C' ou D. Além disso, se C é

menor que zero, entao y(0) esta %—préximo de A ou B, e se (y é maior que zero,
~ Y 7 7
entao y(0) estd 55-préximo de D, ou estd em C.

Definiremos o n-ésimo tempo de retorno de = a S como:
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o 7, 1 = inf{t > 7,; X'z € S} para n > 0;
o 7, 1 =sup{t < 7,; X'z € S} paran < 0.
E definimos o n-ésimo tempo de retorno de = a > por:
o 7 =sup{t < 70; X'z € X}
o 7/, =inf{t > 7); X'z € £} para n > 0;
o 7/, =sup{t < 7,; X'z € X} paran <0.
Agora definimos o n-ésimo tempo de retorno de y a S:
o C, = inf{t > C,; X"Wy(0) € S} paran > 0;
o C,_1 =sup{t < C,; X""y(0) € S} para n < 0.
E terminamos estas defini¢oes com o n-ésimo tempo de retorno de y a X:
o C} =sup{t < Cp; X"y (0) € ¥},
o C! , =inf{t > Cl; X"Wy(0) € T} para n > 0;
o C' | =sup{t < C"; X"My(0) € ¥} para n < 0.

Por construcao temos 7, € (7, 7,,,) e C, € (C},C) ).

Afirmacao 1: 7, € (C},C) ;) e C, € (17,7, ,1).

Mostraremos apenas 7, € (C;,C; ), para o outro caso a demonstracao ¢é to-
talmente andloga.

Faremos a demonstragao por inducao:

Parte 1: 19 € (C§,CY).

Suponha que esta afirmacao seja falsa. Entao temos duas possibilidades:
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Dl = —:_“;:a
/"f-l ! e "
/7 S
Wy x) \“- ]

Figura 4.6: Definicao de 7,,, 77, C,, e C7..
1. Caso 19 < (.

Fica claro que 1y < Cf < 0. Neste caso, x esta %—préximo de A ou de B. Dai
a orbita de x nos tempos entre 75 e 0 esta sempre z—lo—préxima de A ou de B.
No entanto, y(0) também deve estar s5-préximo de A ou de B (Pois z e y(0)
estao %O—préximos). Portanto, existe C, <ty < 0 (quem existe é o ty) tal que
y(to) € CN D, e como 1y < C) <ty < 0 temos que z(ty) estd 5-proximo de

A ou de B, logo d(x(to),y(ty)) > 55, contradicao.

L
20"
2. caso 1y > (.

Se 75 < 0, entao z esta %—préximo de A ou de B. Logo y(0) esté 1—10-
proximo de A ou de B. Dai, y(t) sempre estd %—préximo de A ou de B,
quando t varia entre C] e 0 (Lembre que C] < 75 < 0). No entanto, como
Cl <7< 0ed(x(C),y(C})) < 55, existe to entre C] e 0 com z(ty) € CND.

Contradigao, pois daf, d(z(ty), y(to)) > 5.

Se 1o > 0, entdo, z estd em C ou D e y(0) estd 55-proximo de D e ou estd
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s oy
f/! ity

Wi, W)
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S

= X
—8 P

i, My
7(Cy)

Figura 4.7: Se 70 < C},

Figura 4.8: Se 19 > C1 e 10 <0
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em C, logo C > 0. Portanto que a érbita de x entre 0 e C estd em C' U D,
mas existe to € (0,C1) com y(to) € AN B. Logo, d(z(ty),y(to)) > 55, uma

contradigao.

Figura 4.9: Se 1o > C] e 10 > 0

Parte 2: Se 1, € (C},,C} ), entdo 7,41 € (C,1,C) o).

Suponha que nao vale. Entao temos duas possibildades:

1. Caso 741 < C) 4.

E claro que ¢! < 7, < Topq < C) ... Sabemos que y(t) s6 passa em S uma

vez quando t varia em (C),, C), ). Portanto quando ¢ varia em (7, Tp41), y(t)

deve estar o5-préximo de S, pois #(7,) € (7,41) estdo em S e d(z(7,), y(,)) <
55 € d(2(Tni1), Y(Tas1)) < 55. Lembrando que S = AND e 7, € (1,,7n + 1),

/

temos que y(7,) estd 55-proximo de AN D e x(1}) estd sobre B N C. Logo

n

d(x(m),y(mm)) > %, contradicao.

2. Caso Ty > C) L.
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Figura 4.10: Se 7,41 < C), 4

Neste caso, temos 7, < C}, | < Cpy1 < C) 15 < Tpy1. Sabemos que x(t) passa
em uma tUnica vez em ¥ = B N C quando ¢ varia em (7, T,+1). Como y(C))
e y(Cl ) estdao em X = BN C, entao z(C)) e z(C);) estdao 55-proximo de

¥ = BNC. Logo, #(Cp1) estd 55-proximo de ¥ = BNC, e y(Cyy1) esté em

S = AN D, uma contradi¢ao, pois d(z(Cpi1), y(Cni1)) < 55-

Figura 4.11: Se 7,41 > C),

Parte 3: Se 7, € (Cy,C} ), entdo 7,1 € (C}_;,Cy,).
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Suponha que nao vale. Entao temos duas possibildades:

1. Caso 7,1 > CJ.

Aqui temos C), < 7,01 < 7, < C}, . Sabemos que y(t) sé passa em S = AND
uma Unica vez quando ¢ varia em (C;,C; ). Portanto quando ¢ varia em
(Tn—1,Tn), y(t) deve estar s--préximo de S, pois z(7,) e x(7,—1) estao em

S e dx(r),y(m)) < 55 ¢ d(x(T0-1),y(Ta-1)) < 55 Como S = ANDe

To_1 € (Ty—1,Ta), temos que y(7,_;) estd g5-proximo de AN D e x(7),_;) esté

sobre BN C. Logo d(x(7y—1,y(Ta-1)) > 55, contradicao.

2. Caso 1,1 < C) ;.

Neste caso, temos 7,1 < C!,_; < C,_1 < C! < 7,. Sabemos que x(t) passa
uma tnica vez em ¥ = BN C quando ¢ varia em (7,-1,7,). Como y(C)) e
y(C),_,) estdao em ¥ = BN C, entdo z(Cy) e x(C)_;) estao 55-proximos de
¥ = BNC. Logo, z(C,) estd 5-préximo de & = BN C, e y(C,) estd em

S = AN D, uma contradigao, pois d(z(Cy),y(Cy)) < 55-

Note que a parte 2 mostra a tese para tempos de retorno positivos, e que a parte
3 mostra a tese para tempos de retorno negativos. Assim fica demonstrada a
afirmacao.

Afirmagao 2: x(79) e y(Cp) estao na mesma folha em S.

Suponha que nao estejam. Lembrando que a folheagao em S é dada por {(x,y) €
S;x = x0,x0 € [—3, %]} De fato, sabemos que o mapa de Poincaré definido em
S é dado por P(x,y) = (f(x),9(z,y)), e que f'(z) > /2. Portanto, como x(7) e

y(Cp) estao em folhas diferentes, e P™"(z(1)) e P™(y(Cp)) sempre estdo do mesmo
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lado de S, i.e., ambos estao em St ou ambos estao em S, entao a distancia entre
P™(2(7)) e P*(y(Cp)) aumenta com n numa razdo maior que v/2 por uma aplicagio
do teorema do valor médio. Basta observar que se z(1) = (o, ¥0), ¥(Co) = (24, Y5)s
P(z(1)) = (x1,11), P(y(Cy)) = (x), 1), entdo como zg,x; € x1, 2] tém o mesmo
sinal, vale para algum £ € (xg, xy) que |x;—2| = | f(xo)— f(xp)| = | f(§)||xo—2(] >
V2|zy — x)|. Logo para algum ng suficientemente grande, teremos P™(x(7)) e
P™(y(Cy)) em lados diferentes de S (ST e S7). Note que, P"(z(7)) = x(7,) e
P"(y(Cy)) = y(C,). Teremos entao que z(7,,) e y(C,) estarao em lados diferentes
de ¥ (Xt e X7). E como C!, € (7,,Tnt1) temos que z(C!) nao poderd estar

%—pr(’)ximo de y(C!)) € 3. Esta contradigao prova a afirmagao 2.

Figura 4.12: Se x(79) e y(Cp) nao estdo em uma mesma folha

Afirmagao 3: x(m) = y(Cy).

Suponha que z(7y) # y(Cp). Pela afirmagao 2, ja sabemos que x(79) e y(Cp)
estao numa mesma folha. Como sabemos pelas propriedades do mapa de Poincaré
de S (especificamente a razao de contracao p da sua fungao coordenada g(x,y)

satisfaz pv/2 < 1) que d(x(7,),y(C,)) diminui & medida que n cresce numa razao
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p. Donde temos que d(z(7,),y(C,)) cresce numa razao maior que i quando n
decresce, note que como como z,y € A desde o inicio e A é invariante, podemos
realmente aplicar este argumento pois z(7,), y(c,) estdo sempre em A para todo
n € Z. Portanto, em um tempo negativo ng suficientemente pequeno, teremos

z(7,) e y(C,) em diferentes componentes conexas de P(5).

|
i
g

S

r

Figura 4.13: As componentes que estao sobre S

Portanto, £(7,,-1) € ¥(Chry—1) estarao em lados diferentes de S e z(7,,) e y(C},)

estarao em lados diferentes de X. Como Cj, | € (Tny—1, Ts,) temos que x(C, ;)

nao pode estar %—préximo de y(C!

"o_1) € 2. Esta contadicao termina a afirmacao

3.

Note que a afirmagao 3 prova o teorema.
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O
Observacao 1: A prova da afirmacgao 2 usou apenas as Orbitas positivas de x

e 1, ou seja, provamos a seguinte:

Proposicao 4.1. Sexz,y € A e h: R — R é um homeomorfismo crescente tais que

d(Xtz, X"Wy) < % para todo t > 0, entao x,y estao na mesma folha estavel.

Observacao 2: O argumento da demonstragao da afirmacao 3, pode ser uti-

lizada para qualquer n, logo teremos z(7,) = y(C,,) para todo n € Z.
Teorema 4.2. O atrator geométrico de Lorenz A é expansivo.

Este teorema é consequéncia da seguinte propriedade: dado € > 0 existe &' > 0
tal que se a € S, d(X'a,a) < ¢, e a érbita de a até X*(a) ndo passa por X, entao
t] < e.

Dado € > 0 tome § = min(Qio,(S’). Entao, se existem z,y em A e h : R — R,
homeomorfismo crescente, tais que d(X*tz, X""y) < § para todo niimero real t,
pelo teorema 4.1 temos z(7,,) = y(C,). Como d(x(7,),y(1n)) <0 e, € (C},C} 1)
temos (pela propriedade acima) y(7,) = X"(x(7,)) = x(7, + 1) para algum |n| < e.

Isto é o que faltava provar para concluir a expansividade.

]

4.1 Robustez da expansividade

A folheagao invariante por linhas paralelas ao eixo dos x na secao transversal S é

robusta no seguinte sentido: para todos os fluxos Y suficientemente C'! préximos
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do fluxo do atrator geométrico de Lorenz X' aqui apresentado, a secao transver-
sal S continua sendo uma secao transversal admitindo uma folheacao por curvas
diferencidveis, que estao C! préximas de linhas paralelas ao eixo dos z, e que sao
invariantes pela transformacao de retorno de Poincaré associada ao fluxo Y?; o
leitor pode consultar [2] para a prova desta afirmagao.

Notemos que a singularidade na origem também mantém as mesmas relagoes
entre seus autovalores, pois ela é hiperbdlica e os autovalores dependem continu-
amente do fluxo. Decorre deste fato que a transformacao obtida pela acao desta
transformacao de Poincaré na nova folheacao também é C' préxima da trans-
formacao f. Portanto, suas propriedades sao semelhantes: a derivada maior que
V2 em médulo e a consequente densidade de 6rbitas periédicas continuam sendo
verdadeiras para esta nova transformacao unidimensional.

Assim, os argumentos usados na prova da expansividade para o atrator A do
fluxo X! podem ser reaplicados ao atrator correspondente Ay do fluxo Y?, estejam
suficientemente préximos, onde Ay = Ny=oY4(U).

Mostramos assim que o atrator geométrico de Lorenz é robustamente expansivo.

4.2 Sensibilidade as condicoes iniciais

A é sensivel as condicoes iniciais se para todo x € A, e r > 0 é suficientemente
pequeno e W C A é vizinhanga de z, entdo existe y € W tal que d(X'z, X'y) > r
para algum ¢ # 0.

Em outras palavras, um sistema é sensivel as condicoes iniciais se pequenas

mudancas em seu estado inicial podem gerar grandes mudancas no tempo passado
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ou futuro. Um sistema sensivel as condig¢oes iniciais também é conhecido como
sistema ‘cadtico’. Portanto sistemas sensiveis as condigoes iniciais sao de certa
forma imprevisiveis.

Segue diretamente das definicoes que, se A é expansivo, entao A é sensivel as
condigoes iniciais. De fato, tome z € A e W C A vizinhanga de x em A. Tome
e = 1, e considere § > 0 da defini¢ao de expansividade e h : R — R a identidade.
Tome y € W — X[71U(z). Entdo existe ¢y # 0 tal que d(X*x, X'y) > §. Caso ndo
houvesse um tal ¢, terfamos d(X*(z), X*(y)) < ¢ para todo ¢ real e, pela definigao
de expansividade, X1y € Xt -tttz Jogo y € X7z o que ndo pode ocorrer

pela escolha de y.

4.2.1 Sensibilidade para érbitas futuras numa vizinhanca

do atrator

A seguinte definicao alternativa para sensibilidade as condic¢oes iniciais é mais fre-
quentemente usada: A é sensivel as condi¢des iniciais se para todo x € A, e r >0
é suficientemente pequeno e W C A é vizinhanga de x, entao existe y € W tal que
d(X'z, X'y) > r para algum ¢ > 0.

O atrator geométrico de Lorenz também é sensivel as condigoes iniciais com esta
definicao. Mais ainda, o conjunto positivamente invariante U que forma o conjunto
estavel de A e o define como maximal invariante em U, é sensivel as condigoes
iniciais neste novo sentido. De fato, a segunda afirmacao da demonstragao do
teorema 4.1 mostra isto.

Considere x € U. Pela definicao de U em algum momento a 6rbita de = vai se
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aproximar de A, e portanto em algum momento sua orbita vai tocar a secao S. Seja
T 0 primeiro tempo positivo tal que X"z € S. Considere V um aberto contendo z,
como a figura 4.14. Entdao X7 (V) é um aberto contendo X"z. Sejay € SNV em
uma folha diferente de X7 (V). Pela demonstragao da afirmagao 2, do teorema 4.1

existe t > 0 tal que dist (X'y, X*(X7z)) > 5. Dal X "y e Ve

1
dist (X"7(X Ty, X7 (2)) = dist (X'y, X' (X72)) > %

Isto mostra que U é sensivel as condigoes iniciais.

Figura 4.14: V vizinhanga de z e X"V vizinhanca de X"z

Portanto, pelo Teorema 4.2 e pelas secoes 4.1, 4.2 e 4.2.1, o atrator geométrico
de Lorenz é expansivo, sensivel as condicOes inicias para orbitas futuras numa
vizinhanga do atrator, tem uma singularidade nao isolada, e estas propriedades
sao robustas; logo a nocao de expansividade é mais geral que as nogoes de C-

expansividade e K-expansividade.
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