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Resumo

Uma Formulac¢ao Abstrata para o Estudo de Solugoes
Estatisticas das Equacoes de Navier-Stokes

Cecilia Freire Mondaini

Orientador: Ricardo Martins da Silva Rosa

Com base nos resultados obtidos em artigos recentes sobre solucdes estatisticas das
equagoes de Navier-Stokes, o objetivo desta dissertacdo foi construir um conjunto abs-
trato de fun¢des que ainda satisfizesse alguns dos resultados mostrados nestes artigos para
o conjunto de solugdes fracas das equacdes de Navier-Stokes e outros relacionados a me-
didas de probabilidade de Borel definidas sobre um espaco de Hilbert. A ideia foi analisar
a demonstracao destes resultados e verificar quais as hipdteses minimas necessdrias para
demonstra-los. Comecamos com a demonstra¢do de alguns resultados de compacidade,
0s quais nos servem de motivacao para a definicdo de uma certa hipétese sobre o conjunto
abstrato. Assumimos posteriormente trés hipdteses adicionais, que nos permitem provar
a mensurabilidade dos seguintes conjuntos: a evolugdo de conjuntos de Borel, as drbitas
de fun¢des que partem de conjuntos de Borel e a evolucao destas. Além disso, usando
novamente estas trés hipoteses, prova-se um resultado de recorréncia para as fungdes per-

tencentes ao conjunto abstrato.



Palavras-chave: equagdes de Navier-Stokes, solugdes estatisticas, turbuléncia.



Abstract

An Abstract Formulation for the Study of Statistical
Solutions of the Navier-Stokes Equations

Cecilia Freire Mondaini

Supervisor: Ricardo Martins da Silva Rosa

Based on the results obtained in recent articles about statistical solutions of the Navier-
Stokes equations, the aim of this dissertation was to construct an abstract set of functions
which would still satisfy some of the results proved in these articles for the set of weak
solutions of the Navier-Stokes equations and others related to Borel probability measures
defined over a Hilbert space. The idea was to analyze the proof os these results in order
to verify which were the minimal hypotheses necessary to prove them. We begin by
proving some compactness results, which motivate us to define a certain hypothesis on
the abstract set. Lately, we assume three additional hypotheses, which allow us to prove
the measurability of the following sets: the evolution of Borel sets, the orbits of functions
defined initially over a Borel set, and their evolution. Furthermore, using again these three
hypotheses, we prove a recurrence result for the functions belonging to the abstract set.

Keywords: Navier-Stokes equations, statistical solutions, turbulence.
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Capitulo 1

Introducao

Atualmente, é amplamente aceito que o escoamento de um fluido tridimensional, ho-

mogéneo e incompressivel pode ser descrito pelas equacdes

%—?—VAu+(u~V)u+%Vp:f

V-u=0,

onde u € o campo vetorial de velocidades e p é o campo escalar de pressdo associado
ao escoamento, que sdo as incégnitas do problema. As equagdes acima constituem um
sistema de quatro equacdes escalares, chamadas equacoes de Navier-Stokes. Os termos
p,v e f representam, respectivamente, a densidade do fluido (que € constante para um
fluido homogéneo), a viscosidade cinemdtica e a densidade de massa associada ao campo
de forcas externas ao dominio do fluido.

Apesar de ja ser bastante difundida e utilizada em inimeras aplicacdes praticas, ainda
nio se sabe se as equagdes de Navier-Stokes sdo “bem comportadas” de um ponto de
vista matemdtico. A questdo de saber se existe uma tunica solu¢do definida para todo
tempo positivo ainda permanece em aberto, sendo oferecido inclusive um prémio de um
milhdo de ddlares por uma institui¢do americana (Clay Mathematics Institute) para quem

achar uma solu¢@o ou um contra-exemplo.



Os resultados obtidos até hoje dizem respeito apenas a existéncia local de uma tnica
solucdo regular (em torno de uma dada condig¢do inicial) ou entdo a existéncia global de
uma solugdo fraca (que ndo é regular, podendo conter descontinuidades) mas ndo neces-
sariamente dnica.

A grande dificuldade de se trabalhar com as equagdes de Navier-Stokes deve-se sobre-
tudo a presenga do termo nao-linear (u- V)u, chamado de termo inercial. A situagao fica
complicada principalmente no caso de fluidos turbulentos, que sdo fluidos que apresen-
tam uma grande irregularidade tanto no espaco quanto no tempo e, consequentemente,
muitos graus de liberdade. Devido a isto, ¢ comum utilizar-se a teoria estatistica neste
caso, analisando-se as médias das quantidades caracteristicas associadas ao fluido, que
tendem a ser mais regulares.

No caso de uma equacgdo de evolucao

(fl_}t{ = F(x), (1.1)
onde x é uma variavel espacial, ¢ € uma varidvel temporal e a funcdo F € suficientemente
regular de modo que podemos garantir a existéncia e a unicidade de solucdes de (1.1),
podemos definir, para cada ¢t > 0, a aplicagdo S(t) que a cada condi¢@o inicial x, associa
S(t)xg = x(t), onde x € a unica solugdo de (1.1) que satisfaz x(0) = x,. Com isto,
obtemos um semigrupo dado por {S(t)}:>0. Se, além disso, pudermos garantir que as
solucdes de (1.1) dependem continuamente das condi¢des iniciais, ou seja, que (1.1) é de
fato um problema bem posto, entdo temos que, para cada t > 0, S(¢) é uma aplicagdo
continua.

Para uma equacao de evolugdo bem posta, dada uma medida de probabilidade de Borel
1o em um espaco de Hilbert H representando uma distribui¢ao de probabilidades para as
condigdes iniciais, podemos considerar a sua evolucao ao longo do tempo definindo, para
cadat > 0,

p(E) = po(S(t) (),

para todo subconjunto de Borel & C H. Note que a definicdo acima faz sentido, uma




vez que S(t) é uma aplicagdo continua e, portanto, S(¢)~*(E) também é um conjunto de
Borel, ou seja, um conjunto mensuravel em relagdo a o-algebra de Borel do espago de
condigdes iniciais (cf. Proposicao 2.3.2).

No caso das equagdes de Navier-Stokes, devido a falta de um resultado sobre unici-
dade de solucdes, ndo temos um semigrupo bem definido associado. Este fato, em parte,
motivou a criagdo do conceito de solugdo estatistica, cuja definicdo nao depende da exis-
téncia de um semigrupo bem definido.

A grosso modo, uma solucdo estatistica no sentido de Foias-Prodi é uma familia
{1}+>0 de medidas de probabilidade de Borel que satisfazem uma equagdo do tipo Li-
ouville da Mecanica Estatistica. J4 uma solucdo estatistica no sentido de Vishik-Fursikov
¢ uma familia de medidas de probabilidade de Borel {i:}:>( obtidas pela projecdo, em
cada instante de tempo ¢ > 0, de uma medida de probabilidade p com suporte em um
conjunto de trajetérias U (i.e., tal que p(U) = 1).

Por outro lado, como no caso de solucdes estatisticas as medidas de probabilidade de
Borel ndo sdo definidas através de um semigrupo, surgem algumas complicagdes ligadas
a questdao de mensurabilidade. Nao € claro, por exemplo, que a evolu¢c@o a um instante
de tempo ¢ de um dado conjunto de Borel no espago de condicdes iniciais ainda seja um
conjunto de Borel. De fato, isto em geral nao € verdade, mas podemos mostrar que este
novo conjunto obtido pela evolugdo € mensuravel em relacdo a uma o-algebra obtida por
uma extensdo da medida, como veremos mais adiante na se¢do 3.5. Para esta prova e
para a prova da mensurabilidade de alguns outros conjuntos dindmicos, € necessdria a
utilizag¢do dos conceitos de conjuntos analiticos e conjuntos universalmente mensuraveis,
que sdo definidos na se¢do 2.5 e explorados com mais detalhes no Apéndice B.

Ao lidarmos com as equacdes de Navier-Stokes, ¢ comum considerarmos um espaco
de Hilbert H no qual o campo de velocidades associado ao escoamento assume valores em
cada instante de tempo . Ou seja, se {2 C R? é o dominio do escoamento, entdo a fungao

que a cada x € () associa u(x, t), para t fixo, € uma fung¢@o que pertence ao espaco H.




A varidvel temporal ¢, por sua vez, varia em um intervalo / C R, frequentemente tomado
como sendo simplesmente o intervalo [0, 0o). Este espago de Hilbert H surge como sendo
o completamento em relagdo a norma de L*(2)? de um espaco de fungdes teste V), cuja
definicdo depende das condi¢des de fronteira impostas no problema. Considera-se tam-
bém um espaco de Hilbert V' que é o completamento de V' em relagio a norma de H*(2)3.
Além disso, identifica-se H com H’, de modo a obter que VC H C V.

O trabalho desenvolvido nesta dissertacdo foi baseado nos artigos ainda nao publica-
dos [1] e [2], nos quais sdo obtidos véarios resultados relacionados a solucdes estatisticas
das equagdes de Navier-Stokes. O nosso objetivo foi formular um conjunto abstrato de
fungdes que ainda satisfizesse algumas das propriedades mostradas nos artigos para o
conjunto de solugdes fracas das equagdes de Navier-Stokes. Para a construcdo deste con-
junto, buscamos verificar quais eram as hipdteses minimas necessdrias presentes nestes
resultados para que conseguissemos obter as mesmas propriedades.

Como a nossa intencao € fazer uma formulagdo abstrata, ndo nos referiremos a funcao
u como uma solucdo fraca da equacdo de Navier-Stokes, mas simplesmente como um
elemento pertencente ao conjunto abstrato que construiremos. Cada funcdo pertencente
a este conjunto parte de um intervalo / C R, tomado geralmente como sendo [0, c0), e
assume valores em um espaco de Hilbert genérico H.

Iremos também considerar o espaco [ munido da topologia fraca e o passaremos a
denotar por f,,. O nosso conjunto abstrato de fun¢des serd denotado por U, e serd um
subconjunto do espaco C(/, H,), que é o espago formado pelas fungdes definidas em [ e
assumindo valores em H,,, e que s@o (fracamente) continuas.

Além disso, sempre motivados pela construgdo feita no caso da equagdo de Navier-
Stokes, consideraremos também um espaco de Hilbert V' denso em H que, apds identifi-
cacdo de H com H', satisfaz: V C H C V.

Algumas ideias apresentadas aqui ajudaram a compreender alguns conceitos utiliza-

dos nestes artigos que ndo haviam sido completamente esclarecidos, tais como os de con-




juntos analiticos e universalmente mensuraveis.

Nas primeiras se¢oes do capitulo 2, apresentamos uma breve introdu¢do aos conceitos
de espacos vetoriais topoldgicos (EVT’s), redes, o-dlgebras e medidas, restringindo-nos
apenas ao necessario para a compreensao do texto. Na secdo 2.1, definimos os espacos
Poloneses, cujas propriedades sdo essenciais aos resultados do capitulo 3. Na se¢do 2.4,
apresentamos também uma maneira de obter a extensao de uma medida de Borel a uma
medida completa. Isto serd particularmente importante nos resultados das se¢des 3.6 e 3.7.
Definimos conjuntos analiticos e universalmente mensurdveis na se¢ao 2.5, onde também
enunciamos os resultados principais sobre estes conjuntos, que estdo demonstrados no
Apéndice B. A secdo 2.6 trata da construcdo entre os espagos de Hilbert V' e H na qual
nos basearemos, como mencionado anteriormente. Nas se¢des 2.7 - 2.9, apresentamos
as no¢Oes de integracdo e derivacdo que serdo utilizadas nos resultados que motivam em
parte a definicdo do conjunto abstrato. Definimos também os espagos de funcgdes que
serdo utilizados ao longo de todo o capitulo 3 e mostramos que alguns destes sdo espacos
Poloneses.

O capitulo 3 € reservado ao estudo da formulagdo abstrata. Na se¢do 3.1, apresenta-
mos alguns operadores definidos no espaco de fungdes fracamente continuas e utilizamos
a topologia deste espaco para provar a continuidade desses operadores. Na secdo 3.2,
mostramos vérios resultados de compacidade utilizando os conceitos desenvolvidos no
capitulo anterior. Estes resultados nos motivam a considerar uma hipétese sobre U que
também nos permite obter propriedades de compacidade para este conjunto abstrato, o
qual é definido na se¢do 3.3. A partir da secdo 3.5, utilizamos as outras propriedades
satisfeitas pelo conjunto abstrato que foi construido para mostrar alguns resultados de
mensurabilidade e de recorréncia. Veremos que, com apenas 3 hipdteses sobre o con-
junto abstrato U}, € possivel mostrar que a evolugao de um conjunto de Borel, a 6rbita
das fungdes em U; que partem de um conjunto de Borel e sua evolu¢ido sdo conjuntos

mensurdveis, em um certo sentido que definiremos. Com estas mesmas hipoteses, pode-




se mostrar também que para quase todo ponto ug de um conjunto de Borel £, entre as
fung¢des em U; que comegam em u, existe uma sequéncia {u,, } tal que, para cada n, u,
“volta” ao conjunto de Borel £ em um certo ¢,, € I, e a sequéncia {¢,} € tal que ¢, — oc.

No Apéndice A pode ser encontrada uma lista da maior parte dos resultados cldssicos

que sdo utilizados ao longo do texto.




Capitulo 2

Ferramentas Matematicas

2.1 Espacos Vetoriais Topologicos

Dizemos que uma familia 7 de subconjuntos de um conjunto X é uma topologia sobre

X e denominamos seus membros de conjuntos abertos se:
(i) () e X sdo conjuntos abertos;
(i) Toda intersecdo finita de conjuntos abertos € um conjunto aberto;
(ii1)) Toda unido de conjuntos abertos € um conjunto aberto.

Ao par (X, 7) damos o nome de espaco topoldgico.
Note que da definicdo acima segue que toda intersecao de uma familia de topologias
sobre um mesmo conjunto X ainda € uma topologia sobre X.

Antes de prosseguirmos, daremos algumas defini¢cdes basicas:
Definicdo Seja (X, 7) um espaco topoldgico.
1. F C X éum conjunto fechado se F* = X \ F € T,

2. Dado z € X, uma vizinhanga de x € um subconjunto de X que contém um aberto

Vitalquex € V;
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3. Dado um subconjunto S C X, definimos o fecho S de S como o conjunto dos

pontos = € X tais que, para toda vizinhanga V' de z, tem-se V N S # (;

4. Um subconjunto K C S é compacto se toda cobertura {A. },cr de K por aber-
tos (ie, K ¢
{A s

Ler Ay € A, € 7, para todo ) admite uma subcobertura finita

5. Dizemos que uma familia de conjuntos B C 7 é uma base para a topologia 7 se
todo V em 7 se escreve como uma unidio de elementos de 3. Ou, equivalentemente,
B € uma base de 7 se para todo = € X e para toda vizinhanga V' de z, existe U € B

talquex e UeU CV;

6. Dado x € X, dizemos que uma familia B, de vizinhancas de x é uma base local

em x se para toda vizinhanca V' de z, existe B € B, talque B C V;

7. Dada uma familia .4 de subconjuntos de X, a topologia gerada por A é a intersegao
de todas as topologias em X que contém .A. Ela consiste de (), X e de todos os

conjuntos da forma [ J,, V,, onde cada V,, é uma intersecdo finita de elementos de

A.

Se X é um conjunto no qual temos uma métrica d definida, entdo dizemos que (X, d)
é um espaco métrico. Em (X, d), um subconjunto A C X é aberto se, para cada a € A,
existe r > 0 tal que

B.(a) ={z € X |d(a,z) <r} C A.

E importante notar que se considerarmos a cole¢io de todos os subconjuntos abertos em
(X, d), dada por
T4 ={A C X|Aéabertoem (X,d)},

entdo obtemos que 7,; € uma topologia em X, denominada a fopologia gerada ou induzida

por d. Ou seja, todo espaco métrico € um espaco topoldgico.
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Por outro lado, um espaco topolégico (X, 7) é dito metrizdvel se a topologia 7 é gerada
por alguma métrica d. Ou seja, se todo aberto A € 7 é aberto em relagdo a d e vice-versa.
Neste caso, dizemos que a métrica d € compativel com a topologia 7.

Dizemos que um espago topolégico X € separdvel se existe um subconjunto S C X
enumeravel e denso, i.e., tal que S =X.

Um exemplo de espaco topoldgico que serd bastante usado nesta dissertagdo € o es-
paco Polonés. Este € definido como um espaco separdvel X que admite uma métrica
d, compativel com a topologia de X, tal que (X, d) é completo. Uma topologia deste
tipo € denominada uma topologia Polonesa. Os espagos Poloneses possuem inumeras
propriedades que sdo essenciais para as demonstra¢des dos resultados nesta dissertacao.

Agora considere X um espaco vetorial sobre um corpo de escalares X (que pode ser R
ou C), no qual existe uma topologia 7 definida. Dizemos que (X, 7) é um espaco vetorial

topoldgico (EVT) quando as operacdes vetoriais

(x,y) e X x X —az+yeX

ANz) e Cx X—=AxeX

de soma e multiplicacdo por escalar, respectivamente, sdo continuas. Neste caso, dizemos
que 7 € uma topologia vetorial.
Para simplificar a notagc@o, denotaremos um espaco deste tipo simplesmente por X.
Uma propriedade interessante que segue desta caracteristica adicional dos espagos
vetoriais topoldgicos € que toda topologia vetorial 7 € invariante por translacdes. Ou seja,

dados um conjunto aberto A e um elemento z € X, o conjunto
r+A={r+aac A}
¢ aberto. Isto segue do fato de que, para cada x € X, o operador translacao
T, : X=X

Y= +y
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¢ um homeomorfismo.

A partir disto, temos o seguinte resultado:

Proposicao 2.1.1 Sejam X um EVT e B uma base local em 0 € X. Entdo, todo aberto

A € T é uma unido de translagoes de elementos de B.

Prova: E claro que se A é uma unido de translacdes de vizinhancas da origem, entio A é
aberto. Reciprocamente, seja A um conjunto aberto. Entdo, paracadaa € A, A—a é uma
vizinhanga da origem e, portanto, existe B, € B tal que B, C A — a. Logo, B, +a C A.
Assim, podemos escrever A como
A=|]J(B.+a). u
acA

Isto nos diz que, em um espago vetorial topoldgico, ao invés de nos preocuparmos
em considerar todos os abertos da topologia, podemos trabalhar apenas com uma base de
vizinhancas da origem, o que simplifica bastante a demonstracdo de alguns fatos.

Dois casos particulares importantes de espagos vetoriais topolégicos sdo os espacos
de Banach e os espacos de Hilbert. O primeiro € um espaco vetorial normado e completo,
enquanto o segundo é um espago vetorial com produto interno e completo em relagdo a

norma gerada por seu produto interno.

2.2 Redes

Definicdo Dizemos que >~ € uma dire¢do em um conjunto D se satisfaz as seguintes

condicdes:
1) z = x,Vx e D,
(i) r>=yey>z=x >z, Vr,y,z € D;

(iii) Paratodos x,y € D, existe z € X talque z = x e z >~ v.




2.2 Redes 11

Note que a condigdo (iii) acima estende-se a todo conjunto finito {z1,...,x,} C D.
Um conjunto D munido de uma direcio € denominado um conjunto dirigido.
Um exemplo muito comum de conjunto direcionado € a familia de vizinhancas V, de

um ponto x em um espaco topolégico X. Em V,, definimos uma direcdo > por
VaWes VW, VWIW eV,.

Definicdo Uma rede em um conjunto X € uma funcdo x : D — X, onde D é um

conjunto dirigido. Dizemos que D € o conjunto de indices da rede.

Note que o conceito de rede é uma generalizacdo do conceito de sequéncia. A di-
ferenca é que, ao invés de N, utilizamos um conjunto mais geral de indices, mas que
ainda seja dotado de uma direcdo. Em analogia as sequéncias, representamos uma rede
simplesmente por {z, }, onde o indice « varia em um conjunto dirigido D.

Dizemos que uma rede {z,}, em um espaco topolégico X converge a x € X (e
denotamos z, — x) se, para cada vizinhanga V' de x, existe um indice o, dependendo
de V e de z, tal que x,, € V para todo o = . Neste caso, dizemos que x € um limite de
{zata-

Abaixo enunciamos alguns resultados conhecidos relacionados a redes. As suas de-
monstragdes podem ser encontradas em [9], nas secoes 2.4 e 2.6.

Para este primeiro teorema, lembramos que um espago topoldgico é denominado um
espaco de Hausdorff se para todos x,y € X com z # y, existem vizinhangas U e V de x

e 1, respectivamente, tais que U NV = ().

Teorema 2.2.1 Se X é um espaco topolégico de Hausdorff, entdo, para toda rede {z,},

em X, existe no mdximo um x € X tal que x, — .

Teorema 2.2.2 Se X e Y sdo espagos topologicos, entdo as seguintes afirmacdes sobre

uma funcdo f : X — 'Y sdo equivalentes:

(i) [ écontinuaemx € X;
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(ii) Para toda rede {x,}, em X tal que x, — x em X, temos que f(x,) — f(z)

emY.

Corolario 2.2.3 Sejam 1, e 75 duas topologias em um conjunto X. Entdo, as seguintes

afirmacgodes sdo equivalentes:
(i) 11 C To;

(ii) Toda rede convergente em relacdo a T converge em relacdo a T, para o mesmo

limite.

Teorema 2.2.4 Seja A um subconjunto de um espago topologico X. Entdo, x € A se e

somente se existe uma rede {x,}, em A tal que x, — .

Como todo subconjunto F' C X é fechado se e somente se F' = F, o teorema acima

implica o seguinte coroldrio.

Corolario 2.2.5 Um subconjunto F' C X ¢ fechado se e somente se contém o limite de

toda rede {x,}, em F convergente.

2.3 o-algebras

Definicdo Dizemos que uma familia ndo-vazia A de subconjuntos de um conjunto X ¢é

uma o-dlgebra se satisfaz as seguintes propriedades:
i) 0e A
(i) Ac A= A= X\ Ac A

(i) {4}, Cc A=~ A, €A
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Da defini¢do acima segue que se A é uma o-dlgebra entdo, para quaisquer A, B € A,
temos que

(ANB)°=A°UB° € A,

donde AN B € A. E, mais geralmente, toda interse¢ao finita de elementos de A pertence
aA.

Se P(X) denota a familia de todos os subconjuntos de X, ou seja, o conjunto das
partes de X, entdo é claro que P(X) é uma o-algebra. Esta é, de fato, a maior o-dlgebra
em X. Em contrapartida, temos também uma menor o-dlgebra em X, dada pelo conjunto
[0, X},

Além disso, também segue imediatamente da defini¢do que se {4, }, é uma colecdo
de o-dlgebras em X (ndo necessariamente enumerdvel), entdo a familia formada pela

intersecdo de todas elas, dada por
A=Ay ={BCX|B¢c A, VA}
A

também € uma o-dlgebra em X. Assim, dada uma familia F de subconjuntos de X, se

consideramos a interse¢do de todas as o-dlgebras em X que contém F, obtemos uma

nova o-dlgebra, que denotamos por o (F), também chamada a o-dlgebra gerada por F.
Em particular, se X é um espaco topoldgico, denotamos por (X ) a o-dlgebra gerada

pela familia de conjuntos abertos de X e a denominamos o-dlgebra de Borel.

Lema 2.3.1 Seja f : X — Y wuma funcdo entre dois conjuntos X e Y e seja F uma

familia ndo-vazia de subconjuntos de Y. Entdo,

€ uma o-algebra em X.
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Seja uma sequéncia de conjuntos {f~'(A,)}2, C f~'(o(F)), com A, € o(F),

para todo n. Como o(F) é uma o-algebra, entdo

L An e a(F)
n=1
Por outro lado, como

Ui =51 (U An> ,

concluimos que
U fHe(F)).

Resta mostrar que f~!(o(F)) é fechado por complementaridade.

Seja f71(A) € f~Y(o(F)). Entdo A € o(F) e, consequentemente, Y \ A € o(F).
Mas como f~H(Y \ A) = X \ f71(A),entdo X \ f71(A) € f~1(o(F)).

Assim, como f~1(F) C f~(o(F)), entdo o(f~H(F)) C f~ (o (F)).

Para mostrar a reciproca, considere

A={Aeca(F)If (A ea(f(F)}

Analogamente, mostra-se que .4 é uma o-dlgebraem Y. E, como F C A, entdo o(F) C

A. Logo,
fHoF) A Col(f7(F) =

Proposicao 2.3.2 Seja f : X — Y uma funcdo continua entre dois espagos topologicos
(X, 7x) e (Y, 7y) e seja E um conjunto de Borel em Y. Entdo f~(E) é um conjunto de

Borel em X.

Prova: Como E € o(7y), pelo item (i) do lema anterior temos que [~ (E) € o(f~(1y)).
Mas sendo f continua, entdo f~!(7y) C Tx, 0 que implica o(f (7)) C o(7x). Logo,

fHE)co(rx). =
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2.4 Medidas

Seja X um conjunto e .A uma o-algebra de subconjuntos de X.

Definicido Uma medida em A é uma funcéo real estendida p : A — [0, oo tal que
(i) p(0) = 0;

(i) Se {A,}, é uma sequéncia de conjuntos disjuntos em A (i.e., 4, N A; = 0,

Vi # j), entdo
K (U An) = ZN(AH)
n=1 n=1

A segunda condi¢ao na defini¢do acima é chamada de o-aditividade.
Algumas medidas recebem denominagdes especiais por possuirem caracteristicas adi-

cionais, como as que descrevemos abaixo.

Definicio Uma medida p definida em uma o-algebra A de X é denominada completa
se dado um conjunto A € A tal que pu(A) = 0, tem-se que B € A, para qualquer

subconjunto B C A.

Definicdo Se u(X) < oo entdo dizemos que p é uma medida finita. Em particular, se

(X)) = 1 entdo dizemos que p é uma medida de probabilidade.

A seguir apresentamos algumas propriedades bdsicas de medidas, cujas demonstra-

¢coes podem ser encontradas em [3] ou [4].

Proposicao 2.4.1 Seja ;1 uma medida definida em uma o-dlgebra A. Sejam A, B € A
tais que A C B. Entdo j1(A) < u(B). Além disso, se p(A) < oo entdo

u(B\ A) = u(B) — p(A).
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Antes de enunciar a proxima Proposi¢do, vamos explicar um pouco da notac¢ao uti-
lizada. Se {A,}, é uma sequéncia de subconjuntos de X, entdo utilizamos a notagéo

A, T A paraindicar que A,, C A,,,1, para todo n, e

A=A,
n=1
e anotacdo A, | A nocasoem que A, O A,,1, paratodo n, e
A=A
n=1

Em R, denotamos x,, T x ou x,, | = para representar a convergéncia de uma sequéncia

{x,} crescente ou decrescente, respectivamente, a .

Proposicao 2.4.2 Seja i1 : A — [0, 00| uma medida definida em uma o-dlgebra A e seja

{A, },, uma sequéncia de conjuntos em A. Entdo | satisfaz as seguintes propriedades:
(i) Se A, 1+ Ae A e Aentdo u(A,) 1T 1(A);

(ii) Se A, | A, A € Aeexiste k € Ntal que n(Ay) < oo, entdo p(A,) | pn(A).

Agora consideremos X um espaco topoldgico e denotemos por B(X) a o-algebra
gerada pela familia de conjuntos abertos em X. Se B € B(X) entdo dizemos que B
¢ um conjunto de Borel em X. Uma medida p : B(X) — [0, 00] definida em B(X) é
denominada uma medida de Borel.

Neste contexto de espacos topoldgicos, podemos definir a propriedade de regulari-
dade de uma medida. Antes de enuncia-la, fixemos as seguintes notacoes:

Se A é um subconjunto de X, entdo

V(A)={V C X |V éabertoe A C V}

K(A) ={K C X|K écompactoe K C A}.
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Definicao Dizemos que uma medida p definida em uma o-dlgebra A de um espago

topolégico X € regular se
(i) pu(K) < oo, para todo compacto K € A,

(ii) Paratodo A € A,
A)= inf pu(V

n(A) = sup p(K). (2.1)
KeK(A)

A partir de uma medida de Borel, vamos construir uma medida que esteja definida em
uma familia maior de subconjuntos de X e que satisfaca uma boa propriedade, a de ser
completa.

Considere, portanto, uma medida de Borel 1 e seja u* : P(X) — [0, 00| a aplicagéo
definida por

p(A) =inf{u(B)|BeB(X)eAC B}, VAC X. (2.2)

As seguintes propriedades de ;" seguem imediatamente da sua definicao.
Proposic¢io 2.4.3 (i) p*(0)=0;
(ii) Se A C B entdo yi*(A) < p*(B);
(iii) Se B' € B(X), entdo p*(B') = u(B').

Para conseguirmos obter uma medida que estenda y, vamos encontrar uma o-4lgebra
de conjuntos em X tal que a restri¢do de y* a esta o-dlgebra seja uma medida. Considere

entdo as familias de conjuntos

N, ={N C X|3By € B(X) tal que u(By) =0e N C By}

B,={ECX|3BeB(X)edN e N,taisque E=BUN}.
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Lema 2.4.4 B, é uma o-dlgebra.

Prova: E ficil ver que (} € B,, e que B, é fechado por unides enumerdveis. Resta mostrar
que também € fechado por complementares.

Seja E = B U N um conjunto em B, com B € B(X)e N € N, e seja By € B(X)
tal que u(By) = 0e N C By. Entdo, note que podemos escrever o complementar de £

em X como

X\ (BUN) = (X\ (BUBy)U(By \ (BUN)).
Logo, como X \ (BUBy) € B(X)e By\ (BUN) C By, concluimos que X \ (BUN) €
B, m

Obs.: Em um contexto mais geral, considera-se uma medida ;. definida em uma dlge-
bra A, que é uma familia de conjuntos satisfazendo as mesmas condi¢des (i) e (i¢) da
definicdo de uma o-dlgebra mas para a qual apenas impde-se que seja fechada por unides

finitas. Define-se entdo, para todo subconjunto A C X,

p*(A) = inf {Zu(An)

a qual € chamada de extensdo de Carathéodory de p. No nosso caso, em que A € a

{AnCAAC GAH}

n=1

o-dlgebra de Borel B(.X), u* toma a forma simplificada dada em (2.2).
Além disso, pode-se mostrar que a o-dlgebra B,, € caracterizada pela familia de con-

juntos A C X que satisfazem
pH(S) = (SN A) + 7 (SN A%,

para todo subconjunto S C X. [J

Agoraseja i : B, — [0, 00| a aplica¢do definida pela restrigdo de p* a B,,.

Proposicao 2.4.5 A aplicacdo i é uma medida completa que estende p. Além disso, se

E = BUN é um elemento de B3, com B € B(X)e N € /\/’“, entdo

A(BUN) = u(B).
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Prova: Pelo item (#ii) da Proposi¢do 2.4.3, temos que 7z coincide com p em B(X) e,
portanto, é de fato uma extensao de .

Agora sejam B € Be N € N,,. Queremos mostrar que zi(B U N) = p(B), onde
m(BUN) =inf{u(B")|B' € B(X)e BUN C B'}.

Seja By € B(X)talque N C Bye u(By) = 0. Entdo BUB, € B(X)e BUN C BUB,.

Assim, temos que
A(BUN) < u(BU By) = u(B) = i(B) < i(BUN).

Logo, fi(BU N) = u(B).
Usando isto e o fato de que ;1 € uma medida, torna-se imediata a prova de que &
também € uma medida. Resta mostrar que 7z € completa.
Seja E € B, tal que fi(E)) = 0. Pela defini¢do, existem B € B(X)e N € N, tais que
E = BUN. Assim,
A(E) = A(BUN) = pu(B) =0,

Considere um subconjunto A C B U N. Seja By € B(X) tal que N C By e u(By) = 0.
Entdo, A C BU By e u(BU By) = 0. Logo, A € N, C B,. Isto mostra que 1 é

completa. g

Dizemos que fi € o completamento de p. E, se E € B, entdo dizemos que £ € um
conjunto ji-mensurdvel.
Se 1 € uma medida regular, entdo a proposi¢do seguinte mostra que ndao perdemos a

regularidade ao estendermos . a 7.
Proposicao 2.4.6 Se 1 é uma medida regular entdo i, o completamento de i, é regular.

Prova: Seja £ € B,,. Entdo, existem B, By € B(X)e N € N, taisque E = BUN,
N C BO CIM(B()) = 0.
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Como y é uma medida regular e V(B U By) C V(B U N), temos que

_ _ _ _ . |
H(BUN) = pu(B) = p(BU By) VGVI(I}BfU BO)“(V)—VGJ%UN)“(V)

Por outro lado, como para todo V' € V(B U N) temos (V') = u(V) > (B U N), entido,

i >0 .
vt u(V) = a(BUN)

Portanto,

A(E)=m(BUN)= inf pu(V). (2.3)

VeV(BUN)
E, como K(B) C (B U N), temos que
A(BUN)=pu(B)= sup pu(K)< sup pu(K).
KeK(B) KeK(BUN)
Além disso, para todo K € K(B U N) temos que u(K) = i(K) < fi(B U N). Portanto,
sup  p(K) <pu(BUN).
KeK(BUN)
Logo,

A(E)=f(BUN)= sup pu(K). (2.4)
KeK(BUN)

Como E € B, foi tomado arbitrariamente, de (2.3) e (2.4), concluimos que 1 é regu-

lar. g

Um resultado muito importante que usaremos adiante e que ilustra uma das vantagens

de se trabalhar com espacos Poloneses € o seguinte:

Teorema 2.4.7 Toda medida de Borel finita em um espaco Polonés é regular.

2.5 Conjuntos Analiticos e Universalmente Mensuraveis

Iremos denotar por N o espago de Baire, que é definido como o conjunto NV, formado
pelas fungdes definidas em N e assumindo valores em N. Ou, em outras palavras, N € o

espaco de sequéncias de nimeros naturais.
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Considerando N munido da topologia discreta, temos que A é um espaco topoldgico
munido da topologia produto, na qual a convergéncia de uma sequéncia significa con-
vergéncia em cada indice (embora nio uniforme). Para mais detalhes, veja o Apéndice

B.

Definicao Dizemos que um subconjunto A de um espaco Polonés X € um conjunto

analitico se satisfizer uma das duas condi¢des abaixo:
i) A=0;
(ii) A é a imagem por uma aplicagio continua do espaco de Baire .
Abaixo seguem alguns resultados sobre conjuntos analiticos:

Teorema 2.5.1 (i) Se X eY sdo espacos Poloneses e f : X — Y é uma fungdo

continua, entdo, para todo conjunto analitico A C X, f(A) é analitico em Y;
(ii) Todo subconjunto de Borel de um espaco Polonés é analitico;

(iii) A familia de conjuntos analiticos de um espaco Polonés é fechada sob unioes

enumerdveis e intersecoes enumerdveis.

Dos resultados acima, apenas o primeiro segue imediatamente da defini¢do, usando
o fato de que a composicdo de fungdes continuas € uma funcio continua. A prova dos
demais requer mais trabalho e pode ser vista no Apéndice B.

A seguir definimos o conceito de um conjunto universalmente mensuravel.

Definicao Um conjunto universalmente mensurdvel € um conjunto que é mensurdvel em
relagdo a toda medida de probabilidade y definida em uma o-dlgebra completa A tal que

B(X) C A.

Denotando por M a familia de conjuntos universalmente mensurdveis e por B, a
familia de conjuntos p-mensurdveis em relacdo a uma medida de probabilidade de Borel

1 (como definida anteriormente), temos a seguinte proposi¢ao.
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Proposicao 2.5.2 Se I1 é o conjunto formado por todas as medidas de probabilidade de

Borel em X, entdo

M= (B,

pell
Prova: Como, para cada i € II, B, é uma o-dlgebra completa tal que B(X) C B, entdo
M C ﬂuen B,..
Para mostrar a inclusdo reciproca, considere uma medida de probabilidade p definida
em uma o-dlgebra completa A tal que B(X) C .A. Entdo € claro que v = jip(x), a

restri¢do de 41 a B(X), pertence a II. Assim, dado A € (), _; B,,, temos em particular que

pell

A € B,. Por outro lado, como A é uma o-dlgebra completa, obtemos que 5, C .A. Logo,

AcA g

Como, para toda medida de probabilidade de Borel p, B, € uma o-dlgebra, esta
Proposic¢do nos diz entdo que M € uma o-dlgebra.
O resultado abaixo relaciona os dois conceitos que acabamos de apresentar. Sua prova

também pode ser encontrada no Apéndice B.

Teorema 2.5.3 Todo subconjunto analitico de um espaco Polonés é universalmente men-

surdvel.

2.6 Injecoes e Imersoes

Sejam X e Y dois espacos vetoriais topoldgicos.
Definicao Seja 7 : Y — X uma aplicacdo linear.
1. Dizemos que j € uma injecdo continua se for uma aplicacdo injetiva e continua;

2. j é uma inje¢do compacta se for uma injecdo continua tal que, para todo conjunto
B C Y limitado, j(B) é relativamente compacto em X, i.e., j(B) é compacto em

X.
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Durante este texto, usaremos frequentemente a seguinte construgao:
Sejam V' e H dois espacos de Hilbert tais que V' C H e V € denso em 1. Além disso,
vamos supor que H é um espago separdvel, ou seja, possui um subconjunto enumeravel e

denso. Consideremos a aplicagdo linear

i Vo H

veVim—uveH,

que a cada v em V associa o préprio v como um elemento de . A aplicacdo i € denomi-
nada a injecdo canonica de V em H, também chamada uma imersdo.

Vamos supor também que V' e H sdo tais que a inje¢do ¢ é compacta. Em particular,
1 € uma injecdo continua e, como todo operador linear é continuo se e somente se for

limitado, existe uma constante A > 0 tal que
vz = i)z < Mollv, Vv eV, (2.5)

onde || - ||v e || - ||z sdo as normas em V' e H, respectivamente. Além disso, para todo
conjunto limitado B em V' temos que i(B) = B é relativamente compacto em H. Sendo
H um espaco de Hilbert e, portanto, um espagco métrico, isto € equivalente a dizer que
toda sequéncia limitada em V' possui uma subsequéncia convergente em H.

Com estas hipoteses, dizemos que ¢ € uma imersdo compacta € que V' estd compacta-
mente imerso em H.

Denotando por V' e H' os seus respectivos espacos duais, temos que H' C V', Pois,
pela defini¢do de operador limitado, para cada f em H’ existe uma constante C'; > 0 tal
que

[f) < Cilvlle, Yve H

e, em particular, para todo v € V. Logo, usando (2.5), temos

[f) < CiAlvllv , Yo e V.
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0 que mostra que [ pertence a VV'. Além disso, vamos mostrar que a inje¢do (candnica)
de H' em V'’ é continua.

Seja f € H'. Por (2.5), para todo v € V tal que ||v||y < 1, temos que
[ollz < Alvllvy < A

Portanto,
[ fllv= sup [f(v)| < sup [f(v)]. (2.6)
veV vEH
[lv]lv <1 [oll <A

E, para todo v € H tal que |[v||z < A, temos que

0 =Tl | (=) [ <A sup 170 = ALl

ve
[vllp<1

Logo,
sup | f(v)] < Allf[lm-

veEH
vl <X

Por (2.6), obtemos entdo que

[fllve < A fller, Vf € H.

Ou seja, a inje¢ao de H' em V'’ é um operador linear limitado e, consequentemente,
continuo. Neste caso, dizemos que H' estd continuamente imerso em V',
Como H ¢é um espaco de Hilbert, pelo Teorema de Representacio de Riesz, podemos

identificar H com H’. Assim, obtemos a seguinte configuracéo:

VCH=H CV.

2.7 Integracao de Funcoes com Valores em um Espaco de
Banach

Nesta secao, consideraremos / um intervalo limitado contido em R e X um espago de
Banach. Denotaremos por X’ o dual topolégico de X e usaremos a notagéo usual (@, y)

para a aplicagdo de um funcional linear continuo ¢ € X’ a um elemento y € X.
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Definicdo Dizemos que uma funcio f : [ C R — X ¢ integravel se, para todo ¢ € X',

a funcdo

(o, f()) = T =R
te=(p, f(t))

¢ integravel (a Lebesgue) e existe y € X tal que

(ory) = / (o, (D)t Yo € X @.7)

1

Neste caso, definimos

/I F(t)dt =y,

Uma questdo natural a se perguntar apds esta defini¢do € sob que condi¢gdes pode-se
garantir que um tal y de fato existe e, caso exista, se € tinico. A proposi¢do seguinte nos

fornece condi¢des para que isto seja verdade.

Proposicao 2.7.1 Seja X um espaco de Banach reflexivo e seja f : I C R — X tal que,
para todo ¢ € X', a fungdo (p, f(+)) : I — R é integrdvel e

/IHf(t)Hth < 00.

Entdo existe um uinicoy € Y tal que

(ory) = / (o, (), Y € X', 2.8)

Prova: Seja L a aplicagdo definida em X' por

(L) = / (o, (1)t Vo € X,

Note que L é linear e que

(Lol < [ Io. Fplar < ( / Hf(t)det) el s Vo € X.
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Portanto, L € X" = (X')' e
L < [ 1FOlsde < o
Mas como X € reflexivo, entdo existe y € X tal que
(L) =(p,y), Vo€ X'.
Agora suponha que existam y; € ¥, satisfazendo (2.8). Entdo,
(o,1) = (b 1), Vp € X',
Mas isto implica que y; = ys (cf. Teorema A.0.1). g

Uma outra propriedade desse tipo de integracdo, que é bastante usada para integrais

de fungOes reais e que também € bastante util de se obter neste caso, € a seguinte:

Proposicao 2.7.2 Seja f : I C R — X wuma fungdo integrdvel. Entdo

‘ /1 F(t)dt

Prova: Como f € integravel, entdo existe y € X satisfazendo (2.7). Seja ¢ € X’ tal que

XS[W@MM

(o, y) = |lyllx e [|¢||x = 1 (cf. Teorema A.0.2). Entéo,

H/If(t)dtH = lyllx = {p,y) = /I<so,f(t)>dt < ||80”X'/1Hf(t)Hth:/I||f(t)“th_ .

2.8 Espacos de Func¢oes com Valores em um Espaco Topologico

Nesta secdo, apresentaremos conjuntos de fungdes que partem de um intervalo / con-
tido em R e assumem valores em um espago topolégico X.

Denotamos o espaco de func¢des continuas de / em X por

C(I,X)={u:I— X |uécontinua}.
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Se I € um intervalo compacto e X € um espago métrico, entdo tomando uma métrica

p compativel em X, podemos definir uma métrica em C (I, X) por

d,(u,v) = sup p(u(t), v(t).
tel
A topologia gerada por esta métrica € denominada a topologia da convergéncia uniforme
emC(I,X).
Agora suponha que X é um espaco de Banach, com norma dada por || - ||x. Se

p € [1,00), entdo definimos o espaco de fungdes p-integraveis de I em X por

LP(1,X) = {u:]—)X

1/p
lull o) = ( / Hu(t)Hszdt) .

A condicdo de ser mensurdvel a Lebesgue significa que, para todo subconjunto aberto

u € mensurdvel a Lebesgue e / |lu(t)]|%dt < oo }
I

com a norma

V C X, temos que u~ (V) C I é mensurével a Lebesgue, i.e., pertence A o-dlgebra obtida
pela extensdo (de Carathéodory) da medida de comprimento dos intervalos limitados em
R, a qual chamamos de o-dlgebra de Lebesgue.

Se apenas podemos garantir que u € p-integravel em cada compacto contido em /,
entdo dizemos que u € localmente integravel em /. Em outras palavras, u pertence ao
espaco

LP

loc

(I,X)={u:1— X|u, € LP(K,X),VK C I compacto}

de fun¢des localmente integraveis em /.

p
loc

Ao contrério do espago LP(I, X), L7 (I, X) ndo é um espago normado. No entanto,
€ metrizavel, com uma métrica que pode ser dada da seguinte forma:

Tomamos uma sequéncia J,, de intervalos compactos contidos em I tal que

e
n=1
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e J, C Jui1, para todo n. Por exemplo, se / é da forma (a, b) com a e b finitos, podemos
tomar

1 1
Jn = [a+—,b——].
n n

E se I = R, podemos considerar
Jn = [—n,n].

Os outros casos sao andlogos.

Assim, definimos

o0

1 u 7}“LP(J X)
d,(u, _—E — Nu,ve LP (1, X).
p(u ’U) ot 2n ] + ||U — UHLP(me) U v lOC( )

A multiplica¢do do termo 1/2" garante a convergéncia da série acima e nos diz, portanto,
que d,, estd bem definida. Além disso, pode-se mostrar que d,, € de fato uma métrica em
L, (1, X).

Agora consideremos que X é um espaco de Hilbert separdvel H munido com a topolo-
gia fraca. Denotemos um X desta forma por f1,,, onde o sub-indice w representa a topolo-

gia fraca (do inglés, "weak"). Esta topologia € caracterizada por uma base de vizinhangas

da origem (cf. Proposicdo 2.1.1) dadas por
Op={ve H||(v,w)u| <e,Vi=1,...,n},

onde € > 0, {w;}_; é um conjunto finito de elementos em H e (-, )y é o produto interno
em H.
O conjunto C(I, H,,) é o espaco formado pelas fun¢des continuas de I em H,,, ou

seja,
C(I,H,)={u:1— H|te Il (u(t),v)y € R écontinua, Vv € H},

e € denominado o espaco das func¢des fracamente continuas em H.
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Uma base de vizinhangas da origem para a topologia de C(I, H,,) é dada pela familia

de conjuntos da forma
O(K,O,) ={veC(l,H,)|v(t) € O,,Vt € K},

onde K ¢é um subintervalo compacto em / e O,, € uma vizinhanga (fraca) da origem
em H,. Esta topologia ¢ denominada a topologia da convergéncia fraca uniforme nos
subintervalos compactos de 1.

Usando-se que H é um espaco de Hilbert separavel, é possivel mostrar que C(I, H,,)

também € um espaco separdvel, como veremos a seguir.
Proposicao 2.8.1 C(I, H,) € um espago separdvel.

Prova: Sejam {u,}, e {t,}, subconjuntos enumerdveis e densos em H e I, respectiva-

mente. Seja D o conjunto formado pelas fungdes v : I — H para as quais existem um

conjunto finito {u,,, ..., un, } em {u,}, e um conjunto finito e crescente {t,,,...,t, }
(i.e.,tn, <tn,,.paratodo j € {1,...,k—1})em {{,}, tais que
t— 1, t—1n, )
o(t) = ———L—up, + ——— "y, VEE [ty b ) V=1, k=1,
tnjpr —tn; tny =t 7 n
e

Up, ,set <ty
o(t) =

Up, ,S€T=>1p,

k
Nao é dificil mostrar que D é um conjunto enumeravel e que esta contidoem C (I, H,,).
Vamos mostrar que ele também é denso em C(I, H,,).
Sejau € C(I, H,) e seja V uma vizinhanga de u neste espaco. Sem perda de genera-

lidade, podemos supor que

V=u+0O(K,O,),

onde K C I é um compacto e O,, € uma vizinhanga da origem em H,,, dada por

Op={veH||(v,w)g <e,Vi=1,...,m},
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onde ¢ é um nimero real positivo e {w; }™, C H. Note que
u+ O(K,0,) ={veC(l,Hy,)|v(t) —u(t) € OVt € K}.

Como u € C(I, H,) e K é compacto, entdo, para cada i, a fungdo t — (u(t), w;)ny é
uniformemente continua em K. Assim, para cada i existe ; > 0 tal que para quaisquer

setem K com |s — t| < ¢; tem-se |(u(s) — u(t), w;)g| < /4. Portanto, tomando-se

d = min{dy, ..., 0, }, obtemos que se s e t pertencem a K e |s — t| < J entdo
€ .
|(U(8) - u(t)awz)H| < Z ) Vi€ {17 cee 7m}'
Usando que {t,, },, € denso em I, é possivel obter um conjunto finito {t,,, ..., t,, } tal

que K C [ty by, ], tn, <ln,,, €tn,,, —tn,| <J,paratodoj € {1,..., k—1}.

nj+1
Como {uy,}, é denso em H, para cada j € {1,...,k} existe u,, tal que

Un; € U(ly,) + O,

onde

O, = {U GH‘](v,wi)H\ < Z,W: 1,...,m}.

Considere a fung¢do v em D definida como acima a partir dos conjuntos finitos {¢,,, . . .
e {tn,, ..., Uy, } que acabamos de construir. Vamos mostrar que v € u + O(K, O,).
Observe que se t € [t,,;, t,,,,] entdo, paratodo i € {1,...,m}, temos que
t—t,. t—t,.
[(0(t) —u(t),w)u| = || ———tn, ., + —— Uy, —u(t),w; || =
bnjin — tny ’ bnj = tnjps ’
t—tn,
= ﬁ(un;url - u(tnj+1) + u<tnj+1) - u(t))+
nj+1 n;
b= oy
—i—?(unj —u(ty;) +ulty;) —u(t)), w;
n; nj+1

< ’(uanrl - u<tnj+l)7 wl)’ + |(u<tnj+1) - u(t)> wl)Hl +
+(un; = utn;), wi)u| + [(u(tn;) — u(t), wi)ul.
Logo, pela construg¢do dos conjuntos {uy,, ..., Uy, } € {tn,,...,ts, }, oObtemos que

(w(t) = u(t), w)u| < e, ¥i € {1,...,m}, Vt€E [ty ¢

nj+1]'

7tnk}
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Como isto vale paratodo j € {1,...,k — 1} ecomo K C [t,,,t,,], concluimos que
v(t) —u(t) € O, Vt € K,
ouseja, v € u+ O(K,04). nm
Seja By (R) a bola fechada de raio Rem H, i.e.,
Bu(R) = {u € H||lullx < R}.

Como antes, denotemos por By (R), a bola fechada By(R) munida com a topologia
fraca, i.e., com a topologia de H,, restrita a By (R), de modo que os abertos em By (R),,
sdo os conjuntos da forma U N By (R), onde U é um aberto em H,,. Note que, como a
topologia fraca em H € metrizdvel em subconjuntos limitados (cf. Teorema A.0.6), entdo
By (R),, é um espago metrizdvel.

Para obter uma métrica em By (R) explicitamente, considere um subconjunto enu-

merdvel e denso em H, dado por {u, },, entdo definimos

[e.e]

1 [(u—v,u,)g|
dpy(r)(u,v) = 2271 T E Yu,v € By(R), (2.9)
n=1 Y n

a qual pode-se mostrar que é de fato uma métrica em By (R). Abaixo mostramos que ela

também é compativel com a topologia em By (R),.
Lema 2.8.2 A métrica dp,,(r) é compativel com a topologia fraca em By (R).

Prova: Pelo Teorema 2.2.3, basta mostrar que se {u,}, ¢ uma rede em By (R) entdo
dBy(r)(Ua,u) = 0 em By (R) se e somente se uq, — uem By (R),.

Seja {uq }o uma rede em By (R).

Primeiramente, suponha que exista u € By (R) tal que dp,,(r)(ua,u) — 0. Seja V
uma vizinhanca de v em By (R),. Entdo, existem ¢ > 0 e {w;}*, C H tais que a

vizinhancga da origem em H,, dada por

Ow={veH||(v,w)g| <e,Vi=1,...,m},
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satisfaz

(u+ Oy) N By(R)w C V.

Como {u,}, é denso em H, para cada i existe n; € N tal que

<€
H>Y4R

||,I’UZ - un7

E como dp,, (r) (ua,u) — 0, entdo para cada ¢ existe um indice «; tal que
o

1 (Ug — u,u €
2 2 tn) 1| Vo = ;.

d — < ,
B  on 1+|ua wun) g 201+ €) -

( uom

Sendo todos os termos da série acima positivos, entao

1 |(te — u, up,) g - €
20 1+ (e — Uy U )| 20 (1 + )

o que implica

| (e uun)H]<§ Va = «;.

Seja  um indice tal que 8 = «y, paratodo i € {1,...,m} (cf. item (4i7) da definicdo

de rede). Assim, paratodoi € {1,...,m} temos que se o = [ entdo
’(ua - uawz)H| < |(ua — U, w; — um)H| + |(ua - u, unz)H|
< ||ua_uHH“wi_um i+ | (ta = u, un,)
< 2R + - =

4R

Portanto, u, € ((u+ Oy) N By(R)) C V, para todo « > . Como V é uma vizinhanga
arbitrdria de u, concluimos que u, — uem By (R),,.

Reciprocamente, suponha que u, — u em By (R),, e considere £ > 0. Como

S
n=1

existe N € N suficientemente grande tal que
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Seja O, a vizinhanga da origem em H,, definida por
O — {veH ‘ (v, )| < g vn:1,...,N—1}.
Como u, — u em By (R),, entdo existe um indice o tal que
Ugy €u+6w, Yo = a.

Assim, note que se o > « entao

N-1 00

1 [(ua —u,upn) g 1 [(uq —u,up) gl
dBH(R)(uonu) = Z + Z

201 + [(tg — U, tn) | 201 + [(tg — U, tn) |

n=1 n=N
N-1 o)

1 1
< _ _ _
~ on ‘(ua u, un)H’ + Z on

n=1 n=N
iy lice.
2 2n 2 ’

n=1

mostrando que dp,, (g)(ta,u) = 0em By (R). g
Com esta métrica, podemos mostrar que By (R),, € um espaco Polonés.
Proposicdo 2.8.3 By (R),, é um espagco Polonés.

Prova: Ja sabemos que dp, (r) € uma métrica compativel em Bp(R),. Assim, basta
mostrar que (B (R), dp,(r)) ¢ um espaco métrico separdvel e completo.

Como By (R) é um conjunto limitado e estd contido em H, que é, em particular, um
espago de Banach reflexivo, entdo toda sequéncia em By (R) possui uma subsequéncia
convergente em H,, (cf. Teorema A.0.8). Assim, se {v,, },, é uma sequéncia em By (R),

existem uma subsequéncia {v,,, }r € v € H,, tais que
|(Vmy, — v, u)g| =0, Yu € H,
onde identificamos H com H’. Em particular,

|(Vm,, — v, up)m| = 0, Vn € N. (2.10)
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Além disso, como By (R) é fechado em H,, (cf. Teorema A.0.5), entdo v € By (R).

Seja e > 0 e considere um NV € N suficientemente grande tal que

Por (2.10), existe ky € N tal que
(U, — v, un) 11| < %,Vk > ko, ¥n=1,...,N — 1.

Portanto,

N-1

[e.o]

i Umk v, un>H| Z i |(Umk — v, UH)H|
27 1+ (U, — U, U 1 N2”1+](vmk—v,un)H

dBH(R) (Umw U) =

n=1
N—-1 0o
1 1
< 2_n|(vmk_vaun)H|+§ on
n=1 n=N
eN : 1 15
< = — 4+ =< Yk > k. 2.11
2 2n+2 €, = hQ ( )

1

Logo, dg,, (r)(Vm,,v)s — 0. Isto mostra que (By(R),dp,r)) € um espago métrico

compacto e, consequentemente, separdvel e completo (cf. Teoremas A.0.14e A.0.15). g
Seja C(I, By (R).) o subespago de C(I, H,,) definido por
C(I,By(R)y) ={u:1— By(R),|t el (u(t),v)y € Récontinua, Vv € H}

ou, equivalentemente,
C(I,By(R)y) = {u € C(I,H,)|u(t) € By(R)y, Vt € I}

Sendo C(I, By (R),,) um subespago de C(1, H,,), podemos muni-lo da topologia induzida
pelade C(I, H,), cujos abertos sdo da forma U NC(I, By (R).), onde U é um aberto em
c(I, H,).

Tomando, como antes, uma sequéncia {.J; }; de intervalos compactos contidos em /

tal que J, C Ji.1, paratodo k, e

k=1
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definimos, para cada k, a aplicacdo
dj, (u,v) = sujp dpyr)(u(t),v(t)), Yu,v € C(I, Bu(R)w),
tedy

e assim obtemos uma métrica em C(/, By (R),,) dada por
1 d
dr(u,v) = Z —M, Vu,v € C(I, By(R)y).
Lema 2.8.4 A métrica dr é compativel com a topologia de C(I, By(R),).

Prova: Novamente, basta mostrar que se {u,}, é uma rede em C(I, By(R),), entdo
dr(uq,u) — 0em By (R) se e somente se u, — uem relagdo a topologiade C(I, By (R),).
Seja {uq}q uma rede em C(/, By(R),,) e suponha que existe u € C(I, By(R),,) tal
que dp(tq,u) — 0.
Seja V' uma vizinhan¢a de uw em C(/, By (R),,). Entdo, existem um compacto K C [

e uma vizinhanga da origem O,, em H,, tais que
(u+ O(K,0,))NC(I,By(R),) C V.

Como K é compactoe K C I = |J,—, Ji, entdo existe um k € N tal que K C Jj.

Sejam e > 0 e {w;}", C H tais que
Op={veH||(v,w)y| <e,Vi=1,...,m}.

Como antes, considere um subconjunto enumerével e denso {u,}, em H. Assim,

paracadai € {1,...,m} existe n; € N tal que

19
W< (2.12)

||wi — Unp,

Como dg(uq,u) — 0, do mesmo modo feito anteriormente podemos mostrar que isto

implica em d, (un,u) — 0. Assim, paracada i € {1,...,m} existe um indice o tal que

£
dj, (Ua,u) < o———, Va = ;.
7ty ) (2 +e) =
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Seja $ um indice tal que

Bra;, Yie{l,...,m}.

Entdo, para todo o >~ 3 temos que

1 [(a(t) — u(t), un)nl e
dj (U, u) = su — < ,
(0 0) =990 D o T o (0] — ), )| < 2027 F)
paratodo i € {1,...,m}. Sendo todos os termos na série acima positivos obtemos entao

que

1 o(t) = u(t), un,
o L0 —u) vl e
e 2 T+ () — u(®), wn )l ~ 252+ )

o que implica
(ua(t) — u(t), un,)a| < g Vt e Jy, Vi€ {1,...,m}
Logo, como K C Ji, entdo
(o (t) — u(t), un,)n| < g Vie{1,...,m}. (2.13)
Portanto, por (2.12) e (2.13) temos que se « > [ entdo

|(ua(t) = ult), wi)u| < [(ualt) = u(t), wi = wn,) | + |(ua(t) = ul(t), un, ) ul

e g .
< 2RE+§_€’ Vte K, Vie{l,...,m},

0 que mostra que u,, € u + O(K,O,,) C V. Assim, como V' é uma vizinhanga arbitraria
de u, concluimos que u, — uem C(I, By (R).,).
Agora suponha que u, — wem C(I, Bg(R).).

Seja e > 0 e considere um /N € N suficientemente grande tal que
S
2k T4
k=N
Seja O,, a vizinhanga da origem em /,, dada por

sz{UEH‘|(v,un)H|<g,‘v’nzl,...,N—l}.
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Como u, — uwem C(I, Bg(R),) entdo existe um indice o tal que
Uy € (u+ O(JIn_1,04))NC(I,By(R)y), Ya = .
Com isto, do mesmo modo feito anteriormente, é facil mostrar que

, Yo = ag, Yk € {1,. — 1),

wlm

dJk (uom ’LL)

€ que, consequentemente,

dr(uq,u) < e, Ya = ay.

Logo, dr(ua,u) = 0em C(I, By(R)y). m
Com isto, temos o seguinte resultado
Proposiciao 2.8.5 C(I, By(R).,) € um espago Polonés.

Prova: Uma prova andloga a feita na Proposi¢ao 2.8.1 mostraque C(I, By (R),,) é um es-
paco separdvel. Assim, como jd sabemos que dg é uma métrica compativel em C(1, By (R),,),
basta mostrar que (C(I, By (R)w), dr) é um espaco métrico completo.

Seja {v, },, uma sequéncia de Cauchy em C(/, By (R),,). Entao,

o0
1 dy (v,
R(Un, Um) zg 77  (Un; Um) — 0, quando n, m — 0.
k=1 _'_ dJk (U’n? /Um)

Portanto, dado € > 0, para cada 7 existe n; € N tal que

1 dy,(vn,vm) =1 d, (Un, Um) 1 ¢
— — W > n,.
201+ dy. (Un, Un) ; Fl14+dy (vn,vm)  201+¢€’ mm=n
Logo,
dg,(Vn, Um) = sup dp, (r), (Un(t), vm(t)) <&, Vn,m > n,. (2.14)

ted;

Assim, para cada t € J;, {v,(t)}, é uma sequéncia de Cauchy em By (R),. Mas como

I =U;~, Jx e 0 que foi feito acima vale para todo i € N, entdo, paratodo ¢ € I, {v,(t)},
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¢ uma sequéncia de Cauchy em By (R),,. Portanto, para cada ¢t € I existe v; € By(R)
tal que

A, (r)(Vn(t),ve) — 0, quando n — oo.

Sejav : I — By(R) a fungdo definida por
v(t) =, Vtel.

E claro que v estd bem definida. Além disso, temos o seguinte resultado para v, cuja
prova deixaremos para o final:
Afirmacdo: v € C(I, H,).

Como também v(t) = v; € By(R), paratodo ¢t € I, entdo, juntamente com a Afir-

magio acima, obtemos que v € C(I, By(R).,,). Resta mostrar que
dg(v,,v) — 0, quando n — oo.
Por (2.14), sabemos que

d, (Vn,vm) = sup dp, (r)(vn(t), vin(t)) — 0, quando n,m — oo, Vk € N.
teJg
Portanto, para cada k existe n; € N tal que
sup dp,, (r)(Vn(t), vm(t)) < E, VY, m > ny.
teJy 2

Como também

dpy(r)(vn(t),v(t)) — 0, quando n — oo,

entdo, para cada t € J; existe n; € N, com n; > ny, tal que

dpy(r)(Vn(t),v(t)) < =, Vn > n,.

DO | ™

Assim,

Ay (r)(Un(t),v(t)) < dpyr) (Vn(t), vn, (t)+dB, Ry (Vn, (), v(t)) < €, VN > 1y, VE € Jp.
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Logo,

sup dp,,(r)(vn(t),v(t)) < e, Vn > ny.
teJy

Ou seja,
dj, (Un,v) = supdp,,(r), (Vn(t),v(t)) = 0, quando n — oo, Vk € N (2.15)
teJy

Disto obtemos que dg(v,,v) — 0. g

Prova da Afirmagdo: Mostremos no caso em que / € um intervalo aberto, a prova dos
outros casos € analoga.

Queremos mostrar que, para cada w € H, a funcdo

fo:l — R

t — (v(t),w)y

¢ continua em /.
Sejam w € H ety € I. Se {u;}; ¢ um subconjunto enumerdvel e denso em H, entdo
existe u; tal que

19
|w —ujl|lr < iR

Usando isto e o fato de que v(t) = v; € By (R),,, paratodo ¢t € I, temos que

[fu(t) = fulto)] = |(v(t) = v(to), )]

<

(vt = Vg, w — wj) | + [(v(t) — v(to), uj) ul

< + [(v(t) = v(to), u;) ul- (2.16)

£
2
Considere um § > 0 suficientemente pequeno tal que (ty — d,to + d) C [. Entido,
existe um subintervalo compacto J; C [ tal que (to — 0,to + 9) C Jj.
Usando a defini¢do de dp,, (r) em (2.9), o fato (2.15) implica que existe um n; € N tal

que

sup |(v,(t) — v(t), uj)| < E, Vn > n;.
teJy 6
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Além disso, como {v,, },, é uma sequéncia de fun¢des em C(I, H,,), entdo, em particular,

vn, € C(1, Hy,). Assim, existe um 6 > 0, com § < 6, tal que
[(Un, (£) — vn, (t0), u5)] < % Vt € (to — 0.t + ) C Jy.
Entdo, para todo ¢ tal que |t — to| < &, temos que
|(v(t) = v(to), u;)| <
< (W) = vn, (£), u5)| + [(0n, (£) = vn, (o), ug)| + [(vn, (to) — v(to), uy)] < g
Logo, de (2.16) obtemos que
| fu(t) = fulto)] <e,

paratodo t € [ tal que |t — ty| < 5,0 que mostra que f,, é continua em /. Como w € H

foi tomado arbitrariamente, concluimos que v € C(I, H,). nm

2.9 Derivadas Generalizadas

O conceito de integracdo desenvolvido na Secdo 2.7 para uma funcdo u que toma va-
lores em um espaco de Banach X nos permite introduzir uma forma “fraca” de derivacao

de uma funcao desse tipo.

Definicdo Sejam / C R um intervalo limitado, X um espaco de Banach reflexivo e uma

(I,X). Sev: I — X éuma fungio em L} (I, X)

loc

1
loc

funcdiou : I — X talque u € L

que satisfaz

oot = - / ()2 eyt

I
para toda ¢ € C2°(I), o espaco de fungdes reais continuas e de suporte compacto em 1,

entdo dizemos que v € uma derivada fraca ou generalizada de u e denotamos v = du/dt.

Note que as integrais acima devem ser entendidas no sentido definido na Se¢do 2.7. As

1
loc

condi¢des de X ser um espago de Banach reflexivo e u,v € L; (I, X) foram incluidas
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justamente para que as hipéteses da Proposi¢ao 2.7.1 fossem satisfeitas e as integrais
acima estivessem bem definidas.

Uma propriedade de simples demonstra¢do que serd necessdria mais adiante € a seguinte:

Proposicao 2.9.1 Seja ) : [ — R tal que v € C°(I). Entdo,

dgu)  d du
o Ya T

Prova: Pela defini¢do, basta mostrar que

[ (w00 + w05 0) otorie =~ [ 0ar, vo e cxn

Como, para toda ¢ € C2°(1), temos que ¢pyp € C°(1), entdo

/1< ()Cfiqf( t) + () — ()) o(t)dt =

= /I u<t>§f< Dp(t)dt + / Cj;;(t)w(t)d)(t)dt
- /I () (1ot /I u(t) 2 (1ot /I u(t)o(6) 52 ()

=~ [unew G, voecra).

Para este tipo de derivada, é possivel mostrar também um resultado andlogo ao Teo-

rema Fundamental do Calculo para fungdes reais, dado a seguir.
Proposicdo 2.9.2 Seja p € [1, 0] e suponha que u,du/dt € LP(I, X). Entdo,

u(t):u(s)+/ f;;( Ydr, Vs,tel, s<t




Capitulo 3

Estudo Abstrato

Ao longo de todo este capitulo, utilizaremos a mesma constru¢do mencionada na se¢ao 2.6,

considerando dois espacos de Hilbert V' e H tais que H é separdvel, V' € denso em H e
VCH=H CV/,

onde a injecao de V' em H é compacta e a inje¢ao de H em V'’ é continua.

3.1 Operadores de Restricao e Deslocamento

Dado um intervalo J C [, definimos um operador que toma uma fun¢do v em

C(1, H,) e restringe o seu dominio ao subintervalo .J, dado por

II,:C(I,H,) — C(J,Hy)

u — Ilu,

onde

(ILyu)(t) = u(t),Vt € J.

A II; damos o nome de operador restrigcdo.

Proposicao 3.1.1 I1; é um operador continuo.
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Prova: Sejau € C(I, H,) e seja O uma vizinhanga de I1;u em C(J, H,,). Sem perda de
generalidade, podemos supor que O € da forma Il,u + O;(K,O,), onde K C J é um

compacto, O,, € uma vizinhanga da origem em H,, e
O;(K,0,) ={veClC(J H,)|v(t) €O, Vt € K}.
Como também J C [, entdo K C [ e, portanto,
O1(K,0,) ={veC(l,Hy,)v(t) € O, Vt e K} (3.1)

¢ uma vizinhanga da origem em C(I, H,). Logo, u + O(K, O,,) é vizinhanca de u em

C(I,H,). Esev € O;(K,O,) entdo, como K C J,
[v(t) =v(t) € O, Vt € K.
Logo,
Oy(u+v) =Tu+1ve (Ilu+ OsK,O0)), Vv € Or(K,O,).

Ou seja,

HJ('LL -+ O[(K, Ow)) C HJU + O](K, Ow),

o que acaba de mostrar que 1I; € continuo. g

Como caso particular do operador restri¢do, dado um ponto ¢, em I definimos

I, :C(I,H,) — H,

u — 1w = u(ty),

e denominamos 11,, o0 operador projegdo.
Analogamente ao que foi feito anteriormente, mostra-se que II;, € um operador con-

tinuo.
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Se I édaforma I =R, I = [tg,00) ou I = (ty,00) entdo, para cada 7 > 0 definimos

0 operador deslocamento:
o.:C(I,H,) — C(I,Hy)
u = o,
onde
(o;u)(t) =u(t+7),Vt € I.
Note que, para cada 7, o, € um operador linear. Vamos mostrar que também & con-
tinuo.

Proposicao 3.1.2 Para todo T > 0, 0, é um operador continuo.

Prova: Seja u € C(I,H,) e O uma vizinhanga de o,u em C(/, H,). Sem perda de
generalidade, podemos supor que O é da forma o,u + O;(K,O,), onde K C I é um
compacto, O,, é uma vizinhanga da origem em H,, e O;(K,O,,) é como em (3.1).

Seja J C I um compacto tal que
K+r={t+7|te K} CJ. (3.2)
Entdo,
O'T(u + O[(J, Ow>) C (aTu + O[(K, Ow))

De fato, se v € u + O;(J,0,), entdo v = u + w, para alguma funcdo w € O;(J,0,).
Portanto,
OV = 0:U+ oW
e, por (3.2),
(oc;w)(t) =w(t+71)€0,, Vte K.

Logo, o,v € (o,u+ Or(K,04)). m
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Outra propriedade util que pode ser mostrada € que a composi¢ao de operadores de

deslocamento ainda € um operador de deslocamento.
Proposicao 3.1.3 Para todos T,v > 0, temos que
Oriy = 07 O O0y.
Prova: Sejau € C(I, H,). Entdo, paratodo t € I,
o (ou)(t) =oult+7)=ult+7+v)=(0ru)(t). n

A partir do operador de deslocamento e considerando ainda / um intervalo como

acima, podemos definir a aplicacdo

o:[0,00) xC(I,H,) — C(I,H,)

(r,u) — o(1,u) =o,u.
Proposicao 3.1.4 o é um operador continuo.

Prova: Seja (7,u) € [0,00) x C(I, H,). Como antes, consideremos uma vizinhanga de
o,uemC(I, H,) da forma o,u + O;(K,O,), onde K C I é um compacto e O,, ¢ uma

vizinhanca da origem em H,,, dada por
Op={veH||(v,w)y| <e, Yi=1,...,m},

ondee > 0e {w;}", C H.
Considere r > 0 tal que 7 € [0, 7). Seja J C I um compacto tal que K + [0,7) C J e

seja 5w a vizinhancga da origem em f,, definida por
é%:{vEHMwAMM<§,W:L”wm}.
Vamos mostrar que

o((r,u) + ([0,7) X O1(J,04))) C (o(7,u) + O1(K,Oy)).
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Seja (s,v) € [0,7) x O;(J, O,,). Note que
o((ryu) + (s,v)) = (T + s,u+v)) = orps(u+v) =0o(T,u) + o5u + 0,0 + o5V
e, pela construcdo de J e de 5w, obtemos imediatamente que
(osu+o,v+00)(t) =ult+s)+ovt+7)+v(t+s)€0,, Vte K.

Logo, o((1,u) + (s,v)) € (o(m,u) + O1(K,0Oy)). m

3.2 Primeiros Resultados

O objetivo desta secdo € provar alguns resultados que servirdo de motivacdo para a
definicao de um conjunto abstrato na préxima sec¢ao.
A partir de agora, consideraremos sempre I = [0, 00).

Seja Lo o) 0 espaco vetorial definido por

Lipoey = {u € L2,([0,00), V)|u' € L([0,00), V') }.

loc loc

Proposicio 3.2.1 O espago L ) estd contido em C([0, 00), V’).

Prova: Seja u € L)) € considere ¢y € [0,00) e e > 0. Como v € LY3([0, 00), V),

loc

existe uma constante C' > 0 tal que

to+1 3/4
([ wensas) <c
to

Seja
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Entdo, para todo t € I tal que |t — to| < J, temos que

lu(t) = ulto)llv: = sup (u(t) —ullo),v)vv

llvllv<1

t
= sup </ ’()dsv)
flvlly <1
S uvuv(/ s des)
llvllv <1
43 I
< (/ [/ (s)]11%d ) It —to|Y* < € (3.3)

onde da penultima linha para a dltima usamos a Desigualdade de Holder. Como ?y €

0, 00) € arbitrério, concluimos que u : [0,00) — V C V' é uma fungdo continua. g

A seguir apresentamos um lema de compacidade, conhecido como Lema de Compaci-
dade de Lions-Aubin. A demonstracdo que serd apresentada aqui foi adaptada a partir da

versdo encontrada em [5].

Lema 3.2.2 Sejam By, B e By espacos de Banach tais que By C B C By. Suponha
que By e Bi sejam reflexivos e que a injecdo B — B é continua e a injecdo By — B
é compacta. Dados T, pgy e py tais que 0 < T < cocel < py,p1 < 00, seja W(0,T) o

espaco definido por
, dv
W(0,T)=<v e LP0,T;By) |[v = o € L”(0,T; By)
e munido da norma
[vllwo,r) = [[vllzroomim0) + 1V 10,7381, Y0 € W(O,T).
Entdo, a injegdo W(0,T) — L*(0,T'; B) é compacta.
Prova: Como a inje¢do By — B € continua, existe C' > 0 tal que

lblls < Clblls, , Vb€ By.
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Entdo, para cadav € W(0,T'), temos que

T 1/po
T (/ wawgw)
0

T 1/po
< o[ wenga)
0

= Cl|v|lzro(0,7;80)

= C(llvllwo,ry = 1V]| e 0,:81))

IN

Cllvllwo,z)-

Isto mostra que a inje¢do W (0,7") — L (0,T’; B) é continua. Resta mostrar que toda
sequéncia limitada em W (0,7") possui uma subsequéncia (fortemente) convergente em
L™(0,T; B).

Seja {v,, }, uma sequéncia limitada em W (0,7"). Entdo existe uma constante C>0

tal que ||y, || w(o,r) < C, para todo n. Consequentemente,

|vnll zro (0,7:80) < |vnllwiory < 5, vn

o5l 07:80) < loallwion < O, Vn.
Ou seja, {v, }n, € {v], }» sd0 sequéncias limitadas em L*(0,7; By) e LP*(0,T’; By), res-
pectivamente. Como estes dois espacgos sao reflexivos (cf. Teorema A.0.11), existem sub-
sequéncias {v,, }x € {v;, }x fracamente convergentes (que, sem perda de generalidade,

podemos considerar com o mesmo indice k), digamos
Un,, — v em L (0,T; By) e vy, — wem LP(0,T; By).

Enunciaremos agora uma Afirmag¢do cuja prova serd dada apds a demonstragdo do
lema.
Afirmacdo 1: v/ = w € L"(0,T; By).

Defina wy, = v,, — v. Ento, temos que w, — 0 em L (0, T By) e, pela Afirmagao

1, w;, — 0em LP*(0,T; By). Vamos mostrar que wy, — 0 em LP°(0,T; B).
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Seja e > 0. Como wy, — 0em LP(0,T'; By), existe Cy > 0 tal que
lwk|| Lro0,1:85) < Co, VE 3.4)

(cf. Proposicao A.0.7).
A seguir enunciamos outra Afirmacao cuja prova também serd adiada.

Afirmacao 2: Para todo 6 > 0, existe uma constante cs; > 0 tal que
[vlls < dllvlls, + csllvlls, Vo € Bo.
Seja 0 > 0 tal que 6C < €/2. Pela Afirmagio 2, existe ¢s > 0 tal que
lwr ()]s < 0w ()]l 5y + csllwi @)z, , VE-.

Tomando poténcias, integrando e usando a Desigualdade de Minkowski, obtemos

Tl!wk(t)H%“dt " < T(5Hwk(t)HBo+05llwk(t)||31)p°dt
(i) < (] )

= N0l ()ll o + csllwr ()l B, [l roo,)

1/po

< lolfwr()llso llzroo.z) + [lesllwr ()l 5 [l Lro 01)

= 5||wk||LPo(o,T;BO) + Cé||wkHLpo(0,T;Bl)-

Logo,
lwillzoo .8 < Olwrl|Leo0,7:80) + Csllwr Lro0,7:8:)
5
< 5t csl|wil o8y 5 VE- (3.5)

onde usamos (3.4) e a defini¢do de 9.
Portanto, para obter que wy — 0 em LP°(0,7; B), basta mostrar que w;, — 0 em
Lpo (0, 717 Bl)

Primeiramente, vamos mostrar que

|we(®) |5, = 0 gq.t.p.em[0,T]. (3.6)
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Sem perda de generalidade, basta provar que ||wy(0)||z, — 0.

Seja & > 0. Como wj, — 0 em L*'(0,T; By), existe C; > 0 tal que
lw || o1 0,181y < Ch, k.

Seja p tal que
1 1

YA 41
e considere ¢ > 0 suficientemente pequeno de modo que t'/"1C < £/2.

=1

Observe que w(0) = ay, + by, onde

1/t I
ay = —/ wy(s)ds e by = —g/ (t — s)wy(s)ds.
0 0

t
De fato, usando os resultados sobre derivadas generalizadas da secdo 2.9, temos que

1

i /Ot wi(s)ds — %/Ot(t — s)wy,(s)ds =

- %/Ot wy(s)ds — /Ot wy,(s)ds + % /Ot(swk(s))/ds - %/Ot wy,(s)ds

— w0 (0) — wn(t) + %twk(t) — wi(0).

1 t
Il < 5 [ 1= sl (o) s

t
< / ()l a s
0

€

<ﬂMQ§2 (3.7)

Por outro lado, para todo ¢ € Bj, temos que

1

t
(oubmgn, =7 [ {ovun(s)ds >0,
0

jaque f,: L*(0,7T; By) — R, definido por

1

o) = 7 [ et
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¢ um funcional linear continuo em L?°(0,T’; By) e wy — 0 em L (0, T; By).
Portanto, a;, — 0 em By e, como a inje¢do By — B é compacta, entdo |lag||z, — 0

(cf. Teorema A.0.10). Assim, existe ky € N suficientemente grande tal que

S VE > ko (3.8)

Logo, de (3.7) e (3.8) obtemos que
lwe(O)| 5, < llaklls, + 0kll5, <€, VE > ko.

Como o valor t = 0 de fato ndo desempenhou nenhum papel nos passos anteriores,
entdo acabamos de mostrar (3.6).
Agora, usando que a injecdo By — Bj; € continua (jd que as injecdes By — B e

B — By sdo continuas), tome C > 0tal que
1], < Clbll 5, ¥ € Bo.

Entao,

T 1/po
A (/IWAM@MQ
0

_ T 1/po
< &( [ 1)
0

= Clwg]lLroo.1:m0)
S 60@ == 507 VEk.
Isto implica que, para cada k, existe t; € [0, 7] tal que

Co
lwk(ti)lls: < i

Portanto, usando a Desigualdade de Holder, temos

. ~
C ,
[we ()], = Hwk(tk) +/ w(s)ds|| < Tl/(;)Do + TYPCy Yt >ty e VE.

tg

B
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Na verdade, € facil mostrar que a estimativa acima também vale para todo ¢ < ?;. Logo,
para todo k, as fungdes ||wy(-)|| 5, sdo limitadas em [0, 7] por uma mesma fungdo cons-
tante, a qual é, evidentemente, integravel neste intervalo. Isto e o fato ja provado (3.6) nos

permitem aplicar o Teorema da Convergéncia Dominada a sequéncia {wy };, e obter que

T 1/po
||wk||LP0(O7T;B1) = </0 Hwk(t)H%)ldt) — 0.

Logo, existe k; € N tal que

9
HwkHLPO(O,T;Bl) < CYE Vk > k.
Cs

Assim, de (3.5) obtemos que
|wk|| Lro(o,riB) < €, Yk > k.

Ou seja, wy, — 0em LP(0,7T;B). nm

Procederemos agora a prova das afirmacdes citadas acima.

Prova da Afirmacdo 1: Queremos mostrar que

/0 " w(B)b(t)dt = /0 "6 (Bt Y € C2(0.T), (3.9)

parav € LP(0,T; By) C L'(0,T; By) ew € LP*(0,T; B;) C L'(0,T; By).
Dado L € B e ¢ € C2°(0,T), defina fr, : LP*(0,T; B;) = R por

(Froort) = / (6(t) L, u(t))dt

Vamos mostrar que f1, , € (L (0,7 By))'".

Usando a Desigualdade de Holder, obtemos

(o) < / (B(0) L u(t)) |t

IN

1Ll / ()] u(t)]] 3,

Vg 180 0 201 0750

IN
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o0 que mostra que fr, 4 € um operador limitado. A linearidade é imediata.

Assim, como v;, — w, temos

(r.] T¢<t>v;<t>dt> ~ U ) = (v = (L. [ T¢<t>w<t>dt> VLeB,

Portanto,
T T
/ o(t)v(t)dt — / o(t)w(t)dt em By. (3.10)
0 0

Analogamente, dados L € B e ¢ € C>(0,T), mostra-se que fL@ : LP(0,T; By) —
IR, definido por
T
(Froorsu) = / (& ()L u(t))dt,
0

pertence a (LP°(0,T"; By))'. Entao, como v — v, temos

<L, /OT ¢’(t)vk(t)dt> = <L,/OT gb’(t)v(t)dt> VL € B),. 3.11)

Mas como B C B, aeq. (3.11) vale, em particular, para todo L € Bj. Logo,

/0 o(t) 0l (1)t = — / F () = — / & (t)o(t)dt. (3.12)

De (3.10), (3.12) e da unicidade do limite fraco, concluimos (3.9). g

Prova da Afirmagdo 2: Seja § > (. Suponhamos que o resultado nao seja valido. Entdo,

para cadan € IN existe v,, € B tal que
[onllz > Ollonllz, + n2llvall5,-
Defina u,, := v, /||v.]| B,- Entéo,
llunllz > 0 + nllus B, - (3.13)
Como a inje¢do By — B € continua, existe uma constante ), tal que

[unllp < Mollun|[B, = Mo , V.
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Portanto, segue de (3.13) que

My —46
|, < ——— ,¥n.
n
e, consequentemente,

lunllz, = 0 quando n — oc. (3.14)

Por outro lado, como ||u,||p, = 1, para todo n, {u,} é uma sequéncia limitada em
By. E, pela compacidade da inje¢do By — B, existe uma subsequéncia {uy} fortemente
convergente em 3, digamos

up, —>u em B.

Agora, como a inje¢cdo By — B € continua, existe M; > 0 tal que
|ug — ullp, < Millug —ullp, Vk.

Como o lado direito da desigualdade acima tende a zero, obtemos que u, — v em Bj.
Logo, de (3.14), concluimos que u = 0.

Além disso, por (3.13) temos que
[urllp > 0 + kluel| s, = 0 + [Jux]| 5,

Portanto, fazendo k£ — oo acima, obtemos ¢ < 0, o que € um absurdo. g

Analisando a demonstracdao do lema acima, vemos que a tUnica hipétese usada so-
bre o intervalo [0, 7] foi o fato de ele ser um intervalo limitado em IR. Assim, tudo o
que foi feito continuaria valido caso o tivéssemos substituido por um intervalo compacto

arbitrario contido em IR . Disto temos o seguinte coroldrio:

Corolario 3.2.3 Sejam By, B e By como no Lema 3.2.2. Entdo, a injecdo de

Wil [0.00)) = {o € L(0.00): Bo) | = 7 € L0, 1) }

em LP°

loc

([0, 00); B) é compacta.
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Prova: Para cada m € N, seja J,,, = [0, m]. Note que cada .J,,, é um intervalo compacto
contidoem [ e I =J_; J.
Seja {v,} uma sequéncia limitada em Wj.([0,00)). Entdo {v,,;, } € limitada em

W (J,,), para todo m, e
Ung € LP°(Jin; Bo) U;zlJm € LP(Jp; By), Yn, Vm.

Assim, aplicando-se repetidamente o Lema 3.2.2 a cada J,,, € usando-se o método da
diagonal de Cantor, obtém-se uma subsequéncia {v; } tal que {vy,, } converge fortemente
em L (K; B), para todo compacto K C [0,00). Logo, {vx} converge fortemente em

Ly, ([0,00),3) |

loc

Usando este coroldrio, obtemos o seguinte resultado relacionado ao espago L «):

Proposi¢io 3.2.4 Seja U C Ly ) um subconjunto limitado. Entdo U é relativamente

compacto em L} ([0, 0), H).

loc

Prova: Tomando By = V, B = H, By = V', py = 2 e p; = 4/3 no corolério an-

terior, obtemos imediatamente que a injecdo de L~y em L ([0, 00), H) é compacta.

loc

Como, por hipétese, U € limitado em Ly ), entdo U € relativamente compacto em

L2 ([0,00),[‘[) ]

loc

Adiante provaremos uma outra propriedade relacionada ao espaco Ly ) €, para isso,

usaremos o lema abaixo:

Lema 3.2.5 Sejam R > 0 e U C L) NC([0,00), By (R)y) um subconjunto limitado

em L ). Entdo U é relativamente compacto em C([0,00), V).

Prova: Buscando utilizar o mesmo argumento anterior de subdividir o intervalo [0, co)
em uma sequéncia de intervalos compactos cuja unido € igual a [0, 00), vamos mostrar
primeiro que, dado um intervalo compacto J contido em [0, o00), I, é relativamente
compacto em C(J, V).

Pelo Teorema de Arzela-Ascoli (cf. Teorema A.0.17), basta mostrar que
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(i) II;U é equicontinuo em C(J,V");

(ii) I1,U é pontualmente compacto, i.e., para cada t € J, {u(t);u € I1;U} é relati-

vamente compacto em V.

Prova de (i):

Sejam ¢y € J e e > 0. Como U € limitado em Lo o), existe uma constante C' > 0 tal

3/4
</|| AL ) < C, Yuellu.

i< ()"

Assim, por um raciocinio andlogo ao feito na equag@o (3.3), temos que se t € Je |[t—to| <

que

Seja o > 0 tal que

0, entdo

3/4

futt) = util < o=t ([ ||4V/f”ds)

4
< t—t|1/4(/]| |y4v/,3ds> .

para todo u € II;U, mostrando que I1 ;U é equicontinua em ¢,. Como t, ¢ arbitrario, (7)
¢ valido.
Prova de (it):

Seja {w, } uma sequéncia em By (R). Como H é um espaco de Hilbert (portanto, um
espaco reflexivo) e By (R) é um conjunto limitado, existem uma subsequéncia {w,, } e

w € H tais que w,, — w em H,,. Portanto,
(Wn,,, V) g — (W, v) g, Yv € H. (3.15)
Como a bola unitaria em V,

By(1) = {v e Vlllv[lv <1},
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¢ compacta em H (lembre que, por hipétese, a inje¢do V' — H € compacta), dado ¢ > 0

existe um conjunto finito {v;}”; de elementos em H tais que

BVU)C:[]BH<vui%>,
=1

onde cada conjunto na unido do lado direito representa a bola aberta em H centrada em
v; e de raio € /4R.

Assim, usando (3.15), podemos tomar um ky € N suficientemente grande tal que

(wn, —w,v)g| < =, Vk>ko, Vi=1,...,m.

DO M

Dado v € By (1),sejai € {1,...,m} tal que

lo—vills < -5
HH = 4R
Portanto,
’(w”k - ’LU,U)H| < |(wnk - w7vi)H| + |(wnk —w,V — Uz)H‘
€
< 5+ lwne = wllallv = vl
€ €
< —4+2R— = Y By (1).
= 5 + AR e, Vv € V( )
Logo,
Hwnk - ’(UHV/ = Ssup (wnk - w,'U)H S €, Vk Z kO-
llollv <1

Ou seja, w,, — wem V’. Como a sequéncia {w,, } foi tomada arbitrariamente em By (R),
concluimos que By (R) é relativamente compacto em V.

Por outro lado, como
{u(t);u e MU} C By(R)w,

entdo toda sequéncia neste conjunto também possui uma subsequéncia convergente em

V', logo, é relativamente compacto em V.
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Acabamos de provar, portanto, que o conjunto II;U/ é relativamente compacto em
C(J, V).

Agora tome novamente uma sequéncia .J,,, de intervalos compactos contidos em [0, co)
cuja unido € igual a [0, c0) e uma sequéncia {u, } em . Para cada m, a sequéncia de res-
tricdes {11, u,}, é limitada e portanto, pelo que foi provado anteriormente, possui uma
subsequéncia convergente em C(.J,,,V’). Fazendo-se uma diagonalizagdo (método de
Cantor), obtém-se finalmente uma subsequéncia de {u,, } que converge em C([0, c0), V).

Isto mostra que U é relativamente compacto em C([0, 00),V'). g

Agora estamos prontos para mostrar a outra propriedade relacionada a Ly ) jd men-

cionada:

Proposicdo 3.2.6 Sejam R > 0 eU C L) N C([0,00), Bu(R),) um subconjunto

limitado em Ly o). Entdo U é relativamente compacto em C([0,00), By (R).,).

Prova: Sendo C([0,0), By (R),,) um espago metrizdvel, basta mostrar que toda sequén-
cia em U possui uma subsequéncia convergente em C ([0, 00), By (R)4).
Seja, portanto, uma sequéncia {u,, } em . Pelo Lema anterior, existe uma subsequén-

cia {u,, } convergente em C([0, c0), V), digamos
Up, — u € C([0,00), V). (3.16)

Vamos mostrar que {u,, } também converge a v em C([0, 00), By (R)q)-
Seja J um compacto contido em [0, c0). Lembrando a defini¢do de vizinhancas da

origem deste espaco dada na se¢do 2.8, precisamos mostrar que
Up, (1) = u(t) em Hy,

uniformemente em J.

Sejamv € H ee > 0. Como V é denso em H, existe vy € V tal que

&
v —vollg < i (3.17)
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Além disso, por (3.16), existe um kg € N tal que, para k > kg

9
i (8) — u(®)|r € —————— Vie 3.18

Usando (3.17) e (3.18), obtemos entao

[ (tny () = w(t), )| | (tny () = w(t), v)vr,v ]

< (U (8) — u(t), vo)vr v | + [(uny, () — u(t), v — vo) |
<y () = w(@®) v loollv + lun, (8) — w(@) || llo — voll
< S4ORE — e Wk ke, VieJ

2 4R
Logo,
(U, (t),v)g — (u(t),v)n, Yv € H,

uniformemente em J. Portanto, u,, — uem C([0,00), By(R),). m

3.3 Defini¢ao do Conjunto Abstrato

Motivados em parte pelos resultados da se¢do anterior e para obter outros que serao

necessdrios mais adiante, definiremos agora o nosso conjunto abstrato de funcdes:

Definicdo Seja Uy C C([0,00), H,,) um conjunto com as seguintes propriedades

topoldgicas:
(i) Upp,o0) € um conjunto de Borel em C([0, 00), Hy,);
(i) Existe Ry > 0 tal que, paratodo R > Ry etodot > 0,

Ht(Z/{[oyoO) N HEIBH(R» C BH(R),

(iii) Paratodo R > 0, o conjunto U «)NC([0, 00), By (R)) estd contido e é limitado

em Lo ).
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Além disso, definimos também
U[OQO) (R) = Z/[[O,oo) N C([O, OO), BH(R)w).
Temos entdo os seguintes resultados:

Proposicdo 3.3.1  ]. Paratodo R > 0, Uy o) (R) é um conjunto de Borel em C([0, 00), H,,);

2. Paratodo R > 0, Uy «)(R) é relativamente compacto em L} ([0,00), H);

loc

3. Paratodo R > 0, Uy ) (R) € relativamente compacto em C([0,00), By (R).,);
4. Para todo u € Uy ), existe R > 0 tal que u € C([0,00), By (R)w);

5. Para toda sequéncia { Ry}, de niimeros reais positivos tal que Rj, — 0o, temos

Upp,o0) = U Upp,o0) (Ri).
keN

Prova: 1. Segue imediatamente do fato que Ujy o) € C([0, 0), B (R),,) sdo conjun-

tos de Borel em C([0, 00), H,,).
2. Segue da proposi¢do 3.2.4.
3. Segue da proposi¢ao 3.2.6.

4. Dado u € Ujp ), considere um R > 0 suficientemente grande tal que R > Ry
e u(0) € Bu(R),. Entdo u € Up) NI, By (R). Assim, pelo item (ii) da
definicdo de Uy ), temos que u(t) € By (R), para todo ¢t € [0,00). Logo, u €
Ujo,00) N C([0,00), B (R)w) = Up,00) (1)

5. Seja u € Uj~). Pelo item anterior, existe R > 0 tal que u € Ujgo)(R). Mas
como R, — oo, existe kg suficientemente grande tal que Ry, > R, de modo que
Uio,o0)(R) € Ujo,00) (R, ). Portanto, u € Ujg ooy (R, ). Por outro lado, € claro que

Upp,0)(Ri) C Uppooy paratodo k. g
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Faremos agora uma outra hipdtese sobre o espago Uy o) que nos permitird falar na
concatenagdo de duas funcdes neste espago, da seguinte forma:
Hipoétese de Concatenacgio: Dadas u e v em Uy ) tais que, para algum s > 0, temos

u(s) = v(0), se w é a fungdo definida no intervalo [0, co) por

u(t) ,0<t<s
w(t): J
v(t—s) ,t>s

entao w € Uy o).

Esta hipétese nos diz que se considerarmos a unido dos gréficos de duas fun¢des em
Ujp,~), uma restrita apenas ao intervalo [0,s] e a outra deslocada de s para a direita,
de modo que os graficos coincidam em ¢ = s, entdo a fungdo resultante (obtida pela

concatenagdo dos dois graficos) ainda pertence ao espago Ujp o).

3.4 Operadores de Evolucao
Para todo ¢ > 0, seja 2; o operador definido para todo subconjunto £/ C H por:
2B = (Ui o) N T (E)),

que denominamos o operador de evolugdo.
Colocando em palavras, para cada £ C H, o conjunto >; /¥ é formado por todos os
pontos v em H tais que v = u(t), para alguma fungdo u em U]y ) tal que u(0) € E.

Por outro lado, pelo item 5 da Proposi¢ao 3.3.1, segue imediatamente que

SiE = | U 00y (Bi) NI (E)). (3.19)
k=1

Note também que, uma vez definido o operador de evolugdo ¥, o item (i¢) da defini¢do

de Ujp ) torna-se equivalente a

SBy(R) C Bp(R), ¥t >0, VR > R,
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Com a Hipétese de Concatenagdo, podemos obter também a seguinte propriedade para

o operador de evolugdo:
Proposicao 3.4.1 Paratodo E C H, temos

ZtZSE C Et+5E, Vs,t Z 0.

Prova: A seguinte equivaléncia é imediatamente verificada:
IIy ooy = 114.
O que queremos entdo mostrar € a seguinte inclusao
Iy 0 04 (Ujo,00) NI (I 0 05 (Ujo,00) NI H(E)))) C g 0 04y s (Ujo,00) NI M (E)). (3.20)
Considere uma fungio v em
Upp,o0) NI (I © 0 (Ujo,00) N 15 (E))) = Upo ey N T (T (Ujo,00) NI (E)))-

Entdo v é uma fun¢do em U] ) para a qual existe u em Ujp o), com u(0) € F, tal que
v(0) = u(s).

Defina a fun¢do w em [0, co) dada por

u(t) ,0<t<s
w(t) = :
v(t—s) ,t>s
Pela Hipétese de Concatenacdo, w € Ujp ). Além disso, como w(0) = u(0), entdo
w(0) € E.
E também, como

v(t) =w(t+s) =osw(t), Vt >0,

entdo v € o5(Ujp00) NIy (E)). Isto mostra que

Z/{[O,oo) N Hal(Ho o O’S(Z/{[o,oo) N Hal(E))) C O’S(Z/{[O,oo) N Hal(E))
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Finalmente, usando-se que

Otys = 0t O 0,

obtém-se (3.20). gm

3.5 Mensurabilidade

Primeiramente definimos o conceito de uma drbita.

Definicao Dado F um subconjunto de H, definimos a drbita que comeca em FE por
WE) = J%E.
>0
Uma outra maneira de representar a Orbita, que segue imediatamente da definicao
acima, €

Y(E) =10 0([0,00) X (U ooy N5 E)). (3.21)

E, pelo item 4 da Proposi¢do 3.3.1, podemos escrever também

Y(E) = [Ty 0 0([0,00) X Upee)(Rr) NTI5'E)), (3.22)

keN
onde { Ry}, é uma sequéncia de niimeros reais positivos tal que Rj — oc.

O objetivo desta secao € mostrar a mensurabilidade de alguns conjuntos dinamicos.
Para isto, usaremos os resultados sobre o-algebras da secdo 2.3 e os resultados sobre
conjuntos analiticos e universalmente mensurdveis enunciados na se¢do 2.5.

Comegamos com a prova da mensurabilidade de 6rbitas.

Teorema 3.5.1 Seja E um conjunto de Borel em H,,. Entdo ~y(E) é um conjunto univer-

salmente mensurdvel em H,,.

Prova: Usando o fato que a familia de conjuntos universalmente mensurdveis € uma o-

dlgebra e a expressdo (3.22) para a drbita y(F), basta mostrar que o conjunto

ITy 0 ([0, 00) X (Up,ee)(R) NI E))
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¢ universalmente mensurdvel em H,,, para qualquer R > 0.

Como E é um conjunto de Borel em H,, e o operador I, : C([0,00), H,) — H,
é continuo, entio II;' E também é Borel em C([0,o0), H,,). Assim, pela definicio de
Ujo,00)» temos que Ujg oy N I, E também € Borel em C([0, o), H,,). Mas entdo, como
os conjuntos de Borel em C([0,00), Bg(R).,) sdo exatamente os conjuntos da forma
ANC([0,00), By(R)y), onde A é um conjunto de Borel em C([0, o0), H,,), obtemos
que Ujp o) (R) NI, E € Borel em C([0,0), By (R),) e, consequentemente, [0, 00) x
Upo,00)(R) NI E é Borel em [0, 00) x C([0, 00), B (R),,). Além disso, como [0, 00) X
C([0,00), By(R),) é um espago Polonés (cf. Teorema B.1.1, no Apéndice B), entdo
[0,00) X Upp o) (R) NI " E € analitico neste espago.

Como C([0, 00), By(R),,) também é um espago Polonés e
o :[0,00) x C(]0,00), By(R)) — C(]0,00), By(R).)

¢ uma fungdo continua, entdo ([0, 00) X (Ujgoe)(R) N II;'E)) é um conjunto analitico

em C([0,00), By (R)y). E, como
Iy : C([0,00), By(R)w) = Bu(R)y

também ¢é uma fungdo continua entre espagos Poloneses, entdo P := Ilj(o([0,00) X
(Up.00)(R) N5 ' E))) € analitico em By (R),, e, portanto, universalmente mensurédvel em
Bru(R)y.

Para ver que € universalmente mensuravel em H,,, considere uma medida de proba-
bilidade x definida em uma o-algebra completa .4 que contém os conjuntos de Borel em

H,,. Entdo, é facil ver que
AN By(R), ={ANBu(R),|A € A}

¢ uma o-dlgebra completa que contém os conjuntos de Borel em By(R),. E, como
By (R),, também é um conjunto de Borel em H,, entdo AN By (R), C A. Assim, como

P & universalmente mensuravel em By (R),, temos que P é mensurdvel em relacdo a
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restricdo da medida p a o-dlgebra A N By (R),. Ou seja, P € AN By(R), C A. Isto

mostra que P € universalmente mensuravel em ,,. g

Agora provaremos este resultado para a imagem de um conjunto de Borel pelo opera-

dor de evolugdo.

Teorema 3.5.2 Seja E um conjunto de Borelem H,, et > 0. Entdo >, F é universalmente

mensurdvel em H,,.

Prova: Pela expressdo de >,/ dada em (3.19) e novamente pelo fato de a familia de

conjuntos universalmente mensurdveis ser uma o-algebra, basta mostrar que
1T (U, (R) NI (E))

¢ universalmente mensurdvel em H,,, para qualquer R > 0.

Pelo mesmo argumento da demonstragdo anterior, ja sabemos que U o) (R) NIl ' (E)
¢ um conjunto de Borel no espago Polonés C([0, o), By (R),,) e, portanto, analitico neste
espaco. Como

11, : C([0,00), Bir(R)w) — Bu(R)w

7z

¢ uma aplicagdo continua entre espagos Poloneses, entdo IL;(Uy ) (R) N Iy (E)) €
analitico no espaco Polonés By (R), e, consequentemente, universalmente mensuravel
em By (R),. Assim, do mesmo modo feito anteriormente, obtemos que IT;(Ujo ooy (R) N

I1,'(E)) é universalmente mensurdvel em H,,. g
Para finalizar esta se¢cdo, mostraremos a mensurabilidade da evolug¢do de uma Orbita.

Teorema 3.5.3 Seja E' um conjunto de Borel em H,, et > 0. Entdo ¥;y(FE) é univer-

salmente mensurdvel em H,,.
Prova: Pela defini¢do de ¥, e pela expressdo (3.21) para y(E), temos que

SA(E) = IUoe) N 115 [o(0((0,00) X Uy VT )Y (3:23)
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Vamos mostrar que também podemos escrever 3;v(E) como
Sy (E) = i(Up,e0) N ([0, 00) X (Upp,c0) N5 E))). (3.24)

Note que isto ndo segue imediatamente de (3.23), uma vez que, como ndo sabemos se o
operador I é injetivo, IT;* representa apenas pré-imagem, e ndo fungdo inversa. Deste

modo, apenas podemos garantir que
I, ' (o (o ([0, 00) x (Up,c0) NI E)))) D ([0, 00) X Uy NI E)),

o que implica que o conjunto do lado direito em (3.24) estd contido em >;v(E), dado
em (3.23).

Para a inclusdo reciproca, considere um elemento w € ¥;v(F). Entdo, existe u €
Upoo) NI H((E)) tal que w = u(t). E, como u(0) € v(E), existem s > O e v €
Upo,00) N II5 ' E tais que u(0) = v(s). Sejaw : [0,00) — H,, a fungdo definida por

v(t) ,0<t<s
w(t) = .
u(t—s) ,t>s

Pela Hipétese de Concatenagdo, temos que w € Uiy o). E como w(0) = v(0) € £, entdo

w € Upp o) N 17" E. Além disso,
u(t) = w(t+s) = osw(t) =o(s,w)(t), V¢t > 0.

Portanto,

u e Z/{[Opo) N 0’([0, OO) X (L{[O,OO) N HalE))

€, consequentemente,
w € Ht(U[opo) N 0'([0, OO) X (u[(),oo) N HalE))),

0 que acaba de mostrar (3.24).




3.5 Mensurabilidade 67

Agora considere novamente uma sequéncia { Ry}, de niimeros reais positivos tal que

Ry, — oo. Entdo, pelo item 5 da Proposi¢do 3.3.1 e pela expressdo (3.24), temos que

Ey(E) = 1L (Uu[ﬂvoo)(Rk)> No ([07 00) X (Uu[o,oo)(Rj) QH51E>)>

keN JjEN
= 1L (U U[o,oo)(Rk)> N <U a([0,00) x (Uio,ec) (1)) ﬂﬂolE))>>
keN jEN
= 1L | | @h0.00)(Rr) N (0([0, 00) X (Uig 00)(Ri) N HolE))))>
keN
= | @) (Rr) N (0([0,00) x (Upooe) (i) NI, E)))),

onde da segunda para a terceira linha usamos o fato de que Uy o) (R;) C Ujo o0)(R;), para
todos 7, j € N tais que j > 7.

Assim, basta mostrar que
P = TL(Up,00)(R) N ([0, 00) X Up,c)(R) NI E))).

€ universalmente mensuravel em H,,, para qualquer 12 > 0.

Como Up o)(R) N IIg'E é um conjunto de Borel em C([0,00), By (R),,), entdo
[0,00) X (Ujpoe)(R) N ' E) é um conjunto de Borel no espago Polonés [0,00) x
C([0,00), Bu(R),,) e, consequentemente, analitico neste espago. Portanto, a imagem
deste conjunto pela aplica¢do continua o € um conjunto analitico em C([0, c0), By (R)y)-
Além disso, como Ujg ) (1) € um conjunto de Borel no espago Polonés C([0, 00), By (R).,)

entdo também € analitico neste espaco. Assim,
u[om)(R) N J([O, OO) X (u[o,oo)(R) N HalE))

¢ analitico em C([0, 00), By (R).). E como IT; também é uma aplicagéo continua entre es-
pacos Poloneses, entdo P ¢ analitico em By (R),, e, portanto, universalmente mensuravel

emHH, g
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3.6 Medidas Acretivas

O conceito de uma medida acretiva estd intimamente ligado ao conceito de operador
de evolucdo. Antes de defini-lo, vale a pena ressaltar que a palavra acretiva € adjetivo
relativo ao substantivo acregdo, que, em outras palavras, € o mesmo que aglomeragdo. O

porqué dessa explicacdo ficard mais claro ao leitor apds a seguinte defini¢ao.

Definicao Dizemos que uma medida de probabilidade de Borel i em H € acretiva em

relagdo a familia de operadores {3; };>¢ se
A(SE) > u(E), Vit > 0,
para todo subconjunto de Borel £/ C H.

Lembre que, pelo teorema 3.5.2, dado um conjunto de Borel E em X, ¥;(E) é univer-
salmente mensuravel e, em particular, zz-mensurdvel para uma medida de probabilidade
de Borel u, no sentido dado na secao 2.4. Portanto, a defini¢do acima faz sentido.

Como H é um espaco Polonés, o Teorema 2.4.7 nos diz que toda medida de probabili-
dade de Borel em H € regular. Gracgas a isto, podemos mostrar que a propriedade de uma
medida acretiva vale na verdade para qualquer conjunto ZZ-mensurdvel. E isto que diz o

préoximo lema.

Lema 3.6.1 Seja ;1 uma medida de probabilidade de Borel em H que é acretiva em re-
lagdo a familia {X;}i>o. Entdo, dados t > 0 e um conjunto Ti-mensurdvel E tal que

Y4 (E) também é fi-mensurdvel, temos que 1i(3X;FE) > i(E).

Prova: Seja K C I/ um compacto. Entdo, pela definicdo de X, segue que >, X C X [F.

Usando isto e o fato de que K também € um conjunto de Borel em H, obtemos que

A5 E) > B3 K) > p(K).
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Como isto vale para todo compacto KX C FE, entdo usando que p € uma medida regular

temos que

A(SE) > suwp w(K)=H(E). m
KeK(E)

3.7 Resultados de Recorréncia

Nesta se¢ao, utilizamos os resultados sobre mensurabilidade e medidas acretivas mostra-
dos ao longo das duas secOes anteriores para obter resultados sobre recorréncia. Iremos
mostrar que, para quase todo ponto uy de um conjunto inicial £, existe uma infinidade
de instantes de tempo tais que, para cada um destes, existe pelo menos uma func¢io u em
Uo,0) que comegou em ug € que “volta” a ' neste instante, daf o termo recorréncia.

Antes de mostrar o teorema principal, precisaremos de um lema.

Lema 3.7.1 Seja E um conjunto de Borel em H e sejat > 0. Entdo ¥yy(E) C ~v(E).
Além disso, se . € uma medida de probabilidade de Borel em H que é acretiva em relacdo
a familia {%:}+>o, entdo

i (X (E)) = p(v(E)).
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Prova: Pelas definicdes de drbita e de >2;, temos que

2y (E) = % (U&E)

s>0

= II, (u[o,oo) NI, (U ZSE> >
s>0

= JmWUoo) N5 (SE))

s>0

= U YL E

s>0

c (JZiE

s>0

c (JS.E=9(E)

s>0
Agora considere 1 uma medida acretiva em H para a familia {3, };>(. Entdo, segue do

Teorema 3.5.3 que ;v(E) é u-mensurdvel. Assim, pelo Lema 3.6.1, temos que

(X (E)) = m(v(E)).

Por outro lado, como ¥;v(F) C v(E), entdo

Logo,

Teorema 3.7.2 Seja ;. uma medida de probabilidade de Borel em H que é acretiva em
relagdo a familia {3, }>¢ e seja E um conjunto fi-mensurdvel. Entdo, para fi-quase todo

ug € E, existe uma sequéncia {t,}, de niimeros reais positivos tal que t, — oo e
(3¢, u)) NE #0, Vn € N.

Prova: Como £ é um conjunto zi-mensurdvel, i.e., £ € B,,, entdo existem um conjunto
de Borel Bem H e N € N, tais que E = B U N. Primeiramente, vamos mostrar que o

teorema € vdlido para B. Disto seguira diretamente o resultado para £.
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Consideremos o conjunto dos elementos em B para os quais o teorema € valido, isto

€, o conjunto dos pontos recorrentes em 5, dado por
B" = {uy € B|3{t,}ntalquet, >0,t, — cce X, ugN B #0,Vn}.

Queremos mostrar que 7i(B \ B") = 0. Mas antes disso precisamos verificar se B \ B" é
de fato um conjunto ji-mensuravel.

Note que, se para cadan € N e cada k£ € N definirmos o conjunto
Bn,k = {UO € BN BH(kRQ) | Yug N B = @, Vvt > n},

formado por pontos ndo-recorrentes de B, entdo

B\B"=J|JBux

neN keN
Assim, se para cada n e cada k£ em N tivermos mostrado que B,, , € [i-mensurdvel e
(B, k) = 0, teremos provado o teorema.
Inicialmente consideremos By (kRy) \ By, 0 complementar de B,, ;, em By (kRy), e

mostremos que este ¢ um conjunto analitico. Note que
By (kRo) \ Bugx = (Bu(kRo) \ B)U ((BN By (kRo)) \ Buk)- (3.25)
Seja ) a aplicagdo de projecdo no espaco C([0, o), H,,), dada por

Q :[0,00) x C([0,00), Hyy) — C([0,00), Hy)

(t,u) — u
Vamos mostrar que podemos escrever o segundo conjunto em (3.25) como
(BN Bp(kRo)) \ Buy = B NIo(Q(([n, 00) x Uppc)(kRo)) o™ (T15 " B))). (3.26)
Sejaug € (BN Bu(kRy)) \ B,k Entdo existe ty > n para o qual

Ztouo N B 7é @
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Portanto, existe u € U ) tal que u(0) = ug e u(ty) € B. Ecomo u(0) = uyg € By(kRy)
entdo, pelo item 4 da defini¢do de Uy ), temos que u(t) € By(kRy), paratodo t > 0,

ou seja, u € Ujg o) (kRo). Assim,
(to,u) € ([n,00) X Upp,o0)(kRo)) N o '(Il;' B).

Logo,
u € Q(([n,00) X U ooy (kRo)) N o~ (I B)).

E, consequentemente,
uy € BNIo(Q(([n,00) X Upp,e)(kRy)) N o™ (I, ' B))).

Isto mostra uma das inclusdes em (3.26). Para a prova da inclusdo reciproca, basta seguir
0s passos anteriores ao contrario.

Sendo [n,00) e Ujp,)(kRy) conjuntos de Borel em [0, 00) e C([0,00), Bu(kRy)w),
respectivamente, entdo [n, 00) xUjo o) (ko) € um conjunto de Borel em [0, 00) xC([0, 00),
By (kRo).). E como B é Borel em H,, e II; e o sdo continuas, segue que o (II;' B) é

Borel em [0, 00) x C([0, 00), H,,). Além disso, como
[n,00) X Upp,00)(kRo) C [0,00) x C([0,00), By (kRo)w)
entao

([n, OO) X Z/[[O’OO)Ui’Ro)) N O'il(HalB) =

= ([n,00) X Upp,00)(kRo)) N ([0,00) x C([0, 00), By (kRo)w)) No™ (I, B).
Agora, como ([0, 00)xC([0, 00), By (kRg)w))No (I1; ' B) é Borel em [0, 00) xC([0, 00),
Br(kRp)y), concluimos que ([n,00) X Ujp o) (kRo)) N o~ (Il; ' B) é um conjunto de

Borel no espaco Polonés [0, 00) x C([0,00), By (kRo).). Portanto, a imagem deste con-

junto pela aplicac¢ao continua

HO o Q . [0, OO) X C([O, OO), BH(kIRQ)w) — BH(]{?RQ)M
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¢ um conjunto analitico em By (kRp).

E também, como
B N 1o(Q(([n, 00) x Ujo,ee)(kRo)) N o™ (I B))) C Brr(kRo)uw,
podemos fazer como anteriormente, reescrevendo este conjunto como
By (kRo)w N BN Io(Q(([n,00) X Upp,o) (ko)) N o™ (15" B)))

e usar que By (kRy),,NB é um conjunto de Borel em By (kRy)., (e, portanto, analitico em
By (kRy),) para obter, por (3.26), que B N By (kRy)y \ By i € analitico em By (kRy) ..

Assim, como By (kRy)y \ B = Bu(kRy),NB° também é um conjunto de Borel em
By (kRg)., obtemos por (3.25) que By (kRo)w \ Bnx € um conjunto analitico no espago
Polonés By (kRy),, e, portanto, universalmente mensuravel em By (kRy),,. Mas, como a
familia de conjuntos universalmente mensuraveis € uma o-dlgebra, entdo B, ;, também €
universalmente mensurdvel em By (kRy),, e, consequentemente, em H,,. Em particular,
B, 1 € p-mensurdvel.

Resta mostrar que (B, ;) = 0.

Observe que, para todo t > n, ¥, B, N By, = 0. Pois, caso contrdrio, existiria um
t > n para o qual X,B,,x N B, # 0. Assim, tomando um elemento uy € %, B, N
By # 0, existiria uma fungdo v € U tal que v(0) € B, C BN Bu(kRy) e
v(t) = uy € B, C B,logov(t) € X,0(0) N B, o que contradiz a defini¢do de B, j.

Portanto, temos que

Byi N (U EtBn,k> = (). (3.27)

t>n

Agora considere um compacto (forte) K C H tal que K C B, ;. Por (3.27) temos

KN (U th) =0.

t>n

Usando entdo o resultado da Proposi¢do 3.4.1, temos que

USE = JSwnK o 5K =%, (U th> = 2.7 (K).

t>n t>0 t>0 t>0
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Portanto,

K C (U th> \ (U th> CA(K)\ Zoy(K). (3.28)

t>0 t>n

Sendo K, em particular, um conjunto de Borel em /, podemos aplicar o Lema 3.7.1

a K e, usando (3.28), obter que

p(K) < p(y(K) \ Bpy(K)) < a(y(K)) — (X7 (K)) = 0.

Como isto vale para qualquer compacto K em H tal que K C B, , entdo

(Bpy) = sup u(K)<O0.
KeK(By,k)

Logo, fi(B, k) = 0 e, consequentemente, fi(B \ B") = 0.
Finalmente, se E € o conjunto formado pelos pontos em FE para os quais o teorema

ndo é vdlido entdo, como £ = B U N, devemos ter £, C (B '\ B") U N. Logo,
(ko) <E(B\ B") + i(N) = 0,
oque implicafi(Fy) =0. g

O seguinte coroldrio segue imediatamente do teorema anterior e nos fornece uma outra

maneira de interpreta-lo.

Corolario 3.7.3 Seja ;1 uma medida de probabilidade de Borel que é acretiva em relacdo
a familia {3 }+>¢ e seja E um conjunto fi-mensurdvel. Entdo, para Ji-quase todo ug € F,
existe uma sequéncia de niimeros reais positivos {t, }, tal que t, — oo e uma sequéncia

{un}n de fungcoes em Uy ) tal que u,(0) = ug e uy(t,) € E, para todo n.




Apéndice A
Resultados Classicos

O objetivo desta primeira parte do Apéndice € enunciar os resultados cldssicos de
Andlise Funcional, Teoria da Medida e Topologia Geral que sdo utilizados no decorrer
dos capitulos 1 e 2, e também no Apéndice B.

Para uma apresentacido mais detalhada dos resultados de Andlise Funcional menciona-
dos a seguir, pode-se consultar [6] ou [7].

Se X é um espaco de Banach sobre um corpo de escalares K, entdo denotamos por X’
o dual topoldgico de X, que € o espago vetorial formado por todas as aplicacdes lineares
continuas de X em K. Define-se uma norma em X’ por

Ifllxr = sup |f(z)], Vf € X",

[l x <1

Com esta norma, X’ é um espago de Banach. E comum denotarmos a aplicagdo de um

funcional linear ¢ € X’ a um elemento © € X por (p,z) ou, mais explicitamente,

<‘P, ZE’)X/,X.
Teorema A.0.1 Seja X um espaco de Banach. Se x,y € X satisfazem
(p.2) = (p,y), Yp € X,

entdo x = .
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Teorema A.0.2 Sejam X um espaco de Banach e x € X. Entdo existe ¢ € X' tal que

(p,7) = ||lz]|x e [lellx = 1.

Teorema A.0.3 Sejam X e Y espacos de Banach e T' : X — Y uma aplicacdo linear.
Entdo T é continua se e so se for limitada, i.e., se e 5o se existe uma constante C' > 0 tal
que

IT(@)lly < Cllellx, Vo e X.

Teorema A.0.4 (Teorema da Representacdo de Riesz) Se H é um espago de Hilbert

entdo para cada ¢ € H' existe um tinico u € H tal que
<907U> = (Uau)Hv Vv € H,
onde (-, )y representa o produto interno em H. Além disso,

lullz = Nl

Do teorema acima segue que todo espaco de Hilbert pode ser identificado com seu
dual.
A topologia fraca em um espago de Banach X € definida como a menor topologia em

X para a qual todo ¢ € X’ é uma aplicacdo continua. Assim, é claro que esta topologia

estd contida na topologia usual de X, a qual denominamos topologia forte.

Teorema A.0.5 Seja C um subconjunto convexo de um espaco de Banach X. Entdo C' é
fechado em relagdo a topologia fraca se e somente se C' é fechado em relagdo a topologia

forte.

Teorema A.0.6 Seja X um espaco de Banach tal que X' é separdvel. Se B C X é um

subconjunto limitado entdo B é metrizdvel em relacdo a topologia fraca em X.
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Seja X” = (X’)" o dual de X', também chamado o bidual do espago de Banach X.

Considere a aplicacio

J: X — X

x = Jg,

onde J, € X" é definido por (J,, ¢)x» x = (¢, z)x x, paratodo ¢ € X'. A aplicacdo
J é denominada a injecdo canonica de X em X”. Se J é uma aplicagdo sobrejetiva entdo
dizemos que X é um espaco reflexivo. Como consequéncia do Teorema da Representacdo
de Riesz, obtém-se que todo espago de Hilbert é reflexivo.

Dada uma sequéncia {x, }, em X, dizemos que {x, },, converge fracamente a x € X
(e denotamos x,, — x) se {z, }, converge a = em relagdo a topologia fraca em X. Isto é

equivalente a dizer que (p, z,,) — {(p,x), paratodo p € X'

Proposicdo A.0.7 Se {x,}, é uma sequéncia em X tal que x, — x, entdo {||z,||x}. é

uma sequéncia limitada.

Teorema A.0.8 Sejam X um espaco de Banach reflexivo e {z,, },, uma sequéncia limitada

em X. Entdo {x,}, possui uma subsequéncia que converge fracamente em X.

Teorema A.0.9 Seja X um espaco de Banach. Entdo X é reflexivo e separdvel se e

somente se X' é reflexivo e separdvel.

Um operador A : X — Y entre dois espagcos de Banach X e Y é denominado com-
pacto se, para todo subconjunto limitado B C X, tem-se que A(B) € relativamente com-

pactoem Y, i.e., A(B), o fecho de A(B) em Y, é um conjunto compacto em Y.

Teorema A.0.10 Dados X,Y espacos de Banach e A : X — Y um operador compacto,

se {x, }, é uma sequéncia em X tal que x,, — x entdo A(x,) — A(x).

O teorema a seguir nos diz qual € o dual do espaco de funcdes p-integraveis.
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Teorema A.0.11 Sejam I C R um intervalo e X um espagco de Banach. Se X é um

espago de Banach reflexivo e p € (1,00), entdo LP(1, X) € reflexivo e
(LP(1, X)) = LI, X"),
11
onde  + = 1.

Abaixo enunciamos um dos teoremas mais cldssicos da Teoria da Medida, cuja de-
monstragdo pode ser encontrada em [4]. No seu enunciado, X representard um conjunto
no qual tem-se definida uma o-dlgebra A e ;1 ¢ uma medida definida em 4. E ao dizermos

que uma fun¢do f € integravel estaremos nos referindo a integral de Lebesgue.

Teorema A.0.12 (Teorema da Convergéncia Dominada) Seja { f,,},, uma sequéncia de
fungoes integrdveis de X em R™ (ou C) tal que f, — [ q.t.p. Se existe uma fun¢do

integrdvel g : X — [0, 00| tal que | f,,| < g q.t.p., para todo n, entdo f é integrdvel e

[ tin= 1 [ fudu

A seguir apresentamos alguns resultados sobre espacos métricos, os quais podem ser

encontrados em [8].
Proposicao A.0.13 Todo subconjunto de um espaco métrico separdvel é separdvel.

Dizemos que um espaco métrico M é sequencialmente compacto se toda sequéncia

em M possui uma subsequéncia convergente.

Teorema A.0.14 Um espaco métrico M é compacto se e somente se é sequencialmente

compacto.
Teorema A.0.15 Todo espaco métrico compacto é separdvel e completo.

Teorema A.0.16 Todo espaco métrico separdvel possui uma base enumerdvel.
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Considere (X, d;) um espago métrico compacto e (Y, dy) um espago métrico com-

pleto. Seja C(X,Y") o espago de fungdes continuas de X em Y, munido com a métrica

p(f,9) =supda(f(x), g(x)).

zeX
Dizemos que uma familia F de fun¢des em C(X,Y") é equicontinua se para cada x € X
e cada ¢ > 0 existe um § > 0 tal que se dy(z,2’") < § entdo do(f(x), f(2')) < e, para
todo f € F. Dizemos também que F € uma familia pontualmente compacta se, para
cada x € X, o conjunto { f(z) | f € F} é relativamente compacto em (Y, d2). Com estas

defini¢des, enunciamos o seguinte teorema (veja [15]).

Teorema A.0.17 (Teorema de Arzela-Ascoli) Seja F um subconjunto de C(X,Y"). Entdo

as seguintes afirmagoes sdo equivalentes:
(i) F € um conjunto relativamente compacto em C(X,Y);

(ii) A familia F é pontualmente compacta e equicontinua.

Abaixo seguem alguns resultados de Topologia Geral, os quais podem ser consultados
em [9].

Em um espaco métrico (X, d), definimos o didmetro de um subconjunto A C X por
diam(A) = sup{d(z,y) |x,y € A}.

Teorema A.0.18 (Teorema da Interseg¢do de Cantor) Seja (X,d) um espaco métrico
completo e seja { F,,} uma sequéncia decrescente de subconjuntos fechados e ndo-vazios

tais que lim,,_, . diamF,, = 0. Entdo, existe um vinico x € X tal que

() Fn = {=}.

Dizemos que um subconjunto A de um espago topoldgico € um conjunto Gs se A se
escreve como uma intersecao enumerdvel de conjuntos abertos. E dizemos que A é um

conjunto F, se pode ser escrito como uma unido enumerdvel de conjuntos fechados.
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Proposicao A.0.19 Se X ¢ um espaco topologico metrizdvel, entdo todo subconjunto

aberto A C X é um conjunto F,.

O resultado a seguir nos chama a aten¢do para um fato interessante sobre espagos
métricos. Sabemos que se (X, d) é um espagco métrico completo, i.e., para o qual toda
sequéncia de Cauchy é convergente, entdo (Y, djy«y) € um espago métrico completo se
e s6 se Y € um subconjunto fechado de X. No entanto, mesmo que Y ndo seja um
subconjunto fechado, mas apenas um conjunto Gg, ainda € possivel obter uma métrica
p definida em Y compativel com a topologia gerada por d em X para a qual (Y,d) é
completo. Isto mostra que em um espaco métrico podem existir métricas equivalentes,

1.e., que geram a mesma topologia, mas sendo uma completa e a outra ndo.

Lema A.0.20 (Lema de Alexandroff) Se (X, d) é um espagco métrico completo e A C X
€ um subconjunto Gs, entdo A admite uma métrica completa que é compativel com a sua

topologia.

Se {(X,,, 7,) }» é uma sequéncia de espacos topoldgicos, entdo o produto X = [[>2, X,
€ um espago topolégico com uma topologia que denominamos fopologia produto. Esta é

definida como a menor topologia que faz com que cada uma das projecdes
P, X=X,
r=(x1,2T9,...) — Ty

seja continua. Em outras palavras, é a topologia fraca gerada pela familia { P, },,en.

Uma base para a topologia produto é dada pela colec@o de conjuntos da forma

V= ﬁ Vo,
n=1

onde V,, € 7, e V,, = X,, amenos de um nimero finito de n’s.
Representaremos um elemento = € X por (z,,). Observe que, de acordo com a base
definida acima, temos que uma rede {(z%)}, em X satisfaz (%) — (x,) em X se e

n

somente se zi, — x, em X,, para cadan € N.
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A seguir temos um resultado sobre o produto de espagos compactos.

Teorema A.0.21 (Teorema do Produto de Tychonoff) Se {X,}, é uma sequéncia de
espagos topoldgicos entdo o espago produto X = [[ 2, X,, é compacto se e somente se

X, é compacto, para todo n.




Apéndice B

Resultados Sobre Conjuntos Analiticos

e Universalmente Mensuraveis

Neste Apéndice mostraremos os resultados sobre conjuntos analiticos e universalmente
mensurdveis que foram enunciados na secdo 2.5.

No entanto, como era de se esperar, para que possamos entender as demonstragdes
destes resultados, precisaremos desenvolver um pouco da teoria dos espacos Poloneses e,
em particular, do espago de Baire. Isto serd feito ao longo das sec¢des B.1 e B.2.

A maioria dos resultados demonstrados aqui pode também ser encontrada em [9].

B.1 Algumas Propriedades de Espacos Poloneses

O primeiro resultado que apresentamos diz respeito ao produto de espacos Poloneses.

Teorema B.1.1 Se {X,,},, é uma sequéncia de espagcos Poloneses, entdo o produto X =

[e.e] 2z A
[, X, é um espago Polonés.

Prova: Para ver que X € separdvel, considere para cada n um subconjunto U, C X,

enumeravel e denso, e fixe u,, € U,,. Note que o conjunto

U={(z,) € X |z, € Uy,, Vn, e x, = u, a menos de um nimero finito de n’s}
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€ um subconjunto enumeravel e denso em X.
Para cada n, seja d,, uma métrica compativel em X, tal que (X,,, d,,) é completo. Seja
a aplicacdo d : X x X — R definida, para cada = = (z,,) e y = (y,,) em X, por

d((@n), (40)) = Z%%

Nao ¢é dificil verificar que d € uma métrica completa em X e que uma rede {(z$)}, em
X satisfaz d((z%), (z,)) — 0O em X se e s6 se d,(z%,z,) — 0 em X,,, para cadan € N.
Mas como cada d,, ¢ uma métrica compativel em X,,, isto ocorre se e s se =\, — x,, em
(Xn, T), para cada n. Por outro lado, denotando a topologia produto por 7, jd sabemos
que isto ocorre se e s6 se (z) — (z,) em (X, 7). Portanto, usando o Teorema 2.2.3,
obtemos que a topologia gerada por d e a topologia produto coincidem, ou seja, d € uma

métrica compativel em X. Logo, X € um espaco Polonés. g
A seguir apresentamos um resultado de simples demonstra¢ao, mas bastante qtil.

Proposicao B.1.2 Seja (X, 7) um espago Polonés e seja F' C X um subconjunto fechado.

Entdo F' é Polonés.

Prova: Em F', consideramos a topologia 7 dada por
m={VNF|Ver}

E, se d ¢ uma métrica compativel em X tal que (X, d) é completo, entdo considere a
métrica dr em F' dada pela restricdo de d a F' x F. Assim, se {z,}, é uma sequéncia
de Cauchy em (F,dr) entdo {x,}, é uma sequéncia de Cauchy em (X,d). E, como
X é completo, existe z € X tal que d(x,,z) — 0. Mas, sendo F' fechado, temos que
x € F. Logo, (F,dr) é completo. Usando que d é uma métrica compativel com 7,
verifica-se facilmente que dr é compativel com 7. Além disso, sendo (X, d) um espago
métrico separével, pela Proposi¢do A.0.13 temos que (F,dg) é separdvel e, como dp é

compativel com 7, entdo (F, 7p) é separdvel. Logo, (F,7r) é Polonés. g
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Na demonstracao do lema seguinte, utilizamos o conceito de uma topologia gerada

por uma familia .4 de subconjuntos de um espaco topolégico, que foi definido na se¢do 2.1.

Lema B.1.3 Seja (X, 7) um espaco Polonés e seja F' C X um subconjunto fechado.
Entdo existe uma topologia Polonesa T O T em X tal que F' é aberto e fechado em

relacdo a Tp e o(Tp) = o(T), i.e., as o-dlgebras de Borel de (X, T) e (X, Tr) coincidem.

Prova: Considere 7 a topologia gerada por 7 U { F'}. Note que F' é aberto e fechado em

relagcdo a 7. Vamos mostrar que
Tr={VUWNE)|VWer}=T. (B.1)

Por um lado, é claro que todo conjunto da forma V U (W N F), com VW € 7,
pertence a 7x. Reciprocamente, note que se {V, U (W, N F')}, é uma colecdo arbitraria
de conjuntos em 7, entdo

Uvauwanr) = <Lajva> U ((gwa) mF) eT.

«

E,se {V, U (W, N F)}" , éum conjunto finito de elementos em 7, entdo

ﬁ(vn UuW,nF)) =
n=1
m k
= (ﬂvn)u U N Vi m(ﬂwnj> nr|,
n=1 {ni,...,nx }C{1,...,m} ie{l,....mI\{ni,...,nx } Jj=1

onde a unido no segundo conjunto do lado direito acima € feita sobre todos os subconjun-
tos préprios {nq,...,nx} de {1,...,m},com1 < k < m. Logo, T é fechado sob unides
arbitrérias e intersegdes finitas. Além disso, é claro que ), X € 7. Portanto, 7 é uma
topologia que contém 7 U { F'}. Isto implica que 7 C 7.

Agora vamos mostrar que o(7) = o(7p).

Como 7 C 7p, entdo o(7) C o(7r). E, se A é uma o-dlgebra que contém 7, entdo,
como F° € 7, temos que F' = (F°)¢ € A. Logo, por (B.1), A contém 7. Sendo .A uma

o-algebra arbitraria que contém 7, concluimos que o(7r) C o(7).
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Resta mostrar que 7 € uma topologia Polonesa.
Considere o espago produto X x {0, 1}, onde {0, 1} estd munido da topologia discreta.
Pelo Teorema B.1.1, X x {0, 1} é um espacgo Polonés. Seja G = (F' x {0}) U (F*° x {1})

e, para cada n, seja

N (F) = {J;EX ‘d(:c,F) —inf{d(z,y) :y € F} < %}

1
onde d é uma métrica completa e compativel em (X, 7). Como F' é um conjunto fechado,
temos que

(F)=F.

3=

A~
Assim, . .
G = (N2 (F) x {0}) U (F* x {1})].

Portanto, G é um conjunto Gs em X x {0, 1}. Pelo Lema A.0.20, temos que GG admite
uma métrica completa compativel com a sua topologia.

Considere a fungdo

f . G—)(X,’TF)

(r,n) — x.

Note que f é bijetiva. Além disso, sendo F' um conjunto aberto e fechado em (X, 7x),
ndo € dificil ver que f e sua inversa s@o continuas. Portanto, f é um homeomorfismo.

Seja d; uma métrica completa e compativel em . Defina dp : X x X — R por

dp(z,y) = da(f(2), f(y), Vo,y € X.

Sendo di uma métrica completa em G, segue imediatamente que dp € uma métrica com-
pletaem X.

Seja {,}, uma rede em X tal que dp(z,,2) — 0 em X. Pela defini¢do de dp,
isto ocorre se e s6 se dg(f " (za), f7H(z)) — 0 em G. Mas como dg é uma métrica

compativel em G entdo isto ocorre se € $6 se f~!(z,) — f'(x) em relagdo a topologia
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produto em G. E, como f é um homeomorfismo, usando o Teorema 2.2.2 obtemos que
isto também ocorre se e s6 se z, — x em (X, Tr). Pelo Teorema 2.2.3, obtemos entdo
que dr é compativel em (X, 7). Logo, (X, 7#) admite uma métrica completa compativel
com sua topologia.

Como (X, 7) é um espago separdvel, existe um subconjunto enumerdvel D denso
em (X, 7). No entanto, pela caracteriza¢do de 7 obtida acima, vé-se facilmente que D
¢ também denso em (X, 7). Com isto, acabamos de mostrar que 77 é uma topologia

Polonesa. g

Lema B.1.4 Seja (X, 7) um espagco Polonés e seja {1,}, uma sequéncia de topologias
Polonesas em X tais que T, D T, para todo n. Se T, € a topologia gerada por \J,~_ | T,

entdo T, é uma topologia Polonesa. Além disso, se o(T) = o(T,), para todo n, entdo

o(7) = (7o)
Prova: Pelo TeoremaB.1.1,Y = [ (X, 7,) é um espago Polonés. Considere a fungéo

f:(X,7) = Y

x = (z,x,...).

E claro que f é injetiva. Além disso, se {f(24)}a é uma rede em f(X) tal que
f(zo) = (o, Tay - - .) = (Yy1,92, . ..) em relagdo a topologia produto em Y, entdo x, —
Y, em (X, 7,), donde x, — y, em (X, 7), para todo n. Isto implica que y; = yo = .. ..
Ou seja, y € f(X). Logo, pelo Corolério 2.2.5, f(X) é um subconjunto fechado de Y.
Mas sendo Y um espago Polonés, segue do Teorema B.1.3 que f(X') é Polonés.

Agora vamos mostrar que f é um homeomorfismo.

Se {4 }o € uma rede em X que satisfaz z, — = em (X, 7), entdo como | J,~, 7, C
Too» SEgUe imediatamente que =, — x em (X, 7,,), para todo n. Logo, f(z,) = (Za, Za, - - -)
— (z,x,...) = f(z) emrelagdo a topologia produto em Y.

Por outro lado, seja {f(z,)}, uma rede em f(X) tal que f(z,) — f(z) em relagdo

a topologia produto em Y. Entdo, x, — z em (X, 7,), para todo n. Considere V' uma
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vizinhanga de x em (X, 7, ). Sabemos que V' se escreve como uma unido arbitraria de in-
tersecdes finitas de elementos de | J)~_; 7,,. Assim, existe um conjunto finito {V4, ..., V,}
de elementos em | J, , 7, tal que = € ()]*, V; C V. Portanto, para cadai € {1,...,m}
existe um indice «; tal que x, € V;, para todo o = «;. Seja § um indice tal que 3 = «y,
para todo i (cf. item (i77) da defini¢do de redes). Entdo z, € (.-, Vi C V, para todo
a = . Logo, x, — xem (X, 7).

Portanto, pelo Teorema 2.2.2, temos que f é um homeomorfismo entre (X, 7.) e
f(X). Como f(X) é Polonés, da mesma forma feita no final da demonstrac@o anterior,
obtemos que (X, 7,) € Polonés.

Agora suponha que o(7) = o(7,), para todo n. Como, para cada n, (X, 7,) é um
espaco Polonés, entdo, pelo Teorema A.0.16, para cada n existe uma base enumeravel
{Vi}ken em (X, 7,).

Como todo elemento de 7,, se escreve como unido (enumeravel) de elementos de
{V}k, entdo 7, C o({V;*}x). Logo, o(7,) C o({V{}x). Mas como também {V;"}, C
T, C 0(T), entdo o({V;*}r) = o(1,) = o(7), para todo n.

Agora considere a familia de conjuntos {V;" }x., = U, {V{" }«. Note que a topologia
gerada por {V;"}, , é igual a topologia gerada por | J '~ 7,,, i.€., Too. Assim, cada elemento
em T,, se escreve como uma unido (enumerdvel) de intersecdes finitas de elementos em
{V?}kn. Portanto, 7o C o({V{"}x.n) e, consequentemente, 0(7o) C o({V"}x.n). Além
disso, como também {V;"}1.,, C U~ 7w C Too C 0(7o), €ntdo 0(70) = o ({V}" }in)-

Do mesmo modo, verifica-se que o({V;"}x.n,) = 0(7). Logo, 0(7) = 0(7). m
Utilizando os dois lemas anteriores, obtemos o teorema abaixo.

Teorema B.1.5 Seja {B,}, uma sequéncia de subconjuntos de Borel em um espaco
Polonés (X, T). Entdo existe uma topologia Polonesa 7' em X tal que 7/ O 1, o(7') =

o(7) e para a qual cada B,, é um conjunto aberto e fechado.

Prova: Seja A a familia formada por todos os subconjuntos A C X para os quais existe
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uma topologia Polonesa 74 sobre X tal que 74 D 7, 0(74) = o(7) e para a qual A é
aberto e fechado. Vamos mostrar que .4 é uma o-algebra.

Dado A € A, se 74 € a topologia correspondente satisfazendo as condi¢des acima,
entdo 74 também satisfaz as mesmas condig¢des para A€, ja que A° também é aberto e
fechado em relagdo a 7. Portanto, A € A.

Seja { Ax }r uma sequéncia de conjuntos em .A. Entdo, para cada k, existe uma topolo-
gia Polonesa 7, D 7 tal que o(7;) = o(7) e Ay € aberto e fechado em relagdo a 4. Pelo
Lema B.1.4, a topologia 7., gerada por | J;—, 7 é uma topologia Polonesa tal que 7o D T
e o(7) = 0(7T). E, como Ay, € 7, C 7o, para todo k, entdo | J,- ; Ax € 7. Portanto,
(UrZ; Ax)° é um conjunto fechado em (X, 7). Pelo Lema B.1.3, existe uma topologia
Polonesa 7* em X tal que 7% D 7o, D 7, 0(7%) = 0(7%) = o(7) e paraa qual (U~ Ax)*
é aberto e fechado. Logo, | J,-, Ax € A.

Como também (), X € A, entdo A é de fato uma o-dlgebra. Pelo Lema B.1.3, A
contém todos os subconjuntos fechados de X. Portanto, A contém também todos os
subconjuntos de Borel em X, i.e., o(7) C A.

Seja {B,}, uma sequéncia de conjuntos em o (7). Entdo, para cada n existe uma
topologia Polonesa 7,, D 7 tal que o(7,,) = o(7) e B,, é aberto e fechado em relagéo a 7,,.
Assim, usando novamente o Lema B.1.4, temos que a topologia 7, gerada por | J~, 7, é
uma topologia Polonesa que satisfaz 7., D 7, 0(7,) = o(7) e para a qual B,, é aberto e

fechado, paratodon. g

B.2 O Espaco de Baire

O espago de Baire é definido como o conjunto A = N, que, de acordo com a notagio
usual, representa o conjunto de fungdes que vao de N em N. Ou, em outras palavras, N é

o conjunto de sequéncias de nimeros naturais.
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Assim, A/ também pode ser escrito como
N=NxNx....

Consideremos N munido da topologia discreta, i.e., a topologia na qual todo subcon-
junto de N é um conjunto aberto. Assim, N é um espago topolégico munido da topologia
produto correspondente. Além disso, usando que N € um espago Polonés (basta conside-
rar, por exemplo, a métrica discreta, que é a métrica definida por d(n,m) = 0se n = m
e d(n,m) = 1 se n # m), segue diretamente do Teorema B.1.1 que N é um espago
Polonés.

Antes de definir explicitamente uma métrica em /N, definamos uma base para a sua

topologia pela colec¢iao de conjuntos da forma
Uy = {01} x {na} x ... x {np} x Nx Nx....

Para ver que esta colecdo é de fato uma base, considere um elemento (n;) € N (n; € N,
para todo j) e seja V' uma vizinhanga de (n;) em N. Entdo, existe uma sequéncia {W,,},
de subconjuntos abertos de N tal que
oo
(n;) € [[Wn V.,
n=1
onde W,, = N, a menos de um nimero finito de n’s. Assim, se k = max{n : W,, # N},

entao o conjunto
Unyoomp = {1} x{na} x ..o x {np} x NxNx ...

satisfaz

(1) € Unyom € [[ W C V;

n=1

mostrando que a cole¢@o de conjuntos desta forma € de fato uma base.

Denotando por N<N o conjunto de sequéncias finitas em N, i.e.,

N<N — [j me7
m=1
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podemos entio representar esta base por
{Unyoo = (N1, my) € N<VY
Agora considere a aplicagdo ¢ : N' x N/ — [0, 1] definida por

0 se(ny) = (m;)
se (n;) # (my) e k= min{j : n; # m;}
Lema B.2.1 A aplicacdo t é uma métrica completa e compativel com a topologia produto

de N.

t((ny), (m;)) =

x| =

Prova: Para a prova de que ¢ € uma métrica, apenas a desigualdade triangular nédo é
tdo imediata. Para isto, considere (n;), (m;) e (p;) elementos distintos em N. Sejam
ki = min{j : n; # p,;} e ks = min{j : m; # p,;}. Sem perda de generalidade, vamos
supor que k; < ks. Entao,

n; =p; =mj, Vj < k.

E, portanto,

- <=
min{j :n; # m;} ~ ki

t((n), (my)) = t((n), (pj)) < t((ny), (ps)) +t((py), (my))-

Agora vamos mostrar que ¢ é completa.
Seja {(m])}, uma sequéncia de Cauchy em . Entdo, para cada k, existe IV}, € N tal
que
n N 1
t((m?), (m;*)) < 7 Vn > Np.
Entdo, m = mj-v’“ paratodo j < k e para todo n > Ny.

Defina (m;) € N por my, = my ", paratodo k € N. Sejac > 0 e seja ko € N tal que
1/ky < €. Considere Ny = max{Ny,..., Ny, }. Entao,

my =mpt =my, Yk < ko, ¥n > No.
Logo,

1
t((my), (my)) < o <¢ Vn > Np.
0
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Ou seja, t((m}), (mg)) — 0, 0 que acaba de mostrar que ¢ é completa.
Resta apenas mostrar que ¢ € uma métrica compativel em . Mas para isto basta notar

que, para cada m € N e cada (n;) € N,

Bi((n) =Unypom ={ma} x ..o x {np} X N Nx ...

Portanto, a base {B1((n;)) : m € N, (n;) € N} da topologia gerada por ¢ em N
coincide com a base {Uy, .. : (n1,...,n,) € N<V} da topologia produto. Logo, as

duas topologias sdo iguais. g

Considere agora o espago produto AN dado pelo conjunto de sequéncias de elementos
em A. Como N é um espago Polonés, segue do Teorema B.1.1 que N’ é Polonés. O

teorema seguinte nos diz que N e N sdo indistinguiveis do ponto de vista topolégico.
Teorema B.2.2 O espaco Polonés NV é homeomorfo a N.

Prova: Vamos construir, através de um processo indutivo, uma sequéncia { N;}; de sub-

conjuntos disjuntos e infinitos de N tal que

o
N=[JN. (B.2)
i=1
Fixe N; = {1,3,5,...}, i.e., o subconjunto dos nimeros impares. Assim, para cada
1> 1, se
i
N\ (U N]) = {nl,ng,ng, .. .},
j=1
comn; < ny < ng < ... entdo tome N;.; = {ny,ns,ns,...}. Note que a sequéncia

{N;}, assim construida satisfaz as condi¢des pedidas.
Para cada 7, considere

Ny = {ki Ky )

Eseja f : N' — N afungdo definida, para cada (n;) € NV, por f((n;)) = ((n}), (n?),...),

J J

onde n% = n,..
J kj
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E claro que f é sobrejetiva. Além disso, se (n;), (m;) € N sdo tais que f((n;)) =
f((my)), entao
My = n; = mj~ = My Vi, V.
Logo, por (B.2), (n;) = (m;). Isto mostra que f € injetiva. Agora vamos mostrar que f é
continua.
Seja (n;) € N e considere V uma vizinhanga de f((n;)) em AN, Sem perda de

generalidade, podemos supor que
V=VixVeox...xVpuy xN xN x...,

onde V; € aberto em N (podendo eventualmente ser igual ao préprio N), para todo 7 €

{1,...,m}. E também, para cada i, podemos supor que existe p; € N tal que

Vi=Vix. .. x VP xNxNx...,

(2

onde V/ é aberto em N, para todo j € {1,...,p;}.

Agora, paracadai € {1,...,m}, defina
wi =[] w/,
j=1

ondeVVikJi :X/il,...,V[/ik;’i =VPeW/ =Nsej¢ {ki,... .kl }.
Entao, se
wW=W,
i=1
temos que W € uma vizinhanga de (n;) em A tal que f(WW) C V. Logo, f é continua.

Para mostrar que f é um homeomorfismo, resta provar que a inversa de f € continua.

Denotaremos esta inversa por g : N — N, a qual é definida, para cada ((n}), (n3),...) €

NE, por g((n}), (n),...) = (n), onde Mg = nj.

Sejam ((n}), (n?),...) € N e W uma vizinhanga de g((n}), (n3),...) em . Sem

perda de generalidade, podemos supor que W é da forma

W=W; xWyx...xW, xNxNx...,
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onde W; é aberto em N, para todoi € {1,...,m}.
Paracadal € {1,...,m}, sejam i}, j; € N tais que [ = k;;; Seja V' o subconjunto de

N definido por

onde V,, = Nsen ¢ {i1,...,inm} e paracadal € {1,...,m},
Vi, = H‘/zi’
j=1

onde VZ{ =W;sej=yje VZ{ = N, caso contrdrio.
Note que V' é uma vizinhanca de ((n}), (n?),...) tal que g(V) C W. Logo, g é

continua. g

Obs.: Hd uma outra demonstrag@o para o teorema acima que utiliza um raciocinio mais
simples.
Considere a aplicagdo f : NV — NN*N definida por
F((0);) = (n) s
onde (n’); é a sequéncia em N representada pela funcdo
N—N
j — Ilj = (ni)k
Como N x N é enumerével, existe uma bije¢do ¢ : N x N — N. Seja g : N> 5 A/
a aplicacdo definida por
9((”@(;‘,1@)) = (mi)s,
onde m; = nJ, sendo (4, k) = ¢~ (i).
Consideremos o espaco N™"™N munido da topologia gerada pela familia de aplicacdes
{P; 1} r) dadas por
P+ NN N

AR =SS
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i.e., € a menor topologia para a qual todas as aplicacdes F;;, sdo continuas.
Utilizando esta topologia, mostra-se que f e g sado homeomorfismos, donde conclui-se
que go f : NN — A é um homeomorfismo. [J]

Antes de prosseguirmos, daremos uma definicao.

Definicao Seja A um subconjunto ndo-vazio de um espago topolégico X. Dizemos que
A é uma retragdo de X se existe uma fungdo continua f : X — A tal que f(x) = =, para
todo z € A. Ou seja, todo elemento de A é um ponto fixo de f. Além disso, dizemos que

f éuma retragdo de X em A.

Observe que toda retragdo f de um espago topolégico X em um subconjunto A é uma

aplicac@o sobrejetiva, ja que A = f(A) C f(X).

Lema B.2.3 Se F' C N ¢é um subconjunto fechado e ndo-vazio, entdo I é uma retra¢do

de N.

Prova: Primeiramente, vamos construir indutivamente uma sequéncia de subconjuntos
fechados e ndo-vazios de F'.
Fixe um elemento (n;) € N. Para simplificar, denotaremos também (n;) = n.
n

Considere [ = F'. Assim, para cada k& > 0, construimos [}, ', 1 da seguinte forma:

Se existe (m;) € F}* tal que my41 = ny41, entdo
Fy ={(my) € F! [my1 = g )
Caso contrario, definimos
Foy = {(my) € F' [ my1 = min{pgy1 :p € Fi'

Note que a sequéncia {F}*}, assim formada é decrescente e cada F}* é ndo-vazio.

Vamos mostrar que cada /7' também € fechado em relagdo a métrica ¢.
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Sejam {(m})}, uma sequéncia em I} e (m;) € N tais que t((m}), (m;)) — 0.

Entdo existe NV € N suficientemente grande tal que

t((mj'), (my)) <

| =

Portanto, m; = mév para todo j < k, e isto implica que (m;) € F}*. Logo, F}* é fechado,
para todo k.

Além disso, como todo elemento em F}' assume o mesmo valor até o indice £, temos
que

diam(Fg') < —, Vk.

| =

Portanto, pelo Teorema A.0.18, existe um tnico elemento pertencente a F};' para todo k.

Considere a fung¢do f : N' — F definida por
{fm)}=()Fr Yn=(nj) EN.
k=1

Por construcdo, segue diretamente que f(n) = n, para todo n € F. Agora vamos
mostrar que f € continua.
Sejamn € N e e > 0. Considere kg € N tal que 1/kq < .

Observe que se m = (m;) € B%(n), entio
0
mj =mnj, ngkm

o que implica

F}'n:F]ma ngk(%

€ consequentemente

Logo,

1

t(f(n), f(m)) < [

0 que mostra que f é continua. Portanto, f é uma retragio de N 'em F. g
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O teorema a seguir nos diz que todo espago Polonés € a imagem por uma aplicacao

injetiva e continua de um subconjunto fechado do espaco de Baire.

Teorema B.2.4 Se X ¢é um espaco Polonés, entdo existem um subconjunto fechado F' de

N e uma bijecdo continua [ : F — X.

Prova: Inicialmente, vamos mostrar que para todo subconjunto A de X que é F, e para
todo £ > 0, existe uma sequéncia de conjuntos { B, },, dois a dois disjuntos tal que cada

B,, é um conjunto F,, diam(B,) <&, B, C Ae

(5.
n=1

Seja d uma métrica completa e compativel em X. Se A é um conjunto F,, entdo A

pode ser escrito como
)
a=Ur.
n=1

onde cada F}, € um conjunto fechado em relacio a d.
Como X é separdvel, existe um subconjunto enumeravel e denso {z,, },. Para cada
m, considere a bola fechada F% (). E, para cadan e cadam, seja D,, ., = Fnﬁg% (Tm)-

Note que cada D, ,,, ¢ um conjunto fechado e

A= Dum

Além disso, como D,, ,,, C F% (2,), entdo diamD,, ,, < ¢, para todo n e todo m.

Para simplificar, vamos reescrever a unido acima como

A= G Ch,
n=1

onde cada C, é um conjunto fechado tal que diam(C,,) < e.

Agora, considere B; = ('} e, paracadan > 1,

Bn+1 - Cn—i—l \ U Cm
m=1




B.2 O Espago de Baire 97

Note que {B,, },, € uma sequéncia de conjuntos disjuntos. Como B,, C C,,, temos que
diam(B,) < ¢. E, como C,, é fechado, entio B,, C C,, C A.

Além disso, como todo conjunto aberto é um conjunto J,, entdo o complementar de
U._, C, é F,. Disto segue que B, também é um conjunto F,, para todo n. Como

também
A= B,
n=1

entdo vemos que a sequéncia de conjuntos { B, }, satisfaz as condi¢des pedidas.

Portanto, em particular, podemos escrever

U
n=1

onde {A,}, é uma sequéncia de conjuntos F, e disjuntos tais que diam(A4,) < 1/2.

Mas, para cada n; € N, também podemos escrever

o)
Anl - U Anl,n7
n=1

onde {A,, , }» é uma sequéncia de conjuntos F, e disjuntos tais que diam(A,, ,) < 1/4e
Ay, n C Ay, . Prosseguindo indutivamente neste processo, para cada (ny, ..., n,) € N <N
obtém-se um subconjunto F, A,, .. tal que diam(A,, . ,,) < 1/2™ e para o qual

existe uma sequéncia de conjuntos F, e disjuntos {A,, .. »}n tais que

Anl,..‘,nm,n - Anl,...,nm (B3)

o
Anlu“-,nm = U Anl,...,nm,n'
n=1

Para cada (n;) € N, considere a sequéncia de conjuntos fechados {4, ., : k €
N}. Note que esta sequéncia é decrescente e que diam(A,, . n,) — 0. Agora seja F' o

conjunto definido por

F = {(TLJ) € N : Anl,...,nk 7é ®7 Vk’}
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Assim, usando o Teorema A.0.18, podemos definir a funcao
f o F=X
(n;) = {f((n))} = () Anr -
k=1

Por (B.3), temos também que

D)

F((n3)) =[] Aniom

ke

k=1

Como, para cada z € X, existe 4,, tal que x € A,, e, por sua vez, existe A,, ,, tal
que © € Ap, n, € assim por diante, entdo F' # () e f é sobrejetiva. Além disso, como
os conjuntos da sequéncia {A,, ., .} sdo disjuntos, para todo n, entdo f também é
injetiva.

Agora vamos mostrar que f € continua.

Sejam (n;) € F e e > 0. Considere um ky € N tal que 1/k, < e. Entdo, para
todo (m;) € B%((nj)) temos que m; = n,, para todo j < ky e, consequentemente,

Ans,nng = Ama,.my,y - Mas como f((n;)) € Ap, .y, € [((M))) € Ay .y, » €DtEO

0

1

d(f((n)), F((my))) < diam( A, ny,) = diam(Am, . my,) < W <E

Logo, f € continua.

Para completar a prova, resta apenas mostrar que £’ € um conjunto fechado. Para isto,
vamos mostrar que £, o complementar de ' em N/, € aberto.

Seja (n;) € F°. Entdo, existe k € N tal que A,,, _,, = 0. Observe que se (m;) €
= Am,.--,n =

Bi((n;)), entdo m; = n;, para todo j < k e, consequentemente, Ay, ..m .

k

0, ou seja, (m;) € F°. Logo, Bi((nj)) C F*, 0 que mostra que F© é aberto. g

Na verdade, utilizando o Lema B.2.3, obtemos também que todo espaco Polonés € a

imagem por uma aplicagdo continua do espago de Baire.

Corolario B.2.5 Se X ¢é um espaco Polonés, entdo existe uma fungéo continua f : N' —

X tal que f(N') = X.
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Prova: De fato, pelos Teoremas B.2.3 e B.2.4, existem um subconjunto fechado F' C N,
uma bije¢do continua g : F' — X e uma retragdo h : N'— F de N em F. Assim, basta

considerar a funcdo continua f =goh. g

Na demonstrag@o do teorema anterior, construimos uma familia de conjuntos em que
cada conjunto era representado por uma sequéncia finita (n4, . . ., n;) de nimeros naturais.

Este tipo de familia recebe um nome especial.

Defini¢do Dizemos que uma familia de conjuntos indexada por N<V, i.e., uma familia da
forma { A} ,cn<v é um esquema de Suslin. E definimos o niicleo do esquema de Suslin

por

AA) = [ [ Ann-

neN k=1
O teorema abaixo mostra que o resultado do teorema anterior também € valido para

todo subconjunto de Borel de um espaco Polonés.

Teorema B.2.6 Seja B um subconjunto de Borel de um espago Polonés (X, ). Entdo

existem um subconjunto fechado F de N' e uma bijecdo continua f : F' — B.

Prova: Pelo Teorema B.1.5, existe uma topologia Polonesa 7’ tal que 7" D 7 e para a
qual B é fechado. Logo, B ¢ um subconjunto fechado do espago Polonés (X, 7’). Pela
Proposi¢do B.1.2, (B, ;) € um espago Polonés, onde 7, = {V N B|V € 7'}. Pelo
Teorema B.2.4, existem um subconjunto fechado F' do espaco de Baire V' e uma bijecio
continua f : F' — (B, 7). Mas como 7" D 7, entdo f : ' — (B, 75) também é uma

bije¢do continua,onde 75 = {VNB|V €71}. g

B.3 Primeiros Resultados Sobre Conjuntos Analiticos

Comecamos esta se¢do com a prova do item (i7) do Teorema 2.5.1 sobre conjuntos

analiticos, que segue imediatamente dos resultados anteriores.
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Teorema B.3.1 Se B é um subconjunto de Borel ndo-vazio de um espago Polonés (X, 1),
entdo B é a imagem por uma aplicacdo continua do espago de Baire N e, portanto, é um

conjunto analitico.

Prova: Pelo Teorema B.2.6, existem um subconjunto fechado F' de N e uma bijecio
continua g : F' — B. E, pelo Teorema B.2.3, existe uma fungio continua b : N' — F
tal que h(N) = F. Logo, f = go h : N — B é uma funcéo continua tal que f(N) =
g(h(N)) =g(F)=B. m

Além disso, pelo Corolario B.2.5 temos que todo espago Polonés € um conjunto

analitico nele mesmo. Com isto, obtemos a seguinte Proposi¢ao.

Proposicao B.3.2 Sejam X um espaco Polonés e A um subconjunto ndo-vazio de X.
Entdo, A ¢ analitico se e somente se A é a imagem por uma aplicacdo continua de um

espaco Polonés.

Prova: Suponha que exista um espaco Polonés Y e uma funcdo continua e sobrejetiva
g:Y — A. Como Y também € um conjunto analitico (e ndo-vazio), existe uma fungdo
continua e sobrejetiva h : N' — Y. Assim, f = go h : N' — A é uma fun¢do continua e
sobrejetiva. Logo, A € analitico.

A reciproca segue diretamente do fato que N € um espago Polonés. g
A seguir apresentamos a demonstragdo do item (iii) do Teorema 2.5.1.

Teorema B.3.3 A familia de subconjuntos analiticos de um espaco Polonés é fechada sob

unioes enumerdveis e intersegoes enumerdveis.

Prova: Sejam X um espaco Polonés e { Ay}, uma sequéncia de subconjuntos analiticos
em X. Seja A = (-, Ar. Se A = () entdo A ¢ analitico. Suponha entdo que A #
(). Assim, Ay # (), para todo k. Portanto, para cada k, existe uma fungdo continua e

sobrejetiva f;, : N' — Aj. Considere D o subconjunto de NN dado por

D= {(nl,ng, .. ) e NN | f1(1’11) = fg(ng) =...= fk(nk) =.. }
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Seja {(n¢,ng,...)}, uma rede em D tal que (ng,ng,...) — (n;,ny,...) em NV,
Entdo n¢ — n; em N, para todo i. E como f; é continua, entdo f;(n®) — f;(n;), para
todo i. Mas sendo {(n{,ng,...)}, uma rede em D, temos que {f;(n$)}, € a mesma
rede, para todo 7. Portanto, pela unicidade do limite de redes, fi(n;) = fo(ng) = .. ..
Logo, (ny,ny,...) € D, o que mostra que D é fechado. Mas, pelo Teorema B.2.2, temos
que NN € um espaco Polonés. Portanto, pela Proposicdo B.1.2, D também é um espago
Polonés.

Considere a fungdo f : D — X dada por f((ny,ny,...)) = fr(ng), para qualquer k.
Note que, pela defini¢do de D, f estd bem definida. Além disso, como cada fj € continua,
entdo f também é continua.

Vamos mostrar que f(D) = A. De fato, se y € f(D) entdo, pela defini¢do de f,
y € Ay, para todo k. Reciprocamente, se y € A, entdo para cada k existe n; € N tal que
y = fr(ng). Portanto, y = f((ny,ny,...)) e fi(ny) = fo(ny) = .... Logo, y € f(D).

Assim, como D € um espaco Polonés, pela Proposicdo B.3.2 temos que A € analitico.

Resta mostrar que |J;-, Ax é um conjunto analitico. Sem perda de generalidade,
podemos supor que A, # (), para todo k.

Para cada k£ € N, considere
Ug={k} x N xN x....

Note que |, , Uy = N. Seja hy, : Uy — N a fungéo definida por h((k,ni,ns,...)) =
(n1,nse,...). Ndo é dificil verificar que hj é um homeomorfismo.

Como cada Ay é um conjunto analitico, para cada k existe uma funcio continua e
sobrejetiva g, : N — Aj. Entdo a fungdo p, = gr o hy : U, — A; é continua e
sobrejetiva. Agora considere a fun¢do p : N' — X tal que pjy, = pr. Como cada
pr € continua e sobrejetiva, entdo p é continua e p(N) = (Jo, Ax. Logo, U, Ak é

analitico. g
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B.4 Mensurabilidade de Conjuntos Analiticos

Reservamos esta se¢do para a prova do Teorema 2.5.3 enunciado na se¢do 2.5 sobre a
mensurabilidade de conjuntos analiticos.

A menos de mencdo em contrério, consideraremos sempre que 1 € uma medida de
probabilidade de Borel em um espaco Polonés X. Mostraremos vdrias propriedades da
aplicacdo p* correspondente, as quais serdo necessdrias na demonstragdo do resultado

final.

Lembramos que a notagio P (X ) refere-se ao conjunto das partes de um conjunto X.

Proposicao B.4.1 Seja ;1 uma medida de probabilidade de Borel em um espaco Polonés

X. Entdo a aplicacdo 11*, definida para todo subconjunto A C X por
' (A) = inf{u(B)| B € B(X), A C B},
satisfaz as seguintes propriedades:
(i) e (0) = 0;
(ii) Se {K,}, é uma sequéncia de compactos tal que K, | K, entdo p*(K,) |
pw(K);
(iii) Dado A C X, existe B € B(X) tal que A C B e u*(A) = u(B);
(iv) Se A, T Aem P(X) entdo p*(Ay,) T 1 (A).

Prova: (i) Ja sabemos que p* coincide com p em B(X). Portanto, sendo () um

conjunto de Borel e i uma medida, temos que p*(0) = (@) = 0.

(ii) Como K € B(X)e {K,}, C B(X),entdo u*(K) = u(K) e p*(K,) = p(K,),
para todo n. Portanto, sendo x4 uma medida finita, isto segue diretamente do item

(i7) da Proposic¢do 2.4.2.
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(iii) Pela definicdo de u*, para cadan € Nexiste B,, € B(X) talque A C B, e

p(Bn) < p(A) + —.

- n

Considere B =), _, B,,. Entdo B € B(X),AC Be

p(A) < p(B) < p(Ba) < ' (A) + -, n.

Logo, tomando o limite quando n — oo acima, obtemos que u(B) = p*(A).

(iv) Pelo item (iii), existem B € B(X) e uma sequéncia { B, }, C B(X) tais que
W (A) = u(B) e u*(A,) = u(B,), para todo n. Para cada n € N, seja o conjunto
de Borel E,, = ((,—,, Bx) N B. Entdo observe que A, C E,, C B,, para todo n.

E,se £ = Ufle E,,, também temos que A C F C B. Portanto,

1 (A) < u(E) < u(B) = ' (A).
Logo, u*(A,) = p(E,) e u*(A) = u(E). Assim, pelo item (i) da Proposi¢do 2.4.2,
temos que 1*(A4,) = (Ba) 1 u(B) = p*(A).

Lema B.4.2 Se A é um subconjunto analitico de um espaco Polonés X, entdo existe um

esquema de Suslin { As},en<n cujo niicleo é A, i.e., A = A(As), e tal que
(i) A, é analitico, para todo s € N<N;
(ii) Para toda sequéncia finita (n,, . .., ny) temos que Ay, nei T Anyoongs

(iti) Paratodon = (n;) € N, o conjunto Ay = (2 An,....n, € compacto;

.....

(iv) Sen = (n;) € N eV é um conjunto aberto em X tal que A, C V, entdo existe

Jj € Ntal que A,, ., CV.

.....
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Prova: Se A = (), entdo basta considerar A, = (), para todo s € N<V. Suponha entdo
que A # (eseja f : N'— A uma fungdo continua e sobrejetiva.

Para cada (n,, . ..,n;) € NV, seja o conjunto
Viomy ={(mj) e Nlm; <nj,j=1,....k}.
E, para cadan = (n;) € NV, seja
Vo = ﬁ Virrom; = {(m;) € N'lm; < nj;, Vj € N}.
j=1
Note que V}, também pode ser escrito como

I [ R
j=1

Assim, como {1, ..., n;} ¢ um conjunto compacto em N, para todo j, pelo Teorema A.0.21
temos que V}, € um conjunto compacto.
Seja { A} sen<v 0 esquema de Suslin definido por A, ., = (Vi ne)-

7z

Como todo V,,, . ,,, é um subconjunto fechado do espaco Polonés NV, entdo V,,, . ,, é

k

analitico. Portanto, como f é continua, pelo item (i) do Teorema 2.5.1 temos que A,,, __n,
¢ analitico, para todo (nq,...,n;) € N<N,
2, . . oo
Além disso, como V;,, i € Vi, it1, paratodo j, eV, . = szl Vor g
entdo { A },en<n satisfaz o item (i7).

Vamos mostrar que Ap, = (72, An, o

, € compacto. Seja v € A,. Entdo, como

Anyyom; = f(Vay,..m, ), para cada j existe n; € V,, ., tal que f(n;) = r. Mas como
as coordenadas dos termos da sequéncia {ny}, pertencem a subconjuntos limitados de
N, por um processo de diagonaliza¢do obtém-se uma subsequéncia {ny, }; convergente
a um elemento m € V. Assim, como f(ny,) = x, para todo i, entdo f(m) = .
Portanto, « € f(V4). Por outro lado, é claro que f(V,) C ﬂ;’il f(Vas,..m;) = An. Logo,
f(Vi) = An e, como f é continua e V}, é compacto, entdo A, é compacto, o que prova o

item (731).
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Agora considere um conjunto aberto V' em X tal que A,, C V e suponha por con-

tradi¢do que para cada j existe n; € V,,, ., tal que f(n;) € V. Novamente por um pro-

cesso de diagonalizacdo obtém-se uma subsequéncia convergente a um elemento m € V;,
e, sendo f continua e V' um conjunto fechado, temos que f(m) € f(V,)NVe = A,NVe.
Mas isto é um absurdo, pois A, N V¢ = (). Isto mostra o item (iv).

Resta apenas verificar que A é o nicleo do esquema de Suslin { A} cn<n. Para isto,

observe que

'A(As) = U ﬂ Am,...,nj = U f(vn) =f (U Vn) = f(N> = A ]

neN j=1 neN neN
A seguir apresentamos uma propriedade da aplicacdo p* relacionada a conjuntos

analiticos, que nos serd essencial.

Lema B.4.3 Se A é um subconjunto analitico de um espagco Polonés X, entdo
w(A) = sup{u(K) | K é compacto e K C A}.

Prova: Se p*(A) = 0, entdo basta usar o fato que () € um conjunto compacto. Suponha
entdo que p*(A) > 0.

Seja g > 0 tal que u*(A) > eo. Basta mostrar que para todo ¢ < g existe um
conjunto compacto K. C A tal que p*(A) — e < p(K.). Considere entdo ¢ > 0 tal que
e <gpesejaa, = p*(A) —e > 0.

Seja {As}sen<y um esquema de Suslin satisfazendo os itens (i) — (iv) do Lema
anterior. Como A, T A e u*(A) > a., pelo item (iv) da Proposicdo B.4.1 existe
ny € Ntal que p*(A,,) > a.. Assim, como também A, , T A, existe ny € N tal
que p*(An, ny) > @e. Prosseguindo indutivamente deste modo, obtemos n = (n;) € N’
tal que

WAy ny) >, V). (B4)

;- Ja sabemos que A, € um conjunto compacto. Vamos

Seja An = (;2; Ans,oony-

mostrar que x*(A,) > a..
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Suponha, por contradi¢do, que pu*(A,) < .. Assim, como A, é um conjunto de
Borel e a restricdo de p* a B(X) é uma medida regular (cf. Proposicdo 2.4.6), existe
um conjunto aberto V em X tal que pu*(A,) < u(V) < ae. Portanto, pelo item (iv) do

Lema B.4.2, existe j € N tal que A,, n; C V. Logo, usando também (B.4), obtemos

.....

que

o que é um absurdo. g

Agora estamos prontos para mostrar o resultado sobre mensurabilidade de conjuntos

analiticos.

Teorema B.4.4 Se A é um subconjunto analitico de um espaco Polonés X entdo A é

universalmente mensurdvel.

Prova: Seja ;4 uma medida de probabilidade definida em uma o-algebra A completa tal
que B(X) C A. Queremos mostrar que A € A.
Pelo item (7i7) da Proposicdo B.4.1, existe B € B(X) talque A C Be u(B) = u*(A).

Pelo Lema anterior, para cada n existe um conjunto compacto K,, C A tal que

Considere o conjunto de Borel £ = | J -, K,,. Como E C A C B, temos que

(B\ E) = w(B) — p(E) < p(B) — p(K,) < —, Vn.

SRS

Assim, B\ E é um conjunto de Borel tal que (B \ E) =0e B\ E D A\ E. Como
A é completa, entdo A\ E € A. Além disso,como A= FU (A\ E)e £ € B(X) C A,

entio Aec A. g
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