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Resumo

Neste trabalho fazemos uma introducao ao estudo do Grupo Modular Classico. No primeiro
capitulo definimos formalmente o Grupo Modular Classico I' e mostramos que ele é isomorfo
ao grupo PSL(2,7). Como consequéncia deste isomorfismo deduzimos algumas propriedades
de I' e seus subgrupos. No segundo capitulo apresentamos o modelo de geometria hiperbdlica
do semi-plano H?. Definimos uma métrica em H? e mostramos algumas propriedades bésicas.
No terceiro capitulo definimos o conceito de uma regiao fundamental em H? para um dado
subgrupo de I', e definimos alguns tipos de regioes fundamentais, das quais destacamos os
poligonos fundamentais convexos. Terminamos o capitulo obtendo um conjunto de geradores
para [' a partir de um poligono fundamental associado a ele. No apéndice fazemos uma
breve menc¢ao ao grupo das transformacoes de Mobius e falamos a respeito de grupos de
acao descontinua. Este tltimo é um subgrupo das transformacoes de Mobius para qual é

possivel generalizar os resultados do terceiro capitulo.

Palavras-Chave: Grupo Modular Classico, geometria hiperbodlica, regioes fundamentais,

transformacoes de Mobius.



Abstract

In this work we make an introduction to the study of the Classic Modular Group. In chapter
one we define formally the Classic Modular Group I' and show that it is isomorphic to
the group PSL(2,(Z)). As a consequence of this isomorphism we deduce some properties
of T' and its subgroups. In chapter two we present the semi-plane model of hyperbolic
geometry, which we denote by H?. We define a metric on H? and show some of its basic
properties. In chapter three we define the concept of a fundamental region in H? for a
given subgroup of I'; and define some types of fundamental regions, of which highlight the
fundamental convex polygons. We end the chapter by obtaining a set of generators for I"
from a fundamental polygon associated with it. In the appendix we briefly mention the group
of Mébius transformations and talk about groups with discontinuous action. The latter is a
subgroup of Mobius transformations to which it is possible to generalize the results of the
third chapter.

Key-Words: Classic Modular Group, hyperbolic geometry, fundamental regions, Mobius

transformations.
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Introducao

O objetivo deste trabalho é servir como um ponto de partida para o estudo do Grupo Modular
Classico, que denotaremos por I'. Para atingir este fim, o texto foi escrito assumindo somente
uma familiaridade do leitor com operagoes de matrizes e conceitos bésicos da teoria de grupos
e analise, e além disto, dividimos o texto em duas partes para que o leitor possa ter uma
visao mais geral a respeito das formas que I' é estudado.

No primeiro capitulo iniciaremos o estudo do Grupo Modular Classico, comecando com

uma breve discussao sobre o grupo SL(2,7Z). Na segao seguinte, definiremos o Grupo Mo-

_ SL(2,Z)
~ {£Id} -

mostraremos alguns resultados sobre a estrutura do Grupo Modular Cléssico, entre os quais

dular Cléssico e mostraremos que ele é isomorfo ao grupo PSL(2,7Z) Em seguida
destacamos o fato do Grupo Modular Cléssico ser o produto livre de dois grupos de ordem
dois e trés. Outros resultados importantes desta secao incluem o fato que, com a excecao de
dois, os subgrupos normais do Grupo Modular sao livres; a determina¢ao do indice e posto
do subgrupo dos comutadores do Grupo Modular e a determinacao do posto de todos os
subgrupos normais de indice finito do Grupo Modular Classico.

No capitulo 2 faremos uma breve descricao do modelo do semi-plano complexo H? da
geometria hiperbodlica, definiremos a métrica desse modelo e provaremos que I' esta contido
no seu grupo das isometrias, e definiremos alguns conceitos que serao utilizados no capitulo
seguinte.

No capitulo 3 definiremos o conceito de uma regiao fundamental para um subgrupo G
qualquer de I', uma regiao de H? que contém exatamente um ponto de cada G-orbita dos
elementos de H?, e também apresentaremos um tipo particular de regiao fundamental, as
regioes fundamentais localmente finitas. Em seguida definiremos os poligonos fundamentais
de um grupo G, um tipo particular de regiao fundamental localmente finita e convexa que
possui natureza poligonal, e da qual é possivel determinar informacoes sobre a estrutura
do grupo. Para concluir, iremos definir os poligonos de Dirichlet, uma classe de poligonos
fundamentais cujo processo de construgao sera mostrado explicitamente e determinaremos o
poligono de Dirichlet de I' No apéndice faremos uma breve descri¢ao do grupo das transfor-
macoes de Mobius, e apresentaremos a no¢ao de grupos com agao descontinua, uma classe

de subgrupos das transformacoes de Mobius para qual é possivel generalizar os resultados
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dos capitulos 2 e 3.



Capitulo 1

O Grupo Modular

1.1 SL(2,7Z)

Denotamos por SL(2,7Z) o grupo multiplicativo das matrizes inversiveis 2x2 com coeficientes
inteiros. Este grupo é de importancia crucial no estudo do Grupo Modular Classico.

Nesta se¢ao iremos determinar um conjunto de geradores para SL(2,7Z).

Teorema 1.1.1 Considere as matrizes:

11 0 1
S = e T = .
0 1 -1 0
Temos que S e T geram o grupo SL(2,7).

Demonstracao:

1. Vamos mostrar que se A pertence a SL(2,7Z) entdo, A = CB, onde B é uma matriz

11 01
triangular e C' pertence ao grupo gerado pelas matrizes S = ( 01 ) eV = < Lo )

b
De fato, seja A = ¢ g ), onde ad — bc = 1. Temos que, ou bc # 0 ou da # 0. Caso

c
b =0 ou d = 0 nada temos a fazer pois A ja estd na forma triangular. Considere entao o

caso b # 0, d # 0.
Agora, suponha sem perda de generalidade que b < d (Caso contrario aplique o argumento

abaixo a matriz A = VA).

1 -1 b —c 0
Caso d = b, considere a matriz 4; = S71A = a4 _ [ 4F€ ,
0 1 c d c d

multiplicando pela esquerda por S obtemos que A = SA;, de forma que a afirmagao é

satisfeita.



CAPITULO 1. O GRUPO MODULAR 5

Caso b < d, aplique o algoritmo euclidiano da divisao sobre d e b para obter inteiros r;,q;

tais que:

d ZQOb+TO ) |TO| < |b|

b=qro+1r1, |ri] <|rol

Tn—2 =qnTn-1 + rn, onde 7, =0 e r,,_1 = mde(d, b).

Podemos utilizar estes inteiros para transformar A numa matriz triangular através dos se-

guintes produtos de matrizes:

_ 1 0 a b a b a b
VSTV A = = =
—q, 1 c d c—aqy d— qob c—aqy To
v a b\ [ a 1o
c—aqy To cg b
VS-ay ar To } _ ay To _ ay To
ci b c1—aiq1 b—roq C1—a1q1
V aq To _ Ao T
c—agqi T C2 To

Vqu”VAn,l _ 1 0 Ap Tp—1 _ Apt1 Tp—1 .
—Qn 1 Cpn Tp—2 Cn+1 0

py1 Tp—1

E portanto segue que A = CA,, =C ( ), onde C' pertence ao grupo gerado

Cn+1 0
por S e V. Segue portanto a afirmacao.

-1 0

0 1
Pelo afirmacao anterior temos que A = C'B e C pertence ao grupo gerado por S e V.

2. A matriz A pertence ao grupo gerado pelas matrizes V, S e E = (

Temos que mostrar agora que B pertence ao grupo gerado por V, S e E. Suponha que B
é triangular superior (caso nao podemos multiplicar B pela esquerda ou pela direita por V'

algumas vezes para obter a matriz triangular superior). Temos que det(A) = det(CB) = 1,

de modo que det(B) = £+1 e portanto B = ( g

b
),ondea:d:il.
d
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b
1 b 11

Caso a = d = 1 temos que B = = =S8 Casoa=d= —1,
0 1 0 1

considere a seguinte sequéncia de produtos de matrizes:
—b

-1 0 11 Y e

0 1 o1/ o 1
0 1 -1 0\ 0 1
10 0

-1 0 0 -1

0 1 — b

0 1 0 b
10 ~1 -1/

Portanto neste caso temos que B = VEVES™ de onde segue que B pertence ao grupo

1

1 -1
1 0
)=
—1 —1
') (5
gerado por V, E e S.

0

1
3. As matrizes T = VE = ( 0 ) e S geram SL(2,7).

Vamos mostrar que combinagoes das matrizes E, S e V pertencentes a SL(2,7Z) podem
ser reescritas como combinagoes das matrizes S e T'. Para mostrar isso precisaremos das

seguintes igualdades (observe também que V=Vt e E = E~1):

VE=T EV =771
(—1 0)(0 1)(-1 o) <0—1> B
ETE = _ 7
0 1 -1 0 0 1 1 0
-1 1 —
0 1 0 1 0 1

Com essas igualdades, e possivel mostrar que SL(2,Z) é gerado por S e T.
Vamos analisar agora o grupo gerado pelas matrizes F,V e S, isto é, o grupo composto
de combinagoes da forma:

kEv kY qkS kE kY qkS
EF Ve SR ERe Ve G

onde kY kF=0ou 1l ek € Z, parai = 1,...,n. Observe que nem todas as combinagoes
desta forma pertencem a SL(2,7Z), no entanto, todos os elementos de SL(2,7Z) tém esta
forma.

Para mostrar que podemos rescrever as sequéncias pertencentes a SL(2,7Z) como com-
binacgoes de T e de S, estudaremos a sequéncia E*'VR S* . Vamos analizar as diferentes

possibilidades para os valores de kF e k) :
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kF =k =0o0ul:

EFCVR SR = TR 5% onde kT =1 ou 0
kE =0,k =1:
EM VR SN — VS — VEESN EE =T 'SWE

kF =1,k =0:
ESK — ESMEE =S M E

. A~ . E v S
Com isso mostramos que podemos reescrever qualquer sequéncia da forma E* V% S*' como
T S
T+ S¥E™ Jonder =0oulek! =41 ou 0. Note agora que:

S S S S
EREVR R pREA R §RY A R §FY B REA Y R §F

— Tk gk pRE R gk
Onde K%, = 0 ou 1. Se tomarmos entao uma combinagao arbitraria da forma:
kEy kY okf KBy kY ok
EfTVE SR EE Y S

podemos obter (fazendo o processo de redugao acima de 1 até n) uma combinagao da forma
THE SR . T S ET onde r = 0 ou 1. Mostramos com isso que se A pertence ao grupo
gerado por E, V e S entao ou A = B ou A = BE, onde B pertence ao grupo gerado por U
eS.

Agora, caso A pertenca a SL(2,7), temos que det(A) = 1, de modo que A = B. Assim,
obtemos que SL(2,7Z) é gerado por T' e S.

1.2 O Grupo Modular Classico

Nesta segao definiremos formalmente o Grupo Modular Cléssico e mostraremos algumas das

propriedades da sua estrutura e de seus subgrupos.

Definicao 1.2.1 O Grupo Modular Cldssico, que denotaremos por I', € o grupo formado

pelas transformagoes:

T:C—C
az+b
—
cz+d
ad — bc =1, a,b,c,d € 7,

Com sua operagdo de grupos sendo a composi¢ao de fungoes.

Proposicao 1.2.1 Os grupos I' e PSL(2,7Z) = Si(?f) sao isomorfos.
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Demonstracao: Considere fungao ¢ dado por:

¢:SL(2,Z) — T
a b az+b
— T(2) = .

(c d> (2) cz+d

E de verificacdo imediata que ¢ é um homomorfismo de grupos. De fato, dados A =

a b a v )
e A = 7 dois elementos de I', temos que:

c d c

a (T8 +b  (ad + ¢b)z + (bd + ab)

A)op(A) = — = = p(AA").
o) o p(d) (ZZ0) 4 d  (cd +dd)z + (bl + dd) P(AA)
. , __ aztb __
Vamos agora determinar o nticleo de . Se A € Ker(p), temos que p(A) = 55 = 2
Vz € C.Vamos tomar alguns valores particulares de z para determinar a, b, c e d:
z = 0: Neste caso, temos que g =0, e portanto b = 0
z=1ez = —1: No primeiro caso temos que _i; = 1 e no segundo caso temos que —%; = 1.

Temos portanto que ¢ + d = ¢ — d, de onde concluimos que d = 0.

Agora, A € SL(2,7Z), portanto ad — bc = ad = 1, portanto a = d = 1, de onde concluimos

ker(p) = {( ¢ Z > € SL(2,7); azi—z = z} = {+Id}.

c (%4

que:

Como ¢ é sobrejetiva, temos pelo teorema de isomorfismos que I = %Sﬁ) = PSL(2,7Z). O

A partir de agora, iremos denotar tanto o grupo das transformagoes quanto PSL(2,7Z)
por I', sendo que usaremos letras minusculas para representar as transformagoes e maitsculas
para representar matrizes.

Conforme foi mostrado na segao anterior, o grupo SL(2,Z) tém como um grupo de

01

11 0 1
geradores as matrizes S = ( > el = < Lo ) Podemos entao considerar como

0 1
geradores de SL(2,7Z) as matrizes T e U = TS = ( T ) Como S e T geram

SL(2,7Z), é imediato que as matrizes U e T também irdo gerar SL(2,7Z), pois S = TU.
Temos também que:
T*=—Ide U’ = Id.

De modo que, se A € SL(2,7Z) temos que:

A= (=1)UTU ... TUT",
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ondes=0oul,a=0,1o0u2,e,=0,10ou2Vk=1,....n,b=00ulen€N.
Observe que como U e T geram SL(2,7Z), temos que x = ¢(T) e y = p(U) irao gerar I'
(Onde ¢ ¢é o isomorfismo entre I' e PSL(2,7Z)), de modo que se h € I', entao

en b

h =y*zy® ... cya’,

onde a,b e n sao os mesmo de acima.

Teorema 1.2.1 Sejam x ey os geradores de I' descritos acima. Temos que I' € o produto

livre dos grupos (z) e (y).

Demonstracao: Conforme visto acima, todo elemento de I' se escreve como uma combinag¢ao
de x e y, de modo que para mostrar que I' precisamos somente precisamos mostrar que
palavras da forma y®zy® ... zy°2° nao se reduzem a identidade, onde o = 0,1 ou 2, ¢}, =
0,lou2Vk=1,...,n,6=0o0oulen€N.

Observe que isso é equivalente a mostrar que nenhuma palavra da forma zby® . . . xyraPy>~
se reduz a identidade, pois y®zy® ...y 2" se reduz a identidade se e somente se seu conju-
gado por y*~* se reduz a identidade. Em vista do isomorfismo entre I' e PSL(2,Z) podemos
mostrar este fato mostrando que nenhum produto da forma £TU® ... TUTPU3~* ¢ igual
a +1d.

Vamos primeiro mostrar que nenhuma palavra da forma £7U ... TU®" se reduz a +1d
caso n > 0.

Observe que:

a b
de modo que um produto da forma C' = £TU* ... TU* = £+ > tém suas entradas

c d

todas com o mesmo sinal, que consideraremos positivo.

considere agora os produtos:
OTU — a b L1y a a+b
c d 0 1 c c+d
OTU? — a b 10 [a+b b
¢ d 11 c+d d )’

portanto se C' # £Id, teremos que CTU # +Id e CTU? # £1d. Assim, como para n = 1
vale a afirmacao, segue por inducao que os produtos da forma +TU® ... TU®" sao diferentes
de +1.
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Resta mostrar que se um produto de matrizes +TU ...TU é diferente de +Id, entao
o produto £TU® ... TUTPU?~* também sera, para todos os valores de a e 3. Para mos-

trar isso vamos considerar o produto para os possiveis valores de «a e [:

6=05=1: CT = a b 0 1 L —b a
B - e d 10/ —d c

a=2 [=0: CU==+Id <= C =U?, o que nao ocorre.
a=1p8=0: CU?=+Id <= C =U, o que nio ocorre.

Os casos CTU e CTU? ja foram discutidos, de modo que £7U¢ ... TUT U* # +1d, de

onde concluimos o resultado. [J

Teorema 1.2.2 Seja I' o subgrupo dos comutadores de I' . Temos que (T F,) =6, eo

grupo T/T" € ciclico gerado por Z, onde z = zy.

Demonstracao:
I'/T" é o grupo gerado por Z e 7, com as relagdes 72 = 1, > = 1 e 7.y = 4.Z, de modo que
D/T" =7y x 73 = 7. O

Para os proximos resultados, vamos precisar do teorema de Kurosh de subgrupos de produtos

livres, cuja demonstracao pode ser encontrada em [4].

Teorema de Kurosh:

Seja G = [T, um produto livre ¢ H subgrupo qualquer de G. Temos entao queH =
F «[]" Bg, onde F & livre ou é {1} e cada um dos By, ¢ conjugado a um subgrupo de algum
dos fatores T,,. No caso particular do Grupo Modular o teorema nos diz que, dado H sub-
grupo de I, temos que H = F*[[" Bg, onde cada Bs ou é conjugado de < z > ou conjugado
de <y >oueé{l}.

Teorema 1.2.3 Seja H subgrupo de T', H # {1}. H ¢é livre se, e somente se, H for livre de

tor¢ao.

Demonstracao: Obviamente se H for livre ele é livre de torcao. Reciprocamente, suponha
H livre de torgao. Pelo teorema de Kurosh, temos que H = F « [[* Bg. Caso algum dos Bg
seja nao trivial, terfamos elementos de ordem finita em H, absurdo. Assim, H = F', como

queriamos provar. [
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Teorema 1.2.4 Os 1inicos elementos de I' de ordem finita sio 1,z,1y,y? e seus conjugados.

Demonstracao:

Seja u € I' elemento de ordem finita, temos que (u) é um grupo ciclico finito e , pelo teorema
de Kurosh, (u) = F * [[" Bg. Agora, se mais de um dos fatores Bjs fosse nao trivial, o
lado direito da equacao nao seria finito. Do mesmo modo, caso F' seja nao trivial, o lado
direito também nao seré finito, portanto (u) é conjugado de (z) ou de (y), de onde temos o
resultado. [

Teorema 1.2.5 Sejam u,v € I'. Temos que, uv = vu < Ih € T tal que u = K™, v = h"?,

onde ny,ny € 7

Demonstragao: Considere o grupo (u,v). Temos que esse é um grupo abeliano, pois u e
v comutam. Pelo teorema de Kurosh temos que (u,v) = F x [[* Bs. Como ocorreu na
demonstracao do teorema anterior, temos que se mais de um dos termos for nao trivial o
lado direito da igualdade seré nao abeliano, absurdo. Assim, ou (u,v) = F, ou o subgrupo
(u,v) seré conjugado ao grupo gerado por x ou ao grupo gerado por y.

No primeiro caso temos F' livre e abeliano, assim F' = (h), onde h € T', assim, temos que

(x,y) é ciclico, e segue o resultado. [

Definigao 1.2.2 Sejam S C I'. Definimos como fecho normal de S o conjunto A(S) for-
mado pela intersecao de todos os subgrupos normais de I' que contém S. No caso particular

de S = {x1,...,x,} iremos escrever o fecho normal de S como A(xy,...,x,).

Definicao 1.2.3 Denotamos por I'™ o subgrupo gerado pelas n-ésimas poténcias dos elemen-
tos de I.

Observe que I'" é totalmente invariante por automorfismos de I', isto ¢, o(I') e em particular

é normal em T'.

Teorema 1.2.6 Temos que:

I =A(y) I = A(x)
r:1=2 (I:I*)=3
)

I? = (y) * (zyz % = (z) * (yzy?) = (y’zy) .

Demonstracao:
Observe que y = (y*)"! = y € I'?, e temos que I'? ¢ normal em I', o que implica que

Ay) C T2



CAPITULO 1. O GRUPO MODULAR 12

Agora, I'/A(y) ¢ o grupo gerado por T,y com as relagdes T # 1,7° = 1 = 7, de modo que
que I'/A(y) = Zy e portanto (I' : A(y)) = 2. A(y) C I C T, portanto I'> = A(y) ou I'? =T,
no entanto, z ¢ I'?, logo I'? = A(y).

Repetindo o argumento com z (2® = z = x € '), temos que I = A(x) e (T': T'®) = 3.
Para mostrarmos que I'® = (z) x (yzy?) * (y*xy) e I? = (y) x (xyx) s6 precisamos observar o
seguinte:

Primeiro os produtos citados acima sao de fato livres pois caso contrario existiria uma relagao
nao trivial entre x e y, o que é um absurdo. Agora, (y) * (xyx) é normal em I" e contém y,
de modo que T'? C (y) * (zyz). Agora, y,zyx € I'? portanto (y) * (zyz) = I'?. De forma
totalmente analoga obtemos que I'® = () * (yzy?) * (y?zy). U

Corolario 1.2.1 Seja I o subgrupo dos comutadores de T'. Temos que I' =T2N T3,

Demonstragao: Observe que I'/T? e T' /T sdo grupos abelianos, de modo que I'? e I'® contém
I, e portanto temos que I ¢ T2 N T3,

Agora, considere o seguinte diagrama:

r

YN

I 8= (I':T2NTI3%) > 6

rnrs

Por outro lado, (I' : ') = 6, assim (I' : T2 N T?) < 6. Portanto temos que I'?NT3 =T1". O
Teorema 1.2.7 Com a excecio de I',T? e I, todo subgrupo normal de I' livre:

Demonstracao:Seja H <1 se H ¢é livre de tor¢ao,H é livre, entao suponha que dg € H tal

1 1 vamos considerar a

que o(g) < oo, temos entao que g é da forma uxru™!, uyu~! ou uy?u~
primeira possibilidade:

Como H < T, temos que v € H =T?C H. Agora, (I':T?)=2= H=Tou H =T2

O segundo e terceiro caso sao equivalentes, pois se y? € H, (y*)?> = y € H e nesses caso

um argumento analogo mostra que H = I'"® ou H =T e segue o resultado. []
Corolario 1.2.2 T' ¢ livre de posto 2.

~ . I, 4. o,
Demonstracao: ‘Pelo teorema anterior que I é livre. Vamos mostrar agora que I é gerado
por yxy’x e yry’z.

Seja G o subgrupo de I’ gerado por yzy?z e yry?z. Como yry’z,yry’z € T, temos que
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/ 2
G C I'". Vamos mostrar agora que GG é normal em T'.
Como I' é gerado por x e y, para mostrar que G é normal precisamos somente mostrar que

rGzr = G e yGy?. Tome w € G, temos que:

3—a1 an 3—an

w =y eyt M ry2aeyt e .y
Conjugando w por x obtemos:

3—a1

zwr =z(y" 2wy’ ) (yRey® T x) .. (Y ey )

=(zy" zy®” M)z (yPey’ 2x) .. (yray’ T e)e

=(xy® oy’ ) (wy®ay’ ) . a(y ey’ )
=(zy™ oy’ ") (zy 2ay®™?) . (zy oy’ T,
de modo que zwzx € G
Conjugando w por y obtemos que:
ywy? =y(y“ oy ) (y2ey® 2x) . (yrayt T ey
=(y" Hay® ) (eyx) (Y= oy’ 2x) . (y* oy )y’
=(y" oy ) (wyz) (yPy) (y 2oy’ 2a) . (Y ey’ )y’
=(y" ey ) (ryay? )y (y 2y’ 2x) . (y*ray )y

=(y" M ay® 2) (vyzy?) (y2 M aey® " %2) L (y) (Y eyt T ) (vP)

a1+1 az+1

=(y" ay* ) (wyay®) (y gyt

ry* ). (Y ey ) (eyay?)

e portanto yry? pertence a G, de onde segue que G <I'. Observe que temos com isso que G
é livre, e possui posto 2.

T

Agora, vamos mostrar que & ¢ um grupo abeliano. De fato, note que ryG = ry(y*ryr)G =

yx(G, e portanto como I' é gerado por x e y, temos que g é um grupo abeliano. Assim,

I C G e segue o resultado.(]
O préximo resultado é a respeito do posto de um subgrupo livre de I'. Para esse resul-
tado vamos precisar do teorema de Schreier sobre postos de subgrupos de grupos livres, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [3| e em [5]:

Teorema (Schreier): Seja G grupo livre de posto r e H subgrupo de G tal que (G : H) = n.

Temos entao que H ¢ livre de posto 1+ n(r — 1).

Como consequéncia do teorema de Schreier temos o seguinte resultado:
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Teorema 1.2.8 Seja H subgrupo normal de T, (T : H) = pu<oo e H#T,T? e ®. Entdo
H é livre de posto r =1+ /6.

Demonstracao: Como H é normal e H # I',T? e I'3, temos que H & livre. Considere agora
o subgrupo I' N H de H. Temos que I' N H é um subgrupo livre e normal em T, e possui
indice finito. Sejam m = (I' : I'N H),n = (H : T' N H), r o posto de H ¢ R o posto de
I N H. Note que o indice de IV em I' ¢ 6 e seu posto é 2. Aplicando o teorema de Schreier
emI"'NHCI' eI’ N H C H obtemos que:

R=m2-1)+1leR=n(r—1)+1=m=n(r—1)=r=m/n+1
m (':I'nH) (L:I'nH)/T:T) u L n
W (H:TAH (C:-TnE/(C:-@) 6 —6tt

1.3 Grupos de congruéncia

Defini¢ao 1.3.1 Chamamos de grupo principal de congruéncia de nivel n o subgrupo I'(n)
de I', onde:

Zy, +1 L,
F(n) = {A €T A= +Idmodn)} =3 AeT;Ae | 77T
Zo  Zn+1

Uma outra maneira de enxergar I'(n) é como sendo o nicleo do homomorfismo 6 : I' —
PSL(2,Z,) = %. Como I'(n) é o nicleo de um homomorfismo de I', temos que ele é

um subgrupo normal de T'.

Dizemos que um subgrupo G de I' € um grupo de congruéncia se In € N tal que I'(n) C G,
e dizemos que G tem nivel n se n é o menor inteiro tal que isso ocorre.

Para entender melhor a estrutura dos grupos de congruéncia, vamos estudar o grupo
G(n)=T/T'(n) = PSL(2,Z,).

Para os proximos resultados estaremos sempre considerando n, m elementos de N, d =

mdc(n, m) e § = mme(n, m).
Lema 1.3.1 Seja A € I'(d). Entao existe X € I" tal que:

(1) X = Id mod(n)
(2) X = A mod(m).
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Demonstracao:
A € T'(d). Temos entao que A = Id + dB, para alguma matriz B com coeficientes inteiros.
Tome X = Id+ nY, X = Id mod(n). Temos que:

X = A mod(m) <
&ld+nY = Id+ dB mod(m)
<nY = dB mod(m)

@%Y = B mod(m/d).

z, - = B mod(m/d) tem solucao em My,o(Z), assim existe
X € My,9(Z) satisfazendo (1) e (2).

Agora, temos como consequéncia do teorema da forma normal de Smith que existe uma

Como mdc(%5, %) = 1 temos que

matriz X tal que!:

Xo = X mod(n)

Xo = X mod(§) =
Xo = X mod(m)

e além disto det(Xy) = 1, de modo que X, € I'. Portanto, a matriz X satisfaz as condi¢oes

do lema, de modo que vale o resultado. [

Lema 1.3.2 Seja A € T'(d). Temos entao que existem B € T'(n), C € T'(m) tais que
A= BC

demonstragao: Simplesmente tome B = X e C = X 'A, onde X é a matriz dada pelo lema

anterior. [

Teorema 1.3.1 Temos que I'(n),I'(m) <T'(d) e

C'(n)I'(m) =T mod(d)
I(n)NIT(m) =T mod(J)

!A forma normal de Smith nos diz que toda matriz pertencente a M, pode ser escrita na forma UAZ,
onde A é uma matriz diagonal e U,Z pertencem a SL(2,Z). A demonstracdo da afirmacdo serd omitida
pois nao é particularmente interessante, mas ela é feita de forma construtiva, construindo uma matriz
C € SL(2,Z) congruente a X mod(d) a matriz diagonal que é obtida aplicando a forma normal de smith a
X.



CAPITULO 1. O GRUPO MODULAR 16

Demonstra¢ao: Note que tanto I'(n) e I'(m) sdo subgrupos normais de I', de modo que
eles sdo normais em I'(d), de onde concluimos que I'(n)I'(m) C I'(d). Como consequéncia
direta do lema 1.3.2 temos a incluséo oposta, de modo que I'(n)I'(m) = I'(d). Para a tltima
afirmagcao, observe que I'(§) C I'(n) e I'(§) C I'(m), de modo que I'(§) C I'(n) NT'(m). Por
outro lado, seja A € I'(n) N I'(m). Temos que:

A —1d =0 mod(n)

air Q2 .
= A= ;onde m e n dividem a3 —1,a0—1,a12 € a
A —1d =0 mod(m) } ( ) 1 22 12 € a1

Q21 A22

De modo que 4 divide a;; — 1, ags — 1 aj2 € asg, e portanto A € I'(4). O

Teorema 1.3.2 Temos que:
I'(d) . I'(m)

I'(n) T(5)

Demonstracao: Temos pelo segundo teorema de isomorfismos de grupos que:

Assim temos o resultado. U

Teorema 1.3.3 Temos que:

L) . ()  T()
L)  T(n)  T(m)
Demonstracao: Sejam G = % e H = %. Pelo teorema anterior, temos que G = % e

H =~ % Agora, sejam A € I'(n) e B € I'(m).
(A—1Id) € Maxs(Z,), (B—1d) € Maya(Z,,) de modo que:

(A—1d)(B—1Id) € (Zpm) e (B—1d)(A—1Id) € (Zpy) =
(A—1Id)(B—1d) =0 mod(d) e (B—Id)(A— Id) =0mod(d) =
AB—A—B+1d=0 mod(d) e BA— B — A+ Id=0mod(5) =
AB = BA mod(0)

Assim, se A € G e B € H temos que BA = AB, e pelo teorema 1.4.1 temos:

_T'(n) I(m) _I(d)
CH =TG5 Te) ~ T0)
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eGﬁH:%ﬂ%:%zld, portanto GH = G x H, de modo que:

M) e T ()
te) - ¢ =Ty Tim)

Corolario 1.3.1 Suponha mdc(n,m) = 1. Temos entao que (observando que I'(1) =T):

r . r T
L(nm) T(n)  T(m)

G(nm) =

Assim o estudo dos grupos G(n), n € N se reduz ao estudo dos grupos G(p™) onde p é
primo e m € N. De fato, se n for um inteiro, cuja decomposicao em fatores primos é

n = pi'py’ ... pm, vamos ter que:

G(n) = G(p") x G(py*) x ... x G(py).

m

Vamos agora calcular a ordem de G(p™), onde p é primo. Para isso, primeiro vamos calcular
a ordem de GL(2,7Z,).

Teorema 1.3.4 |GL(2,Z,)| = p(p —1)(p* — 1).

Demonstragao: Seja A € Ma,o(Z,). Temos que A = (v, v2), onde v; € ZZ. Se A pertence
a GL(2,7Z) se, e somente se, det(A) # 0. para que isso ocorra, v e vy devem ser 1.i. Assim
temos p? — 1 valores possiveis para v; (excluimos somente (0,0)). Agora, v, nao pode estar
no espaco gerado por vy, que possui p elementos, de modo que temos p? — p valores possiveis

para vy, de onde concluimos que |GL(2,Z,)| = (p* —p)(p* = 1) =p(p — 1)(p* — 1). O
Lema 1.3.3 (GL(2,Z,): SL(2,Z,)) =p — 1.

Demonstragao: Seja A matriz pertencente a GL(2,Z,), e det(A) = € . Temos que a matriz

0 0
A1 ( (6) X ) pertence a SL(2,7Z,), pois det (A_l ( (6) X )) = det (A7) e = 1. Assim,

0
temos que (A)SL(2,Z) = (6) . SL(2,7Z), de modo que o ntumero de classes de equiva-

GL(2,Z,)
SL(2,Zyp)

(GL(2,Z,) : SL(2,Z,)) =p — 1.
Observe que fazendo algumas ligeiras modificagoes nesta demonstragao obtemos que

(GL(2,Zy) : SL(2,Z,)) = p"(1 — %),

léncia de ¢ igual ao nimero de € pertencentes a Z, distintos e diferentes de 0, isto ¢,

para isso observe que € = det(A) neste caso ¢ um elemento inversivel de Z,», de modo que

neste caso € possui p"(1 — %) valores possiveis distintos. []

Teorema 1.3.5 |SL(2,7Z,)| = p(p* — 1).
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GL(2,Z GL(2,Z
SL((2,Z:)) = p — 1, portanto IGL@.Zy)] p(_l ol —

|SL(2,7Z,)|. Agora, |GL(2,Z,)| = p(p — 1)(p* — 1), de onde concluimos que |SL(2,Z,)| =
p(p* = 1). O

Demonstracao: Temos pelo lema anterior que ‘

Vamos agora calcular a ordem de G(p"). Observe que podemos enxergar SL(2,Z;)
como sendo o conjunto das matrizes A pertencentes a Mly,o cujas entradas tem seus valores
no conjunto 0,1,...,p" —1 e mdec(det(A),p"”) = 1. Podemos entdo escrever a matriz A
como Ag + pA;, onde as entradas de Ay tem seus valores no conjunto 0,1,p,...,p—1,
e as entradas de A; no conjunto de residuos modulo P"! (isto é obtido simplesmente
escrevendo as entradas de A na base p, e separando a soma de forma conveniente). Observe
que mdc(det(A),p") = 1, de modo que mde(det(A),p) = 1 e portanto temos que det(A) =
det(Ap) mod(p). Assim, temos que os Ay possiveis sdo os elementos de SL(2,Z,), de onde
concluimos que o nimero de matrizes A possiveis é o nimero de matrizes A;, que é igual
a p"=Y vezes o nimero de matrizes Ay, que é igual a |GL(2,7Z,)|. Temos portanto que
|GL(2, Zyn)| = p* ™ Vp(p — 1)(p* — 1), ou equivalentemente:

Teorema 1.3.6 |GL(2,Z,.)| = p*(1 — zlo)(l —_

p

Corolério 1.3.2 |G(P")| = p*(1 — &)

Demonstragdo: Temos pela observacio no final do lema 1.3.3 que (GL(2,Zy) : SL(2,7Zy)) =

p"1(p — 1), e portanto concluimos do teorema 1.3.6 que:

GLE.Z)|

G ==

4

Teorema 1.3.7 Sejan = pi'...plm, onde cada p; € primo. Temos entdo que:

G =t I (1-55).

Demonstracao:
G(n) =GO x ... x G@pm) =

Gn)| = H G| = Hp (1-2)-
() () ¢

i=1 pln
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1.4 Nivel de um subgrupo normal

Definigao 1.4.1 Seja z = xy(o elemento correspondente a matriz S) e G subgrupo normal
de I' com indice finito u. Definimos como o nivel do subgrupo G o menor inteiro positivo n

tal que 2™ € G. Este niumero estd bem definido, pois z# € G.

Observe que a definigado de nivel anterior coincide com esta. De fato, caso I'(n) seja subgrupo

1
de G, 2" = < 0 le > € I'(n) C G, de onde temos que G possui nivel n.

Classificagao por nivel:
E possivel classificar os subgrupos de indice finito através de seu nivel, por exemplo, os

grupos A(z"),n <5 tém indices finitos, e seus indices, denotados por p sao:

n 12 3 4 5
1 6 12 24 60

Utilizando o fato que os grupos normais de nivel n contém A(z") é possivel obter uma

classificagao completa dos subgrupos normais de nivel até 5:

Nivel Grupos
1 r
2 2 A(2?)
3 3 A(2%)
4 A(2*)
5 A(25)

Detalhes podem ser encontrados em [7|, outros resultados desse tipo pode ser encontrados
em [6]

Nivel de um subgrupo qualquer:

Seja G um subgrupo qualquer de I" de indice p. Temos que se A € I" entao A* € G. De fato,
nao podem existir mais do que p poténcias distintas de A modulo G, logo dn,m € N,n < m <
2n tais queA”™, A™ pertencem a mesma classe lateral, de modo que A" € G = A" € G.

Agora, seja C' € T', denotamos por ¢(C') o menor inteiro positivo tal que +C 1S C € G.
Definimos como nivel do subgrupo G o menor multiplo comum dos inteiros e(C'), onde C
percorre I', denotamos esse inteiro por n. Observe que n|u!, pois e(C)|u! VC € T.

Note que se G tém nivel n, entdo G contém todos os conjugados de S™(pois e(C)|n  VC €
G), portanto A(z") C G. Reciprocamente, se n é o menor inteiro tal que A(z") C G, o
nivel de G é n. Assim, no caso de G ser um subgrupo normal, essa defini¢ao coincide com a
definicao 1.4.1.
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O resultado a seguir,o teorema de Wohlfahrt nos da um critério para verificar se um dado
grupo G ¢é grupo de congruéncia. Antes de partir para o resultado, vamos precisar do se-

guinte lema.

Lema 1.4.1 Seja G subgrupo de I' tal que:

G D I'(mn) (1.1)
G D A(S) (1.2)

onde n,m sao inteiros. Entao G D I'(n).

Demonstra¢ao: Podemos concluir a partir de (1.2) que as matrizes

1 nx 1 0
S(nz) = (O . ), W(ny)z(ny 1) e
V(Z>:<1 0)(1—n>(1 0>:<1+Zz —n)
z 1 0 1 —z 1 nz 1—nz

pertencem a G, Vzx,y, z naturais. Seja M € I'(n). Temos que:

M ( 14+ na; nby )
ney 1+ nd;
Vamos construir agora um z € Z tal que mdc(1 + na + n?cz,m) = 1. Primeiro observe que
mdc(n?cy, 1 + na) = 1, pois det(M) = 1. Agora, sejam, py, ps, . .., py fatores primos de m.
Caso p; seja fator de 1 + na, tome x; = 1. Caso contrario, tome z; = p;. Temos entao que
p1 nao serd um fator de 1 + na; + ncix,. Prossiga indutivamente(tomando xo = z1py caso

po nao divida 1+ na, e x5 = 1 caso, e prossiga desta maneira) e tome x = x. Temos entao

que por construgao mdc(1 + na; + n*cix, m) = 1. Tome agora a matriz M; como sendo:

1 1 b
M1:V(2)M: nx + na; noy _
0 1 ncy 1+ nd1

1+nay +n’cix nby +nx(l+nd) \ [ 14+nay  nb
ncy 1+ nd1 nce 1+ ndg ’

onde ay = a3 +ncyx, by = by + (1 4+ ndy), co = ¢ e dy = ds.
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Considere agora:

1+ — 1+ b
My = V(2)M, = Zz n nas nbs _
nz 1—nz NCo 1+ nds

(1+nay)(1+nz) —n?c; (1 +n2)nby — n(1+ ndy)
nz2(1 + nay) + nea(1 —nz) n2bez>+ (1+ndy))(1—nz) )

Queremos determinar z tal que (1 + nas)(1+ nz) — n?cy = 1 mod(nm). Isso é equivalente a
encontrar z tal que a; —nc+ (14 na;)z = 0mod(m) como mde(1+nay, m) = 1 essa equagao

tem solugao para z e, para esse valor de z temos que:

1 (1 4+ nz)nby — n(1 + ndy)
M, = mod(nm) =
nz?(1 +nay) + nea(l —nz) n2byz? + (14 nds)(1 — nz)

W (nz*(1 + nag) + nca(1 —n2))S((1 + nz)nby — n(1 + ndy))mod(nm) =
S(—((1 4+ nz)nby — n(1 + ndy)) )W (—(n2*(1 + nay) + ncy(1 — nz))) My = Idmod(nm)

De onde segue por (1.2) que S(—((1 + nz)nby — n(1 + ndy)))W (—(nz(1 + nas) + nca(1 —
nz)))Ms € G, de onde concluimos que M € G. [J

Teorema 1.4.1 (Wohlfahrt)Seja G subgrupo de T’ de nivel n. Entao G € um grupo de

congruéncia se, e somente se, G O I'(n).

Demonstracao: A volta é automatica da definigao de grupo de congruéncia. Suponha entao
que G seja um grupo de congruéncia. Entao existe m inteiro positivo tal que I'(m) C G e
portanto I'(nm) C G. Agora, G tem nivel n, logo A(S™) C G, e pelo lema anterior temos o

resultado. O



Capitulo 2
(Geometria hiperbodlica

Neste capitulo iremos apresentar o modelo do semi-plano complexo superior que utilizaremos
no estudo de I'. Comegaremos definindo o conjunto e a métrica que sera utilizada e mostra-
remos que as transformacoes de I' pertencem ao grupo de isometrias do plano hiperbdlico,
e definiremos a nogao de geodésicas, além de mostrar algumas outras propriedades sobre o

plano hiperbélico.

2.1 O plano hiperbélico

Vamos comegar fazendo uma descri¢cao do modelo de geometria hiperboélica que seré utilizado
neste trabalho.

Considere o semi-plano superior do plano complexo:
H? = {z +iy;y > 0}

Usaremos esse conjunto, dotado da métrica que iremos definir a seguir como o nosso modelo
de geometria hiperbolica.
Primeiro vamos definir o conceito do comprimento de uma curva diferenciavel em H?2.

Seja v : [a, b]— H? uma curva diferenciével em H?. Definimos o comprimento de v, denotado

0]
all ‘/a [ (6)]

Como métrica tomamos entao a fungao p dada por:

por |||, como sendo:

p:H>x H> — R}

(2, w) — inf ]|,

onde o infimo e tomado entre todas as curvas v que ligam z e w.

22
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Teorema 2.1.1 Temos que
p:H> x H> - R
(z,w) = anflv[,
¢ uma métrica para H?.

Demonstra¢ao: Temos diretamente da definicao que p é uma funcao nao negativa, pois
0 < ||v|| para toda curva v ligando z a w.
Temos também que p(z,w) = 0 < z = w. De fato, se z = w temos que p(z,w) = 0, pois a

curva y(t) = z e tal que ||y]| = 0, de modo que inf||y|| < 0. Agora, suponha z # w. Temos,
v ') bWl gy
npor = Jo g dt =

log(|z/w|) > 0, pois z # w. Assim, temos que se z # w, p(z,w) = inf|vy|| > 0. Temos

se y(t) = x(t) +4y(t) € uma curva ligando z a w, temos que ||v||= [ TG0
portanto que p(z,w) = 0z = w.

Obviamente temos que p(z,w) = p(z,w), pois o comprimento das curvas que ligam z a w
nao depende da sua orientagao.

Para mostrar a desigualdade triangular, considere z,w, h elementos quaisquer de H?2. se o

é uma curva que liga z a h e ap € uma curva que liga h a w, temos que a curva

B ap(2t), se 0 <t <1/2
(2t —1/2), se 1/2<t <1

¢ uma curva que liga z a w, e temos também que ||a| = ||a1]| + ||az]]. Temos que
p(z,w) < |laf] = ||ai|| + ||az||, portanto tomando o infimo para a; e ay obtemos que
p(z,w) < p(z, h) + p(h, w)

Assim, concluimos que p é uma métrica para H?. [J

Vamos agora dar uma forma explicita para calcular a distancia entre dois pontos. Para

isso vamos antes mostrar 2 lemas.

az+b
cz+d’

Lema 2.1.1 Seja g : H> — H? transformagao da forma g(z) = onde a,b,c e d sao

nimeros reais tais que ad — bc # 0. Temos que, Vz,w € H?, p(z,w) = p(g(2), g(w))

az+b
cz+d

Considere z = x + iy € H%. Temos que:

uma funcdo de H? em H? como descrita acima.

Demonstragdo: Seja g(z) =

. _|alez+d) —claz+b)| | ad—bc |  ad—be
l9'(2)] = (cz +d)? ‘ ez +d)?| ez +d)?
B LR K N (AR KR (GO
()] = I | S | e

_ ylad —bc)  y(ad — be)
ez +df ez +d?
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Tomando o quociente obtemos que:

19'(2)] _ |cz+d|2 (ad — be) ZEZL
Im[g(2)]  y(ad—be) |cz+d> y TIm[z]

De onde obtemos que:

Pl e e
sl = [ et L wpa® =
]

Observe que com este lema temos que as transformacoes de I' sdo isometrias de H2.

az+b
cz+d’

Lema 2.1.2 Sejam z,w € H?. Temos que existe uma transformacio g(z) = onde

a,b,c,d € R tal que g(w) = iw' e g(z) =iz', onde W', 2" € R.

Demonstracao: Tome z e w pontos quaisquer de H? e seja L o circulo ou reta contendo w e
z perpendicular ao eixo real. Seja o um ponto de encontro de L com o eixo real. Considere
a transformagao hy(t) =t — a. Temos que Ly = hy(L) é um circulo ou reta que passa pelo
ponto 0-+i0, de modo que seus pontos satisfazem uma equacao da forma AzzZ+ Bz+CZzZ = 0.
Agora, aplicando a transformagao hs(t) = —1/t em L; obtemos o conjunto Ly, cujos pontos
satisfazem a equagao da reta C'z+ BZ+ A = 0 perpendicular ao eixo real. Assim, temos que
a transformagao ¢(t) = ﬁ + (3, onde 3 é um dos pontos de encontro do eixo real com Lo,

leva L no eixo imaginario. [

Teorema 2.1.2 Sejam w,z € H?. Temos que:

|z—w|+|z—w|>

|z —w| — |z — w|

(Dp(z,w) = zog(

|z —wl”

(2)cosh(p(z,w)) =1+ 3T 2] Im ]

1 |z — wl
(3)senh(§p(2,w)) = 2(Im [2] Im [w]) 12

1 |z — w|
(4)008h(§p(2’w)) ~ 2(Im 2] Im[w])'/2
S

Demonstracao: Vamos mostrar que estas equacoes sao equivalentes.
. . ~ T - .o ~ . o .
Primeiro observe que a funcao cosh(x):% é uma bijecao para valores reais positivos de

x, de modo que (tomando z = 1 +iy; e w = T3 + iys):

|z — 0| + |z — w|

p(z,w) = log ( ) & cosh(p(z,w)) =

|z —w| — |z — w|
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|z—w|+[z—w)|

e Emartimit) 4 e st i) 1(|z—w|+!z—w| Iz—w|—|Z—W|>

2 S 2\|z—w|—|z—w| |z—w|+]|z—w
_ 2 _ 2
1 fz=wl+]z—w)” + (]z —w| = |z — w])
= 2 2
2 |z — @] — |z — w|

z—w2+ Z—w2
_ "+ |

Ce—alf = -l
_ 223 + 203 + 2y? + 2y3 — dwyx9

4y1y2
B 2% + 213 + 2y? + 2y3 — dxywo + dy1ys
a 4y1yo
_2r—wf Ay L 2 —wf’
4y1 Y2 2Im [z] Im [w]

Assim, (1) < (2). As demais equivaléncias sdo obtidas de forma analoga.
Agora, observe que ambos os lados da equagao (2) sdo invariantes pelas transformacgoes g
descritas no lema 2.1.1. A invaridncia do lado esquerdo segue diretamente do lema e a
invariancia do lado direito é obtida através de uma conta direta.

Temos também pelo lema 2.1.2 que para todo z,w € H? que existem uma aplicacao g
tal que g(z) =iz’ e g(w) = iw’, onde 2/, w’ € R. De modo que precisamos mostrar que vale
(2) para pontos da forma ip e ig, onde p,q € R.

Considere agora a curva
() = x(t) + iy (t) 0<t<I,

tal que y(0) = ip e y(1) = iq. Temos que:

OO, YO,
ol = [ = [ ogtap)

Agora, tomando 7(t) = i(p+t(g—p)) temos que [|7|| =log(q/p), de modo que p(ip, iq) =log(q/p).

Substituindo essa igualdade em (2) obtemos no lado esquerdo que:

elOg(Q/p) + e_IOg(Q/p) p2 + q2

cosh(p(ip, iq)) =

2 2pq
E no lado direito que:
. 2 2 2 2 2 2 2 2
- - -2
T ik Ol N Vel VY itk MR RS ek S ki)
2pq 2pq 2pq 2pq 2pq

Assim, temos que vale (2), portanto segue o resultado. [J

Terminamos esta se¢ao fazendo uma breve mencao da topologia e medida que utilizaremos

para H?2.
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Um subconjunto A de H? ¢ dito aberto se, Vz € A temos que existe r > 0 tal que B(z,r) =
{z € H%* p(z,x) < r} C A. Nesta topologia, um conjunto K ¢é compacto se e somente se
toda sequencia de Cauchy contida em K converge para um ponto em K e K e totalmente
limitado. Denotaremos o fecho de um conjunto A nesta topologia por A.

A medida que consideraremos é a medida de Borel obtida pela topologia descrita acima.
Vale observar que conjuntos em H? que tém medida de lebesgue nula também possuem

medida de Borel nula nesta topologia.

2.2 Geodésicas

Nesta secao descreveremos as geodésicas do plano hiperbdlico, isso é, as curvas com o menor

comprimento que ligam 2 pontos quaisquer de H2.

Definicao 2.2.1 Chamamos de geodésicas as curvas de H? obtidas pela intersecio de uma

reta ou circulo perpendicular ao eizo real com o semi-plano superior H?.
A partir dessa definicao podemos concluir algumas propriedades sobre as geodésicas:
Proposicao 2.2.1

(1) Sejam z e w pontos de H?. Entao existe uma tnica geodésica contendo z e w.
(2) Duas geodésicas distintas de H? se encontram no méximo em um tnico ponto.
(3) Dadas 2 geodésicas L; e Ly de H? temos que existe uma isometria g € PSL(2,R) tal
que g(Ly) = Lo
Demonstracao: (1) e (2) seguem diretamente da defini¢do de geodésicas.
Agora, sejam L; e Ly geodésicas de H?. Temos pelo lema 2.1.2 que existem transforma-

¢des g1 e go que levam L; e Ly no eixo imaginério. Temos entdo que g5 *(91(L1)) = Lo . O

Para os proximos resultados vamos precisar de mais algumas defini¢oes:

Definigao 2.2.2 Sejam z,w € H?. Chamamos o segmento aberto de uma geodésica o con-
Junto, que denotaremos por (z,w), definido da sequinte maneira:

Tome L a unica geodésica passando por z e w e considere agora a aplicagio vy : [0,1] — L
parametrizacao tal que v(0) = z, v(1) = w. Tomamos o conjunto (z,w) como sendo o
conjunto v((0,1)). Definimos de maneira andloga o segmento fechado [z, w] e os segmentos

(z,w] e [z,w)

Na demonstragao do teorema 2.1.2 mostramos que, dados dois pontos ip e iq, p,q € R e «

uma curva ligando os dois pontos temos que p(ip,iq) = ||| se é somente se « esta contida
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no eixo imaginario. Em outras palavras, ||| = p(ig, ip) se somente se «y : [0,1] — H? é uma
parametrizacao do segmento de geodésica [iq, ip].
Agora, dados dois pontos quaisquer z e w de H?, considerando a transformacao dada

pelo lema 2.1.2 obtemos o seguinte resultado:

Teorema 2.2.1 Sejam z,w € H%. Temos que uma curva vy ligando z a w satisfaz:

Y[ = p(z,w)
se, e somente se, v : [0,1] — H? é uma curva que liga z a w [z, w].

Utilizando um raciocinio anélogo a esse (considerar o problema somente no eixo imaginario

e depois utilizar das isometrias) obtemos também que:

Teorema 2.2.2 Sejam z # w pontos de H?. temos que:

p(z,w) = p(z,¢) + p(¢,w)

se, e somente se, ( € [z,w].

2.3 Conjuntos convexos

Dizemos que um subconjunto C' de H? é convexo se e somente se, dados z e w elementos
arbitrarios de C, o segmento de geodésica [z, w] estd contido em C' . Podemos concluir

diretamente da definicao algumas propriedades sobre conjuntos convexos:

Proposigao 2.3.1 SejageI':

(1) Se C for um conjunto convexo, entao g(C') também sera, para toda isometria g do plano
hiperbolico.

(2) Se C' for um conjunto convero, entdo também serdo convexos os conjuntos C° e C (0
interior e o fecho hiperbdlicos do conjunto C' respectivamente)

(3) Se Cy,Ca, ... forem conjuntos convezos tais que Cy C Co C ..., entdo |J, o Cn € um
conjunto convezo.

(4) Se Caren for uma familia qualquer de conjuntos convexos. Temos que, [\yop Ex € um

conjunto convexo.



Capitulo 3

Regioes fundamentais

3.1 Dominios fundamentais

Definicao 3.1.1 Seja G um subgrupo de I'. Dizemos que um conjunto F' C H? é um
conjunto fundamental para G em H? se F contém exatamente um ponto de cada G-drbita

dos elementos de H?, isto é:
IFNOg(2)|=1,Vz € H?,

onde Og(z) ={g(2);9 € G}.

Temos diretamente da definicao que:

U g(F) = 1
geG
Definigao 3.1.2 Seja G um subgrupo de I'. Um conjunto D C H? é dito um dominio

fundamental para G se e somente se D satisfaz as sequintes propriedades:

(1) D é um dominio, isto é, D é um aberto conezxo.
(2) 3F conjunto fundamental para G tal que D C F C D

(3) 0D ¢é um conjunto de medida nula.

Temos entao que, se D é um dominio fundamental para G entao:

Dng(D)=10
(D)= £
geG

28
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3.2 Dominios fundamentais localmente finitos

Nessa se¢ao iremos estudar um tipo particular de dominio fundamental, sobre o qual podemos

obter algumas propriedades interessantes sobre a estrutura dos subgrupos de I'.

Definicao 3.2.1 Seja G subgrupo de I'. Um dominio fundamental D para G é dito local-
mente finito se e so se VK C H? compacto tivermos que K intercepta somente um nimero

finito de G-imagens de 15, isto €,
Hg €G;g(D)NK + Q)H < o0.
Temos diretamente da definicao o seguinte lema:

Lema 3.2.1 Seja D é um dominio fundamental para um grupo G. D € localmente finito se

e somente se para todo ponto z pertencente a H? existe uma vizinhanga V. compacta de z e

{91,92,- -, 9n} C G tais que:

z€q(D)N...Ngu(D)

V Cq(D)U...Ugn(D)
h(D)NV =0 se, e somente se, h # g;, i =1,...,n.

Demonstrac¢ao: Suponha D dominio fundamental localmente finito. Seja Vj uma vizinhanca
compacta de um ponto z pertencente a H?. Por hipétese temos que V, sé intercepta um

nimero finito de G-imagens de D, digamos g1 (D), ..., gi(D).

Para cada i temos que, ou z ¢ ¢;(D) ou z € ¢;(D). Caso z ¢ g;(D) tome V; tal que
Vic VN (gl(ﬁ))c Caso z € gl(ﬁ) tome V; = V;_;. Repetindo esse processo indutivamente
de i = 1 ate i = t obtemos a vizinhanca V' desejada, e tomaremos como {g1,92,...,gn} 0S
g; tais que z € gl(ﬁ)

Para mostrar a reciproca, simplesmente observamos que se K é um compacto de H?, a
familia de vizinhancas que existem pela afirmacao do lema forma uma cobertura para K,
tendo portanto uma subcobertura finita e um nimero finito de elementos de G cuja interse-

¢ao com K é nao vagia. [
Terminamos esta secao dando um teorema que nos mostra uma importante propriedade
dos dominios fundamentais localmente finitos.

Teorema 3.2.1 Seja D dominio fundamental localmente finito para um grupo G. Entdo o
conjunto Gy = {g €G:g(D)ND # @} gera G.

Demonstracao: Sejam G* o grupo gerado por Gy e z € H2. Temos que existe g € G tal que
g(2) € D. Seja h # g tal que h(z) € D, temos que h(z) € h(h"Y(D)Ng~*(D)) = DNg~(D),
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de modo que hg™! € Gy= G*hg™! = G*= G*h = G*g.

Temos portanto que a aplicagao

0:H* — G/G*
z— Gg

estd bem definida. Através do estudo dessa aplicagdo obteremos o resultado.

Seja z € H2. Como D é um dominio localmente finito, temos pelo lema 3.2.1 que existem
{91,92,---,9,} C G tal que z € 91(5) n.. .ﬂgn(ﬁ) e V vizinhanca de z tal que V' C gl(f)) U
. Ugn(D). Sew e V,3je{1,...,n} tal que w € g;(D) e portanto (w) =G*(g;)~* =0(z),
de modo que para todo z € H?, existe uma vizinhanca V de z tal que O € constante,
e portanto usando um simples argumento de conexidade temos que 6 é constante em H?Z.
Assim, 0(z) = 6(w) para todo z,w € H?. Em particular, tomando z € D e w € g~ (D),

onde g é um elemento de GG qualquer, temos que:
G=0z=0w)=G9g=9gcG@=>GCCG =G=G"

De onde segue o resultado. [

3.3 Poligonos fundamentais convexos

Nesta secao iremos estudar um tipo especial de dominio fundamental, os que possuem natu-
reza poligonal.

Vamos comecar com algumas definicoes:

Definigao 3.3.1 Seja G subgrupo de I'. Dizemos que um conjunto P C H? é um poligono
fundamental convexo para G se P é um dominio fundamental convexo localmente finito para

G.

Definigao 3.3.2 Sejam G subgrupo de I' e P um poligono fundamental para G. Seja g € G.
dizemos que o conjunto Pn g(ﬁ) ¢ um lado de P se PN g(ﬁ) # (. Se g,h € G sao
transformagées tais que P N g(P) N h(P) £ 0 dizemos que P N g(P) N h(P) é um vértice de
=

Proposigao 3.3.1 Seja P poligono fundamental para G C I'. Temos que se ﬁﬂg(f’) € um
lado de P, entio PN g(ﬁ) é um segmento de geodésica.

Demonstracao: Como P ¢ um conjunto convexo, temos que 9(15) ¢ convexo e portanto
PN g(ﬁ) é subconjunto convexo. Agora, suponha por absurdo que existam zi, z5 e z3 pontos

que nao pertengam a mesma geodésica. Como P N g(P) é convexo, temos que os segmentos
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[21, 2], [21, 23] € [22, 23] estao contidos em P N g(P), de modo que conjunto 7' limitado por
estas geodésicas esta contido em P N g(P) (Pela convexidade de P N g(P)). Agora, T nao
possui medida nula, mas P é um conjunto de medida nula e T" C PN g(ﬁ) C 0P, absurdo.
Logo P N g(P) é um segmento de geodésica.

U

Observe que temos desta proposicao que um vértice é um ponto, pois é a intersecao de
duas geodésicas.

Vamos agora dar algumas propriedades dos poligonos fundamentais:

Teorema 3.3.1 Seja P um poligono fundamental convexo para um subgrupo G de I'. Temos
que:

(1) ¥z € 0P, 3g € G, g # Id tal que g(z) € OP.

(2) P tém um nimero enumerdvel de lados e vértices.

(8) Dado um conjunto compacto K contido em H 2 qualquer, temos que somente um nimero
finito de lados e vértices de P intercepta K.

(4) OP € a unido dos lados de P

(5) Os vértices de P estao contidos em exatamente 2 lados de P e sao os pontos finais desses

lados.

Demonstracao:
1. Observe que P é localmente finito, de modo que para todo z pertencente a H? existem

91,92, - - -, gt € G e uma vizinhanca V' de z tais que

zeq(P)n...Ng(P)

VCq(P)U...Ug(P)

e VN g(P) # 0 somente se g = gj para algum j = 1,...t. z € OP, assim podemos tomar
g1 = Id. Agora, caso t=1, teriamos que V C }Nj, o que é um absurdo pois z € OP. Assim,

t > 2 e temos que vale (1).

2. Temos que (2) segue diretamente do fato de G ser enumeravel.

3. Agora, (3) segue diretamente do fato de P ser localmente finito.

4. Vamos agora mostrar (4). Primeiro observe que P N g(P) C AP para todo g € G.

Agora, seja w ponto de 0P. Temos que toda vizinhanca de w contem pontos de P, e pontos

fora de P distintos de w. Assim, é possivel encontrar uma sequéncia de pontos w, contida
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em OP tal que w, converge para w. Temos que toda vizinhanga compacta de w encontra
somente um numero finito de G-imagens de 15, de modo que dg € G e uma subsequencia
{wn, }ren de w, tal que w,, C PN g(P), e assim temos que w € P N g(P). Temos portanto
que:
oPc | JPng(P),
e

de onde temos o resultado.

5. Seja w ponto pertencente ao segmento de geodésica PN g(ﬁ) tal que w nao seja um
ponto final de PN g(ﬁ) Tome z ponto de P e construa um triangulo hiperbélico T que
tenha como vértices z e os pontos finais do segmento P N g(P). Temos que P N g(P) seré o
lado oposto ao vértice z, e além disto temos que o interior de 7T esta contido em P. Tome
agora um ponto z’ € g(P) e construa um triangulo V' com z' como um dos vértices e os
pontos finais do segmento Pn g(]S) como os outros dois. De modo analogo a T temos que o
lado oposto ao vértice z sera PN g(]g) e o interior desse triangulo por sua vez esta contido em
g(P). Temos entdo a situa¢do mostrada na figura a seguir, de onde concluimos w pertence

a PN h(P) se, ¢ somente se h = g.

z

Teorema 3.3.2 Seja G subgrupo de I', e P um poligono fundamental convexo para G. Te-
mos que o conjunto G* = {g € G, PN g(}N’) ¢ um lado de P} € um conjunto de geradores
para G.

Demonstracao: Esse resultado e obtido como consequéncia do teorema 3.2.1 , precisamos
mostrar somente que se h € G tal que Pn h(ﬁ);ﬁ (), entdo h vai estar no grupo gerado por
G*.
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Seja w € PN A(P), onde h ¢ elemento de G tal que PN h(P)# 0. Como P ¢ localmente
finito, existem r > 0 tal que B = z € H?; p(z,w) < r e hg, hy,...,h, elementos de G' (onde
ho =id e h; = h para algum j # 0) tais que:

w € ho(P)N ... N hy(P)

B C ho(P)U...Uhy(P)

Diminuindo 7 se necessario, podemos assumir (como consequéncia direta de (3) do teorema
3.3.1) que os tunicos lados que cruzam B sao os que contém w (no caso, os lados definidos
pelos h; € G*) e que, ou B nao contém vértices, ou o tnico vértice de B é w.

Caso w nao seja um vértice de P, temos, usando um argumento semelhante & demonstracao
do item (5) do teorema 3.3.1, que w esté contido em somente um lado PN hl(]S), e temos o
caso 1 mostrado pela Figura 3.1 .

Caso w seja um vértice de P, podemos reordenar os h; obter o caso 2 mostrado pela Figura

3.2 . (tome os h; de forma que h;(P) N h; — 1(P) # 0) Em ambos os casos, temos que

hy(P)

Figura 3.1: Figura 3.2:

cada poligono h;(P)(i # 0) tem um lado comum com o seu antecessor, isto é, temos que
hi_1(P) N hi(P) # 0, portanto k- (hi—1 P N h;i(P))= P N h; 4 hi(P) # 0, sendo portanto um
lado de P. Assim, temos que dg, € G* tal que:

gs = hl__llhz = hi—lgs - hz

Como hy = Id, prosseguindo indutivamente concluimos que todos os h; estao no grupo ge-
rado por G*, em particular h € G*, e segue o resultado.
OJ
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Vamos concluir esta se¢gao com a seguinte defini¢ao:

Definicao 3.3.3 Chamamos um conjunto C = Oy(z) N P de ciclo de P. Esses conjuntos

s@o finitos da forma {z1,z29,...,2,}, € dizemos que n é o comprimento de C.

3.4 Poligonos de Dirichlet

Nesta secao iremos descrever a construgao de um tipo particular de poligono fundamental,

os poligonos de Dirichlet. Antes vamos precisar de algumas defini¢oes:

Definigao 3.4.1 Sejam G subgrupo deT' e w um elemento de H* que ndo € fixo por nenhum

elemento de G. Seja agora g € G, g # Id. Definimos 0os conjuntos:

(z,9(w))}
(2. g(w))}
(97" (2),w)} .

Ly(w) = {z € H* p(z,w)
Hy(w) = {z € H* p(z,w)

p
p
={z € H* p(z,w) < p

VANVAY

Observe que Ly(w) é lugar geométrico dos pontos que distam de w o mesmo que de g(w) e
w # g(w), de modo que L,(w) é uma geodésica ' e Hy(w) é o semi-plano limitado por L,(w)

que contém w.

Definicao 3.4.2 Definimos como o poligono de Dirichlet de centro w para o grupo G o

conjunto:

Do(w)= [ Hyw)

9g€qG, g#£ld

Vamos agora dar algumas propriedades de simetria dos poligonos de Dirichlet.

Proposicao 3.4.1 Seja G subgrupo de T e z elemento de H? tal que z ndo € fizo por nenhum

elemento de G e h elemento qualquer de I'. Temos que:

2z € Dg(w) & w € Dg(2)
z € Hy(w) & w e Hy(z)
W(Da(w)) = Dy (h(w))
Demonstragao: Observe que z € Hy(w) & w € Hy,1(z) pois z € Hy(w) & p(z,w) <

p(z, g(w)) < p(z,w) < p(97(2),w) & w € Hy-1(z), de onde concluimos que z € Dg(w) <
w € Dg(2).

' A demonstracao deste fato é identica a mostrar no plano euclidiano que a reta é o lugar geométrico que

equidista de 2 pontos.
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Temos que h(2) € Hpgp-1(h(w)) ©p(h(z), h(w)) < p(h(2), h(g(w)))ep(z,w) < p(z, g(w))z €
Hy(w)ew € Hy(z).

Assim, temos que h(Dg(w)) = Dygn-1(h(w)). Em particular, se h € G, temos que
h(Dg(w)) = Do(h(w)).
U

Teorema 3.4.1 O poligono de Dirichlet Dg(w) € um poligono fundamental convexo para

G.

Demonstragao: Temos que para todo g pertencente a G' o conjunto H,(w) é um convexo,

pois é um semi-plano limitado pela geodésica L,(w). Temos portanto que o conjunto

Da(w)= () Hy(w)
9€G, g#1d
¢ um conjunto convexo. Temos ainda que Dg(w) é nao vazio, pois w € Hg(w).

Agora, considere K subconjunto compacto qualquer de H2. Vamos mostrar que K N
Ly(w) # 0 somente para um namero finito de ¢ € G, para isso considere {go, g1, ...}
uma enumeracao de G. Observe que p(w, Ly, (w)) =3p(w, go(w)). Temos também que
lim,, o p(w, gn(w)) = o0, pois caso contrario, a sequéncia g,(w) estaria contida em um
disco compacto centrado em w, de modo que possuiria um ponto de acumulagao, absurdo,
pois G possui uma acao descontinua em H2. Assim lim,,_ .. p(w, g,(w)) = 0o, e portanto,

p(w, K) < oo, de modo que:
p(Lg,(w), K) + p(K,w) = p(Lg, (w),w) = p(Lg, (w), K) > p(Ly, (w), w) — p(K,w) — oo

Entdo, para n grande o suficiente temos que p(Ly, (w), K) > 0 e portanto K N L,(w) # 0,
exceto para um numero finito de n. Temos portanto que Dg(w) é localmente finito.

Seja z € ﬁg(w). Temos entao que existe um disco fechado K com centro z tal que
Vg€ G,ou K C Hy(w) ou z € Ly(w). Agora, caso z € Dg(w) a segunda possibilidade nao
pode ocorrer, assim concluimos que K C Dg(w), entdo tomando um disco aberto menor
contido em K concluimos que Dg(w) é aberto.

Com isso concluimos também que, se z e um elemento de dDg(w), entdo z pertence
a Ly(w) para algum g € G. Como a medida de Ly(w) é nula para todo g e G conjunto
enumeravel, temos que D¢ (w) é um conjunto de medida nula.

Vamos mostrar agora que existe F' conjunto fundamental para G tal que:
Da(w) C F C Dg(w).

Seja z € H? ponto qualquer de H? e considere Og(z). temos que existe um ponto 2* € Og(2)
tal que:
p(w, 2") < p(w, g(w)), Vg € G.
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Tal z* existe, pois como mostramos anteriormente anteriormente, dado K > 0, existe somente
um namero finito de g € G tais que g(z) < K, podendo escolher z* como sendo o g(z) tal
que p(g(z),w) é minimo.

Agora, observe que se z € Dg(w),

p(z,w) < p(z,9(w)) Vg # Id = p(z,w) < p(g~"(2), w) Vg # Id,

de modo que podemos escolher z* € Og(z) como sendo o proprio ponto z de H?, portanto
podemos construir um conjunto F' formado pelos z* de tal modo que Dg(w) C F

Vamos mostrar agora que F' C ﬁg(w). Tome z € F', e considere o segmento de geodésica
[w, z). Temos que w € Dg(w)=w ¢ L,(w)Vg € G. Suponha por absurdo que algum

segmento L,(w) intercepte (w, z). Temos que:

p(z,w) > p(z,g(w)) = p(g~"(2), w),

pois z ¢ Ly(w) N Hy(w). Mas isso é absurdo, pois z € F. Assim Ly(w) N (w,z) = 0
Vg # Id=(w,z) C Dg(w) =z € Dg(w)=F C Dg(w). Assim Dg(w) ¢ um dominio
fundamental convexo de G. Resta mostrar que Dg(w) é localmente finito.

Observe que se K C H? for um conjunto compacto, dado qualquer z ponto de H?, temos
que existe um disco fechado centrado em z que contém K, de modo que para mostrar que
D¢ (w) é localmente finito podemos considerar somente dos discos centrados em w.

Seja K um disco compacto com centro w e raio 7. Seja g € G tal que g(Dg(w))NK # 0.
Temos entdo que 3z € Dg(w) tal que p(g(z), w) < r. Agora, z € Dg(w), de modo que:

p(w, g(w)) <p(w, g(z)) + p(g(z), g(w))
<r+p(z,w)
<r+p(w,g(z))
<2r.

Mas agora, como foi argumentado anteriormente, se pegarmos uma enumeracao qualquer
de G, digamos {go, g1, . - .}, temos que lim,, . p(w, g,(w)) = co. Como r esta fixado, temos
entdo que somente um namero finito de g € G tais que g(ﬁg(w)) N K # (), de modo que

D¢ (w) é localmente finito. [J

Teorema 3.4.2 Seja {z1,...,2,} um ciclo na fronteira de um poligono de Dirichlet Dg(z).
Entao:

p(z1,w) = p(z2,w) = ... = p(z,, W)
Demonstragao: Seja z1,2z € 0Dg(w) tais que 3h € G tal que h(z1) = 2. Considere o

segmento de geodésica [w, z1) temos que:

[w,21) C Dg(w) = h([w,21)) C h(Dg(w))
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Agora, h([w,z1)) = [h(w),2z) C h(Dg(w)) = Dg(h(w)), de modo que zs € IDg(w) N
0Dg(w), de modo que:

p(z2,w) <p(22, g1(w)) Vg1 € G
p(z2, h(w)) <p(22, g2(h(w))) Vga € G

Tomando entdo g; = h e g = h~! temos que:

plz2,w) < p(z2, h(w))
Zo,w) = p(za, h(w
plen,hw)) < plznw) }:’p( )7t
p(z2,w) = p(z2, h(w)) = p(h™" (22), k™' (h(w))) = p(z1, ).

Temos portanto o resultado. [

Vamos agora ver um exemplo concreto de poligono de Dirichlet, o poligono Dr(w), onde
w = v e v é um real positivo qualquer. Para simplificar a notagado, iremos denotar Dr(w)

por D e Ly(w), Hy(w) por L, e H, respectivamente. Mostraremos que o poligono P a seguir
éD.

&) @
1,57

0.5 1 5

—
-1 -0,5 0 0,5 1

Vamos mostrar que os lados de P, (1)={z = —-1/2+ iy € H*y € R}, (2)={z=1/2+1iy €
H%:yeR}e (3)={z=1/2+1iy € H*z,y € Re 2* + y*> = 1} estao contidos em Ly, L1 e
L, respectivamente, onde s(z)= z + 1, u(z)= =%. Para isso, observe que tanh(p(z,w)) =

z—w z—w z—g(w)‘

zZ—Ww

z—g(w)

’. De modo que, dado g € T" temos que p(z,w) = p(z, g(w))<

—w

Vamos mostrar que (1) C L;.Temos que se z estd em (1), z = it — 1/2, para algum ¢ > 0.
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Temos que:
S
it —v)—1/2]  Jilt —v) =12+ 1| [i(t —v) +1/2
i(t+v) —1/2| i(t—l—v)—1/2+1‘_ i(t+v)+1/2‘

<:>\/1/4+(v—t)2 1/4+ (v —t)?

V1/4+ (v+1)? 1/4+ (v+1)2

De onde concluimos que (1) C Ly

A demonstracao de (2) C Ly-1 é totalmente analoga a de (1) C Ls.

Temos que se z € (3), entdo |z| = 1 ou de modo equivalente, z= cost + isint, assim:

|z — w| =|cost + i(sint — v)|

|z — w| =|cost + i(sint + v)]|,
de modo que:

|z 4 iv|* = cos®(t) + sin?(t) + 2ivsin(t) 4 v*
=1+ 24vsin(t) + v?

|z — iv|* = cos®(t) + sin?(t) — 2ivsin(t) + v?
=1 — 24vsin(t) + v*

Agora, temos que z € L, & —
Z—w

z—w‘

v

|z — > 1—2ivsin(t) + v
|2 4 i) T 1+ 2iv sin(t) + v?
1/v*+1—2isin(t)/v |z — u(iv))?
1v2+1+42isin(t)/v |z +u(iv)|?

De onde concluimos que z € L,=(3) C L,

Assim, concluimos que os lados de P sao segmentos de L1, L, e L,, portanto temos
que D C P. Suponha agora por absurdo que D # P.

Tome w € P — D. D é um poligono fundamental para I', de modo que existem h € I" e
2 € D tais que h(z) = w, onde h(z) = %, onde a, b, c e d pertencem a Z e ad — bc = 1.
Temos que:

ez +d” = 22> + 2Re[z] cd 4 d* > @ + d* + 2Re[z] ed
> +d* —cd=(c| —|d])* + |ed] > 0
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Como (|e| — |d|)? + |ed| € um inteiro, temos que (|c| — |d|)* + |ed| > 1 de onde concluimos
que |cz +d| > 1.

Entao:
Im [2]

b = 25

< Im 2]

Podemos usar esse mesmo argumento trocando z e h por h(z) e h™!, de modo que Im[A(2)]>TIm[z]>Tm[h(
absurdo. Entao, concluimos que D = P.
Observe que isto nos da uma demonstragao geométrica de quem sao os geradores de I
através do Teorema 3.3.2. Temos que os lados de P sao L,, Ly e L,—1, de modo que o
conjunto G* associado a P é o conjunto {u, s, s '}. Como G* gera I', temos entao que I' é

gerado por u e s.



Apéndice A

Transformacoes de Mobius

A.1 O Grupo das transformacoes de Mobius

O objeto de estudo deste trabalho, o Grupo Modular Cléssico, é parte de um grupo muito
maior, o grupo das Transformagoes de Mdbius, que denotaremos por M. Nesta se¢ao iremos

falar um pouco a respeito deste grupo.

Definicao A.1.1 O grupo das transformacoes de Mdbius M € o grupo formado pelas apli-

cagoes da forma:

T: C—C
az+b
cz+d

Z

Onde ad — bc #0 e a,b,c,d € C.

GL(2,C)
{£I1dy *

Essa identificagao é obtida exatamente com a mesma aplicagao mostrada no Capitulo 1.

De forma anéloga ao que ocorre com I', é possivel fazer uma identificacao entre M e

Podemos dar a M a estrutura de um grupo topolégico usando a métrica que iremos

definir da seguinte maneira:

) a b a b ~
Sejam A, B € M, A= e B= . Defina a funcao:
c d d d

L[] MxM—=C
[A, B] = tr(AB*) = ad’ + bV + ¢ + dd'
Temos que esta aplicagao satisfaz:

(1) [A, A] > 0, valendo a igualdade se e somente se A =0
(2) [AA1 + 84z, B] = A[Ay, B] + 3 [As, B]

(3)[A, B = [B, 4]

40
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De modo que [A, B] ¢ um produto escalar, assim temos que a aplicacio ||Al|= [A, A]"*=
(|a|1/2 + b 41/ + |d|1/2) ¢ uma norma para M, de modo que ||A — BJ| ¢ uma métrica
para M.

Terminamos essa se¢ao definindo uma classe de subgrupos de M, os grupos discretos:

Definicao A.1.2 Dizemos que um subgrupo G de M ¢é discreto se, e somente se, o conjunto

{A € G;||A|[{ K} for finito para todo K > 0.

Entre os subgrupos discretos de M temos o grupo modular cléssico I', que devido ao fato

das suas entradas serem inteiros, satisfaz a definicao para ser um grupo discreto.

A.2 Subgrupos descontinuos

Nesta se¢ao iremos mostrar alguns resultados sobre uma classe de subgrupos de M, da qual
I' faz parte, os grupos que possuem acao descontinua em H?. Vamos comecar definindo o

conceito de agao descontinua em um contexto mais geral:

Definicao A.2.1 Seja X um espaco topologico e G um grupo de homeomorfismos de X em
X. Dizemos que G age de forma descontinua em X se, e somente se, para todo conjunto

compacto K de X tivermos:

gK)NK =1
exceto por um numero finito de g € G.

Podemos concluir diretamente da definicao algumas propriedades sobre grupos com acgao

descontinua:

Teorema A.2.1 Seja G grupo que age de forma descontinua em X. Entao:

(1) Todo subgrupo de G age de forma descontinua em X.

(2) Se 6 é um homeomorfismo de X em X, temos que GO~ age de forma descontinua em
X.

(3) Se Y € um subconjunto de X tal que g(Y') C Y para todo g € G, temos que G age de
forma descontinua em Y.

(4) Sejam x € X e g1,¢s,... elementos distintos de G. Temos entio que a sequencia

{gn(2)}, e nao converge.

Demonstracao: Sejam H subgrupo de G e K subconjunto compacto de X. Temos que
g(K) N K = () para quase todo g em G, de modo que, como H C G, h(K) N K = () para
quase todo h € H, logo vale (1).

Agora seja 6 homeomorfismo de X em X, K conjunto compacto de X. Temos que 01 (K)

¢ um conjunto compacto de X, de forma que g(6~*(K)) N 6~}(K)= @ para quase todo g
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pertencente a G, de onde concluimos que 0(g(0~'(K)) N0~ (K))= 0g(6~*(K)) N (K)= 0,
assim concluimos (2).

A demonstracao de (3) é imediata, simplesmente observe que se K é um subconjunto
compacto de Y, K é um subconjunto compacto de X.

Vamos provar (4) por contradigdo. Suponha por absurdo que exista y € X tal que

gn(z) — y. Considere o conjunto:

K = {y7'r7gl(x)792<x>’ . }

Temos que K ¢é compacto, no entanto g, (z) € g,(K)NK ¥n € N, absurdo. Assim, vale (4). OJ

Em relacao ao grupo das transformacoes de Mdobius, temos que os subgrupos discretos
de M possuem acdo descontinua em H?!. Temos como consequéncia deste fato que I' e
seus subgrupos possuem acao descontinua em H?, de modo que o teorema acima é valido
tomando X = H?> e G =T.

Finalizamos com a observacao que toda teoria do Capitulo 3 pode ser generalizada para
grupos com acao descontinua em H? sem nenhuma alteraciao, pois a tinica propriedade

utilizada de I' é justamente a propriedade de I' ter uma acao descontinua em H?2.

IA demonstracao deste fato foge do escopo deste trabalho.
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