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Resumo

Neste trabalho, apresentamos inicialmente alguns resultados e conceitos bésicos da teoria
de C*-algebras.

Posteriormente, introduzimos os conceitos de médulos de Hilbert e bimoédulos de impri-
mitividade e apresentamos alguns exemplos e algumas das suas propriedades basicas. Em
seguida, introduzimos a nocao de Equivaléncia de Morita e o conceito de C*-algebras esta-
velmente isomorfas.

A seguir, apresentamos o conceito de modulo gerado enumeravelmente e demonstramos
o Teorema de Estabilizacao de Kasparov.

Finalmente, introduzimos o conceito de C*-algebras separaveis e demonstramos o segundo

teorema principal deste trabalho, o Teorema de Brown-Green-Rieffel.
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Abstract

In this work, we present initially some results and basic concepts of the C*-algebras
theory.

Next, we introduce the concepts of Hilbert modules and imprimitivity bimodules and we
present some examples and some of its basic properties. Following, we introduce the notion
of Morita equivalence and the concept of C*-algebras stably isomorphic.

Next, we present the concept of module countably generated and we demonstrate the
Kasparov Stabilization Theorem.

Finally, we introduce the concept of separable C*-algebras and we demonstrate the second

main theorem of this work, the theorem of Brown-Green-Rieffel.
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Introducao

Esta dissertacao, que esta dividida em quatro capitulos, tem por objetivo demonstrar o

Teorema de Estabilizacao de Kasparov e o Teorema de Brown-Green-Rieffel.

No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos e resultados basicos da teoria das C*-
algebras, objetivando a construcao de representagoes para C*-algebras, a saber, a construgao
de Gelfand-Naimark-Segal.

No segundo capitulo, introduzimos os conceitos de modulos de Hilbert, que sao uma
generalizacao dos espacos de Hilbert, onde o corpo dos escalares ¢ substituido por uma C*-
algebra, e apresentamos algumas das suas propriedades bésicas que serao necessarias para o
nosso estudo da equivaléncia de Morita no capitulo 3. Ainda nesse capitulo, introduzimos
a construcao de representacoes induzidas de uma C*-algebra em outra e provamos alguns

resultados da teoria dos espacos tensoriais que utilizaremos no decorrer do nosso trabalho.

No terceiro capitulo, apresentamos os conceitos de bimodulos de imprimitividade e algu-
mas das suas propriedades bésicas que serao importantes para definirmos a equivaléncia de
Morita e para mostrarmos que a equivaléncia de Morita é uma relacao de equivaléncia na

classe das C*-algebras.

No quarto e dltimo capitulo, definimos o que sao os modulos gerados enumeravelmente
e demonstramos os dois principais resultados dessa dissertacao, a saber, o Teorema de Esta-

bilizacao de Kasparov e o Teorema de Brown-Green-Rieffel.



Capitulo 1

Preliminares

Iniciamos esse capitulo apresentando alguns conceitos e resultados da teoria de C*-
algebras, que serdo necessarios para a construgao de representagoes para C*-algebras, e
introduzimos algumas das propriedades basicas das representacoes. Ainda neste capitulo,
provamos algumas propriedades da algebra dos operadores compactos sobre um espago de
Hilbert.

1.1 Elementos da teoria de C*-algebras

O objetivo desta secao é apresentar alguns resultados basicos da teoria das C*-algebras

que eventualmente utilizaremos nesta dissertacao.

Definicao 1.1 Uma dlgebra sobre o corpo dos numeros complexos é um espago vetorial
complezo A no qual estd definida uma aplicagao bilinear -: Ax A — A dada por (a,b) — a.b

tal que, para quaisquer a,b,c € A, wvale
a.(b.c) = (a.b).c, a.(b+c)=ab+a.c, (b+c).a=ba+c.a.
Tal aplicagcao serd denominada multiplicacao ou produto na dlgebra A.
Se B é um subespaco vetorial da algebra A tal que b.b' € B, para quaisquer b, b’ € B,

onde a multiplicacao em B é a multiplicacdo em A restrita a B, entao B é chamado sub-

algebra da algebra A.

Definicao 1.2 Dizemos que uma dlgebra A é comutativa se, para quaisquer a,b € A, vale
a.b = b.a, e dizemos que A é wunital ou com unidade quando existe um elemento 14 € A

tal que 15.a = a.14 = a, para todo a € A.



Definicao 1.3 Seja A uma dlgebra sobre o corpo dos complexos. Se A possui uma norma
sub-multiplicativa, isto €, uma norma || . || tal que ||a.b|| < ||a|| . ||b]|, para quaisquer a,b € A,
entao A € chamada dlgebra normada, e se A for completa com essa norma, dizemos que

A € uma dlgebra de Banach.

Defini¢ao 1.4 Uma dlgebra de Banach A que possui um elemento 14 tal que |[14]] = 1 e

lg.a =a.l4 = a, para todo a € A, é denominada dlgebra de Banach com unidade.

Uma sub-algebra fechada de uma &algebra de Banach é chamada sub-algebra de

Banach.

Definicao 1.5 Uma involugao em uma dlgebra A € uma aplicagio * : A — A dada por

a +— a* tal que, para quaisquer a,b € A, A € C, vale:
(1) (a+b)*=a*+0b%

(i) (a*)" = a;

(iii) (Ma)* = X\.a*;

() (a.b)* = b*.a*.

Uma dlgebra A é dita uma *-dlgebra quando A possui uma involucao. Se B € uma
sub-dlgebra auto-adjunta da *-dlgebra A, ou seja, se para cada b € B tem-se b* € B, entao

B ¢é chamada *-sub-dlgebra da *-dlgebra A.

Definicao 1.6 Seja A uma dlgebra de Banach munida de uma involucao. Dizemos que
A € uma *-dlgebra de Banach quando ||a*|| = |la||, para todo a € A. Se, além disso,
la*.a| = ||la||®, para todo a € A, dizemos que A é uma C*-dlgebra. Se B é uma *-sub-

dlgebra da C*-dlgebra A, dizemos que B é uma C*-sub-dlgebra da C*-dlgebra A.

Definigao 1.7 Uma C*-dlgebra A que possui uma unidade 1, € chamada C*-dlgebra uni-

tal ou C*-dlgebra com unidade.

Definigao 1.8 Sejam A e B duas *-dlgebras e seja ¢ : A — B uma aplicagao linear.

Dizemos que ¢ é um *-homomorfismo quando, para quaisquer a,a’ € A, vale:
J b )

d(a.a") = ¢p(a).d(a') e ¢(a*) = d(a)".

Quando A e B possuem unidades 14 e lg, respectivamente, e ¢(14) = 1p, dizemos

que ¢ preserva a unidade.



Seja A uma *-algebra de Banach que nao tem unidade. Considere o espaco vetorial
A= A®C={(a,\);a e A\ eC},
com as operagoes usuais de soma e produto por escalar, isto é, com as operagoes:
(@, \)+ (bypu) = (a+b, A+ pn) e k.(a,\) = (ka, k),

para todos a,b € A e A\, u, k € C. Defina, para quaisquer a,b € A e A\, u € C, as seguintes

operacoes em A':
(I) (a,N).(byp) = (a.b+ X\b+ p.a, A.p);
(1) (a, ) = (a*, \);
(I11) [[(a, I = llall + [A]
Afirmagao: O espaco vetorial A', com as operacoes (I), (IT) e (III) definidas acima, é

uma *-algebra de Banach cuja unidade ¢ (0,1).
De fato,

(1) Para quaisquer a,b,c € A e A\, u,7, € C, temos que:

((a, N).(b,p)).(c,y) = (a.b+ Xb+ pa, Ap).(c,y) =
=((a.b+AXb+ pa).c+ (Ap).c+v.(a.b+AXb+ p.a),(Ap)y) =
= ((a.b).c + (A\.b).c + (p.a).c + (A.pp).c + v.(a.b) + 7.(AD) + v.(p.a), (A.p).7y) =
= (a.(b.c+v.b+ p.c) + A(b.c+v.b+ p.c) + (p.y).a, A.(p.y)) =

= (a,A).(b.c +7.b + p.c, ) = (a, A).((b; p)-(e,7))-
Logo, a multiplicagao definida em (I) é associativa.

(2) Como || .|| e |.]| sdo normas em A e C, respectivamente, segue imediatamente que a
aplicacao definida em (I77) ¢ uma norma em A'. Além disso, para quaisquer a,b € A

e \,u € C, temos que:

(@ )b, ) = @b+ Ab + pra, Apt)| = llacb + A+ pal| + [A] <
< flabll + AL 16l + [al - lall + AT |l <
< Nlall- 18l + AT 0] 4 [pal - lall 1AL el = [iCa, M- 1B )]

Segue dai que a aplica¢ao definida em (/11) é uma norma sub-multiplicativa.



(3) Como as *-algebras A e C sdo completas com respeito as normas || . || e | . |, respectiva-
mente, entdo a dlgebra A! também é completa com respeito a norma ||(., .)|| definida
em (III).

De (1), (2) e (3) segue que A' é uma &lgebra de Banach. Nosso proximo passo serd

mostrar que A' possui uma involucao.

(4) A operagao definida em (I7) satisfaz trivialmente as condigoes (i), (i) e (ii7) da defi-

nigdo 1.5. Vamos mostrar que a mesma também satisfaz a condigao (iv).

De fato, para quaisquer a,b € A e A\, u € C, temos que:

((a, A).(b, 1))* = (a.b 4+ A\b 4 pra, \p)* = ((a.b+ X\b + p.a)*, A\p) =
= (b*.a* + \b* +m.a*, \) = (b*,70).(a*, ) = (b, u)*.(a, \)*.

Para provar que A' ¢ uma *-dlgebra de Banach, resta mostrar que ||(a, \)*|| = ||(a, N,

para todos a € Ae X € C.

(5) Dados a € A e X € C, temos que:

@ X = [l @ %) = lla* ]+ [X] = flall + 1A = @, W]

(@, \)-(0,1) = (0,1).(a, \) = (a, \).

De (1) — (5), concluimos que A' é *-algebra de Banach cuja unidade é (0,1).

Note agora que A é uma *-sub-algebra fechada e um ideal de A', onde os elementos a € A
sao identificados por (a,0) € A'.

Se A é uma C*-algebra, temos que:
+ AP

(@, X).(a, N)|| = ||(a*.a + Xa+ Xa*, AN)|| = |la*.a + Xa+ Aa*

1@, )I” = (llall + IA)* = llall” + 2. flall - |AL+ [A]

nao sao necessariamente iguais. Nesse caso, A' ndo é uma C*-algebra com a norma definida
em (I11). Assim, para que A' seja uma C*-algebra, devemos definir uma norma que satisfaga

a condigao da defini¢ao 1.6, e essa nova norma é dada no nosso préximo resultado.



Proposicao 1.1 Seja A uma C*-dlgebra. Em A', defina
(@, iy = sup{[la.x + Azl ;2 € A, [lof <1}
Entao, A' é uma C*-dlgebra, onde A é um ideal de A e || .||, estende | .| .

Demonstracao:

(i) Da afirmacao anterior, temos que a multiplicacao definida para o espago vetorial A' é

associativa.

(44) Como || . || € uma norma em A, temos que || . ||, é uma norma em A'. Além disso, como
a algebra A é completa com respeito a norma || . ||, entdo a algebra A' é completa com
respeito a norma || . ||,. Vamos mostrar que || . ||; ¢ uma norma sub-multiplicativa.

Para quaisquer a,b € A e A\, u € C, temos que:

1@, A)-(b, )l = (@b +Ab+ pa, Ap)ll; =
=sup{||(a.b+ Ao+ p.a)x + (Ap).z||;z € A |z|| <1} =
= sup{||(a.b).x + (A\.b).x + (p.a).x + (A.p).z||;z € A, ||z| <1} <

< sup{fla.w + Az|;z € A llaf| <1} sup {{lb.x + pxfl ;2 € A, flz] <1} =

= [ICa, My - 1(b; )l -
(73i) Como ||a*|| = ||a||, para todo a € A, temos que H(a"‘,X)H1 = ||(a, V)||;, para quaisquer
ac A NeC.
De (i), (i1) e (i11), segue que A' é uma *-algebra de Banach. Resta mostrar que A' é
uma C*-algebra e que || . ||; estende || . ||.
(I) Como A' é uma *-élgebra de Banach, temos que ||(a, A)-(a*, N, < ll(a, A3

Por outro lado, se ||z|| < 1, entao:

la.z + Xz||> = ||[(a.x + N\2)* (a.x + \x)|| = |(z*.a* + Xa*).(a.x + A\x)|| =
z*[(a*.a + Aa* + Xa).x + AXAa]|| < [[(a*.a+ Xa* + Xa)r + Azl

Tomando o supremo com = € A e ||z|| < 1 em ambos os lados da desigualdade acima,

obtemos:
(a, V1T < ||, A).(a*, V)],

Logo,



(@, MIIT = [[(a, 2)-(a*, V)|, -
Portanto, A! é uma C*-algebra.
(II) Dado a € A, temos que:

(@, 0117 = ll(a, 0)-(a*, 0)], = ll(a.a”, 0)[}, =
= sup{[|(a.a").z]| ;2 € A, ||z <1} < [[a.a”]| = [la]*.

Dat, [|(a,0)[, < llall, para todo a € A,

Por outro lado,
« 2
1(a, 0)ll; = sup{lla.z|;z € A, [lz]| <1} = [la.a”/ [|al[| = llal|” / [a]l = llal|.

Logo, ||(a,0)]|, > ||a||, para todo a € A.

Portanto, [|(a,0)||, = ||a||, para todo a € A, o que conclui a prova.
U

Proposig¢ao 1.2 Sejam A e B duas *-dlgebras e seja ¢ : A — B um *~homomorfismo.
Entao, existe uma tinica extensdo ¢ : A — Bl de ¢ que é um *-~homomorfismo e preserva

a unidade.

Demonstracao:

Como ¢ é um *-homomorfismo, a aplicacao ¢; : A* — B! definida por

¢1(a, A) = (¢(a), A)

¢ um *~homomorfismo.
De fato, dados (a, \), (a’,\') € Al e k, k' € C, temos que:
(i) ér(k(a, ) + K (d, X)) = d1(k.a + K.a' kX + K N) = (¢(k.a + K.a), kA + K.N) =
= (k.¢(a) + K.¢(a'), kA + K N) = (k.p(a), k\) + (K.p(a'), k' N) =
= k.(¢(a), A) + K'.(o(d), ) = k.¢1(a, A) + K .d1(a’, X).

Dai, ¢, ¢ linear.

(i1) ¢1((a, N).(a', X)) = ¢1(a.a’ + Aa' + N.a, A\ XN) = (¢(a.a' + Xd' + N.a), \N) =
= (0(a).0(a) + A-0(d') + N.¢(a), A X) = (¢(a), A).(6(a'), X) = ¢1(a, A).¢1(a, X).

(iii) é1((a,N)") = é(a’, %) = ($(a*), }) = (6(a)*, X) = (#(a), A)* = [n(a, N)]".



(iv) (bl(Ov 1) = <¢<0)> 1) = <07 1)'

De (i) — (iv), temos que ¢; é um *-homomorfismo que preserva unidade e estende ¢, visto
que ¢1(a,0) = (¢(a),0), para todo a € A. Resta mostrar a unicidade.

Seja 1 outra extensao de ¢ que satisfaz as mesmas propriedades de ¢, entao:

w(av )‘) - w(aa O) + 1/J<07 )‘) = ((b(a), 0) + )‘Qb(oa 1) = (¢(a)7 0) + )‘(07 1) =
= (Qs(a)’ O) + (Ov )‘) = (¢(a)’ )‘> = Cbl(a’ )‘)7

para todo (a,\) € AL.
Logo, ¥ = ¢1.

g

Definicao 1.9 Seja A uma dlgebra com unidade 14. Um elemento a € A € dito invertivel
quando existe um elemento b € A tal que a.b =b.a = 14.

Se a € A € invertivel, entao existe um unico elemento b € A tal que a.b = b.a = 14.
Nesse caso, denotaremos b = a=!

A serd denotado por G(A).

e o conjunto dos elementos invertiveis da dlgebra

Observagao 1.1 Se A ¢ uma dlgebra com unidade 14, entao G(A) é um grupo com a

operacao de multiplicagcdo da dlgebra A .
De fato,

(1) Dados a,b € G(A), temos que a.b € G(A) e pela unicidade do elemento inverso, segue

que (a.b)™t =b"ta™t, pois
(a.b).(a.b) ™ =14 =b"".a  a.b.

Assim, para quaisquer a,b,c € G(A), obtemos (a.b).c = a.(b.c), pois G(A) C A e a

multiplicacao em A é associativa.

(2) O elemento neutro de G(A) é 14, pois 14.14 = 14, isto é, 14, € G(A) e
la.a =a.ly =a, paratodo a € G(A).

(3) Dado a € G(A), existe a™! € A tal que a.a™! =a ta=14.

Dai, a~! € G(A).

De (1), (2) e (3) segue o resultado desejado.



Definicao 1.10 O conjunto o(a) = {\ € C; (A\.14 — a) nao € invertivel} é chamado es-
pectro do elemento a € A e o conjunto p(a) = {\ € C; (A\.14 — a) € invertivel} é chamado

resolvente do elemento a € A.

Exemplo 1.1 Se A = C(X), onde X € um espago topoldgico compacto de Hausdorff, e
f e A, entio o(f) = f(X).

De fato,

(A\.1a — f) ndo ¢é invertivel < existe z € X tal que (A\.14 — f)(z) =0 <
< A — f(x) =0, para algum z € X < f(x) = A, para algum = € X.

Definigao 1.11 Seja A uma dlgebra de Banach. Um funcional linear nao-nulo ¢ : A — C
¢ dito um caracter sobre a dlgebra de Banach A quando ¢(a.b) = ¢(a).¢(b), para
quaisquer a,b € A. Ou seja, um caracter sobre a dlgebra de Banach A é um homomorfismo
nao-nulo de A em C e o conjunto dos caracteres sobre a dlgebra de Banach A serd

denotado por A e denominado espectro da dlgebra de Banach A.

Proposigao 1.3 Seja A uma dlgebra de Banach. Se ¢ : A — C é um caracter sobre a

dalgebra A, entao
16]] := sup{|¢(a)|; a € A, [laf| <1} < 1.

Em particular, se A possui unidade 14, entao ||¢|| = 1, visto que ¢(14) = 1.

Demonstracao:

Suponhamos, por contradigao, que ||¢|| > 1. Entao, existe a € A com ||a|| < 1 tal que
[¢(a)] > 1.

Tomando o’ = a/¢(a), obtemos ||a'|| < 1 e ¢(a’) = 1. Como ||| < 1, temos que Z(a’)”

n=1

o
converge, digamos Z(a')" =a" € A. Dali,

n=1

[e.e] o0

a//.a/ + a/ _ Z(a/)n + a/ _ Z(a/>n _ a//'

n=2 n=1

Aplicando ¢ na igualdade acima, obtemos:

¢(a”).¢(a) + ¢(a’) = ¢(a”) = ¢(a”) + 1 = ¢(a"),

o que é um absurdo. Logo, ||¢|| < 1.

Por outro lado, se A tem unidade 1,4, entao:

O(1a) = ¢(1a.1a) = ¢(1a).0(14) = d(14)*.

10



Dai, ¢(14) =0 ou ¢(14) = 1.
Se ¢(14) = 0, entao:

o(a) = ¢(a.1a) = é(a).¢0(14) =0, paratodo a € A,

donde segue que ¢ = 0, o que é um absurdo, pela definicao de caracter.

Portanto, ¢(14) = 1 e temos ||¢| = 1.

g

Observagao 1.2 Como consequéncia da proposicao anterior temos que: se A € uma dlgebra

de Banach e ¢ : A — C € um caracter sobre a dlgebra A, entao, para todo a € A, vale:
|¢(a)] < lall.

Definigao 1.12 Seja A uma *-dlgebra com unidade 14. Dizemos que um elemento a € A

é:
(1) auto-adjunto ou hermitiano, quando a = a*;
(17) mormal, quando a.a* = a*.q;

(i11) uma projecdo, quando a = a* = a?;

(v) wnitdrio, quando a.a* = a*.a = 14.

Definigao 1.13 Seja A uma C*-dlgebra. Dizemos que um elemento a € A € positivo
quando existe b € A tal que a = b*b. Nesse caso, o denotamos por a > 0 e o conjunto
de todos elementos positivos de A serd denotado por At. Além disso, se a,b € A e

a—0be A", dizemos que a > b ou b < a.

Proposigao 1.4 Sejam A uma C*-dlgebra, a € A e ¢ : A — C um caracter sobre A. Entao:
(i) Se a € auto-adjunto, entio ¢(a) € R.
(ii) ¢(a”) = ¢(a).

Demonstracao:

Vamos supor que A possui unidade. Do contrario, tomamos A' e em seguida restringimos
as propriedades de A' a A, pois na prova da afirmacao anterior, vimos que A é uma *-sub-
algebra fechada e também é um ideal de A!, onde os elementos a € A sao identificados por
(a,0) € AL

11



(1) Sendo a € A um elemento auto-adjunto e t € R, pela observagao 1.2, temos que:
|p(a + it.lA)]2 < |la+ it.lAH2 = |[(a+it.14)" (a+it.14)] =

= [[(a —it.14).(a +it.14)|| = ||a® + 2. 14| < [la])* + ¢*.

Assim,

p(a+it1a)]* < [lal® + 2% (1)
Por outro lado, se ¢(a) = a+ i3, onde o, f € R, entao:

|o(a+it.14))° = |p(a) +it] = |a+i(8+1) =+ B+ 268t + 2. (1)
De (I) e (IT), segue que
o® + 32 + 26 < |||,

para todo t € R.
Logo, 8 = 0 e portanto, ¢(a) = a € R.

(17) Considere agora um elemento a € A. Se a é auto adjunto, de (i) segue a veracidade

do item (i7). Em caso contrario, note que podemos decompor a da seguinte forma:

a—l—a*+.a—a* b i
a= i = 1.c
2 2i ’
a+a* a—a* )
onde b = 5 ec= 5 sao auto-adjuntos.
1

Logo, pelo item (i), temos que ¢(b) e ¢(c) € R.

Portanto,

Defini¢ao 1.14 Seja A uma *-dlgebra. Dizemos que um funcional linear ¢ : A — C €
positivo quando ¢(a) > 0 para todo elemento positivo a € A.
Set:A— C éum funcional positivo com ||T|| = 1, dizemos que T é um estado sobre
a *-dlgebra A. Denotamos o conjunto dos estados sobre a *-dlgebra A por S(A).
Além disso, dizemos que T € um estado puro sobre a *-dlgebra A quando, para
qualquer funcional positivo p, onde T—p € positivo, existet € [0,1] tal que p = tT. Denotamos

o conjunto dos estados puros sobre a *-dlgebra A por PS(A).

Proposicao 1.5 Se ¢ : A — C € um funcional linear positivo, entio ¢(a*) = ¢(a), para
todo a € A.

12



Demonstracao:

(1) Se a € A é auto-adjunto, isto é, a = a*, entdo a = ay —a_, com ay,a_ > 0, (ver, por
exemplo, [Mur|, pag. 45). Assim, como ¢ é um funcional positivo, temos ¢(ay) > 0 e
¢(a_) > 0. Portanto,

¢(a) = ¢(as) — Pla-) € R.

a+a* .a—a*
e c=1.—— Sao
2 21
auto-adjuntos, e a prova segue como no item (ii) da proposigao 1.4.

(17) Se a € A nao é auto-adjunto, entdo a = b + ic, onde b =

g

Definigao 1.15 Seja A uma *-dlgebra de Banach. Uma aproximacao da unidade da
*-dlgebra de Banach A, também chamada aproximacao da identidade da *-dlgebra
de Banach A, é uma rede crescente (py)rea de elementos positivos de A, com ||uy| < 1,
tal que para todo a € A vale

a= h{ﬂ Q. fby-
Observacao 1.3 Fquivalentemente, podemos exigir que a = liin 1x-a, para todo a € A.
De fato, se ||a — a.uy|| — 0, para todo a € A, temos que:
la = prall* = [[(a = pra).(a — pra)|| = [la.a” = pr.a.a” = a.a”puy + pya.a™ | <
< fla.a” — a.a’ps ]l + sl laa” — aa” iz = 0.
Observacio 1.4 E possivel mostrar que:

(1) Um elemento a € A € positivo se, e somente se, o(a) C [0,00); e se a,b € A sdo
auto-adjuntos com a < b, entao c*.a.c < c*.b.c, para todo ¢ € A. (Ver, por exemplo,
[Mur]; Teoremas 2.1.8, 2.2.4, 2.2.5).

(2) Vale a sequinte desigualdade: b*.a*.a.b < ||a||® .b*.b, para quaisquer a,b € A.

De fato, suponha que A nao tem uma unidade. Note que, como o(a) € por defini¢ao o
espectro em A = A®C, a positividade é determinada em A'. Como Ha||2 d1—a*.a>0
em A', onde 1 ¢ a unidade de A", por (1) temos que b*.(||al|* .1 — a*.a).b > 0 em A!

e portanto, também em A. Daf,

0 <b*.(|all* .1 —a*.a).b=|a|*.b".b—b*.a*.a.b.
(3) Toda C*-dlgebra possui uma aproximag¢ao da unidade. (Ver [Mur|, Teorema 3.1.1).
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Lema 1.1 Seja ¢ : A — C um funcional linear positivo sobre a C*-dlgebra A. Entdo, para

quaisquer a,b € A, temos que:
[B(b".a)* < ¢(b™.b).6(a".a).

Demonstracao:

Fixe a,b € A. Entdo, para qualquer A € C,
0 < d((M\a+0b).(\a+0b))=d((Ma*+b*).(Aa+b) =
= \?.¢(a".a) + X.g(a*.b) + N.o(b*.a) + p(b*.b). (¥)
Como |A]*.¢(a*.a) + ¢(b*.b) € R, temos
im(X.¢(a*.b) + X.o(b*.a)) = 0,

para todo A € C, onde im(z) representa a parte imaginaria de um nimero complexo z.

Tomando A =1 e A = i, obtemos:
im(o(a®.b) + ¢(b".a)) = 0= im(p(a”.b)) = —im(¢p(b*.a))

im(—i.gp(a™.b) +i.9(b".a)) = 0 = im(i.¢p(a™.b)) = im(i.p(b".a)).
Segue dai que as partes real e imaginaria de ¢(a*.b) e ¢(b*.a) sdo iguais.

Logo, fazendo A = z.¢(b*.a), para z € R, e substituindo em (x), obtemos:

0 < 22 |p(b*.a)|” . ¢(a*.a) + . |p(a*.b)|* + z.|p(b*.a)|* + ¢(b*.b) =
=22 |p(b*.a))* .4(a*.a) + 2z. |p(b*.a)|* + o(b*.b).
Temos dai que

0 < 22 |o(b".a)|” . d(a*.a) + 2z. |p(b*.a)|> + ¢(b*.b).

Assim, no lado direito da desigualdade acima, temos uma func¢ao quadrética na variavel

x que é sempre nao-negativa. Portanto,

41(b*.a)|* — 4|p(b*.a)* .¢(a*.a).¢(b".b) < 0.

Logo,
6(5".0)* < 6(b".b).6(a" a).
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Observagao 1.5 Se 7 € um funcional linear positivo sobre a C*-dlgebra A e
N; :={a € A;7(a*.a) = 0},
entao, pelo lema 1.1, temos que 7(b*.a) =0 para a € N; oub € N,.

Lema 1.2 Suponha que A é uma C*-dlgebra que nao tem unidade e seja p € S(A). Entao,

(a) Se {ei},c;, onde I € um conjunto dirigido, ¢ uma aprozimagdo da identidade para A,

temos que p(e;) — 1 € R.

(b) A formula 7(a + X\.1) = p(a) + X define um estado sobre a C*-dlgebra A', onde 1 é a
unidade de A'.

Demonstracao:

(a) Como uma aproximagao da identidade da C*-algebra A é uma rede crescente e p é um
funcional positivo, entao {p(e;)},c; ¢ uma rede crescente de niimeros reais positivos

limitados por 1. Assim, {p(e;)}, converge para algum L € R, com L < 1.
Por outro lado, temos que:

2 = () (el el el < (e el

G Gy =

(e .e)? =

3 T

e;.

Logo, pelo lema 1.1, para todo a € A, obtemos:

plei-a)l” < plef.ei).pla”.a) = plef)-pla”.a) < p(e;). lal* < L. [la]*.

Como ||p|| = 1, obtemos L > 1. Portanto, temos que L = 1 e provamos (a).

(b) Pela prova de (a), temos que:
lp(er.a)l” < plef.ei).pla”.a) = |p(a)]* < pla.a),
para todo a € A. Assim, pela proposicao 1.5, temos que:
T(A1a+a) Ala+a) =7(A\° 14+ Xa—+ Aa* +a*.a) =

= A+ p(ha+ Aa* +a*.a) = A\ + Xpa) + Ap(a®) + pla*.a) =

= [A” + X.p(a) + Xp(a) + pla*.a) = |A* + 2Re(\.p(a)) + p(a*.a) >
> A =27l [p(@)] + [p(a)* = (Al = |p(a)])* > 0,

donde segue que
T(A1g+a)".(A1g+a)) >0,

para quaisquer a € A, XA € C.
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Logo, T é positivo e tem norma ||7|| = 1, pois 7(1) = 1, ou seja, 7 é um estado.

Introduzimos agora alguns conceitos que serao necessarios nos proximos capitulos.

Definigao 1.16 Um ideal I de uma C*-dlgebra A é chamado um ideal essencial quando

tem intersecao distinta de {0} com cada ideal nao nulo de A.
Alternativamente, podemos utilizar a seguinte equivaléncia.
Lema 1.3 Um ideal I de uma C*-dlgebra A € essencial se, e somente se, al = {0} = a = 0.

Demonstracao:

Para a prova, utilizaremos os seguintes resultados:

(1) Se I e J séo ideais da C*-algebra A, entdo J NI = J.I.

De fato, como I e J sao ideais, entao a inclusao J.I C J NI é o6bvia. Por outro
lado, utilizando uma aproximacao da unidade do ideal I, podemos aproximar qualquer
elemento de J N I por elementos de J.I. Logo, temos J NI C J.I, e portanto, segue a
validade de (i).

(17) Dado a € A, considere o ideal
J, = AaA :=span{dab;a’,b € A} .
Note que J,.I = {0} < al = {0} . Assim, pelo item (i), temos que

J.N 1T ={0} < al ={0}.

Suponhamos agora que I é um ideal essencial. Seja a € A.

Por (ii), se al = {0}, temos que J, NI = {0} . Como I é essencial, entao J, = {0}, e
portanto, temos a = 0.

Reciprocamente, vamos supor que al = {0} = a = 0.

Se J ¢ um ideal nao nulo e a € J — {0}, por (ii) temos
a#0=al #{0} = J,NI#{0}=JNI#{0},

pois J, C J.

Logo, I é um ideal essencial.
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Exemplo 1.2 Seja A=Cy(X) e seja U um aberto de um espago topoldgico de Hausdorff

localmente compacto X. Entao, o ideal
I={feA; f(x)=0, para todo x ¢ U}
€ essencial se, e somente se, U € denso em X.

De fato, é facil de verificar que I é um ideal em A .

Suponhamos que U é denso em X. Seja g € A tal que gI = {0} . Entao,

g(x).f(x) =0,

para todo f € I e todo z € X.

Logo, g(x) = 0, para todo = € U. Como g é uma funcao continua e U é denso em X,
segue que g(x) = 0, para todo x € X, ou seja, g = 0.

Assim, pelo lema 1.3, segue que I é um ideal essencial.

Suponhamos agora que I é um ideal essencial e vamos mostrar que U é denso em X.

Suponhamos, por contradi¢cdao, que esse nao é o caso, isto é, que existe um elemento
xo € X e um numero real €y > 0 tais que a intersegdo B(xo, €y) N U seja vazia.

Seja g € A, ndo identicamente nula, tal que g(x) = 0 para = ¢ B(xo, €).

Dada f € I, temos que g(z).f(x) = 0, para todo = € X.

Dai, gI = {0} com g # 0.

Logo, pelo lema 1.3, temos que I nao é essencial, o que é um absurdo.

Portanto, U é denso em X.

Defini¢ao 1.17 Uma unitizagao de uma C*-dlgebra A, é um par (B, i), onde B é uma
C*-dlgebra com unidade e i : A — B é um homomorfismo injetivo tal que i(A) € um ideal

essencial de B.

Observagao 1.6 Se a C*-dlgebra A jd possui unidade 14, entdo a unica unitizagio de A é

(A1), onde i: A — A € a aplicagdo identidade.
De fato, se existir uma C*-algebra B tal que A é um ideal de B e existir b € B— A entao
blae A, b—0b1,u#0,

com (b—0.14)A =0.

Logo, pelo lema 1.3, segue que A nao é essencial.
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1.2 Representacoes de C*-algebras

Nessa sec¢ao, apresentamos o conceito de representacao de uma C*-algebra e algumas das
suas propriedades bésicas. Ainda nessa se¢ao, mostramos a construcao de Gelfand-Naimark-
Segal e provamos o teorema de Gelfand-Naimark-Segal, que afirma que toda C*-algebra
possui uma representacao fiel, ou seja, afirma que toda C*-algebra ¢é isomorfa a uma C*-

sub-algebra de B(H), para algum espago de Hilbert H. (Para mais detalhes, ver [Mur]).

Defini¢ao 1.18 Uma representacdo de uma C*-dlgebra A é um par (H,¢), onde H é
um espago de Hilbert e ¢ : A — B(H) é um *~homomorfismo. Quando ¢ € injetiva, isto €,

¢(a) = 0= a=0, dizemos que a representacao (H,®) é fiel.

Se (Hy, ¢a)rea € uma familia de representagoes da C*-dlgebra A, entdo podemos obter
uma representacao (H,¢) de A, denominada soma direta da familia (H), ¢»)en, definida

por:
H = @yealy e ¢(a)((wa)ren) == (dr(a)(2r))re

para quaisquer a € A e (x))xen € H.

Definigao 1.19 Sejam H um espago de Hilbert, S um subconjunto de H e V. C B(H) um
conjunto de operadores lineares limitados de H. Denotamos por VS o conjunto das com-
binagoes lineares dos elementos do conjunto {T(x); T € V e x € S} e por [VS] o fecho

do conjunto VS, ou seja,
VS :=span{T(x); T €V ex e S},
VS] :=span{T(z); T€V ex € S}.
Quando [V H| = H, dizemos que V age nao-degeneradamente em H.

Defini¢ao 1.20 Uma representacao (H,p) de uma C*-dlgebra A € dita nao-degenerada
quando a C*-subdlgebra ¢(A) de B(H) age nao-degeneradamente em H, isto €, quando
[(0(A)H] = H.

Em particular, temos que a soma direta de representacoes nao-degeneradas também é

nao-degenerada.

Observagao 1.7 Se A é uma C*-dlgebra que atua nao-degeneradamente sobre H e (uy)aen

¢ uma aproximagao da unidade para A, entao (uy)rep converge fortemente para a identidade

de H.
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De fato, temos que mostrar que li;\n ux(z) = z, para todo = € H.

Note que, se z = a(y), para algum a € A e algum y € H, entao
li/{n uy(x) = liin ura(y) = a(y) =z,

pois (uy)xea € uma aproximacao da unidade para A. Dai, tomando = € H como combinagoes

lineares de elementos da forma a(y), para a € A e y € H, temos que:
1i/1\n uy(z) = x.

Logo, lif\nu)\(x) = z, para todo x € AH = span{a(h); a € A, h € H}. Como A atua
nao-degeneradamente sobre H, temos que [AH| = H. Portanto, li/r\n ux(x) = z, para todo

x € H, como queriamos demonstrar.

Observacao 1.8 Lembremos que se H ¢ um espag¢o com produto interno, entdo existe um
tunico produto interno sobre o espaco de Hilbert ?[, onde H ¢ o completamento de H, esten-

dendo o produto interno de H.

Nosso proximo passo ¢ mostrar que, a cada funcional linear positivo sobre uma C*-
algebra, existe uma representagao da C*-algebra associada.
Para isso, seja 7 : A — C um funcional positivo sobre uma C*-algebra A. Considere o
conjunto
N, :={a€ A;7(a*.a) =0}.
Afirmacao 1: N, é um ideal fechado & esquerda de A.

De fato,

(1) Dadosa € N, eb € A temos que 7(a*.a) = 0 e (b.a)*.(b.a) > 0; esta desigualdade segue
do fato que, em uma C*-algebra A, a*.a > 0, para todo a € A. (Ver, por exemplo,
[Mur]; teorema 2.2.4). Como a*.b*.b.a < ||b*.b]| .a*.a = ||b||” .a*.a, pela observacio 1.4,

e 7 é um funcional linear positivo, temos que:
0 < 7((b.a)*.(b.a)) = 7(a*.b*.b.a) < ||b]|* .7(a*.a) = 0 = 7((b.a)*.(b.a)) = 0.
Dai, b.a € N;,.
(77) Dados a,b € N,, vamos mostrar que a + b € N,.
Por hipotese, temos que 7(a*.a) = 0 = 7(b*.b) e pela observacao 1.5,
7(a*.a) =0 = 7(b.a) =0,
para todo b € A. Logo,
7((a+b)".(a+b)) =71(a".a)+ 7(a".b) + 7(b".a) + 7(b".b) = 0.
Donde, a + b € N-.
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(1ii) Se (a,)s2, é uma sequéncia em N, tal que a,, — a, entao:
T(al.a,) — 7(a*.a).
Como 7(a}.a,) = 0, para todo n € N, entéo 7(a*.a) = 0 e portanto, a € N;.

De (2) — (iii), temos a veracidade da afirmagao 1.

Afirmagao 2: A aplica¢ao <., . >: A/N, x A/N, — C definida por:
<a+ N;yb+ N; >:=17(b".a),

onde a,b € A, é um produto interno em A/N.,.

Com efeito, dados a + N,,b+ N,,c+ N, € A/N, e A € C, temos que:
(1) <Xa+ N,),b+ N, >=< Xa+ N, b+ N, >=71(b*\.a) = A\7(b*.a) =
=A<a+ N, b+ N, >.
(2) < (a+N;)+(c+N;),b+N, >=< (a+¢)+N;, b+ N, >=7(b*.(a+c¢)) = 7(b*.a+b*.c) =

=71(b"a)+7(b".c)=<a+ N, b+ N, >+ <c+ N;,b+ N, >.

(3) <b+ N;,a+ N; >=71(a*.b) = 7((b*.a)*) = 7(b*.a) = < a+ N;, b+ N, >.
(4) Como 7 é um funcional linear positivo, temos que
<a+ N;,a+ N, >=71(a".a) >0
e,se <a+ N;,a+ N, >=71(a*.a) =0, entdo a € N,, ou seja, a + N, =0+ N,.

De (1) — (4) segue a afirmacao 2.
Denotamos por H, o completamento de A/N;.
Dado a € A, defina o operador ¢(a) € B(A/N,) por:

é(a)(b+ N;) = a.b+ N,.
Note que ¢(a) é linear e é limitado pois, para todo b+ N, € A/N,,
l6(a)(b+ N)|? = la.b + Ny || =< ab+ Ny,ab+ N, >= 7(b*.a*.a.b) <
< [la*.all 7(b*.b) = flall* . [|b+ N-||".

Donde segue que
[6(a) (b + No)[| < [lall - [[b+ N-||-

Logo, ¢(a) é limitado com ||¢(a)|| < |la|| e portanto, tem uma tdnica extensao a um

operador linear limitado ¢.(a) : H, — H.,.

Afirmacgao 3: A aplicagdo ¢, : A — B(H,) dada por a — ¢,(a) é um *-homomorfismo.
De fato, dados a,a’,b,c € A e XA € C, temos que:
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(i) p(Na+a)(b+ N;)=Na+a)b+ N, = A(ab+ N,)+ (a'.b+ N,) =

= X¢(a)(b+ N;) + ¢(a') (b + N;).

(i) ¢(a.d')(b+ N,) = a.db+ N, = p(a) (@b + N,) = ¢(a).o(a)(b+ N,).
(i) < d(a)(b+ N,),c+ N, >=< a.b+ Ny, c+ N, >=7(c*.a.b) = 7((a*.c)*.b) =
=<b+ N;,a".c+ N, >=<b+ N;,¢(a")(c+ N;) >
Donde ¢(a)* = ¢(a*).

De (i) — (#i1), segue que ¢ : A — B(A/N,), dada por a — ¢(a), ¢ um *-homomorfismo e
portanto, sua extensao ¢, : A — B(H,) também é um *-homomorfismo.
Da afirmacao 3, segue que (H,, ¢,) é uma representacao da C*-algebra A, chamada a

representacao de Gelfand-Naimark-Segal (GNS) associada a 7.

Defini¢ao 1.21 A representacio (H,¢) da C*-dlgebra A dada pela soma direta da familia
(H;, ¢r)res(a)y, onde

H = ®.esa)H, e ¢(a)((xT)TES(A)) = (¢T(a)(x7>)765(’4)’

para quaisquer a € A e (2;)res(a) € H, € chamada a representacao universal de A.

Agora temos condigbes de provar o resultado principal dessa segao.

Teorema 1.1 (Teorema de Gelfand-Naimark-Segal) Toda C*-dlgebra A possui uma

representagao fiel. Em particular, a representa¢ao universal da C*-dlgebra A € fiel.

Demonstracao:

Seja (H, ¢) a representacao universal de A e seja a € A tal que ¢(a) = 0. Vamos mostrar
que a = 0.

Sendo a*.a um elemento normal de A, existe um estado 7 sobre A tal que ||a*.a|| = T7(a*.q).

(Ver [Mur], Teorema 3.3.6). Desse modo, se b = (a*.a)'/*, entdo:
lal* = [la".a]| = 7(a*.a) = 7(6"). (1)

Como ¢(a) =0 e ¢(a)((x7)res(a)) = (¢-(a)(@:))res(a), temos que ¢-(a) = 0, para todo
7 € S(A) e portanto,

¢T(b4) = ¢,(a".a) = ¢-(a”).¢;(a) = 0.
Donde, ¢.(b) = 0.
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Assim, temos que:
0= [l6-(b) (b + N> = || + No|[* =< 8% + N, 0 + N, >=7((b%)".b%),
ou seja,
T((B*)*6%) =0.  (II)
Além disso, como (b*)* = (a*.a)* = a*.a = b*, entdo
(b%.6%)" = (0%)".(b")" = ((b°)")* = (b*)".
Logo, (b*)* =b%.  (III)
De (I),(IT) e (III), temos que:
lal* = 7(b") = 7((t)?) = 7((*)".b%) = 0.

Logo, a = 0.

Portanto, ¢ é injetiva e a representagao universal é fiel.

Apresentaremos agora alguns resultados que serao utilizados nos préximos capitulos.
Teorema 1.2 Seja a € A um elemento auto-adjunto da C*-dlgebra A. Entao,
a€ At & 71(a) >0,
para todo funcional linear positivo 7 : A — C.

Demonstracao:

(=) Se a € AT, entdo o resultado segue da propria defini¢ao de funcional linear positivo.

(<) Suponhamos que 7(a) > 0, para todo funcional linear positivo 7 : A — C.

Sejam (H, ¢) a representagao universal de A e z € H. Definindo a aplicacao 7: A — C
por

~(6) = (6(0)(@)] 2),

para todo b € A, temos que 7 é um funcional linear, pois ¢ é um homomorfismo e (. |.) é
o produto interno de H, que ¢é linear na primeira variavel. Segue também que 7 é positivo,

pois, dado ¢ € AT, existe b € A tal que ¢ = b*.b, assim

7(c) = (o(c)(x)| z) = (o(b".0)(x)| x) = (¢(b)(z)] P(b)(x)) = 0.
Logo, por hipétese, obtemos que 7(a) = (¢(a)(x)| z) > 0. (%)
Como a = a*, entao ¢(a)* = ¢(a*) = ¢(a), ou seja, ¢(a) é auto -adjunto.
Assim, como a desigualdade (x) vale para todo z € H, temos que ¢(a) é um operador
positivo sobre H.
Portanto, ¢(a) € ¢(A)", o que implica que a € AT, pois ¢ : A — ¢(A) é um *-

isomorfismo.
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Definicao 1.22 Seja (H, ¢) uma representagao de uma C*-dlgebra A. Dizemos que v € H

¢ um vetor ciclico para (H, ¢) quando
$(A)z = span {d(a)z; a € A}

¢ denso em H, isto ¢é, [p(A)x] = H. Se a representag¢io (H,¢) possui um vetor ciclico,

dizemos que (H, ) € uma representacao ciclica.

Teorema 1.3 Seja A uma C*-dlgebra e T € S(A). Entao existe um unico vetor x, € H, tal
que 7(a) = (a + N;| z;), para todo a € A. Além disso, x. € vetor ciclico e unitdrio para a
representagao GNS associada a T, denotada por (H,,¢,), e ¢.(a)(x;) = a + N,, para todo
acA

Reciprocamente, se h é um vetor ciclico e unitdrio para a representac¢io m: A — B(H,),
entio T : A — C definida por 7(a) = (m(a)h|h) é um estado sobre A e a aplica¢io a — m(a)h

induz um isomorfismo unitdrio U : H, — Hy tal que w(a) = Un,(a)U*, para todo a € A.

Demonstracao:

(1) Consideremos a aplicac¢ao py : A/N, — C definida por
po(a+ N;) =7(a).

Como 7 é um funcional linear positivo de norma igual a 1, temos que py é linear e
limitada. Assim, podemos estendé-la a um funcional linear limitado p : H, — C, onde H, é
o completamento de A/N, no produto interno definido na afirmagao 2. Assim, pelo teorema
de representacao de Riesz (ver, por exemplo, [Nar|, Teorema 1.9), existe um tunico vetor
x, € H, tal que

py) = (y | zr),

para todo y € H, e portanto, x, ¢ o tnico vetor de H, tal que 7(a) = (a + N, | x,).
(2) Para a segunda parte, considere a,b € A. Entao, usando o produto interno < ., . >

sobre A/N. definido na afirmagao 2, temos que:
<b+ N;, ¢, (a)(x;) >=< ¢,(a*)(b+ N;),z, >=<a’b+ N, x, >=

=7(a"b) =< b+ N,;,a+ N, >,

para todo b+ N, € A/N,. Assim, obtemos:
6r(@)w,) = a+ NV,
para todo a € A. Logo, ¢,(A)(x,) é denso em H,, pois A/N, é denso em H, e
0 (A) () = span {6 (a)(z-); a € A} = span {a+ Nys a € A} = A/N,.
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Portanto, o vetor x, é um vetor ciclico para a representacao (H,, ¢,) e, consequentemente,
¢, (A) atua nao-degeneradamente sobre H.,.

Resta mostrar que z, é unitario.

Para isso, vamos tomar uma aproximacao da unidade para A, digamos (uy)xea. Temos
que (¢r(uy))rea € uma aproximagao da unidade para ¢.(A) e portanto, converge para a
identidade de H,. Logo,

HxTH2 =< I;, T, >= li)r\n < Or(up)(zr), xr >= liinr(uA).
Segue agora do Teorema 3.3.3 de [Mur| que:
li/I\nT(u,\) = 7|l

Como ||7|| = 1, obtemos ||z.| = 1.

Para a reciproca, note que 7 : A — C definida por 7(a) = (w(a)h| h) ¢ um funcional
linear positivo de norma no maximo Al = 1.
De fato, que 7 é linear segue do fato de 7 ser linear. Agora, dado a > 0, existe um

elemento b € A tal que a = b*b. Assim, 7 é positivo com norma no méaximo igual a 1, pois:
7(a) = (m(b*0)h| h) = (w(b)h| w(b)h) >0 e

(@) = |(w(a)n| )| < |lm (@)l |2I* < llall - [|R]* = [la] -

Na verdade ||7]| = 1, pois se {e;},.; ¢ uma aproximacao da unidade para A, entao
ﬂ-(ei) - ]Hw' LOgO,

|(m(e)h| )| = [(h[h)] =1

e como |(m(e;)h| k)| < ||7]|, segue que 1 < ||7]|.

Note agora que:
N, ={a € A;7(a*a) = (r(a"a)h| h) = (w(a)h| 7(a)h) =0} = {a € A;7(a)h = 0}.
Assim, existe uma aplicagao linear bem definida Uy : A/N, — H, tal que
Uo(a + N;) = w(a)h.
Note ainda que U, é uma isometria. De fato,
(Uo(a + N,)|Up(b+ N;)) = (w(a)h|n(b)h) = (w(b*a)h| h) = 7(b*a) =< a+ N.,b+ N, > .

Logo, Uy pode ser estendido a uma isometria linear U do completamento H, de A/N.
sobre
span{m(a)h;a € A} = H,,
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pois h é ciclico. Portanto, U é isomorfismo unitério e, pelo célculo:
Upr(a)(b+ N;) =U(ab+ N,) = n(ab)h = 7(a)n(b)h = 7w(a)U(b+ N,),

temos que

Up-(a) =7(a)U = 7(a) = Up.(a)U™.

Para os proximos resultados, precisaremos das seguintes defini¢oes.

Definicao 1.23 Seja S um subespaco vetorial fechado de um espago de Hilbert H. Dizemos
que S ¢é invariante para um subconjunto A C B(H) quando S ¢é invariante para cada

operador em A, isto €, a(S) C S, para todo a € A.

Definicao 1.24 Uma C*-sub-dlgebra A de B(H) ¢é irredutivel sobre H se os tinicos sub-

espagos vetoriais fechados de H que sao invariantes por A sao {0} e o proprio H.

Teorema 1.4 Seja (H, ) uma representagao nao-degenerada de uma C*-dlgebra A. Entao,

(H,¢) é uma soma direta de representagoes ciclicas da C*-dlgebra A.

Demonstracao:
Para cada « € H, consideremos H, = [¢(A)(z)]. Uma aplica¢ao do lema de Zorn, mostra
que existe um conjunto maximal A de elementos nao-nulos de H tais que os espacos H,, para
)t

x € A, sdo dois a dois ortogonais. Assim, se y € (|J,cp Ha

<y, ¢(a”.b)(x) >= 0 =< ¢(a)(y), o(b)(z) >= 0,

para quaisquer x € A e a,b € A. Segue que H, e H, sao ortogonais para todo x € A e, sendo

, temos:

(H, ¢) uma representagao nao-degenerada, obtemos y € H,. Pela maximalidade de A, y =0
e portanto, H = @,cpH,.
Note que os espagos H, s@o invariantes por ¢(A) e a restrigdo ¢, : A — B(H,) definida
por
¢o(a) = ¢(a)|m,
é uma representagao de A que tem x como um vetor ciclico.

Portanto, (H, ¢) ¢ a soma direta das representagoes ciclicas (Hy, ¢z )zen.

i

Definicao 1.25 Duas representacoes (Hy, ¢1) e (Ha, ¢2) de uma C*-dlgebra A sao chama-
das unitaritamente equivalentes ou, simplesmente, equivalentes quando existe uma

aplicagao U : Hy — Hy que € unitdria, isto €, U satisfaz UU* = 1y,, U*U = 1g,, tal que

p2(a) = Upr(a)U",

para todo a € A.
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Teorema 1.5 Suponha que (Hy, ¢1) e (Ha, ¢2) sao duas representagoes de uma C*-dlgebra A

com vetores ciclicos x1 € xq, respectivamente. Entao, as sequintes condi¢oes sao equivalentes:
(1) Eziste uma aplicagao linear unitdria U : Hy — Hy tal que
xo =U(x1) e ¢a(a) =Ugpi(a)U",

para todo a € A,

(17) < ¢1(a)(x1), 1 >=< Pa(a)(xs), x2 >, para todo a € A.

Demonstracao:

(i) = (i)

Como zy = U(xy), ¢2(a) = U¢pi(a)U*, para qualquer elemento a € A e U satisfaz
UU* =1y, U*U = 1y, temos

< ¢2(a)(x2), To >=< ¢2(G)U($1), U(%l) >=< U*¢2(G)U<SC1>, €T >=
=< U Up1(a)UU(z1), 21 >=< dr(a)(z1), 21 >,

para todo a € A. Isso conclui (i) = (7).

(i1) = (1)

Defina a aplica¢ao Uy : ¢1(A)(z1) — Hs por

Uo(dr(a)(x1)) = p2(a)(x2).
Note que Uj ¢ linear e é uma isometria, pois ¢; e ¢ sao lineares e:
162(a) (22)|* =< da(a)(x2), d2(a)(x2) >=< po(a”a)(ws), 22 > .
Como < ¢y(a)(z1),z1 >=< ¢o(a)(z2), 2 >, para todo elemento a € A, temos que:
12(a) () I =< ¢1(a"a)(w1), 21 >=< ¢a(a)(z1), b1 (a)(w1) >= [ (a) ()|
Assim, sendo [¢1(A)(x1)] = Hy, podemos estender U, a uma isometria linear
U : H1 — H2

e, como U(H;) = [¢2(A)(x2)] = Ha, temos que a aplicagao linear U é unitaria.

Agora, dados a,b € A, segue que:

U.¢1((I).¢1(b)l‘1 = U.¢1(a.b)l‘1 = gbg(a.b)xg = ¢2(&).¢2(b)1’2 = ¢2(&).U.¢1(b)l’1,
donde
U.gr(a)(d1(b)z1) = pa(a).U(¢1 (b)),

para todo b € A.

Assim, temos que U.¢;(a) = ¢2(a).U, para todo a € A.

Portanto,
U.g1(a).U" = ¢2(a),

para qualquer elemento a € A.
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Além disso, como ¢o(a).U(x1) = U.¢1(a)(x1) = ¢o(a)(zs) implica que

$2(a)(U(z1) — x2) =0,
para todo a € A, e ¢ é nao-degenerada, segue que U(x;) = z.

g

Defini¢ao 1.26 Uma representacao (H, ¢) de uma C*-dlgebra A € irredutivel se a dlgebra
®(A) atua irredutivelmente sobre H, isto €, se os unicos subespagos fechados de H que sao

invariantes por ¢(A) sao o subespago nulo {0} e H.

Pelo teorema 1.5, temos que: se duas representacoes de uma C*-algebra sao equivalentes,

entao a irredutibilidade de uma implica na irredutibilidade da outra.

Teorema 1.6 Seja (H,¢) uma representagao nao-nula de uma C*-dlgebra A. Se (H,¢) é

wrredutivel, entao todo vetor nao-nulo de H € ciclico para essa representacao.

Demonstracao:

Seja x € H um vetor ndo-nulo de H. Note que o espago [¢(A)z] é invariante por ¢(A).
Como (H, ¢) é irredutivel, entdo [¢p(A)z] = {0} ou [p(A)x] = H. Agora, como ¢ é nao-nula,
existem y € H e a € A tais que ¢(a)y # 0.

Logo, [¢(A)y] = H e ¢ é ndo-degenerada. Portanto, o espago ¢(A)x nao é o espago nulo,

ou seja, [¢(A)x] = H e temos que z é vetor ciclico para (H, ¢).

1.3 A Algebra dos operadores compactos

Nesta secao, introduzimos o conceito de um operador linear compacto sobre um espago

de Hilbert e apresentamos alguns resultados basicos sobre esses operadores.

Defini¢ao 1.27 Seja H um espaco de Hilbert com o produto interno (. |.). Um operador

linear limitado T : H — H € dito compacto quando o conjunto
T(Hy) :={T(h); h € Hi}
¢ um subconjunto relativamente compacto de H, onde Hy, :={h € H; ||h|| < 1}.

Observagao 1.9 Como operadores lineares compactos sao continuos (ver, por exemplo,
[Nar], teorema 14.6), entao:
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(1) Esses operadores levam conjuntos compactos em conjuntos compactos;
(2) A composicao de operadores compactos € um operador compacto;

(3) A soma de operadores compactos € um operador compacto;

(4) A combinagao linear de operadores compactos € um operador compacto.

Logo, os operadores compactos sobre um espaco de Hilbert H formam uma sub-dlgebra
K(H) de B(H), onde o espagco dos operadores lineares limitados de H, B(H), com a norma
usual, € uma C*-dlgebra unital considerando o produto a composi¢ao de operadores, a invo-

lugao o adjunto de operadores e a unidade o operador identidade.

Ainda nessa se¢ao, mostraremos que, na verdade, K (H) é uma C*-sub-algebra de B(H),
isto é, mostraremos que K(H) é fechada em rela¢ao a operagao involugao e que é fechada

na topologia da norma.

Definicao 1.28 Seja T : H — H um operador linear sobre um espaco de Hilbert H. A
dimensao do subespago T'(H) serd chamada de posto do operador T. Quando T(H) tem
dimensao finita, denotamos a dimensao de T(H) por dim T(H) = n, para algum n € N, e

dizemos que T' tem posto finito igual a n.

Proposicao 1.6 Seja H um espacgo de Hilbert. Entao:
(1) Todo operador de posto finito é um operador compacto.

(17) Um operador linear limitado T é compacto se, e somente se, T é limite em norma de

uma sequéncia de operadores de posto finito.
(iii) Se h®k: H — H denota o operador (h ® k)(g) := (g | k)h, entdo

K(H)=span{h®k; h,k € H}.

Demonstracao:
(7) Sejam T um operador de posto finito, digamos dim T'(H) = n, para algum n € N, e

{e;},_, uma base ortonormal do espaco T'(H). Entao, para h € H, temos que:

1=

n n

T() = Y (T e = S (1 T (ex))es = (Z ®T*<ei>) ).
Dai,
IT(h)]l < Z [((R[T™(e))] - [lel] < Z A1 AT (ea) ] = (Rl Z 177 (el -
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Como Z |T*(e;)|| € finito, entdo T ¢é limitado com ||T]| < Z IIT*(e;)|l . Assim, dado
= i=1

=1
h € Hy, temos que:
1T (R)|| < (|17

Logo, T(Hy) C B(0,||T||), onde B(0, ||T’||) = {h € H; ||h|| < ||T||} tem interse¢ao com-
pacta com o espago normado de dimensao finita T'(H).

Portanto, T'(H;) é um subconjunto compacto de H e segue que T é compacto.

(i) Suponhamos agora que {7}, ¢ uma sequéncia de operadores de posto finito conver-
gindo em norma para T. Vamos mostrar que T é compacto.

Como H é um espago métrico completo, é suficiente provar que cada sequéncia {7'(h,,)},,,
com ||h,|| <1, tem uma subsequéncia de Cauchy.

De fato, pelo item (i), temos que cada T,, é compacto e, em particular, é limitado. Assim,
T, — T implica que T limitado.

Logo, T(H) é compacto se toda sequéncia (7'(h,)), em T(H) tem uma subsequéncia de
Cauchy.

Desse modo, para cada m, podemos indutivamente escolher sequéncias {hn].’m} tais que
{hnj,mﬂ} é uma subsequéncia de {hnj,m} e {T m(hnj,m)} converge.

Se definimos vy, = hy,, m, entdo {y,},, ¢ uma subsequéncia de {h,}, € {Tk(ym)},,
converge para todo k.

Assim, como {7,,}, converge em norma para T, dado € > 0, podemos escolher k, M € N
tais que

IT =Tl < ef3 e |Tulym) — Telw)l < &/3, (1)

para quaisquer m,l > M.
Agora, como {y,,},, é uma subsequéncia de {h,}, e ||h,|| < 1, temos que [|y,,| < 1.
Logo, de ||ym| < 1 e (II), temos

1T (Ym) = Tl < N (wm) = TeCym) | + 1T () = T ()| + 1Tk(w) = Tyl <

ST = Tell Myl + 1Tk (Ym) = TeCy)[| + 1T = Till - Nl < e,

para quaisquer m,l > M.

Portanto, {T'(y,)},, ¢ uma subsequéncia de Cauchy de {h,}, o que mostra que T é
compacto.

Reciprocamente, suponha que T é compacto.

Sejam {e; },., uma base ortonormal para He I' := {F C I; F ¢ finito} . Para cada F' € T,
seja Pr a projecao ortogonal sobre span {e;; i € F'}. Assim, I' é parcialmente ordenado por

inclusao e para qualquer h € H, temos:
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2

|Pr(h) = Bl* =

> (hlee

it F

Como {e;},.; ¢ uma base ortonormal, temos que

=S (e

it F

> (hlee

it F

Logo,

| Pp(h) — h|* = Z |(h] &)]> — 0, quando F cresce emI'.  (II1)
i F

Afirmacao: A rede PrT — T quando F cresce em I'.

Suponhamos que a afirmacao é falsa. Entao, passando para uma subrede de I', podemos

assumir que existem € > 0 e vetores unitarios hrp € H tais que:
|1PET (hp) = T(hp)|| = €

Como T é compacto, passando a outra subrede se necessario, temos que T'(hr) — h, para

algum h € H.

Assim,
e < ||T(hr) = PrT(he)| = ||(Is = Pp)T(hr) — (Ia — Pr)h + (Is = Pp)h]|| <
< |[(a = Pe)(T(he) = W)l + [k = Pe(h)[| < [|T(he) = bl + ||h = Pe(h)]|. - (IV)
De (III) e (IV) segue que:
0 <e<|T(hp) = hll +[|h = Pr(h)|| — 0

quando F cresce em I', o que é um absurdo.

Portanto, a rede PrT" — T quando F cresce em I'.

Agora, como a imagem de PpT é um subespago do espago de dimensao finita span {e;; i € F'},
cada PpT é um operador de posto finito. Logo, segue da afirmacao acima que T é limite em

norma desses operadores, o que conclui (7).

(77i) A rela¢do (I) mostra que span {h ®k; h k€ H} ¢ o conjunto dos operadores de

posto finito e portanto, de (i7), temos a igualdade

K(H) =span{h®k; h,k€ H}.
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Como corolario da proposi¢ao 1.6, temos que K (H) é uma C*-sub-algebra de B(H).

Corolario 1.1 O conjunto K(H) dos operadores compactos sobre o espago de Hilbert H é
um ideal fechado de B(H) e, em particular, K(H) é uma C*-sub-dlgebra de B(H).

Demonstracao:

Na observagao 1.9, vimos que K(H) é uma sub-édlgebra de B(H) e, na proposi¢ao 1.6,
vimos que K (H) é fechado. Resta mostrar que K (H) é um ideal de B(H).

(i) Seja T': H — H um operador de posto finito.

Entdo, pela proposi¢do 1.6, temos que T' = ) 1z, ® ¥,, para um numero finito de
elementos x,,y, € H.

Note que (z ® J)* = y ® T pois, dados h,k € H,
(@) (M) k) = (h|(x @7)(k)) = (h|(k|y)z) = (k]y).(h]z) =

= (W[ k)-(h]z) = ((h[x)y|Fk) = ((y@T)(R)| K).
Como vale a igualdade ((z ® §)*(h)| k) = ((y ®Z)(h)| k), para quaisquer h, k € H, segue
que (zRY)" =yRT.

Dai, T também tem posto finito, pois:

(ii) Agora, se T é um operador compacto sobre H, entao existe uma sequéncia de opera-
dores de posto finito, {7}, , convergindo em norma para o operador T. Assim, 7} converge
em norma para 1™.

De fato,

T, — T em norma = |1, —T"|| = |7, —T|| — 0 quandon — oc.

Como cada T é um operador de posto finito por (i) e T)¥ converge em norma para 7™
temos, pela proposicao 1.6, que 7™ é compacto.

Logo, como o produto ST em B(H) de um operador limitado S e um operador de posto
finito T também é de posto finito e vimos acima que os adjuntos dos operadores de posto
finito também tem posto finito, o conjunto desses operadores é um ideal de B(H) e portanto,
o seu fecho K (H) também é um ideal de B(H).
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Capitulo 2

C*-Mobdulos de Hilbert

Iniciamos esse capitulo introduzindo os conceitos de médulos de Hilbert e apresentando
algumas de suas propriedades basicas, que serao necessarias para definirmos a nogao de Equi-
valéncia de Morita no proximo capitulo. Em seguida, tratamos dos operadores que atuam
sobre esses modulos e da construcao de representacoes de C*-algebras. Além disso, introdu-
zimos alguns conceitos e propriedades do produto tensorial espacial. Em nosso contexto, A
denotara uma C*- algebra e H denotara um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita,

a menos em mengao do contrario.

2.1 Mobdulos de Hilbert

O objetivo dessa se¢ao é introduzir o conceito de moédulo de Hilbert e apresentar uma

gama de propriedades e exemplos que reaparecerao no decorrer dessa dissertacao.

Definicao 2.1 Um espaco vetorial complexro X € dito um A-modulo a direita quando
existe uma aplicagao bilinear . : X x A — X, definida por (r,a) — x.a, satisfazendo
AMz.a) = (A\z).a = x.(Aa), onde A € C, a € A, v € X e as condi¢des usuais de consisténcia,

isto €, dados a,b € A, x,y € X e A € C, temos que v.a+y.b € X e \(x.a) € X.

Denotaremos um A-moédulo a direita por X ou Xy, este ultimo, quando quisermos

enfatizi-lo ou para evitar uma possivel confusao.

Definigao 2.2 Um A-mddulo a direita X é dito um A-modulo a direita com produto
interno quando eziste uma aplicagio < , >4: X X X — A que satisfaz as sequintes

propriedades:
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(@) <T, ANy +pz>pa= A< 2,y >4 +p < T,2 >4
(b) <z,y.a >a=<x,y >4 a;
(¢) <x,y >h=<wy,x >4
(d) <x,x>4>0;
(e) <z, x >x=0=2=0,
para quaisquer x,y,z € X,a € A e A\, u € C.

Observacao 2.1 Note que das condigoes (a) e (¢) da defini¢ao 2.2, temos que < ., . >, €

linear conjugada na primeira varidvel, isto €, dados x,y,z € X e \,u € C,
SN+ Yy, 2 SA= A< T, 2 >4 FA< Y, 2 >4 .
Além disso, as condigoes (b) e (c) dessa defini¢ao implicam que
<zxa,y>r=a" < T,y >4
Seque dai que o espago gerado pelo conjunto {< x,y >4; x,y € X}, denotado por
span{< z,y >a; z,y € X},

é um ideal em A.

Apresentaremos agora dois exemplos basicos de A-médulo com produto interno que nos

ajudarao a fixar as idéias.

Exemplo 2.1 Os espagos vetoriais H com produto interno (. | .) sobre C, com o produto
definido por h.A = Ah e com o produto interno definido por < h,k >c:= (k | h), onde

h,k € H, sao C-modulos a direita com produto interno.
De fato, dados h, k, w e H, e A\, u € C, temos:
(@) <z Ay+pz>c=Ay+pzla)=Ay|z)+pulz|z)=A<zy>c+p<z,z2>c;

(b) < h,kX>c=(Ak | ) = Ak | h) = (k | )X =< h, k >¢ A;

(¢) <hk>c=(k|h)=(h|k)=<k,h>c;
(d) < hh>c=(h | h) > 0;

() <hh>c=0=(h|h)=h=0.
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Exemplo 2.2 A prépria C*-dlgebra A é um A-mddulo a direita com produto interno com
sua multiplicagao usual e a aplicacao < ., . >4: A X A — A definida por < a,b >,= a*b,

para quaisquer a, b € A.
De fato, dados a,b,c € A e X\, u € C, temos que:
(@) < a,\b+ pc >a=a*(Ab+ pc) = Xa*b+ pa*c =\ < a,b >4 +p < a,c >a;
(b) < a,bc >a= a*bc =< a,b >4 ¢
(c) <a,b>%=(a*b)* =b'a=<ba>a;
(d) <a,a>%=a*a>0;
(e) <a,a>=a'a=0= a=0.

Observacao 2.2 De modo andlogo, podemos definir um A-mddulo a esquerda com produto
interno e denotaremos o produto interno a esquerda por (4< ., . >) e um A-mddulo a
esquerda por X ou (4X), para evitar qualquer confusao. Assim, por exemplo, a C*-dlgebra
A com a aplicagao (4< ., .>): AxX A — A, definida por (4< a,b >) = ab*, onde a, b € A,

€ um A-mddulo a esquerda com produto interno.

Observacao 2.3 Frequentemente, omitiremos o termo a direita da expressao: X € um

A-mddulo a direita; e escreveremos apenas X € um A-mddulo.

Como no caso escalar, esperamos que um A-moédulo de Hilbert seja um A-modulo com

produto interno X, que é completo na norma
lzll4 = lI< @2 >a]"? ;2 € X.

Esta formula, define de fato uma norma em X, mas para mostrarmos essa afirmacao,
precisamos de uma propriedade fundamental para produtos internos com valores em C*-

algebras.

Lema 2.1 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz) Se X é um A-mddulo com produto in-

terno e x,y € X, entao:
<,y >j{< x7y>A§ H<3§',l’ >A” <Y,Yy>a.

Demonstracao: Sejam x, y € X e a € A. Vamos denotar ||< x,z >4| = k.

Assim, za —y € X e pela condigao (d) da defini¢ao 2.2, temos que:
0< <za—y,xa—y >,=< 20,204 >5 — < TA,Y >4 — <Y, 204 >4+ <Y,y >4=
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=a"<r,x>pa—a" <z, y>s— <y, xr>xa+ <y y>s<
<ll<z,x>qpl|lafa—a" <zy>s— <y,x >p0a+ <Y,y >a=
=ka'a—a" <z, y>4— <y, x>p0a+ <Y,y >a.

A ultima desigualdade segue do fato que numa C*-dlgebra A vale a*ba < ||b|| a*a, quando
a,b€ Aeb>0. (Ver observacao 1.4).
Logo,

(1) Se k=0, entdo

k=l<z,z>4s|=0=><z,2>4=0 =>2=0= <2,y >4=0.

(i) Se k # 0, tomando a = ==Z4  temos que:

<z,y>h <m,y>,4_<x,y>f4 x,y >

0<k ) ST,y > — < T,y > A4 < JY > A=
= 2 2 ki y=4a y=a—p ¥ =4
x ST, Y >A
:><'T7y>A k §<y7y>A‘

Donde
<zy>h . <zy>a<|<z,z>All.<y,y>a.

O

Da desigualdade de Cauchy-Schwarz, obtemos o seguinte resultado.

Corolario 2.1 Se X ¢ um A-mddulo com produto interno, entdao
— 1/2
[zlly = [I< 2,2 >4l
define uma norma em X tal que
z.all 4 < [zl llall,

para todo x € X ea € A.

Além disso, o mddulo normado (X, | .|| 4) € ndo-degenerado no sentido que os elementos

da forma x.a geram um subespaco denso em X, na verdade,
X. < X, X >p=span{zx. <y,z>as;2,y,2 € X}

€ ||.|| 4-denso em X.
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Demonstracao:

Vamos provar inicialmente que || .||, ¢ uma norma.

Sejam x,y € X e A € C. Entao:

(1) Azlly = < da, Ax >4V = A < 22 > a7 = (A [l 4 -

(2) De (d) e (e) da definigao 2.2, temos que:
Izl =<z, z>4l"*>0 e |al|,=0&z=0.

Pelo lema 2.1, temos que ||< z,y >4l < [|z]| 4 [|y]] 4-

De fato,
0<<zy>y.<zy>s<||<a,x>4l <y,y >a=
= <2,y >all® = <y >i<z,y >all < <@z >all < vy >all = 2l vl
donde

<z y >all < llly lyll4-

(3) Da desigualdade acima segue que

lz+yl% =<z +y,z+y>a| <
<l<zw>al|+|I<zy >all FlI<y,z>al +<yy >al <

2 2
<zl + 21214 lylla + s = ol + llylla)*
Dai,
lz+ylla < llzlly+ llylla-

De (1), (2) e (3), segue que || . || , ¢ uma norma.

ado a € temos que:
(4) Dado a € 4, q
2 2 2 2
[z.ally = < v.a,2.0 >4l = |la* <z, >4 al <|[a*[ |2y |all = |a]” [[]] -

Logo,

lz-all, < llall 124 -
(5) Vamos agora mostrar que
X. < X, X >p=span{zr. <y,z >a;2,y,2 € X}

¢ ||.|| ,~denso em X 4.

Seja {fir} e, uma aproximagao da unidade para o ideal fechado

B =3span{< x,y >a;z,y € X}.
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Como ||z — || = [|[< @ — zpa, & — 2py >4 =
=[[<@,x>4 = <T,0 >4y —pr <2, T >4y < T,0 >4 10,
temos que, dado € > 0 existe uy tal que
[ —zpally < e/2. (D)

Além disso, sendo {j},., uma aproximacao da unidade para B, existem elementos

Zi, Y € X tais que
I3 <y =a—m|| < /@lally). (D)
Notemos agora que, de (I) e (I1), obtemos:
— . < Z;Y; > < €.
o= 30 <o <

De fato,
HJ; — Xy + Ty — xz < i, s >AHA <|lz —zprll, + Hx,uA — IZ < Ty, Vi >AHA <

<e/2+ |z, - H“A -3 <y, >AH <e

Logo, a afirmagcao (5) é vélida e concluimos a demonstragao.
U

Definicao 2.3 Um A-mdédulo com produto interno X que € completo na norma || . ||, de-

finida no corolario 2.1, é chamado um A-mddulo de Hzilbert.

Consideremos agora o ideal I = span{< z,y >4;x,y € X} da C*-dlgebra A, onde X é

um A-modulo com produto interno.

Definicao 2.4 Um A-mddulo de Hilbert X € dito um A-modulo de Hilbert pleno quando

o ideal

I =span{< z,y >a;2,y € X}

€ denso em A.

Exemplo 2.3 Um espago de Hilbert H sobre C, com a multiplicagdo escalar usual (dada por
h.A:= Xh, onde A € C,h € H) e com o produto interno definido por < h,k >c= (k| h),
onde h,k € H, é um C-mddulo de Hilbert pleno.
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De fato, as condigoes (a) — (e) da defini¢ao 2.2 seguem do exemplo 2.1. Como temos que
1/2 1/2
1Pl = < Rk >l = (R W)Y = ||n]],

onde || . || ¢ anorma em H, e < h,k >c= (k| h), segue que H é¢ um C-mo6dulo de Hilbert a
direita e é pleno pois, dado A € C, tomando h # 0 em H, temos que:

(h|h) < h . h ) h  h
A= A——F = A )| =< — A= >c €1,
1| I [2]]" [|7]

onde I=span{< h,k >c;h,k € H}, ou seja, I = C.

Exemplo 2.4 Se A é uma C*-dlgebra, entao Aa € um A-mddulo de Hilbert a direita pleno
com a multiplica¢ao da dlgebra A, a.b= ab, onde a, b € A e com o produto interno definido

por < a,b >4= a*b.
De fato, as condigoes (a) — (e) da defini¢ao 2.2 seguem do exemplo 2.2. Para ver que A4
é um A-moédulo de Hilbert, basta notar que:

1/2 1/2

lally = 1< a,a >al7" = l[a”al|"" = o]

e para ver que A4 é pleno, basta tomar uma aproximacao da identidade de A.

Exemplo 2.5 Se H é um espago de Hilbert e K=K(H) é a C*-dlgebra dos operadores com-
pactos sobre H, entao H € um K-modulo de Hilbert a esquerda pleno com a multiplicagao
definida por T.h=T(h) e com o produto interno definido por (x< h,k >) := h ® k, onde
h®k(m):=h. < k,m >c= (m|k)h, com h, k, m € H.

De fato, note que (h ® k)* = k ® h, pois, dados h, k,I,m € H, temos que:
(h®@ k() m) = (L] k)h[m) = (| k)(h|m) = (L] (W] m)k) = (1] (m | h)k) = (I | k @ h(m)).
Assim, dados h,h',k € H, e A, u € C, obtemos:

(a) (k< Ah+ph/ k>)=ANg< h,k>) +ulxg< b’ k>).

De fato, para quaisquer [,m € H, temos que
(VD -+ ') @ B m) = (L] K) N+ b | m) = (L] k) (A + pal'| m) =

= A([E) (h[m)+p (k) (B [m)=A(]k)h[m)+p((l]k)h |m)=
=A(h@ k()| m) +p (M @k m) =N (h@k) (1) +p (K @k) ()] m);
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b) (x< T.hk>)=(gk<T(h),k>)=T(h)@k=T.(h®@k) =T.(x< h,k >), pois para
todos [,k € H,

(T(h) @ k()] m) = (L1 k) T(h)|m) = (L] k) (T(R)| m) = (L| k) (h | T"(m)) =
= (U1 &) R | T"(m)) = (T-(h®@ k) ()| m) = T(h) @ k = T.(h @ k);
() (k<hk>)=(h@k)*=k®h=(xk<kh>);
(d) (k< h,h>)=h®h>0.

Com efeito, para todo | € H,

(h@RIT) = (1WA D)= ([ k) (h | 1) = (| W) TTA) = (1] W) = 0

(e) (k< h,h>)=0=|(|h)]* =0, para todo [ € H, donde segue que h = 0.
Para ver que H é completo, basta observar que:
1% = [|h k|| = sup {[[n @ RO)[|; 1] < 1} = [IA]* = [|2]l,x = |IA]l.
De fato,
I @ RO = @1 R BRI = (T RY AL @R ) = (] R) (e[ B) TTR) = || )P A <
< U IR IR0

donde segue que ||h ® h(l)|| < IA]*, quando |I|| < 1.

Dali,
IRl < 1217 (%)
Por outro lado, se [ = ﬁ, onde h # 0, temos que:
: (| 1)[* 02|
7 2 2 2 2 4
[h @] =TI [In]" = )T MR = 15| IRl =181
17| 17|
Dali,

Rll% = IRl (o)

De (x) e (xx), obtemos ||h| = ||k

Que H é pleno segue do fato que

K(H)=span{h®k;h,k € H} =span{x < h,k >;h,k € H}.
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Exemplo 2.6 Sejam T um espago de Hausdorff localmente compacto e H um espaco de
Hilbert. Entao,

X=Cy(T'H)={x:T—- H;z € C(T,H) e t |x(t)]] pertence a Co(T)}

é um Cy(T)-mddulo de Hilbert a direita pleno com a multiplicacdo definida por (x.f)(t)=x(t).f(t)
e o produto interno < x,y >, (t) = (y(t) | z(1)).

De fato, as propriedades (a) — (e) da definigao 2.2 seguem das propriedades do produto

interno (. | .) e a norma ¢ a usual, pois:

1/2
|zl coery = |< 2y >com|| ™ =sup {< 2,y >cor) (£);t € T} = sup {|lz(t)]|;t € T}

para a qual Cy(7T, H) é completo.
Considerando fungoes da forma z(t) := f(t)h, onde f € Co(T),h € H et € T, temos
que os elementos < x,y > Co(T) (t) separam pontos de 7.

Logo, segue do Teorema de Stone-Weierstrass que X é pleno.

Observacao 2.4 Suponha que para cada t € T escolhemos um subespaco fechado H; de
H. Entio X = {x € Co(T, H);x(t) € Hy, para todo t € T} ¢ um submddulo de Hilbert de

Co(T, H), que nao € necessariamente pleno.
De fato, tomando T'=[0,1] , H = C x C e os subespagos
Hy = {(w,0);w € H}

para t<1, e
Hy ={(0,2);2 € H}

para t=1, temos que z(1) = 0, para todo x € X, onde
X ={x € Cy(T,H); z(t) € H;, paratodo t € T}.
Pelo Teorema de Stone-Weierstrass, o ideal
[ =3pan{< z,y >cyry; v,y € X} = {f € C((0,1]); f(1) =0}
nio é denso em C(T). Portanto, X ndo é pleno.
Exemplo 2.7 Suponha que X e Y sao A-mddulos de Hilbert a direita. Entao,
Z=XaY ={(z,y;ze X,yeY}
€ um A-mddulo de Hilbert a direita com as operacoes definidas por:
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(1) (z,9) + (@ y) = (@ + 2", y+¢);
(i) (z, y).a = (z.a, y.a);
(iii) Az,y) = Az, Ay);
() < (x,y), (@, y) >a=<x,2' >a4+ < y,y >a;
ondea € A, z,2' € X, y,y €Y e\ e C.

De fato, como as aplicagoes < z,2’ >4 e < 3,y >4 definidas sobre os espacos vetoriais
X x X e Y x Y, respectivamente, satisfazem as condigoes (a) — (e) da definigdo 2.2 por
hipotese, entdo a aplicacdo < (z,y), (2’,y') >4 definida sobre Z x Z também as satisfaz.

Para mostrar que Z é completo, note que:

Izl = < @2 >all < <@z >4+ <y,y >all = [z )5 < 2l + vl -

Em particular,

2 2
max {[|z]| s, [y} < 11z y)lla < (2l + 1572

Logo, a completude de Z segue das completudes de X e Y.
Assim, por indugao, segue que a soma direta ®; ;A := A", de n copias do A-moddulo de

Hilbert A4, é um A-modulo de Hilbert e aplicando o lema 2.1, temos que:

Eaaz

i=1

n 2

Zafb,

=1

<

Estudaremos agora o caso de somas diretas infinitas.

Proposigao 2.1 Seja A uma C*-dlgebra. Entao,

H, = {a — (ai);?il c HAi; Zajai converge em A}

i=1 =1

é um A-mddulo de Hilbert com a multiplicagcdo a.a:= (a;.a)2, e com o produto interno

oo
<ab>, = Zafbi,

=1

onde a = (a;)2,, b= (b;)2, € Hy e A; = A, para todo i € N.

Demonstracao:
Vamos mostrar inicialmente, que as féormulas fazem sentido.

Para M < N, temos que:

Z(al “a;0 = a* (Za az)a<

=M

a*a.

Eaal
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Como 0 < b < ¢ implica que ||b|| < ||¢||, onde a,b € A, (ver, por exemplo, [Mur]|, 2.2.5)

temos que:
N N
Z(aia)*aia < |al?. Z a;a;
i=M =M

o0
Sendo a € Hy, temos que a sequéncia das somas parciais de E a’a; ¢ uma sequéncia de
i=1
Cauchy. Logo,

[e.9]

Z(aia)*aia

i=1
converge em A, ou seja, a.a— (a;a) € Ha.

Para ver que a féormula que define o produto interno converge, basta notar, supondo
M < N, que:

2

N N N
* * *
i=M =M =M

Como ambos os somatorios do lado direito da desigualdade sao de sequéncias de Cauchy,
o

segue que g a;b; converge.

=1
00

As propriedades da defini¢ao 2.2 para < a,b >,= Zaf b;, seguem como no exemplo

=1

2.2.
Portanto, H4 é um A-moédulo com produto interno.

Vamos mostrar agora que Hy é um A-moédulo de Hilbert.

Para isso, suponha que: {x"} ° = {(zI")2,} ~, ¢ uma sequéncia de Cauchy em H.
Como |27 4 < [|x"]| 4, cada sequéncia {z}} | é de Cauchy em A e portanto, converge para
algum a; € A.

— 00 ANl n o°
Vamos mostrar que a = (a;)2; € Hy e que a sequéncia {x"} ~, converge para

a = (a;)2;.

Para provar que a = (a;)72, € H,, mostraremos inicialmente que, dado € > 0, existe
P € N tal que

m

§ *

i=n

mneN m>n>P = < €2

o0
Dados x € HA,-, onde A; = A para todo ¢ € N, e m > n, onde m,n € N, defina
i=1

1/2

¢l =

m
2 : *
i=n
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Note que || .||,,,, ¢ a norma do A-mo6dulo Hy sobre o subespago de H4 cujos elementos
sao os pontos x = (x;) € Hy4 tais que z; = 0 para i < n e i > m.

Além disso, se x=(z;) € Hy, temos que:

m o0
* *
E ;0 < E T;%;
i=n i=1

o
Zx;‘x, = |Ix|I%, para todom > n.

=1

12, = <

m
*
i=n

Sendo {x"} de Cauchy, dado € > 0, existe N € N tal que, para k,[ > N,

k

|x —x! HA <e€/3. (I

Escolha agora P > N, onde P € N ¢ tal que

> @)yl

1/2

<e/3  (II)

e fixe m,n > P.

Como || ||,,.,,, envolve apenas um nimero finito de entradas e 2 — a;, podemos encontrar
M € N, com M > N e M dependendo de m, n, tal que:
1/2

<e¢/3. (III)

m

> (@i — M) (a; — =)

i=n

De (I),(IT) e (III), segue que, para m,n > P,

la =", =

n,m

m 1/2
Yoataill = lall,, < la=xM[],,, + I =N+ 1Y <
=n
oo 1/2
<€/3+¢€/3+ Z(va)*va < e
i=P

Logo,

< €.

m
*
1=n

o)

Como P s6 depende do € dado, temos que a sequéncia das somas parciais de E aia; é
i=1
de Cauchy. Portanto, a € H4.

Vamos mostrar agora que {Xx"} converge para a = (a;)52;.
Dado € > 0, como {x"} ¢ de Cauchy, existe N € N tal que

o 1/2

D (=) (2} — )

i=1

o — x|, = <e
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para n,m > N. Assim, dado k € N, temos que

k
> (@l =)y (af —a)| <€
=1
Logo, fazendo m — oo na desigualdade acima,
k
D (@] —a) (2 — )| < €, (2.1)
i=1

para todo n > N. Como a desigualdade (2.1) é valida para todo k € N, entao fazendo

k — oo em (2.1), obtemos que

> (@} —a;) (2} — ay)

<= x"—all, <e

para todo n > N.

Logo, x™ — a.
0

Lema 2.2 Suponha que Ay € uma *-sub-dlgebra densa em uma C*-dlgebra A e que X, €
um Ag-mddulo a direita com um pré-produto interno, no sentido que ewxiste uma aplica¢ao
<, >0 Xo x Xog — Ao que satisfaz as condigoes (a) — (d) da defini¢ao 2.2. Entao, existem
um A-mddulo de Hilbert X e uma aplicagdo linear q :Xo — X tais que q(Xo) € denso em X,

q(z).a =q(z.a) e < q(x),q(y) >a=< x,y >¢ . Nesse caso, X é chamado de completamento

do modulo X, com pré-produto interno.

Demonstracao:
Seja N = {x € Xo;< x,2 >o= 0} e seja ¢ : X9 — Xo/N a aplica¢do quociente,
q(z) :==x + N.
Pelo lema 2.1, temos que
<x,y>o=0=<y,x >, (2.2)

paray € Xpex € N.
Dai, N é um subespago vetorial de X e, das condigdes (b) e (¢) da defini¢ao 2.2, obtemos
que N é um Ap-submodulo.

De (2.2), temos que as formulas:

< q(x),q(y) >a=<z,y >0 e q(z).a:=q(x.a)

sao aplicagoes bem definidas e fornecem uma estrutura de moédulo sobre Xy/N. Além disso,

as condicoes (a) — (e) da definigao 2.2 s@o satisfeitas, pois <, >( satisfaz (a) — (d) e
<q(z),q(z) >pr=<z,2>=0=>x€ N =¢q(xr) =0+ N.
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De maneira analoga ao corolario 2.1,
lg(@)]l 4 = [|< @2 >

¢ uma norma sobre Xy/N e podemos formar o completamento X.

Como numa C*-algebra A, vale a*b*ba < Hb||2 a*a, para a,b € A, temos que:
2 2 . 2 2
lg(@).ally = llg(z.0)[[4 = |< z.a, 3.0 > = [[a* <z, 2 > al| < |lg(z)]"- [|al]”

Logo, a multiplicagao a direita por a € Ay é um operador limitado sobre X, /N e portanto,

essa multiplicagao pode ser estendida a um operador limitado sobre X tal que
z.all 4 < =] - llall,

paraa € Agex € X.
Como A, é denso em A, podemos estender essa acao de A, para A.
Similarmente, o produto interno pode ser estendido para X da seguinte forma: dados

z,y € X, se q(x,) — x € q(ya) — y, defina
<X,y >a= nhi& < q(xn),q(Yn) >a

As propriedades (a), (b) e (¢) da definigao 2.2 seguem das propriedades de < q(z), ¢(y) >4
e a condigao (d) segue do fato que o conjunto dos elementos positivos de uma C*-algebra é
fechado (ver, por exemplo, [SBA], teorema 5.7).

De fato, como ja vimos que < q(z,),q(x,) >4> 0, se z € X e {q(z,)} — z, temos que
<z, x> = lim, 0 < q(xn), q(Yn) >4> 0.

Seja agora x € X com < z,x >4= 0. Entdo existe uma sequéncia {q(z,)} —, que

converge para x e, como < x,T >4= 0, temos que

1/2

la(zn)lls = lzll4 = < @2 >al"" =0 = 2 =0.

Logo, X é um A-moédulo de Hilbert.

2.2 Aplicacoes lineares sobre médulos de Hilbert

Iniciamos essa secao considerando uma classe especial de aplicagoes lineares que atuam
sobre os modulos de Hilbert e mostramos que, ao contrario do que ocorre com as aplicagoes
lineares definidas sobre espacos de Hilbert, os adjuntos nao existem necessariamente. Mais
ainda, mostramos que o conjunto dessa classe de aplicagoes sobre moédulos de Hilbert, munido

de operacoes apropriadas, é na verdade uma C*-algebra.
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Definicao 2.5 Sejam X e Y dois A-mddulos de Hilbert a direita. Uma aplicagioT : X — 'Y

€ chamada adjuntdvel se existe uma aplicagio T* 'Y — X satisfazendo
< T(‘T)u Yy >a=< I’,T*(y) > A,
para quaisquer v € X ey €Y.
Nosso proximo passo é mostrar que aplicagoes adjuntaveis sao aplicagoes A-lineares e
limitadas, no seguinte sentido: se X e Y sao A-moédulos de Hilbert & direitae T : X — YV
é uma aplicacao adjuntéavel, entdo T é linear, limitada e vale T'(z.a) = T(x).a, paraa € A e

x € X. Quando nao houver perigo de confusao, escreveremos apenas que 7' € linear, ao invés

de T é A-linear.

Lema 2.3 Toda aplicacao adjuntdvel T : X — Y entre os A-mddulos de Hilbert X e Y €

uma aplicacao linear limitada.

Demonstracao:

Pelo lema 2.1, temos que, para todo z € Z, onde Z é um A-mo6dulo de Hilbert, vale
124 =sup{ll< zy >allsy € Z lylls <1} (%)
De fato, como
0< <z,y>h.<zy>a<|<z,2>4l. <y,y >a,
entao
I<zy>al’ =l<zy>i. <zy>al <I<zz>all 1<y >al = ll215 - Iyl

donde
< zy>al* < |2l% .

quando |ly[|, < 1.
Dai,
sup{[[< 2,y >allsy € Z flylla <13 < lzll4-

obtemos:

Por outro lado, tomando y = T
“lla

2
. HZHA

T Al =
[0

z
121 4

I< 2,y >4l = H< .

Logo,
sup{[|< z,y >allsy € Z, [lyll4 <1} = lzll4-

46



Como temos a desigualdade contraria, segue a igualdade (x).

Portanto, dados =,y € Z, temos que:
T=Y =< T,2>4=<Y,2 >4,

para todo z € Z.
Assim, dados z,2" € X,y € Y,a€ Ae \,u € C,

(1) <TAx+pa’),y >a=< Ax + px’, T*(y) >a=

=A<z, T (y) >a+a <2, T(y) >a= A <T(x),y >4 +i < T(z),y >a=

=< XT(z) 4+ pT(z"),y >a .
Dai,
T(A\x + px') = XT'(z) + pT'(z).

(i1) < T(xz.a),y >a=< z.a, T*(y) >a=a*. < x,T*(y) >2a=<T(x).a,y >4, donde

T(x.a) =T(x).a.

De (7) e (i1), segue que T e T* sdo A-lineares.
Resta mostrar que T é limitado.
Suponha que x,, — x e T(x,) — z, onde z,,,z € X, para todo n € N, e z € Y. Entao,

para cada y € Y, temos que:

<T(xn),y >a—< 2,y >4

<T(xp),y >a=< x,, T"(y) >a—< 2, T*(y) >a=<T(x),y >4 .

Assim, < z,y >a1=<T(x),y >4, para todo y € Y. Logo, z = T'(x).
Portanto, T' tem grafico fechado e, pelo Teorema do Gréfico Fechado (ver, por exemplo,
[Nar|, Teorema 16.7), T' ¢ limitado.

Observagao 2.5 A reciproca do lema 2.3 nao € vdlida.

De fato, sejam A= C(|0,1]) e J = {f € A; f(0) = 0}. Entao, A e J sao A-modulos de
Hilbert a direita com o produto usual em A, (fg)(z) = f(z).g(x), e com o produto interno
definido por < f,g >a= fg.

Tome X := A® J edefinaT : X — X por T(f,g) = (9,0). Entao, T ¢ limitado com
norma ||T'|| = 1 e é A-linear pois, para f,h € Ae g,k € J, temos:
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(&) T((f,9) + (h, k) =T ((f + h, g+ k)) = (g + k,0) = (9,0) + (k,0) =

=T(f,9)+T(hk);

(@) T (h.(f,9)) =T ((hf hg)) = (hg,0) = h(g9,0) = R.T (f,9);

(1ii) Pelo exemplo 2.7,

1/2
lglla < 109, Olla < (Ngl2) " = llglla = 1T (£ )4 = llglla-

Logo,
1T = sup {|T (f, )l [1(f; 94 < 1} =sup{lglla; [I(f;9)ll4 < 1} =

=sup {[lgll4;llglla <1} =1.

Mas T nao é adjuntavel pois, se existisse um adjunto 7™ para T e se

(f.9) :==T"(1,0)

entdo, para todo (h, k) € X, teriamos que:

k =< T(ha k)a (170) >A=< (ha k)? (fag) >A= Bf + ]}g = f =0e g=1,
o que ¢ um absurdo pois g(0) =0 (g € J).
Logo, obtemos um operador linear e limitado que nao é adjuntéavel.

Definigao 2.6 Sejam X e Y dois A-mddulos de Hilbert. O conjunto das aplicagées adjuntd-
veis T : X — Y serd denotado por L(X,Y). Quando X=Y, escrevemos L(X) ou L(X,).

Observagao 2.6 Se T € L(X), entao, pelo que vimos no lema 2.3, podemos concluir que:
T* € L(X), T € unico e T**=T. Na verdade, L(X) é uma sub-dlgebra da dlgebra de Banach
B(X), onde B(X) é o conjunto dos operadores limitados sobre X, e a aplica¢io T —— T* ¢é

uma involugao em L(X).

Nosso proximo passo é mostrar que L(X) é na verdade uma C*-algebra.

Proposicao 2.2 Se X é um A-mddulo de Hilbert, entao L(X) é uma C*-dlgebra com relagao

a norma de operadores.

Demonstracao:
Como B(X) ¢ algebra de Banach, temos que [|T*7T|| < |7 |7

Por outro lado, pelo lema 2.1,
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[T°T| =z sup {[|< T*T'(x), 2 >all, [l2]l < 1,z € X} =
= sup {||< T(2), T(x) >al, ]| < 1,z € X} = |IT||*.

2 * * %
Como T[] < |[T*T|| < [T |T']l, segue que | T'|| < {|7*]].
Por outro lado, como T**=T, temos ||T'|| > ||T*|.
Assim, ||T|| = ||T*|| e, da desigualdade

ITI* < 7T < | THHIT) = 1T,

segue que ||T*T|| = |71
Pela continuidade da involugao em B(X), temos que L(X) é fechado em B(X) e portanto,

é uma C*-algebra.

Corolario 2.2 Se X é um A-mddulo de Hilbert e T € L(X), entao
<T(x),T(x) >A < ||T|° < z,2 >4,
para todo x € X.

Demonstracao:

Como ||T||*I — T*T & um elemento positivo da C*-algebra L(X), existe um elemento
S e L(X) tal que |T||*I —T*T = S*S.

Logo,

1T < 2,2 >4 — < T(x),T(z) >a= < (|T)* I — T*T)(z),z >4=
=< 5"S(x),x >4=< S(x),S(x) >4> 0.
O

Observagao 2.7 Se H é um espago de Hilbert, entao H é um C-mddulo de Hilbert e L(H)=
B(H).

De fato, pelo lema 2.3, temos que todo operador adjuntdivel T : H — H € linear e
limitado. Dat, L(H) C B(H).

Por outro lado, todo operador T € B(H) possui um adjunto. Logo, B(H) C L(H).

Pela proposigao 1.6, temos que a sub-algebra de B(H) dos operadores compactos sobre o
espago de Hilbert H é
K(H) = span{h@/_f;h,k € H},

onde h ® k(m) := h. < k,m >c= (m | k)h, com h, k, m € H.
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Buscaremos um analogo do ideal K(H) na C*-algebra L(X), onde X é um A-moédulo de
Hilbert. Para isso, dados dois A-mo6dulos de Hilbert X e Y e os elementos x € X ey € Y,

definimos a aplicag¢ao O, , : X — Y por:
Oy:(2) = y. <x,2 >4,

onde z € X.
Assim, se ' € X, ¢y € Y, temos que:

< Oya(2),y >a=<y. <z, 2" >a,y Sa=< x2S <y, y >a=

=<2z >a<y,y >a=<2x <y y >a>a=<2,0,,) >a.

Logo, O, , é adjuntavel com adjunto dado por ©; , = O, ,.

Definigao 2.7 Sejam X e Y dois A-mddulos de Hilbert. Definimos K(X,Y) como sendo o
subespago linear fechado de L(X,Y) gerado por {©,.; v € X, y € Y}, ou seja,

K(X)Y):=35pan{©,,; v € X, y € Y}.
Quando X=Y, denotamos o subespaco K(X,X) por K(X) ou por K(X4).
Lema 2.4 Se X é um A-mddulo de Hilbert, entao K(X) é um ideal fechado em L(X).

Demonstracao:

Dados T' € L(X),z,y,z € X, temos que:
(1) TO,y(2) = T(x. <y,z>a) = T(x) <y,2 >a= Opu)y(2) = TO,, € K(X).
(ii) Oy T'(2) = Ory(T'(2)) =
=x. <y, T(2) >a= . <T"(y), 2 >a= Op1-y(2) = 0,,T € K(X).
(iii) Como O} , = O,,, segue que K(X) ¢ fechado em relagao a operagao involugao.

Logo, como K(X) é fechado na topologia da norma por defini¢do, temos o resultado

desejado.

Exemplo 2.8 Se X ¢ 0o A-mddulo de Hilbert A,, defina para cada a € A o operador
L,: A— A por L4(b) := ab,

1sto €, pela multiplicacao a esquerda.

Entao, a aplicagio Ly : A — A é um adjunto para L, e |L.|| = ||a||-
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De fato, dados a, b, ¢ € A, temos que:
(1) < La(b),c >a= < ab,c >4= b*a*c =< b,a*c >4= < b, Ly > 4;

(i) |La ()] = [labll < flall - [[b]l = | Lall < llall;
(iii) || Za(a) || = lla.a*l| = llal* = llall - lla*[| = [|Zall = flall.

Assim, a aplicacdo L : A — L(A,), definida por L(a) = L,, é um isomorfismo de A
sobre uma *-sub-algebra fechada de L(A4) pois, de ||L,|| = ||la||, temos que L é isometria

injetiva com imagem fechada e, dados a, b, c € A, temos:

L(a+b)(c) = Latwp(c) = (a+b)c = ac+ bc = Ly(c) + Ly(c)

L(ab)(¢) = La(c) = abc = aLy(c) = LoLy(c).

Como O,(c) = a. < b,c >4= ab*c = Ly~ (c) e L ¢ injetiva com imagem fechada, temos
que K(A)C Im(L).

Por outro lado, dado a € A, se {u,} é uma aproximacao da identidade para A, entdao L,
pode ser aproximado por Oy, = Laus, ou seja, L, € K(Ay).

Logo, Im(L) C K(A).

Portanto, Im(L) = K(A) e L é um isomorfismo entre A e K(Aj,).

Exemplo 2.9 Como um espaco de Hilbert H ¢ um C-mddulo de Hilbert a direita com o

produto interno
< h,k >c= (k| h),
onde h,k € H, entio K(H) é a dlgebra usual K dos operadores compactos.

Vamos mostrar que C e K atuam de forma simétrica.

Para isso, vamos utilizar o espaco de Hilbert conjugado H. Como um grupo aditivo, H
¢ o proprio H e representando os elementos de H pela aplicacdo b : H — H definida por
h +—— b(h), temos que a multiplicacio por escalar sobre H é dada por Ab(h) = b(h.)).

Desse modo, temos que H é um C-moédulo de Hilbert a esquerda com o produto interno
(c< b(h),b(k) >) :=< k,h >,
e também é um K-modulo de Hilbert a direita com a multiplicagao definida como
b(h).T :=b(T*(h))

e com o produto interno

< b(h), b(k) >Ki= @h‘vk'
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Além disso, como
O b (b(A)) = b(h). <b(k),b(R) >x=b(h).Orw = b(O} (1)) = b(O x(h)) =

= b.(. < k,h>c) =< h,k >¢ .b(I') = (c< b(h), b(k) >).b(K),

temos que Op(y) bk ¢ a multiplicacdo a esquerda pelo escalar (c< b(h), b(k) >).

Logo, como no exemplo anterior, temos que C ¢ isomorfo a K(H ).

Vamos mostrar agora que se X é um A-moédulo de Hilbert & direita, entao X também
¢ um K(X)-modulo de Hilbert & esquerda pleno. Para provar isso, precisamos do seguinte

lema sobre operadores positivos em L(X).

Lema 2.5 Sejam A uma C*-dlgebra, X um A-mddulo de Hilbert o direita e T:X— X um

operador linear. Entao, T é um elemento positivo de L(X) se, e somente se,
<T(x),x>4>0,
para todo x € X.

Demonstracao:
(=) SeT >0em L(X), entao existe S € L(X) tal que T = S*S. Dali,

<T(x),x >4=< S(z),S(x) >4> 0,

para todo z € X.
(<) Suponha que < T'(x),x >4> 0, para todo z € X.
Por hipotese, temos < T'(2),z >4=< z,T(z) >4, para todo z € X, e, pela identidade de

polarizagao usual (ver, por exemplo, [Nar|, Teorema 1.3), temos que:

4<z,T(y) >a= ) i* <z+iy T(x+iy) >a.

3
k=0
Segue dai que

<T(x),y >a=<z,T(y) >a,

para todo z, y € X, ou seja, T é adjuntavel com T = T™*.
Como podemos escrever T'=S — R, onde SR € L(X), RS=SR=0e S >0, R >0,
obtemos:
0 << TR(z),Rr >,= — < R*(z),r >, .

Sendo R > 0, temos que:

R*>0= < R*(z),x >4> 0.
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Assim, segue da identidade de polarizagao que:
< R¥z),x >,=0,

para todo x € X.
Portanto,
RP=0= R=0=T=S82>0.

Observagao 2.8 Se X é um A-mddulo de Hilbert e T'> 0 em L(X), entdo:
1T = sup {l|< T'(z), x >al|, [lzf} < 1}.
De fato, T > 0 implica que 7' = S*S, para algum S € L(X). Logo,
1T = [[S"S]| = sup{ll< T'(x), 2 >all, [lx]} < 1}

Lema 2.6 Se A é uma C*-dlgebra e X é um A-mddulo de Hilbert o direita, entao X € um
K(X)-mdodulo de Hilbert a esquerda pleno com a multiplicagao T.x:=T(z) e com o produto

interno definido por (x< x,y >) = O,.

1/2 |1/2

Além disso, as normas ||z|| , = ||< x,x >4| " e ||2] = (k< z,2 >)||'7 coincidem.

Demonstracao:

Vamos provar inicialmente as propriedades (a) — (e) da definicdo 2.2 nas versoes a es-

querda.
Dados x, y, z, w e X, \, p € Ce T € K(X),
(a) Como
Oratpy(W) = Az + py) < z,w >a= Ax. < 2,w >4 Fpy < 2,W >4=
= AO;,.(w) + 1Oy, (w),
temos que

(k< Az 4+ py,z>)= Ag<x,2>)+ p(xk<y,z>).

(b) Note que
Or@)y(2) = T(x). <y,z2>a= Tw. <y,z >a= T.0,,(2),

donde
(k< T.x,y>)=T.(xk< xz,y >).

(¢) (k<my>)'=0;,=0,,= (k<y,r>).
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(d) Como
< (k< 2, >)y, Yy >a=< Oy, y >a=< x. < T,y >4,y >a=

=<z,y>h.<z,y>4>0,
pelo lema 2.5 temos que (x< z,z >) > 0.
(e) Se (k< x,x >) = 0, entdo, pela observacao 2.8, temos que:
0=|< (k< z,x>)yy >l =< z,y > . <zy >l =< z,y >al?,
donde segue que
<z,y >2=0,

para todo y € X. Logo, x = 0.

Vamos usar agora o lema 2.1 para provar a igualdade das normas.

(i) Como < (k< x,x >)y,y >a=< x,y >4 . < x,y >a< ||[<z,2>4]. < y,y >a,
entao:

l(x< @2 >) < [l<z>al.

Por outro lado, tomando y=z/ ||z] ,, temos que:
< (k<2 >)y,y >all = < z,2 >4l

Segue dai que ||(g< z,x >)|| = ||< x,x > 4]
Portanto, temos que X é um K(X)-modulo de Hilbert & esquerda.
Segue agora da definicao de K(X) que X é pleno.

g

Apresentamos a seguir alguns resultados técnicos tteis. Desses, o primeiro— proposicao

2.3 — e o ultimo— lema 2.8 — serao usados frequentemente nos proximos capitulos.

Proposigao 2.3 Se X € um A-maodulo de Hilbert e x € X, entao existe um unico y € X tal

que x =Y. <Y,y >4 .

Para provarmos a proposicao acima, precisamos das aplica¢oes adjuntaveis de um modulo

de Hilbert em outro e do conceito de aplicacoes lineares conjugadas.

Definicao 2.8 Sejam X e Y dois espagos vetoriais complexos. Dizemos que uma aplica¢ao

T:X —Y ¢€linear conjugada quando, para quaisquer x,y € X, X\, u € C, vale
Tz +py) = \NT(x) +1.T(y).
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Seja X um A-modulo de Hilbert a direita. Consideremos A como um A-moédulo de Hilbert

a direita. Para cada € X, defina as aplicagoes
D,: X — A elL,: A— Xpor D,(y) =<z,y >4 e L,(a)=2x.a.
Com essas defini¢coes e com o fato que X e A sao A-modulos de Hilbert, temos que:
< Dy(y),a >a=<y, Ly(a) >4,

ouseja, Dy =L, e L, = D,.
Segue dai que D, € L(X4,Axs), L, € L(A4) e assim temos o seguinte resultado.

Lema 2.7 Se X é um A-mddulo de Hilbert, entao:

(1) A aplicagio D : X — L(Xa, Aa), definida por D(x) = D,, € um isomorfismo linear
conjugado isométrico de X sobre K(X,Ax).

(17) A aplicagio L : X — L(Ay,), definida por L(x) = L., € um isomorfismo linear
isométrico de X sobre K(A4,X).

Demonstracao:
(i) Como o produto interno é linear conjugado na primeira variavel, D é linear conjugado

em X e ¢ uma isometria, pois:

1Dzl = sup{ll<z,y >all, lylly <1} ==l

Em particular, tem imagem fechada.
Além disso,

®a,x(y) = a.<Z,Yy>sp=< 1'@*7?/ > A= Da:.a*(y)7

para todo y € X. Donde segue que O, , = D, o-.

Assim, a imagem de D contém todas as combinagoes lineares finitas de operadores ©,
e estas combinagoes sdo densas em K(X, A4 ).

Logo, K(X,Ax) C Im(D).

Por outro lado, dado x € X, podemos aproxima-lo por elementos da forma z.u,, onde
{pr} € uma aproximagao da identidade em A.

Como o produto interno é continuo, temos que ©

Assim, Im(D) C K(X,Ax).

Logo, Im(D) = K(X, Aa), ou seja, D é sobrejetiva.

Para ver que D é injetiva, basta notar que

pne = Dz, se aproxima de D,

<z,y>s=<a,y >, paratodo ye X =21
Portanto, D é um isomorfismo linear conjugado isométrico.

(ii) Como D} = L,, basta aplicar o item (i) & aplicacao z — D}.
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Note agora que dadas trés aplicagoes T' € K(X,Ax), S € K(As,X) e R € K(X), podemos

combiné-las com um elemento a € A para construir um operador:

T
L=|"“ Ao X — As X,
S R.

a T b _ ab+ T (z) (2.3)
S R T S(b)+R(z) |’ '

para todo b € A e todo x € X.

definido por:

Utilizando o produto interno de A@® X, definido no exemplo 2.7, temos que L é adjuntével

com adjunto

* S*

=" AGX — ABX.
™ R*

Além disso, Le K(A® X).

Para ver isso, basta notar que as aplicacoes

a 0 0 T 0 O 0 0
a— T — S e R—s
0 0 0 0 S 0 0 R

sao lineares, isométricas e que cada operador de posto um é levado num operador de posto

um, por exemplo:

0 @a T @a @a x
Of, o — ’ = Y ’ = O(4,0),(0, 2)-
0 O @0’ 0 @07 T

Podemos agora demonstrar a proposi¢ao 2.3, que afirma que: se X é um A-modulo de
Hilbert e z € X, entao existe um tnicoy € X tal que x = y. < y,y >4 .

Demonstracao da proposicao 2.3:

0 D,
Para cada x € X, temos que o operador ( I 0 ) é auto-adjunto em K(X,A,).

S

. a T 0 D,
isomorfismos do Lema 2.7, temos que = .
S R L, 0

a T . . 1 0 .
Se R € K(A & X ) é auto-adjunto e anti-comuta com 0 1) entao, pelos
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0 D,
Agora se T é um operador tal que 7° = < I 0 >, entdao T' € K(A & X), é auto-

1 0
adjunto e anti-comuta com ( 0 . ) :

0 D
Assim, pelo que mostramos acima, temos que T = ( I g >, para algum y € X e
Yy

3
0 Dx _ 0 Dy _ 0 Dy.<y,y>A
L, 0 L, 0 Ly <yysa 0
Como D e L sao iSOInOI"ﬁSl’IlOS, segue que r =Y. < Y,Y >4.

g

Como uma aplicacao dessa proposicao, daremos uma prova do Teorema de Hewitt-Cohen
para modulos sobre C*-dlgebras, a saber, proposicao 2.4 abaixo. Mas, para isso, precisamos

das seguintes definigoes.

Definicao 2.9 Um A-mddulo a esquerda X € dito um A-modulo de Banach quando X é
um espago de Banach e ||a.x|| < ||a|| . ||z]|, para todo a € A e todo x € X.

Definicao 2.10 Um A-mddulo de Banach X € nao-degenerado quando
span{a.x; a € Aex € X}

é denso em X.

Assim, temos que a;.x — x sempre que x € X e {a;}, ¢ uma aproximagao da identidade

para A.

Proposicao 2.4 (Teorema de Hewitt-Cohen) Suponha que X é um A-mddulo de Banach
nao-degenerado. Entao cada elemento de X pode ser escrito na forma a.x, para algum a € A

e algum v € X.

Demonstracao:
Dado um elemento z € X, vamos escrevé-lo como uma soma telescopica

o0

Z(mn — Tpi1)

n=0

de elementos que podem ser fatorados na forma v,.y,, onde v, € A, y, € X, e aplicar a

proposigao 2.3 para o elemento v = (v,,)7°; do A-mé6dulo de Hilbert Hy da proposicao 2.1.
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Se {a;}, ¢ uma aproximacao da identidade de A, como X é nao-degenerado, para cada
z € X, temos a;.2 — z.
Assim, dados € >0 e z € X, existe u € A tal que ||ul| <1e |z —uz| <e

Seja g = x. Defina indutivamente as sequéncias {z,} -, C X e {u,} -, C A tais que:
— i) < 27202
Tpi1 = Ty — ULy € || Tpya|| < :

Normalizamos os elementos x, para garantir que a sequéncia dos coeficientes esta em
Hy.
Sejam v, =2 "u, € Aey, =2"x, € X.

AsSimn, ([, — Zogal| = 0

Zvn Yy = Zun Ty = Z(mn — Tpy1) = Zo. (2.4)
n=0 n=0

Defina agora v = (v,)%, e note que, como [|v¥.v,|| < 272", temos que:

N
Z vy || < Z |vr o] < Z 272" — 0,
=M n=M

quando M, N — oo.
Logo, v € H4 e, em particular, v* € Hy.
Como H, é um A-mo6dulo de Hilbert pela proposicao 2.1, entao, pela proposicao 2.3,

podemos escrever

Vi=W. < W, W > 4= (W,. <W,W >,4)> = ()2,

para algum w = (w,)2, € Hy.

o0
Note que, sendo [|w,|| < ||w|% = ||v] 4, temos que ||w, || é limitado e que a série Zw;jyn
n=0
converge absolutamente para um elemento y € X.
Agora, se a =< W, W >4,
o0
a.y:Z<W,W>A (wz.yn):Z(wn<w,w>A Yn) Zvnyn:xozx.
n=0 n=0

o0
Logo, x = a.y, onde a =< W, W >4 ey = qu’;yn
n=0

Encerramos essa se¢ao com um lema que sera necessario nos proximos capitulos.

Lema 2.8 Se X e Y sao A-mddulos de Hilbert e existe uma aplicagao T € L(X,Y) tal que
T(X)=Y eT*(Y) =X, entio X e Y sao isomorfos.
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Demonstracao:
Como T e T™ sao aplicagoes continuas e possuem imagem densa, entao a composicao
7T : X — X também tem imagem densa.

Temos dai que |T'| = (T*T)Y/? : X — X também tem imagem densa e que:
< T@), T(&!) >a=< o, TP () >a=< T (@), IT] () >,

para quaisquer z, ¥’ € X.

Entdo, existe uma isometria u : T(X) — |T| (X) tal que w(T'(z)) = |T| (z), para todo
r e X.

Como T e |T'| tém imagem densa, entdo a isometria u pode ser estendida a uma isometria
de Y em X.

Agora, como T e |T'| sdo A-lineares, segue que u é A-linear e portanto, pode ser estendida

a um isomorfismo.

2.3 Algebra dos multiplicadores

Nessa secao, introduzimos o conceito de algebra dos multiplicadores de uma C*-algebra
e apresentamos algumas propriedades dessa algebra. Ainda nessa se¢ao, mostramos alguns

exemplos de algebras de multiplicadores.

Comegamos com um exemplo que mostra que uma C*-algebra A é isomorfa a C*-algebra

dos operadores compactos sobre o A-modulo de Hilbert A4, ou seja, A é isomorfa a K(Ay).

Exemplo 2.10 Sejam A uma C*-dlgebra e L : A — L(Aa) definida por L(a) = L,, onde
L,: A — A € definida pela multiplicagdo a esquerda: Ly (b) := ab.

No exemplo 2.8, vimos que a imagem de L é o ideal K (A ).

Afirmamos que (L(A4), L) é uma unitizacdo de A. Para mostrarmos isso, como L é
homomorfismo injetivo e K(A4) é um ideal, basta mostrar que K(A4) ¢ essencial.

Seja T' € L(Aa) tal que TK(A4) = {0}. Assim,

0= T-@a,b = ®T(a),b7

donde segue que
Or(a)p(c) = T(a). <b,c>4=0,
para quaisquer a, b, c € A.
Logo, T'(a) = 0, para todo a € A, ou seja, T' = 0.
Portanto, pelo lema 1.3, temos que L(A) = K(A,) é essencial.
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Defini¢ao 2.11 Uma unitizacao (B, i) de uma C*-dlgebra A é chamada de maximal se,
para cada aplicacao j: A — C, que leva A num ideal essencial da C*-dlgebra C, existe um

homomorfismo ¢ : C'— B, tal que ¢(j(a)) = i(a), para todo a € A.

Nosso proximo passo é mostrar que a unitizacao do exemplo 2.10 é maximal e, a menos
de isomorfismo, é a tnica unitizacao maximal para uma C*-algebra A. Para isso, precisamos

de alguns resultados apresentados na sequéncia.

Definigao 2.12 Sejam B uma C*-dlgebra e X um A-mddulo de Hilbert. Um homomorfismo
a: B— L(X) ¢ dito nao-degenerado se

a(B).X = span{a(b)z;b € B,z € X}
€ denso em X.

Proposigao 2.5 Suponha que A, B e C sao C*-dlgebras, X um A-mddulo de Hilbert e
i : B — C um homomorfismo injetivo sobre um ideal em C. Se a : B — L(X) é um

homomorfismo nao-degenerado, entao existe um unico homomorfismo & : C'— L(X) tal que

Além disso, se i(B) € um ideal essencial e o € injetivo, entdo a € injetivo.

Demonstracao:
Como i é injetivo e i(B) é um ideal em C, podemos supor, sem perda de generalidade,
que B é um ideal em C. Seja {e,} uma aproximagao da identidade em B.

Sece C, by,....,b, € Be xq,...,7, € X, entao:

Z a(chy) ()

Assim, a aplicacao

n

Za(ce,\bi)(xi)

=1

n

alcex) Y alb)(x;)

=1

n

> ab)(x)

i=1

= lim,, = lim,, <] -

(Sa0)) - Yt

i=1
estd bem definida e é limitada sobre a(B).X. Como « é nao degenerado, a(B).X é denso
em X.

Logo, essa aplicagao pode ser estendida a um operador a(c) : X — X, que estd em L(X)
pois @(c*) ¢ o adjunto. Dai, & : C'— L(X), dado por

a(c) (Z Oé(bi)(xi)> = afch)(x;)

i=1 i=1
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¢ um homomorfismo e ¢ a tnica extensao de «, pois os elementos da forma E a(b;)(z;) sdo
i=1

densos em X.

Agora, se « é injetiva e B é essencial em () entao:
(kera) N B = (kera) N B= {0} = kera = {0} = a ¢ injetivo.
O

Corolario 2.3 Se ¢ : B —L(A4) € um homomorfismo nao-degenerado, entao existe um
iinico homomorfismo ¢:L(Bg)—L(Ax) tal que ¢(b) = ¢(b), para todo b € B.

Demonstracao:

Tomamos o A-moédulo de Hilbert X = A4 e a unitizac¢do (inclusdo) L : B — L(Bg)
dada no exemplo 2.8. Entao, pela proposi¢ao 2.5, temos que existe um tnico homomorfismo
¢ : L(Bg) — L(A,) tal que ¢(b) = ¢(b), para todo b € B.

U

Lema 2.9 Se 7 : A — B ¢ uma unitizagio maximal e se j: A — C aplica A num ideal

essencial em C) entao existe um unico homomorfismo ¢ : C'— B, tal que
¢(j(a)) =i(a), para todo a € A.

Demonstracao:
Note que o homomorfismo ¢ deve ser injetivo.

De fato, como

(ker ) Nj(A) = {0}, pois  ¢(j(a)) =i(a) =0=a=0

e j(A) é essencial, segue que ker ¢ = {0} .
A existéncia segue da defini¢ao de unitizagao maximal.
Resta mostrar a unicidade.

Suponha que ¢ : C — B seja outro tal homomorfismo. Assim, dado ¢ € C, temos que:

(¢(c)=v(c))ila) = ¢(c)i(a)—(c)i(a) = ¢(c)p(j(a)) =¥ (c)P(j(a)) = é(cj(a))—v(ci(a)) = O,

para todo a € A, pois

cj(a) € j(A) e ¢(j(a)) = i(a) = ¢ (j(a)),

para todo a € A.
Logo, (¢(c) —¥(c))i(A) = {0} e, como i(A) & essencial, segue que

para todo ¢ € C.
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Podemos agora mostrar a afirmacao feita anteriormente: a unitizagao maximal de uma

C*-algebra ¢ tnica a menos de isomorfismo.

Teorema 2.1 Dada uma C*-dlgebra A, a unitiza¢io L : A — L(A4) do exemplo 2.10 é
maximal e € Unica no sequinte sentido: se j:A — B € outra unitizacao maximal, entao existe

um isomorfismo ¢ : B—L(Ax) tal que ¢poj = L.

Demonstracao:

Suponhamos que j : A — C aplica A num ideal essencial de C. Como L : A — L(A,4)
¢ um homomorfismo nao degenerado, aplicando a proposi¢ao 2.5 com B = X = A, temos
que existe um homomorfismo L : ¢ — L(A4) tal que Lo j = L.

Portanto, (L(A4), L) é maximal.

Para a unicidade, note que, como (L(A,4), L) é maximal, existe um homomorfismo
6 B— L(AL)

tal que ¢ o j = L e, da maximalidade de (B,j), obtemos um homomorfismo ) : L(A4) — B
tal que Y o L = j.
Dai, po1 oL = L e pela unicidade dada pelo lema 2.9, segue que ¢ e 1) sao inversas uma

da outra e sao tnicas.

g

Defini¢ao 2.13 Dada uma C*-dlgebra A, L(A4) serd chamada de dlgebra dos multi-
plicadores de A e os seus elementos, que sao os operadores adjuntdveis sobre A, serdo

chamados de multiplicadores de A. Essa C*-dlgebra serd denotada por M(A).

Apresentamos agora alguns resultados necessarios para mostrarmos que a algebra dos
multiplicadores da C*-algebra Cy(T'), onde T é um espago topologico de Hausdorff localmente

compacto, ¢ isomorfa a algebra Cy,(T") das fungbes continuas e limitadas sobre T.

Proposigao 2.6 Suponha que A e C sao C*-dlgebras e seja X um C-mddulo de Hilbert. Se
a:A— L(X) é um homomorfismo injetivo nao degenerado, entio « pode ser estendido a

um isomorfismo de M(A) sobre

B:={T e L(X);Ta(A) C a(A) e a(A)T C a(A)}.
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Demonstracao:
Note que, pela defini¢ao de B, a(A) é um ideal em B e é essencial pois, se T' € B satisfaz
Ta(A) = {0}, entao T'(a(A).X) = {0} .

Como « é nao-degenerado, entdao a(A).X é denso em X. Assim,
T(X)={0}=T=0.

Logo, pelo lema 1.3, a(A) ¢ um ideal essencial.

Desse modo, pelo teorema 2.1, basta mostrar que « : A — B é unitizacao maximal.

Que a é uma unitizacao é imediato. Logo, resta mostrar que é maximal.

Suponha que j : A — D aplica A num ideal essencial de D. Como o : A — L(X) é
um homomorfismo injetivo nao degenerado, segue, da proposigao 2.5, que existe um tnico
homomorfismo & : D — L(X) tal que @ o j = a.

Resta mostrar que a(D) C B.

Sedée Deaé€ A entao

a(d).a(a) = a(d)a(j(a)) = aldj(a)) € a(A),
pois j(A) é um ideal em D.
Logo, a(d).a(a) € a(A). (%)
Analogamente, temos que
a(a)a(d) € a(A). (xx)
Como (%) e (xx) sao validas para todo d € D e para todo a € A, segue que a(D) C B.

0

Corolario 2.4 Se X é um A-mddulo de Hilbert, entao a inclusio i : K(X) — L(X) € uma
unitizagao mazimal de K(X) e portanto, L(X) e M(K (X)) sao isomorfos.

Demonstracao:

Como i(T') = T, para todo T' € K(X), temos que ¢ ¢ um homomorfismo injetivo. Vamos
mostrar que ¢ é nao-degenerado.

Seja {7} uma aproximagcao da identidade para K(X). Pela proposi¢ao 2.3, dado x € X,
existe y € X tal que y. < y,y >4= x.

Assim,

T\(z) =Ty <y,y >a) = (k)< ¥,y > (y)) =
=T\(xx)< ¥,y >)Y) — (k)< ¥,y >)(y) = .

Logo, ¢ ¢ nao-degenerado.
Como K(X) ¢ um ideal em L(X), tomando B=L(X), a =i e A=K(X) na proposicao
2.6, segue que L(X) e M(K (X)) sao isomorfos.
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Proposigao 2.7 (i) Se H é um espago de Hilbert, entao M(K (X)) € isomorfo a B(H).

(i1) Se T é um espago de Hausdorff localmente compacto, entao M(Cy(T)) € isomorfo a

dlgebra Cy(T) das fungées continuas limitadas.

Demonstracao:

(i) E um caso especial do corolario 2.4, pois quando X = H, temos que L(X)= B(H).
(i) Note que Co(T) ¢ um ideal essencial em Cy(T).

Seja i a representagao de Co(T') e Cy(T') sobre [%(T'), definida por

(L()R)(@E) = f(t).h(D),

onde f € Cy(T) e h € I*(T).

Seja

B :={m € B(*(T));mu(Co(T)) C (Co(T)) e u(Co(T))m C pu(Co(T)) } -

Como Cy(T") & um ideal em Cy(T'), ¢é facil ver que pu(Cy(T)) C B'.

Assim, pela proposi¢ao 2.6, basta provar que se m € B’ entao m € u(Cy(T)), pois dai
seguird que u(Cy(T')) = B’ e teremos que M(Cy(T)) e Cy(T) sao isomorfos.

Suponha que, para cada f € Cy(T'), existe uma fungao mf € Cyo(T) tal que

p(mf) =mu(f).
Afirmamos que se t € T ¢é fixo e f,g € Co(T) sao tais que f(t) = g(t) = 1, entdo
mf(t) =mg(t).
De fato, se h € I*(T) é o ponto de massa em ¢, entao:
imf(t) —mg(®)] = |mf(t)h(t) — mg()h(t)| = [(mu(f)h) () — (mu(g)h)(t)| <
< [mp(f)h = mu(g)h|l < [|m|l - |u(f)h — p(g)hll = [m]| . |f(t) — g(t)| = 0.

Podemos assim definir ¢ : T'— C por ¢(s) = mf(s), onde f ¢ qualquer fungao em Cy(7T)
tal que ||f||=1e f(t) = 1.

Como podemos escolher a mesma fungao f numa vizinhanca de qualquer ponto t € T
dado e mf ¢ continua, segue que ¢ é continua e limitada por ||m|. Portanto, ¢ € C,(T).

Agora, dada h € [*(T) com suporte finito, podemos escolher uma fungao f € Co(T') tal
que f =1 no suporte de h. Dali,

u(@)h = p(mf)h = mu(f)h = mh,
donde segue que

m = p(¢) € u(Cy(T)).
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2.4 Representacoes induzidas

Iniciamos essa secao utilizando algumas propriedades de médulos de Hilbert e represen-
tacoes de C*-algebras para construirmos representacoes de uma C*-algebra a partir de uma

representacao de outra C*-algebra.

Seja X um B-modulo de Hilbert e suponha que outra C*-algebra A atua como operadores
adjuntaveis sobre X g, ou seja, vamos supor que temos um homomorfismo de A sobre Lg(X).

Escreveremos a.z para a acao de a € A sobre x € X e estaremos considerando X como
um A — B bimédulo 4 X 5. Mostraremos como construir representagoes para a C*-algebra A
a partir de representagoes da C*-algebra B.

Para essa construcao, vamos utilizar o produto tensorial para mostrar que, se X é um
B-mo6dulo de Hilbert, A é uma C*-algebra que atua como operadores adjuntaveis sobre Xp
e B atua sobre H, entao A atuara sobre X ® H. Para mais detalhes sobre produto tensorial,

ver, por exemplo, [Lan|.

Definicao 2.14 O produto tensorial entre dois espacos vetoriais Ve W é um espago

vetorial, denotado por V@ W, sobre o qual estd definida uma aplica¢ao bilinear
T:-VxW-VaW,

dada por
T(v,w) =v® w,

tal que, se B : V. x W — Z ¢ outra aplicagao bilinear, entao existe uma tunica aplicagao

linear L : V @ W — Z satisfazendo
L(v ®@w) = B(v,w).

Desse modo, pensaremos no espago vetorial V ® W como um espaco vetorial gerado pelos

elementos tensores v ® w, onde v € V, w € W, tais que:
(A1 + pv) @ w = AMvp @ w) + p(ve @ w) e
v ® (Awy + pws) = Mo @ wy) + p(v @ we)
para vy, ve,v € V, wy,wq, w € W, 0 que expressa a bilinearidade da aplicacao (v, w) — v®@w.

Lema 2.10 Se Ve W sao espagos de Hilbert, entao existe um produto interno definido sobre
VW tal que
(Ul ®w1\v2®w2) = (vl\vg).(wﬂwg). (I)

O espago de Hilbert do produto tensorial € o completamento do produto tensorial V @ W

na norma induzida pelo produto interno (I).
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Demonstracao:
Sejam v € V, w € W fixos. Considere os funcionais lineares f, : V — Ce f, : W — C,

associados aos espagos V e W definidos, respectivamente, por

fo(vr) i= (n1]v) e fu(wr) = (wi]w).

Note que a aplicacao f : V x W — C definida por

[, 1) = fo(v1). fu(wi) = (vi]v).(wi]w)

¢ bilinear, pois (. |.) é o produto interno usual e portanto, é linear na primeira variavel.
Assim, pela definicao 2.14, existe uma tnica aplicagao linear f, ® f, : V@ W — C, tal
que:

fo ® fu(vr @ w1) = (v1]v).(w1|w).

Considere agora o espago vetorial dos funcionais lineares conjugados de V ® W, denotado
por (V @ WJ. Defina f, ® f, € (V@ W) por:

fo ® fulvr @w1) i= fu ® fu(v1 @ w1) = (v1]v).(wilw) = (v]vy).(w|wy),

paraa=v;Qw; € VW
Desse modo, a aplicagao T : V x W — (V @ W definida por

T(U,w> = fv @ fw

¢ bilinear, pois (. | .) é o produto interno, e pela defini¢ao 2.14, existe uma tunica aplicacdo
linear L : V@ W — (V ® W, definida por

onde f=v,®@wy € V®W, tal que

Ly, (V1 @ wr) = (v1]va). (w1 |ws),

para v ® wi, Vo @wy € VR W.
Assim, podemos definir uma aplicagao sobre (V @ W) x (V ® W) satisfazendo (I), por:

(1 @ wilvy @ wy) = (a|B) = Lg(a) = (vi]va).(w1]wa),

paraa =v; Q@wi, =12 Qwy €V R W.
Resta mostrar que essa aplicacao é de fato um produto interno sobre V @ W.

Dados a=v1 @ wy,f =1 Q@ws, vy =v3Qwz € VW, A\ ue C, temos que:

(i) Como L, é linear conjugada,

Ao+ .8l y) = Ly(Aa+ p.8) = AL (@) + il (3) =
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= ALy(@) + p.Ly(8) = A(al 7) + p.(B]7)-
Logo,
(Ao + .0 7) = Al v) + p.(B]7)-

(i) (af B) = La(c) = (vi|ve).(wi]wz) = (va|vr).(wa|wr) = La(B) = (8] ).

(iii) Para a positividade, sendo o = > 7, (vx ® wy) um elemento tipico de V @ W,
aplicando processo de Gram-Schmidt as familias {vg},_, e {wg},_,, podemos encontrar

familias ortonormais {e;};_, C V, {f;}]_; C W e escalares {\;;}],_; C C, tais que:

2,7=1

a=> Xijle®f).

1,J
Assim,

(Z)\u e ® f;) |Z>\kz er @ fi > = (ige® ) Maler ® fi) =

,7,k,l

—Z/\z] /\klez|€k f]lfl Z|)\1]| >0

1,5,k
e(afa)=0« X\ ; =0, paratodos i,j < a=0.
De (i), (i) e (i7) segue que (I) é um produto interno sobre V @ W.

g

Observagao 2.9 Como usaremos produtos tensoriais completos (em alguma norma) e pro-

dutos tensoriais algébricos lado-a-lado, vamos utilizar a sequinte notacao para diferencid-los:
(1) ® denotard o produto tensorial que € completo em alguma norma;

(17) © representard o produto tensorial algébrico.

Desse modo, nas discussoes anteriores, podemos usar V © W e deixar V ® W apenas para

o espago de Hilbert que é o completamento de Vo W.

Munidos das propriedades de produto tensorial, vamos voltar ao principal objetivo dessa

secdo, a saber, induzir representacoes de uma C*-algebra em outra.

Seja 4 Xp um B-moédulo de Hilbert com uma ac¢ao dos elementos de A como operadores
adjuntéaveis. Considere 7 : B — B(H,) uma representagao nao-degenerada de B.
Nosso objetivo é encontrar uma representacao de A a partir dessa representacao de B.

Para isso, utilizaremos o espaco vetorial X ® H, e o produto interno sobre X ® H, dado por:
(z@hly@k) = (r(<y,z>p)hlk). (A)
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Assim, se B = C, as tnicas representagoes nao-degeneradas de B sdo 7(z) := z.1 e, sendo

Xp um espago de Hilbert com < x,y >c= (y| z), temos que o lado direito de (A) seré:
(r(< z,y >c)h| k) = (< z,y >c h| k) =< z,y >c . (h| k) = (y| ). (h]| k).

Em outras palavras, temos que o produto interno (A) reduz-se ao produto interno usual

(I) do lema 2.10 para o produto tensorial Xz ® H, de espagos de Hilbert.

Proposicao 2.8 Se Xp é um B-mddulo de Hilbert e m : B — B(H,) uma representacao
nao-degenerada de B, entao existe um unico produto interno positivo semi-definido sobre o

espago vetorial X © H, satisfazendo
(@ hly®@k):=(r(<y,x>p)hl k) (A)
para quaisquer t @ h, y @k € X © Hr.

Demonstracao:

Apresentamos um argumento analogo ao do lema 2.10.

Note que para y € X e k € H, fixos, temos que a aplicacao T : X x H,; — C definida
por

T(z,h) = (n(<y,z >p)h| k)
¢ bilinear e, pela definigao 2.14, existe uma tnica aplicagao linear f, ® fi : X © Hy — C tal
que
[y ® fu(x @ h) = (n(< y,x >p)h| k).

Desse modo, temos que a aplicagio (y, k) — f, ® fx é uma aplicagdo bilinear de X x H,
em (X © H,J.

Logo, existe uma tnica aplicac¢ao linear L : X ® H, — (X ® H,J tal que

Liy®k)=L(B) == Lg = f, ® fr,

paratodo f=y® ke X © H,.

Seja (a| B) == Lg(a),onde a =z h,f=y® ke X ® H,. Assim,
(x@h|ly®k) = (r(<y,x>p)h|k).

Vamos verificar que essa aplicagao define um produto interno semi-definido positivo.
Sejama=x®h, B=yRk, y=20meXoH,e\ pecC.
Como Lg ¢ linear conjugada, onde 3 € X ® H,, de maneira analoga & demonstragao do

lema 2.10, temos que:
(1) Aatp.ply) = Alalv) + p.(6]7);
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Lg(a) = (n(< y, & >p)h| k) = (k| 7(< y, 2 >p)h) = (7(< y, & >p)k[ h) =

= (m(<z,y >p)k| h) = La(8) = (6] ).

Resta mostrar a positividade, ou seja, devemos mostrar que

n

ij=1

Para isso, vamos considerar a familia (< z;,z; > B)?j:l como uma matriz n X n com
entradas de B. Tais matrizes formam uma *-algebra M, (B) com a estrutura usual de espago

vetorial e multiplicacao de matrizes, com adjunto dado por:

[(bi)i5=1]" = (0]4)55=1-

Desse modo, se 7w : B — B(H,) é uma representagao de B, entao m, : M,(B) — B(H")
definida por
Wn((bi,j)?,jzl) = (ﬂ-(biaj>)zj:1
¢ uma representagao da *-algebra M, (B).
Considerando agora vetores de H' com apenas uma coordenada diferente de zero, temos

que:
(1) se 7 ¢ fiel (injetiva), entdo m, também ¢ fiel;
(2) a C*-algebra m,(M,(B)) é completa.

Dessa forma, podemos transportar a C*-norma de B(H}) para M,(B) e M,(B) torna-se
uma C*-algebra.

Como em qualquer *-algebra existe no maximo uma C*-norma completa, (ver [SBA],
corolario 2.8), essa construcao independe da escolha da representacao fiel m de B.

Assim, escrevendo M = (< z;,z; >5);,_; € Mn(B), temos que (1) fica da forma:

> (Z m(< @i,z >p)hj] hz’) = ((ma(M)h), | hi) = (m(M)h| h),

=1 7j=1 =1

onde h = (hy, ..., h,) e (m,(M)h), é a i-ésima coordenada do vetor 7, (M )h.

A positividade segue agora do nosso proximo resultado.

Lema 2.11 Se X é um B-mddulo de Hilbert e x4, ...,x, € X, entdo a matriz

n

M = (< Ty Tj >B)i,j:1

¢ um elemento positivo da C*-dlgebra M, (B).
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Demonstracao:
Seja m : B — B(H) uma representagao fiel de B e seja , a correspondente representacao
de M, (B) sobre H" := @ , H. Pela permanéncia espectral da positividade, temos que M > 0

em M, (B) se, e somente se, m,(M) é um operador positivo, isto ¢, quando
(mo(M)h|h) >0, (1)

para todo h € H".

Logo, para concluirmos a demonstracao desse lema e, consequentemente, da proposicao
2.8, basta provar (II).

Como 7 pode ser representado por uma soma direta de representacoes ciclicas, basta

provar (II) quando 7 é ciclica, com vetor ciclico h € H. Assim, podemos assumir que:
h = (hy,...,h,) = (w(by)h, ..., w(by)h),

onde b; € B, para todo 1= 1,2, ...n.

Temos que:

(mn(M)h| h) = <Z7T(<xia%' >B)7T(bj)h> | (m(ba)h)izy | =

n

= (m(b] < @i, x; >p by)h| h) = (w << > wbi Y wsb >B> h| h) > 0.
i=1 j=1

ij=1
Essa tltima desigualdade segue do fato que: se b =< y,y >p> 0, entao (w(b)h| h) > 0.
Logo, obtemos a validade de (II), o que conclui a demonstragao do lema e, consequente-

mente, da proposigao 2.8.

g

Observagao 2.10 Note que o produto interno (A) sobre X @ H,, que definimos na propo-
si¢io 2.8, nao € positivo definido, pois qualquer vetor da forma (x.b) @ h —x ® w(b)h, onde
r€X,be B, he H,, satisfaz,

(zb)@h—z@nbhly®k)= (b)) @hly®k)— (z@7(b)h|ly@Ek) =

= (m(<y,z.b >p)h| k) — (m(< y,x >p)n(b)h| k) =
= (r(<y,x >p .b)h| k) — (m(< y,x >p .b)h| k) =0,

para todo y @k € X ® H,.
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No entanto, no completamento de X ® H,, os vetores da forma (x.b) ® h — x @ w(b)h,
onde x € X, b€ B, h € H;, que chamamos de vetores de comprimento zero, sao excluidos

no seguinte sentido: no completamento temos que
(x.b) @ h=x @ mw(b)h,

para quaisquer x € X, b € B, h € H,. Denotamos esse completamento por X ®g H.
Escreveremos x ® g h para a imagem em X ®p H, do elemento tensor t ® h € X ® H,,
para enfatizar que podemos fazer manipulagoes como (z.b) ®p h = x ®p w(b)h.
Estamos agora em condigoes de tratar o principal objetivo dessa secao, que ¢ induzir

representacgoes de uma C*-algebra em outra.

Proposigao 2.9 Seja X um B-mddulo de Hilbert. Suponha que A é uma C*-dlgebra que
atua como operadores adjuntdveis sobre X e que m : B — B(H,) é uma representac¢do

nao-degenerada de B. Entdo, a formula
Indr(a)(x ®@p h) := (a.x) g h

pode ser estendida a uma representacao Ind(w) de A como operadores limitados sobre o
espago de Hilbert X ®@p H,, obtido completando X ® H, no produto interno (A) definido na
proposicao 2.8. Além disso, se X € nao-degenerado como um A-mddulo, isto €, se A.X €

denso em X, entao Indrw € uma representa¢ao nao-degenerada de A sobre X Qp H,.

Demonstracao:

Dado a € A fixo, a aplicagdo T' : X x H; — X ® H, dada por T'(z,h) := (a.x) ® h é
bilinear. Logo, pela definicao 2.14, existe um tnico operador linear L, : X ® H, — X ® H,
tal que

L,(z®h) = (a.x) @ h.

Para mostrar que L, é limitado, vamos decompor 7 como soma direta de representagoes

ciclicas, digamos m = @,¢ 75, onde I é um conjunto de indices. Assim, a aplicacao
U/ : X © (EBSEIHS> - EBSEI(X ® Hs)

definida por
U'(r® {hstser) ={x @ hs}yer
pode ser estendida a uma transformacao unitaria

U: X ®p(®serHs) = Doer(X ®@p Hy)

tal que
U((a.z) ®p {hS}seI) = {(a.z) ®p hS}sEI'
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Como ||BserLal| = supser || La||, basta mostrarmos que se 7 é ciclica, entao L, é limitada
com norma independente de 7.
Desse modo, vamos supor que 7 ¢é ciclica com vetor ciclico h € H.

Entao, para x; € X, b; € B, temos que:

L, (Z :ci®7r(bi)h> = (Z(a.xi) ® m(b;)h) Z(a.a;j ®7r(bj)h> =
= Z ((a.z;) @ w(b:)h| (a.z;) @ 7(b;)h) = Z (m(< a.xz;, a.x; >g)m(b)h| w(b;)h) =

= Z (ﬂ(b;f)ﬂ(< a.xj,a.z; >p bj)h| h) = Z (7(b; < a.xj, a.x;b; >p)h| h) =
,J
= (m(< a.(ij. sz ;) >p)h| h).
J

Usando agora o corolario 2.2 e (A) da proposigao 2.8, temos que:

L, (Z 7 ® 7r(b,-)h>

<||a|| Z% b],leb >p)h|h) =

2

= (m(< a.(ij. sz ) >p)h| h) <
J

2

= [lal|* ( Zfﬂ ) ® Al Z% @ h) = ||al|”

Esta tltima igualdade vale pois:

= (Z z; @ 7(bi)h| Zl’j ® m(bj)h) =

—Zx,@)w Jh| x; @ w(b;)h)

Z x; @ m(b;)h

;@ w(by)h

e, usando (A) da proposi¢ao 2.8, temos

> a @ m(bi)h

= (w(b)w(< xj, 25 >p bi)h| h) = Z( (< x;b;, 2:.b; >5)h| h) =
i,J

Zx]bj,z%b >p)h| h) = sz ) @ hl ( ij

Logo, obtemos que L, é um operador limitado com norma ||LaH < ||al|, ou seja, a norma

2

— Z(w(< wj, 2 >p)m(bs)h| w(bj)h) =

7:7‘7‘

de L, independe da representacao .
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Temos assim que L, pode ser estendido a um operador Ind(m(a)) sobre X ®p H, com
norma |[Indr(a)|| < ||al .
Pela definicao de L,, temos que L,.Ly = L., para quaisquer a,a’ € A. Além disso,

sendo a € A um operador adjuntavel sobre X, usando (A) da proposi¢ao 2.8, temos que:
(La(z @ h)|y @ k) = ((a.x) @ hly @ k) = (7(< y,a.x >p)h| k) =

=(r(<a*y,x >p)h| k)= (z@h| (a".y) @k) = (x @ h| Lo+ (y @ k)),

pararz®@h,y®@k e X © H,.

Logo, Ind(m) é uma *-representagao de A sobre X ®p H,.

Suponhamos agora que X é um A-modulo nao-degenerado.

Para mostrar que Indn é nao-degenerada, basta provar que cada tensor t®@h € X ® H,,
pode ser aproximado por uma soma da forma " (a;.z;) ® h;.

Note que, como X é um A-moédulo nao-degenerado, dado x € X existem a; € Aex; € X,
onde i = 1, ..., n, tais que x é aproximado por Y . | a;.;.

Assim, como
ly@k|* = (y@kly@k) = (r(<y,y >p)kl k) < |7(< y,y >p)k| . [Ik]| <

2 2 2
<<y y>sll-IEI" = llylls - I~

para todo y®@k € X ® H,, segue que » . (a;.x;) ® h aproxima x ® h, quando x ¢ aproximado

n .
por » ! | a;.x;, pois:

o que conclui a prova do resultado.

n

i=1

n

O (az) —x)@h

i=1

n

i=1

< IRl

B

g

Observacao 2.11 Como vimos, a representacao induzida Indm depende do B-mdodulo de
Hilbert X e da representa¢io A — L(Xpg) que estamos usando. Quando quisermos enfatizar

alguma dessas dependéncias, escreveremos: X — Indgn, Indam ou X — Indr.

Proposig¢ao 2.10 Seja A uma C*-dlgebra que atua nao-degeneradamente como operadores
adjuntdveis sobre um B-mddulo de Hilbert X. Suponha que m; : B — B(H;), com i=1,2,
sao representacoes nao-degeneradas da C*-dlgebra B e que T : Hy — Hy é uma aplicagao

limitada entrelacando m e wy no sequinte sentido:

T(m (b)h) = ma(b)(Th),
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para todos b € B, h € Hy. Entdo, a aplicagio 1 QT : X ©® Hy — X ® Hy definida por
1T(x®@h):=xTh

pode ser estendida a uma aplicagao limitada 1 RpT : X ®p Hi — X ®p Hy que entrelaca
Indmy e Indmy. Além disso, temos que a correspondéncia T — 1 Qg T € *-linear e se

S : Hy — Hj entrelaca w9 € w3, entdo
Em particular, temos que a aplicacao Ind respeita equivaléncia unitdria e somas diretas.

Demonstracao:

Primeiramente, note que a aplicagdo V' : X x H; — X ® H, definida por V(z, h) = x®@Th é
bilinear. Logo, pela defini¢ao 2.14, existe uma tnica aplicacao linear 17T : XOH; — X©®©Hy
tal que

1T(x®h) =2 Th,

para todo x ® h € H;.
Assim, para todos t @ b € X ® Hy, y®@ k,x ® h € X ® H,, temos que:

() (@ 1Ty k) = (@@ h|y®Tk) = (r2(< y,x >p)W| Tk) =
= (W|ma(<y, 2 >5)T(k) = (W[ T(m(< g,z >p)k)) = (T°H| m(< y,x >p)k) =

= (mi(<y, 2 >p)TH| k) = (@ TH|yok) = (1T (e k)| (y® k).

Logo,
AT =1xT".

(i) (19 o (1T)(z2®@h) =A@ S)(z2®@Th)=2® ScTh= (1® (SoT))(x® h).
Segue dai que
1®S)o(1®T)=1®(SoT).

De (7) e (it), obtemos que a aplicacao T+ 1 ® T' é *-linear e respeita a composigao.

Agora, como o operador positivo ||T||* — T*T = S*S, para algum S € B(H;), temos que:
ITI* Iyl — @@ Dyl = (T yly) — (1 T)yl (1 T)y) =

=(IT1Pyly) - (1 THA Tyl y) = (IT| yly) — (A @ (T*T))y|y) =
=A@ (TI* =TTyl y) = (1® 5*S)y| y) = (1 ® S)y| (1 ® S)y) > 0.

Dai, ||(1 ® T)y|| < ||T|| ||y]| e portanto, temos que 1 ® T' ¢ limitada com norma
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Logo, 1 ® T pode ser estendida a uma aplicagao limitada
1T : X ®p H — X ®p Hy

que entrelaca Indm; e Indmsy, pois:
(171) (1 ®@p T)(Indmi(a))(x @ h) = (L ®@p T)((a.z) @ h) = (a.x) @ Th, e
(iv) Indme(a)(1 ®p T)(z ® h) = Indme(a)(x @ Th) = (a.x) ® Th;
Resta mostrar que Ind respeita equivaléncia unitaria e somas diretas.

(v) Se 7 e Ty sdo unitariamente equivalentes, entao existe uma aplicagao unitaria limitada
U : H — H, tal que
U(m1(b)h) = m2(b)(Uh),
para todos h € Hy, b € B.
Assim, a aplica¢do (1®pU) : X ®p H] — X ®p Hj ¢é tal que, para todo xt®@h € X © Hy,

vale
(1) 1 ®p U)(Indmi(a))(z®@h) = (1@ U)((a.x) ®h) = (a.x) @Uh e
(2) Indma(a)(1 ®p U)(z ® h) = Indm(a)(z @ Uh) = (a.x) @ Uh

Logo, de (1) e (2), Ind respeita equivalencia unitaria.
De maneira analoga, temos que Ind respeita somas diretas, pois vimos na proposicao

2.10 que X ®p BserH € isomorfo a Gser(X ®@p Hy).

Apresentamos agora alguns resultados que serao necessarios nos proximos capitulos.

Definigao 2.15 Sejam p e wy representagoes de uma C*-dlgebra A, onde s pertence a um
conjunto de indices S. Dizemos que p estd fracamente contida na familia de repre-

sentacgoes {mg; s € S}, quando
Nsesker(ms) C ker(p).

Proposicao 2.11 Suponhamos que uma C*-dlgebra A atua nao-degeneradamente sobre um
B-mddulo de Hilbert X e que {ms; s € S} é uma familia de representagoes da C*-dlgebra
B. Se p € uma representacao nao-degenerada de B que estd fracamente contida na familia
{ms; s € S}, entao X—Indp (= Indp) estd fracamente contida na familia {X — Indng; s € S}

de representagoes de A.
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Demonstracao:

Como toda representagao nao-degenerada ¢ soma direta de representagoes ciclicas entao
ker(®sesms) = Nsesker(ms).
Pela proposicao 2.10, temos que:
X — Ind(Psesms) = Bses(X-Indmy).

Logo, podemos supor que existe apenas uma representacao m na familia {ry; s € S}.

Dado a € ker(X-Indr), temos que:
X-Ind7(a) = 0 < X-Indn(a)(z ®p h) = 0, para quaisquer =z € X, h € H, &

& (a.x) ®p h =0, para quaisquer x € X, h € H,
< ||(a.x) ®p h|] =0, para quaisquer = € X, h € H,
< ((a.x) ®p h| (a.) ®p h) =0, para quaisquer = € X, h € H,.
Usando (A) da proposicao 2.8,

X-Indnw(a) =0 < (7(< a.z,a.x >g)h| h) =0, para quaisquer = € X, h € H,
& (< ax,a.x >g) =0, paratodo z € X.
Como ker(m) C ker(p), por hipotese, segue que:

m(<a.x,a.x >p) =0, paratodo z € X =

= p(< a.x,a.x >p) =0, paratodo z € X &
& (p(< a.x,a.x >p)h| h) =0, para quaisquer = € X, h € H,
& X-Indp(a) = 0.

Logo, se a € ker(X-Indr) entao a € ker(X-Indp), ou seja, ker(X-Indr) C ker(X-Indp),

0 que prova a proposicao.

Obtemos as seguintes consequéncias da proposicao acima:

Corolario 2.5 Se 7w e p sao duas representagoes de uma C*-dlgebra B tais que
ker(r) = ker(p), entio ker(X-Indgm) = ker(X-Indsp).
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Demonstracao:

Da proposicao 2.11, temos que:
ker(m) C ker(p) = ker(X-Indi7) C ker(X-Indfp);

ker(m) D ker(p) = ker(X-Indjr) D ker(X-Indfp).
Como ker(m) = ker(p) por hipotese, obtemos a conclusdo do corolario.

g

Corolario 2.6 Sejam A e B duas C*-dlgebras e m uma representagao fiel (injetiva) de B.
Suponha que a agdo de A sobre X € fiel, isto €, que a aplica¢io que leva A em L(Xp) €

injetiva. Entao X — Indam € uma representacao fiel de A.

Demonstracao:

Seja a € A tal que X-Indrw(a) = 0. Pelos calculos realizados na demonstra¢ao da propo-

sicao 2.11, temos que:
X —Indr(a) =0 (< a.x,a.x >p) =0,
para todo x € X. Como 7 é fiel, entao
(< a.x,a.x >p) =0, paratodo z € X =< a.x,a.x >p=0, paratodo z € X =

= a.x =0, paratodo xr€ X = a=0.

Logo, temos que X-Indw(a) =0 < a = 0, e portanto, X-Indr é fiel.

2.5 O produto tensorial espacial

Encerramos esse capitulo apresentando alguns resultados que serao necesséarios para defi-

nirmos as nogoes de norma espacial e de produto tensorial espacial.

Lema 2.12 Sejam A e B duas C*-dlgebras. Ewiste uma tnica estrutura de *-dlgebra sobre

o produto tensorial A ® B tal que:
(a®b)(c®d) =ac®bd e (a®b)"=a" R0,

para quaisquer a,c € A, b,d € B.
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Demonstracao:

Sejam a € A e b € B dois elementos fixos. Note que a aplicacao f : Ax B — A®B
definida por f(c,d) = ac ® bd ¢é bilinear, pois o produto tensorial ® ¢ bilinear. Logo, pela
definicao 2.14, existe uma tunica aplicagao linear L, ® L, : A® B — A ® B, tal que

Lo ® Ly(c®d) = ac® bd.

Assim, se L(A ® B) é o conjunto dos operadores lineares de A ® B, entao a aplicacdo
g:Ax B — L(A® B) dada por g(a,b) := L, ® L, também é bilinear. Logo, existe uma
tnica aplicac@o linear M : A® B — L(A ® B) tal que

M(a®b) =L, ® Ly.
Dados a ® b,c® d € A® B, defina
(a®b)(c®d):=Ma®b)(c®d).

Temos que,
(a®b)(c®d) =Ly ® Ly(c ® d) = ac ® bd.
Para provarmos a igualdade (a ® b)* = a* ® b*, consideremos o espaco vetorial (A ® BJ;
no qual os elementos sao da forma (a ® b), com a € A,b € B, e satisfazem a igualdade

(A\a)®b=a® (\b) = Aa®Db),

para todo A € C.
Logo, a aplicacdo h : A x B — (A ® BJ definida por h(a,b) := a* ® b* é bilinear e
portanto, existe uma tnica aplica¢do linear T': A® B — (A ® B) tal que

T(a®b) =a" ®b".
Assim, definimos
(a®b):=T(a®b) =a" Qb

paraa®b e A® B, e como A® B é gerado pelos elementos tensores da forma a ® b, onde

a € Aebe B, temos o resultado desejado.
O
Dados um operador 7" € B(H) e um elemento h € H, para simplificar a notagdo, no
proximo lema escrevemos apenas Th ao invés de T'(h). Além disso, o produto tensorial

H ® K dos espacos de Hilbert H e K representara o completamento do produto tensorial
HOK.
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Lema 2.13 Sejam H e K espagos de Hilbert, S € B(H) e T € B(K). Entao, existe um
unico operador limitado ST : H @ K — H @ K tal que

SRT(h® k) = Sh® Tk,

para todos h € H, k € K e
Is&T| =Sl 171

Demonstragao: Note que a aplicagao f : Hx K — H® K definida por f(h,k) := ShTk
¢ bilinear. Logo, existe um tnico operador linear S®T : H ® K — H ® K tal que

ST (h@ k) = Sh® Tk,

para quaisquer h € H, k € K. Vamos mostrar que S®T ¢ limitado com norma ||S||. ||T,
pois assim podemos estendé-lo a um operador sobre o completamento H ® K do espaco
H ® K, com as mesmas propriedades.

(i) Vamos supor que S e T sdo unitarios e « € H ® K. Como H e K sdo espagos de

Hilbert, sabemos que possuem bases ortonormais e portanto, podemos escrever

i=1

de tal forma que o conjunto {k;};_, seja ortogonal, isto &, os vetores k;, onde i = 1, ..., n, sdo
dois-a-dois ortogonais.

Como (Tk| Tk) = (k| k), para todo k € K, pois T ¢é unitario, e o conjunto {k;};_,
¢ ortogonal, entdo {T'k;};_, ¢ um conjunto ortogonal e os vetores Sh; ® Tk; também sao

ortogonais. Logo, o produto interno em H ® K é dado por
(h@k|h @K):=(h|K).(k|K).

Dai,

2 n

= |IShi @ Thil|* = "(Sh; @ Tk;|Sh; ® Th;) =
=1

i=1

iShi@)Tki

=1

1SET(a)||* =

n n

= (Shil Sh).(Thki| Th;) =Y "(hq | hy).(k; | ki) = Z 1l N1il* = [l

i=1 i=1

Donde segue que HS@T” =1=|S||.|T||, pois S e T sdo unitarios.

(ii) Para o caso geral, precisamos da seguinte afirmagao: Se H é um espago de Hilbert,
entdo B(H) é gerado pelos unitérios.

De fato,
(1) Seja T' € B(H) tal que 0 < ||T|| < 1.
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Temos que U = T + i(I; — T?)"/? ¢ unitario e 2T = U + U*.

(2) Agora, se T'€ B(H) e ||T|| > 1, entao T" =T/ ||T|| ¢ unitario e T' = ||T'|| T".

De (1) e (2) segue a afirmagao.

Assim, como HS@T” = 1para S € B(H) e T € B(K) unitérios, pela afirmacao acima,
segue que S®T ¢ limitado para todos S € B(H) e T € B(K).

Note agora que as aplicagoes o : B(H) — B(H ® K) e  : B(K) — B(H ® K),
definidas por S — S®1x e T +— 1x®T, respectivamente, sdo homomorfismos injetivos.

Como homomorfismos injetivos entre C*-algebras sao isometrias, temos que:
Is&1k]| =Sl e [La&T| = 7]

Além disso, da definicio de S®T, segue que (S®1g)(1g®T) = ST, pois para todo
h® ke H® K temos que:

(SR1)(1gRT)(h @ k) = (S®1g)(h @ Tk) = Sh®@ Tk = (SRT)(h ® k).

Logo,
[SET|| = ||(S®1x)(1x@T)|| < ||S&1k]| - [|La®T || = |S] |T]| -
Por outro lado, note que podemos aproximar ||S|| e ||T'|| por || Skl e || Tk||, respectiva-
mente, onde h € H e k € K vetores unitarios.
Dai, h ® k & unitario e podemos aproximar HS@T” por ||[Sh® Tk||.
Assim, como ||Sh ® Tk|| = ||Sh|| .|| Tk||, temos que HS@T” > ISl
Portanto,
Is&T|| = lIsI- 17

U

Apresentamos agora dois resultados necessarios para definirmos a norma espacial sobre
o espaco vetorial A ® B, onde A e B sao duas C*-algebras, e denotamos por A ®c B o

completamento de A ® B.

Proposigao 2.12 Considere os espacos de Hilbert H e K. Suponha que as C*-dlgebras
A" C B(H) e B' C B(K)

sao C*-dlgebras concretas, isto €, sao C*-sub-dlgebras nao-degeneradas, e sejam p € S(A")

et € S(B'). Entao, existe um tnico estado p @ T sobre A’ ®¢ B', tal que
& T(S®T) = p(S)r(T),

para quaisquer S € A", T € B’.

Um estado dessa forma € chamado de estado produto sobre A’ @¢c B’.
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Proposicao 2.13 Sejam H e K espagos de Hilbert. Suponha que A’ C B(H) e B' C B(K)
sao C*-dlgebras concretas e que T € A’ ® B'. Entao, como um operador sobre o completa-

mento H ® K de H® K, temos que
IT||* = sup M,
onde M € o conjunto dos quocientes da forma p @ T(S*T*TS)/p @ T7(S*S) tais que
peSA),TeS(B") e Se A oB satisfaz p® 1(S*S) # 0.
As demonstracoes dessas proposicoes utilizam estados vetores de uma C*-sub-algebra
nao degenerada A’ C B(H), sendo que, por definigao, um estado vetor sobre A’ é um estado

p € S(A") da forma p(T) = (Th | h), para algum vetor unitario h € H, onde H é um espaco
de Hilbert. Para maiores detalhes, ver [Wil|, proposigoes B-7 ¢ B-8.

Consideremos agora duas C*-algebras A e B.
Sep e S(A)er € S(B), entao a aplicagao f : Ax B — C definida por f(a,b) = p(a).7(b),

é bilinear e, pela definicao 2.14, existe uma tnica aplicacao linear p©7: A® B — C tal que
p©1(a®b) = pla).7(b)
Podemos agora provar o nosso proximo resultado.
Teorema 2.2 Sejam A e B duas C*-dlgebras.
(a) Set€e A® B, pe S(A), T € S(B), entao p ® T(t*t) > 0.

(b) Para cadat € A® B, defina
[t[l; = sup M,

onde M ¢é o conjunto dos quocientes da forma p © T(s*t*ts)/p © T(s*s) tais que
peS(A),TeS(B) e se A® B satisfaz p @ 1(s™s) # 0.
Entao, || .||, € uma C*norma sobre A ® B tal que ||a ®b||, = ||al| ||b]] -

(c) Sem: A— B(H:) en: B — B(H,) sao representacoes nao-degeneradas, entdo existe

um unico *-homomorfismo mr@n: A® B — B(H, ® H,) tal que
T ®@n(a®b) =m(a)@nb).

Além disso, para cadat € A® B, temos que ||[m @ n(t)|| < [|t]|,-
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(d) Sem en sao representagoes fiéis de A e B respectivamente, entao vale a igualdade em
(c), isto €, para quaisquer a; € A e b; € B,

i a; & bz
=1

n

Z m(a;) ® n(b:)

i=1

B(Hx®H;)

g

Demonstracao:

Suponha que 7 e 1 sdo representagoes fiéis das C*-algebras A e B respectivamente.

Como a aplicacdo g : A x B — B(H, ® H,)) dada por g(a,b) = m(a) ® n(b) é bilinear,
existe uma tnica aplicac@o linear r®@n: A® B — B(H, ® H,) tal que

m@n(a®b) = n(a)@n(b).

Note que essa aplicacao ¢ um *-homomorfismo e ¢ fiel.
De fato,
i) m@n((a®b)(c®d) =7 @n(ac® bd) = w(ac) @ n(bd) = 7(a)w(c) @ n(b)n(d) =

= (m(a) @ n(b))(7(c) @ n(d)) = 7 @ na @ b).w @ n(c® d);

(i) @ n((a @ b)) =7 @n(a” @b") = 7w(a*) @n(b*) = m(a)* @n(b)* = (7 @ n(a b))

(i) T@n(a®b) =7(a) @) =00 0= 7(a) =0 e n(b) = 0.

Como 7 e 1 sao representacgoes fiéis, entao a = 0 = b, donde segue que ™ ® 1 é fiel.

Agora, sendo 7 e i duas representacoes injetivas, temos que os estados de A sao da forma
p o, onde p um estado de 7m(A) e os estados de B sao da forma 7 o7, onde 7 é um estado
de n(B).

Note também que

(pom) @ (Ton)(t) =pe7(r (),

para todot € A® B.

Com efeito, parat =a® b € A ©® B temos que:

(iv) p@7(mr@n(t) =p@7(n(a) ®n(b)) = p(r(a)).7(n(b)), pela proposigao 2.12;

(v) (pom) O (ron)(t) = (pom)(a).(T on)(b) = p(r(a)).T(n(b)).

Como 7 ® 7 é¢ um *-homomorfismo, 7 ® 7(t*t) é um elemento positivo de 7(A) ®@¢ n(B),
onde 7(A) ®cn(B) é o espago isomorfo ao espago A ®¢ B, que é o completamento do espago
AOB.

Assim, usando a proposi¢ao 2.12 com A’ = w(A) e B’ = n(B), temos a validade de (a),
poisse t € A ® B, entao

(pom) ®(Ton)(tt) =p@T(r®n(tt)) = 0.
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Note agora que a proposigao 2.13 implica que |[/t||, é a norma do operador 7 ® 7(t).
De fato, set,s € A® B,

I @ n(t)||* = sup{p @ T(r @ n(s*)m @ n(t" )T @ (t)T @ n(s))/p(r @ n(s*)w @n(s))},

(onde p € S(m(A)), 7 € S(n(B))e s € A® Bsatisfaz p(m @ n(s*)m @ n(s)) # 0).
Donde,
lr @ n(0)]* =

= sup{(pom) O (ron)(st*ts)/(pom) ® (T on)(s"s);p € S((A)), T € S(n(B))},

(onde s € A® B satisfaz (po7) ® (7 on)(s*s) # 0).
Logo, como

2 2
lm @ 0" = [tll; = llm @ @] = [,

temos a validade de (d).

Além disso, se t = a ® b, entao:
la®bll, =7 @n(a®b)| = |lr(a) @n®)| = [7(a)|l [n(®)]] = llal - |o] ,

sendo que essas ultimas igualdades seguem do lema 2.13 e do fato que 7 e 7 serem isometrias.
Dai, ||a ® b||, = ||al| . ||b]|, donde concluimos a prova do item (b).

Por outro lado, mesmo se 7 e 17 nao sao fiéis, temos ainda que po 7w e 7 o n sao estados
quando p € S(m(A)) e T € S(n(B)).

Logo, o item (c) segue do item (b).
O

Corolario 2.7 Sejam A e B duas C*-dlgebras e m : A — B(H,) en : B — B(H,) duas
representagoes. Entao, existe uma unica representacio ™ @ n 1 A®, B — B(H, ® H,)

satisfazendo ™ @ n(a @ b) = w(a) @ n(b). Se w e n sao fiéis, entdo ™ @ n também € fiel.
Demonstragao: (Ver [Wil], corolario B.11)

Definicao 2.16 Sejam A e B duas C*-dlgebras, entdo a norma || .|, definida no teorema
2.2 € chamada norma espacial sobre A ® B. O completamento de A ® B nessa norma €

denotado por A ®, B e ¢ chamado de produto tensorial espacial.

83



Capitulo 3
Equivaléncia de Morita

Neste capitulo definimos alguns conceitos cruciais para a dissertagao, a saber, os bimédu-
los de imprimitividade e a Equivaléncia de Morita. Além disso, mostramos que a Equivaléncia

de Morita é uma relagao de equivaléncia na classe das C*-algebras.

3.1 Bimoédulos de imprimitividade

Iniciamos essa se¢ao introduzindo o conceito de bimoédulo de imprimitividade e a seguir
provamos algumas das suas propriedades elementares, que serao necessarias no proximo

capitulo.

Definigao 3.1 Sejam A e B duas C*-dlgebras. Dizemos que um espago vetorial complexo
X ¢ um A - B bimodulo quando X € simultaneamente um A-mddulo a esquerda e um
B-mddulo a direita. Um A - B bimodulo de imprimitividade é um A - B bimddulo X

que satisfaz as sequintes condigoes:

(a) X é um A-modulo de Hilbert a esquerda pleno e é um B-mddulo de Hilbert a direita

pleno;
(b) Dados x,y € X,a € A e b€ B, temos:
<ax,y>p=<uz,a'y>p e (a<xby>)= (a<z yb >).
(¢) Dados x,y,z € X, temos (a< x,y >).z=12. <Y,z >p.

Observacao 3.1 A condigao (b) da defini¢ao anterior nos diz que a C*-dlgebra A atua como

operadores adjuntdveis sobre Xpg e que a C*-dlgebra B atua como operadores adjuntdveis
sobre (4X).
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Em particular, temos que (a.z).b = a.(z.b) e (A\.a).(x.b) = a.(z.(\.b)) pois, para quaisquer
r € X,a€ A,be B\ € C, vale:

(1) 4 < (a.x).bjy >=s< a.x,yb" >=a. 4 <z,yb" >=a. 4 <x.by>=4<a.(x.b),y >;
(i) < (N\.a).(z.b),y >p=< w.b,Aa*.y >p= A < x.b,a*.y >p= < x.(\.b),a*.y >p=

=< a.(x.(\D)),y >5 .

Apresentamos agora alguns exemplos de bimédulos de imprimitividade.

Exemplo 3.1 Um espaco de Hilbert H é um K(H) - C bimddulo de imprimitividade com os

produtos internos definidos por:
(k< hk>)=hok e
< h,k >c= (k| h),
onde h @ k(m) := h. < k,m >c= (m | k)h, com h, k, m € H.

De fato,

(a) No exemplo 2.5 vimos que H é um K(H)-mo6dulo de Hilbert a esquerda pleno e, como
< h,k >c= (k| h),com h, k, m € H, temos que I = span{< z,y >c;z,y € X} é denso em
C. Portanto, H é um C-moédulo de Hilbert & direita pleno.

(b) Dados h,k,m,z,y € H e A € C, temos que:
()< (h@k)x,y >c=< h. < k,x >c,y >c=< (x| k)h,y >c= (y| (x| k)h) =

=W W)@ k) = |n)k] )

()< z, (h®@k)'y>c=<uz,(k®@h)y >c= <z, k. <hy>>=<uz(y| h)k>c=

= [ Wk |z)=(y|h)E] )
(iii) g < h.A\ k> (m) = (RA) @ k(m) = (m | k)h.);
(iv)g < h, kA > (m) = (m| kEXN)h = Xm | k)h = (m | k).

Como K(H) é gerado pelos elementos da forma h® k, onde h, k € H, dados os elementos
r,ye H T € K(H),\ € C, de (i) — (iv) temos que:

(k<N y>)=(xk<T,9.)>) e

<T(x),y >c=<z,T*(y) >c .
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Logo, vale a condicao (b) da definigao 3.1.

(c¢) Dados h,k,m € H, temos que:

(k< h,k>)(m)= h®k(m)= h. <k,m>c.
Portanto, H é um K(H) - C bimédulo de imprimitividade.

Exemplo 3.2 Toda C*-dlgebra é um A - A bimddulo de imprimitividade com os produtos

internos dados por < a,b >4:= a*b e (4< a,b >) := a.b*, onde a,b € A.

De fato, sejam a,b,c,z € A.

(a) Vimos no exemplo 2.2 que A é um A-moédulo de Hilbert a direita com o produto
interno < a,b >4:= a*b.
De maneira analoga, obtemos que A é um A-modulo de Hilbert & esquerda com o produto

interno (4< a,b >) := a.b*.
(b) Note que:
< z.a,b>a= (za)*b= a*r*b=<a,2*b>4 e
(a<ax,b>) = axb' = a.(ba*)* = (4< a,ba* >).

(¢) Como (4< a,b >).c = a.b*.c = a. < b,c >4, temos a validade da condigao (¢) da
definicao 3.1.

A afirmagao segue agora de (a), (b) e (c).

Lema 3.1 Sejam A e B duas C*-dlgebras. Suponha que X é um A - B bimddulo satisfazendo
as condigoes (a) e (¢) da defini¢ao 3.1. Entao, X € um A - B bimddulo de imprimitividade
se, e somente se, X satisfaz a condi¢ao:
(0') Dados a € A, b€ B ex € X, valem as desigualdades:
<azazr>p<|a’. <z,2>p e
(a< z.b,x.b >) <|b||*.(a< z,2 >).
Demonstracao:

(i) Se X ¢ um A - B bimédulo de imprimitividade, entdo X satisfaz a condigdo (b)
da definicao 3.1. Assim, A atua como operadores adjuntaveis sobre Xp e B atua como

operadores adjuntéveis sobre (4X). Logo, a condi¢ao (b') segue do corolario 2.2.

(ii) Suponhamos agora que X satisfaz as condigoes (a), (0') e (¢). Entao,
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< (a<zyy>)z,w>p=< . <y, z>p,w>p=<y,z>h . <r,W>pg=
=<z,y>p.<r,w>p=<z,y. < r,w >p>p=< z,(4< y,r >).w >p=
=<z (u<z,y>")w >p.

Assim, obtemos que < a.z,w >p= < z,a*.w >p, para quaisquer z,w € X e para todo a

pertencente ao conjunto
(a< X, X >) = span{(a<z,y >);z,y € X}.

De (¥), temos que a aplicacao p : X — X dada por p(x) = a.z, onde a € (4< X, X >),

tem norma menor ou igual que ||a|| e, pela Desigualdade de Cauchy-Schwarz, temos que:

< a.z,w >p|° = ||< a.z,w>% . <azw>p|| < ||<azaz>p|.|<ww>p|| <

< Mall* < 2.z >p| - 1< w,w >pll = lla|*. |12]5 - llwll .
donde segue que
I<azw>p| < o]l |zlz - lwlg,

para todos z,w € X.

Como (4< X, X >) é denso em A e <., .>p é continua, segue que a igualdade
<a.z,w>p=<z,a".w>p

é valida para quaisquer z,w € X, a € A.

Analogamente, temos que a igualdade (4< z.b,w >) = (a< z,w.b* >), é valida para
quaisquer z,w € X, b € B.

Portanto, obtemos a validade da condigao (b) da definigao 3.1, ou seja, X é um A - B

bimoédulo de imprimitividade.

i

Proposicao 3.1 (1) Todo B-mddulo de Hilbert pleno é um K(X) - B bimddulo de impri-

mitividade com o produto interno
(k< z,y >) = 0O,,,
onde ©,,(2) == x. <y,z>p, para x,y,z € X.

(II) Reciprocamente, se X é um A - B bimddulo de imprimitividade, entao existe um iso-

morfismo ¢ : A — K(X) tal que ¢((a< x,y >)) = x < z,y >, para r,y € X.
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Demonstracao:

(1) Seja Xp um B-modulo de Hilbert pleno. Pelo lema 2.6, temos que X ¢ um K(X)-
modulo de Hilbert a esquerda pleno com o produto interno (x< z,y >) := 0,,. Assim,

obtemos que a condi¢ao (a) da definigao 3.1 é satisfeita.

(2) Dados z,y, z,w € X,b € B, temos que:
1) (k< z.byy >)(2) = Oupy(z) = 2b. <y, z>p=x. <y.b*, 2 >p= Oy yp(2) =

= (k< z,y.b" >)(2);
(1)< Oy y(2),w >p=< . <Y,z >p,w>p=< 2,y >p . < T, W >p=
=< z,y. <T,w >p>p=< 2,0, ,(w) >p=< 2,0, (w) >5 .
Como os elementos da forma O, , geram K(X), onde x,y € X, segue que:
<T(2),w >p=< z,T"(w) >p,

para quaisquer z,w € X e todo T' € K(X).
Logo, a condigao (b) da defini¢ao 3.1 ¢é satisfeita.

(3) Como (g< x,y >).2 = (k< x,y >)(2) = Oyy(2) := x. <y,z >p, paraz,y,z € X,

temos que a condicao (c¢) da definigdo 3.1 é valida.

De (1), (2) e (3) obtemos a afirmagao (I).
Reciprocamente, suponhamos que X é um A - B bimdédulo de imprimitividade.

Como A atua como operadores adjuntéveis, a aplicacao ¢ : A — L(X), definida por
¢(a)(z) = a.z,
¢ um homomorfismo entre C*-algebras, pois dados a,b € A,z € X, temos que:
pla+b)(z)=(a+br=azx+bx= ¢(a)(r)+¢0b)(x) e
B(ab)(z) = ab.a = a.bx = a.6(b)(x) = B(a)($(b)(x).
Seja a € A tal que ¢(a) = 0. Como X é um A-moddulo de Hilbert pleno, entao
(a< X, X >) = span{(a< z,y >); z,y € X}

¢ um ideal denso em A. Logo, podemos aproximar a por elementos da forma

.y (a< i, yi >).
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Sendo ¢(a) = 0, temos

a.Z(A< Ty >) = Z(A< a.xi, y; >) = Z(A< o(a)(x;),y; >) = 0.

Segue dai que a = 0, ou seja, ¢ é injetiva.

Além disso, para x,y,z € A, temos:

d((a<z,y >))(2) = (u<z,y>)z=2.<y,z>p= 0,,(2) = (k< z,y >)(2),

ou seja,
da<x,y>)= g <x,Y >,
para todo =,y € X.
Logo, ¢((a< X, X >)) C K(X). Agora, como (4< X, X >) é denso em A e K(X) é
fechado, temos ¢(A) C K(X).
Por outro lado, dados z,y € X, temos que O,, = ¢((a< z,y >)), isto é, ¢(A) contém
todos os geradores de K(X) e, como imagem de ¢ ¢é fechada, segue que K(X) C ¢(A),

Portanto, ¢(A) = K(X) e como ¢ ¢ injetiva, obtemos o resultado desejado.
U

Definigao 3.2 Sejam A e B duas C*-dlgebras e Ay C A, By C B, duas *-subdlgebras densas.
Dizemos que um espaco vetorial Xy € um Ay — By pré-bimodulo de imprimitividade

quando Xy € um Ag — By bimddulo que satisfaz as sequintes condic¢oes:

(a) Xo € um Ag-mddulo com um pré-produto interno a esquerda e é um By-mddulo com

um pré-produto interno a direita no sentido que existem aplicacoes
(AO<.,.>)IX0XX0—>A0 e <.,.>BOZX0><X0—>B0

satisfazendo as condigoes (a) — (d) da definicao 2.2, com as devidas adaptagoes para o

caso "a esquerda;
(b) (a,< Xo, X0 >) e < Xo, Xo >p, geram ideais densos em A e B, respectivamente;

() < am,ax >p< o’ < 2,2 >p, e (4,< xbab >) < b (4,< @2 >), para
quaisquer a € Ay, x € Xg, b € By;

(d) (ay< z,y >).2 = 2. <Y,z >p,, para todos x,y, z € Xo.
Nosso préoximo passo é tomar o completamento de um pré-bimoédulo de imprimitividade

X, para obter um bimédulo de imprimitividade. Para isso, precisamos que as duas semi-

normas
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2
2l = (ap< 2,z >)]| e
2
2]l = <z, 2 >l
definidas sobre Xy, coincidam. O proximo resultado garante esta igualdade.

Proposigao 3.2 Sejam A e B duas C*-dlgebras e Ay C A, By C B, duas *-subdlgebras

densas. Se Xy € um Ag — By pré-bimddulo de imprimitividade, entdo
2 2
2]y == (ag< @,z >)[[ = [< @2 >p| = |25,
para todo x € Xj.

Demonstracao:
Fixado x € X, utilizando a Desigualdade de Cauchy-Schwarz e a definicao de pré-

bimoédulo de imprimitividade, obtemos que:
< z,2 >p|° = |< @,z >%  <za>g|=<z,0>p . <z,0>| =

=< z,z. <z,x >p,>p | = |I< z, (4 < x, 2 >).x >p|| =

= ||<z, (< 2,2 >) 1 >h . <z, (4< 3,2 >)a >BOH1/2 <
<< zz>p )" < (a< 2,2 >) 2, (4 < T, >).2 >p,|| <
1/2

< ||< T, T >Bo||1/2'||(Ao< T, T >)|| : ||< T, T >Bo||

Dai, |<a,x >p,| < |[(ay <z, 2 >)].
Analogamente, podemos mostrar que |[(4,< z,2 >)|| < [|< &, >p,||, donde segue a

igualdade desejada.
O

Proposigao 3.3 Sejam A e B duas C*-dlgebras e Ag C A, By C B, duas *-subdlgebras
densas. Se Xy € um Ay — By pré-bimddulo de imprimitividade, entdao existem um A — B
bimaddulo de imprimitividade X e um homomorfismo q : Xg — X, entre Ay — By bimddulos,

tais que q(Xo) € denso em X e
(1< q(@),q(y) >) = (a< 2y >) e
<q(x),q(y) >p=< 2,y >p,,

para todos x,y € X, a € Ag, b € By.
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Demonstracao:

Pela proposi¢ao 3.2, temos que as seminormas || .|, e || . ||z coincidem em X,. Assim,
pelo lema 2.2, temos que o completamento X de (Xo,|| .|| ,) ¢ um B-médulo de Hilbert a
direita e, por simetria, X também é um A-moédulo de Hilbert & esquerda.

Além disso, desse mesmo lema, segue que existe uma aplicagao linear ¢ : Xy — X, tal

que ¢(Xp) é denso em X e vale:
(A< Q<x)7Q<y) >) = (A0< z,y >) e
< q(x),q(y) >p=< 2,y >p,,

para todos x,y € X, a € Ag, b € By.
Também temos que a aplicacao ¢ ¢ um homomorfismo, pois g : Xg — X ¢é a extensao da

aplicacdo canonica q : Xg — Xo/N, onde ¢(z) ==z + N e
N={xe Xo; <z,2>p,=0=(4,< z,2>)}.

Como Xy é um Ag — By pré-bimodulo de imprimitividade, temos que:

(I) X é um A-mo6dulo de Hilbert a esquerda pleno e também que X é um B-modulo de

Hilbert & direita pleno, pelas condicoes (a) e (b) da definigdo 3.2;

(IT) Como as condigbes (c) da defini¢ao de 3.1 e (V') do lema 3.1 valem sobre Xy, entdo

elas permanecem validas sobre o completamento X.

Portanto, X é um A - B bimédulo de imprimitividade.

g

Corolario 3.1 Suponha que A e B sao duas C*-dlgebras e que X é um A - B bimddulo
satisfazendo as condigoes (a), (b) e (d) da defini¢ao 3.2, (com A=Ay e B= By). Entio, X
€ um A — B pré-bimodulo de imprimitividade se, e somente se, para x,y € X, a € A, b€ B,

vale a sequinte condi¢ao:
() <ax,y>p=<uz,a"y>p, (a<zby>)= (4<z,y.b*>).

Demonstracao:
Suponhamos que valem (a), (b), (¢') e (d).
Note que a acao de A sobre X pode ser estendida a para A' = A ® C via

(a+ A1)z :=ax+ Az

onde 1 ¢ a unidade de A!. Assim,
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<(a+A1l)x,y>p=<axr+Ax,y >p=<ax,y>p+ < A\x,y >p=
=< z,a"y >p+A <2,y >g=<ux,(a* + A1)y >p=< 1, (a+ 1)y >p,

ou seja, para todo a; € A! vale < ay.x,y >p= < z,a}.y >5.

Logo, se ¢ € A! ¢ um elemento positivo, entdo ¢ = d*d para algum d € A' e temos
<z, cx>p=<d.x,dx>>0.

Como ||a]|*.1 — a*a € A' é um elemento positivo, segue que:

) ||’ < z,2 >p — < a.x,a.x >p= <z, ||a|’ 1.z >5 — < x,a*a.x >p=

=<z, (|a|| 14 — a*a).z >> 0.

(ii) De modo analogo, obtemos que [|b]|*. (4< 2,z >) — (4< z.b,z.b >) > 0.

De (i) e (i7), obtemos que a condi¢do (c) da definigdo 3.2 é satisfeita. Portanto, X é um
A — B pré-bimodulo de imprimitividade.

Por outro lado, se X é um A — B pré-bimédulo de imprimitividade, entao vale a condicao
(0') do lema 3.1, pois (') é igual a condigao (c) da defini¢do 3.2. Logo, (¢/) segue como na

demonstracao do lema 3.1.

3.2 Equivaléncia de Morita

Nessa se¢do, apresentamos o conceito de Equivaléncia de Morita entre C*-algebras e
provamos que a Equivaléncia de Morita é uma relagao de equivaléncia na classe das C*-

algebras.

Definigao 3.3 Duas C*-dlgebras A e B sao Morita equivalentes, ou também chamadas

equivalentes a Morita, quando existe um A - B bimddulo de imprimitividade X.

Nosso proximo passo seré provar que a Equivaléncia de Morita é, de fato, uma relacao

de equivaléncia. Para isso, precisamos de alguns resultados apresentados na sequéncia.

Observacgao 3.2 Se as C*-dlgebras A e B sao isomorfas, entao A e B sao Morita equiva-

lentes.
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De fato, seja ¢ : A — B um isomorfismo entre as C*-algebras A e B. Entao, X = B¢

um A — B bimédulo de imprimitividade com as operagoes:
r.b:=xb; ax:=¢la)r, <z,y>pg=1Y e (u<z,y>):=0 "(xy").

Vamos verificar que X com essas operagoes é, de fato, um A — B bimo6dulo de imprimi-
tividade.

(1) No exemplo 2.4, vimos que X = B é um B-moédulo de Hilbert a direita pleno com
o produto interno < z,y >p:= x*y. Vamos mostrar que X é um A-mo6dulo de Hilbert a

esquerda pleno com a operacao definida por

(a< m,y>):=¢ ' (xy).

Dados z,y,2 € X, \,u € C,a € A e lembrando que ¢! : B — A ¢ isomorfismo, temos

que:

(a) (a< Az 4 py,z >) = ¢~ H(Ax + py)z") = Ao~ H(z2") + po~'(yz") =
=ANa<z,z>)+pla<y, z>);
(b) (a<az,y >) = (a<dla)z,y >) = ¢~ (d(a)ry") = ¢~ ((a)).0™ (2y*) =
=a.(a< x,y >);
(0) (a< 2,y >) = (67 (ay*))" = ¢~ ((ay)") = ¢ (yz") = (a<y,z >);
(d) (a< z,2 >) = ¢~ (z2*) > 0, pois z.z* é um elemento positivo de B;
(€) (a< z,2>) = ¢ Mar*) =0 = za* =0 =z = 0.

Note que o ideal I = span{(a< z,y >);z,y € X} = span{¢p~ (xy*);z,y € X = B} ¢

denso em A, pois ¢! é isomorfismo, e como

2 — 2
(% = l(a< 2,2 >)|| = [[¢7" (22”) || = az™]| = |||,

segue que X é um A-moddulo de Hilbert a esquerda pleno.

(2) Dados x,y € X, a € A, b € B, temos que:

<ax,y >p=<d(a)r,y >p= (d(a)r)"y = 2"d(a’)y = 2"(a"y) =< z,a".y >

(a<zbyy >) = ¢~ (wby") = ¢~ (2.(yb")") = (a< 2, 50" >);
(3) Dados z,y, z € X, temos que:
(a< 2,y >).z=¢ Hoy")z = o(o Hay"))z =ay*z = 2. < y,z >p;
De (1), (2) e (3), segue o resultado.
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Para mostrarmos que a Equivaléncia de Morita é uma relacao de equivaléncia sobre a
classe das C*-algebras, precisamos formar o produto tensorial de dois bimodulos de impri-
mitividade.

Sejam X um A - B bimo6dulo de imprimitividade e Y um B - C bimédulo de impri-
mitividade, onde A, B e C sao C*-algebras. Vamos mostrar o produto tensorial algébrico
X®Y éum A - C pré-bimodulo de imprimitividade com as operacoes apropriadas. Aqui é
conveniente trabalhar com o produto tensorial B-balanceado, denotado por X ®p Y, que é

o quociente de X ®Y pelo subespago
N =span{(z.b) @y —2® (b.y);z € X,y €Y, be B}.

Escrevemos = ®p y para a imagem do elemento tensorial z ® y € X ® Y no quociente
X ©Op Y e, pela observagao 2.11, com Y no lugar de H, e com 7 : B — L(Y) dada
por 7(b) = b, podemos fazer manipulagdes como (z.b) ®p y = = ®p (b.y), para quaisquer
reX,yeYebe B.

Proposigao 3.4 Considere as C*-dlgebras A,B e C. Suponha que X é um A - B bimddulo
de imprimitividade e que Y € um B - C bimddulo de imprimitividade. Entao Z = X G Y
€ um A - C bimddulo e existem pré-produtos internos sobre Z inicos tais que, para todos

x,z € X, y,w €Y, sao vdlidas:

(1) ((z®pY,z2Q@pw))s =<< 2, >p .Y, W >c;
(2) (4 ({(z®@py,z@pw))) = (a<z,2.(B< W,y >) >).

Com respeito a esses pré-produtos internos, Z € um A - C pré-bimaodulo de imprimitividade
e o seu completamento € um A - C bimddulo de imprimitividade, que denotamos por X @gY

e chamamos de produto tensorial interno.

Demonstracao:

Mostraremos o caso do pré-produto interno com valores em C, o caso para valores em A
é anélogo.

Fixexe XeyeY.

Entéao, a aplicagao definida por (z,w) —<< z,x >p .y,w >¢ é uma forma bilinear de
X xY para C. Logo, pela definicao 2.14, existe uma tnica aplicagao linear L, , : X©OY — C,
satisfazendo

L,,(2®@w)=<< 2z, >p.y,w >c,

para z € X, w €Y.
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Definindo a aplicagao L}, : X ©Y — C por L} (a) = (Lyy(a))", onde @ € X O,

temos que Ly : X ©Y — C € uma aplicagao linear conjugada e a aplicagao
(z,y) = Ly,

¢ uma forma bilinear de X XY para C'L, onde C'L representa o espago vetorial das aplicagoes
T: X ©®Y — C que sao lineares conjugadas.

Logo, existe uma tnica aplicacao linear L* : X © Y — CL tal que

Lz ®y)(8) = L;,(8) = (Ley(B))",

para todo g € X ©Y.
Agora, dados «,3 € X ®Y, definimos

({a, B))c = (L (a)(B))".

Assim, dados z, 2,2’ € X, y,w,w’ €Y, A\, u € C, temos que:
(a)((z ®p Y, Az ®p w) + (2’ @p W) = ((x @Y, (A2) @p w + (p.2") ®p W) =

=<< Az, x> .y, w >c + << 2, x >p.y,w >c=

=< A<z, x>p .y w>c+<p<Z,x>p.yw >c=

=A<<z, 2> .y, w>c +pu << 2, ,x>p.yw >c=

=Mz ®py,2@pw)c+u{(z @Y, 2 @pw))c;

(b) ((t®p Y, 2Q@pw.c))y =<< 2, >p Y,w.c>c=<< 2,T > .Y,W >c .C=

= {{z®p Y, 2@pw))c -G

(¢) ((z®pyY,z2Q@pw)); =<< 2z,T >p Yw >6=<< T,z > .Y, w >6=

=<y, <T,2>p.w>L=<<z,z>p.wY>c={((2Qp W,z Y));

(d) Sea=>"", x; ®p y;, entdo
(o, ) = Z ((z: ®B Yi, T OB Y;)) o = Z << Z;,Ti >B Yi,Yj >cC;
%,J %,J
Pelo lema 2.14, M = (< xj,x; >p)ij=1,.n ¢ uma matriz positiva na C*-algebra M, (B).
Assim, existe uma matriz D = (d; ;) € M, (B) tal que M = D*D.
Dai, < zj,; >g=Y ,_, r.j-dri € temos que:
<<Oé,Oé>>C = Z < d;;,j-dk,ryz’,yj >c= Z < dk,i-yiad;j‘yj >o= Z < 2, 2k >c> 0,
ijk ijk k
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onde zp =Y 1 dp;y; €Y.

Assim, temos que as condigdes (a) — (d) da defini¢ao 2.2 sao satisfeitas e portanto, temos
que (1) é um pré-produto interno sobre X ® Y.

Note que cada vetor de N se anula no pré-produto interno (1), no seguinte sentido: dados

os elementos x € X, y €Y, be B,
(b)) @y —z@ (by) (z.0) @y —z & (by)))c =

= {(z.b) @y, (x.b) ©y))e — (((z:0) @y, 2 ® (b.y)))c — (z @ (by), (z.b) ®Y))c +
+{{z @ (by), z @ (by)))e =
=<<z.b,x.b>p .y, y>c — << xz,x.b > Buy,by >c — << x.bx > .byy>c+
+ << x,x>p.by by >c=
=<b'. <z,x>p.byy>c—<b.<zx,x>p.byy>c—<b.<x,x>p.byy>c+

+<b". <z, x>p.byy>c=0.

(I) Assim, podemos ver ((., .)), como um pré-produto interno sobre X ®pY.

(IT) Como o subespago gerado < X, X >p= span{< z,y >p; x,y € X} é denso em B,
o subespago gerado < Y,Y >c= span{< x,y >c; x,y € Y} é denso em C e B.Y é denso

em Y, entdo o subespaco gerado ((Z, Z)). ¢ denso em C, pois

<< X, X>p Y)Y >C(((Z2Z)).-

(IIT) De maneira analoga, obtemos que 4 ((Z, Z)) é denso em A e que (4((., .))) é um

pré-produto interno sobre Z = X ©gY.

De (I), (II) e (III), temos que as condigoes (a) e (b) da definigdo de pré-bimédulo com

produto interno sao satisfeitas.
(IV) (z ®p y). ((z®@p w, 2 ®p W) =
=xQply. << 2, z2>p.w,w >l = 2@ [(B<y, <2,z >p w>)w] =
= [r.(pg< y,< 2 2> .w>)|@puw = [r.(p<y,w>) <2 2> @puw’ =
=[z.(p< y,w >) < 2,2 >p|@pw = [r. < 2.(p< y,w >)*, 2 >p]@puw =

=[(u< 2, 2.(p< w,y >) >).2 | @pw' = (4W{{z ®p Yy, 2z @ w))).(z' @ W),

donde
(z®pY). ((®@pw, 2" @pw))e = (4{(z ®p Y,z ®p w))).(z' ®p W),

para todos * ®p v,z Qg w, 2 Qpw' € Z.
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Obtemos assim a validade da condic@o (d) da definigao 3.2.
Como as élgebras completas A e C' atuam sobre Z, basta mostrarmos que a condicao ()

do corolério 3.1 é satisfeita.

(V) ((a.x®@py,zQ@pw)), = << 2,0.x >p .Y, w >c=<< a*.2,x >p .y, w >c=

= ((z®py,a".z2@pw))s;

(VD) (4u({z ®py.c,z@pw))) = (a< x,2.(p< w,y.c>) >) =

=(a<z,z.(p<w.cy>)>)= (W((z®py, 2z Q@p w.c"))).

De (V) e (VI) temos que a condigao () é satisfeita e portanto, Z é um A - C pré-bimodulo

de imprimitividade, como queriamos demonstrar.

g

Encerramos essa secao demonstrando que a Equivaléncia de Morita ¢ uma relacao de

equivaléncia sobre a classe das C*-algebras.

Proposicao 3.5 A Fquivaléncia de Morita € uma relagdo de equivaléncia na classe das
C*-dlgebras.
Demonstracao:
(1°) Vimos no exemplo 3.2 que toda C*-algebra A é um A - A bimo6dulo de imprimitivi-
dade com as operagoes:
(a<a,b>):=ab* e

< a,b> = a*b.

Logo, a Equivaléncia de Morita é reflexiva.

(2°) Se A e B sao Morita equivalentes e B e C' sao Morita equivalentes, entao existem
um A - B bimédulo de imprimitividade X e um B - C bim6dulo de imprimitividade Y.
Pela proposi¢ao 3.4, temos que X ®g Y é um A - C' bimdédulo de imprimitividade e

portanto, A e C' sao Morita equivalentes. Logo, a Equivaléncia de Morita é transitiva.

(3°) Para mostrarmos a simetria, utilizaremos o seguinte: se X é um A - B bimodulo de
imprimitividade, seja X o espago vetorial conjugado (como no exemplo 2.9). Logo, existe

uma bijecao aditiva b: X — X tal que b(\.z) = \b(z), para quaisquer z € X, X € C.
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Assim, temos que X 6 um B - A bimédulo de imprimitividade com as operagoes:
b.b(x) := b(z.b"), b(z).a :=b(a".z),

(5<b(z),b(y) >) =<2,y >p e <b(x),by) >a:= (4a<z,y>),

para todos x,y € X, a € A, b € B.
De fato,

(1) X ¢ um B-modulo & esquerda com produto interno pois, dados x, ',y € X, A\, u € C,
temos:
(a) (5< A\b(x) + ub('), b(y) >) = (< b(Aa)+b(fia'),bly) >) =

= (p<bA\z+i.2"),b(y) >) =< Az + @',y >p= A\<x,y>p +u<a,y>g=
= A (< b(2),b(y) >) + p. (5< b(2'), b(y) >);
(b) (< b.b(z),bly) >) = (< b(z.b7),b(y) >) = <x.b",y >p= b. < z,y >p=

= b.(g< b(z),b(y) >);

(¢) (< b(x),b(y) >)" = <x,y >p=<y,x >p= (< b(y),b(z) >);
(d) (< b(z),b(z) >) =<z,2>>0;
(e) (< b(z),b(z)>)=<z,2>=0=2=0.

(2) Como X é B-modulo de Hilbert & direita e
Ib()llp = ll(5< b(x),b(z) >)|"* = |<z,@>p]"* = |z],,

temos que X é um B-médulo de Hilbert a esquerda.

(3) Que X & um B-modulo de Hilbert a esquerda pleno segue do fato que
1= span{(5< b(x),b(y) >);z,y € X} = span{< v,y >p;z,y € X},

sendo que este tltimo é denso em B, pois X é B-modulo de Hilbert a direita pleno.

(4) Analogamente, obtemos que X ¢ um A-médulo de Hilbert & direita pleno com as
operagcoes

b(z).a:=b(a".x) e <b(x),b(y) >ai= 4 <z,y>,
definidas para x,y € X, a € A.

De (3) e (4), obtemos que X satisfaz (a) da definigao 3.1.
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(5) (< b(x).a,b(y) >) = (p< b(a*.x),b(y) >) =< a*.x,y >p=< x,a.y >p=

= (< b(z),bay) >) = (< b(z),b(y).a” >);

(6) < b.b(z),b(y) >a= < b(x.b*),b(y) >a= (u< x.b*,y >) =

= (a< z,y.b>) =< b(z),b(y.b) >a= < b(x),b".b(y) >a;

De (5) e (6) segue a validade da condigao (b) da defini¢do 3.1.

(7) (5<b(2),b(y) >).b(2) = <z,y >p .b(z) = b(z. <z,y >3) = b(z. <y,z >p) =
= b((a< 2,y >).x) = b(x).(a< 2,y >)" = b(2).(a<y,2 >) = b(z). <b(y),b(2) >4 .
Logo, temos a validade da condigao (¢) da defini¢ao 3.1, o que conclui a demonstragao.

g

3.3 Produto tensorial externo

Nessa terceira e ultima secao desse capitulo, introduzimos a nocao de produto tensorial

externo e provamos algumas das suas propriedades.

Proposig¢ao 3.6 Suponha que A, B, C e D sao C*-dlgebras, que X é um A - C bimddulo
de tmprimitividade e que Y € um B - D bimddulo de imprimitividade. Entao Z .= X ©Y
Eum A® B — C ® D bimaddulo e existem pré-produtos internos sobre Z tinicos com valores

em A® B e C ® D tais que:

(1) (4e,B8{{r @Y,z Q@ w))) = (a<,2>)® (p<y,w>) e
(1) ((2® Y, 2@ W))pg.p =< T,2>c ® < y,w >p,

para quaisquer r,z € X, y,w € Y.

Com esses produtos internos e usando a norma espacial, da definicao 1.28, sobre A® B
eCOD, Z torna-se um A® B—C ® D pré-bimodulo de imprimitividade. O completamento
XY deZ=X0Y éum AR, B—C ®, D bimodulo de imprimitividade.

Demonstracao:
Seguindo o mesmo roteiro das demonstragoes das proposicoes 2.9 e 3.4, temos que as
propriedades universais do produto tensorial algébrico ® implicam na existéncia de formas

sesquilineares sobre Z tnicas, satisfazendo (i) e (ii) sobre os elementos tensores.
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(1) Vamos mostrar que essas aplicagoes definem pré-produtos internos sobre Z.

Mostraremos o caso (ii), pois o caso (i) segue de maneira anéloga.

Dados z®y, 2@w, r®s e Z, \,ueC, c®de C®D, temos que:

(a) ((z@Y, Az @w+pr®8))og,p = AT @Y, 2@ W))oe,p + 1 (T QYT @ 8))0s, s
pois ((., -))ce, p € uma forma sesquilinear;

b)) ((r®y, (z0w).(c®d))ce.p = (2@ Y, 2.cQWd)) g p =< T,2.>c ® < y,w.d>p=
=<z,z2>c.cQ<yw>p.d= (<r,2>c QR <y,w>p)lcxd) =
= (£ @y, (z@w)))cg,p - (c@d);
() ((z@y, 2@ W) g p= (K2,2>c @ <y,w>p)* =<1,2>L @ <y,w>pH) =

=<2,2>c @ <w,y >p=((2@W,TRY))ce,p;

(d) Sejaa=>"" 1,y € Z.
Pelo lema 2.14, temos que as matrizes da forma M,y, = (< ;,2; >¢)1,j=1,..n S0

positivas em M, (C'). Assim, existem {e; ;} C C e {fi;} C D tais que:
n n
< Ty Xj >c= Z €riChj, < YiYj >D= Zflj,z‘sz,j
k=1 k=1

Logo,

() p =D <005 >0 @ <YisY; >p= Y €hieh; ® frifms =

i3 i,5,k,m

= S (s © fd) (615 © fg) = 3 [(Z erj ® fm,j) : (Z €k, ®fm,j>] > 0.

k,m j

J J

©,J,k,m
De (a) — (d), temos que (7i) define um pré-produto interno sobre Z.
Analogamente, podemos mostrar que (i) define um pré-produto interno sobre Z. Logo,
obtemos que a condigao (a) da definigao 3.2 é valida.
(2) Note que
(2, 2))e,p =<X, X>®<Y)Y >p.
Como X é um C-moédulo de Hilbert pleno e Y é um D-moédulo de Hilbert pleno, entao

<X, X >¢ édensoem C, <Y,Y >p édenso em D e temos que (( Z,Z)) g p ¢ denso em

CoD.
Analogamente, temos que (ag,5((Z,Z))) é denso em A ® B.
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Portanto, temos a validade da condigao (b) da defini¢ao 3.2.

(3) Dados x ® y, z @ w, r ® s € Z, a validade da condi¢ao (d) da definigao 3.2 segue do

calculo:
(4e,8{(z ®y,z@w))).(r®s) = (a<z,2>)® (< y,w >)).(r®s) =

= (u<2,2>)r)® (B<y,w >).8) = (v. < 2,7 >c) R (y. <w,s >p) =
=@y (<zr>®<w,s>p)= (zQy). (2QwW,7®S8)ce. p-

Resta mostrar agora a condigdo (¢) da definigdo 3.2, pois assim teremos que Z é um
A®B—C®D pré-bimodulo de imprimitividade e portanto, o completamento de Z, X ® Y,
éum A®, B— C ®, D bimoédulo de imprimitividade.

Suponha que 7 : C — B(H;) e n : D — B(H,) sao representagoes nao-degeneradas e
fiéis de C' e D respectivamente.

Pelo corolério 2.6, temos que X —Indn: A — B(X®H,;)eY —Indn: B — B(Y ® H,)
sao representacoes fiéis nao-degeneradas de A e B respectivamente, e do coroléario 1.2, temos

que
T®n:C®,D— BH,®H, e

(X —Indm)® (Y —Indn): A®, B— B(X®H,;)® (Y ®H,))

sao representagoes fiéis de C' ®, D e de A ®, B, respectivamente.

Considere agora
a:Zwr®yr€X®Y e T:Zaj®bj€A®B.
r J

Lembremos que X — Ind m atua sobre o completamento de X ® H,, que denotamos por

V., com respeito ao produto interno dado por
(z@h|y®k), = (7(<y,x>c)|k).

Analogamente para Y — Indn.
Assim, se
7:Z§k®<k 6]—Lr(g)]_—lm
k

utilizando a definicao da representacao Indmw, dada na proposicao 2.9, e a norma espacial,

dada na defini¢ao 2.16, temos:

(mr@n((( T, 1.0)) g, p) YY) =

TRM <<Zai®bi~zxr®ymZaj®bj-zxs®ys>> Ay =
4 T 7 s

C®sD
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— Z (7r ®n ((( ;. Ty @ by, .23 @ bj'y8>>C®JD) ol 7) =

2,3,T»8

= Z (mr@n(< a2, 0.0, >c @ < by, bj.ys >p)y|7v) =

Z?J7T’S

= Z (77 & n (< ;. Ty Aj.Ts >c® < bi-yr> bj~ys >D) . (ék & Ck) ’ gm & Cm) =

1,J,7,8,k,m

- Z ([ﬂ- (< Q;. Ty, Aj.Tg >C) gk] ® [77 (< bi~y7‘7 bj'ys >D> Ck] | fm X Cm) -

ZL]?T?s?k?m

- Z [(ﬂ— << Qi Ty, Aj.Tg >C) gk‘ fm) . (77 << bi-yr> bj'ys >D) Ck‘ Cm)] =

17]7T?s7k7m

= Z (7 (< a;.;. Ty, T >c) &l &) - (n(< b5 -bi-Yr, Ys >p) Gl Gm)] =

Z7]7T787k7m

- ¥ [([ndw(aj.ai) (25 ® &) e @ Ca),y, - (Indp (b5.0;) (ys®§k)|yr®{’m)vn]

17]7T7S7k7m

Esta dltima igualdade segue do calculo:
(Ind T (a;f.ai) (s @ & )|z, ® Cm)vﬁ = ((a;.ai.xs) ® &kl ® Cm)vﬂ —

= (ﬂ' (< Ty, QF.0;. T >C) £k|Cm) = (m(< a}.a;.2,, x5 >c) Ek|Gn) -

Agora, se vy 1= (2, ® &) ® (ys ® (k) € Vr ® Vj,, temos que:
(W ®n (<< 7'-0477'-04>>C®UD) 9l 7) =

= > ((ndr (a).a)) @ (Indny (5.5:)) Vsl V)., o =

Z7J7k7m7r7s

= Z ((Ind T ® Indn) (a;.ai ® b;.bi) Vs k] vnm) VeV, =

z?]?k?m)/r’s

- Z ((Ind @ Indn) ((a; @ b;)" (a; ® b;)) Vs | Vi )y, v, =

Z7]7k7m7r75

T711

= Z (([ndﬂ@[ndn) [(Zai@)bi) -(Z%’@bi)

~U5,k| UT,m) =
VeV,
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= (Ind 7 Q@ Indn(r*T) (Z Us,k> | Z Us,k) =
8.k Ve ®Viy

= ([ndﬁ ® Indn(T) (Z Us,k) [Ind 7 ® Ind 77(7')(2 'Us,k)> <

s,k V@V,

< |[Ind 7w @ Indn()|”. Z (Vs | Vrm) -

s,r.k,m

Refazendo os mesmos calculos sem o elemento 7, obtemos que:

(@ (o)) p) ANY) = D (sl Vrm)-

s,r.k,m

Além disso, pelo teorema 2.2 aplicado as representacgoes Ind m e Indn, temos que:

lInd 7 @ Indn(r)||* = |||
Assim,

(mon (({ m.a,7.0)) g p) V7) <

<|Irll;- (m@n ({{ e a))og,p) A7) = (@0 (I7]; (@ a)ew,n) A7) -

Resumindo, temos:

(m@n(({ ma,7.a))os,p) A7) < (m@0 (175 (o), p) A1)

para todos

a=> 50y XY, 7=) ;@b €AOB, 7=) 4®G¢c H, ®H,.
T ] k

J

Assim, como 7 ® 7 é fiel, (( @, a))qg.p > 0 € 0s elementos da forma
WIZ&@QEHW@HW
k
geram um conjunto denso em H, ® H,, segue que:

(o, 1)), p < IITI5 ({ @,a))ce,p -
De modo analogo, obtemos:
A, (@, @) < |65 ae,m ({0, )

onde k=3, c;®d; € COD.

Portanto, a condigao (¢) da definigao 3.2 é valida, o que completa a prova.
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Definigao 3.4 Sejam A, B, C e D C*-dlgebras, X um A - C bimddulo de imprimitividade
e Y um B - D bimddulo de imprimitividade. O completamento X ® Y de Z :== X ®Y nos
produtos internos definidos na proposi¢cao anterior, € um A ®, B — C ®, D bimddulo de

imprimitividade e € chamado produto tensorial externo de X e Y.

A proposicao acima possui trés corolarios que serao importantes no proximo capitulo.

Corolario 3.2 Se A € Morita equivalente a C' e B € Morita equivalente a D, entdo A ®, B

e C ®, D sao Morita equivalentes.

Demonstracao:

Pela definicao de C*-algebras Morita equivalentes, existem um A - C' bimodulo de im-
primitividade X e um B - D bimédulo de imprimitividade Y. Logo, pela proposi¢ao acima,
temos que X ® Y é um A ®, B — C ®, D bimodulo de imprimitividade e pela definicao de

equivaléncia de Morita, segue que A ®, B e C ®, D sao Morita equivalentes.

4

Corolario 3.3 Suponha que X € um A-mddulo de Hilbert e que Y € um B-maodulo de Hilbert.
Entao, X®Y é um A®, B-mddulo de Hilbert e K(X®Y) = K(X)®, K(Y), onde o simbolo
= denota um isomorfismo entre K(X @ Y) e K(X) ®, K(Y).

Demonstracao:

Pela proposigao 3.1, temos que X é um K(X)— A bimédulo de imprimitividade e que Y
¢ um K(Y) — B bimo6dulo de imprimitividade.

Assim, usando a proposigao acima com A = K(X), C = A, B=K(Y) e D = B, temos
que X ®Y éum K(X)®, K(Y) — A®, B bimodulo de imprimitividade.

Dai, X ®Y é um A®, B-mo6dulo de Hilbert e, novamente pela proposicao 3.1, temos que

K(X®Y)2K(X)®, K(Y).
O

Corolario 3.4 Se A é uma C*-dlgebra e H é um espago de Hilbert, entao A é Morita
equivalente a A ®, K(H).

Demonstracao
Como ja vimos nos exemplos 3.1 e 3.2, a propria C*-algebra A ¢ um A - A bimoédulo

de imprimitividade e H é um K(H) — C bimo6dulo de imprimitividade. Assim, usando a
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proposigao acima com A=A, C=A, B=K(H)e D = C, temos que AQ H é um A®, K(H)—
A ®, C bimodulo de imprimitividade. Logo, A ®, K(H) e A ®, C sao Morita equivalentes.

Além disso, como A®, C ¢é isomorfo a A via a®, A — A.a, entao A®,C e A também sao
Morita equivalentes. Portanto, pela transitividade da Equivaléncia de Morita, temos que A
e A®, K(H) sao Morita equivalentes.

g

Definigao 3.5 Dizemos que duas C*-dlgebras A e B sio estavelmente isomorfas quando
existe um isomorfismo entre A @, K(H) e B ®, K(H), onde H é um espago de Hilbert

separdvel, e dizemos que A € estdvel quando A ®, K(H) e A sdo isomorfas.

Observagao 3.3 Como isomorfismo implica Morita equivaléncia (observagao 3.2), se duas
C*-dlgebras A e B sao estavelmente isomorfas, entio A®, K(H) e B®, K(H) sao Morita
equivalentes. Pelo coroldrio acima, temos que A é Morita equivalente a A ®, K(H) e que
B € Morita equivalente a B ®, K(H). Logo, pela transitividade da equivaléncia de Morita,

temos que A e B sao Morita equivalentes.

Usando o produto tensorial externo (ver defini¢do 3.4) apresentamos uma descri¢ao al-
ternativa para o A-moédulo de Hilbert H, da proposicao 2.1. Note que se X é um A-moédulo
de Hilbert e H é um espago de Hilbert, pela proposicao 3.1 e pelo exemplo 3.1 temos que X
¢ um K(X) - A bimédulo de imprimitividade e que H ¢ um K(H) - C-bimodulo de impri-
mitividade. Logo, pela proposigao 3.6, com A=K (X), C=A, B=K(H) e D = C, temos que
H® X é um C® A-mo6dulo de Hilbert e como C® A e A sao isomorfos, segue que H ® X é
um A-modulo de Hilbert.

Lema 3.2 Seja A uma C*-dlgebra e H um espago de Hilbert separdvel de dimensao infinita.

Entao o produto tensorial externo H @ A € isomorfo a Hs, como A-mddulos de Hilbert.

Demonstracao:

Seja {e;};-, uma base ortonormal de H.

Se Hy := span{e;; 1 =1,2,...}, entdo Hy® A é denso no produto tensorial externo H ® A.
Note agora que a aplicacao ¢ : Hy x A — H 4 definida por

n

@(Z(A,ez, al)) = ()\1(1,1, )\2@2, ceey )\nan, O, 0, )

i=1
¢ uma aplicacao bilinear.

Logo, existe uma tnica aplicacao linear ¢ : Hy ® A — H 4 tal que
¢(Z )\161 X ai) = ()\1@1, )\2&2, ceey )\nan, 0, O, )
i=1
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Além disso, de

(1) < oy Nicei @ a), O(300L, vivei ® D) >a=
=< (M@, Asa, ..., Apa, 0,0, ..), (Ma, 7a, ..., 7,a,0,0,...) >4= Z i Yia*b;
i=1

(i) < D2 Nie®a, Z,?:j vj.€; @b >a= szzl Ny < ei®@a,ej@b>a= Y1 Nyiath;

(iii) ¢(D 1 Niee; ® a.b) = (Arab, Aaab, ..., \,ab, 0,0, ...) = (Ma, A, ..., Ana, 0,0, ...).b,
temos que ¢ preserva o produto interno e é A-linear.

Assim, dado (ay,)5>, € Ha, segue que

o0

2 *

i=k+1

|(an)ry — (a1, as, ..., ax, 0,0, )||i =1(0,0,...,0, agy1, )Hi = — 0,

quando k — oo, pois .~ afa; converge em A.
Como cada (ay, as, ..., ax,0,0,...) = ¢(>_1, l.e;®a;), entdo ¢ tem imagem densa em H 4.
Portanto, como ¢ preserva o produto interno, é A-linear e tem imagem densa, segue que

estendendo ¢ obtemos o isomorfismo desejado.
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Capitulo 4

Teorema de Kasparov e Teorema de

Brown-Green-Rieftel

Nesse capitulo vamos associar os topicos vistos nos capitulos anteriores para demonstrar-
mos o Teorema de Estabilizagao de Kasparov e o Teorema de Brown-Green-Rieffel. Para a
prova desse ultimo, precisamos de trés resultados que, além de necessarios para a demons-
tracao do Teorema de Brown-Green-Rieffel, fornecerao uma ligacao entre os dois teoremas

acima citados.

4.1 Teorema de Estabilizacao de Kasparov

Iniciamos essa secao introduzindo alguns conceitos e provamos o primeiro dos resultados

principais dessa dissertagao, a saber, o Teorema de Estabilizacao de Kasparov.

Definigao 4.1 Sejam X e Y dois A- modulos de Hilbert. Dizemos que X e Y sao isomorfos

quando existe uma bijecao linear v : X — 'Y tal que
< P(21), P (22) >a= < 11,72 >4,
para x1,re € X. Nesse caso, dizemos que 1) € um 1somorfismo entre X e Y.

Lema 4.1 Seja ¢ : X — Y um isomorfismo entre os A-maodulos de Hilbert X e Y. Entao,
a aplicagio ¢ : L(X) — L(Y) definida por ¢(m) :=omop~™! é um *isomorfismo. Além
disso, temos que K(X) e K(Y) sao isomorfos.

Demonstracao:
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Como v : X — Y é um isomorfismo entre os A-mddulos de Hilbert X e Y, temos que

< P(x1),Y(x2) >a= < 21,72 >4,

para todos x1,xs € X. Vamos mostrar que ¢ é um *-isomorfismo.

(1) Dados m,n € L(X) ey € Y, usando a linearidade de 9 ¢ as igualdades
poypt=Idy, v o= Idx e ¢ =97},
cuja validade é garantida pelo fato de v ser um isomorfismo, temos que:
o p(m+n)(y) = ¢o(m+n)odp™(y) = omot~(y) +vonoy(y) =
= ¢(m)(y) + o(n)(y);

o ¢(mon)(y) =o(mon)od(y) =domo (Y og)onoyi(y) =
= (omoy™) o (Yonoy™) (y) = ¢(m) o é(n)(y);
e Dado m € L(X), temos que ¢(m*) =pom* oy~ ! e
($(m))* = (Womoy™) = () om0’ = () om oy =pom o,
Donde ¢(m*) = (¢(m))".

Logo, ¢ é um *-homomorfismo.
(2) Dado T € L(Y), note que "o T o) € L(X) com adjunto ¢)~! o T* 0 ¢, pois como

Y ¢é isomorfismo, temos que:
<(x),y >p= <P o(x), ¥ (y) >p=< 7,97 (y) >,
para quaisquer x € X, y € Y, ou seja, * =~ e
< toT*oy(z), 2" >p=< To(x),Y(z') >p=< ¥(z), T o)(2') >p=< z,¢ LoTo)(z') >p

para todos x, 2’ € X.
Dai, ¢(¢py"' o T o4)) = T e portanto, ¢ é sobrejetiva.
(3) Sejam m,n € L(X). Entao,
¢(m) = ¢(n) & o (m—n)orp!(y) =0, paratodo y€Y

s<o(m—n)op (y),y >p=0, para quaisquer y,y €Y

&< (m—n) oy (y), ¥ () >5=0, paratodos g,y €Y. (x)
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Como v, 1~! sao isomorfismos, temos que
(x) &< (m —n)(z),2’ >p=0, para quaisquer z,z’ € X
< (m—n)(x) =0, paratodo z € X
< m(z) = n(z), paratodo z € X
S m=n.

Portanto, ¢ é injetiva e de (1), (2) e (3), concluimos que ¢ é um *-isomorfismo entre
L(X)e L(Y).
Mostraremos agora que K (X) e K(Y) sao isomorfos.

(4) Dados z,2" € X ey € Y temos que:

P(Oaa)(y) = Y0 Opw o (y) = Y(z. < ', 9" (y) >p) =
= P(2). <Y(@),y >p= Oy@)p)(Y)-
Logo, ¢(O,.2) = Oy(a)w(a), Para todo x, 2" € X e temos que
BK(X)) € K(Y),

Por outro lado, dados vy, v/, y” € Y, como v é um isomorfismo, existem x, 2’ € X tais que

Dai,
Oy (y”) = @w(z),w(:v’)(y”) = (b(@x,z/)(y”) = Oy = ¢<@x,x’>'

Assim, ©,, € ¢(K (X)), para todo y,y € Y e concluimos que
K(Y) C ¢(K(X)).

Portanto, ¢(K (X)) = K(Y) e, como ¢ ¢é injetiva, concluimos que K(X) e K(Y') sdo

isomorfos.
O

De agora em diante, denotaremos por K a algebra K(H) dos operadores compactos sobre
um espago de Hilbert separavel de dimensao infinita H e, em todo esse capitulo, o produto
tensorial de outras C*-dlgebras por K(H) sera o produto tensorial espacial da defini¢ao 2.16
e escreveremos apenas ® ao invés de ®,. Além disso, como os espacos de Hilbert H @ H e H
tem a mesma dimensao, entao eles sao isomorfos e, pelo lema anterior, temos que K(H ® H)

e K(H) sao isomorfos, ou seja,
Kok := K(H) o K(H) = KHeH) = K(H) =K.
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Note que, de acordo com a definicao 3.5, K e C sao estavelmente isomorfas pois
KoK=2K2C®K,

ou seja, isomorfismo estavel é mais fraco do que isomorfismo. No entanto, Brown, Green e
Rieffel mostraram que para C*-algebras separaveis a estabilidade corresponde a equivaléncia
de Morita. Este resultado e o Teorema de Estabilizagao de Kasparov sao os principais

teoremas desse capitulo que serao apresentados na sequéncia.

Observacao 4.1 Lembremos que, no coroldrio 3.3, vimos que se X € um A-mddulo de Hil-
bert e Y € um B-mddulo de Hilbert, entao o produto tensorial externo X ® Y € um A ® B-
maodulo de Hilbert. Além disso, no lema 3.2 vimos que: se H é um espago de Hilbert separdvel

de dimensao infinita, entao H ® A= Hy.

Apresentamos agora alguns conceitos necesséarios para provarmos o primeiro dos teoremas

principais dessa dissertagao, a saber, o Teorema de Kasparov.

Definigao 4.2 Um A-mddulo de Hilbert X é gerado enumeravelmente quando X contém

um subconjunto enumerdvel D que nao estd contido em nenhum subconjunto fechado proprio
de X. Equivalentemente, X = D.A :=3pan {d.a; d € D, a € A}.

Exemplo 4.1 No exemplo 2.1, vimos que um espag¢o de Hilbert H é um C- maodulo de
Hilbert com a operagio < h, k >c= (k| h). Em particular, H € gerado enumeravelmente se,

e somente se, H é separdvel.

Definigao 4.3 Dizemos que um submaodulo Y de um A-mddulo de Hilbert X estd comple-
mentado quando
X2YaY

onde Y+ := {zx € X; <z,y>4=0, para todo y€Y}.

Agora temos as ferramentas necessarias para provarmos o

Teorema 4.1 (Teorema de Estabilizacao de Kasparov) Sejam A uma C*-dlgebra e X

um A-mddulo de Hilbert gerado enumeravelmente. Entao X & Ha e Ha sdo isomorfos como
A-mddulos de Hilbert.

Demonstracao:
Se a C*-algebra A nao tem identidade, entdao X pode ser considerado um Al'-moédulo de

Hilbert com o mesmo produto interno, <., . >4, e com o produto definido por
z.(a+ A1) :=zx.a+ Az
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Pela observacao 4.1, podemos identificar Hy e H 1 com H® A e H® A, respectivamente,
onde H é um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita.

Note que a aplicacao inclusao ¢ : Hy — H 41 definida por

¢ ((@)iZy) = (@i +0.1)2,,

onde 1 ¢ a unidade de A!, é uma isometria pois

16 ((a)Z)ll4 = l(ai + 0.2, [ = [[(a:)Zill 4,

com imagem H 1. A, com h® a := (h® 1).a em H 1.
Obtemos assim um isomorfismo entre Hy e H 1. A.

Analogamente, como X.A = X (corolario 2.1), temos um isomorfismo entre X & Hy e

(X ®H1).A). Logo, qualquer isomorfismo ¢ : Hy — X @ Hy pode ser restrito a um
isomorfismo de H 41.A sobre m.

Dai, X & Hy e H4 sao isomorfos.

Desse modo, podemos assumir que a C*-algebra A possui identidade. Pelo lema 2.8,
basta encontrarmos uma aplicagdo T" € L(H4, X & Hy) tal que T e T* tenham imagem
densa.

Como X é gerado enumeravelmente, existe um subconjunto enumeravel D contido em
X tal que X = D.A. Seja {x,}>°, uma sequéncia de vetores unitérios em X tal que cada
elemento de D aparece infinitas vezes nessa sequéncia. Se {h,} -, ¢ uma base ortonormal
para o espaco de Hilbert separavel de dimensdo infinita H, entao {e,} -, ¢ um conjunto
gerador para H 4, onde

en:=h,®1 e Hy(Z H® A).

Consideraremos X e H, como submoédulos ortogonais em X & H 4, isto é,
<z, h>,= 0,

para quaisquer z € X, h € Hy,.
Como O, ., : Hy — Hy, 6,,., : Hy — X e X e Hy sao submoédulos ortogonais em
X @ Hy, temos que
Ocrens Ounen € K(Ha, X & Hy).

Além disso, como K(Hy4, X @ Hy) é fechado, segue que

o0

T := Z (Q_n-@xn,en + 4_n'®en7€n)

n=1

também pertence & K(Ha, X ® Hy).
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Observe agora que, para cada n’ € N, temos:

o0

Tlew) =Y [27".00,c0(ew) + 470, ¢, ()] =

n=1
o)

= Z (2_”.xn. < ep,€n>a+4 e, < ey, ey >A) )
n=1

Como

<enylm >a=<h, @1, hp @1 >4= (hy| hi)

e {h,}, —, ¢ uma base ortonormal de H, temos que
T(Gn/) = 2_n/.ZL‘n/ + 4_n,.6n/,
isto é,
T(e,) =2"x,+4 " e,
para todo n € N. Assim, se z,, = x,, temos que T(2™e,,) = x,, + 27 .€y,.
Como, por hipoétese, existe uma infinidade de nimeros naturais m tais que z,, = x,,
temos que

T(2"en) =y + 27 ™€ — Ty

quando m — oo. Portanto, z, € T(Hp).

Sendo e, = T'(4"e,) — 2"z, temos que e, € m.

Desse modo, como T(H ) contém todos os geradores ,, de X e todos os geradores e, de
H,, temos que T(H,) = X @ Hy.

Por outro lado, como

o0

T — Z (270, +47".Oc, )

n=1
e os submodulos X e Hy de X & H, sao ortogonais, temos que
T*(en) =Y 1oy [2‘"‘.@8Mk(en) + 4_"‘.6%%(@“)] =

o
= Z (2_k.ek. < Tpyen >4 47 . < er, en >A) = 4 "e,.
k=1

Assim, T*(4"e,,) = e,, ou seja,
en € TH(X @ Hy),

para todo n € N.
Logo, T*(X & H4) = Ha.
Portanto, T" e T tem imagem densas e assim, pelo lema 2.8, segue que X ® Hy e Hy

sao isomorfos.
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4.2 Teorema de Brown-Green-Rieffel

Introduzimos nessa se¢ao o conceito de C*-algebra separavel e provamos o segundo e
altimo dos teoremas principais desse trabalho, a saber, o Teorema de Brown-Green-Rieffel.

A prova desse teorema é longa e para apresenta-la faremos uso de trés lemas.

Definigao 4.4 Uma C*-dlgebra é chamada o-unital ou separdvel quando possui uma apro-

ximagao enumerdvel da identidade.

Observagao 4.2 No prézimo resultado, usaremos o fato que: uma C*-dlgebra A é o-unital
se, e somente se, A possui um elemento estritamente positivo, que, por definicdo, € um

elemento a € A tal que p(a) > 0, para todo estado p de A.

A demonstracao desse resultado requer ferramentas que fogem ao objetivo do trabalho e

pode ser encontrada em [Ped|, teorema 3.10.5.

Proposicao 4.1 Seja X um A-mddulo de Hilbert. Entao X € gerado enumeravelmente se,

e somente se, K(X) é o-unital.

Demonstracao:
Suponhamos que K(X) é o-unital. Entao, por definigao, existe uma aproximagao enume-
ravel da identidade para K(X), digamos {V,,}

encontrar zi',y!' € X, i = 1,2, ..., M, tais que:

nen- Desse modo, para cada n € N, podemos

My,

D (ko< alyt >) = Vo

i=1

< 1/n.

Assim, dados z € X e € > 0, como V,(z) — = quando n — oo, temos, para n suficiente-

mente grande, que:
M7L

Z[(K(x)< xi vy >)(x)] —w

=1

<

My

D (ko< 2l yi >)(z) = Val)

i=1

<

+ [|[Va(z) — 2] < e

Como (gx)< o3,y >)(x) = 2. <y, x >4, temos que o conjunto enumeravel
D:={zn>11<i<M,}

é tal que X = D.A, pois cada elemento z € X pode ser aproximado por elementos da forma

Mn
fo <y ,x>x€ DA

i=1
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Logo, X ¢ gerado enumeravelmente.

Para a reciproca, como ja comentamos no Teorema de Estabilizacao de Kasparov, pode-
mos assumir que a C*-algebra A tem identidade.

Vamos provar o resultado inicialmente para o A-moédulo de Hilbert H4 e depois apli-
caremos o Teorema de Estabilizacao de Kasparov para mostrar o caso geral. Lembremos
que Hy 2 H ® A, onde H é um espaco de Hilbert separivel de dimensao infinita e, se
{hn} 2, € uma base ortonormal de H, entdo Hy4 é gerado enumeravelmente pelos elementos
en = h, ®1, isto é, D = {e,, n € N} & tal que Hy = D.A.

Considere agora o operador
T:=> 2"(k(n< €n n >) € K(Hy).
n=1
Seja p um estado de K (Hjy) tal que p(7') = 0. Temos que, p(k(m )< €n,en >) = 0, para

todo n € N.
Da Desigualdade de Cauchy-Schwarz segue que

2
’P((K(HA)< Z,€En >))| = p((k@E)< T en >))-p((K(HH< T 60 >)) =

= (k)< T en >)") . p((k D)< T en >)) = p((K(HH< T 0 >) (k)< T, 65 >)) <
< P(H(K(HA)< T,T >)H (K(HA)< €n,en >)) = 0.

Logo,

p((K(HA)< T, En >)) =0,

para todosn € N, = € Hy.

Além disso, como
2
|p((K(HA)< T, €pn.a >))} < H(K(HA)< T, T >)H Pk < €n-a, en.a>)) <

2
< (ko< 22 >)|| - llall® oG rray < €nsen >)) =0
temos que
p((k(HH< T 0.0 >)) =0

para quaisquer n € N, x € Hy, a € A.
Logo, p(K(H4)) = {0} e, como ||p|| = 1, chegamos a um absurdo.
Portanto, temos que p(T) > 0 para todo estado p de K(H,), ou seja, T é um elemento

estritamente positivo de K (Hy).
Assim, da observagao 4.2, segue que K(H,) é o-unital.

Considere agora um A-moédulo de Hilbert X arbitrario gerado enumeravelmente.
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Pelo Teorema de Estabilizacao de Kasparov, temos que
H,= X $Hyu.

Assim, pelo lema 4.1, temos que K(Hy) e K(X @& Hj,) sao isomorfos e sendo K (Hjy)
uma C*-algebra o-unital, entdao K (X @ H4) também é o-unital. Logo, por defini¢ao, existe
uma aproximacao enumeravel da identidade para K (X & Hy,), digamos {V,,} 7 .

Note agora que a projecao P : X @ Hy — X definida por P(x,h) := x é uma aplicacao
adjuntéavel, com adjunto P* : X — X & H4 dado por P*(z) = (x,0), onde 0 := (0)2,, pois
dados z,y € X, h € Hy, temos que:

< P(z,h),y >s=<z,y >a=< 2,y >4 + < h,0>,=

=< (z,h),(y,0) >4=< (x,h), P*(y) >4 .
Além disso, dados z,y, 2z € X,
(I) P*.O,4(2) = P*(z. <y,z>4) = (x. < y,2 >4,0) = (2,0). <y, 2z >q;

(II) @($70)7(y70)P*(Z) - @(Ivo)v(yvo) (Za 0) = (l’, O) < (y70)7 (270) >A= (ZE,O) <Y, 2>4 €
(HI) P@(LO)’(y’O).P*(Z) = P@(x,o),(yyo)(z, 0) = P(SB <Y,z >A) =T. <Y,z >pa= @w(z).
Assim, para (z,0), (y,0) € X @ Hy, segue que

P*.@x’y = @(x70)7(y70)p* € P@(m,o),(y,o)-P* = @x,y-

Logo,
(i) PV,P*O,,y = PV,0(4.0),4.00P" = PO 40),4,0)-P* = Oy, quando n — o0;

(ii) Como {V,,},~, é uma aproximacao da identidade de K (X @ H,), existe um namero

real M > 0 tal que ||V,|| < M, para todo n € N. Assim, temos que
|PV, P < M. || PII*,
donde segue que {P.V,P*} >~ | & limitada em K(X).

De (i) e (ii), temos que {P.V,,P*}* | ¢ uma aproximagcao enumeravel da identidade para
K(X). Logo, K(X) é o-unital.

g

Apresentamos agora trés lemas necessarios para demonstrarmos o Teorema de Brown-

Green-Rieffel.

Lema 4.2 Sejam A uma C*-dlgebra, X um A-mddulo de Hilbert e S a colegao dos elementos

positivos na bola unitdria de A que sao somas finitas de elementos da forma < x,xr >, com
r € X. Entao:
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(a) Dados y1,...,yn € X €0 >0, existe um elemento ¢ € S tal que
1/2 -
H(l —¢) <Y, Yi >4 H < 0§ para todo i=1,2,...,n.
(b) Se X € pleno, dados a € A e € > 0, existe c € S tal que ||(1 — c)a|| < e.

Demonstracao:
(a) Lembremos que mesmo que A nio tenha identidade, X ¢ ainda um A'-moédulo de

Hilbert. Assim, dados y1,...,y, € X e § > 0, podemos definir z; € X, i=1,2,....n, por:

" ~1/2
Ti = Y; (521 +Z < Y, Yj >A> .

J=1

Para simplificar a notagao, escreveremos:

N ~1/2
a = ((52.1+Z<yj,yj >A> .

j=1

Note que a > 0 e Z;L=1 < yj,y; >4> 0. Definindo ¢ := Y | < x;,x; >4, temos que:

n
a*.z <Y, Y; >aal <

j=1

n
Z < Y;-a,Yj.a >4

i=1

lell =

IN

n —1
(52.1+Z<yj,yj >A> =

J=1

n
Z <UYj;Yj >a
j=1

-1

| (621+Z < Yj,Yj >A>

J=1

n
Z <UYj;Yj >A
j=1

Por outro lado, a desigualdade

Z < Yj,Yj >4< (521 + Z <Y, Yj >A
j=1 j=1

implica que

<

Y

P14+ <y y>a
j=1

n
Z <UYj>Yj >A
J=1

donde segue que
—1

521+Z < Yjis Yy >A

Jj=1

<1

n
Z <Yj¥j >a
j=1

O que mostra que ¢ € S.
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Considerando agora as fungdes continuas f, g : (0,00) — R definidas por:

f) = = 4 P 4

o10) = e = (1= FED40 = 1(0),

temos que [/, = 1e gl = &2/4
Assim, pelo calculo funcional, se f,g : AT — A estao dadas pelas mesmas formulas

acima, entao para t = Z:.L:l < Yi, Yi >4, temos que

(1—¢) [Z <Y, Yi >A] (1—c)

=1

ft)=c e =gl < llgllo. = 0°/4.

Como < yi,y; >a< D7 < y;,y; >4, para todo i=1,2,....n; entao

(1-0¢) [Z < Yj Y >A] (I—c)

j=1

(1—¢) <y >a (1=0)|| < < §%/4.

Por outro lado,

I(1—¢) <wi,yi >a (1—0)| = H(l — ) <Yy >4 < vy >4 (L)

1/2]*

2
- H<1 —c) < Yi Ui >114/2 {1 =¢) <wiyi >4 - H(l =) <Y >i‘/2H < &°/4.

Portanto,
|a=0 <pu>?| <s2<0
para todo i=1,2,...,n.
(b) Vamos provar agora a segunda afirmagao do lema. Como X é pleno, dado a € A,

podemos aproximar o elemento a por elementos da forma

m
E < Wj, Zj > A,
J=1

onde wj, z; € X. Assim, dado € > 0, usando a férmula de polarizacgao

3
4 <w,z >A:Zik<w+ikz,w+ikz >4
k=1

podemos encontrar elementos yi, ...,y, € X e ky, ...k, € {—1,1, —i,i} tais que

bi:zn:k’i <UYi,Yi >A
i=1

satisfaz
la —0b|| <e€/2. (1)
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Seja M = maz{||y;||;i=1,...,n} e
d=¢/2nM. (II)

Usando o item (a) ja provado acima, podemos encontrar ¢ € S tal que

H(l —c) < Yi, i >,14/2

< 0. (III)
Dai,
11 =cJall < |1 = )bl +[[(L = c)(a = b)[| <

<D I =k < gorys >all + (1= ) - a =] <

i=1
< z": H(l = c)ki < yi, yi >Z/QH ' H< Yi» Yi >Z/QH +e/2.
i=1
Esta tltima desigualdade segue de (I) e do fato que
0<ec<l=0<l—-c<l=|l—¢|<1,

onde a ultima implicacao ¢ valida pois numa C*-algebra A, se a,b € A e 0 < a < b entao
lla]| < |b]|. (Ver, por exemplo, [Mur], 2.2.5)
Portanto, de (II) e (III), obtemos

1/2

l1=call <> H(1 — ki < iy > 17 H< vy >+ e/2 <onM v ez =e
=1

o que conclui a demonstragao.

g

Definigao 4.5 Sejam A uma C*-dlgebra, a € A e || .||, a seminorma sobre M(A) definida
por ||b]|, := ||ab|| + ||ba|| . Definimos a topologia estrita sobre M(A) como sendo a topologia
;a€ A}

a’?

gerada pelas seminormas {|| . ||

Uma sequéncia {a,} de elementos de A converge para 1 € M(A) estritamente se, e
somente se, a,.a — a € a.a, — a em norma para todo a € A. Como todo elemento de
uma C*-algebra pode ser escrito como uma combinagao linear de elementos positivos, uma
sequéncia {a,} de elementos auto-adjuntos em M(A) converge estritamente para b se, e s6
se, a,.a — b.a para todo elemento positivo a € A.

Lembremos que uma aproximacao da identidade em uma C*-algebra A é, por definicao,
uma rede crescente de elementos positivos de norma no maximo igual a um, que converge
estritamente para 1 = 1,;(4). Nosso proximo passo serd mostrar que as C*-algebras possuem

uma aproximacao da identidade que tém uma forma particular.
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Lema 4.3 Sejam A uma C*-dlgebra o- unital e X um A-mddulo de Hilbert pleno. Entao
existe uma sequéncia {xn};’ozl C X tal que 220:1 < Ty, Ty >4 converge estritamente para 1

em M(A).

Demonstracao:

Afirmamos que basta encontrar uma sequéncia {c,} -, no conjunto S definido no lema
4.2 tal que a sequéncia das somas parciais 25:1 ¢, converge estritamente para 1 em M(A).

Obteremos assim uma sequéncia {y;};—, C X e uma sequéncia crescente {M,} -, de

inteiros tais que
My,

Z <Y, Yi > .0 =0
i=1

quando n — oo, para todo elemento positivo a € A fixado. Como cada ¢, € S é representado

por uma soma de elementos da forma < y;,y; >4, afirmamos que

k

Z <Y ¥Yi >a .06 —a
i=1

quando k — oo.
De fato, fixe um elemento a > 0 e € > 0. Como X ¢é pleno, pelo lema anterior temos que

para cada n € N, existe
My,
Cp = E < T, Ty >A
i=1

tal que
(1 —c)al| < 1/n.

7 9. |all

Tomando N € N tal que 1/N < min {6/3 2¢ } , temos que, para todo n > N,

My

Z <Y, Yi >A.0d— G
i=1

< min {6/3, #TZH} (D)

Assim, como a sequéncia {M,} -, & crescente, para k > My, existe n > N tal que
M, < k < M,.;. Logo,

k M, k
Z<yi,yi>A.a—a < < Yi,Yi >4 .0 —al| + Z < Yi, Yi >4 -a|| <
i=1 i=1 =M, +1

k
< €/3+ Z <yi,yi>A.a‘
i=Mp+1
onde a tltima desigualdade segue de (I).
Para simplificar a notagao, sejam
Mn+1 k
b= Z <VYi;Yi >4 € C:= Z <Y Yi >A -
=M +1 i=Mp+1
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] k
Para concluirmos que ) ., < y;,¥; >4 .a — a, resta mostrar que

|c.all < 2¢/3.
De (I), temos que:
My41 My41 My,
|b.al| = Z < Yi, Yi >4 0| = Z < YisYi >a -0 — Z < Yis Yi >4 0| <
i=Mp+1 i=1 i=1
Mn+1 My, 262
< Z < Yi,Yi >a .0 —al| + a—z<yi,yz- >4 .all < 2.9 Tl
la
i=1 i=1
Dai,
lb.all'’? < 2¢/[3. [la]| ). (IT)
Como

M'n,+1

b< Z < Yi, Yi > A= Cp41,
i—1

temos que ||b]] < 1, ou seja, b estd na bola unitaria de A, que denotaremos por B4. Note
que 0 < ¢ < b, pois k < M,1. Logo c € By.
Note também que:

(i) c!/2 € By, pois em caso contrério
||cl/2H >1=12 | = ||cl/2.cl/2H = Hcl/2H2 > 1

o que é um absurdo, e

(ii) ¢ < ¢'/2, pois
P <e= 1= < ||Vl = |||

o que contradiz (i).

Logo, de (II), obtemos
* 1/2 1/2 1/2 1/2 1/2
le.a|l < [|e2.a| = ||[¢/2.a)".c2a|| " = la.c.a|* < |a.b.al ' < [la]'/*. |b.al|'/* < 2¢/3.

Vamos obter agora a sequéncia {c¢,}, ., no conjunto S definido no lema 4.2 tal que a
sequéncia das somas parcias Zivjl ¢, converge estritamente para 1 em M(A).

Como A ¢é o-unital, existe uma aproximagao enumeravel da identidade, digamos {e,} ~, .

h = i 27 "e,,
n=1

temos que h é um elemento estritamente positivo de A.

Definindo o elemento
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De fato, em caso contrério, ou seja, se existisse um estado p € S(A) tal que p(h) = 0,
entdo p(e,) = 0 para todo n € N. Como p é um homomorfismo, teriamos que p(a.e,) = 0,
para todo a € A e portanto, p = 0, o que é um absurdo.

Vamos entdo definir indutivamente uma sequéncia {c¢;},-, C S tal que, para n > 1,

ickgle (1—i0k>h
k=1 k=1

Para n = 1, pelo lema 4.2, existe ¢; satisfazendo (III). Agora, se ¢y, ..., ¢, € S satisfazem

satisfaga:

<27 (II])

(III), usando novamente o lema 4.2, temos que existe d € S tal que

n 1/2
(1—d) <1 — ch> hl| <2-(FD - (1V)
k=1

n 1/2 n 1/2
Cnil1 = (1 — ch> .d. (1 — ch> .
k=1 k=1

Note que ¢,11 € S, poissed = ", < x;,x; >a€ S ea€ Acom |al| <1, entao

Defina entao,

m
|la*.d.al| <1, a".d.a= Z < T30, 2.0 >4 .
i=1

Como (1->77_, ¢e)'? > 0, temos que

" 1/2 n 1/27 *
(5[
k=1 k=1

Logo, usando que a*ba < ||b|| .a*a, quando a,b € A com b > 0, obtemos

n+1

Cnp1 < |ld]l - (1_ch> <1-> o= <l
k=1 k=1 k=1

Temos também que

n+1
(3|
k=1

n 1/2 n 1/2
= (1—ch (1—d) <1—ch> h S
k=1 k=1
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sendo que esta tltima desigualdade segue de (IV) e do fato que
n 1/2
(1 — Z ck) <1.
k=1

Assim, obtemos que

n+1 n+l
ch <1 e (1 — ch> h|| < 2=+,
k=1 k=1

completando o processo indutivo e provando que a sequéncia {cy},-, C S satisfaz (III).
Por construgao, segue que >~ ¢,.h =h e que Y >, ¢cy.h.a = h.a, para todo a € A, ou
seja, temos que .
Z Cn-0=a
n=1
para todo a € h.A.
Agora, se h.A # A, entdo existe um estado p € S(A) tal que p(h.A) = {0}. (Ver, por
exemplo, [Wil|, Proposi¢ao A-54)
Obtemos dai que
p(h.e,) =0, para todo n € N,

donde p(h) =0, o que é um absurdo, pois h é um elemento estritamente positivo.
Portanto, temos que h.A = A e que > ¢p.a = a, para todo a € A.

Como cada ¢, & positivo, segue que Y - ¢, converge estritamente para 1.

g

Lema 4.4 Suponha que A é uma C*-dlgebra o- unital, que X é um A-mddulo de Hilbert

pleno e que H é um espaco de Hilbert separdvel de dimensao infinita. Entao:
(a) Eziste um A-mddulo de Hilbert Y tal que H ® X € isomorfo a A®Y.

(b) Se X € enumeravelmente gerado, entao H @ X € isomorfo a Hy.

Demonstracao:
(a) Pelo lema anterior, existe uma sequéncia {z,},-, C X tal que >~ < p, T, >4
converge estritamente para 1 em M(A).

Seja {hy,},-, uma base ortonormal para H. Defina T': A — H ® X por:

T(a) =Y hy@ana. (I)
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A convergéncia de Y7 | < @, T, >4 € 0 que precisamos para que o lado direito de (I)

convirja, pois

<T(a), T(a) >a=< Zhn ® Tp.a, Z R @ Ty > 4=

n=1 m=1

[o.¢] o 0]
:a*<2hn®$n,2hm®xm >4 .0 =
n=1 m=1
(e.) [o.¢]
:a*.zz<hn®xn,hm®xm >4 .0 =
n=1 m=1

— ZZh |h L Ty, Ty, >4 -G

Como {h,} -, ¢ uma base ortonormal paraHe Y~ | < x,,z, >4 converge estritamente

para 1, temos que

<T(a), T(a) >a=a". Z Z(hn]hm) < Xy Ty >4 .0 =

n=1m=1
o0
= a”. g < Xy Ty >p.a= a.a=<a,a >4 .
n=1

Assim, T é uma isometria. De fato,
IT(@)]|4 = lI< T(a), T(a) >a]* = [la".a||"* = |la] .
Além disso,
(i) T é uma aplicagao adjuntavel com adjunto 7* : H ® X — A dado por
T*(h, ® x) =< T, T >4,

pois dados z € X e a € A,

T(a),h, ® x >4=< th@)xk.a,hn@x > = a*.z < hp ® xp, hy @ > 4=

k=1 k=1

= a" <Tp,r>p=<a, < Tp,x >p>a=<a,T"(h, @x) >4 .

(ii) Como
n=1 n=1
:i<xn,xn >4.a=a
n=1
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<T(a),T(b) >a=< a,T"T(b) >a=< a,b >4,

para quaisquer = € X, a,b € A, temos que T*T'(a) = a, para todo a € A, e T preserva o
produto interno.
Portanto, T é um isomorfismo do A-mo6dulo de Hilbert A sobre um submédulo de Hilbert
de H ® X.
Note agora que as aplicagoes TT*: HR X - H®X el —-TT": H® X — H® X sao
tais que
Im(TT*)=T(A) e Im(1-TT") = Ker(T").

De fato,
(1) TT*(h, @) =T(< 2,z >4) € T(A) = Im(TT*) C T(A).

(2) Dado y € T(A), temos que existe a € A tal que
Yy = Z hp ® xp.a =T(a).
n=1

Tomando Y >° | h, ® z,.a € H® X, temos que

TT*(Z hp @ xp.a) =T <Z < Ty, Tp.a >A> =T (Z < Xy, Tp >4 .a) =T(a) =y.
n=1 n=1

n=1
Dai, T(A) C Im(TT*) e, de (1), temos Im(TT*) = T(A).

B) X1 =TT*)h,@z)=h, @2 =Y " hy @ Tp. < Ty, & >4 € Ker(T*), pois

o0 o0
T*(h, ® x) —T*(Zhn@)xn. < Xy & >4) =< T, & >4 — Z < Ty T < Ty & > 4> 4=
n=1 n=1
o0
=< Tp,T >4 — Z < Xy Ty >A - < Xy, T >p= 0.
n=1

Portanto, Im(1 — TT*) C Ker(T*).

(4) Se h®@x € Ker(T*), entao h ® x € Im(1 — TT*), pois
1-TT")h®z)=h@x—-T0)=hQ .

Logo, Ker(T*) C Im(1 —TT™).

De (3) e (4) temos Im(1 —TT*) = Ker(T™).
Note que Y = Ker(T*) é um A- moédulo de Hilbert com as operagoes definidas por

(h@z)a:=h®zra e <huz,h@z >= (h|h). <x,a >4,
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para h @z, b’ @ 2’ € Ker(T™).
Assim, como Im(1 —TT*) = Ker(T*) =Y e Im(TT*) = T(A), temos que

HoX2TAaY

[

e, como T(A) = A, segue que
H X=ZAaY.

(b) Como H e H® H sao espagos de Hilbert de mesma dimensao, temos que H = H® H.

Assim, usando (a) e o lema 3.2, que afirma que H ® A = H 4, temos que:
HX®HQHRIX2XHR(AQPY)X(HRA)DHQY)2H, & (HRY).

Note agora que, como X e H sao gerados enumeravelmente, H ® X também é gerado
enumeravelmente. Sendo H @ X =2 A@ Y, temos que A &Y é gerado enumeravelmente
e, como A é o-unital, segue que Y é gerado enumeravelmente. Portanto, H ® Y é gerado

enumeravelmente e, pelo Teorema de Estabilizacao de Kasparov, segue que
Hyo(HeY) = Hj.

Logo,
HoX=H o (H®Y)=Hj.

g

Uma vez concluida as provas dos lemas anteriores, podemos demonstrar o Teorema de

Brown-Green-Rieffel.

Teorema 4.2 (Teorema de Brown-Green-Rieffel): Sejam A e B duas C*-dlgebras o-

unitais. Entao, A e B sao estavelmente isomorfas se, e somente se, sao Morita equivalentes.

Demosntracao:

Se A e B sao estavelmente isomorfas, entao A e B sao Morita equivalentes pela observacao
3.3.

Vamos supor agora que A e B sao Morita equivalentes. Entao, por definicao, existe um
B - A bimo6dulo de imprimitividade X. Pela proposi¢ao 3.1, temos que K(X) = B e, sendo
B uma C*-dlgebra o-unital, temos que K (X) é o-unital. Assim, pela proposigao 4.1, segue
que X é gerado enumeravelmente.

Desse modo, se H é um espaco de Hilbert separavel de dimensao infinita, entao o teorema
segue dos seguintes fatos:

(1) Vimos no exemplo 2.8 que K (A) = A;

(2) Temos, pela proposicao 3.1, que K(X) = B;
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(3) Temos, pelo lema 3.2, que H ® A = Hpy;

(4) Como X e A sao A-modulos de Hilbert e H ¢ um C-moédulo de Hilbert, pelo corolario
3.3 temos que K(H) @ K(X) =2 KH®X)e K(H®A) = K(H)® K(A);

(5) Temos, pelo lema 4.4, que H ® X = Hy;

(6) Como os A-moddulos de Hilbert H ® A,Hy e H ® X sao isomorfos, pelo lema 4.1
temos que K(H ®@ X) = K(Hy) =2 K(H® A).

De fato, de (1) — (6), temos que

KH)®B=KH)K(X)= K(HX) = KH,y) = K(HA) = K(H)®K(A) = K(H)®A

Portanto, K(H) ® B = K(H) ® A, ou seja, A e B s@o estavelmente isomorfas.

Apresentamos agora alguns exemplos nos quais podemos aplicar o teorema BGR.

Exemplo 4.2 No ezemplo 4.1 vimos que se H ¢ um espacgo de Hilbert separdvel de dimensao
infinita, entao H € gerado enumeravelmente e também é um C- maodulo de Hilbert.

Assim, pela proposicao 4.1 e pelo exemplo 3.1, temos que K(H) € o-unital e que H € um
K(H) — C- bimddulo de imprimitividade, respectivamente, ou seja, K(H) e C sao Morita

equivalentes. Logo, pelo teorema BGR, temos que K(H) e C sdo estavelmente isomorfas.

Exemplo 4.3 Se A e B sao duas C*-dlgebras o-unitais Morita equivalentes e X é um B - A
bimaodulo de imprimitividade, pela demonstracao do Teorema de Brown-Green-Rieffel, temos

que X € gerado enumeravelmente e que
KHY@KX)2KHX)2KH)=KH®A) =KH)® K(A),

ou seja, temos que K(X) e K(A) sdo estavelmente isomorfas. Como X e A sdo gerados
enumeravelmente, pela proposicao 4.1 seque que K(X) e K(A) sao o- unitais. Logo, pelo
Teorema de BGR, temos que K(X) e K(A) sio Morita equivalentes. Além disso, como
K(A) 2 A e isomorfismo implica Morita equivaléncia, pelo exemplo 2.8 e pela observagao
3.2, respectivamente, temos que K(X) e A sao Morita equivalentes. Pela transitividade da

equivaléncia de Morita, seque também que B e K(X) sao Morita equivalentes.

Exemplo 4.4 Seja A uma C*-dlgebra o- unital. Como X=H, é um A-mddulo de Hilbert
gerado enumeravelmente, pela proposicao 4.1 temos que K(X) € o- unital. Além disso,
sendo X é um K(X) — A bimddulo de imprimitividade, temos que K(X) e A sao Morita

equivalentes. Logo, pelo teorema de BGR, seque que A e K(X) sao estavelmente isomorfas.
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