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Resumo

Nesta dissertacao apresentamos dois resultados, o primeiro devido a N. H. Kuiper e o se-
gundo devido a M. F. Atiyah e K. Janich. No Capitulo 1, ap6s uma breve introducao a teoria
de homotopia, apresentamos a construcao do grupo de Grothendieck de um semigrupo abe-
liano. No Capitulo 2 apresentamos alguns elementos da teoria de fibrados vetoriais e de sua
K-teoria. No Capitulo 3 mostramos que todos os grupos de homotopia de GL(H) sdo nulos.
Este resultado é devido a N. H. Kuiper. Como consequéncia do Teorema de Kuiper, de-
monstramos um resultado sobre a estrutura topologica dos espagos GL(H) e U(H), a saber,
que ambos sao contrateis. No Capitulo 4 apresentamos uma generalizacao do conceito de
indice de Fredholm de um operador linear agindo sobre um espaco de Hilbert separavel H,
e com este conceito de indice generalizado mostramos a existéncia de um isomorfismo entre
os grupos K(X) e [X, F(H)]. Este ultimo resultado ¢ devido a M. F. Atiyah e K. Jénich.

Palavras-Chave: Grupos de homotopia, grupo de Grothendieck, fibrados vetoriais, teo-

rema de Kuiper, indice de Fredholm, teorema de Atiyah - Janich.



Abstract

In this dissertation we present two results, the first one is due to N. H. Kuiper and the
second is due to M. F. Atiyah and K. Janich. In Chapter 1, after a short introduction to
homotopy theory, we present the Grothendieck group construction of an abelian semigroup.
In Chapter 2 we present some elements of the vector bundles theory and of his K-theory.
In Chapter 3 we show that all homotopy groups of GL(H) are trivial. This result is due
to N. H. Kuiper. As a consequence of Kuiper’s Theorem, we demonstrate a result on the
topological structure of the spaces GL(H) and U(H ), namely, that both are contractible. In
Chapter 4 we present a generalization of the concept of Fredholm index of a linear operator
acting on a separable Hilbert space H, through this generalized index we show the existence
of an isomorphism between the groups K (X) and [X, F(H)|. This latter result is due to M.
F. Atiyah and K. Jénich.

Key-Words: Homotopy groups, Grothendieck group, vector bundles, Kuiper’s theorem,
Fredholm index, Atiyah - Janich’s theorem.
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Introducao

O objetivo da presente dissertacao é apresentar com detalhes dois resultados, o primeiro
devido a N. H. Kuiper e o segundo devido a M. F. Atiyah e K. Janich.

A seguir expomos o contetdo de cada capitulo.

No Capitulo 1 desenvolvemos alguns conceitos que serao necessarios para o entendimento
dos capitulos posteriores. Na primeira secao apresentamos alguns conceitos e resultados
bésicos da teoria de homotopia, definimos os conceitos de funcoes homotodpicas e espacos
topologicos contrateis. A construcao mais importante desta secao sao os grupos de homotopia
de um espagco topologico X, denotados por m,(X), n =1,2,..., que terdo um papel central
no Capitulo 3. Na segunda secdao mostramos como construir, a partir de um semigrupo
abeliano H, um grupo abeliano K (H), chamado o grupo de Grothendieck de H.

No Capitulo 2 apresentamos um pouco da teoria de fibrados vetoriais. Iniciamos com
os conceitos de fibrados vetoriais e isomorfismo de fibrados vetoriais. Veremos que este
ultimo conceito permite construir um semigrupo abeliano Vect(X), onde X é um espago
topologico. Denotaremos por K(X) o grupo de Grothendieck de Vect(X). Este grupo sera
importante no Capitulo 4. No final do capitulo, definimos as secoes de fibrados vetoriais,
que nos permitirao, entre outros, obter resultados importantes sobre a estrutura do grupo
K(X), quando X é um espago topologico de Hausdorff compacto.

No Capitulo 3 apresentamos o primeiro teorema central da dissertagao, devido a N. H.
Kuiper. Este teorema afirma que todos os grupos de homotopia de GL(H), onde H é um
espaco de Hilbert de dimensao infinita separavel, sao nulos. Como aplicacao do Teorema
de Kuiper mostraremos dois resultados importantes sobre o tipo de homotopia dos espacos
GL(H) e U(H), a saber, que ambos tém o tipo de homotopia de um ponto, isto é, sdo
contrateis.

Finalmente, no Capitulo 4, iniciamos com alguns resultados sobre o indice de Fredholm
de um operador linear agindo sobre um espaco de Hilbert H e, a seguir, construimos o indice
generalizado de uma aplica¢do continua f : X — F(H), onde X é um espago topologico
de Hausdorff compacto e F(H) ¢ o conjunto dos operadores de Fredholm. Este indice
generalizado serd um elemento do grupo K(X), construido no Capitulo 2. Mostraremos

através de um exemplo que o indice generalizado de fato estende o conceito de indice de
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Fredholm. Apés isso, mostramos que o indice generalizado é invariante por homotopias, isto
é, provamos que se f : X — F(H) e g: X — F(H) sao aplicagbes homotopicas, entao
seus indices generalizados coincidem. Em seguida, definimos uma operacao no conjunto das
classes de homotopia das aplicagdes continuas de X em F(H), denotado por [X,F(H)],
de modo a tornad-lo um grupo com esta operacao. Concluimos o capitulo com o segundo

resultado central da dissertacao, devido a M. F. Atiyah e K. Jénich, a saber, que a aplicacao

Ind: [X,F(H)] — K(X)
[f] > Ind f

é um isomorfismo de grupos. Este resultado é obtido utilizando-se o Teorema de Kuiper,

demonstrado no Capitulo 3.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo apresentamos os principais conceitos da teoria elementar de homotopia e
introduzimos a construgao de um grupo abeliano a partir de um semigrupo abeliano, de-
vida a Grothendieck. Estes resultados serao necessarios para o entendimento dos capitulos

subsequentes.

1.1 Grupos de homotopia

Nesta secao estudamos o conceito de homotopia e construimos os grupos de homotopia de
um espago topologico X, m,(X), n=1,2,....
Durante esta secao, os simbolos X, Y, Z e W denotarao espacgos topolégicos de Hausdorff.

Vamos denotar por I o intervalo unitario [0,1] C R.

Definicao 1.1 Sejam f,g: X — Y funcoes continuas. Dizemos que f é homotdpica a g se
existe uma funcdo continua H : X xI — Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(x),Vz € X.
Neste caso escrevemos f~g: X — Y.

Suponha que Xy C X, Yy C YV e f(Xy) C Yy, g(Xo) C Yp. Neste caso, escrevemos
frg: X, Xo—Y,Yy. Se existe uma funcgao continua H : X x I — Y tal que H(z,0) = f(x)
e H(z,1) = g(x), Vo € X com H (X, x I) C Y, entdo também dizemos que f é homotdpica

a g e escrevemos f~g: X, Xg— Y, Y.
Lema 1.1 (i) A relacio
frg: X =Y & f € homotopica a g

€ uma relagcao de equivaléncia no conjunto das funcoes continuas com dominio X e contra-
dominio Y.
(i1) A relagao

frg: X, Xo—=Y, Yy & f € homolopica a g
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€ uma relagcao de equivaléncia no conjunto das funcées continuas com dominio X e contra-

dominio Y, cuja tmagem do conjunto X estd contida em Y.

Demonstragao: (i) Devemos mostrar que a relagdo ~ é reflexiva, simétrica e transitiva.

Reflexiva: A funcao

H:XxI—-Y
(2,t) = f(z)

¢ continua e H(z,0) = f(z) = H(x,1), Vo € X. Isto mostra que f ~ f.

Simétrica: Suponha que f ~ g : X — Y. Isto significa que existe uma funcao continua
H: X x1—Y tal que H(z,0) = f(z) e H(z,1) = g(z), Yz € X.

Defina

H: XxI—Y
(x,t) — H(x,1—1)

Entdo H ¢ continua e H(x,0) = H(z,1) = g(z), H(z,1) = H(z,0) = f(z), Vz € X. Isto
mostra que g ~ f.

Transitiva: Suponhaque f~¢g: X —Yegxh:X — Y. Logo, existem funcoes continuas
Hi,Hy : X x I —Y tais que Hy(x,0) = f(x), Hi(z,1) = g(z), Vo € X e Hy(z,0) = g(z),
Hy(z,1) = h(zx), Vo € X.

Defina
H:XxI—->Y
H,y(z,2t) se0<t<3
(z,1) —
Hy(z,2t—1) se3 <t<1
H(z,0) = Hy(z,0) =
(,0) = Hi(w,0) = fl2) o

Entao H é funcao continua e
H(z,1) = Hy(x,1) = h(x)

Isto mostra que f =~ h.

(ii) A demonstracao é a mesma, basta observar que a imagem do conjunto Xy x I permanece

em Yy durante as homotopias. [

Com este resultado, podemos dividir o conjunto C(X,Y) = {f: X — Y| f & continua}
em classes de equivaléncia, que chamaremos classes de homotopia. Denotaremos a classe
de homotopia de f € C(X,Y) por [f] e denotaremos por [X,Y] = {[f] | f € C(X,Y)} o
conjunto das classes de homotopia das func¢oes continuas de X em Y.

Também podemos dividir o conjunto C(X, Xo;Y,Yy) = {f: X, Xo — Y, Y| f € continua}

em classes de homotopia. Denotaremos também por [f] a classe de homotopia de f €
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C(X,X0;Y,Yy) e por [ X, Xo; Y, Yo] = {[f] | f € C(X,Xo;Y,Yy)} o conjunto das classes de

homotopia das funcoes continuas de X em Y, que levam X, em Yj.

Proposicao 1.1 Sejam F : X — XeG:Y Y homeomorfismos.
(i) Existe uma bijecio entre os conjuntos [X,Y] e [ X,Y ].

(iz’)SuponhaqueXoCX,YoCY,)N(oC)N( eY,CY. SeF|X0:X0—>)N(0 eG‘YO:YO—ﬂN/O

sao bijecdes, entao existe uma bijecio entre os conjuntos [ X, Xo;Y,Yo| e [)?,)?0; }7,}70 ].

Demonstragao: (i) Dada f: X — Y continua, a fungdo G o fo F~1: X — Y é continua.

Suponha que f =~ ¢g: X — Y, entdo existe Hy : X x [ — Y continua com Hy(z,0) = f(x) e
Hy(z,1) = g(x),Vx € X. Defina
H :XxI-Y
(T,1) = G o Hy(F7'(T),1)

Temos que ?[1 é continua e

Hy\(2,0) = Go Hy(F7'(%),0) = Go f(F(Z)) =Go foFTl(T) . <

~ o e VT EX,

H\(2,1) = G o Hy(F~(¥),1) = Gog(F~'(Z)) = Gogo F ()
Logo GofoF lxGogoF1:X — Y. Portanto esta bem definida a aplicacao

U [X,Y] = [X,Y]
[fl=[GofoF ]
Vamos mostrar que ¥ ¢ uma bijecdo entre os conjuntos [X, Y] e [ X,V ].
Suponha que [f], [g] € [X,Y] s@o tais que
U(f) = V() & [GofoF ] = [GogoF].

Entdo existe uma funcdo continua Hy : X x I — Y tal que Hy(%,0) = (Go fo F1)(7) e

Hy(7,1) = (Gogo F1)(7), V3 € X.
Definimos
Hy : X xI—>Y
(z,t) — G' o Hy(F(x),t)

Temos que Hs é continua e

Hy(x,0) = G~ o Hy(F(2),0) = G~ o (Go fo F7)(F(x)) = f(z)

Hy(w,1) = G~ o Hy(F(z),1) = G o (Gogo F7)(F(x)) = g(x)
Logo [f] = [g] e ¥ é injetiva.
Seja agora []7] € [)?,}7 ]. A fungdo G 1o fo F: X —Y écontinua e

w([GofoF])=[Go(G ofoF)oF =[]

Portanto W é sobrejetiva.

(ii) A demonstracao é a mesma. [J
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Lema 1.2 Sejam fo: X =Y, fi: X =Y, g:Y =W eh:Z — X funcoes continuas.
Suponha que fo~ f1: X =Y. Entao go fo=gofi: X =W e fpoh~x foh:Z =Y.

Demonstragao: Por hipotese, existe uma fungio continua F': X x I — Y tal que F(x,0) =
fo(z) e F(z,1) = fi(z), Vo € X. Definimos as fungoes

G: XxI—=W
(z,t) = g(F(,1))

H:ZxI—=Y
(z,t) — F(h(2),t)

Temos que G e H sao continuas. Observe que:
G(w,0) = g(F(,0) = g(fo(e)) |, _ { H(=,0) = F(h(z),0) = folh(2))

{ Gw,1) = g(F(x,1)) = g(fi(x)) H(z,1) = F(h(z),1) = fi(h(2))
Logo, go fox~gofi: X - We foohx fioh: Z—-Y. O

,Vze Z.

Definicao 1.2 Dados dois espacos topologicos X e Y, dizemos que X tem o mesmo tipo
de homotopia que Y se existem funcoes continuas f : X — Y e g : Y — X tais que
fogmldy : Y =Y egof=Idy: X — X (onde Idgy denota a funcao identidade do
espaco {.}). Neste caso dizemos que f e g sdo equivaléncias homotdpicas e que go f é a

inversa homotdpica de f o g.
Lema 1.3 A relacao

X~Y & X tem o mesmo tipo de homotopia que Y
¢ uma relagao de equivaléncia no conjunto dos espacos topologicos.

Demonstracao: Devemos mostrar que essa relacao é reflexiva, simétrica e transitiva.
Reflexiva: Tome f,g = Idxy : X — X. f e g sdao continuas e fog = Idxy : X — X,
gof=1Idx:X — X. Logo X ~ X.

Simétrica: Suponha que X = Y, entao existem funcgoes continuas f: X - Yeg:Y — X
tais que fog~ Idy : Y - Yegof ~Idy: X — X. Tomandof:g:Y—>X
eg=f:X — Y, temos que fvegséo continuas e fo'gvz gof ~Idy : X — X,
Gof=fogrIdy:Y —Y.LogoY ~ X.

Transitiva: Suponha que X ~ Y e Y ~ Z. Logo existem func¢oes continuas f; : X — Y,
g Y =X, fo:Y -5 Zegy: Z — Y taisque fiogy = Idy : Y =Y, giofy = Ildx : X — X,
foogerldy:Z —Zegoforldy:Y =Y.

Tome f=foofi: X —>Zeg=g09y:Z — X. Entao f e g sao continuas.
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Como fiog; =~ Idy : Y — Y, pelo Lema 1.2, (fi0g1) 0o gs = g2 : Z — Y. Novamente pelo
Lema 1.2, fog= fao(fiogiog) =~ faoge: Z — Z. Como fyo gy~ Idy: Z — Z, temos
que fogw Idy : Z — Z. De maneira semelhante, mostra-se que go f ~ Idy : X — X.
Logo X = Z. U

Definig¢ao 1.3 (a) Sejam X um espago topologico e Y C X um subespaco de X. Dizemos
que Y é um retrato de X se existe uma fungao continua f : X — Y tal que f(y) =y, Vy € Y.
Neste caso f é dita uma retracdo. Se i o f : X — X & homotopica a funcao Idy : X — X,
onde i : Y — X é ainclusao (isto é, i(y) =y, Vy € Y), entdo Y é chamado uma deformagao
retrato de X.

(b) Dado um ponto P € X, temos que {P} C X e a fun¢ao constante f : X — {P}, v — P
é continua. Logo todo ponto {P} C X é trivialmente uma retrato de X. Se, além disso,
{P} & uma deformacao retrato de X, isto é, se a funcao io f : X — X, z — P é homotopica

a funcao Idyx : X — X, entao X é dito contrdtil.

Vamos considerar a partir de agora o caso particular em que X = I" = [0,1] x ... x [0, 1].

(. J
-

n vezes

Vamos denotar por 1" a fronteira de I”, isto é,

I = {(ty,ty, ... t,) € I"| existe 1 <i <n tal que t; = 0 ou t; = 1}.

Sejam f,g: I™ — Y fungbes continuas tais que f(1,t2,...,t,) = g(0,t2,...,t,).
A funcao

f+g « I — Y

: <t <1
g(2t1—1,t2,...,tn) Selétlgl

estd bem definida e é continua.

Seja yo € Y fixado e seja M, (Y,yy) = {f I I =Y,y | f é Continua}. Entao se
fege M/(Y,yg), estd bem definida a soma f + g dada acima e f 4+ g € M, (Y, yo).
Seja m,(Y,y0) = {[f] | f € M,.(Y,v0)} o conjunto das classes de homotopia das fun¢oes em
M, (Y, yo).

Lema 1.4 A aplicacao

+: 7Tn(Y, yo) X 7Tn(Ya yo) - 7Tn(Y, yO)
(lf1,19]) = [f + 4]

define uma operagao no conjunto m,(Y, o).

Demonstragao: Devemos mostrar que a aplicagao esta bem definida, isto é que se [f1] = [f2]

e [g1] = [g2], entdo [fi + g1] = [fo + g2].
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Por hipotese existem funcoes continuas F, G : I" x I, 1" x I — Y, y, tais que

{mewmmzmmuﬁwG{G@memzmmwwm

F(tl, e ,tn, 1) = f2<t1, . ,tn) G(tl, e 7tn7 1) = 92(t1, e >tn)
Definimos

, V(tl,...,tn) el".

H:I"xI,I"x I —Y,y

(s b, ) — F(2t,ta, ... tn, 1) se 0 <t; <1
G2ty — 1ty ... Ty, 1) Se%ﬁtlﬁl

H esta bem definida e é continua.

Temos que, V(tq,...,t,) € I™,

F(2ti,ty, ..., tn,0 se0<t; <1
Hm,uﬁmm:{ (21,8, ) = =3 _

G(2t; — 1,ty, ..., t,,0) se i <t; <1
f

12t1,t2,...,tn SGOS 1 L
( ) 1 _f1+gl(t17 atn)
g1(2t — 1, tg, .. t,) se 5 <ty <
e
F(2ti,tg, ... tn, 1 se0<t; <1
H(tlv 7tn71): ( b ) = =
G(2t1 1,t2, . ,tn, ].) se 1 ~ tl ~ 1
fa(2t1, Lo, ..ty se 0<t; <3
( ) ) 2 = fot goltr, ... tn).
922ty — 1,tg, ... t,) se 53 <t <1

Logo, [fi 4+ 1] = [f2 + ¢2]. O
Teorema 1.1 O par (m,(Y,v0),+) € um grupo, com a operagao de soma + definida no Lema
1.4

Demonstracao: Devemos mostrar que a operacao de soma é associativa, que existe um
elemento neutro em m,(Y,yy) para a soma e que todo elemento de ,(Y,y) admite um
inverso em 7, (Y, o).

Associatividade da soma: Sejam [f], [g], [h] € T (Y, yo). Vamos mostrar que

([f1+ 1)) + [0 = [fT+ (lg] + [B]) = [(f +9) + h] = [F + (g + h)].

Temos que
+ g2, ta, ... ty) se0<t; <1
(f+g)+h(t177tn>: f g( v ) 1 1 :
h(ti,ta, ... ty) se; <t <1
Como

1, te, ... t,) se0<t; <41

gty te, ... t,) set <t <



CAPITULO 1. PRELIMINARES

entao
4ty ty, ... ty) se 0 <t <4
(f+g>+h(t177tn>_ g(4t1—1,t2,...,tn) Seigtléé
h(2ty — 1,to,...,t,) se i<t <1
De maneira similar,
f(2t1,t2,...,tn) SeO§t1§%
FH(g+h) (t,..tn) =4 g4t —2,ts,... L) sel <t <3
h(4ty — 3,ta,...,t,) se 3 <t <1
Defina
H:I"xI,I"xI—Y,y,
f(%at%"wtn) Seogtlg%
(tryeoytn,t) = g(dt —t — 1, ... 1) se S <t <
h(%vt%'”)tn) Se%gtlgl

H esta bem definida e é continua. Observe que, V(t1,...,t,) € I",

)
f(4ty to, ... 1) se 0 <ty <1
H(ty, .o t0,0) = gty — 1Lto,.. . t,) set<t; <1 =(f+g)+h(t,. ..
| (26 =1t L) se 3 <t; <1
[§]
([ f(2t1,ta, . 1) se 0 <t <1
H(ti,. oot 1) = g(dts — 2,ta,.. . t,) se3 <t <2 =f+(g+h)(t,...
h(4ty — 3, ,ta,...,t,) se3 <t <1
\

Isto mostra que (f +g)+h~ f+ (g+h), ouseja, [(f+9g)+h|=[f+ (g+h)].

Existéncia de elemento neutro para soma: Defina
e: I”,f” — Y yo
(t1,...,tn) — Yo
Entao e € M,,(Y, yo).
Seja [f] € m(Y, yo). Vamos mostrar que
S+ ==+ +d=[=l+/.

Logo, [e] sera o elemento neutro de 7,(Y,y) com respeito a soma.

Definimos
H:I"xI,I"x I —Y,y

f(%?t%'--,tn) se 0 <ty < 1iH

(tl,...,tn,t) [a— {

Yo se gt <t <1

7tn)

 tn)-
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H esta bem definida e é continua. Observe que, V(t1,...,t,) € 1",

21, ta, ... t,) se 0 <ty <1
H(t177tn70):{f( b ) 1_ b= :f+€<t17"‘7tn)
Yo se 5 <11 <1
€
ftl,tg,...,tn S€O§t1§1
H(tl,...,tn71): ( ) :f(tl,,tn)
Yo se 1 <t <1

Logo f+e~ f < [f+€| =[f].

Para a outra igualdade definimos
G:I"xI,I"xI—Y,y,

se 0 <ty < &t
(tla"'vtrwt)'—){yo 1_ -

A g, L) se

G esta bem definida e é continua. Observe que, V(t1,...,t,) € I",

se0<t; <1
Gty ... 4, 0) =4 LT =et [ty )
f(2t1—1,t27...,tn) S€§§t1§1

se 0<¢t; <0
Gty ..t 1) =14 P =S ).
f(tl,tg,...,tn) SGOSIHSl

Portanto e + f ~ f & [e + f] = [f].

Existéncia de inverso para a soma: Seja [f] € m,(Y,yo). Defina
g: 1" 1" =Y,y
(tl,...,tn) = f(]_ —tl,...,tn)

Entao g € M, (Y, yo).

Vamos mostrar que

fl+lgl=lel =gl +[flef+gl=l]=[g+f].

Logo [g] sera o inverso de [f] em 7,(Y, yo) com respeito & soma.
Definimos
H:I"xI,I"x I —Y,y

- <t <1
(t1ye e b t) — F(L =ttty L) se 0 <t <1
g1 =21 = t)(1 —t), g, ... t,) se <t <1
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H esta bem definida e é continua. Observe que, V(t1,...,t,) € 1",

21, oy o
H(tr,. .. 10, 0) = f 2t ) s
g(2t1—1,t2,...,tn> se

ty
5]

o= O
IA A

1
i :f+g(t177tn)

IA A

0,ts,..., 1, o<t <1
H(tl,...,tn,l)—{ﬂ 2 ) se0sths, = yose 0<t; <1=e(ty,... tn).

B g(lthJ"')tN> Selgtlgl

Logo f+g~e<s [f+g] =][e.

Para a outra igualdade definimos

G:I"xI,I"xI—Y,y,

- <t; <1
(tl’ ’tr”t) . 9(2(1 t)tbtg, ,tn) se 0 ~ tl >3
f(1_2<1_t)(1_t1)7t277tn) Seégtlgl
G estd bem definida e é continua. Observe que, Y(t1,...,t,) € I",
g(2t1,ta, ...ty se0<t; <%
G(ty,... tn,0) = ( ) X 2 =g+ flty,. . tn)
f(2t1_1at27"'7tn) Se§§t1§1
e
0,ts,...,t,) se0<t; <1
Gty, ... ty,1) = 9(0, 1, ) T = se 0<t < l=e(ty,.. o ty).
f(l,tz,...,tn) S€§§t1§1

Logo g+ [~ e« [g+ f] = [e].

Fica assim demonstrado o Teorema. [

Teorema 1.2 Sen > 2, o grupo m,(Y,yo) € abeliano.

Demonstragao: Sejam [f],[g] € m.(Y, yo). Vamos mostrar que
1+l =TI+ f+9 =g+ 1]

Definimos as trés funcoes abaixo:

H :I"xI,I"x I —Y,y

f2ty, (1 +t)to,ts, ... 1) se0<t <5 e 0<t <5
(t1y oo ytn,t) — < g2t — 1, (1 + )ty —t,ts, ..., t,) ses<t; <1 e L <t,<1

2 1+t

Yo caso contrario
Hy : I"x I,I"x I —Y,y,

f2t1_t72t27t3a"'7tn Sezgtlgu € 0§t2§l
2 2 2
(try ooyt t) — & g2ty +t — 1,2t — 1,t3,...,t,) se St <t <t o 1<y <1

2 2 2

Yo caso contrario
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Hy:I" < I,I"x I —Y,y,
f(2t1_17(2_t)t27t37"'7tn> Se%gtlgl € OStQSZL
(ti, oo tnst) — S g(2t, (2 —t)ta+t — Lits,...,t,) se0<t; <1 e <t <
Yo caso contrario

Temos que Hq, Hy e Hj3 estao bem definidas e sao continuas.

Finalmente, definimos

H:I"xI,I"x I —Y,y

Hy(ty,ta, ... t,,4t) se0<t<3
(L1, ..yt t) — & Hy(ty, tg, ... by, 4t — 1) seiﬁtﬁ%
Hj(t1,ta, ... 1,2t —1) se 3 <t <1
Temos que H esta bem definida e é continua. Observe que, Y(ty,...,t,) € I",
21, to, ts, ...ty se0<t; <1
H(ti,to, ... tn,0) = Hy(t1, ta, ... tn,0) = S ) ==z
g(2t — 1t t5,...,t,) se s <t <1
=f+gts,. . tn)
[§]
21 — 1, to,ts,...,t,) se i <t <1
H(ty to, ... tn, 1) = Hy(ty, ta, ... tn, 1) = /2t 20 Josezshisl
g(2ty,to,ts, ... 1) se 0 <t <1

:g+f(t1,...,tn).

Logo, f+g~g+fe[f+gl=[g+ f]. O

Sejam Yo, € Y e suponha que exista uma func¢ao continua « : [0,1] — Y tal que
a(0) = yo e a(l) = y;. Isto significa que existe um caminho continuo em Y conectando y, a
y1. Vamos mostrar que os grupos m,(Y, yo) e m,(Y, y1) sdo isomorfos. Para isso, precisaremos
de alguns resultados de Topologia.

Vamos denotar por B" = {z = (21,...,2,) € R"| 23+ --- 4+ 22 < 1} a bola unitaria de R"
epor S" ' ={z=(v1,...,2,) ER" |22 +--- + 22 = 1} a esfera unitaria de R".

Lema 1.5 FEziste um homeomorfismo 1 : I — B™ tal que Yyjn I" — 8" ¢ bijecio.
Demonstragao: Ver [Mu2|, p. 6.

Lema 1.6 O conjunto I" x {0} UI™ x I C I" x I é um retrato de I" x 1.

Demonstracao: Primeiramente definimos
piB"xI—B"x{0}usS™!xI

("’“" 2—ﬁ> se |z >1-1

[z]’ || 2

(2%,0) se x| <1—1%

(z,1) —
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onde escrevemos abreviadamente z = (x1,...,2,) e |z| = /23 + ... + 22.
A funcao p’ estd bem definida e é continua.

se (z,t) € B" x {0}, entdo 2] <1—£=1¢ep(x,t)=(z,t)
Note que .
se (z,t) € S" ' x I, entdo 1 = |z|>1—% e p(x,t) = (1)
Logo, p/(z,t) = (z,t), V(x,t) € B" x {0} US™! x I. Isto mostra que B" x {0} US™ ! x I &
um retrato de B"™ x I.
Pelo Lema 1.5, existe um homeomorfismo ¢ : I — B"™ tal que Ypjn I" — $"1 6 uma

bijecao. Defina

I x [ — B"x [

(t1, ..t t) = (U(ty, ... t,),t)
Temos que 1)’ é continua com inversa

YV B x T — 1" x I

(21, Tn,t) = (O (1, ..., 20), 1)

continua. Logo ¢’ é homeomorfismo.
Note que ¥, oy + 1" x {0} — B" x {0} e 1/1"an[ " x I — S"1 x T sdo bijecoes, pois
Ypjn 2 I — S"1 & bijecdo.
A fungao p=¢'top o : " x I — I" x {0} UI" x I é continua e

se (tr, ... tp,t) € I" x {0}, entdo p(ty,... tn,t) =W Lo/ (ty, ..t t) = (t1, ... tn, 1)
{ se (t, ... tp,t) € I" X I, entdo p(ty, ... tn,t) = 0 Lot (ty o tyt) = (Hye oy tst)
Logo p(ty,... tnt) = (t1,... tn,t), Y(t1, ... tn,t) € I" x {0} UT™ x I. Tsto mostra que
I" x {0} U I™ x I & um retrato de I" x I. [

Corolario 1.1 O conjunto I" x I x {0}UI" x I x I C I" x I x I é um retrato de I" x I x I.

Demonstracao: Sejam p; : I[" X I — [" e py : [" x I — [ as projecoes na primeira e
segunda coordenada, respectivamente.
Defina

oI X I XTI —-I"xIx{0}Ul"xIxI

(t1, ..y tn, s,t) = (prop(ty, ..., th,t),s,p20p(t1,... 1, 1))

onde p: I" x I — I" x {0} UT™ x I & a funcdo do Lema 1.6.
Temos que o é funcao continua e
se (t1,...,tnys,t) € I" x I x {0}, entdo o(ty,...,tn,s,t) = (t1,...,tn, s, 1)
{ se (t1,. .. tn, s, 1) € I" X I X I, entdo o(ty, ... tn,s,8) = (t1,... b, s, t)
Logo, o(ty, ... tn,5,t) = (t1, ... tn, 5, t), V(b ...ty s,t) € 1" x I x {0} UT™ x I x I. Isto
mostra que I" x I x {0} U™ x I x I é um retrato de I" x I x I. O
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Lema 1.7 Sejam fo,]}; € M,(Y,yo) e A € Mi(Y,y). Suponha que exista uma fungao
K(t, ... t0,0) = folts, ... t)
K(ty, ... tp, 1) = folts, ... tn)
K(ty, ... ta,t) = A(t), Y(t1,...,tn,t) € I" x 1. Suponha também que [\] = [e], onde [e] € a
identidade do grupo (Y, o). Entdo [fo] = [ fo] em 7 (Y, yo).

continua K : I" x I — 'Y tal que , V(ty, .. ty) €1 €

Demonstracio: Como [\ = [e], existe uma funcdo continua H : I x I, 1 x I — Y, y, tal
{ H(t,0) = A(¢)
e

, Vt e 1.
H(t,1) = e(t) = yo

Defina

G I"x I x{0}UI"xIxI—=Y

K(tl,...,tn,t) se (tl,...,tn,t,S)EInX[X{O}
H(t,s) se (ty, ...ty t,s) € 1" x I x 1

(tl,...,tn,t,S) — {

Observe que, se (1, ... tn,t,s) € I"<Ix{0}NI"xIxI = ["xIx{0}, entdao K (t, ..., tn,t) =
A(t) = H(t,s). Portanto, a fun¢ao G’ estd bem definida e é continua.

Pelo Corolario 1.1, existe uma fungao continua o : I" x I x [ — I" x I x {0y UI" x I x I
tal que o(ty, ... tnt,8) = (t1, ... tn,t, ), Y(tr, .. tpt,s) € I" x I x {0} UI" x I x 1.
Seja G =G oo : I"x I x 1 —Y. Temos que G é funcdo continua e se (ty,...,t,,t,s) €
" x I x{0}UI" x I xI,entdo G(ty,... tn,t,s) =G (ty,... tn,t,s).

Sejam Fy, Fy, Fy : I" x I,I" x I — Y, v, definidas por:

[ Fi(t, .. tnt) = Gty ... 10, 0,2)

Fy(ty, ..t t) = G(t, ... ta,t,1)

\ Fs(ty, ... tn,t) = G(t1,...,tn, 1,1 —1t)
Observe que, se (ty,...,t,,t) € I" x I, entéo:
Fi(ty, ... ta,t) = G'(t1, ... tn, 0,t) = H(0,t)
Fy(ty, ... tp,t) = G'(t1, ... tn,t,1) = H(t, 1)
| Byttt t) = Gt b, 11— 1) = H(1L, 1= t) =y

Logo Fy, Fy, F3 : I" x I, I" x [ — Y, yg estao bem definidas e sao funcoes continuas.
Defina

=%
=%

F:I"xI,I"xI—=Y,y

Fi(ty, ... t,,4t) se 0 <t<1
(tr, o stnst) = Fo(ty,. .ty 4t —1) seq <t<1
Fy(ty,... tp,2t—1) se3<t<1

Observe que, se t = %1, entdo Fy(ty,...,tn,4t) = G(t1,...,t,,0,1) = Fo(ty,. .. t,, 4t — 1).
Se t = 3, entdo Fy(ty,... tn, 4t — 1) = G(t1,... ,tn,1,1) = Fs(t1,.. ., t,, 2t — 1).
Logo, F' esta bem definida e é continua. Note que, V(tq,...,t,) € I,
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Flty, ..ty 1) = Fy(ty, ..o tn, 1) = G'(t1, .o 10, 1,0) = K(t, .ty 1) = fo(tr,. o ta)
Isto mostra que [fo] = [ fo ] em T, (Y, 40). O

{ F(ti, ... t0,0) = Fi(ty, ... £0,0) = G'(t1, ..., 12,0,0) = K(t1, ... tn,0) = folt1, ..., tn)

Teorema 1.3 Os grupos m,(Y,vo) e m,(Y,y1) sao isomorfos.

Demonstracao:
Passo 1: Dada f; € M,(Y,y1), definimos

G:I"x{0}ul"xI =Y
t1,...,tn) se (t1,...,t,,t) € I" x {0
oty { Bllnet) s Je I x {0}
a(l —1t) se (ty, ... ty,t) €™ x 1
Dessa forma ¢ estd bem definida e é continua.
Seja p : I"x T — I"x{0}UI"x I a funcio dada pelo Lema 1.6. Entdo a funcio g : ["xI — Y,
g =gopecontinua e g, qoyujnxs = 9J-
Defina
fO : ]n’jn — Y7y0
(th...,tn)Hg(tl,...,tn,l)
Temos que fy é continua e fo(t1,...,t,) = g(t1, ..., tn, 1) = G(t1,...,tn, 1) = a(0) = yo,
V(2517 R 7tn> S [’n LOgO, fO € Mn(}/a yO)

Passo 2: Seja F': I™ x I — Y uma funcao continua com

t,...,tn) se (t1,...,t,,t) € I" x40
Fltr,.. o t) = 4 110 ) se (b ) € " 10}

o/ (1—1t) se (t1,...,tht) €M x I
onde o ~«a:1,0,1—Y, o, y1.

Definimos
for I" 1" — Y, yq
(tl,...,tn> — F(tl,...,tn,l)

Temos que ﬁ) é continua e ﬁ)(tl, o ty) = F(ty, . te, 1) = o/(0) = yo, V(t1, ..., t,) € I™
Logo, fo € M,(Y, o).
Vamos mostrar que [ fo | = [fo]. Isto significa que a classe de homotopia de f; ndo depende
da escolha da funcao continua F': I" x [ — Y, com

ti,...,ty) se (ty,....t,,t) € 1" x {0
Fltr,... tot) =4 110 ) se )€ I"x 10}

ao/(1—1) se (t1,...,tp,t) € 1" X I

onde o ~«a:1,0,1— Y, yo,y1-

De fato, seja

K:I"xI —Y

(1; t t) g( 1. >tn7 1 21;) se 0
g ey lp —
‘l(t,...71n 2t— ) se _1
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Entao K estd bem definida e é continua.
K(tl,...,tn70) :g(tl,...,tn,l) = fO(tly---atn)

Note que ~ ,V(t, ... t,) €1
K(t1, ... ty, 1) = F(t1,...,tn, 1) = fo(t1, ..., tn)
Observe também que se (tq, ..., t,,t) € I" x I, entéo
2t 0<t<?
K(ty,... ty,t) = a(2t) U=
o/(2-2t) sei<t<1
Definimos
NI T — Y,y
a(2t) se0<t<1
o/(2-2t) sel<t<1

Entdo A € My (Y, yo). Temos que K (t1, ..., tn,t) = A(t), V(t1, ... tn,t) € I" x I.

Afirmacao: [\ = [e] em m1(Y, o), onde [e] é a identidade do grupo 71 (Y, yo)-
Como o =« :1,0,1— Y, yg,y1, existe uma funcdo continua G : I X I,0xI,1x1 — Y, 40,1
tal que G(t,0) = a(t) e G(t,1) = (1), Vt € I.

Seja
vi LI =Y,y
o’ (2t) se 0 <t< 3
|_>
o/(2-2t) sei<t<1
Entao v € My(Y, o).
Definimos as func¢oes
H :IxI,IxI—Y,y
o/ (2(1 — s)t) se0<t<3
(t, s) —
d(2(1=s5)(1—1) seit<t<1
€
Hy:IxI,IxI—Y,y
<t<i
(t5) G(2t,5) se0<t<3
o/(2-2t) sei<t<1

H, e Hy estao bem definidas e sao continuas. Observe que

(2t 0<t<!
w0y ={ Y0 0SISe g e
o(2-2t) sei<t<1

[§]
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men={ 0 T4

Logo, [y] = [e] em m1(Y, yo).
Note também que

G(2t,0 0<t<i 2t 0<t<i

Hy(t,0) = 4 G2H0) selstsy ) a2 U= g vtel
o(2-2t) sel<t<1 o/(2-2t) sei<t<1

[§]
G(2t,1 o<t<i (2t 0<t<i

Hy(t1) = 4 GELL sel0stss a2 U o) viel
o/(2-2t) sel<t<1 /(2-2t) sel<t<1

Logo, [7] = [A] em m (Y, %0).

Portanto, [A] = [y] = [e] em 71 (Y, yo). Isto demonstra a afirmagao.

Pelo Lema 1.7, [fo] = [ fo ] em m, (Y, o).

Passo 3: Suponha agora que fi, fi € M,(Y,y1) sdo representantes da mesma classe de

homotopia em m, (Y, y1), isto é, [fi] = [f]] em 7, (Y, y1). Sejam fo, f§ € M, (Y, yo) definidas

no Passo 1. Logo existem fungoes continuas ¢g,¢" : I X I — Y tais que

{ gty 1, 0) = filty, ... L)
gty .. tn, 1) = foty, ... tn)

{ Gty 1, 0) = it ...t
gty 1) = it |

Também temos que g(tq,...,t,,t) = a(l —t) = ¢ (t1,. .., tn,t), V(t1,. .., tn,t) € I" X I.

]

Vamos mostrar que [fo] = [f}

S V(ty, .. ty) €T e

;  V(t, . ty) €1

em 7,(Y, yo). Dessa forma estd bem definida a aplicagio

o 7Tn(Y, yl) - 7"-n(Yra yO)

[f1] = [fo]
De fato, como [f1] = [f]] em m,(Y, y1), existe uma fun¢ao continua H : I"™ X I, I"xI =Y,y
H(ty, .. t,,0) = filts, ... L,
tal que (b ) ft( ! ) CV(ty, .. t,) €T
H(ty, ... ty, 1) = fi(t1,. .., tn)
Definimos

F:I"x] —Y

(tl,...,tmt>|_>{H<t1;...7tn,2t) Seg
2

G (t1, ... t,,2t —1) se

IA N

Entao F' estd bem definida e é continua.
F(tl,...,tn,()) - H(tl,...,tn,O) - fl(tla-”utn)

Temos que ) )
F(tl,...,tn,]_) =g (tl,...,tn,l) = fo(tl,...,tn)

Note que se (t1,...,tn, 1) € I" x I entdo F(ty, ..., ty,t) :{
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Seja

O/:Iaoal_>Y7y07y1

a(2t) se0<t<
—
y ose s <t<

Entdo F(ty,... tn,t) =a'(1 —1), V(ty,... ty,t) € I" x I

Definimos

— N

G:IxI,0xI,1xI—Y, yo,y
2L) g0 0 <
(t’s) '_>{ Oé(1+s) X ;

1+s
<5
t

IN
—

t
(7 se 5 <

Temos que G esta bem definida e é continua. Note que

2t o<t<i t 0<t<1
G0y = { @D CUETEE _), Gl) = alt) se0st=l _ o wier
Y1 se 5 <t<1 Y1 sel <t<1

Isto mostra que o ~«a: 1,0,1 — Y, yo, y1.
Pelo Passo 2, [fo] = [fi]-
Passo 4: Mostraremos que a aplicagao o* : m,(Y,41) — 7, (Y, 7o) € um homomorfismo de

grupos. Para isso, sejam [f1], [f]] € m.(Y,y1). Vamos mostrar que

o (Al + [A]) = ™ ([A]) + o ([£i]).

De fato, sejam fo, fi € M,(Y,yo) definidas no Passo 1. Entao existem fung¢des continuas
g,q I x I — Y tais que
{gmww%®=ﬁwww%)e{dwww%®=ﬂmwwm
g(tt, oty 1) = folty, ... tn) gty et 1) = filti, . t) |
Também temos que g(t1,...,t,,t) = a(l —t) = ¢ (t1,. .., tn,t), V(t1,. .., tn,t) € I" X I.

Definimos

V(tl,...,tn) S

G:I"xI—Y

. <t; <1
(1, sty t) — YTyt - ? Shee
g/(2t1—1,t2,...,tn,t) S€§§t1§1

(G estd bem definida e é continua.

Note que
g(2ty,tg, ... t,,0) se0<t <1
G(ty,...,t,,0) = , . 2 =
g<2t1—1,t2,...,tn,0) S€§§t1§1

2t1, ..., 1y se0<t; <1
{ﬁ<1 | YT o f )

[t — 1ty .. ty) se s <t <1
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[§]
21ty ... 1y, 1 se0<t; <1
Glty, ... tn,1) = 920,12 ) —=r o
g2t — 1,tg, .. by, 1) se 3 <t; <1
| Rt t) se 0 <t; <3 ot ()
fo2t =1ty 1) se <t <1 o

Se (ty,...,tn,t) € I" x I, entdo G(t1,. .., tn) = a1 —1).

Pelo Passo 2, temos que

o ([fr + fil) = [fo + fol

Por definicao, temos que

o ([A]) = ([fo]) e o ([f1]) = ([o]) -

Logo,

o ([f1] + [A1]) = o ([fr + fil) = [fo + fo = [fo] + [fol = " ([A]) + " ([f1]).

Logo, a* é um homomorfismo de grupos.
Passo 5: Vamos mostrar que o : m, (Y, 1) — m,(Y, yo) € uma bijegao.
Primeiramente, sejam yo € Y e :1,0,1 — Y, vy, y2 uma funcao continua.

A funcao

IA N
—_ N

a+A(0)=a(0) = u

é continua e .
{ a+B(1) =pB(1) =y
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Portanto, estdao definidas as aplicagoes o* : m,(Y,1y1) — 7. (Y, v0), B85 : ma (Y, 12) — (Y, y1)

e (a+0)* : m(Y,y2) = (Y, y0), como no Passo 3.

Mostraremos que (a + ()* = a* o f*.

Para isso, sejam [fa] € m,(Y,y2) e [f1] € m.(Y,y1) tais que 5*([f2]) = [f1]. Pelo Passo 1,

gg(tl, e ,tn,O) = fg(tl, e ,tn)

gg(tl,...,tn,l) = fl(tlw--;tn)
Também temos que go(t,...,tn,t) = B(1 —1), Y(ty,... ty,t) € I" X 1.

existe gy : [" x [ — Y continua com

7V(t1,...,tn) el”.

Seja agora [fo] € m, (Y, v0) tal que o*([f1]) = [fo]. Da mesma forma existe g; : [" X [ — Y

gl<t1, . ,tn,O) = fl(tla e 7tn)

, V(tl,...,tn) el".
91(751, Ce ,tn,l) = fo(tl, Ce 7tn)

continua com {
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Também temos que gy (t1, ..., tn,t) = (1l —t), V(ty, ... ta,t) € I" x I.
Defina

g:I"xI—=Y

(et 1) 4 92t 2) e
1y---5ln,
gi(ti, .y, 2t —1) sel

Temos que g estd bem definida e é continua. Note que
{ gt 0, 0) = galty, . 10, 0) = fo(ty, ... tn)

g(tl, e ,tn, 1) = g1<t1, Ce 7tn7 1) = fo(tl, e 7tn)
Para (t,...,t,,t) € I" x I temos que

, V(tl,...7tn) eI".

) pi—2t) se0<t<g B
g(tl,...,tn,t)—{a(z_%) elei<l =a+[(1—1).
Logo, temos que (a + 8)*([fa]) = [fol-

Portanto,

a” o F([fa]) = o (B7([f])) = o*([AA]) = [fo] = (a+ B)([fa]), V[fa] € mn(Y, 12) =
(a+0)" =a"op"

Vamos tomar, em particular, yo =yo e 5:1,0,1 — Y, y1,v0; () = a(1 —t).
Mostraremos que [« + (] = [e] em 71 (Y, yo), onde [e] é a identidade de (Y, yo).

Para isto, considere a funcao

G:IxI,IxI—Y,y

t.9) H{ a(2(1 — s)t) se
B(1—=2(1—-s)(1—1)) se

Temos que G estd bem definida e é continua. Note que
G<t’0>:{a(2t) se0<t<!

B2t —1) ses<t<1
a0) se0<t< %
B(1) se3<t<1
Logo, [a+ 3] = [e] em m (Y, yo).
Com isso temos que (a4 3)* = Idr,(vyo) : (Y, ¥0) = (Y, %0)-
De fato, dada [fy] € m,(Y, vo), tome

= O
IA A
~ ~
IA N
—_ N

=a+p(t),Vtele

G(t, 1) = =yo=e(t), Vt € I.

g:I"xI =Y

(tl,...,tn,t) — fo(tl,...,tn)
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gty ... ta,t) =yo =e(1 —1t)

Entdo, para (ti,...,tn,t) € I" x I, temos
[+ 8] = [e] € m1(Y, yo)

Portanto,
(@4 B (o) = o) = Ly (o)) Y] € 7Y:0) =
a*o B = (a+0) =Idr vy : (Y, y0) = T (Y, y0).
De maneira semelhante mostramos que [5 + a] = [¢/] € m (Y, y1), onde [¢/] ¢ a identidade de

7 (Y, y1) e concluimos que 3" oo = (B + )" = Idy, vy : Tn(Y 1) — (Y, 11).

Portanto, a* : m,(Y,y1) — m,(Y, o) é invertivel com inversa * : m,(Y,yo) — m,(Y,y1). Ou
seja, a* ¢ uma bijecao.

Pelos Passos 4 e 5, concluimos que o* : 7, (Y, y1) — m,(Y, yo) € isomorfismo de grupos.

Logo, os grupos m,(Y, o) e m,(Y,y1) sdo isomorfos. O

Proposicao 1.2 Seja f: X,z — Y, yo uma funcao continua. Entao existe um homomor-
fismo de grupos f* : (X, x0) — m(Y,v0). Se g : Y,yo — Z,z0 também é uma funcgio
continua, entao vale (go f)* =g* o f*: m (X, x0) — m(Z, 20).

Demonstragdo: Sejam h,h' € M, (X, o) tais que [h] = [A'] em 7,(X,x¢). Logo, existe

Ftr, ... t,0) = h(ts, ... )

uma func¢ao continua F' : [" X I,I" x I — X,z tal que ,
F(tl,...,tn,l) == h/(tl,...,tn)

V(ty, ... t,) € 1™
Afuncio F' = foF: I" x I, 1" x I — Y,y é continua e

{ F'(ty, .. tn,0) = fo F(ty, ..., tn,0) = foh(ty, ..., ta) v(t tn) € 1"
s 1y---5ln .

F/<t1,...,tn,1) :fOF(th...,tn,l)Ith,(tl,...,tn>
Logo, [f o h] = [f o W] em 7, (Y, yo).

Portanto esta bem definida a aplicacao

frrma (X, o) — T (Y, 90)
[h] — [foh].

Vamos mostrar que f* é homomorfismo de grupos. Para isso, sejam [hy], [ho] € 7,(X, x0).

Note que
fr([Pa] + [ha]) = f*([ha + ho]) = [f o (ha + h2)].
Como f o (hy + hy) = f o hy + f o hy, temos que
[f o (hy+ ha)]l = [f o ha + foho] = [f o ha] + [f o ha] = f*([l]) + [ ([ha])-
Logo,

S (] + [he]) = f*([ha]) + f*([he]).
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Isto mostra que f* : 7, (X, z9) — m,(Y, yo) € homomorfismo de grupos.

Seja agora g : Y,yo — Z, zp uma fungdo continua. Dada [h] € 7,(X, x¢), temos que

(go /) ([h) =1[(go f)oh].

Por outro lado,

g o fH([h]) = g"(f*([n])) = g"([f o h]) = [g o (f o h)].

Como (go f)oh=go(foh), temos que (go f)* =g* o f*. O

Suponha que X é conexo por caminhos. Entao, pelo Teorema 1.3, os grupos 7, (X, xq) e
(X, 1) sdo isomorfos, quaisquer que sejam xg, v € X. Neste caso o ponto base xg € X

é irrelevante e faz sentido denotar m, (X, x¢) por m,(X), qualquer que seja zo € X.

Teorema 1.4 Sejam X e Y espacos topoldgicos conexos por caminhos que tém o mesmo

tipo de homotopia. Entdo os grupos m,(X) e m,(Y) sao isomorfos.

Demonstracao: Como X e Y tém o mesmo tipo de homotopia existem func¢oes continuas
f:X—=Yeg:Y —>Xtaisque fogrIldy:Y —-YegofrIldy: X — X.

Fixe zp € X e sejam yo = f(xo) € Y, 21 =9g(y0) € X, y1 = f(x1) € Y.

15 m(X, 20) — (Y, y0)

from(X, @) — m(You)
Pelo mesmo motivo, g induz o seguinte homomorfismo: ¢* : m,(Y, o) — 7. (X, x1).

Seja h € M, (X, zg). Como gof ~ Idy : X — X, existe uma funcdo continua H : X xI — X

H(z,0) =
talque{ (z,0) = , Ve € X.

Pela Proposicao 1.2, f induz os seguintes homomorfismos: {

H(r,1) =go f(z)
Definimos
H . I"xI]—>X
(t1, ...t t) — H(h(t1,...,t,),1t)

Temos que H' é continua e, Y(t1,...,t,) € I",
{ H'(t1, ... t0,0) = H(h(ty, ..., 1,),0) = h(ty, ..., t,)
H'(ty, .. tn, 1) = H(h(ty, ..., ty),1) =go f(h(ty,....t))) =go foh(ty,....tn)
Se (t1,...,t,) € I" entdo H'(ty,...,t,,t) = H(h(t1,... tn,t)) = H(xo,t).
Defina

a:] — X
t— H(xg,1—1)
a(0) = H(zo,1) = go f(zo) = g(yo) = 71 '

a(l) = H(xo,0) = xg
Seja o : (X, o) — m, (X, 1) o isomorfismo de grupos dado pelo Teorema 1.3. Temos que

Temos que « é continua e {
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a*([h]) = [g o f o h].

Por outro lado, g* o fi([h]) = (g0 f)*([h]) = [go f o h]. Como [h] € 7,(X, x0) é arbitrario,
temos que a* = g* o f;. Portanto ¢g* o f é isomorfismo de grupos.

Vamos mostrar que g* : m,(Y,y0) — m.(X,z1) é sobrejetiva. Seja [h] € m,(X,z1). Como
g* o fi é sobrejetiva, existe [h'] € m,(X, xo) tal que g* o fi([W]) = [h].

Logo fi([I]) € mo(Y,w0) € g*(f5([/'])) = [h]. Portanto g* é sobrejetiva.

Seja agora h € M,(Y,yy). Como fog =~ Idy : Y — Y, existe uma fun¢ao continua

. H(y,0) =y
H:Y x1I—Y tal que , Vyey.
H(y,1) = fog(y)
Definimos
H:I"xI—-Y

(t1y- . stn,t) — H(h(t1,. .., tn),1)

Temos que H' é continua e, Y(ty,...,t,) € I",
{ H'(ty, .. tn,0) = H(h(ty, ... t,),0) = h(ty, ... 1)
H'(ty, ...t 1) = H(h(t1, ... tn),1) = fog(h(ti,... . t,)) = fogoh(ty,...,tn)
Se (t1,...,t,) € I™ entdao H'(t1,...,tn,t) = H(h(t1,...,tn),t) = H(yo,1).
A funcao

a:l—=Y
tHH(yo,l—t>

a(0) = H(yo,1) = fog(yo) = f(z1) = m

a(1) = H(y,0) = yo

Seja o : (Y, yo) — m,(Y,y1) o isomorfismo de grupos dado pelo Teorema 1.3. Temos que
a*([h]) =[fogoh]

Por outro lado, ff o g*([h]) = (fog)*([h]) = [fogoh]. Como [h] € m,(Y,yo) & arbitrario,

temos que a* = f] o g*. Portanto f; o g* é isomorfismo de grupos.

é continua e {

Vamos mostrar que g* : m,(Y, yo) — m,(X,z1) é injetiva. Sejam [h], [ho] € m, (Y, yo) tais
que g*([h1]) = g*([h2]). Entao

Jilg™((m])) = fi(g"([h2])) < f1 0 g7 ([m]) = fi o g"([ha])-

Como f] o g* é injetiva, temos que [hy] = [hg]. Portanto ¢g* é injetiva.
Logo, ¢* : mo(Y,y0) — mn(X,z1) é um homomorfismo bijetivo, isto é, um isomorfismo de

grupos. Isto mostra que os grupos m,(X) e m,(Y") sdo isomorfos. O]

Vamos denotar por BY = {(1,...,Tn, Tpt1) € S | Tpq1 > 0} 0 hemisfério norte de S™ e

por B" = {(z1,...,%n, Tpns1) € S™| Tpy1 < 0} o hemisfério sul de S™.
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Observe que S™ ' = {(x1,...,Zp, Tns1) € R* |21 =0 (zq,...,2,) € S" '} & subcon-
junto de B} e B".

Lema 1.8 Eristem homeomorfismos ¢y : B" — B e 1y : B" — B" tais que ygn-1 :

gn=1 _, G-l ¢ Yogn-1 1 S — S sdo bijegoes.
Demonstracgao: Defina
¢ : B — B"
(1, ooy Ty Tpyr) = (T1, ..., 2p)
Temos que ¢; é continua e tem inversa
¢7': B" — B}

(21, xn) = (21, .. 2, /1 — (@124 .. 2,2))

continua também. Logo ¢; é homeomorfismo.

Observamos que ¢ gn-1 : Sn=1 —, §n=1 ¢ bijecdo. De fato, ¢1)gn—1 € injetiva pois ¢y €

injetiva. Para a sobrejetividade, seja (z1,...,x,) € S"~'. Temos que (z1,...,x,,0) € S*!
e o1(xy,...,2,,0) = (21,...,2,). Isto mostra que ¢1gn—1 € sobrejetiva.
Tome v, = ¢7 .

De maneira semelhante definimos
§Z§2 . Bﬁ — Bn
(1, ooy Ty Tpgr) = (T1, .00, Tp)
Temos que ¢ é continua e tem inversa
¢y : B" — B"

(21,...,20) = (1, Tn, —/1 — (212 + ... 2,2))

continua também. Logo ¢ é homeomorfismo. Do mesmo modo anterior mostra-se que
Pojgn-1 + S"1 — S""1 & bijegdo. Tome ¢y = ¢yt O

Lema 1.9 Eristem homeomorfismos ¢1 : I" — BY e ¢ : I" — B" tais que ¢1|['n L
St e Dojn I" — 81 sdo bijegoes.

Demonstracao: Basta tomar ¢, = 1) oY e ¢ = 1o 02, onde ¢ : [" — B" é dada pelo
Lema 1.5 e ¢y : B — B, 1 : B" — B" sao dadas pelo Lema 1.8. [J

Como Idy : Y — Y é homeomorfismo, pela Proposicao 1.1, existe uma bijecao entre os

conjuntos m, (Y, yo) e [Bﬁ, Sty yo] e entre os conjuntos m,(Y, o) e [B™, 5" 1Y, yo].
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Teorema 1.5 Seja po = (1,0,...,0) € S™. Entao existe uma bijecdo entre os conjuntos
(Y, 90) € [S™, po; Y, yol-
Demonstracao: Vamos exibir uma bijecao entre os conjuntos [B?r, Sn-l.y, yo] e [S™, po; Y, yol.

Como ja sabemos existir uma bijegao entre m,(Y, yo) € [Bi, Sn=l.y, yo} , 0 Teorema fica de-
monstrado.

Primeiramente vamos definir uma fun¢ao continua ® : B, Sn=1 87 po tal que (I)|Bi—3”‘l :
B — 5"t — S™ — py é uma bijecao.

Seja go = (0,...,0,—1) € S™. Defina

P SH;QO - Snup(]

(xlwx?a <o axn7xn+l) = (_-Tn—i-la Zo,y ... 7$n7xl)

Temos que p é continua.

Defina também

v Bz’gn—l - Sn;QO

1—(22p41—1)° 1—(22p41—1)°
Xy T, 2T — 1) Se Ty #1
($1,...,l’n,$n+1) — n+1 1
(221, ..., 2wy, 22 — 1) se Tpi1 = 1

Observe que v também é continua pois

2
lim \/1 — Qe -7,

xn+14’1 1 - x%_’_l

Logo, a fungiao & = po~y : BY, Sn=1 5 87 pg & continua e D \pn_gnr 1 BY - St §n g
é bijecao pois VB —gn1 B — 5"t — 8" —qgg e pln_g, 1 S" — go — S™ — po s80 bijecdes.
Dada f : S",py — Y,y continua, temos que fo ®: B, S"1 — Y, y, é continua.

Suponha que [f] = [f'] em [S", po; Y, yo].

Isto significa que existe uma func¢ao continua H : S™ x I,py x I — Y, y, tal que

{ H(zy,. .., 2p41,0) = (21, .., Tpsa) Y(z1, ..., Tps1) € S"

H(xh <oy Ty, ]-) = f/(l‘b s 7mn+1)
Definimos

H :B} xI,8" ' x I =Y,y
(331, Ce ,l’n+1,t) — H(@(l’l, gooe 7$n+1>7t)
H,<.I'1, Ce ,$n+170) = f((I)(xl, N ,xn+1))

H,<I1, vy Tpt1y 1) = f/(q)<1’1, e ,.Z'n+1))
Logo [f o ®] = [f' o ®] em [Bﬁ,gn_l;Y, yo].

H' & continua e { , V(21,...,2n41) € B
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Portanto, estd bem definida a seguinte aplicacao
I [Snup()v Y7 3/0] - BSLH gnil; Y7 yO]
[f] = [fo @]

Vamos mostrar que I' é uma bijecao.

Para a sobrejetividade, seja g : BY, Sn=1 Y, yo continua. Definimos

(I)g : Sn>p0 — Y>y0

g<(I)_1(xl7 ce 7xn+1)) se (:Ela s 7$n+l) 7£ Po
(T1,. .oy Tpy1) —

Yo se (T1,...,Tny1) = Po
Vamos mostrar que ®, é continua. De fato, se A C Y ¢é fechado, da continuidade de g,
g '(A) C B é fechado, logo compacto (pois B & compacto). Como ®,*(A) = (g~ (A)),
temos que ®(g~'(A)) C S™ é compacto, logo fechado. Portanto ®,*(A) é fechado, mostrando
a continuidade de ®,. Logo, [®,] € [S™, po; Y, yo)-

Como
I ([®4]) = [®g 0 @] = [g],

temos que I' é sobrejetiva.

Para a injetividade, sejam [f], [f'] € [S™, po; Y, yo] tais que

LMD =T (D) < [f o @] = [f o .

Logo, existe uma funcao continua G : B} x I, Sl % I — Y, y, tal que
G(x1,...,ps1,0) = foP(xq,...,2,
( ' ! ) f/ ( ' +1) 7v($17"’7$n+1) EBi
Gy, g1, 1) = flo®(xy, ..., 2pe1)

Defina
G 8" xI,pyx1—Y,y
G((bil(xla s 7xn+1)7t) se (xla s 7xn+1) %p()
(l’l,...,In_H,t) —
Yo se (T1,...,Tny1) = Po
Temos que G’ é continua. Observe que, Y(x1,...,2T,41) € S™,
G(@ Yz, ..., 2041),0) se (z1,...,Tns1) # Do
G'(x1,....p41,0) = (e +1),0) ( * = f(x1,...,2p41) €
Yo se (T1,...,Tny1) = Po
G@ Yx,...,2041),1) se (z1,..., 2,
G'(xl,....xn+171) = ( ( ! +1) ) ( ! +1) 7£p0 = fl($17...,$n+1).
Yo se (T1,...,&ns1) = Po

Logo [f] = [f'] em [S™, po; Y, yo|. Isto mostra que I' é injetiva.
Temos que I' é uma bijecdo entre [S™, po; Y, yo] e | BY, Sn=1.y, yo]. O
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1.2 O grupo de Grothendieck

O grupo de Grothendieck é uma construcio em Algebra na qual, a partir de um semigrupo

abeliano H, constroi-se um grupo abeliano K (H).

Defini¢ao 1.4 Dizemos que o par (H,+) é um semigrupo abeliano se em H esta definida

uma operagao

+: HxH—H
(a,b) — a+b

que satisfaz:

(a) a+ (b+c¢)=(a+b)+e¢ Ya,b,c € H;

(b) a+b=0b+a, Va,be H;

Se além disso em H existe um elemento e (o qual é necessariamente tnico) tal que a + e =

a=e+a, Va € H, entao H & dito um semigrupo abeliano com elemento neutro e.

Consideremos o conjunto H x H = {(a,b) |a,b € H}. Vamos definir em H x H a seguinte
relacdo binaria: (ai, by) = (ag,be) < existe h € H tal que a; + by + h = by + as + h.

Lema 1.10 A relacao
(a1,b1) = (ag,by) & existe h € H tal que a; +by+h=0b;+ay+h
€ uma relacao de equivaléncia em H x H.

Demonstracao: Vamos mostrar que a relacao é simétrica, reflexiva e transitiva.
Reflexiva: Seja (a,b) € H x H, tome h € H qualquer, entdao a + b+ h = b+ a + h, logo
(a,b) =~ (a,b).
Simétrica: Suponha que (a1, b) = (az, by), isto significa que existe h € H tal que a1 +by+h =
by + as + h. Entao é claro que ag + by + h = by + a; + h, logo (ag, by) =~ (ay, by).
Transitiva: Suponha que (aq,b1) ~ (ag,bs) e (az, by) =~ (as, b3).

ay+bs+h=0b+a+h

Entao existem h,h’ € H tais que .
a2—|—b3+h’:b2+a3+h’

Dai,

(a1 +by+h)+ (ag+bs+h")=(by+as+h)+ (b +az+ 1)<
ar +bs+ (bs+as+h+h")=0+az3+ (bs+as+h+1).

Como by +as +h+ 1 € H, temos que (ay,b;) ~ (as, b3). O

Pelo Lema 1.10, podemos dividir o conjunto H x H em classes de equivaléncia. Vamos

denotar a classe de equivaléncia de um elemento (a,b) € H x H por (a,b). Dessa forma,
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(a,b) = {(d',0') € H x H |existe h € H tal que a+ bV +h =b+d + h}.

Vamos denotar o conjunto {(a, b)|(a,b) € H x H} por K(H).

Lema 1.11 A aplicacao

+ K(H) x K(H) — K(H)
((al, bl), (0,2, bg)) — (a1 =+ as, bl + bg)

define uma operagao em K(H).

Demonstracao: Devemos mostrar que a aplicagao estd bem definida, isto é, vamos mostrar
que se (a}, b)) = (a1,b1) e (ah,by) = (ag, ba), entdo (a} + ah, b) + by) = (a1 + a2, by + be). Por
adi+b+h=b+a+Mh

ay+by+hy =by+ay+hy

hipotese existem hi, ho € H tais que

Entao

(@} + b1+ hy) + (ah + by + hy) = (b + a1 + hy) + (by + as + ho) &
(a4 aby 4 by + by) + (hy + hy) = (V] + by + ay + az) + (hy + hy).

Como hy + he € H temos que:

(a’l —+ CL/Q, bll —+ bl2> ~ ((11 + as, b1 + b2) = ((1/1 + CLI2, b,l + b/2) = (a1 + g, b1 + bg) ]
Teorema 1.6 O conjunto K(H) com a opera¢ao definida no Lema 1.11 é um grupo abeliano.

Demonstragao: Devemos mostrar que a operagao em K (H) é associativa, comutativa, que
existe um elemento neutro em K(H) e que todo elemento de K (H) tem inverso em K(H).

Associatividade: Sejam (aq,by), (az,b2), (a3, b3) € K(H). Temos que:

((al, bl) + (CLQ, bg)) + (ag, bg) = (a1 + as, bl + bg) + ((13, bg) =

((a1 + a2) + as, (by + ba) + b3) = (a1 + (az + as), by + (by + b)) =

(al, bl) + (CLQ + as, bz + bg) = (al, bl) + ((ag, bg) + (Clg + bg)) .

Comutatividade: Sejam (a1, by), (ag,b2) € K(H). Entao

(al,bl) —+ (az,bg) = (a1 + as, b1 -+ 62) = (CLQ + ai, b2 -+ bl) = (ag,bz) + (al,bl).

Existéncia de elemento neutro: Seja h € H fixado. Se b’ € H é outro elemento de H entao
(h,h) = (I, R'). De fato, basta tomar qualquer h” € H que temos h+h'+h" = h+h'+h", logo
(h,h) =~ (W,}'). Portanto a classe de equivaléncia do elemento (h, h) € H x H ndo depende do

elemento h € H que o representa. Por esta razao faz sentido denotarmos e = (h, h) € K(H).

Seja agora (a,b) € K(H). Temos que (a,b) +e = (a+ h,b+ h), onde h € H é qualquer
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elemento fixado. Tome A’ € H qualquer. Como a+h+b+h' =b+ h+ a+ h' temos que

(a+ h,b+ h) =~ (a,b). Logo (a+ h,b+ h) = (a,b), isto &, (a,b) +e = (a,b) = e+ (a,b).

Existéncia de inverso: Seja (a,b) € K(H). Temos que (b,a) € K(H) e

(a,b)+ (b,a) = (a+b,a+b) =e=(b,a) + (a,b).

Logo (b,a) € K(H) ¢ o inverso de (a,b) em K (H). Vamos usar a notacao (b,a) = —(a,b).

Fica assim demonstrado o Teorema. [

Definigao 1.5 O grupo (K(H),+) é chamado o grupo de Grothendieck de (H,+).
Exemplo 1.1 O grupo de Grothendieck de (N,+) €, a menos de isomorfismo, (Z,+).

De fato, defina

Temos que ¥ estd bem definida. De fato, se (m,n) = (m/,n’) entdo existe i € N tal que

m+n'+i=n+m'+i. Logo,

m+n':n+m’:>m—n:m’—n’:>\ll((m,n)) :\If<(m’,n’))

Vamos mostrar que ¥ é isomorfismo de grupos.

Sejam (m,n), (m’,n’) € K(N), entdo

NG ((m,n) - (m’,n’)) =y ((m+m’,n - n’)) =(m+m)—(n+n)=

(m—n)+(m —n')=0 ((m,n)) +\II<W>

Logo, ¥ é homomorfismo de grupos.
Sejam (m,n), (m/,n’) € K(N) tais que ¥ ((m,n)) =Vv ((m’,n’)). Entao m —n =m' —n'.

Tomando i € N qualquer, temos que m +n’' +i = m’ +n +1i. Logo (m,n) = (m/,n’).
Portanto, W é injetiva
Seja k € Z. Entao existem m,n € N tais que £k = m — n. De fato, se k > 0, entao basta
tomarm =ken=0. Sek <0,tomem =0en = —k. Temosque\lf(m) =m-n=Fk.
Logo, ¥ é sobrejetiva.

Portanto, ¥ é isomorfismo de grupos, provando que os grupos K(N) e Z sao isomorfos. [

Seja h € H fixado. Definimos a aplicagao

Gn:H— K(H)
ar— (a+h,h)
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Seja h' € H. Tomando h" € H qualquer temos que a +h+h'+h" =h+a+ h' + h". Logo
(a+h,h) = (a+h' k'), Ya € H. Isto mostra que as aplicagoes G, e Gy sao iguais. Portanto

faz sentido denotarmos a aplicacao GGj, apenas por G.

Defini¢ao 1.6 A aplicacdo G : H — K(H) é chamada a funcdo de Grothendieck de H.

Proposigao 1.3 (i) G(a+b) = G(a) + G(b), Ya,b € H;

(i1) G € injetiva se e somente se H tem a sequinte propriedade: dados a,a’;h € H, se
a+h=d+h entioa=d;

(iit) Todo elemento da forma G(a), a € H ¢ invertivel em K(H);

(iv) Dado um elemento (a,b) € K(H), temos que (a,b) = G(a) — G(b).

Demonstracio: (i) Sejam a,b € H, entdao G(a+b) = (a + b+ h, h), onde h € H é qualquer
fixado. Por outro lado G(a) + G(b) = (a + h,h) + (b+ h,h) = (a+h+ b+ h,h + k). Tome
h' € H qualquer. Comoa+h+b+h+h+h =h+h+a+b+h+ h temos que
(a+h+b+hh+h)=(a+b+h,h). Logo G(a+b) = G(a) + G(b).

(i) Suponha que G é injetiva e sejam a,a’, h € H tais que a+h = a’ + h. Entdao G(a+h) =
G(da' + h). Por (i), temos que G(a) + G(h) = G(da') + G(h). Como G(h) € K(H), existe
um elemento —G(h) € K(H) tal que G(h) + (—G(h)) = e. Dai G(a) = G(a'). Como G é

injetiva, a = a’.

Suponha agora que H tenha tal propriedade. Sejam a,b € H tais que G(a) = G(b). Logo
(a+h,h) = (b+ h,h), onde h € H ¢é fixado. Isto significa que existe ' € H tal que
a+h+h+h =h+b+h+h". Comoh+h+h'" € H, temos por hipotese que a = b. Logo,

G é injetiva.
(iii) Decorre do fato que K(H) é um grupo.

(iv) Seja (a,b) € K(H). Note que

G(a) — G(b) = (a+h,h) — (b+ h,h) = (a+ h,h)+ (h,b+ h) =
(a+h+hb+h+h)=(a,b)+ (h+h,h+h)=(a,b)+e=(a,b). O

Teorema 1.7 Sejam (Hy,+) e (Hy,+) semigrupos abelianos com elemento neulro e; e
ey, respectivamente (denotamos as operagoes em Hy e Hs pelo mesmo simbolo +). Dado

® . Hi — Hy um homomorfismo de semigrupos, existe um tinico homomorfismo de grupos
U : K(H,) — K(H3) tal que o digrama

o

H, Hoy
G1 GQ
K (Hy) —Y K (Hs)
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comuta, onde Gy : Hy — K(Hy) e Gy : Hy — K(Hs) sdo as fungdes de Grothendieck de H,

e Hy, respectivamente.
Demonstracao: Defina
U : K(Hy) — K(H,)
(a1,b1) = Go(®(a1)) — Go(®(b1))

Vamos mostrar que U esta bem definida. Sejam (af, b)) = (a1,b1) € K(H;), isto significa
que existe hy € Hy tal que a} + by + hy = b + a1 + hy.
Logo,
pois ® ¢ homomorfismo. Dai, utilizando a Proposi¢ao 1.3(i), temos que
Ga(®(ay)) + Ga(@(br)) + Go(P(h1)) = Go(P(bY)) + G2(P(a1)) + Ga(P(h1)).

Como Go(®(hy)) tem inverso em K (Hs), temos que

Go(®(a1)) + Go(®(b1)) = Go(® (b)) + Ga(®(ar)) =
Ga(®(a})) — Go(D(b)) = Go(P(ar)) — Ga(P(b1))-

Portanto W ((al, bl)) =U ((a’l, b’l)), mostrando que ¥ esta bem definida.

Vamos mostrar agora que ¥ é homomorfismo de grupos. Sejam (a1, b,), (a}, b)) € K(H;).

Temos que

W (a0, b) + (@5, 00)) = (@ + b+ 87) ) =
Gao(D(ar + a})) — Ga(P(by + 1)) =
Ga(®(ar) + P(ay)) — Go(®(b1) + (b)) =
(G2(®(ar)) + Go(P(a))) — (G2(B(br)) + Ga(D(b1))) =
Go(®(ar)) + Go(®(ar)) — Ga(R(b1)) — Go(® (b)) =
(Ga(P(a1)) = Go(®(01))) + (Go(P(ar)) — Ga(D(B))) =

o (@) o (@00).

Logo, ¥ é homomorfismo de grupos.
Para mostrar que o diagrama comuta, seja a; € H;, entao

Vo Gi(ar) = U(Gi(a)) = U ((a1 T o, h1)> = Go(B(ar + 1)) — Ga(®(hy)) =

Ga(®(ar) + @(h1)) — Ga(P(h1)) = Go(P(ar)) + Go(P(hy)) — Ga(P(h1)) =
Go(P(a1)) = G o P(a;) = Yo Gy = G0 0.
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Resta mostrar a unicidade de ¥. Suponha que V' : K(H;) — K(H;) satisfaz as hipoteses
do Teorema. Seja (ay,b;) € K(H,). Pela Proposicao 1.3(iv) (a1, b1) = G1(a1) — G1(by).
Logo,

v ({ar,01)) = V(i) = Gi(bn) = W/(Gr(a) + W' (=G (b)),
pois ¥ é homomorfismo de grupos. Também porque ¥’ é homomorfismo, temos que

V(=Gi(b) = =W(Gr (b)) = ' ({1 b)) = ¥'(Ghla)) = W/(Gr(by)).

Como V' o GG; = (G5 0 O, temos que

¥ ({arbr)) = Ga(®(ar)) - Ga(@(br) = ¥ ({ar b))

Isto mostra que V' = . [



Capitulo 2

Fibrados Vetoriais

Neste capitulo apresentamos alguns elementos da teoria dos fibrados vetoriais, que serao

utilizados principalmente no estudo do indice generalizado, feito no Capitulo 4.

2.1 Definicao e isomorfismo de fibrados vetoriais

Nesta secao definimos os conceitos de fibrado vetorial e de isomorfismo de fibrados vetoriais,

e ilustramos essas definicoes com alguns exemplos.

Defini¢ao 2.1 Um fibrado vetorial é uma terna £ = (E, 7, X), onde E e X sdo espacos
topologicos e 7 : F — X ¢é uma funcao continua e sobrejetiva, que satisfaz:

(a) Para cada z € X, 77! ({z}) C F tem a estrutura de um espago vetorial real de dimenséao
finita. Denotamos 7! ({x}) por E, e dizemos que E, ¢ a fibra de E sobre X .

(b) Para cada x € X existem um aberto U C X com z € U, um ntmero n € N e um
homeomorfismo h : 771 (U) — U x R" satisfazendo as seguintes condigdes:

1- pyoh =m, onde p; : U Xx R® — U é a projecao na primeira coordenada.

2- Para cada 1’ € U fixado, a restricdo de h a Ey = 7' ({2'}), hyg, : By — {2’} xR" é

isomorfismo de espacos vetoriais.

Observagao 2.1 (1) Chamamos E de espago total e X de base do fibrado £ = (E, 7, X).
(2) A propriedade (b) da Defini¢ao 2.1 é chamada de trivialidade local de £ e a propriedade

(b-1) é equivalente a dizer que o diagrama abaixo comuta.

h
7 Y U) U x R

™ J4!

33
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Exemplo 2.1 Seja V' um espago vetorial real de dimensao n € N. Entao a terna £ =
(X x V7, X), onde

T: X xV—-X

(x,v) —
¢ um fibrado vetorial com base X.

De fato, note que 7 é uma funcao continua e sobrejetiva. Note também que:

(a) Para cada z € X, 77 ({z}) = {2} x V tem a estrutura de um espago vetorial real de
dimensao finita n.

(b) Seja z € X fixado. Como V' é um espago vetorial real de dimensao n, V é isomorfo a

R™. Seja ¢ : V — R” tal isomorfismo. Tome U = X, e seja
h:r ' (U)=XxV -UxR"=X xR"
(z,v) = (,¢(v))
Temos que h ¢ funcao continua com inversa
A UxR'=XxR" -7 (U)=XxV
(z,u) = (2,97 (u))
continua também. Logo, A ¢ homeomorfismo.
Observe que
p1oh(z,v) =pi(z,0(v)) =z =n(z,v) =poh=m.

Para cada 2’ € U = X fixado, hjz-1(gy) : {2’} x V — {2’} x R™ ¢ isomorfismo de espacos
vetoriais, pois ¢ : V' — R™ é isomorfismo de espagos vetoriais.
Logo £ = (X x V7, X) é um fibrado vetorial.

Em particular, para cada n € N, a terna 0,, = (X x R", 7,, X), onde

T X XR"— X

(x,v) — x

¢ um fibrado vetorial com base X. Esse fibrado ¢ chamado fibrado vetorial trivial sobre X

de dimensao n ou simplesmente fibrado trivial. [

Definicao 2.2 Dados dois fibrados vetoriais com base X, £ = (E, 7, X) e n = (F,p, X),
dizemos que & é isomorfo a 1 se existe um homeomorfismo h : E — F' que satisfaz:

(a) poh =m.

(b) Para cada x € X, a restricdo de h a E,, hg, : £, — F,, é um isomorfismo de espagos

vetoriais.
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Observagao 2.2 A condi¢do (a) da Definigdo 2.2 é equivalente a dizer que o diagrama

abaixo comuta. 4
F - F

Lema 2.1 A relacao
Exns & éisomorfo an
¢ uma relagao de equivaléncia no conjunto dos fibrados vetoriais com base X.

Demonstracao: Devemos mostrar que a relacao é reflexiva, simétrica e transitiva.
Reflexiva: Seja & = (E, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Tome h = Idg : F — E.
Temos que h é homeomorfismo e para cada v € X, hyg, = Idg, : E, — E, é isomorfismo de

espacos vetoriais. Como
moh=mnoldg =m,

temos que £ é isomorfo a ele mesmo, isto é, £ ~ &.

Simétrica: Sejam § = (E,m, X) e n = (F, p, X) fibrados vetoriais com base X e suponha que
¢ ~ n. Isto significa que existe um homeomorfismo h : £ — F tal que poh = 7 e para cada
r € X, hg, : B, — F, ¢ isomorfismo de espagos vetoriais.

Seja h' = h™!: FF — E. Temos que h’' é homeomorfismo. Note que
moh =moh™ ' =(poh)oht=p=>71oh =p.

Seja x € X fixado. Temos que hin = hl_Fi = (Wg,) ' : F, — E, é isomorfismo de espagos
vetoriais. Logo 7 é isomorfo a &, isto é, n = €.

Transitiva: Sejam £ = (E, 7, X), n = (F,p,X) e ¢ = (G,v, X) fibrados vetoriais com base
X e suponha que ¢ = n e n = 1. Isto significa que existem homeomorfismos h; : £ — F e
hy : F — G tais que:

(a) pohy =mevohy=p.

(b) Para cada x € X, hyp, : E, — F, e hyp, : I, — G, sdo isomorfismos de espagos
vetoriais.

Seja h = hyohy : E — G. Temos que h é¢ homeomorfismo, pois é a composicao de

homeomorfismos. Note que

voh=vo(hygoh))=(ohy)oh  =pohy=nm=voh=m.
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Seja v € X fixado. Temos que hyg, = (h2 0 h1)|p, = hojF, © hyg, : Bz — G, ¢ isomorfismo
de espacos vetoriais, pois é a composicao de isomorfismos de espagos vetoriais. Logo & é
isomorfo a 1, isto é, £ ~ 1.

Fica assim demonstrado o Lema. [

Exemplo 2.2 Sejam V' um espago vetorial real de dimension € N e £ = (X x V.7, X),

onde

T XxV X
(x,v) — x
Entao & =~ 0,

De fato, como V tem dimensao n, existe um isomorfismo de espacos vetoriais ¢ : V' — R".
Tome
h:XxV —XxR"

(z,v) = (z,9(v))
Temos que h é continua, com inversa
A X xR - X xV
(z,u) = (z,97" (u))
continua. Logo h ¢ homeomorfismo. Note que
o 0 h(z,v) = mp(x,p(v)) =z = 7(z,v) = T, 0oh =T,

Seja x € X fixado. Temos que hjz-1(zy) : {2} x V' — {x} x R™ & isomorfismo de espacos
vetoriais. Logo & = 6,,. [J

Pelo Lema 2.1, podemos dividir o conjunto dos fibrados vetoriais com base X em classes
de equivaléncia. Se £ = (E, 7, X) é um fibrado vetorial com base X, vamos denotar a classe
de equivaléncia de £ por (£). Logo (§) = {n = (F,p, X) |n é isomorfo a {}.
Seja Vect(X) = {(£) | é fibrado vetorial com base X }.

2.2 K - Teoria para fibrados vetoriais

Nesta se¢ao vamos definir uma operagao no conjunto Vect(X) de modo a tornar Vect(X) um
semigrupo abeliano com elemento neutro. A K - Teoria para fibrados vetoriais é a construgao
de um grupo abeliano K (X) a partir de Vect(X).
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Definigao 2.3 Sejam & = (E,m, X) e n = (F, p, X) fibrados vetoriais com base X. A terna
§@dn=(Gv,X), onde G={(e,f) € Ex Flm(e) = p(f)} e

v:G— X
(e, f) = m(e) = p(f)
¢ chamada de soma direta do fibrado & com o fibrado 7.
Lema 2.2 A terna £ & n = (G,v,X) € um fibrado vetorial com base X.

Demonstracao: Primeiramente observe que a funcao v é continua e sobrejetiva. De fato,
dado = € X, como 7 e p sdo sobrejetivas, existem e € E e f € F tais que 7(e) = z = p(f).
Logo (e, f) e Gevle, f) =n(e) = x.

Paracadaz € X, v~ ! ({z}) = E, x F, tem uma estrutura de espago vetorial real de dimensao
finita, pois F, e I, sao espacos vetoriais reais de dimensao finita.

Seja x € X fixado. Como & e n sao fibrados vetoriais, existem abertos U C X e V C X
com z € U NV, nimeros naturais m e n e homeomorfismos h; : 7~ Y(U) — U x R,
hy : p7H (V) — V x R™ tais que:

lI-piohy =mepiohy=p,ondep; : UXR" = Uep):V xR" -V sdo projegdes na
primeira coordenada.

2- Para cada 2’ € U fixado, hig,, € isomorfismo de espagos vetoriais e para cada eV
fixado, ha |, € isomorfismo de espagos vetoriais.

Tome W =UnNV C X. Temos que W é abertoe x € W.

Observando que v (W) = {(e, f) € 7= (U) x p~ (V)| n(e) = p(f)} e identificando R™ x R™

com R"™™  definimos

h:v ' (W) — W x R*™
(evf) = (V(ev f)upQ © h1(6)7p/2 © hQ(f))

onde ps : U X R" = R" e p, : V x R™ — R™ sdo proje¢oes na segunda coordenada.

Temos que h é continua com inversa

At W x R — Vﬁl(W)

(w, u,v) — (hy'(w,u), hy ' (w,v))

continua. Logo h é homeomorfismo.

Note que

p/lloh(evf) :p/1/<y<€7f>7p2Ohl(e)7p/20h2(f>) = V(e7f) :>p/1/0h: v,

onde p’ : W x R*™™ — W é a projecao na primeira coordenada.
P1

Seja 2’ € W fixado. Temos que hj,—1(151) : By X Fy — {2’} x R™™ ¢é isomorfismo de espacos
) lv=1({z'})
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vetoriais.

Logo & @& n é fibrado vetorial com base X. [J

Exemplo 2.3 Sejam m,n € N. Entao 0,1, = 0,, ®0,.

De fato, temos que 0,, ® 0,, = (G, v, X), onde G = {((z,u), (z,v)) |z € X, u € R™, v € R"}

e
v:G— X

((z,u), (z,0)) —

Defina
h:G— X xR"™™"
((2,u), (z,v)) = (z, (u,v))
Temos que h é continua com inversa
Rl X xR™ - @G

(z, (u,0)) = ((z,u), (z,v))

continua. Logo h é homeomorfismo.

Note que
Tm+n © h((x, 1), (2,0)) = Tpan(z, (u,v)) = 2 = v((z,u), (x,v)) = Tpin o h = v.

Seja © € X fixado. Temos que hj,-1¢(z}) @ ({2} x R™) x ({z} x R") — {z} x R™*" ¢

isomorfismo de espacos vetoriais. Logo, 6,, ® 0,, é isomorfo a 0,,,,,. [

Teorema 2.1 A aplicacao

+: Vect(X) x Vect(X) — Vect(X)
(&), (m) — {E®n)

define uma operagao no conjunto Vect(X) que o torna um semigrupo abeliano com elemento

neutro (0p).

Demonstracao: Primeiramente vamos mostrar que a aplicacao + estd bem definida. Para
isso, sejam £ = (B, 7, X), ¢ = (', 7", X), n=(F,p,X) en' = (F',p/, X) fibrados vetoriais
com base X tais que (§) = (£) e (n) = (). Devemos mostrar que (£ & n) = (' & n').

Por hipoétese, existem homeomorfismos hy : B — E' e hy : F' — F” tais que:

(a) "o hy =me p ohy =p.

(b) Para cada x € X, hyp, : E, — Ej e hyp, : F; — F, sdo isomorfismos de espagos
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vetoriais.

Observamos que:

(1) Epn = (Gv,X),onde G ={(e,f)e ExXFlr(e)=p(f)}ev:G— X, vief) =
m(e) = p(f).

2) fon = (G,V,X), onde G = {(¢/,f)e ' x F'|n'(¢)=p'(f)} eV : G — X,
V(e f1) =7'(e) = p'(f).

Defina

h:G— G
(G,f) = (hl(e)ahQ(f))

h esta bem definida pois se 7w(e) = p(f) entao 7' (hi(e)) = w(e) = p(f) = p'(ha(f)). Também

temos que h é funcao continua, com inversa

.G -G
(€', f) = (h'(€), hy ()
continua. Logo, h ¢ homeomorfismo. Note que
Vo h(e, f) = v/(hile), ha(f)) = 7'(hile)) = 7(e) = v(e, [) = Vo h=wv.

Seja z € X fixado. Temos que hq, : G, = E, x F, — G, = E., x F, é isomorfismo de espacos
vetoriais, pois hyg, : Ex — E e hyp, : I, — I}, sao isomorfismos de espagos vetoriais.
Logo, os fibrados £ © n e £ @ 1’ sdo isomorfos, isto &, (( @ n) = (&' d 7).

Portanto a aplicacdo + define uma operagdo em Vect(X).

Vamos mostrar agora que o par (Vect(X),+) é um semigrupo abeliano com elemento neutro
(Bo).

Associatividade da soma: Sejam £ = (E,m,X), n = (F,p,X) e ¥ = (L,0,X) fibrados

vetoriais com base X. Devemos mostrar que

(&) + () + () = () + (M + ) «(EDn) @Y) = (DD Y)).

Observamos que:

(1) éEdn=(G1,1n,X),onde Gy ={(e,f) e EX F|m(e)=p(f)} e : G — X, v(e f) =
(e) = p(f)-

(2) n® Y = (Go,19,X), onde Go = {(f, 1) e F X L|p(f)=0c()} evy: Go — X, 1u(f, 1) =
p(f) =o(l).

Portanto, temos que:

B) E@n) e = (GrX) onde G = {((e,[),]) € (ExF)xL|m(e) =p(f) =0o(l)} e
v:G— X, v((e f),1) =m(e) = p(f) = o(l).
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4) £8(ney) = (G V,X), onde G' = {(e,(f,1)) € Ex (FxL)|n(e)=p(f)=0c(l)} e
VG = X, V(e (f, 1) =7(e) = p(f) =o(l).
Definimos
h:G—@G
(e, f), 1) = (e, (f, 1))

Temos que h é continua com inversa

i G -G
(e, (£, ) = ((e, ), 1)

continua. Logo h ¢ homeomorfismo. Note que

V'oh((e, f),1) =1V (e (f,1) =m(e) =v((e f),l) =1 oh=v.

Fixado # € X, ¢é claro que hig, : G, — G, é isomorfismo de espacos vetoriais.
Logo os fibrados (£@&n) Gy e £ (1) sdo isomorfos, isto &, (£ D7) DY) = (£ D (n D Y)).
Comutatividade da soma: Sejam & = (E,m, X), n = (F, p, X) fibrados vetoriais com base

X. Devemos mostrar que

+m=m+E son=naf).

Observamos que:

(1) Epn = (Gv,X),onde G ={(e,f)e ExXFln(e)=p(f)}ev:G— X, vief) =
m(e) = p(f)-

2)ne &= (G,V,X),onde G ={(f,e) e Fx E|p(f)=m(e)}er :G — X, V(f,e)=

p(f) =m(e).
Defina
h:G— G
(e, f) — (f.¢€)
Temos que h é continua com inversa
Rl G — @
(f,e) = (e, f)

continua. Logo h é homeomorfismo. Note que

vVioh(e, f) =v(fe)=p(f) =vie.f) =V oh=v.
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Fixado z € X, ¢é claro que hg, : G, = B, x F, — G, = F, x E, é isomorfismo de espagos
vetoriais.

Logo, os fibrados £ ®n e n @ & sdo isomorfos, isto é (E D) = (n B E).

Existéncia de elemento neutro para soma: Seja £ = (F,m, X) fibrado vetorial com base X.

Vamos mostrar que

(€) + (0o) = (€) = (6o) + (&) & (Do) = (£) = (@) .

Logo, (6p) € o elemento neutro do semigrupo abeliano (Vect(X),+).

Lembramos que 6y = (X x {0}, m, X), onde 7 : X x {0} — X, mo(z,0) = .

Logo, £ ® 6y = (G,v, X), onde G = {(e, (2,0)) € Ex (X x{0})|n(e) =x}ev:G — X,
vie,(z,0)) =m(e) = x.

Defina
h:G—FE
(e,(z,0)) —e
Temos que h é continua com inversa
Rl E -G

e (e, (m(e),0))
continua. Logo, h é homeomorfismo. Note que
mo h(e, (z,0)) =m(e) =v(e, (z,0)) =moh=v.

Seja x € X fixado. Temos que hg, : G, = E; x ({x} x {0}) — E, é isomorfismo de espacos
vetoriais.
Logo os fibrados £ @ 6y e £ sdo isomorfos, isto & (£ @ 6y) = (£).

Como (Vect(X),+) é semigrupo abeliano, temos que

(0o) + () = (&) + (0o) = (£ B 0o) = (§) = (b ® &) = (&)
Concluimos que o par (Vect(X),+) é semigrupo abeliano com elemento neutro (6p). O
Vamos denotar por K(X) = K(Vect(X)) o grupo de Grothendieck de Vect(X). Seja
G : Vect(X) — K(X) a funcao de Grothendieck de Vect(X). Vamos denotar por [¢] a

imagem de um elemento (§) € Vect(X) pela fungio G, isto é, G ((£)) = [¢].

Pela Proposi¢ao 1.3(i), temos que vale:

G (&) +m)=G())+G () < [§@n] =[]+, V), n) € Vect(X).



CAPITULO 2. FIBRADOS VETORIAIS 42

2.3 Fibrados restritos e fibrados induzidos

Nesta secao mostramos como é possivel construir fibrados vetoriais a partir de outros fibrados
vetoriais (os fibrados restritos). Também mostramos como a partir de uma fun¢io continua
e um fibrado vetorial pode-se construir um outro fibrado vetorial (os fibrados induzidos).

O principal resultado desta secao é mostrar que se ¢ : Y — X ¢ uma funcao continua, entao

existe um homomorfismo de semigrupos ¢* : Vect(X) — Vect(Y).

Definicao 2.4 Seja ¢ = (F,m,X) um fibrado vetorial com base X. Seja Y C X um
subconjunto de X. A terna &y = (Ejy,my,Y), onde Ely =7 1(Y)C E e

Ty =gy Ey =Y
e m(e)
é chamada de fibrado vetorial & restrito a Y.
Lema 2.3 A terna §y = (E|y,ﬂ‘y,Y> ¢ um fibrado vetorial com base Y .

Demonstracao: Note que Y C X ¢ um espago topoldgico com a topologia induzida de X
e By C E & um espaco topologico com a topologia induzida de £. Observe também que a
funcao my é continua e sobrejetiva, pois dado y € Y, existe e € E tal que m(e) = y, logo
ec By emy(e) =y.

Para cada y € Y, ﬂ&l {y}) =n'{y}) N Ey =7 ({y}). Logo (E)y), = E, tem a estru-
tura de um espaco vetorial real de dimensao finita.

Seja y € Y fixado. Como y € X, existem um aberto U C X com y € U, um nimero n € N
e um homeomorfismo h : 771 (U) — U x R" tais que:

(a) proh =m,onde p; : U x R" — U é a proje¢ao na primeira coordenada.

(b) Para cada 2’ € U, hjg,, : By — {2’} x R" ¢ isomorfismo de espacos vetoriais.

Seja V =UNY. Temos que V CY é um abertode Y e y € V. Note que 7~ 1(V) = WB}(V).
Definimos b = hyz—1(yy : 7r|}1(V) — V' xR". Temos que h’ ¢ homeomorfismo pois h(7~(V)) =
V x R". Também ¢ claro que pj o b’ = 7y, onde p} : V x R" — V ¢ a proje¢ao na primeira

coordenada. Seja 1y’ € V fixado, entao h\,(EW) = h‘Ey/ : By — {y'} x R™ é isomorfismo de

y/
espacos vetoriais.

Logo a terna {y = (E‘y, Ty Y') é um fibrado vetorial com base Y. [J

Definicao 2.5 Sejam X e Y espacos topologicos e ¢ : Y — X uma funcao continua. Seja
¢ = (F,m, X) um fibrado vetorial com base X. O fibrado vetorial induzido por ¢ é a terna
¢ = ("B, 7, Y), onde p*E = {(y,e) € Y X E|p(y) =m(e)} CY X E tem a topologia
induzida de Y x E e

T OB =Y

(y,€) =y
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Lema 2.4 A terna ¢*¢ = (¢*E, 7., Y) é um fibrado vetorial com base Y.

Demonstracao: Observe primeiramente que 7, ¢ uma funcao continua e sobrejetiva. De
fato, dado y € Y, como ¢(y) € X, existe e € E tal que m(e) = ¢(y). Logo (y,e) € p*E e
Ty, €) = y.

Para cada y € Y, m, ' ({y}) = {y} x E ) tem a estrutura de um espago vetorial real de
dimensao finita pois E,(,) ¢ um espago vetorial real de dimensao finita.

Seja y € Y fixado. Como ¢(y) € X, existem um aberto U C X com ¢(y) € U, um nimero
n € N e um homeomorfismo h : 771 (U) — U x R" tais que:

(a) proh =m, onde p; : U x R — U é a projecao na primeira coordenada.

(b) Para cada 2’ € U, hjg,, : By — {2’} x R" ¢ isomorfismo de espagos vetoriais.

Seja V = o 1(U). Temos que V C Y ¢ aberto em Y, pois U & aberto em X e ¢ ¢ fungao
continua. Como p(y) € U, temos que y € V.

Observando que 7, (V) = {(y,e) € V x E|¢(y) = 7(e)}, definimos

B ooa Y (V) =V xR”

(y,e) = (y,pa(h(e)))

onde py : U XR™ — R™ é a projecao na segunda coordenada. Temos que h' é fungao continua

com inversa
RV xR — 7, Y(V)
(y,u) — (y, h " (o(y),w))

continua também. Logo, h’ é homeomorfismo.

Seja p} : V x R" — V a proje¢ao na primeira coordenada. Note que

pioh(y,e) =pi(y,h " (p(y),u) =y =y, e) = pioh' =,

Seja iy’ € V fixado. Temos que hin” Y'Y x Egyy — {y'} xR™ é isomorfismo de espagos

{y'})

vetoriais, pois hyg_ , @ Eyqy — {@(y')} x R™ é isomorfismo de espagos vetoriais.

w(y’)
Concluimos que ¢p*¢ = (p*E, ,,Y) é fibrado vetorial com base Y. O

Exemplo 2.4 Sejam X um espaco topologico e Y C X um subespaco de X com a topologia
induzida de X. Sejai:Y — X a fungao inclusao, isto €, i(y) =y, Vy € Y.

Se & = (B, 7, X) € um fibrado vetorial com base X, entao os fibrados i*¢ = (i*E,m.,Y) e

{y = (Ely,my,Y) sao isomorfos.

*E={(y,e) €Y X El|ly= (y,e) =
De fato, temos por definicao que{ ! {(e) [y =mle)} e{ muly:€) =y

Ey =74 Y)={ec E|n(e) €Y} my(e) =m(e)
Definimos

h:7"E — Ey

(y,e) —e
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Temos que h é funcao continua com inversa

ht: Ey —i'FE

e (m(e),e)

continua. Logo h é homeomorfismo.

Note que
Ty © h(ya 6) = 71-|Y(e) = 71'(6) =Yy = W*(yv 6) = Ty © h = Ure

Fixado y € Y temos que Ay «p, : {y} X B, — E, ¢é isomorfismo de espagos vetoriais.

Isto mostra que os fibrados i*§ = (*E, m,,Y) e §y = (Ely, my,Y) sdo isomorfos. [

Teorema 2.2 Sejam X e Y espagos topoldgicos e p : Y — X uma funcdo continua. Entao

a aplicacao

" Vect(X) — Vect(Y)
(€)= (¢*E)

¢ um homomorfismo de semigrupos.

Demonstracao: Primeiramente devemos mostrar que ¢* estd bem definida. Para isso, se-
jam & = (E,m, X) e n = (F, p, X) fibrados vetoriais com base X tais que (§) = (). Vamos
mostrar que (p*&) = (p™n).

Por definicao, temos que:

(1) ¢*¢ = (¢"E,m.,Y), onde o*'E = {(y,e) €Y x E|p(y) =7(e)} e m : ¢"E — Y,
m(y,€) =y.

(2) ¢*n = (¢"F.ps,Y), onde 'F = {(y,f) €Y x Flp(y) =ple)} e p. : ¢"F — Y,
p«(y, f) = y.

Como (§) = (n), existe um homeomorfismo h : E — F tal que:

(a) poh=m.

(b) Para cada z € X, hg, : B, — F, éisomorfismo de espagos vetoriais.

Defina

W :o'E — o*F
(y.€) — (y, h(e))

Temos que b’ esta bem definida, pois se p(y) = w(e), entao p(h(e)) = m(e) = ¢(y). Também

temos que b’ é continua com inversa
Wl p*F — o*F
(y, ) = (y, h7(f))
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continua. Logo, A" € homeomorfismo.

Note que

psol'(y,e) = pu(y. h(e)) =y = m.(y. e) = p.oh' = ..

Fixado y € Y, temos que h\lwzl({y}) H{y} x By — {y} x Fyy) € isomorfismo de espagos
vetoriais, pois f Eo © Eoy) = Fogy) € isomorfismo de espacos vetoriais.

Concluimos que os fibrados ¢*¢ e ¢*n sdo isomorfos, isto ¢, (p*€) = (p*n). Portanto ¢* esta
bem definida.

Agora, vamos mostrar que ¢* ¢ homomorfismo de semigrupos. Para isso, sejam & = (E, m, X)

en = (F,p, X) fibrados vetoriais com base X, Devemos mostrar que

e () + (M) =" ((§) +¢" (M) & " ((E®n) = (¥ + (™) &
(P (EDn) = (P ED ™).

Observamos que:

(3) ¢ @™ = (G, v, Y), onde G = {((y,€), (y, f)) € (Y x E) x (Y x F)|m(e) = o(y) = p(f)}
cv:G—=Y,v((ye)(y[f) =y

(4) Edn=(G1,1n,X),onde Gy ={(e,f) e Ex F|m(e)=p(f)}er: G — X, (e, f) =
m(e) = p(f)-

(5) ¢ (€®n) = (G V,Y), onde G’ = {(y,(e, f)) €Y x (Ex F)|p(y) =7(e) =p(f)} e
VoG =Y,V (y (e f)) =y.

Defina

h:G— G
((y,e), (v, f)) = (v, (e, f))

Temos que h é funcao continua com inversa

hi.Gq'— @G
(Y, (e, f)) = ((y,e), (y, f))

continua. Logo, h ¢ homeomorfismo.

Note que
Vo h((y,e), (y. f)) =V (y, (e, ) =y = v((y.e), (y, f)) =V o h = v.

Fixado Yy - Y, é claro que ﬁh,—l({y}) . ({y} X E@(?J)) X ({y} X F@(y)) — {y} X (Ew(y) X F@(y)) é

isomorfismo de espacos vetoriais.
Concluimos que os fibrados ¢*§ @ ¢*n e *(§ & n) sdo isomorfos, isto &, (Y*&® p*n) =
(" (€D n)).

Portanto ¢* ¢ homomorfismo de semigrupos. [
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Corolario 2.1 Eziste um dnico homomorfismo de grupos K, : K(X) — K(Y) que satisfaz

K, ([€]) = [p*¢], V(€) € Veet(X).

Demonstracao: Segue do Teorema 1.7. [J

2.4 Secoes de fibrados vetoriais

Nesta secao definimos o conceito de secao de um fibrado vetorial e apresentamos alguns

resultados que serao usados posteriormente.

Definigao 2.6 Seja £ = (F, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Uma se¢do de £ é uma
fungao continua s : X — E que satisfaz: 7w o s(x) = x, Vo € X (ou, equivalentemente,
s(x) € By, Vo € X).

Vamos denotar por I'(§) = {s: X — E| s é secao de £} o conjunto das se¢oes de &.

Note que se s, s1 e sy sao sec¢oes de £, entao para cada x € X, s(z), s1(x), so(z) € E,. Como
E, é um espaco vetorial real, a soma s1(z) + so(z) e a multiplicagdo por um escalar A € R,

As(x) ainda estdao em FE,. Portanto estdo bem definidas as fungoes:

81+522X—>E

x — s1(x) + so(x)

As: X — F

x +— As(x)

Proposicao 2.1 O conjunto I'(§) é um espaco vetorial real com as operacoes de soma e

multiplicacao por escalar definidas abaizo:

+: 1) x () = T'(¢)

(81,82) — 81+ So

LRXT(E - T(0)
(A, 8) — As

Demonstragio: Basta mostrar que s; + s2 € I'(€) e As € I'(§). Note que s; + 2 e As s@o
funcoes continuas e si(z) + s2(x), As(x) € E,, Vo € X. Portanto, s; + s9, As € I'(€).

Logo I'(§) é um espago vetorial real. [J
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Proposicao 2.2 Seja & = (E, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Seja x € X fizado e
suponha que dim E, = n. Entao existem um aberto U C X com x € U e fungoes continuas
si:U— E,ie€{l,...,n} que satisfazem:

(1) Para cada i € {1,...,n} vale: s;(y) € E,, Vy € U.

(2) {s1(y),...,sn(y)} C E, é uma base para E,, Yy € U.

Dizemos que as fungoes s; : U — E, i € {1,...,n} formam uma base local de & em x.

Demonstracao: Como ¢ é fibrado vetorial, existem um aberto U C X com z € U e um
homeomorfismo h : 71 (U) — U x R™ tais que pyoh = 7 (onde p; : UxR™ — U ¢é a proje¢ao
na primeira coordenada) e para cada y € U, hg, : B, — {y} x R" é isomorfismo de espagos
vetoriais.

Seja {e1,...,e,} base canonica de R". Entao {h '(y,e1),...,h ' (y,e,)} & base para E,,
para cada y € U.

Para cada i € {1,...,n}, defina

s;:U— FE
Y= hil(ya ei)
Temos que s; é fungao continua, Vi € {1,...,n} e satisfaz:

(1) Para cada i € {1,...,n} vale: s;(y) € E,, Vy € U.
(2) {s1(y),...,sn(y)} C E, é uma base para E,, Vy € U. O

Proposicao 2.3 Seja & = (E,m, X) um fibrado vetorial com base X e seja x € X fizado.
Suponha que as funcoes s; : U — E, i € {1,...,n} formam uma base local de & em z. Seja
s: U — E uma fungdo tal que s(y) € E,, Yy € U. Sejam b; : U — R, i € {1,...,n} tais
que s(y) = >, bi(y)si(y), Yy € U.

Entio s : U — E € conlinua se, e somente se, as fungoes b; : U — R, i € {1,...,n} sdo

continuas.

Demonstragao: Suponha que a funcdao s : U — E é continua. Sejam s, : U — E,
i € {1,...,n} base local de £ em z dada pela demonstracao da Proposi¢ao 2.2. Ou seja,
si(y) = h ' (y,e;), y € U, i € {1,...,n}, onde h : 771 (U) — U x R" é homeomorfismo
satisfazendo as condigoes da Definicao 2.1.

Temos que, para cada y € U, existem ntmeros reais {b/(y),...,0 (y)} tais que s(y) =
Sor  Ui(y)si(y). Vamos mostrar que as fungbes b, : U — R, i € {1,...,n} sdo continuas.
De fato, seja y € U fixado. Como hyg, : £, — {y} x R" & isomorfismo de espagos vetoriais,

temos que

= D _bi)sily) = D_biw)h (v, ) Zh (y,b =n (%Z%(zﬁa) =

—1

h=H(y: (01 (y); - - - b, (1))
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Logo, h(s(y)) = (y, (W (y),..., 0, (v))), Yy € U. Como h: 7 (U) - U xR'es:U — F
sao fungoes continuas, temos que b, : U — R, i € {1,...,n} sdo fungdes continuas.

Também temos que, para cada ¢ € {1,...,n} e para cada y € U, existem nimeros reais
{a1i(y), -, ani(y)} tais que si(y) = >0 a;(y)s(y). Como s; : U — E, i € {1,...,n}

sao fungoes continuas, da mesma maneira, mostramos que as fungoes a; : U — R, i,j €

{1,...,n} sdo continuas.
an(y) cm(y) . aln(y)
a a ... Qon
Para cada y € U, seja A(y) = 21_(y) 22.(y) . ? (y)
Qn1 (y) QAn2 (y) -o- Qpp (y)

Entao a aplicagdo A : U — GL,xn(R), y — A(y) é continua (note que a matriz A(y) é

a matriz de mudanga da base {s1(y),...,s,(y)} para base {s|(y),...,s,(y)}, logo é uma

matriz invertivel).
Como a aplicagio Inv : GLyxn(R) — GLyxn(R), M +— M~ é continua, temos que a
aplicagdo Invo A : U — GLuxn(R), y — A(y)~' também é continua.

Observe que, para cada y € U,

bi(y) b (y)
ba(y) | )
)W) =AW | [ =Aw T T | = i) b)),
bn(y) b, (y)
Com isso temos que as fungoes b; : U — R, i € {1,...,n} s@o continuas.
Reciprocamente, se as func¢oes b; : U — R, i € {1,...,n} sao continuas, entdo s : U — F é

continua, pois s(y) = >, bi(y)si(y), Vy € U. O

Proposicao 2.4 Seja & = (E, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Seja x € X fizado e

suponha que U C X € um aberto comx € U ety,... t, : U — X sao funcgoes continuas que
satisfazem:

(1) Para cada i € {1,...,m} vale: t;,(y) € E,, Yy € U.

(2) {t1(z), ..., tm(x)} C E, € um conjunto linearmente independente.

Entao existe um aberto V.C U com x € V tal que {t;(y),...,tn(y)} C E, é um conjunto

linearmente independente, Yy € V.

Demonstragao: Seja n = dim E,. Pela Proposi¢ao 2.2, existem um aberto U’ C X com
x € U’ e fungoes continuas s; : U — E, i € {1,...,n} que formam uma base local de £ em
x.

Seja V! = UnNU'. Temos que V' & aberto e x € V'. Sejay € V' fixado. Como o
conjunto {s1(y),...,s,(y)} é uma base de E,, para cada j € {1,...,m} existem niameros

reais {ai;(y),...,a,;(y)} tais que t;(y) = >, a;;(y)si(y). Pela Proposicao 2.3, as funcdes
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ai; V' =R, ie{l,...,n}, j€{l,...,m} sdo continuas.

Como {ti(z),...,t,(z)} é conjunto linearmente independente a matriz
an(x) ap(x) ... apn(x)
M(x) = as () age(x) ... agm(x)
a1 () apa(z) ... apm(z)

tem uma submatriz M’(z) de ordem m X m cujo determinante é nao nulo.

Como as aplicacoes M' : V' — M,um(R), y — M'(y) e det : Myxm(R) — R, A —
determinante(A) sao continuas, também é continua a aplicagdo det o M' : V' — R, y
determinante(M'(y)). Como o determinante de M’(z) é ndo nulo, existe um aberto V.C V'
com z € V, tal que o determinante de M’'(y) é nao nulo, Vy € V.

Portanto, V' C U é um aberto com x € V e para y € V o conjunto {t1(y),...,tm(y)} &
linearmente independente. [J

Sejam £ = (E, 7, X) en = (F,p, X) fibrados vetoriais com base X. Suponha que f: F — F
é uma funcao continua que satisfaz:

(1) po f=m.

(2) Para cada = € X, fig, : E, — F, ¢ homomorfismo de espacos vetoriais.

Por (2), para cada x € X, a aplicagao

e~ f(e)

é homomorfismo de espagos vetoriais.

Seja J,cx Ker f» C E espago topologico com a topologia induzida de E. Definimos a funcao
01 Uyex Ker fo — X da seguinte maneira: dado h € |, Ker f,, existe um tnico z € X
tal que h € Ker f,. Entao o1(h) = x. Temos que a fun¢do o; é continua e sobrejetiva. De
fato, dado = € X, tome Og, o elemento neutro de FE,. Como f, : £, — F, ¢ homomorfismo
de espagos vetoriais, Og, € Ker f,. Logo, 01(0g,) = x, o que mostra que oy é sobrejetiva.
Fixado z € X, temos que o, '({z}) = Ker f, C E, ¢ um subespaco vetorial de F,. Logo
oy ({z}) tem a estrutura de um espaco vetorial real de dimensdo finita.

Seja |J,ex Im fo C F espaco topolégico com a topologia induzida de F'. Definimos a fung¢ao
02t Upex Im fo — X da seguinte maneira: dado h € |J, oy Im f,, existe um tnico z € X
tal que h € Im f,. Entao oy3(h) = z. Temos que a funcdo oy é continua e sobrejetiva. De
fato, dado = € X, tome Op, o elemento neutro de F,. Como f, : E, — F, é homomorfismo
de espagos vetoriais, Op, € I'm f,. Logo, 02(0r,) = x, 0 que mostra que oy é sobrejetiva.
Fixado » € X, temos que o, ({z}) = Im f, C F, é um subespaco vetorial de F,. Logo

oy '({x}) tem a estrutura de um espaco vetorial real de dimensao finita.
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Proposicao 2.5 Suponha que a funcio f : E — F satisfaz, além de (1) e (2) acima, a
condicao
(3) Para cada x € X existe um aberto U C X com x € U tal que dim Ker f, = dim Ker f,,
Vy e U.
Entao as ternas Ker [ = (U,ex Ker fo,01,X) e Im f = (U,ex I fa, 02, X) sdao fibrados

vetoriais com base X.

Demonstracao: Basta mostrarmos a propriedade de trivialidade local de Ker f e Im f.
Seja z € X fixado e sejam m = dim E,, n = dim F,. Pela Proposicao 2.2 existem abertos
Up,Uy C X com z € Uy NUs e fungdes continuas s; : Uy — E, i€ {1,...,m}, t; : Uy — F,
j €{1,...,n} que formam uma base local de & e n, respectivamente, em z.

Seja k = dim Im f,.

Como {s1(x),...,sm(z)} & base de E,, temos que I'm f, = span {f(s1(x)),..., f(sm(x))}.
Renumerando os indices se necesséario, podemos supor que {f(s1(x)),..., f(sx(z))} ¢ base
para Im f,.

Como Im f, C F, e {t1(z),...,t,(x)} é base para F,, novamente renumerando os indices se
necessario, podemos supor que {f(s1(x)),..., f(sp(x)), tpr1(z), ..., tn(x)} € uma base para
F,.

Seja U3 = Uy NU,. Temos que Uz C X é aberto e x € Us. Também temos que as funcgoes
fosi,...,fosktest, ... t, : U3 — F sao continuas e satisfazem

(1) Para cada i € {1,...,k}, fosi(y) € F, e paracada j € {k+1,...,n}, t;(y) € F,,
Vy € Us.

(2) {f(s1(x)),..., f(se(®)), thr1(x),. .., tu(z)} C F, & conjunto linearmente independente.
Pela Proposicao 2.4, existe um aberto U, C Uz com x € Uy tal que, para cada y € Uy, o
conjunto {f(s1(y)), ..., f(sk(¥)), tkx1(y), ..., ta(y)} C F, é linearmente independente. Como
dim F,, = dim F, = n, temos que {f(s1(y)),. .., f(sx(¥)), tk+1(¥), ..., ta(y)} forma uma base
para F,, Vy € Us.

Por hipotese, existe um aberto U C X com z € U tal que dim Ker f, = dim Ker f,, Vy € U.
Seja Us = U NUy. Temos que Us C X é aberto e x € Us.

dim E, = dim E,

Note que, para y € Us, )
dim Ker f, = dim Ker f,

Logo, Vy € Us vale
dim B, = dim Ker f, +dim Im f, =
dim Im f, = dim E, — dim Ker f, = dim E, — dim Ker f, = dimIm f, = k.

Como paray € Us, {f(s1(y)), ..., f(sk(y))} é conjunto linearmente independente, temos que

{f(s1(y)),..., f(sk(y))} é uma base para Im f,, Yy € Us.
Vamos agora mostrar a propriedade de trivialidade local de Im f.
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Vamos definir g : 0, (Us) = Uyew, Im fy — Us x R* da seguinte forma: dado h €
Uyer, Im £y, existe um tnico y € Us tal que h € Im f,. Como {f(s1(y)),..., f(sx(y))}
¢ base para I'm f,, existem tinicos niimeros reais {\y, ..., A} tais que h = 320 N f(si(y)).
Definimos g(h) = (y, (A1,..., A\x)). Temos que g é continua.
A funcao

gt Us xRV - U Im f,

(s () = D s (5i(9)

estd bem definida e é continua.

Observe que:

(1) g 0 glh = X0, A (siw)) = 97 (5, O - M) = S5, A (si(y)) = b
(2) gog (Y, (ur, - ur)) = (i wif (5:() = (y, (wa, - up)):

Isto mostra que ¢g~! é a inversa da funcao g. Portanto, g é homeomorfismo.

Seja p1 : Us x R¥ — U a projecdo na primeira coordenada. Note que

prog (h = ZM(SK@/))) =pi(y, (M, M) =y =02(h) = prog =02,

Fixado y € Us e observando a definicdo de g, temos que gjrmy, : Im f, — {y} x RF &
isomorfismo de espacos vetoriais.

Isto mostra que a terna Im f = (|J_ . Im fr, 09, X) é um fibrado vetorial com base X.

zeX
Para mostrar a propriedade de trivialidade local de Ker f, note que {f(s1(v)), ..., f(sx(¥))}
é uma base para Im f,, Vy € Us. Logo, para cada i € {k+1,...,m} e y € Us, existem
nimeros reais {a;1(y), .- ., aix(y)} tais que f(si(y)) = S0, ai;(y)f(5;(y))-

Como as funcoes fos; : Us — UyeU5 Im f, formam uma base local de Im f em z, pela
Proposicdo 2.3 , as fungbes a;; : Us = R, i € {k+1,...,m}, j € {1,...,k} sdo continuas.
Para cada ¢ € {k+ 1,...,m}, definimos

s;:Us — FE
k
y = si(y) — Zaij(y)sj(y)
j=1

Temos que s, é funcao continua e si(y) € E,, Vy € Us.
Sejamy € Us ei € {k+1,...,m} fixados. Vamos mostrar que s;(y) € Ker f,. De fato,

k

k
1) = 1, (sxy) -3 aij<y>sj<y>> = Flsi) = 3 ) fyls:(0) =

Fsi) = ai(W)f(si(y) = f(siy)) — flsiy)) =0.

J=1
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Logo, si(y) € Ker f,.

Fixado y € Us, vamos mostrar agora que {s}_;(y),...,s),(y)} é conjunto linearmente inde-
pendente. Sejam {Apy1,..., Ay} nlimeros reais tais que Y ", | Aisi(y) = 0. Note que
m m k
3 = 30 (0 - X st -
i=k+1 i=k+1 =1
m m k m m k
Z Aisi(y) — Z )\i< aij(y)$j<y>> = Z Aisi(y) — Z ZAiaij(y)Sj(y) =
i=k+1 i=k+1 j=1 i=k+1 i=k+1 j=1
m k m m k m
Z Aisi(y) + Z <— Z )\iaij(y)> si(y) = Z Aisi(y) + Z <— Z Ajaji(?/)) si(y)-
i=k+1 j=1 i=k+1 i=k+1 i=1 j=k+1
Para cada i € {1,...,k}, seja 8; = — > 7", \jazi(y) € R. Entdo temos que
m m k
DooNsiy) = D Asily) + ) Bisily).
i=k+1 i=k+1 i=1
Logo,
m k m
Z Nisi(y) =0 Z@Sz(y) + Z Aisi(y) = 0.
i=k+1 i=1 i=k+1
Como {s1(y),...,Sm(y)} é conjunto linearmente independente, temos que f; = 0, Vi €
{1,....k} e Ny =0, Vi e {k+1,...,m}. Isto mostra que {s}_,(y),...,s),(y)} é conjunto

linearmente independente.

Como para y € Us, dim Ker f, = dim Ker f, = dim E, — dimIm f, = m — k, temos que
{sﬁfﬂ(y), o 7s;n(y)} ¢ base para Ker f,, Vy € Us.

Vamos agora mostrar a propriedade de trivialidade local de Ker f.

Vamos definir § : o7 (Us) =
UyeU5 Ker f,, existe um tnico y € Us tal que h € Ker f,. Como {skﬂ(y),...,s;n(y)} é

yeus Ker fy — Us X R™* da seguinte forma: dado h €
base para Ker f,, existem tnicos nimeros reais {A\gq1,..., An} tais que b =>"" | Aisi(y).
Definimos g(h) = (y, (Aks1,- -, Am)). Temos que g é continua.

A funcao

Gl Us x R™F - U Ker f,
yeUs

(ys (Uryrs oy tm)) = Y wisi(y)

i=k+1

estd bem definida e é continua.

Observe que:
(1) g7 oglh =" Xisi(W) = 5 Y, Mgty -, Am)) = Doitpsy Aisi(y) = .
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(2) go :‘j_l(ya (Upg1s - -5 Um)) = 5(2Zk+1 uisi(y)) = (Y, (Urs1, - Um))-
Isto mostra que g~! é a inversa da funcao g. Portanto, ¢ é homeomorfismo.

Seja p; : Us x R™™% — Uy a projecdo na primeira coordenada. Note que

ﬁl © g (h = Z Als;(y)> = ﬁl(ﬁ% ()‘k‘—i-lv s ’/\m)) =Yy= Jl(h) = 51 © g =01

i=k+1
Fixado y € Us e observando a defini¢ao de g, temos que gxe, s, : Ker f, — {y} X R™ k¢
isomorfismo de espacos vetoriais.

Isto mostra que a terna Ker f = (|J,cy Ker fz, 01, X) € um fibrado vetorial com base X. [J

2.5 Propriedades homotépicas de fibrados vetoriais

Nesta se¢ao mostraremos que se ¢ : Y — X e ¢ : Y — X sao fungoes homotdpicas entao as
aplicagoes ¢* : Vect(X) — Vect(Y) e ¢* : Vect(X) — Vect(Y) sao idénticas.

Teorema 2.3 (Teorema da Extensao de Tietze) Sejam X um espago topoldgico nor-
mal, Y C X um conjunto fechado e V um espaco vetorial real de dimensao finita. Suponha

que g - Y — V € uma funcgao continua. Entdo existe uma func¢do continua ¢ : X — V tal

que g|’Y =g.
Demonstracao: Ver [Mul], p. 212. O

Teorema 2.4 (Existéncia de partigoes da unidade) Sejam X um espaco topoldgico de
Hausdorff compacto e {Uy,Us, ..., U,} uma cobertura aberta finita de X (isto é, n € N, cada
U; C X € um conjunto aberto e X C J;_, U;). Entao existem fungoes continuas ¢; : X — R
i€ {l1,2,...,n} tais que:

(1) Para cada i € {1,2,...,n} vale: 0 < ¢;(z) <1, Vo € X.

(2) supp p; C Ui, Vi € {1,2,...,n}, onde supp ¢; = {x € X | ¢;(x) # 0}.

(3) X, ila) =1, Vo € X,

O conjunto das fungoes ¢; : X — R, i € {1,...,m} é chamado particio da unidade subordi-
nada & cobertura {Uy,Us, ..., Uy,}.

Demonstragao: Ver [Mul], p. 222. O

Lema 2.5 Seja X um espaco topologico de Hausdorff compacto e Y C X wm conjunto
fechado. Suponha que §{ = (E,m, X) é um fibrado vetorial com base X. Se s € I'(§y) entao

existe ' € I'(§) tal que sjy = s.

Demonstracao: Como ¢ é um fibrado vetorial, para cada z € X, existem um aberto

U, C X com z € U,, um nimero n, € N e um homeomorfismo h, : 7=4(U,) — U, x R"=
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tais que:

(1) pyoh, =, onde p; : X x R™ — X é a projecao na primeira coordenada.

(2) Para cada o' € Uy, hy,, : By — {2'} x R" & isomorfismo de espagos vetoriais.
Defina

s U, NY — R™
y — (paohy)os(y)

onde py : X x R™ — R"™ ¢é a projegao na segunda coordenada. Como s(y) € £, temos que
S, estd bem definida e é continua.

Como U, é um espago topologico normal e U, NY C U, é fechado em U, (pois Y é fechado),
pelo Teorema da Extensdo de Tietze existe uma funcao continua s/, : U, — R™ tal que

/ _
Su|Uzny = Sz
Definimos

Sy : U, = ' (U,) = B,
y— hi'(y, sh(y))

Temos que S, ¢ continua e S,(y) € E,, Vy € U,. Logo, S, € I'(§u,)-
Note que se y € U, NY entao s(y) € E,, logo

he(s(y)) = (4, p2 0 ha(s(y))) = (y,52(y)) = (y, 5. (y)) = s(y) = by (y, 54,(y)) = Sz(y).-

Portanto Sy y,ny = s

Observe que X C |J,x U,. Como X é compacto, existe um subconjunto finito {x1, zs,..., 7, }
de X tal que X C |J;_, U,,. Para simplificar a notagdo vamos escrever U; no lugar de U,, e
Si no lugar de S,,. Temos que S; € I'(§,) e Sijy,ry =5, Vi € {1,...,n}.

Seja ¢; : X — R, i € {1,...,n}, parti¢do da unidade subordinada a cobertura {Uy,...,U,}.

Para cada ¢ € {1,...,n} definimos
Si: X —>FE
¢i(2)S;(z) € B, sex el
€T +—

0eFE, se x ¢ U;
Temos que S! é continua pois supp ¢; C U;. Também temos que Si(z) € E,, Vx € X, logo
Sie ().
Defina s’ = """ | SI. Como I'(§) é espago vetorial, temos que s’ € I'(¢). Seja y € Y, entao

= GWSiy) seyeUs | dily)sly) seyels _
Si(y)_{o sey ¢ U; _{0 sey ¢ U; = y)sy).
Logo,

s'(y) = Z Si(y) = Z di(y)s(y) = (Z ?bi(y)) s(y) = s(y).

Portanto, STY = 5. Fica assim demonstrado o Lema. []
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Proposicao 2.6 Sejam £ = (E,7,X) en = (F,p,X) fibrados vetoriais com base X. A
terna Hom(&,n) = (H, i, X), onde H =,y hom(E,, Fy) = U,ex {0 Eo — Fo | @ € linear}
e
pu:H= U hom(E,, F,) — X
zeX

@ € hom(E,, F,) — x
¢ um fibrado vetorial com base X.
Demonstragao: Ver [Boul|, Paragrafo 7. O

Lema 2.6 Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff compacto e Y C X um subespaco
fechado. Sejam & = (E,n,X) en = (F,p,X) fibrados vetoriais com base X. Suponha
que &y e nyy sdo isomorfos com h : Ey — Fy homeomorfismo satisfazendo as condigoes
da Definicao 2.2. Entao existem um aberto U C X com Y C U e um homeomorfismo
h': By — Fy satisfazendo as condigées da Defini¢ao 2.2 e tal que hiE\y = h. Em particular,

0s fibrados &y e nu sao isomorfos.

Demonstragao: Por definicao, Hom(§,n) = (H,u, X), onde H = |J,.x hom(E,, F,) e
pu(yp) = =z, para ¢ € hom(Ey, Fy). Logo Hom(&,n)y = (Hy, py,Y), onde Hy = p~'(Y) =
Uyey hom(Ey, Fy) e iy () = y, para ¢ € hom(E,, F,).

Defina

s:Y — Hy

y — hig,

Como para cada y € Y, g, : E, — F, é isomorfismo de espacos vetoriais, temos que a
fungao s estd bem definida e ¢ continua. Note também que s(y) € hom(E,, F,), Vy € Y,
logo s € I'(Hom(&, n)y). Pelo Lema 2.5, existe s’ € I'(Hom(¢, n)) tal que sjy, = s.

Para cada x € X, seja iso(E,, F,) = {¢: E, — F, | élinear e bijetiva}. Temos que
hom(E,, F,) C iso(FE,, F,).

Defina U = {z € X |§'(x) € iso(F,, F;)}. Temos que U C X e Y C U pois para y € Y,
s'(y) = s(y) = hyg, ¢ um isomorfismo de espagos vetoriais.

Vamos mostrar que U é um conjunto aberto. Sabemos que iso(E,, F,) C hom(E,, F,) ¢ um
conjunto aberto, para cada x € X. Logo, |J,cy 150(Ey, Fy) C U, cx hom(E,, F,) também &
um conjunto aberto. Note que U = 5" (|, ey i50(Ey, F)). Como s’ ¢ continua, temos que
U é aberto.

Defina

h,IE‘U—>.F|U
e — s'(m(e))(e)
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Note que, para cada e € Ejy, w(e) € U, logo s'(m(e)) € iso(Exr(e), Fr(e)). Dai, s'(m(e))(e) €
Frey C Fjy. Portanto, a fungao h’ estd bem definida e é continua.
A funcao
h/_l . -F\U — E\U
fe= (AN

estd bem definida, pois para cada f € Fy, p(f) € U, logo s'(p(f)) € iso(E,), Fy(p)). Dai
(s'(p(f)) 1 (f) € Eyp) C Ejy. Também temos que h'~! é continua.

Note que:

(1) W=t o l(e) = W18 (m(e))(e)) = (s'(p(s'(m(e))(€)))) ' (s' (7 (e)) (e))
Como s'(m(e ))(e) F(e), temos que p(s'(m(e))(e)) = 7(e).

Logo, (s'(p(s'(m(€))(e)))) 7 (s'(w(e))(e)) = (s'(w(€))) ™" o s'(w(e))(e) = e.
Portanto, h'~' o h/(e) = e, Ve € Ejp.

(2) W o A (f) = W ((s'(p(f)7H(f) = ' (= ((s'(p(/) (S
Como (s'(p(f)))~'(f) € Eyy), temos que w((s'(p(f)))~'(f) )

Logo, s'(m((s"(p(/))H(FINS'(o(F)) () = s'(p(f)) o (s (p(S))) () = [
Portanto, ' o B'~(f) = f,Vf € Fly.

Isto mostra que A'~! é a inversa de 1'. Logo, i’/ é homeomorfismo.

Seja e € Ey. Como s'(m(e))(e) € Fr(e), temos que

p o h'(e) = p(s'(m(e))(e)) = m(e) = mu(e) = pyoh’ =my.

Fixado x € U, temos que hiEx . B, — F, é isomorfismo de espacos vetoriais. De fato,
hip,(e) = s'(m(e))(e) = s'(z)(e), Ve € Ey,. Logo hjy = s'(z) € iso(Ey, Iy).
Portanto, h' : By — Fjy satisfaz as condicoes da Defini¢ao 2.2.

Seja agora e € Ejy. Temos que s'(7(e)) = s(n(e)), logo

Portanto, h|, = h. [
|E\y

Teorema 2.5 Sejam X e Y espacgos topologicos com Y espaco de Hausdorff compacto e
p:Y = X, ¢:Y — X funcoes continuas. Suponha que ¢ e Y sejam funcgoes homotdpicas.
Entao as aplicagoes ¢* : Vect(X) — Vect(Y) e yp* : Vect(X) — Vect(Y) sao idénticas.

Demonstracao: Como ¢ e ¢ sao homotopicas, existe uma funcao continua F': Y x [ — X

tal que F'(y,0) = p(y) e Fi(y,1) =9(y), Vy € Y.
Para cada t € I, definimos

F:Y =X
y— F(y,t)
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Temos que F; é funcao continua e Fy = ¢, F} = 1.

Definimos também a funcao p: Y x I — Y, (y,t) — y.

Seja ¢ = (E,m, X) fibrado vetorial com base X. Vamos mostrar que (¢*¢) = (¢*¢) em
Vect(Y). Como £ foi tomado arbitrariamente, concluimos que as aplicacoes ¢* e 1* sdo
idénticas.

Seja to € [ fixado. Note que:

(1) F*¢ = (B, 74, Y x I), onde B! = {((y,1),¢) € (Y x I) x E|F(y,) = n(€)} e 7' : B! —
Yxfw« ),¢) = (4.1).

(2) Fié = (E*,7Y), onde E* = {(y,e) €Y X E|F(y,t)) =7(e)} e 7* : E* — Y,
m(y,e) = y.

(3) p'Fpé = (E°, 7% Y x I), onde E° = {((y,1),€?) € (Y x I) x E?|p(y,t) = 7(e*)} =
(5,8, () € (¥ x I) x (Y x ) |y =y e F(y/,to) = m(e)} e 7% B — ¥ x I,
™((y,1), (y,€)) = (y,1).

Vamos restringir os fibrados F*¢ e p*Fj ¢ ao conjunto Y x {to} C Y x I. Temos que:

(4) F €y i) = (Elyqiop Ty sqroy: ¥ X {to}), onde

E\le{to} = {((yato)ve) ‘ y e Y76 €Ee F(y,to) = 7[_(6)} € Wﬁ}/x{to}((y’to)’ 6) = (y7t0)

(5) P ERE Y x ity = (E|3Y><{t0}77T|3Y><{t0}7Y x {to}), onde

E%’x{to} = {<<y7t0)7 (y7€)) |y S }/7 ec ke F(y>t0) = 7T<€)} € 7T|3Y><{to}((y7t0)7 (y76>) - (y7t0)
Defina

he B iy = By i)
((y7 t0)7 (ya 6)) — ((y7 tO)? 6)

Temos que h é continua com inversa

-1 . 1 3
W= By iy = Ely xqno

((y,t0), €) = ((y:0), (y:€))

continua. Logo, h ¢ homeomorfismo.

Note que

7T\1Y><{t0} o h((y.to). (y,€)) = 7T|1Y><{t0}(<yv to),€) = (y,to) = 7T|3Y><{t0}((yv to), (y,€)) =

Thysgto} © 1 = Ty sfro}-

1 —
<EYX{tO}>(y,to) ={(y,to)} x Epy.t)

Seja (y,t9) € Y x {to} fixado. Temos que )
(Bieun) .,y = L0100 % {0} % Briya
Logo, é claro que h‘( |3Yx{to})<yt | (E?’Yx{to})( " — EYX{tO})( é isomorfismo de espa-

¢os vetoriais.
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Note que Y x I é um espago topologico de Hausdorff compacto e Y x {to} C Y x I é um su-
bespago fechado. Também temos que F*¢ e p* Fy § sao fibrados vetoriais com base Y X I tais
que F*Eyxqioy € P Fy &y <t} sa0 isomorfos, com homeomorfismo A : Eﬁ/x{to} — EﬁYX{tO}
satisfazendo as condigoes da Definicao 2.2. Portanto, pelo Lema 2.6, existem um aberto

UcCY xIcomY x {t,} C U e um homeomorfismo b’ : E*y — E'; satisfazendo as

!
3
B (10}

0, > 0 tal que U =Y X (tg — 04y, to + dt,). Por simplicidade vamos denotar (tg — &, to + ds,)
por dty. Logo U =Y X dty.

condicoes da Definicao 2.2 e tal que h = h. Como Y x {tp} C U, temos que existe

Note que:

(6) F*&v xste = (Ely styr Thyxare: Y X 0t), onde
E‘lyﬂ%O ={((y,t),e)|lyeY,e€ E,t € 0ty e F(y,t) =n(e)} e 7T|1Y><5t0((y7t)76) = (y,1).

(7) p*E: &y xoty = (E%/xatoﬂr\g}/xatmy X dtp), onde

s = {000, (50) [y € Vie € B, € Btg 0 F(ytg) = 7(e)} ¢ o (9:0) (5:6)) =
(y,1).

Como ' : B3y st — E'yxst, ¢ homeomorfismo satisfazendo as condi¢oes da Definigao 2.2,
temos que W‘IYX&O ol = 7T|3Y><6t0 e para cada (y,t) € Y x dty fixado, hjy,

Yy} U} x Eryg)
{(y,0)} x {y} X Ep) — {(y, 1)} X Ergy € isomorfismo de espagos vetoriais.

W ((y, 1), (y,€)) = ((y: 1), ps 0 W'((y, 1), (y,¢)))

Wy 1),e) = (1), v, pa o W ((y, 1), )
ondeps: (Y XI)x E— FEepy: (Y xI)x (Y xE)— E sao as projegoes na terceira e na

Y

Em particular, temos que {

quarta coordenadas, respectivamente.
Seja t € 0ty fixado. Vamos mostrar que os fibrados Fy ¢ e F;§ sao isomorfos.
Observe primeiramente que:
(8) Fy& = (B, 7", Y), onde E* = {(y.e) €Y x E| F(y,t) = m(e)ten : E* =V, 7'(y,e) =
Y.
Definimos
g: E*— E?
(y, ) = (y,pao W' ((y,1),¢))
A fungdo g esta bem definida pois ((y,1),€) € Ejy 5, © I ((y:1),€) € Ej 5, Logo,
F(y,to) = w(pso " ((y,t),e)). Também temos que g é func¢ao continua. Definimos também
g ' E*— E*
(y7 6) = (y7p3 © h’/((y7 t)a (y7 6)))
A fungao g~' esta bem definida pois ((y,1), (y,e)) € Ej 5, € M ((4,1),(y,€)) € By s,-

Logo, F(y,t) = w(p3 o W'((y,t), (y,e))). Também temos que g~' é fungdo continua.

Observe que:
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(9) 9097 (y,e) = g(y.ps o W' ((y.1),(y.€))) = (y,pa0 W ((y, 1), p3 0 W' ((y. ), (y.€)))) =
(y,pao M1 (9, 1), (y,)))) = (4, pa((y, 1), (y,€))) = (y,€), V(y,e) € B

(10) g~ o g(y,e) = g (y,pa 0 W' ((y.t),€)) = (y,p3 o W' ((y,1), (y,pa 0 "1 ((y, ), €)))) =
(y,p3 o W' (W'~ ((y,1),€))) = (y,23((y, 1), €)) = (y,€), ¥(y, ) € E*,

Logo, g~ ! & a inversa da funcao g. Portanto, g ¢ homeomorfismo.

Note que

mog(y.e) =1y, pro N ((y,1),€)) =y =7'(y,e) = w0 g = 7"

Seja y € Y fixado. Temos que g|(y)x5p,,, : {y} X Epgy — {y} X Epgyy) € isomorfismo
de espagos vetoriais pois h\/{(y,t)}x{y}xEF@,to) Ay, 1)} x {y} X Epgue) — {(U:1)} X Epgy €
isomorfismo de espacos vetoriais.

Isto mostra que os fibrados Fj £ e Fy'§ sao isomorfos.

Como t € 0ty foi tomado arbitrariamente, temos que (F;°¢) = (F: &) em Vect(Y), Vt € 6ty.
Mostramos assim que, para cada ty € I, existe um aberto oty C I com ty, € dty, tal que
(FFe) = <F;5§>, Vt € dty. Logo, a aplicacao

Q:1— Vect(Y)
t— (I8

é localmente constante.
Vamos mostrar que €2 ¢ uma aplicagao constante. De fato, temos que I C |J,; 6t. Como [
¢ compacto, existe um nimero n € N e um conjunto {¢y,...,%,} C I tais que I C |J;_, ot;.
Como I & conexo, ap6s uma reordenacao dos indices, podemos supor que 6t; N 0t; . # 0,
Vied{l,....,n—1}.

Q(t) = Q(t)

mw:mmzjmng@y

Seja t € dt1 N dty. Entao {

Q(t) = Q(t2)
Q(t) = Q(ts)
Prosseguindo com este raciocinio, apds n — 1 passos teremos que

Analogamente, se t € dty N dt3, entao {

Q1) = Qts) = Ats) = ... = Qtu_y) = Qt,).

Isto mostra que a aplicacao €2 é constante.

Logo,

0(0) = Q1) & (F56) = (F€) < () = (¢¥7¢). O

Corolario 2.2 Sob as mesmas hipdteses do Teorema 2.5, temos que as aplicacoes K, :
KX)—K(Y)eKy: K(X)— K(Y) sdo idénticas.
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Demonstracio: Pelo Teorema 1.7, existe um tinico homomorfismo de grupos K, : K(X) —
K(Y) que satisfaz

K, ([€]) = [¢*¢], V(§) € Vect(X).

Pelo mesmo motivo, existe um tnico homomorfismo de grupos K, : K(X) — K(Y) que

satisfaz

Ky ([€]) = [¢7¢], Y (€) € Vect(X).

Como ¢* = ¢* : Vect(X) — Vect(Y), temos que

Ky ([6]) = [¢7¢], V (§) € Vect(X).

Logo Ky : K(X) — K(Y) também é um homomorfismo de grupos que satisfaz

Ky ([¢]) = [¢7¢], V (§) € Vect(X).

Pela unicidade de K, : K(X) — K(Y), temos que K, = K, : K(X) — K(Y). O

2.6 Propriedades do grupo K(X)

Nesta secao apresentaremos algumas propriedades do grupo K(X) que serdo utilizados no
Capitulo 4.

Definigao 2.7 Seja £ = (F, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Um subespaco vetorial
V C T'(§) é dito amplo se a aplicacdo

A XxV-—-FE

(z,5) — s(z)
¢é sobrejetiva.

Proposicao 2.7 Sejam X um espago topoldgico de Hausdorff compacto e £ = (E, 7, X) um
fibrado vetorial com base X. Entdo existe um subespaco vetorial de dimensao finita V C T'(§)

tal que V' é amplo.

Demonstracao: Para cada x € X, existem um aberto U, C X com z € U,, um nimero n, €
N e um homeomorfismo h, : 7= (U,) — U, xR" tais que pjoh, = 7 (onde p; : X xR"™ — X
¢ a projegao na primeira coordenada) e para cada 1’ € Uy, hyp, @ Ev — {2/} x R &
isomorfismo de espacos vetoriais.

Temos que X C |J,cy Uz Como X é compacto, existe um nimero m € N e um conjunto
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{x1,..., 2} C X tais que X C J*, U,,. Para simplificar a notagao vamos escrever U; no
lugar de U,,, n; no lugar de n,, e h; : 7 Y(U;) — U; x R™ no lugar de h,, : 7 1(U,,) —
Uz, x R
Seja ¢; : X — R, i € {1,...,m} particio da unidade subordinada & cobertura {Uy,...,U,}.
Fixado i € {1,...,m}, seja {e1,eq,..., €, } base ortonormal canonica de R™. Como para
cada y € U; ﬁxado, hig, : By, — {y} x R™ & isomorfismo de espagos vetoriais, o conjunto
{h (y,e1), h; Ly, e), .. .,h;l(yjem)} ¢ base de E,.
Para cada j € {1,...,n;}, definimos
st Uy — By, =7 ' (Us)
y = hit(y,e))
Temos que s} & continua e si(y) € E,, Vy € U;. Logo, s’ € T(§u,).
Seja V; = span {s},sh,..., s }. Entdo V; C I'(§y,) ¢ um subespaco vetorial de dimensdo
finita. Também temos que V; é amplo pois a aplicacao
AZUVZ><V;—>.E|UZ
(1,0) = (y)
¢ sobrejetiva. De fato, seja e € Ejy,, entdo 7(e) € U;. Tomando y = 7(e), temos que y € U;

ee € E,. Como {h'(y,e1),h; (y,€2),....h; " (y.en,)} € base de E,, existem escalares

» "

{A1, A2, ..., An, } C R tais que

e=Mh; Yy, e1) + Aoh Ny, e2) + ..o+ Ahy Ny, en,) &
e = Msy(y) + Aesy(y) + .o+ Auysiy, (1),

Logo,
Ai(y, Aust + Xash 4.+ Aysh) = Mist(y) 4+ desh(y) + ...+ An,sh () = e

Isto mostra que A; é sobrejetiva.

Vamos agora definir uma aplicacdo ©; : V; — I'(£) da seguinte maneira: para cada v € V;,
O;v): X - F
oi(z)v(r) € B, sexcl;
€T +—
0e E, se x ¢ U;

Para cada v € Vj, temos que ©;(v) ¢ funcao continua (pois supp ¢; C U;) e ©;(v)(z) € E,,
Vo € X. Logo, 6;(v) € I'(¢).

Vamos mostrar que ©; é uma aplicacao linear. De fato, sejam v, v’ € V;, entao

di(x)(v+)(x) € B, sex €U

0,(v+7) = )
( ) {OeEx se x ¢ U
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Por outro lado,

@Z(U) + @i(v') =

oi(z)v(x) € E, sex el N ¢i(x)v'(x) € B, se xz € U
0€ E, se x ¢ U; 0€ FE, se x ¢ U;

) di@)(v+)(z) € B, sex el
| oeE sexd U,

Logo, ©;(v 4 v') = 6;(v) + 6;(v').
Seja agora A € R. Temos que

26i(v) = A oi(z)v(x) € B, sex el _ ¢i(z)(\)(x) € E, sex el _ 6.0).
0e€FE, se x ¢ U; 0e€E, se x ¢ U;
Logo, ©;(Av) = A©;(v). Portanto, ©; é linear.
Defina
O: Vi x...xV, =T()
(U1, .+, U) = O1(v1) + ... + O (V)
Temos que O é aplicacao linear. De fato, se (vy,...,0,), (v],...,v.,) € Vi X ... X V,,, entdo

O((v1y .-y ) + (V] .., 0),)) = O(vr + 01, ..., Uy +0,,) =
O1(v1 +v]) + ...+ O (v + 1)) = (O1(v1) + O1(v)) + ... + (O (Vi) + O (v],))
(O1(v1) + .o 4+ Op(vm)) + (O1(V]) + ...+ O (v)) = O(v1, ..., ) + O(V], ..., UL).

Seja agora A € R. Temos que

O,y Um)) = O(Avg, .., Avy) = O1(Avy) + ...+ O (Avy,) =
AO1(v1) + ... + A0 (V) = A(O1(v1) + ... + O (V) = AO(v1, .. ., V).

Logo, O é aplicacao linear.
Tome V = O(V] x ... x V). Temos que V é subespago vetorial de I'(£) e tem dimensao

finita. De fato, como dimV; x ... x V,, =dim Vi + ...+ dimV,, < oo, temos que
dimV =dimO(Vy x ... x V) <dimV) x ... x V,, < oc.
Resta mostrar que V' é amplo, isto é, que a aplicagao

A XxV—=FE

(z,0) = ()

é sobrejetiva. Seja e € E. Tome z = 7(e), entdo z € X. Como Y .*, ¢;(z) = 1, existe

i € {1,...,m} tal que ¢;,(z) # 0. Logo, = € supp ¢;, C Us,. Portanto, e € Ejy, .
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J& mostramos que a aplicagao Ay, : Uj, x Vi, — Ejy, € sobrejetiva e que A (m(e) = z,v,) = e,

para algum v;, € Vj,.

Seja v = O(0,...,0, QS_L&),O, ...,0), onde ;i?m) estd na ig-ésima coordenada. Temos que
20 20
v €V e, da defini¢do de ©, v = @1°(W€x)> = %1(96) O, (Vi)

Finalmente, temos que

1
¢i0 (l’)

Logo, A é aplicacao sobrejetiva. [

1
a (bio (I)

Al v) = v() = ( o, (vi0>) (2) Do ()03 () = 3y (&) = A (2, 0) =

Corolario 2.3 Sob as mesmas hipoteses da Proposicao 2.7, existem um niumero N € N e
uma funcao sobrejetiva U : X x RN — F tais que, para cada v € X, U xRy {2} xRN —

E, € linear e sobrejetiva.

Demonstragao: Pela Proposicio 2.7, existe um subespaco vetorial V' C I'(¢) de dimensao
finita e uma aplicacdo sobrejetiva A : X x V — E, (z,v) — v(x).

Seja N = dim V. Pelo Exemplo 2.2, os fibrados (X x V,p,X) (onde p: X xV — X ¢ a
projegdo na primeira coordenada) e fy = (X x RY py, X) sao isomorfos. Seja h: X x RY —
X x V homeomorfismo satisfazendo as condi¢oes da Definicao 2.2.

Definimos U = Ao h : X x RY — E. Temos que ¥ é sobrejetiva pois é a composicao de
aplicacoes sobrejetivas.

Seja x € X fixado. Temos que hyxry 1 {2} x RY — {2} x V é isomorfismo de espacos
vetoriais, em particular, é linear e sobrejetiva. Vamos mostrar que Ay @ {z} x V — E,

também é linear e sobrejetiva. De fato, se vy, vy € V, entao
Az, 01 +v9) = (v1 + v2)(x) = vy () + va(x) = Az, v1) + Az, v2).
Se e Rew eV, entao
Az, W) = (W) (z) = dv(x) = A (z,v).

Logo, Ajzyxv : {z} x V — E, é linear.

Para a sobrejetividade, seja e € E,. Entao, existe (2/,v) € X x V tal que A(z/,v) = e. Mas,
A(x',v) =v(z') € Ep. Logo, e € E, N E,, 0 que implica que = = 2/. Portanto, A(x,v) = e.
Logo, Ajzyxv : {z} x V — E, & sobrejetiva.

Portanto, ¥, xzy = Ajapxv © Bgyxry : {o} x RY — E, ¢ linear e sobrejetiva. [

Teorema 2.6 Sejam X um espaco topologico de Hausdorff compacto e & um fibrado vetorial

com base X. Entao existem um fibrado vetorial n com base X e um numero N € N tais que
(@) = (On).
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Demonstragao: Seja & = (F,m, X). Pelo Corolario 2.3, existem um nimero N € N e uma
funcdo sobrejetiva ¥ : X x RN — F tais que, para cada © € X, V| ,rny : {2} X RN — E,

é linear e sobrejetiva. Isto significa que, para cada x € X, a aplicacao

Uy {x} x RY = E,
(x,u) — ¥(z,u)

é linear e sobrejetiva.

Seja 0x = Yuy(kery,)L (Ker,)* — E,. Vamos mostrar que o, é isomorfismo de espagos
vetoriais. De fato, o, ¢ linear, pois 1, ¢ linear. Seja (x,u) € (Ker,)* tal que o.(z,u) = 0.
Entdo (z,u) € Ker, N (Ker,)* = {(x,0)}. Logo, (z,u) = (x,0), mostrando que o, ¢
injetiva.

Para a sobrejetividade, seja ¢ € F,. Entao existe u € RY tal que ¢,(z,u) = e. Como
{z} xRN = Ker, ® (Ker,)*, temos que (x,u) = (x,u;) + (x,uz), com (z,u;) € Ker,
e (z,u) € (Keri,)*. Portanto,

e =1, (x,u) = ((z,u1) + (z,u2)) = Y (x,u) = 04(x,uz) = 04(,u7) = €.

Isto mostra que o, é sobrejetiva.

Seja z € X fixado. Como £ é fibrado vetorial, existem um aberto U C X com x € U, um
nimero n € N e um homeomorfismo h : 771 (U) — U x R" tais que p; o h = 7 (onde p; :
UxR"™ — U ¢ a projecdo na primeira coordenada) e para cada 2’ € U, hyg,, : By — {2'} xR"
é isomorfismo de espagos vetoriais. Em particular, dim E,» = dim {2’} x R" = dimR" = n,
Vo' e U.

Por outro lado, temos que {z} x RN = Ker, ® (Ker,)*, logo

N = dim {x} x RN = dim Ker, + dim (Ker,)*, Vo € X.
Como o, : (Ker1,)t — E, é isomorfismo de espagos vetoriais, temos que
dim (Ker,)*t = dim E,, Yo € X.
Portanto, para 2’ € U, temos que

N = dim Ker by + dim (Ker )t = dim Ker by + dim Ey = dim Ker ¢y +n =
dim Ker i, = N —n.

Seja F' = |J,cx Kery, C X x RY. Definimos p : F' — X da seguinte maneira: dado f € F,
existe um tnico z € X tal que f € Ker,. Entdo p(f) = «.
Pela Proposicdo 2.5, temos que n = (F, p, X) ¢ um fibrado vetorial com base X.

Vamos mostrar que os fibrados £ & n e Oy = (X x RV, py, X) sdo isomorfos.
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Note que £ & n = (G,v,X),onde G={(e,f) € EX F|n(e)=p(f)} =

={(e,(z,u)) € Ex U,cx Kery|m(e) =z} ev:G — X, vie, (z,u) =z =n(e).

Vamos definir uma fungao g : X xRY — G da seguinte maneira: dado (z,u) € X xRY, como
{2} xRN = Ker, ® (Ker,)*, existem tnicos (x,u;) € Ker 1, e (z,uy) € (Ker,)?* tais
que (z,u) = (x,u1) + (z,ug). Definimos g(z,u) = (0.(x,us), (z,u1)). Como o,(x,uz) € E,
temos que (0, (x,uz)) = z. Logo, g estd bem definida e é continua.

Definimos também

g':G— X xRY
(e, (z,u) = (z,u) + 07" (e)

Como 7(e) = x, temos que e € E,, logo o, '(e) € (Ker,)*. Portanto, (z,u) + o, '(e) €
Ker, ® (Ker,)* = {z} x RY. Portanto, g~* estd bem definida e é continua.

Observe que:

(1) g7 o g((z,u) = (z,um) + (z,u2)) = g7 (0a(, u2), (x,u1)) = (z,u1) + 07 (0a(7, u2)) =
(2,u1) + (z,u) = (z,u), V(z,u) € X x RV,

(2) go.g7 e, (2,1)) = g((2, 1) + 071(e)) = (04(02(e)), (2, ) = (e, (2, 0)), ¥(e, (2, w) € G.
Isto mostra que ¢! é a inversa da funcdo g. Logo, g & homeomorfismo.

Note também que

v og((ac,u) = (177“1) + (l‘,u2>) = I/(Ux<:L’,U2), <x7u1)> =T :pN<*T7u) = VO0g=DN.

Seja x € X fixado. Temos que g, xrv : {2} X RY — E, x Ker ), é isomorfismo de espacos
vetoriais, pois o, : (Ker,)t — E, é isomorfismo de espagos vetoriais.

Isto mostra que (€ & n) = (Oy). O

Teorema 2.7 Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff compacto e sejam & e n fibrados

vetoriais com base X. FEntao [€] = [n] em K(X) se, e somente se, existe N € N tal que
€0 0n) = (n®Oy).

Demonstragao: Suponha que [£] = [n] em K (X). Isto significa que

G ((6) =G ((m) = ({5), (6o)) = (), (6o))-

Pela construgdo de K(X) (ver Capitulo 1, segdo 1.2), isto significa que existe um fibrado
vetorial 1) com base X tal que (£) + (¢) = (n) + ().

Pelo Teorema 2.6, existem um fibrado vetorial ¢ com base X e um numero N € N tais que

(& ¢) = (On), ou seja, () + (¢) = (0n). Logo,
(€) + () + @) = () + () + @) = (&) + (On) = () + (On) & (S bn) = (NS Oy).
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Reciprocamente, suponha que existe N € N tal que (( ® 0y) = (n @ 0y). Entao

() + (On) = (n) + (On) = [§] + [On] = [n] + [On] = [€] = [n].
Logo, [¢] = [n] em K(X). O

Teorema 2.8 Seja X um espaco topologico de Hausdorff compacto. Entdao todo elemento
de K(X) € da forma [§] — [On], onde & € um fibrado vetorial com base X e N € N.

Demonstragao: Pela Proposigao 1.3(iv), todo elemento de K(X) é da forma [{;]—[n;], onde
&1 e ny sao fibrados vetoriais com base X. Pelo Teorema 2.6, existem um fibrado vetorial 7,

com base X e um namero N € N tais que (n; @ n2) = (An). Logo,

(&) = [m] = [&] + 2] = [m] — [m2] = (&1 © ma] = [m S 2] = [§1 © ma] — [On].

Seja £ = & @ 19, entao £ é fibrado vetorial com base X e

6] = [m] = [€] = [On] -

Portanto, todo elemento de K (X) é da forma [¢] — [0x], onde £ & um fibrado vetorial com
base X e N € N. UJ

Exemplo 2.5 Suponha que X = {x}, isto é, o espago topoldgico X consiste de apenas um

ponto. Entdo os grupos K(X) e Z sdo isomorfos.

De fato, seja & = (E, 7, X) um fibrado vetorial com base X. Como 7! ({z}) = E, temos
que E é um espaco vetorial real de dimensao finita. Definimos dim & = dim E.

Suponha agora que n = (F, p, X) é outro fibrado vetorial com base X, isomorfo a £. Isto
significa que existe um homeomorfismo h : ' — F tal que poh =m e bz : £ — F &
isomorfismo de espacos vetoriais. Em particular, dim F = dim F, isto é, dim & = dim .

Isto mostra que estd bem definida a aplicacao
¢ Vect(X) — N
(§) — dim¢

Vamos mostrar que ® ¢ homomorfismo de semigrupos. Para isso, sejam & = (E, 7, X) e

n = (F, p, X) fibrados vetoriais com base X. Vamos mostrar que

© (&) + () = (&) + @ ((n) & dim (£ S n) = dim & + dim .

Observe que E®n = (G v, X),onde G={(e, f) e EX F|m(e)=p(f)} =ExFev:G—
X, v(e, f) = x. Logo, dim ({ ®n) =dimG =dim (E x F) =dim E+ dim F.

Portanto,

dim (£ @& n) =dimE+dim F = dim{+ dim n = dim (§ & n) = dim § + dim 7.
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Isto mostra que ¢ é homomorfismo de semigrupos.
Vamos mostrar agora que ® é uma bijecao. Sejam £ = (E, 7, X) e n = (F, p, X) fibrados

vetoriais com base X tais que
O (&) =D((n) & dimé=dimn < dimE =dimF.

Portanto, existe um isomorfismo de espacos vetoriais h : £ — F. Em particular, h é
homeomorfismo. E claro que poh = 7 e hjr-1((y) + £ — F & isomorfismo de espagos
vetoriais. Logo os fibrados £ e n sdo isomorfos, isto é, (€) = (n). Portanto, ® é injetiva.
Seja agora n € N. Temos que 6, = (X x R",m,, X) é fibrado vetorial com base X e
dim0,, = dimR" = n. Logo, ® ((6,,)) = dim0,, = n. Portanto, ® é sobrejetiva.

Logo, ® é uma bijegao.

Pelo Teorema 1.7, existe um tnico homomorfismo de grupos ¥ : K(X) — K(N) = Z que

satisfaz

Y ([&]) = dim & < W ([]) = @ (&), V(§) € Vect(X).

Vamos mostrar que ¥ é uma aplicacao bijetiva.

De fato, como X é espaco topoldgico de Hausdorff compacto, pelo Teorema 2.8, todo elemento
de K(X) é da forma [£] — [@n], onde & é um fibrado vetorial com base X e N € N. Sejam
(€] — [On] € [n] — [Oar] elementos de K(X) tais que W ([¢] — [On]) = ¥ ([n] — [0n]). Note que

U ([e] = [On]) = W ([n] = [Om]) = W ([€]) = W ([O]) = ¥ ([n]) — ¥ ([0ar]) =
W ([€]) + W ([0a]) = O ([0]) + W ([0n]) = @ ((£)) + @ ({Bar)) = @ ((m) + @ ({n)) =
O (&) + (Om)) = @ ((n) + {On)) = (£ D bur)) = © ((n D On)).

Como & ¢é injetiva, temos que

(D)) =P (@ ON) = (B O0m) =D On) = [EDOu] =[n®On] =
(€] + [0ar] = [n] + [On] = (€] = [On] = [n] — [On] -

Logo, ¥ é injetiva.

Seja agora k € Z. Entao existem m,n € N tais que k = m — n. De fato, se k& > 0,
tome m = k, n =0. Se k < 0, tome m =0, n = —k. Como ® é sobrejetiva, existem
(€),(n) € Vect(X) tais que ® ((£)) =m e ®({n)) = n. Note que

Como [¢] — [n] € K(X), temos que ¥ é sobrejetiva.

Concluimos que V¥ : K(X) — Z é isomorfismo de grupos. [J



Capitulo 3
O Teorema de Kuiper

Seja H um espaco de Hilbert de dimensao infinita sobre o corpo dos niimeros reais e suponha,
que H ¢ separavel. Utilizaremos a seguinte notagao:

L(H)={T:H — H|T é linear e limitado} = {T': H — H |T ¢é linear e continuo}
GL(H)={T € L(H)|T é bijetivo}

U(H) ={T € GL(H)| [T(h)| = |h], Yh € H} = {T € GL(H)| |T]| = 1 = |T"]}}

E conhecido que L(H) é uma algebra de Banach com a multiplicagdo dada pela composicao
de operadores e norma dada por ||T|| = sup{|T'(h)| | |h| = 1}.

Também sabe-se que GL(H) C L(H) é um subconjunto aberto de £L(H) e que a aplicacao
GL(H) — GL(H), T — T~ é continua. Para uma demonstragao destes fatos, ver [Bac].

O objetivo deste capitulo é demonstrar o seguinte

Teorema 3.1 (Teorema de Kuiper) Todos os grupos de homotopia de GL(H) sdo nulos,
isto é, me(GL(H)) =0, k=1,2,3....

3.1 Prova do Teorema

Sejam S* = {z = (z1,...,2p11) ER* |2+ 4+ 2], =1} a esfera de raio 1 em R*! ¢
fo : S¥ — GL(H) uma aplicagdo continua. Vamos construir uma sequéncia de aplicagdes
continuas fi, fa, f3, f1, f5 : S¥ — GL(H) tal que fy é homotépica a fi, fi é homotopica a
f2, f2 € homotopica a f3, f3 € homotopica a fy, fy € homotopica a fse f5(s) = Idy € GL(H),
Vs € S*. Dai, concluimos que f, é homotopica a f5, cuja classe de homotopia ¢ a identidade
do grupo 7 (GL(H)).

Lema 3.1 Eriste uma aplicagio continua fi : S* — GL(H) tal que fy é homotdpica a fi e

f1(S*) estd contido em um subespago vetorial W C L(H) de dimensdo finita.

Demonstragido: Como GL(H) é um subconjunto aberto de L£(H), para cada s € S¥,
existe rs > 0 tal que B(fo(s),7s) = {9 € L(H)]| |lg — fo(s)|| <rs} € GL(H). Tomando

68
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€s = %, temos que B(fo(s),e;) C B(fo(s),rs) € GL(H). Temos entdo que fo(S*) C
U,egx B(fo(s),€s). Como S* é compacto e fy é continua, fo(S*) é compacto, logo existem
N eNesip,...,sy € S* tais que fo(S*) C Ujvzl B(fo(sj),¢€s;). Para simplificar a notagao
vamos denotar fy(s;) por zj, €, por €; e vamos escrever B; no lugar de B(fo(s;), €s;)-

Para cada j € {1,..., N}, defina

N
v :| B —R

i=1
0 se z ¢ B,
2
€j — ||z — 2| seze B
Observe que ¥; é continua e ¥;(z) > 0 se z € B;.

Defina também

N
o JB =R
=1

_ J‘fj(z)
2= Wi(2)
Temos que ®; & continua, 0 < ®;(2) <1le Zjvzl ®,(z) =1,z e UY, B:.
Para cada t € [0, 1], defina

N
or:| JBi — GL(H)

i=1
N

— (1—1t)z —i—tz Di(2)z
j=1

Temos que o; é continua. Para ver porque o4(2) € GL(H), note que ®,(2) # 0 & z €
B;. Sejam ji, jo,..., jm € {1,...,N} tais que z € (-, Bj, e = ¢ Uiz, 4. B Seja

M € {ji,...,jm} tal que eyy = max{ej,,...,¢;,}. Parai € {1,...,m} temos que Bj, C

B(zu, 3en). De fato, se ||w — zj,|| < ¢j,, entdo
lw = zpl| < Hlw = 2] + |2 = 2mll < llw = zl| + enr < flw = 2,[] + {125, — 2l + enr <
€, + €, +em < en +en + ey = e

Portanto,

N

Z =D ®i(2)zu

Jj=1

N

> 0(2)(2 — 2u)

J=1

Q;i(2)z; — zm

m

Z ||\ZJZ—ZM||—Z<1>JI )25 = zull <

S

P, (2)( Zj; —

1

(Dji(Z)?)EM = 3€M Z CDj(Z) = SEM.

=1

M=73

-
Il
_.
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Dai 2;11 Q;(2)z; € B(zm,3enm). Como z € Bz, 3€em) e B(za, 3en) € um conjunto con-
vexo, temos que (1 — )z + tz;v:l ®;(2)z; € B(zm,3em), Vt € [0,1]. Como B(za,3enm) C
GL(H), temos que 0,(z) € GL(H), Yz € Y, B; e Vt € [0, 1].

Defina

PSP x T — GL(H)
(s,t) = ae(fo(s))

Temos que F} é continua. Seja f, : S¥ — GL(H), fi(s) = Fi(s,1).
F 0 = g

Entao 1(,0) = o0 fols)) = fols) . Vs € S*, ou seja, as aplicacdes fy, f1 : SF x I —
Fi(s, 1) = fi(s)

GL(H) sao homotopicas.

Note que fi(s) = o1(fo(s)) = Zjvzl ®;(fo(s))z;, Vs € S*. Tome W = span{z1,22,...,2n} C
L(H) o subespaco vetorial de L£(H) gerado pelos elementos zy,...,z2y € GL(H). Entao
f1(S¥) € W e o Lema esta provado, pois dim W < N. [J

Vamos construir, por induc¢do, uma sequéncia de vetores unitarios (a;);ey C H, uma
sequéncia de subespagos vetoriais (4;);en de dimensdao N + 2 e uma outra sequéncia de ve-
tores unitéarios (a);ey C H tais que:

(1) {as, a2, z1(a;), z2(a;), . .., 2n(a;)} C Ay, Vi €N;

(2) a é ortogonal aos vetores a;, z1(a;), z2(a;), . . ., zn(a;), Vi € N;

(3) os espagos vetoriais A; e A; s@o ortogonais se i # j.

Comegamos tomando a; € H um vetor unitario. Seja a{ € H um vetor unitario ortogonal
a ay,z1(a1),. .., 2y(ar) (tome, por exemplo, a® € (span {ay, z1(a1), ..., zn(a1)})" que é um

subespago vetorial de H de dimensao infinita). Seja A; C H subespaco vetorial de H de

dimensdao N + 2 que contém os vetores ay,a’, z1(a1), 2o(ay), . .., 2n(a1).
Suponha por inducao que foram escolhidos k£ — 1 vetores unitérios aq,...,ar_1, k — 1 subes-
pagos vetoriais Ay, ..., Ay_; de dimensdo N + 2 e outros k — 1 vetores unitarios af, ..., a}_,

satisfazendo as propriedades (1), (2) e (3).

e (m zj1<A¢>)

Jj=1

Tome
k—1
ar € m
i=1
um vetor unitario. Para que isso seja possivel observe que os espacos A}, ie{l,....k—1}
tém codimensdo finita e H = A; @ AF = H = z;'(H) = z;'(A) & z; '(4}), logo a

J
codimensao de ZJ_I(AZJ‘) ¢ finita, parai € {1,...,k—1}ej e {l,..., N}. Como a interse¢ao

de espacos de codimensdo finita tem codimensao finita (ver [Bou2|, p. AI1.100), temos que

0 espaco (i} [AlL N (ﬂ;vzl z;l(Af)ﬂ tem codimensao finita, logo dimenséo infinita.

Da escolha do vetor ay temos que ar € A e zj(ay) € A parai € {1,...,k—1},j €
(1,....N}.
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Escolha Ay C H um subespago vetorial de dimensdo N + 2 que contém os vetores a, z1(ay),
.., zn(ax) e & ortogonal a A; para i € {1,...,k—1}. Para isso complete a dimensao

de span {ax, z1(ax), . .., zn(ax)} com vetores no espaco (o, [Azl N (ﬂjvzl zj_l(All)ﬂ, que

sabemos ter dimensao infinita.

Por iltimo, tome a) € Aj um vetor unitario ortogonal aos vetores ay, z1(ag), . .., zy(ax).

Para isso, observe que
Ay = span{ag, z1(ag), ..., z2n(ax)} ® {a € Ar|a & ortogonal a ag, z1(ax), ..., zn(ax)}.
Como dim span {ag, z1(ax), ..., zn(ax)} < N +1edim Ay = N + 2, temos que
dim{a € Ay |a & ortogonal aos vetores ay, z1(ag), ..., zy(ax)} > 1.

Tomamos entao a) € {a € A, |a é ortogonal aos vetores a, z1(ay), - .., z2n(ag)}
Dessa forma construimos por indu¢do uma sequéncia de vetores unitarios (a;);ey C H, uma
sequéncia de subespagos vetoriais (A;);en de dimensdo N + 2 e uma outra sequéncia de ve-

tores unitérios (af);ey C H satisfazendo (1), (2) e (3).

Observe que as aplicagoes f1 : S* — GL(H) (do Lema 3.1) e .| : GL(H) — R, T — ||T|
sao continuas, logo a aplicagao ||.| o f1 : S¥ — R, s + || fi(s)]| também é continua. Como
Sk & compacto, o conjunto {||fi(s)|| | s € S¥} C R é compacto, logo existe M; > 0 tal que
I f1(s)|| < My, Vs € Sk. Da continuidade da aplicagio GL(H) — GL(H), T — T, segue
que também é continua a aplicacio S*¥ — R, s — ||(fi(s))"||. Portanto, existe My > 0 tal
que [|(f1(s))7H| < M, Vs € S,

Tome ¢ = max { My, My}, entdo || f1(s)]| < ce ||(fi(s) 7] < ¢, Vs € Sk
Defina W, = {w € WNGL(H)| |lw|| < ¢, |w™|| < c}. E claro que f1(S*¥) C W..

Seja i € N fixado. Observamos que para w € W,, w(a;) € A;. De fato, como
w e W = span{z,zs,...,2x}, existem aq,...,ay € R tais que w = ayz1 + ... + ayzy.
Dai w(a;) = a1z1(a;) + ... + ayzn(a;) € A; (olhar a construgao de A;).
Observe também que 1 = [[Idg|| = [[w™ ow|] < [[w™| [Jw]| < ¢[jw]| = % < [|w]| < . Em
particular ¢ > 1 e 1 < |w(a;)| < ¢ pois ||a;]| = 1.
Geometricamente, nosso objetivo é rotacionar o vetor w(a;) no plano gerado pelos vetores

mutuamente ortogonais w(a;), ai € A;, até que w(a;) tome a posi¢ao do vetor |w(a;)|a?

i
Apos, vamos rotacionar o vetor a? no plano gerado pelos vetores mutuamente ortogonais
aq, a? € A, até que a? tome a posicao do vetor a;. Durante essas duas rotacoes vamos man-
tes os vetores ortogonais ao plano onde a rotagao ocorre fixados. Apods essas duas rotacoes,
o vetor w(a;) tomara o lugar do vetor |w(a;)| a;.

Definimos K; : W.xI — U(A;) ={T : A; — A;|T é linear, bijetora e |T'(h)| = |h|,Vh € A;}
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do seguinte modo:

Para w e W,, 0 <t < 1,
Ki(w,t)(w(a;)) = (cosmt)w(a;) + (sinwt) Jw(a;)| a®
Ki(w, t)(Jw(a;)| a?) = (= sinmt)w(a;) + (cos7t) |w(a;)| a?
Ki(w,t)(x) =z, se z € A; e xLw(a;), zLa)

Estendemos K;(w,t): A; — A; a todo o espaco A; de maneira linear. Isto é, como

A; = span {w(a;), |w(a;)| af } ® (span {w(a;), w(a;)|a)})*"
= span {w(a;)} ® span {|w(a;)| o)} ® {z € 4A; |z Lw(a;), vLa},

dado h € A;, existem tnicos escalares o, § € R e um tnico z € {z € A; |z Lw(q;), zLad}

tais que h = aw(a;) + f|w(a;)| a) + z. Entao,
Ky(w, t)(h) = aK;(w, t)(w(a;) + BK;(w, t)(Jw(ai)| af) + Ki(w, t)(w).

Dessa maneira K;(w,t) estd bem definida e é linear.

Para ver porque K;(w,t) € U(A4;), vamos mostrar que |K;(w,t)(h)| = |h|, Vh € A;. Dai
teremos que K;(w, t) é injetiva e, como A; tem dimensao finita, teremos que K;(w,t) também
é sobrejetiva, logo uma bijegao.

Seja h = aw(a;) + B |w(a;)| af + = € A;, entdo

[8* = (B, h) = (aw(a;) + B lw(ai)| ] + @, 0w(a) + Bw(a;)] af + z) =
o (w(a;), w(a;)) + 8% |w(a;)] <az, Z> + (z,x) =
o lw(a)]* + 82 w(a)* |a?” + a” = (a® + %) Jw(a)|* + |«

Por outro lado, note da defini¢do de K;(w,t) que:

a) | Ki(w, t) (w(a;))|* = (cosmt)? [w(a:)* + (sin7t)? [w(a;)[* [al]* = [w(a;)?,

b) [ K (w, )(|w(a:)] a?)[* = (sinwt)? [w(a;)|* + (cos 7t)? [w(as)|* |a* = |w(a:)[?,
¢) [Ki(w, t)(x)* = [,

d) (Ki(w, t)(w(a)), Ki(w, t)(Jw(a:)| af)) =0,

e) (Ki(w, t)(w(a;)), Ki(w, t)(x)) =0,

£) (Ki(w, t)(Jw(a)] af), Ki(w, t)(z)) = 0.

Logo,

AAAAAA

|Ko(w, ) (h)* = |aK;(w, ) (w(a;)) + BK: (w, 1) (|w(as)| af) + Ki(w, ) (@)]* =
o? [Ki(w, 1) (w(a:)|* + 5 | K (w, ) (Jw(ai)| af)|” + | Ki(w, ) (2)]* =
o lw(a)|” + 5% [w(a@)|” + [2* = (a® + 82) fw(a;)|* + o]

Portanto, |K;(w,t)(h)| = |h|.
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Note que K;(w,0) = Ida, e K;(w,3)(w(a;)) = |w(a;)|al.

(2

Portanto K;(w,t), 0 < t <

N |—=

corresponde & primeira rotagao.

Para cada % <t <1, vamos definir um operador linear ¢;(t) : A; — A; do seguinte modo:

¢i(t)(a?) = (cosm(t — 1/2))al + (sinn(t — 1/2))a;
oi(t)(a;) = —(sinw(t — 1/2))ad + (cosm(t — 1/2))a;
¢i(t)(z) =z, sex € A; e xla;, vla?

Estendemos ¢;(t) : A; — A; de maneira linear a todo A;, isto é, como
A; = span {ai, a?} @ (span {ai, ag})L = span {a;} @ span {a?} & {x € A;|xLlay, xJ_a?} ,

dado h € A; existem tnicos escalares a, 3 € R e um tnico z € {z € A; | rLa;, x1al} tais

que h = aa; + fal + x. Entao,

¢i(t)(h) = adi(t)(a;) + Bei(t)(a7) + ¢i(t)(x).

Dessa maneira, ¢;(t) estd bem definida e é linear. Vamos mostrar que ¢;(t) € U(A;). Para
isso basta que |¢;(t)(h)| = |h|, Vh € A;.
Seja h = aa; + 3a? + x € A;, entao

|h|> = (h, h) ) = (aa; + Baj + z, aa; + Bai + x) = o (a;, a;) + 57 (a, a)) + (z,x) =
o laif* + 5 a" + Jaf* = o + 5% + Jaf

Por outro lado, note que:

a) |0:(t) ()| = (cosm(t —1/2))[a?]” + (sin7(t — 1/2))? |a;* = 1

b) [¢i(t)(ai)|* = (sinw(t — 1/2))? [a?]* + (cos m(t — 1/2))? |a;|* = 1,
¢) |¢i(t)(@)]" = |=[*,
d) (¢i(t)(a:), i(t)(ag
e) (¢i(t)(a:), p(t)(x)
£) (¢i(t)(a?), ¢(t)(x)
Logo,

)>7

AAAAAA

)
)=

16:(8) (W)[* = |agi(t)(as +ﬁ¢z()( %) + (1) ()] =
a2 |i(8)(a)]” + B2 6: (1) (@) ]” + |6s(t) (@)]* = a® + B° + ||
Portanto, |¢,(t)(h)| = |A].

Note que ¢;(1/2) = Ida, e ¢;(1)(a?) = a;. Logo ¢;(t), 3 <t <1, é a segunda rotagao.

Para w € W, ; <t <1, definimos

Ki(w,t) = ¢i(t) o K; (w,1/2) .
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Como (bz(%) = Id,,, ndo ha ambiguidade na definicdo de K; no ponto (w,
Observe que K;(w,t) € U(A;) para w € W, % <t <1, pois ¢;(t), Ki(w,%
Observe também que

) w@)) = 6:(D)(fw(a)]a?) = fw(a)] 6:(1)(a?) = [w(a) a:

K, 1)(w(@)) = ¢i(1) o Ki(w, 5

Portanto, para cada ¢ € N, temos definida uma aplicagdo K; : W. x I — U(A;) tal que
K;(w,0) = Ida, e Ki(w,1)(w(a;)) = |w(a;)| a;.

Lema 3.2 Para cada i € N, a aplicacio K; : W, x I — U(A;) é continua.

Demonstracao: Note que a funcao K; foi definida separadamente em cada um dos subcon-

juntos fechados W, x [O, %} e W.x [%, 1] de W,.x I e na intersecao desses conjuntos, W, x {%},

a funcao estd bem definida. Logo basta mostrar a continuidade de K; separadamente em
cada um dos conjuntos W, x [0, %} e W, x [%, 1].
Dado (wy, ty) € W. x I, observe que

| Ki(w, t) — Ki(wo, to)|| < ||KG, (w,t) — Ki(w, to)|| + || Ki(w, o) — Ki(wo, to)]| -

(a) Continuidade de K; em W, x [0, 1]:
Seja (wo, ty) € W, X [O, %} fixado.

Primeiramente mostraremos que ||K;(w,t) — K;(w,ty)|| < 7 |t — to|. Para isso, seja h € A;,
entdo existem tnicos a, 8 € R e um tnico x € A;, rlw(a;), zLa? tais que h = aw(a;) +

B lw(a;)| al + z. Temos que

(£ (w, 1) — Ki(w. to)) (h)|* =

o |(cosmt — costo)w(a;) + (sinwt — sinwto) [w(a;)| a?f +

3% (= sint + sinwto)w(a;) + (coswt — cos wty) [w(a;)| a?‘2 +

2a0 (|w(ai)|2 (cos Tt — cos mto)(— sint + sinwto + sin 7t — sinwty)) =
(a® + %) ((cos it — cos tp)? lw(a;)|* + (sin wt — sin 7ty ]w(ai)|2) =
(0?4 3%) |w(a;)|” (2 — 2 cos mt cos wty — 2 sin wt sin 7wty) =

2(a? + 52) Jw(a;)|? (1 — cos(nt — mty)).
J& vimos anteriormente que |h|* = (a2 4 £2) Jw(a)|* + 2> > (@® + #?) |w(a;)|*, logo
2(a? + 52) |w(a)|)? (1 — cos(mt — wty)) < 2|h* (1 — cosm(t — tg)).
Utilizando a identidade sin? @ = PCTOS% temos que

1 —cosm(t —ty) = 2sin? g(t —tp).
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Utilizando a desigualdade de Jordan: 20 <sinf <f#,se0<H< T

< 7, cuja demonstragao pode

ser encontrada em [Av], p. 165, temos que

sin2g(t—t0) :Sin2g|t—t0| < (g |t—t0|> ja que 0 < —|t—t0| < -

2"
Portanto,
2 9 s 2
2 h|? (1 — cosm(t —to)) < 2] 2(5 \t—to]) .
Ou seja,
2 2 (T 2 2
(i, ) = Ki(w, o)) (W) < 418 (5 |t = 1ol ) = (x |t = tol |2])*.
Logo,

||Kl(w7 t) - Kz(wa tO)H <7 |t - t0| .

isto é, 6 € |0, W]GCOSQ_M Como w, wy € W,

Seja 0 o angulo entre w(a;) e wy(a (s [ ()]

i),
temos que |w(a;)| > 1 e |wo(a;)| > L.

Notemos que

lw(a;) — wo(@z‘)|2 = (w(a;) — wo(a;), w(a;) — wo(a;)) =

’w(az‘)\Q + |w0(az')|2 — 2(w(a;), wo(a;)) = \w(avz)|2 + ’wo(ai)|2 — 2cos 0 Jw(a;)| lwo(a;)| -

Usando a identidade sin®(£) = 1=5¢  temos que

[w(as) = wo(ai)* = [w(a)|” + [wo(ai) | + hw(a;

g
(e}
—~
£
VR
B
&.
=
(3]
|
|
(N}
~__
I

(Jw(ai)| = [wo(ai)])” + 4 [w(ai)| [wo(as)| sin®

N D
Y
IS
g
—
£
=
S
o
N
&
=
wn
—

Logo, |w(a;) — wo(a;)]* > (2sing ) Portanto |w(a;) — wo(a;)| > Zsin §.
Se 6 = 0, entao (w(a;), wo(a;)) = |w(a;)||wo(a;)], isto significa que temos uma igualdade na

formula da desigualdade de Cauchy-Schwarz, portanto os vetores w(a;) e wo(a;) sdo multiplos

|wo(as)|

wlar)] - Temos entao que

um do outro, e temos que wo(a;) = yw(a;), onde v =
Ki(w, to)(wo(a;)) = vKi(w, to)(w(a;)) = v (cos mtow(a;) + sin ity |w(a;)| af) =
cos Ttowo(a;) + sin o [wo(as)| @) = K;i(wo, to)(wo(a;)).

Por outro lado,

Ki(w, to)(|wo(a;)| af) = vK;(w, to)(|w(as)| al) = ~ (— sin rtgw(a;) + cos it |w(ay)| a?) =

— sin wtowo(a;) + cos o |wo(a;)| @) = K;(wo, to)(Jwoe(as)| a)).

Agora se ¥ € A; e zLwy(a;), zLa?, entdo z Lw(a;) e K;i(w, ty)(x) =z = K;(w, to)(z).
Concluimos que K;(w,ty) = K;(wo, to), dai

0
| K (w, tg) — K;(wo, to)|| = 0 = 4sin 3
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Caso 0 = 7, entao (w(a;), wo(a;)) = — |w(a;)| |wo(a;)| = (—w(a;), wo(a;)) = |—w(a;)| |wo(a;)l,

ou seja, os vetores —w(a;) e wo(a;) sao miltiplos um do outro e podemos escrever wy(a;) =

lwo(ai)]

—yw(a;), onde v = ]
Seja h € A;, entdao existem tnicos o, 8 € R e um tnico = € A;, rlwy(a;), rLa tais que
h = awp(a;) + B lwo(a;)] a? + z = —ayw(a;) + By Jw(a;)| ad + .

Observe que

K;(wo, to)(h) = a((cos mto)wo(a;) + (sin o) |wo(as)| ad)+
B((—sin wtg)wo(a;) + (cos wy) [wo(as)| ag) + .

Por outro lado,
Ki(w,to)(h) = —ary((cos mto)w(a;) + (sinmty) |w(a;)| af)+
By((—sinwtg)w(a;) + (cos o) |w(as)| al) + 2 =
a((cos Tto)wo(a;) — (sintg) |wo(a;)| af) + B((sin 7to)wo(a;) + (cos wto) [wo(a;)| al) + 2.
Logo,
(Kl(w, to) — Ki(’u)(), to))(h) = —20&(8111 ’ﬂ'to) |wo(az)| CL? + Qﬁ(SID ﬂto)Wo(ai).
Dai
2 92 .2 2 2 2 2
|(K;(w,to) — K;(wo,to))(h)|” = 4a” sin® wtg |wo(a;)|” + 45° sin” wtg |wo(a;)|” =
4(a? + ?) |wo(a;)|* sin® mt.
Como |h[* = (a® + %) [wo(a;)|* + |z> > (o + 52) |wo(as)|*, temos que
4(a® + %) Jwo(a;)|* sin® wty < 4 |h)? sin® 7t
Mas
T . . .. T .0 9 9
0 <7ty < 5 = sin0 < sinwtyg < smE = sm§ = sin” 7wty < sin 5
Portanto,
0
|(K(w, ty) — Ki(wo,to))(h)|2 <4 |h|2 sin? 3
0 0
= HKl(”LU,tQ) — Kl<w0,t0)H < 28in§ < 4sin 5

Caso 6 # 0 e 6 # m, os vetores w(a;) e wo(a;) sao linearmente independentes, e, como ambos
sdo ortogonais ao vetor a’, temos que o subespaco vetorial E de A; gerado pelos vetores
w(a;), wo(a;), al tem dimensao 3.

Notemos que:

{ Ki(w, to)(w(a;)) = (cos mtg)w(a;) + (sinty) |w(a;)| ad
Ki(w, to)(af) = ruramy; (= sinmto)w(ai) + (cos mto) [w(ai)| af)
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{ K (wo, to)(wo(a;)) = (cos mwtg)wo(a;) + (sinmty) [wo(a;)|a? '
Ki(wo, to)(a?) = ——((— sin 7to)wo(a;) + (cos o) |wo(a;)| af)

lwo(as)]
Como A; = span {w(a;)}®span {|w(a;)| ¥} {r € A; | zLw(a;), zLal}, temos que wy(a;) =
arw(a;) + v |w(a;)] a? + z, onde ay,7y; € R. Observe que
{ 0= (wo(a;), a?) = 0+ |w(ai)| + 0 =7 =0

(wo(a), w(a;)) = oy |w(a)|* = ay = %COSH '

— \wo(az)

Logo, wo(a;) = cos Bw(a;) + x. Dai,

K;(w, to)(wo(a;)) = |‘ww0((aa:))|| cos 0((cos Tto)w(a;) + (sin7tg) [w(a;)| af) + x =
Mcos cos T sin7ty) |w ad) + wo(a;) — [wolai)| cos Qw(a;

De modo analogo, como A; = span {wq(a;) }®span {|we(a;)| ad}d{y € A; | yLwo(as), v Lal},
temos que w(a;) = Bowo(a;) + Y2 |wo(a;)| @) + y, onde By, 7o € R. Observe que

{ 0 = (w(ay),a?) = 0+ 7 [wo(a;)| +0 = 7 =0
(w(a;), wola;)) = Ba lwo(a;)|* = Ba —%COSH '

cos Qwy(a;) +y. Dai,

|wo( )|
K;(wo, to) (w(ay)) = ’LZ((CZZ)J’ cos O((cos mto)wo(a;) + (sin o) |wo(as)| ad) +y =
[wiai)| ) + (sintg) |wo(a;)| af) + w(a; [wia;)] cos fwo(a
() cos 0((cos mto)wo(a;) + (sinwto) |wo(a:)| a;) + w(a;) — o (a)] Owo(a;).

Observe que K;(w,to) g1 = Idg. = K;(wo,t9)|pr. Portanto dado h = hi+hy € A; = EQE+,

temos que
(Ki(w, to) — Ki(wo, to))(h) = (Ki(w, to) — K;(wo, to))(h1).

Pelo processo de ortonormalizacao de Gram-Schmidt, a partir da base {a), wo(a;),w(a;)} de

E construimos uma base ortonormal {eq, €2, e3} para F, onde

€1 = a?
_ wol(as)
€2 = Tuo(as)]

€3 = \w(a5|sin0 (w(ai) - ||£;((a;i))‘| cos ewo(ai))
Para mais detalhes sobre o processo de ortonormalizagdo de Gram-Schmidt, ver [Bac|, p. 12.

Como h, € F existem unicos escalares «, 3, v tais que hy = ae; + [Beg + ves.

Note que

[(Ki(w, to) — Ki(wo, t0))(h1)| < [a] [(Ki(w,to) — Ki(wo, o)) (e1)| +
8| |(Ki(w, to) — Ki(wo, to))(e2)| + 7| |(Ki(w, to) — Ki(wo, o)) (e3)]| -
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Observe que
(1)

sin 7ty

sin 7t
(Ki(w,to) — K;(wo, to))(af) = — w(a;) + ————-wo(as).
[w(a;)] [wo(a;)]
Portanto,
. 2 t . 2 t
|(Ki(w, to) — Ki(wo, t0))(a?)]” = o Juw(ay)[* — 2sin® mtg cos 6 + ——— Ju(a;)|* =
lw(a;)| lwo(a;)]

0 0
2sin® 7tg(1 — cos ) = 4 sin® 7t sin® 2 < 4sin? 2 < 16sin® 7"
Logo,
0 .0 0
‘(Kz(w,to) - Kz(wo,to))<(ll)’ S 481115 = |(K2(w,t0) - Ki(wo,to))(elﬂ S 4 sin 5
(2)

(Ki(w,ty) — K;(wo, to))(w(a;)) = (cosmtg — w(a;) +

|w(a:)|

|[wo(a;)]

cos 0(1 — cos mtg)wo(a;)+
|w(a;)|sin 7to(1 — cos 0)al.
Utilizando a identidade sin® z = =222 temos que

. 9 Ty w(a
(Ki(w, ty) — K;(wo, to))(w(a;)) = —2sin Tw(ai) + QM 7w0<ai)+

0

G

0
2 |w(a;)|sin 7ty sin ¢
Portanto,

|(Ki(w, to) — Ki(wo, to))(w(ar))[* =

t 0
4 <sin4 % (Jw(a;)|* = 2 Jw(a;)|* cos? 0 + |w(a;)|? cos® 0) + |w(a;)|” sin® 7ty sin® 5) =

2 (. 4Tt 2 .2 AN
4|w(a;)|” | sin 7(1—008 0) + sin” 7t sin 5) =

t 0

4 w(a;)]? (sin4 % sin® @ + sin® 7t sin’ 5) .

Como sin® 7ty < 1 e sin? tho <1 temos que

t 6 0
4 w(a;)? (sin4 % sin? @ + sin® 7t sin’ 5) < 4 |w(a;)|” <sin2 0 + sin* 5) :

Note que

0 0 0
sin # = sin <2§) = 251115 CoS 3 =

0 0 0 0 0 0
sin?@ = 4sin? = cos® = =4sin? = (1 —sin?= | =4 (sin? = —sin* = | .
2 2 2 2 2 2
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Portanto sin? § + sin? g — 4 gin? g — 3sin? g < 4sin? g. Logo,
2 ) .4 9 2 .. 9 9
4|w(a;)|” | sin® 0 + sin 5 < 16 |w(a;)|” sin 3
Ou seja,
0
[(Ki(w, to) — Ki(wo, to))(w(a;))| < 4|w(a;)|sin 3
(3)

(K;(w, to) — K;(wo, to))(wo(a;)) = [wolai)| cos f(cos tg — L)w(a;) + (1 — cos mtg)wo(a;)+

 w(ay)|
i .o Tl . o Tt
|wo(as)| sin wto(cos 6 — 1)a) = —2% cos 0 sin® %w(ai) + 2sin? Dwo(ai)—

0
2 |wo(a;)| sin 7t sin® ~a?.

Portanto,
|(Ki(w, to) — Ki(wo, to)) (wo(ay))|” =
4 (Sin4 %to (Jwo(as)|? cos® O — 2 |wo(a;)|* cos? 0 + |wo(a;)|*) + wo(ay)|? sin® e sin® g) =
4 fwo(a;)|” (sin4 7rTt()(l — cos? 0) + sin? 7ty sin? g) =
4 |wo(a;)|? (sin4 %to sin? @ + sin? 7t sin* g) < 16 |wo(a;)|? sin? g
Ou seja,
(K (w, to) — Ki(wo, to)) (wo(as))| < 4 wolay)] sing
(K, t0) — K, 1) (e2)] < 4sin 5

(4) Temos que

(Ki(w, tg) — K;(wo, t0))(e3) =

(Ki(w, to) — Ki(wo, to)) ( w(a) ) _

sin 6 [wai)]
cos 6 (w — K(w M
Sine(KZ( ,to) — Ki(wo, to)) (\wo(ai)\) ‘
Logo,
|(K;(w, ty) — Ki(w0>t0))(63)|2 - sinl2(9 ‘(Ki(wytO) ~ Kilwo b)) (‘ZEZ;O !
cos? 0 2 —
sing 0 |w0(a1)|

79
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Pelos itens (2) e (3) temos que

(Ki(w, to) — Ki(wo, to))(w(a:)), (Ki(w, o) — Ki(wo, to))(wo(ai))) =

4 7T2t (w(as), wo(a;)) — 4sin* %to cos? 0 (w(a;), wola;)) +

t
4sin? % cos 0 |w(a;)||wo(a;)| — 4sin
. 4 Tt . 2 .4 0
4 sin > cos 0 |w(a;)| |wo(a;)| — 4sin” wty sin 2 |w(a;)| |wo(a;)| =

t 7
4sin? % lw(a;)| |wola;)| cos@(1 — cos? §) — 4sin® 7t sin® 2 lw(a;)| |wo(a;)| =

t 0
4 |lw(a;)| |wo(as)| (Sin4 % cos 0 sin? § — sin® 7t sin? 5)

e
2 2
w(a;) wo(a;)
(6 te) = Kot (742 ‘(wa,to) R o) (2200 =
‘ w(a;)] [wo(as)|
t 0
4 ( sin? o sin? @ + sin® 7t sin? = | .
2 2
Logo,
4 t e
|(K(w, ty) — KZ-(wO,tO))(eg)]2 =— sin® 70 gin? g + sin® mtgsin® = | (1 4 cos? 0)—
sin“ 6 2 2
0 t 0 to
857 (it T cos g sin? 0 + sin? mtosin® — | = 4sin® 7T—(l + cos® ) — 2 cos® )+
sin? 6 2 2 2
sin' 2 Tt nt e
4 2 gin® 7to(1 + cos® 0 + 2 cos ) = 4sin® — sin? f + 4 5 2 gin? (1 + cos6)?.
sin” 6 2 sin® 6

2

Utilizando a identidade cos® z = 2% temos que

40
2

7ty sin 0
|(K;(w, ty) — K;(wo, to))(es)|” = 4sin 5 —sin% 6 + 16 2 sin® 7ty cos® 3

Como sin 2z = 2sin x cos x, entao

t 6 6 6 6
(K (w, to) — K;(wo, to))(es)]” = 4 (4 sin? % sin? 3 cos® 3 + sin® 7t sin® 2 cos? 5) =

4 20 g2 4 o + t
sin? 2cos 5 sin 5 sin? 7t

Como 4sin® Z2 + sin® ¢y < 5 temos que

0 0
|(K;(w, ty) — Ki(wo,to))(€3)|2 < 20 sin? 2 cos? 2

De cos? g < 1, concluimos que

|(Kz(w,t0) — Kz<w0,t0>>( )| < 208111 g = |( (U) to) Ki<w0,t0>)(€3)| S @sing.
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De (1), (3) e (4) temos que
.0 .0 .0
|(Ki(w, to) = Ki(uwo, o)) (ha)] < [af {4sing | + 18] (4sin | + ] Jz_osm5 <
0 0 0 0
|| \/ﬁsmi + |5 \/%sm§ + ] \/Q_Osmé = (la| + 8] + |7]) \/2_051n§ :

Como |hy| = /a2 + % + 42, temos que |a| < ||, |B] < |hi] e |v] < |ha]-
Logo [a] + 6] + 7| < 3|h] e

|(Kl(w,t0) - Kz(wg,to))(hlﬂ S 3\/%|h1| sing.

Como |h| = \/|h1]* + |ha|* > |hy], temos que

|(Ki(w, to) — K;(wo, to))(h)] = |(Ki(w, to) — K;(wo, to))(h1)| < 3v/20 |hy|sin

3\/2_0|h|sing.

N D

<

Portanto,
i
| K (w, to) — K;(wo, to)|| < 3v20sin 7
Como 15 > 3v/20 > 4 > 0, vale a desigualdade
0
| Ki(w, to) — K;(wo, to)]| < 15 sin§

qualquer que seja o angulo 6 € [0, 7.
Observe que [w(a;) — wo(a:)| < [lw — wol a;] = [[w — wol-
Dai,

.60 15c 15¢
| K (w, to) — K;(wo, to)|] < 15 sm§ < - lw(a;) — wo(a;)] < - ||lw — woll -

Portanto,

1K (w, 1) = Ki(wo, to)[| < [|Ks(w, 1) = Ki(w, to) || + [ Ki(w, to) + Ki(wo, bo)|| <

15¢
It = tol + = w — woll.

Esta desigualdade mostra a continuidade da funcao K; em W, x [O, %}

(b) Continuidade de K; em W, x [1,1]:
Seja (wo, ty) € W, X [%, 1} fixado.

Primeiramente mostraremos que ||K;(w,t) — K;(w,to)|| < [t — o).
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Como t, t € [5,1], Ki(w,t) = ¢i(t) o Ki(w, ) e Ki(w,to) = ¢i(to) o Ki(w, 3).

Logo,

Dai,

Ri(wt) = K, ta) = (6(0) = () o 6 (0

1

15,0 ~ Kt < 16,0 = x| 5 (w5 |

[\]

Como K;(w, 3) € U(A;), temos que || K;(w, )| = 1. Logo,

[1Ki(w, ) — Ki(w, to)[| < [l¢s(t) — ¢ilto)l -

82

Seja h € A;, entao existem tnicos o, 5 € R e um tnico z € A;, zla;, x1a? tais que

h = aa; + Bal + x. Temos que

|(6:(t) — di(to)) (h)|* =

o |(=sinw(t — 1/2) +sinm(to — 1/2))aj + (cosm(t — 1/2) — cos7(to — 1/2))@‘2 +
3% |(cos(t — 1/2) — cosm(ty — 1/2))aj + (sinm(t — 1/2) — sinm(to — 1/2))a
(a® + 3%) ((cosm(t — 1/2) — cosm(ty — 1/2))> + (sin7(t — 1/2) — sin7(ty — 1/2))?) =
(@®+ ) (2 — 2sin7(t — 1/2)sinw(ty — 1/2) — 2cosm(t — 1/2) cosm(ty — 1/2)) =

2(a® + 3%) (1 — cos(mt — 7)) -

J4 vimos anteriormente que |h|° = a? + 52 + |z]* > o® + (2, logo

Como

temos que

Ou seja,

Logo,

2(a® + 52) (1 — cos(mt — mtg)) < 2|h|* (1 — cosm(t — tp)) .

9T U 2

1 —cosm(t —tg) = 2sin E(t—t0)§2<§|t—t0|> :
2 2 ™ 2

2 h|* (1 — cosm(t —to)) < 2] 2(5 \t—toy) .

(6u(t) — 6D < 41 (5 1t~ to])” = (e — ol 1]

[9i(t) — di(to)|| < 7t —to] = ||Ki(w,t) — Ki(w, to)|| < |t —to].

Observe que

Ki(w,to) — Ki(wo,to) = ¢z(t0) @) KZ(U}, 1/2) — ¢Z(t0> (@) Ki(wm 1/2) =
¢i(to) o (Kij(w,1/2) — K;(wg, 1/2)).
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Logo,
1Ki(w, to) — Ki(wo, to) | < @i (to) | [ Ki(w, 1/2) — Ki(wo, 1/2)|| = || Ki(w, 1/2) — Ki(wo, 1/2)]],

pois ||¢;(to)]| = 1.
Como ja mostramos anteriormente que ||K;(w,1/2) — K;(wg, 1/2)|| < L2 |lw — wol|, temos

que

15c
[ i (w, to) — Ki(wo, to)|| < —— [|[w — wo| -

Portanto,

1K (w, 1) = Ki(wo, to) || < [|Ks(w, 1) — Ki(w, to)|| + || Ki(w, to) = Ki(wo, to)|| <

15¢
|t = to] + == [lw — wol.

Esta desigualdade mostra a continuidade da funcao K; em W, x [%, 1}.

Fica assim demonstrado o Lema. [J

SejaA=>" A ={ue Hlu=> " u, u € A;, Vi € N}. AC H ¢ésubespaco vetorial
de H e A;,N (Eil,i#io Ai) = {0}, para cada iy € N pois os espacos vetoriais A; e A;
sao ortogonais se i # j. Logo A é a soma direta dos subespacos A;, ¢ € N e escrevemos
A =@ A;, a0 invés de A =52 A;. Também temos que A é subespago vetorial fechado
de H e H= A® At. Para mais detalhes, consultar [He|, Capitulo II.
Definimos uma aplicagdo K : W.x I — GL(H) da seguinte forma: para cada (w,t) € W.x I,

K(w,t)(h) = K;(w,t)(h) se h e A, para algum i € N
{ K(w,t)(h) =h se hlA;, VieN

Estendemos K (w,t) : H — H a todo o espago H de maneira linear. Isto é, dado h € H =

A @ At existem tinicos u € A, v € At tais que h = u +v. Como A = ®&X,A;, existem

Ginicos u; € A;, para cada i € N tais que u =) .~ u;. Entao,

K(w,t)(h) = K (w, t)(u) + K (w,t)(v) (Zu) + K(w,t)(v)

—ZKwt(uZ)—i-Kwt Z + 0.

=1

Dessa forma K estd bem definida e é linear.
Para ver porque K(w,t) € GL(H), observe primeiramente que dado h = >~ w; +v € H,

temos que

h|* = <iui+v,iuj+v> = <iuz,iu3> +2<iui,v> + (v,v) =
— = — — —
33 )+ 23 eh ) = 3 ) 0 G0) = 3+
=1 i=1

i=1 j=1
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Por outro lado,

K. ) () = <Z K. £) () + 0.3 K (. 1) () + > -

Z’ (Ki(w, ) (), K (w, £)(ug)) + 2 (K; Y+ (v,v) =

i=1 =1

Zluz\ + [l

pois K;(w,t) € U(4;), Vi € N.

Logo, |K(w,t)(h)| = |h|, Yh € H. Isto mostra que K (w,t) € L(H) e K(w,t) é injetiva. Da
sobrejetividade das aplicagoes K;(w,t), Vi € N, também ocorre que K (w,t) é sobrejetiva.
Definimos a aplicacao K'(w,t) : H — H por

K'(w,t)(h) = K;(w,t)"'(h) se h € A;, para algum i € N
K'(w,t)(h) =h se hlA;, Vi e N

Como na definicao de K(w,t), estendemos K'(w,t) a todo o espago H de maneira linear.
De maneira anéloga mostramos que |K'(w,t)(h)| = |h|, Vh € H. Logo, K'(w,t) € L(H) e é
uma aplicagao bijetiva. Observe que K’'(w,t) é a inversa de K (w,t). Concluimos entao que

K(w,t) € GL(H). Na verdade mostramos mais: mostramos que K (w,t) € U(H).
Lema 3.3 A aplicagio K : W. x I — GL(H) € continua.

Demonstragao: Seja (wp,ty) € W, x I fixado e seja h = Zil u; +v € H. Temos que

ZKi(w,t)(ui) +v— <Z Ki(wo, to)(u;) + v) ‘ _

i=1 i=1

ZK (w, t)(u;) ZK wo, to) (u;)

| K (w, t)(h) = K (wo, o) (h)| =

ZK w, t)(u;) — K;(wo, to) (u;)




CAPITULO 3. O TEOREMA DE KUIPER 85

Logo,

2

|K (w,t)(h) — K (wo, to)(h |—<Z|Kwt ;) Ki(wo,to)(ui)|2)

Sabemos da demonstracao do Lema 3.2 que para cada i € N vale || K;(w,t) — K;(wo, t)]| <

|t — to] + 43¢ [lw — wol.

Dai,
K (w, ) (us) = Ki(wo, to) (us) | < [ Ki(w, ) — K(wo, to) | Jui] <
15
( |t —to| + —c [Jw — w0||) |uil , Vi € N.
Logo,
[e’e) 15¢ 2 %
|K (w, t)(h) — K (wo, to)(h)| < (Z (7r [t = tol + —- flw — on> |ui|2> _
i=1
15¢ > 2 ?
\t—to|+—|\w wol| Z|Uz'| <
i=1
15c - :
(7r |t —to| + — [Jw — w0||> (Z u* + |v|2) —
i=1
15c
(7r [t —to] + — [|Jw — w0||) |h] .
Portanto,
15
1K (w, £) — K (wo, to) || < [t —to] + —= [lw — wol| .

Esta desigualdade mostra a continuidade da aplicacdo K : W, x I — GL(H) em (wy, t).
Como (wg, tg) € W, x I é arbitrario, segue que K : W, x I — GL(H) é continua. [J
Observe que K(w,0) = Idg e K(w,1)(w(a;)) = |w(a;)| a;, Vi € N.
Definimos a seguinte aplicacao
Fy:S*x I — GL(H)

(s,t) = K(fi(s), 1) © fi(s)
F, esta bem definida e é continua.
Seja f2 . Sk — GL(H), fQ(S) = FQ(S, 1)
C { Fy(s,0) = K(fi(s),0) o fi(s) = Idm o fi(s) = fi(s)

omo

Fy(s,1) = fa(s)
cacoes fi, fo: S¥ — GL(H) sdo homotopicas.

Note que, Vi € N,

fa(s)(ai) = Fa(s, 1)(ai) = (K(f1(s), 1) © f1(s))(a:) = K(f1(s), 1)(fi(s)(a:)) = [f1(s)(a:)] as

, Vs € S*, temos que as apli-
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Lema 3.4 Existem um subespago vetorial H' C H fechado, de dimensdo infinita, e uma
aplica¢io continua fs : S¥ — GL(H) homotdpica a aplicacdo fy : S* — GL(H) tal que
fa(s)(W)=h' Vse Sk eVh € H'.

Demonstragao: Para cada i € N, seja A, = {\a; |\ € R} C H, Al é subespaco vetorial
fechado de H . Note que os espagos vetoriais A; e A’ sao ortogonais se i # j. Tomamos
= o1 Ai. Como Aj LA’ sei # j entdo para cada g € N temos que Aj (> 277, ., Al =
{0}. Logo H' & a soma direta dos espacgos A}, i € N e escrevemos H' = @2, A, ao invés de
= > = Al Temos que H' & subespago vetorial fechado de H e como {ay,as,...} C H'
é um conjunto linearmente independente com um nimero infinito de vetores, temos que H’
tem dimensao infinita.
Seja H, = H't. H; é um subespaco vetorial fechado de H de dimensdo infinita (pois
{a%, a3, ...} C H; ¢ um conjunto linearmente independente infinito) e H = H' & H,. Sejam
P, ;1 € L(H) as projegoes ortogonais em H' e H; respectivamente (isto é, dado h € H,
existem tnicos b’ € H' e hy € H; tais que h = b+ hy, entdo p/'(h) = ' e p1(h) = hy). Temos
que p' + p; = Idy.

Definimos

Fy: 8% x 1 — GL(H)
(8,1) = (1 = 1) fa(s) + tldm) o p' + fa(s) o p

Temos que F3 é continua. Seja f3: S* — GL(H), f3(s) = Fs(s, 1).
ComO{Fg(s,O):fQ()Op + fa(s) op1 = fa(s) o (' + p1 ):f()OIdH_fQ(),VSESk,
Fy(s,1) = f3(s)

as aplicagoes fo, f3: S¥ — GL(H) sao homotopicas.

Vamos mostrar porque F3(S* x I) C GL(H). Como F3(s,0) = fo(s) € GL(H), basta mos-
trarmos que F3(s,t) € GL(H) para (s,t) € S¥ x I, t # 0.

Primeiramente notemos que dado um operador 7" € L(H), como H = H' & H; podemos

representar 7' por uma matriz 2 X 2

):H — H € L(H)
):Hy— H € L(H,,H)
): H — Hy € L(H' Hy)
m(2,2) : Hy — Hy € L(H,)
Suponha, em particular, que T' € L(H) é representado por uma matriz da forma

(o)

3
— N

Y

1
L,
2

3

onde

3

(
(
(

)
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Se A e GL(H') e D € GL(H,) entao T € GL(H) e sua inversa T~! ¢é representada pela

Al —A1loBoD!
0 D! '

Reciprocamente, se T € GL(H) e T(H') = H' entdo A € GL(H') e D € GL(H,) e a inversa

de T, T, é representada pela matriz acima.

matriz

Para provar essa tltima afirmagdo, note que por hipotese existe um operador T~ € L(H)

tal que T oT ' = Idy =T~ ' oT. Suponha que 7! é representado pela matriz

A B
C D)
(AoAv—kBoé’:]dH/

rort g A B A B I 0 AoB+BoD=0
O pr— ~ ~ f— ~
" o D)\ C D 0 Idg, DoC =0

| Do D =1Idy,

Logo, temos que

EOAI[CZH/

» A B A B Idy 0 AoB+BoD=0
TloT=Idg= | ~ = - = L
C D 0 D 0 Idg, CoA=0

| CoB+DoD=Idg,

Seja hy € Hy e suponha que D(hy) = 0, entao T'(hy) = B(h1) + D(hy) = B(hy) € H'. Como
T(H') = H’, temos que existe i’ € H' tal que T'(h') = B(hy). Como T é injetivo temos que
hy =K, logo hy = 0 = K. Portanto o operador D € L(H;) é injetivo.

Seja h' € H', entdo Do C(h') = 0= C(K') = 0. Logo C é o operador nulo.

AoA=1Idy e AoA=Idy = AeGL(H)

Portanto temos que: ~ ~ .
DoD=1Idy, e DoD =1Idy, = D € GL(H,)

Isto mostra a afirmacao.
Seja (s,t) € S¥ x I, t # 0 fixado. Note que fo(s)(a;) = | f1(s)(a;)| a;, logo fo(s)(H') = H'.
Como fo(s) € GL(H), fa(s) é representada por uma matriz

A(s) B(s)
0 D(s)

com A(s) € GL(H') e D(s) € GL(H,).

As projecoes p’ e p; sao representadas, respectivamente, pelas matrizes:

Idg 0 0 0
0 0 0 Idg,
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Logo, temos que

(L =t)fo(s) + tldy) o p' = )

( (1= 8)A(s) + tIdy (1—1t)B(s) ) ( Idy 0 )

0 (1 —=1t)D(s) + tldy, 0 0
_ (1 — t)A(S) +tldg O
B 0 0

e

£ol(s) o pr = A(s) B(s) 0 0 [ 0 B(s)
2ERE g oy )\ o 1 )T\ o b )

Portanto,

(1 —t)A(s) + tIdy  B(s) )

g@wzm—wﬁ@+ﬂ@“ﬂ+ﬁ@0“:< 0 D(s)

Como D(s) € GL(H,), para que F5(s,t) € GL(H) basta mostrarmos que (1—t)A(s)+tldy €
GL(H'). Note que

(L =1)A(s) + tldur)(ai) = (1 = 1) [fr(s)(ai)] ai + ta; = (1 =) | fu(s)(ai)] + 1) a;

Como (1 —1t)|fi(s)(a;)|+t > 0, esta bem definido o operador linear A'(s,t) : H — H' dado
por A'(s,t)(a;) = ((1—t)|f1(15)(ai)|+t) a;. Como sempre, A'(s,t) é estendido a todo espago H' de
maneira linear, isto é, se b’ = > .2, Nja;, entdo A'(s,t)(h') =D 2 NA (s, t)(a;).

E claro que ((1 —t)A(s) + tIdg) o A'(s,t) = Idg = A'(s,t) o (1 — t)A(s) + tIdy).

Como

A (s, ) (W7 =D N (A (s, 1) (@), A'(s, 1) (ay)) Z)\2|A’st (a,)]* =

i=1 j=1

2 (L =1) | /(s )(%)\H)z

=1

fi(s)(@)] 2 = = (L= O [Als)(@)] +1 2 (1= 0= +1>0,

temos que

A (s, t) (1) I

= A2 1
S; (DLt (1-Dltoe
Logo,

A (s, )] <
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Isto mostra que A'(s,t) € L(H'). Logo, (1—t)A(s)+tldy € GL(H') e F5(S*x 1) C GL(H).
Sejam s € S¥ e b/ € H'. Entao f3(s)(h') = F3(s,1)(W) = (Idgop + fo(s) opy) (B) =
P (W) + fa(s)(p1(Rh')) = B + fa(s)(0) = R'. Isto demonstra o Lema. [J

Seja B ={2€GL(H)|z=p 4+ 2zp} C GL(H). Se z € B entao z(h') = I/, Vh' € H'

Seja w, = (p' +prozopy) ozl entdo w, oz = p' + p; o 2 0 p;. Vamos mostrar que

w, oz € GL(H). Para isso note que z é representado por uma matriz da forma

Idy B
0 D

pois 2y = Idg. Como z € GL(H), temos que D € GL(H,).

Note que
0 0 Idgr B 0 0 0 0
piozop = — .
' "\ 0 Idg, 0 DJ)\0 Idg 0 D

Idg 0

/

P tpiozop = .
1 1 ( 0 D)

Logo,

Como D € GL(H,) temos que w,o0z=p +pjozop € GL(H).

Observamos que:

(a) w,o0z(K)=p' (W) +prozopi(h)=h"+poz(0)=h+p(0)=1,6Vh € H'

(b) w, o z(H;) = Hy. De fato, se hy € Hy, entdo w, o z(hy) = (p'+prozopy)(h) =
P (h1) +prozopi(hy) =0+ pi(z(h)) € Hi. Logo w, o z(H,) C Hy. Reciprocamente seja
hy € Hy. Como w, oz € GL(H), existe u =u' +wu; € H = H' ® H; tal que w, o z(u) = h;.
Logo v + pi(2(u1)) = h1 < o = hy — p1(2(uy)). Logo v € H' N H; = {0}. Dai v =0,
o que implica que u = u; e wo z(u;) = hy. Portanto hy € w, o z(H;) e vale a inclusao
H, Cw, o z(H,).

Definimos a aplicacao

Fy:S*x I — GL(H)

(8,1) = (1 —=1)fs(s) +t(p' +pro fs(s) op1)

Temos que Fy é continua. Seja fy: S¥ — GL(H), fi(s) = Fy(s,1).
. { Fi(s,0) = f(s)
0mo

Fy(s,1) = fa(s)
Vamos mostrar que Fy(S* x I) C GL(H). Ja sabemos que a fungao f3(s) é representada

, Vs € SE as aplicagoes fs, f1: S¥ — GL(H) sao homotopicas.
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pela matriz

IdH/ B(S)
0 D(s)
com D(s) € GL(Hy).
Dai

, . o Idg 0
P +pio fi(s) p1—< 0 D(s))'

Logo,

Fy(s,t) = (1= 1) fs(s) +t(p +pro fs(s) o p1) =
( (1—t)Idy (1 —1t)B(s) ) . ( tldy 0 ) B ( Idy (1 —1t)B(s) )
0 (1 —t)D(s) 0 tD(s) 0 D(s)
Como D(s) € GL(H,), temos que Fy(s,t) € GL(H), ¥(s,t) € S* x I.
Note que fi(s) = Fy(s,1) = p' + p1 o f3(s) o p1, Vs € S¥. Como f3(s) € B, temos que
fa(s) = wyys) 0 f3(s) e para todo s € S* vale:

(a) fa(s)(n') =1, V' € H'.
(b) fa(s)(H1) = H;.

Lema 3.5 Sejam H', Hy C H subespacos vetoriais de H, fechados e de dimensdo in-
finita tais que H = H' & Hy. Suponha também que H' e Hy sao ortogonais. Entao
V={zeGL(H)|z(h)=n,Vh € H e z(H)) = Hi} C GL(H) € contrdtil em GL(H) para
{Idg} C V.

Demonstragdo: Devemos mostrar que a aplicacdo V- — V| z +— [dy é homotdpica (em
GL(H)) a aplicacdo Idy : V. — V. Ou seja, vamos mostrar que existe uma aplicagdo
continua F': V x I — GL(H) tal que F(z,0) =z e F(z,1) = Idy, Yz € V.
Comecamos decompondo H em um nimero infinito de espacgos de Hilbert Hy, Hy, Hs, ...
dois a dois ortogonais tais que H = Hi & Ho ® H3 & . . ..
Para isso, seja N; = {2772(2m + 1) [m € N={0,1,2,...}} para cada i € {2,3,4,...}.
Temos que C

N—{o}={J N
De fato, é claro que N; € N—{0}, Vi € {2,3,4,...},logo U;=, N; € N—{0}. Reciprocamente,
seja n € N — {0}. Decompondo n em fatores primos podemos escrever n = 2%/, onde [ nao
divide 2 e k € N. Tome i = k+2 > 2em =5t € N. Entao 272(2m + 1) = 2" = n, isto ¢,
n € N;. Portanto N — {0} C |J;2, N;. Falta mostrar que N; "N; = () se ¢ # j. Suponha que
exista ng € N; NN;. Entdo, como ng € N;, ng = 2°2(2m + 1) para algum i € {2,3,4,...}
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e para algum m € N. Como ny € N; também, temos que ng = 29-2(2n + 1) para algum
Jj €{2,3,4,...} e para algum n € N. Observe que 2m + 1 e 2n + 1 nao dividem 2. Como
a decomposi¢ao em fatores primos de um nimero é tinica (a menos de reordenagio), temos
que i —2 = j — 2 < i =j. Portanto se i # j entao N; N N; = ().

Para cada i € {2,3,4,...}, seja H; = ZjGNi A%, onde AL = {Aa;| A € R}. Observe que H;
¢ um subespaco vetorial fechado de H e de dimensao infinita, pois {a;|j € N;} C H; ¢ um
conjunto linearmente independente infinito.

Note que se i # j entao H; L H;, pois N; NN, = 0.

Como . . .
S T SN o) ¥ I S8
=1 i=2

FEUS,N; i=2 jeN;
temos queH:Hl@HIZHl@HQ@Hg@....
Dado um operador z € L(H), vamos representar z por uma matriz com um nuimero infinito

de entradas (m(i,j)) onde cada entrada (m(i,j)) representa um operador m(i,j) €

i,jEN?
L(Hj, H;). Dessa maneira z é representado pela matriz

Em particular, se z € V| temos que z(h') = W', Vh' € H' e z(H,) = H;. Neste caso a matriz

que representa z é da forma

Z|H1 0 0
0 Idy, O

0 0 Idp,
onde zg, : Hy — H; & o operador z restrito ao subespago H;.

Por simplicidade vamos denotar a matriz que representa z por

Z|H1

onde os espacos em branco representam os operadores nulos e o simbolo 1 representa o ope-
rador identidade agindo nos respectivos subespagos H;, i € {2,3,4,...}.
Definimos a aplicacao F': V x I — GL(H) da seguinte forma:
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Z|H1

2,3
Se 0 <t < i entdo F(z,t) = 53 , onde

m(2j,2j) m(2j,2j +1) _
m(2j +1,2§) m(2j +1,2j +1)

costm —sintm 2, 0 costm  sintm zﬁ{ll 0
sintm  costm 0 1 —sintm costmw 0 1

Se + <t <1, entdo F(z,t) = | m(2,1) m(2,2) , onde

para j € N.

( m(2j — 1,25 — 1) m(2j — 1,25) )

m(2j,2j — 1) m(2j,2j)
costm —sintm z‘_Hll 0 costm sintm 2\, 0
sintmw  costmw 0 1 —sintm costmw 0 1

F esta bem definida e ¢ continua. Também ocorre que F(z,t) € GL(H) pois z € GL(H).

para j € N.

Z|H1

Note que F(z,0) = =z, VzeV

e F(z,1) = =Ildy,VzeV.

Isso conclui a demonstracao do Lema. [

Demonstragdo do Teorema 3.1 (Teorema de Kuiper): Definimos

Fy:S*x I — GL(H)
<57t> = F<f4<5>7t)

onde F': V x I — GL(H) é a aplicacao do Lema 3.5.
Observe que Fj é continua e estd bem definida pois f4(s) € V, Vs € S*.

92
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Definimos f5 : S* — GL(H), s — Idy.
. { F5(5,0) = F(fs().0) = fals)
0mo

F5(s,1) = F(fa(s),1) = Idg = [5(s)
sao homotopicas.

, Vs € S*, as aplicagoes fy, f5: S* — GL(H)

Portanto, a aplicacdo fy é homotopica a aplicacdo f5 e como fy : S¥ — GL(H) é uma
aplicagdo qualquer, concluimos que o unico elemento do grupo mx(GL(H)) é a identidade.
Logo, m(GL(H)) = 0, demonstrando o Teorema de Kuiper. [

3.2 Aplicacoes
Nesta secao apresentamos algumas aplicacoes do Teorema de Kuiper.
Corolério 3.1 GL(H) ¢é contrdtil & {Idy} C GL(H).

Demonstragao: Devemos mostrar que existe uma aplicacao continua F' : GL(H) x I —
GL(H) tal que F(z,0) =z e F(z,1) = Idy, Yz € GL(H).

Como GL(H) C L(H) é um conjunto aberto, para cada z € GL(H) existe r, > 0 tal que
B(z,r.) ={w e L(H)| ||lw—z|| <r.} C GL(H). Tomando €, = % temos que B(z,¢,) C
B(z,r,) C GL(H).

Observe que A = {B(z,¢,) |z € GL(H)} é uma cobertura aberta para GL(H). Para cada
z € GL(H), vamos denotar B(z,¢€,) por B,. Seja J = GL(H), entao A = {B;|j€ J} é
uma cobertura aberta para GL(H).

Como L(H) é um espaco topologico metrizavel (cuja topologia provém da métrica oriunda
da norma em L(H)), GL(H) C L(H) também ¢ um espaco topologico metrizavel com a
topologia induzida por L(H). Logo, GL(H) é um espaco topologico paracompacto (ver [Sc],
p. 101).

Por [Sc], p. 99, existe uma colegdo de funcdes continuas ¢; : GL(H) — R, j € J, tal que:
(1) Para cada j € J tem-se que ¢;(z) >0, Vz € GL(H);

(2) supp; = Tz € GL(H) [ 65(2) 7 0} C By, ¥ € J;

(3) Para cada z € GL(H), existe um aberto U, C GL(H) com z € U, tal que ¢;(w) = 0,
Vw € U,, exceto para um nimero finito de indices {ji,...,jx} C J, k € N;

(1) ey 65() = L. V2 € GL().

Defina

®:GL(H) x I — GL(H)
(z,8) —> (L=t)z+1>_ ¢i(2)]

jeJ
Vamos mostrar que ®(z,t) € GL(H), V(2,t) € GL(H) x 1.
De fato, seja (z,t) € GL(H) x I fixado. Pela propriedade (3), ¢;(z) # 0 apenas para
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um namero finito de indices {j1,...,5x} C J, k € N. Logo, se j € {j1,...,jx} entdo
z € supp ¢; C B;.

Seja M € {j1,...,jr} tal que epy = max{e;,,...,€;, }. Entdo, parai € {1,...,k}, temos que
B, C B(M,3ey). Com efeito, se ||w — j;|| < €;,, entao

lw = M| < flw = jill + [l7: = MI| < &, + l3i = M| < &5, + [l7i — 2] + [[2 = M| <
€j; + €4 + €m S BEM.
Logo,

> 0i(2) —MH —

Isto significa que >, ;¢;(2)j € B(M,3ey). Como B(M,3ep) ¢ um conjunto convexo e
z € B(M,3en), temos que (1 —t)z+t 3 . ;d;(2)j € B(M,3en) C GL(H).
Logo, ®(z,t) € GL(H), ¥Y(z,t) € GL(H) x I.

Vamos mostrar agora que ¢ é continua. De fato, seja (zo,t9) € GL(H) x I fixado. Por (3),

Y (=) _Z¢j(z)M|| =

jeJ jeJ

> 6i(2) (j—M)H -

jedJ

< Z(ba ) lgi — M| < Zcba (3ear) = e

existe um aberto U,, C GL(H) com zy € U,, tal que ¢;(w) = 0, Vw € U,,, exceto para um
naumero finito de indices {j1,..., 5k} C J, k € N. Logo, para (z,t) € U,, X I, temos que

D(2,t) = (1—1)2 +tz¢ji(z)]

i=1
Como ¢;, : GL(H) — R ¢é fungdo continua, i € {1,...,k}, temos que @y, s é fungao
continua. Em particular, ® é continua em (zg,tp). Como (zo,ty) € GL(H) x I foi tomado
arbitrariamente, segue que ® : GL(H) x I — GL(H) ¢é continua.

Observe que GL(H) C UjEJ supp ¢;, logo B = {supp ¢;|j € J} é cobertura para GL(H).
Seja N o nervo da cobertura B, isto é, N é o esquema simplicial (B,¥), onde ¥ =
{3 = {supp ¢j,,...,suppd;. } |k € Ne ﬂ _, supp ¢j, # (7)} Os elementos supp ¢; € B sao
chamados de vértices e os elementos s € ¥ sao chamados de simplexos.

Para mais detalhes sobre o assunto, consultar [Li|.

Por simplicidade vamos denotar supp ¢; por b;, j € J.

Definimos

o:GLH)— N

2 Z ®j(2)b;

j€J
Vamos definir uma aplicagao continua pg : N — GL(H) da seguinte maneira:
(1) po(bj) = j, Vj € J;



CAPITULO 3. O TEOREMA DE KUIPER 95

(2) Se s = {bj,,...,b;,} & um simplexo e 3. A\, =1, onde \; >0, Vi € {1,...,k} entio

k k
Po (Z >\ib'¢> = Z AiJi-
=1 =1

Para ver porque Zle Aiji € GL(H), notemos que ﬂle supp ¢j, # 0 pois s ¢ um simplexo
de N. Seja z € ﬂle supp ¢;,. Como supp ¢;, C Bj,, Vi € {1,...,k}, temos que z € ﬂle B;,.
Tome M € {j1,...,Jx} tal que epy = max{ej,,...,¢; }. Entdo, para i € {1,...,k}, temos
que Bj, C B(M,3ey). Com efeito, se ||w — j;|| < ¢j,, entao

lw = M| < flw = Gill + [l7: = M| < ¢ + l3i = M| < €, + |17 = 2] + [|2 = M| <

€4 + €4, + e€rr S 3€]V[-

Logo,

k
D Al = M)|| <

=1

k k k
S i MH IS e D”MH _
=1 =1 =1

k k
Z)\Z ”]Z — MH < Z)\i3€]VI = 3eyy.
=1 =1

Isto ¢, S N\ijs € B(M,3epy) € GL(H).
Seja z € GL(H) fixado. Por (3), ¢;(z) # 0 apenas para um ntmero finito de indices

{j1,---,Jx} € J, k € N. Como z € ﬂle supp ¢;,, temos que {supp ¢j,, ..., supp ¢;, } é um
simplexo de N. Portanto, da definicao de pg, temos

k k
pooo(z) = po (Z ¢j(2)bj> = po <Z ¢ji(z)bji> = ¢i(2)ji =Y _ bi(2)j = D(2,1).
jed i—1 i—1 jed

Como z € GL(H) foi tomado arbitrariamente, temos que pyo o(z) = ®(z,1), Vz € GL(H).

Pelo Teorema de Kuiper, m(GL(H)) = 0, k = 1,2,3,.... Logo, a funcdo py pode ser
70 = )
estendida a uma fun¢do continua p: N x I — GL(H) tal que plu; 0) = polu) , Yu € N.
p(u,1) = Idy
Para uma demonstracgao deste fato ver [Wh], p. 105.
Portanto, definindo
F:GL(H)x I — GL(H)
d(z,2 <t<l!
(2.1) (z,2t) se 0 <t <3
plo(z),2t —1) sei<t<1
0) = ®(z,0) =
temos que F' estd bem definida, é continua e 20) (2,0) =z ,Vz € GL(H).
z,1) =plo(2),1) = Idy

Isto mostra que GL(H) é contratil a {Idy} C GL(H). O
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Coroléario 3.2 U(H) é contrdtil a {Idg} C U(H).

Demonstragao: Primeiramente lembramos que se T' € L(H) entao existe um tnico opera-

dor T* € L(H) com a seguinte propriedade:
<T(h1), h2> - <h1,T*(h2)> y Vhl, h2 S H

T* ¢ chamado o operador adjunto de T

Se ocorrer que T' = T* entdo dizemos que T é auto-adjunto. Neste caso (T'(hy),hs) =
(h1,T(h3)), Yhy, hy € H.

Se ocorrer que T € GL(H), entao T* € GL(H) e (T*)™' = (T-1)*.

Dizemos que um operador auto-adjunto 7' é positivo se (T'(h),h) > 0, Vh € H.

Se T € GL(H) é positivo entdao T~ também ¢é positivo. De fato, T~ é auto-adjunto pois
(T~Y)* = (T*)"' = T~'. Dado h € H, temos que (T"*(h),h) = (T (h),ToT ' (h)) =
(T(T~'(h)), T~*(h)) > 0 pois T & positivo e T~*(h) € H.

Lembramos que dado um operador positivo T, existe um tnico operador positivo R com as
seguintes propriedades:

(1) RZ=T;

(2) R comuta com todo operador em L(H) que comuta com T

(3) se T € GL(H) entdao R € GL(H) e (R7')?=T"",

Chamamos R de a raiz quadrada positiva de T e escrevemos R = +/T. Para maiores detalhes
sobre a construgao da raiz quadrada de um operador positivo, ver [Bac|, p. 422.

Dado T' € GL(H), observe que o operador T* o T' € GL(H) é positivo. De fato,

(T*oT)* =T o (T*)* =T*oT e (T* o T(h),h) = (T(h),T(h)) >0, Vh € H.

Logo também é positivo o operador (T*oT)~!. Portanto est4 bem definida sua raiz quadrada
positiva y/(T* o T)~ L.
Definimos a aplicacao
V:GL(H)— U(H)
zr>zoy/(z502)7!

U estd bem definida e é continua. Temos que ¥(z) € GL(H) pois z, y/(2* 0 z)~! € GL(H).
Sejam z € GL(H) e h € H fixados. Temos que
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Como z* o z comuta com (z* o z)~!, temos que \/(z* 0 z)~! comuta com z* o z. Dali,

( (z#02z)7to z*) o (Z o4/ (z* o z)—l) =(z"0z)o \/(z* oz)lo \/(z* 0z)l=
(z*02)o(z502)" = Idy.

Logo, |¥(z)(h)|* = (h, h) = |h|*. Portanto, ¥(z) € U(H), Yz € GL(H).
Observe que se z € U(H) entao z* o z = Idy. De fato, sejam hq, hy € H. Temos que

(h1,he) = % (I + hal® = [l * = [al*) .
Por outro lado,
(a(n), 2(h2)) = 5 (12() + ()] ~ |a(hn)?  [2(hs) ) =
= 5 (12 + m) P = o)~ (o))

Como z € U(H), temos que |z(h1)| = |h1|, |2(h2)| = |h2| € |2(h1 + h2)| = |h1 + h2|. Logo,
(2(h1), 2(h2)) = (1, he). Dai,

<Z* o) Z(hl),h2> = <Z(h1)72(h2)> = <h1,h2> = <IdH(h1>,h2> s \V/hl,hg € H.

Isto mostra que z* o z = Idy.
Portanto, para z € U(H) temos que V(z o/ (Idy)™' =zo+/Idy =zo0ldy = z.

Definimos

FUH) %I — UH)
(2,t) — U(F(z,1))

onde F': GL(H) x I — GL(H) é a aplicagdo do Corolario 3.1.
F(z,0) = U(F(2,0)) = ¥(z) = 2
(F(z,

F é uma aplicagao continua e -
F(z,1) =V (F(z,1)) =VY(ldy) = Idy

Isto mostra que U(H) ¢é contratil a {Idy} C U(H). O

,Vze U(H).



Capitulo 4

O Teorema de Atiyah - Janich

O objetivo deste capitulo é mostrar a existéncia de um isomorfismo de grupos

Ind: [X,F(H)] — K(X)
(]~ Ind f

onde K(X) = K(Vect(X)) ¢ o grupo de Grothendieck de Vect(X) e [X, F(H)] ¢ o conjunto
das classes de homotopia das aplicagoes continuas de X em F(H), onde X é um espacgo

topologico de Hausdorff compacto e F(H) é o conjunto dos operadores de Fredholm.

4.1 O indice de Fredholm

Seja H um espaco de Hilbert de dimensao infinita sobre o corpo dos niimeros reais e suponha
que H ¢é separavel. Sejam L(H), GL(H) e U(H) como no Capitulo 3.

Definicao 4.1 Dizemos que um operador 7' € L(H) é um operador de Fredholm se:
(a) o nicleo de T, KerT ={h € H|T(h) =0} C H, tem dimensao finita;
(b) o conticleo de T, coKerT = H/ImT = {h+ ImT |h € H}, tem dimensao finita.

Denotamos por F(H) o conjunto dos operadores de Fredholm.

Defini¢do 4.2 Dado um operador de Fredholm 7' € F(H) o ntumero inteiro
ndT = dim KerT'— dimcoKerT € 7

é chamado o indice de Fredholm de T, ou simplesmente o indice de T.

Defini¢ao 4.3 Dizemos que um operador 7' € L(H) é um operador compacto se T leva o
conjunto {h € H| |h| <1} em um subconjunto de H cujo fecho é compacto.

Denotamos por C(H) o conjunto dos operadores compactos.

98
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Listamos a seguir os resultados mais importantes sobre operadores de Fredholm e operadores
compactos. As demonstragoes destes resultados podem ser encontradas em [Pal, Capitulos
VI e VII.

(1) Se T'e F(H) entao ImT C H ¢é um subespago vetorial fechado de H.

(2) Se T'e F(H) entao T* € F(H) e indT* = —indT.

(3) Se T' € L(H) e existem S, S" € L(H) tais que SoT — Idy € K(H) e T oS — Idy €
K(H) entao T € F(H). Reciprocamente, se T € F(H) entao existe S € L(H) tal que
SoT —IldgeK(H)eT oS —1Idy € K(H).

(4)SeT € F(H)e K e K(H) entao T+ K € F(H) eind (T'+ K) =indT.

(5)
(6) Se Ty, To € F(H) entao Ty o Ty € F(H) e ind Ty o Ty = ind Ty + ind Ts.
(7) A aplicagao

F(H) C L(H) é um conjunto aberto.

ind: F(H)—Z
T w—indT

¢ constante em cada componente conexa de F(H).

Note que, como F(H) C L(H) é um conjunto aberto, temos que 77 e Ty estdo na mesma
componente conexa de F(H) se, e somente se, existe uma aplica¢ao continua « : [ — F(H)
tal que a(0) =Ty e (1) = Ts.

(8) Se T, Ty € F(H) sao tais que ind T} = ind Ty entao T e Ty estdo na mesma componente
conexa de F(H).

(9)Se T'e L(H) edimImT < oo, entdo T' € K(H).

Utilizaremos neste capitulo o Teorema da Aplicagao Aberta, enunciado a seguir, cuja

demonstragao pode ser encontrada em [Bac|, p. 271.

Teorema 4.1 (Teorema da Aplicagao Aberta) Sejam Hy, Hy espagos de Hilbert e T :
H, — Hy uma transformacgao linear e continua. Se T € injetiva e a imagem de T, ImT =
{T(h1) | h1 € Hi} C Hay, é um subconjunto fechado de Hs, entio exriste uma transformagao
linear e continua T' : ImT — Hy tal que T oT' = Idpy,r e T oT = Idy,.

Lembramos ainda que se H; e H, sao espacos de Hilbert entdao o conjunto H; x Hy =
{(h1,h2) | h1 € Hy e hy € Hy} é um espago de Hilbert sobre o corpo dos niimeros reais com
(hi, ha) + (Y, hb) = (hy + By, hy + hY)
A(hy, he) = (Ahy, Aho)
e produto interno dado por: ((hy, ho), (h7, hy)) = (hqy, b)) + (ha, hb).

Consequentemente a norma em H; x Hy é dada por : |(hy, he)| = \/|ha|* + |he|*.

a soma e multiplicagao por escalar definidas por:

Dada uma sequencia ((un, vn)),cy €m Hy X Hy temos que:

lim (uy,,v,) = (u,v) € Hy X Hy < lim u, =ue lim v, = v.

n—oo n—oo n—oo
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Se Hy e Hy sdo separaveis com bases ortonormais {eg, ey, ...} e {do, dy, ...} respectivamente
(podendo ser um conjunto finito ou infinito), entao H; X Hy também é separavel com base
ortonormal {(eg,0), (€1,0)...,(0,dp), (0,dy),...}. Logo, dim Hy x Hy = dim Hy + dim Hs.

A demonstragao destes fatos é imediata e nao sera feita aqui.

4.2 O indice generalizado

Seja X um espaco topoldgico de Hausdorff compacto. Dada uma aplicacao continua f : X —
F(H) vamos definir o indice generalizado de f como um elemento Ind f € K(X). Veremos
no Exemplo 4.1 que quando X consiste de apenas um ponto entao f representa apenas um
operador de Fredholm e o indice de Fredholm de f(z) coincide (a menos de um isomorfismo)
com o indice generalizado de f. Por isso o indice generalizado estende o conceito de indice
de Fredholm de um operador.

Seja {eg,eq,6s,...} C H base ortonormal de H. Para cada n € N, definimos H, =

span{en, ent1, - ..} Temos que H, C H é subespago vetorial fechado de H e H = H,, & H,
onde H: = span {eg,e1,...,en 1}

Seja P, : H — H, C H a projecao ortogonal em H,,, isto é, dado h =a+be€ H = H,® H+,
entao P,(h) = a.

Observe que P, € L(H) e

(a) Ker P, = H;r = dim Ker B, =n < o0.

(b) Im P, = H,, = coKer P, 2 H:* = dimcoKer P, =n < co.

Logo P, é um operador de Fredholm com indice zero.

Observe que se f : X — F(H) é continua entdo para cada © € X, P, o f(z) € F(H) e

ind P, o f(z) = ind P, +ind f(x) = ind f(z).

Lema 4.1 Sejam f : X — F(H) uma aplicagcdo continua e xo € X fizado. FErxistem um
aberto U C X com xo € U e um niumero ng € N tais que se n > ng entao vale:

(1) ImP, o f(z) = H,, Vz € U.

(2) dim Ker P, o f(x) = dim Ker P, o f(x9), Vx € U.

Demonstragao: Seja V' C H subespago vetorial de H tal que H = Im f(xo) & V. Logo,
H/Im f(xy) = V. Como f(x) ¢ um operador de Fredholm temos que dim H/Im f(zq) < oc.
Logo V também tem dimensao finita e temos que V = span{e;,, e, ..., ¢€; }. Tomamos
no — 1 = max {iy,is,...,i}. Entdo V C span{eg,e1,...,en,—1} € H é gerado pelo conjunto
Im f(xo) U{eg, €1y, €no-1}

Para n > ng temos:

(a) Im P, o f(xg) C ImP, = H, e H, C Im f(xg). Logo, P,(H,) C Im P, o f(x). Como
H, = P,(H,), temos que Im P, o f(x¢) = H,.
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(b) De (a) segue que coKer P, o f(x¢) & H = dimcoKer P, o f(xy) = n.
Seja n > ng fixado.

Dado T € L(H) considere a aplicacao

T:H— H, x Ker P, o f(x)
h (P, o T(h),p(h))

onde p : H = Ker P, o f(x0) @ (Ker P, o f(xy))" — Ker P, o f(zo) C H é a projecio
ortogonal de H em Ker P, o f(xg).

Note que T ¢ uma transformacao linear.

Como H, e Ker P, o f(xy) sdo subespacos vetoriais fechados de H, eles sdo espacos de
Hilbert separaveis, e como a dimensao de H,, é infinita temos que H, x Ker P, o f(xq) é
espago de Hilbert de dimensao infinita e separavel. Logo H = H, x Ker P, o f(xq) e podemos
considerar T : H — H como um operador linear de H em H. Logo T € L(H), VT € L(H).
A aplicagao

A:L(H)— L(H)
T—T

é continua. De fato, seja Ty € L(H) fixado e sejae > 0. Se T € L(H) e |T — Ty|| < € entdo:

(T = To)(B)| = (oo (T = T)(1),0)| = [P o (T = To)()| < 1P o (T = To)| |1l vh € H
= |7 -%| <10 (= T < NPT - Tl = 1T - To)
= IA(T) = A(TY)]| < e
Logo A é continua.
Como f: X — F(H) ¢é continua, a aplicacdo
N X — L(H)
7= f()

também é continua.

— —

Mostraremos agora que f(zg) é uma bijecdo. De fato, se h € H e f(xo)(h) = (0,0), entao
P, o f(xg)(h) = 0= p(h). Logo,

he KerP,o f(xy) N Kerp=Ker P, o f(xy) N (Ker P,o f(x0))" = {0} = h = 0.

—

Portanto, f(zo) é injetiva.
Seja agora (a,b) € H, x Ker P, o f(zg). Como Im P, o f(xq) = H,, existe «’ € H tal
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que P, o f(zo)(a) = a. Como H = Ker P, o f(x) ® (Ker P, o f(x))", existem a; €
Ker P, o f(xo) e by € (Ker P, o f(x))" tais que @ = a; 4 by. Note que

Pyo f(z0)(b+b1) = Py o f(x0)(b) + Py o f(x0)(b1) = Py o f(zo)(b1) =
P, o f(x0)(b1) + Puo f(x0)(a1) = Pyo f(zo)(a1 +b1) = Py o f(x)(d') = a.

Por outro lado p(b+ b;) = b. Logo, ]@(b +b1) = (a,b) e ]@ é sobrejetiva.
Em particular f(zo) € L(H) e, por ser uma bijecao, pelo Teorema da Aplicagdo Aberta, a

—

inversa de f(zg) é continua. Logo, f/(\xo) € GL(H).
Como GL(H) C L(H) é um conjunto aberto, existe € > 0 tal que

B= {T e L(H)| HT— J@H < e} c GL(H).

Da continuidade da aplicacao A’, existe um aberto U C X com xg € U tal que se v € U

—

entdo f(z) € B.
Em particular f(x) é sobrejetiva, Vo € U. Logo, Im P,o f(x) = H,, VYx € U. Isto demonstra
o item (1).

-1

Vamos mostrar agora que Ker P, o f(z) = ﬂ;) ({0} x Ker P, o f(xg)). De fato, se
h € Ker P, o f(x) entao

—

f(@)(h) = (P o f(z)(h),p(h)) = (0,p(h)) € {0} x Ker P, o f(x).

—

Reciprocamente, se h € H e f(z)(h) € {0} x Ker P, o f(x¢), entao

(P,o f(z)(h),p(h)) € {0} x Ker P, o f(x) = P,o f(z)(h) =0= h € Ker P, o f(z).

—_

Em particular, se © € U entdo f(x) € GL(H). Dai

— 1

dim Ker P, o f(z) = dim f(x) ({0} x Ker P, o f(xg)) =
dim {0} x Ker P, o f(xg) = dim Ker P, o f(zy).

Logo, dim Ker P, o f(x) = dim Ker P, o f(x), Vz € U.

Isto demonstra o item (2). O

Corolario 4.1 Seja f : X — F(H) uma aplicagao continua e xy € X fizado. Existe um
aberto U C X com xq € U tal que

ind f(x) =ind f(zo), Vo € U.

Demonstracao: Pelo Lema 4.1 existem um aberto U C X com zy € U e um nimero nyg € N

tais que se n > ng entao vale:
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(1) Im P, o f(x) = H,,Vz € U.
(2) dim Ker P, o f(x) = dim Ker P, o f(x), Vx € U.
Logo, fixado n > ng temos que coKer P, o f(z) & H-, Vo € U. Dai

ind f(x) =ind P, o f(x) = dim Ker P, o f(z) — dimcoKer P, o f(x) =
dim Ker P, o f(xy) — dim H- = dim Ker P, o f(xy) — dim coKer P, o f(xq) =
ind P, o f(xo) = ind f(xo).

Logo, ind f(z) = ind f(zo), Ve € U. O

Lema 4.2 Seja f : X — F(H) uma aplicacdo continua. Erxiste ng € N tal que se n > ny
entdo Im P, o f(z) = H,, Vz € X.

Demonstracao: Pelo Lema 4.1, para cada x € X existe um aberto U, C X com x € U, e
um namero n, € N tal que se n > n, entao vale:

(1) Im P, o f(y) = Hy, Yy € U,.

(2) dim Ker P, o f(y) = dim Ker P, o f(x), Vy € U,.

Temos que X C |J,.x U, Como X é compacto existem m € N e um conjunto {z1,..., 2y} C
X tais que X C |J2, U,,.

Tome ng = max{ng,,...,ng, } € N.

Seja n > ny fixado.

Se x € X entdo existe i € {1,...,m} tal que z € U,,. Como n > ngy > n,, temos que:

(1) ImP, o f(y) = H,, Yy € U,,.

(2) dim Ker P, o f(y) = dim Ker P, o f(x;), Yy € U,,.

Em particular, Im P, o f(z) = H,.

Como z € X é arbitrario temos que Im P, o f(x) = H,, Vo € X. [

Sejam f : X — F(H) uma aplicacdo continua e ng € N dado pelo Lema 4.2. A partir
de agora vamos fixar n > nq.
Observe que o conjunto | J,cy {2} x Ker P, o f(x) C X x H & um espaco topologico munido

da topologia induzida de X x H. Seja

T U {z} x Ker P,o f(z) = X

rzeX

(x,h) — x
Temos que 7 é uma funcao continua e sobrejetiva.

Lema 4.3 A terna Ker Py o f = (U,ex {2z} X Ker P, o f(z),7,X) ¢é um fibrado vetorial

com base X.
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Demonstracao:

(a) Para cada x € X temos que 771 ({z}) = {z} x Ker P,o f(x) tem a estrutura de um espago
vetorial real de dimensdo finita pois Ker P, o f(z) é um espaco vetorial real de dimensao
finita.

(b) Seja x € X fixado. Na demonstragao do Lema 4.2 vimos que existem x; € X e um aberto
U,, C X com z € U,, tais que dim Ker P, o f(y) = dim Ker P, o f(x;), Yy € U,,. Seja
d = dim Ker P, o f(z;). Entao Ker P, o f(y) ¥ RY, Vy € U,,. Seja o, : Ker P, o f(y) — R?
tal isomorfismo.

Defina

g:7m (U, = U {y} x Ker P, o f(y) — U,, x R?

yeUz,;

(y, h) = (y, py(R))

Temos que ¢ é fungao continua com inversa

g Up xR = 7 (Up) = | {u} x Ker Poo f(y)

Y€V,

(y,v) = (y, 0, (v))

continua. Logo, g é homeomorfismo.

Lembrando que p; : U,, x R? — U,, denota a projegio na primeira coordenada, temos que

piog(y,h) =pi(y,py(h) =y =7(y,h) =prog=r.

E claro que pra cada y € U,, fixado, g=-1(f,}) € isomorfismo de espagos vetoriais.

Logo, Ker P, o f é um fibrado vetorial com base X. [J

Observe que o conjunto |J, .y {z} X coKer P, o f(z) C X x H ¢ um espago topologico
munido da topologia induzida de X x H. Seja

T U {z} x coKer P,o f(z) = X

zeX

(x,h) — x
Temos que 7 é uma funcao continua e sobrejetiva.

Lema 4.4 A ternacoKer Pyof = (U,cx {2} X coKer P, o f(z), 7, X) é um fibrado vetorial

com base X.

Demonstragao:

(a) Para cada z € X temos que 7 '({z}) = {z} x coKer P, o f(x) tem a estrutura de um
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espago vetorial real de dimensao finita pois coKer P, o f(x) é um espago vetorial real de
dimensao finita.

(b) Pelo Lema 4.2 temos que coKer P, o f(z) & H-, Vo € X. Como H = R" temos que
para cada x € X existe um isomorfismo de espacos vetoriais ¢, : coKer P, o f(x) — R™
Defina

g: U {z} x coKer P,o f(zx) > X xR"

zeX

(x,h) = (2,:(h))

Temos que ¢ é funcao continua com inversa

gl X xR — U {z} x coKer P, o f(x)

zeX

(z,0) = (2,0, (v))

continua. Logo, g € homeomorfismo.

Seja p; : X X R® — X a projecao na primeira coordenada. Note que

prog(x,h) =pi(z,p.(h)) =z =n(x,h) = pog=m.

Como para cada z € X fixado, gjr-1(fz}) € isomorfismo de espagos vetoriais, temos que
coKer P, o f é um fibrado vetorial com base X.

Na verdade mostramos mais: mostramos que coKer P, o f é um fibrado vetorial isomorfo ao
fibrado trivial 6,, = (X x R, 7,, X). O

Seja G : Vect(X) — K(Vect(X)) = K(X) a funcao de Grothendieck de Vect(X). Vamos
denotar a imagem de um elemento (£) € Vect(X) pela fungao G por [¢], isto é, G((&)) = [£].

Definigao 4.4 Ind f = [Ker P, o f] — [coKer P, o f] € K(X) é chamado indice generali-
zado de f: X — F(H).

Observacgao 4.1 Pelo Lema 4.4, (coKer P, o f) = (0,). Logo, Ind f = [Ker P, o f] — [0,)-

A principio, nossa definicao de indice generalizado depende nao s6 da aplicacao f : X —
F(H), mas também do n > ng fixado e da base ortonormal {eg, ey, e, ...} escolhida para

H. Vamos mostrar que essa dependéncia é s6 aparente.
Lema 4.5 Ind f nao depende do n > ng escolhido.

Demonstragdo: Basta mostrar que [Ker P, o f]—[60,] = [Ker P,y1 o f]—[0n41]. De fato, se

tivéssemos escolhido outro niimero m > ng entao, supondo m > n, terfamos que m = n + k,
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onde k € N, k£ > 1. Dai, por inducao temos

[Ker P,o f] — [0, = [Ker Pyyy o f] — [0ps1] = [Ker Popoo fl — [Onie] = ... =
[Ker Pyig o f] — [Onsk] = [Ker Py o f] — [0] -

De modo anélogo, se m < n temos que [Ker P, o f| — [0,] = [Ker P,, o f] — [0.].
Logo, Ind f nao depende do n > ng escolhido.

Observe que 6,1 é fibrado vetorial isomorfo ao fibrado 6,, ® 6, (ver Exemplo 2.3). Logo,
(Ont1) = (0n ® 01) = (0n) + (01) = [Onsa] = [0n] + [01].-

Seja x € X fixado. Vamos mostrar que P, o f(Z)|(ker prof(a)) @ (Ker Py o flx)t — H,
¢ bijecao. De fato se h € (Ker P, o f(x))t e (P, o f(x))(h) = 0, entdo h € Ker P, o
f(x) N (Ker P, o f(x))* = {0}. Logo, temos a injetividade da transformagao linear. Para
a sobrejetividade, seja h € H,,. Como Im P, o f(z) = H,, temos que existe h’ = hy + hy €
H = Ker P, o f(x) ® (Ker P, o f(z))* tal que

(Poo f(2))(h) =h = (Fyo f(z))(l) + (Fyo f(z))(he) = h = (P, o f(x))(h2) = h.

Logo, temos a sobrejetividade da transformacdo linear. Portanto, P, o f(2)|ker Prof()t €
uma bijecao.

Como (Ker P, o f(x))* e H, sdo subespagos vetoriais de H fechados, ambos sdo espagos de
Hilbert. Logo, pelo Teorema da Aplicacao Aberta, existe uma transformacao linear e conti-
nua j/’(\qj) : Hy, — (Ker Pyo f(x))" que é a inversa da transformacao P, o f(Z)|(ker ppof(x)):-
Seja v, = f(:;)(en) € (Ker P,o f(z))*, entao (P, o f(z))(vs) = en.

Vamos mostrar que Ker P, 0 f(x) = Ker P, o f(z) ® {\v, | A € R}. Primeiro observe que
se h € Ker P,o f(x)N{A\v, | A € R}, entdo (P, o f(x))(h) = 0. Por outro lado h = Av,, para

algum A € R. Logo,
f(@)(h) = Af(z)(va) = (Po o f(x))(h) = A(Po o f(2))(va) = 0 = Aep = A = 0.

Logo, h = 0 e a soma ¢ direta.

Seja h € Ker P, 10f(x). Como H = Ker P,of(z)®(Ker P,of(x))t, temos que h = hy+hy
com hy € Ker P, o f(z) e hy € (Ker P, o f(x))*. Como f/(;) ¢ sobrejetiva, existe hy € H,
tal que f([;)(f?g) = hy. Logo, (P, o f(z))(hs) = hs. Como H, = span {en,€ni1, ...}, temos
que hy = >oo2 Ne;, onde \; € R, Vi > n. Dai

(Puo f(@))(h) = (Puo f(2))(n) + (Puo f(2)(ha) = (Puo f(x))(hs) = hy =

Poi1((Po f(2))(B) = Paga(ha) = (Pay1 o f(x))(h) = Paa (Z )\iei> =

0= f: )\iei = ffLVQ = /\nen.

i=n-+1
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Logo,
h=hi+hy=hi + f(@)(ha) = b+ F(@)Mnen) = b1 + A f(2)(€n) = hn + Aty

Portanto, h € Ker P, o f(x) & {\v, | X € R}.
Reciprocamente, seja h = h'+ v, € Ker P,o f(x)®{ v, |\ € R}. Entao (P, 10f(z))(h) =
(Por1o f(z))(W) + (Puy1 o f(x))(Avg). Observando que P, 10 P, = P,.1, temos que

(Po f(2))(R) = 0= (Poyro f(2))(R) = 0= (Poyro f(2))(h) = (Poyr o f(2))(Ave).

Por outro lado,

(P o f(2))(Avz) = Aen = (Poya 0 f(2)) (M) = APuya(en) = (Pt o f(2))(Ave) = 0.

Logo, (Put10 f(z))(h) =0, isto é, h € Ker P41 0 f(x).

Como x € X é arbitrario, temos que Ker P,y o f(x) = Ker P, o f(x) ® {\v, | X € R},
Ve € X.

Seja & = (U,ex {2} X {Mvz | X € R}, p, X), onde p(z,Av,) = x. Temos que & é fibrado
vetorial com base X pois { v, | A € R} =2 R, Vo € X.

Vamos mostrar que o fibrado Ker P, o f é isomorfo ao fibrado Ker P, o f & £.

De fato, Ker P,o f & & = (E,v, X), onde

{ E={((z,h), () v,)) |z € X, h € Ker P, o f(z), A € R}
v((x, h), (z,\v,)) = x '

A funcao

g:FE— U {z} x Ker P,1 0 f(x)

zeX

((x,h), (z, vg)) — (xz, h 4+ \v,)
estd bem definida e é continua. A inversa de g,

gt U {z} x Ker Pyyy0 f(zx) = E

zeX

(x,h=h+ Xvg) — ((z, 1), (x, M)

também é continua. Logo g é homeomorfismo.

Temos que
Wog((xvh)’ <x7)‘vfr)) = 7T($,h—|— Avx) =T = I/((ZL’, h)> (37,)\7190)) = TOog="v.

Seja x € X fixado. Observe que g,-1(121) : ({2} X Ker P, o f(z)) x ({z} x {\v, | A € R}) —

{z} x Ker P,y o f(x) é isomorfismo de espagos vetoriais.
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Isto mostra que os fibrados Ker P,.10 f e Ker P, o f & £ sao isomorfos.
Vamos mostrar agora que o fibrado £ é isomorfo ao fibrado trivial ¢; = (X x R, my, X).

De fato, a funcao

g: U{x}x{)\vx|)\€R}—>X><]R
(x, Avg) — (z,A)

é continua, e sua inversa

g X xR— {2} x {v. | A €R}

zeX
(z,A) — (z, \vy)
é continua. Logo, g ¢ homeomorfismo. Temos que

™ Og(l', )"Uw) = 7T1(..'E',)\) =T = p(:L‘,)\UI) = 7109 = p-

Como, para cada x € X, g|,-1({z}) € isomorfismo de espagos vetoriais, fica demonstrado que
os fibrados £ e 0, sao isomorfos.

Portanto,

(Ker Pyyyofy=(KerP,of®&) = (KerP,of)+ () =(KerP,of)+ ()=
[Ker Py o f] = [Ker P,o f]+[64].

Logo,
[Ker Poyy o f] = [Opi1] = ((Ker By o f]+ [61]) — ([04] + [6h]) = [Ker P, o f] — [0a].
Fica assim demonstrado o Lema. []

Lema 4.6 Ind f nao depende da base ortonormal {eg,e1,es,...} escolhida para H.

Demonstragao: Seja {dy,d;,ds, ...} uma outra base ortonormal para H.

Para cada m € N, sejam H,, = span{dy, dmi1,...} € P,:H=H, @f[nﬁ — H,, a projecao
ortogonal em ﬁm, onde f],# = span{dy,dq,...,dm_1}.

Pelo Lema 4.2, existe my € N tal que se m > my, entao I'm P, o flz) = }NIm, Vo € X. Seja
m > my fixado.

Vamos mostrar que

[Ker P, o f] — [coKer P, o f] = [KerﬁmOf} — [coKer]ngf :
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Logo, Ind f nao depende da base ortonormal escolhida para H.
Seja lp € N suficientemente grande tal que {eg,e1,...,e,_1} C span{dy,dy,... ,dj,_1}

Observe que se [ > [y entao

{eg,e1,...,en1}y C span{dy,dy,...,di_1} = HF C FIZL = H, D H,.

Logo, existe k > n tal que ﬁl = span {eg, €x+1, ...} = Hy. Dali, 151 = P.
Pelo Lema 4.5, [Ker P, o f| — [coKer P, o f] ndo depende do n > ng escolhido. Logo,

[Ker P, o f] —[coKer P, o f] = [Ker Pyo f] — [coKer P o f] =
[Ker P, o f] —[coKer P, o f] = [Ker]glof} - [coKeT}leof] :

Em particular, tomando [ = max {ly, m}, temos que:

(1) [Ker P, o f] — [coKer P, o f] = [Kerﬁl Of} - [COKGHBZ Of}.

(2) Pelo Lema 4.5, [Ker B, o f} - [coKer P, o f] nao depende do m > my escolhido. Logo,
[Kerﬁmof} — [coKerﬁmof} = [Ker]glof} — [coKerlglof] .

De (1) e (2), temos que

[Ker P, o f] — [coKer P, o f] = [Kerﬁmof} - [coKerf’mof} :

Fica assim demonstrado o Lema. [J

Suponha que X = {z}, isto é, o espago topologico X consiste de apenas um ponto. Neste
caso X é espaco topologico de Hausdorff compacto. No Exemplo 2.5, mostramos que existe
um isomorfismo de grupos ¥ : K(X) — Z que satisfaz: ¥ ([¢]) = dim E, onde £ = (E,m, X)

¢ um fibrado vetorial com base X.
Exemplo 4.1 Seja f: X — F(H) uma aplicagio continua. Entao V(Ind f) = ind f(z).

De fato, seja {eg, €1, €2, ...} base ortonormal para H. Como f(x) é um operador de Fredholm,

dimcoKer f(z) < oco. Logo, existe n € N tal que I'm f(x) = span{en,eni1,...} = Hp.
Tomando n = 0, temos que I'm P, o f(x) = Im f(x) = H,, Yz € X.
Por definicao,

Ind f =[Ker P, o f] — [coKer P, o f| = [Ker f] — [coKer f].

Note que Ker f = (E,m,X),onde E =, x {y} x Ker f(y) = {z}x Ker f(z)er: E— X,
m(x, h) = z. Logo, ¥([Ker f]) = dim Ker f(z).
Note também que coKer f = (F, p, X), onde F' = J, . x {y} xcoKer f(y) = {x} xcoKer f(x)
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¢ p:F = X, pla.h) = . Logo, W(leoKer f]) = dim coer f()

Portanto,

U(Ind f) =V ([Ker f] — [coKer f]) = VU ([Ker f]) — ¥ ([coKer f]) =
dim Ker f(z) — dimcoKer f(z) = ind f(x) = V(Ind f) = ind f(x). O

Portanto, quando X consiste de apenas um ponto, o indice generalizado coincide (a menos
de isomorfismo) com o indice de Fredholm de um operador. Por isso o indice generalizado

estende o conceito de indice de Fredholm.

4.3 Invaridncia homotoépica do indice generalizado

Nesta se¢io mostraremos que se f : X — F(H)e g: X — F(H) sdo aplicagdes homotopicas,
entao os indices generalizados de f e g coincidem.

Lembramos que se X e Y sao espacos topologicos e ¢ : Y — X é uma funcao continua, entao
existe um Gnico homomorfismo de grupos K, : K(X) — K(Y) que satisfaz K,([¢]) = [¢*¢],
V(&) € Vect(X) (ver Segao 2.3).

Lema 4.7 Sejam X e Y espacos topologicos de Hausdorff compactos e p : Y — X uma
fungao continua. Se f: X — F(H) € uma aplicagio continua, entio Ind foyp = K,(Ind f)
em K(Y).

Demonstragao: Seja {eg, ey, ea,...} base ortonormal de H. Seja n € N suficientemente
grande tal que Im P, o f(z) = H,, Vx € X.
Note que

ImP,o f(e(y) =H,, YyeY =ImP,o(foyp)ly)=H,, YyeyY.

Ind f =[Ker P,o f] —[0,] € K(X)
Indfop=[KerP,o(fop)—[0]eK(®Y)’
onde 0/, = (Y x R" 7/ | 'Y') é o fibrado trivial com base Y.

Y n’

Logo, por definicao, {

Temos que
Ky(Ind f) = K,([Ker P, o f]) — K,([0]) = [¢"Ker P, o f] — [¢"0,].

Vamos mostrar que os fibrados ¢*Ker P, o f e Ker P,o(fop) sao isomorfos. Primeiramente,

seja Ker P,o f = (B, m X), onde E = .y {z} X Ker P, o f(x).

Entao p*Ker P, o f = (¢*E,m,,Y), onde

{ v E={(y,(x,h) €Y x Elz=o(y)} ={(y, (py), h)) |y €Y, h € Ker Pyo f(o(y))}
Ty, (p(y), h) =y '
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Seja Ker P,o(fop)=(F,p,Y), onde F'=J, ., {y} x Ker P, o (fop)(y).
Defina

g:o'E—F
(v, (p(y), 1)) — (y, 1)

A funcao g é continua com inversa
g i F = ¢'E
(y,h) = (y, (e(y), h))

continua. Logo, g ¢ homeomorfismo.

Temos que

pog(y, (w(y),h)) =ply,h) =y =m,(y, (0(y),h)) = pog=m,.

Como para cada y € Y fixado, Y1z ) ¢ isomorfismo de espacos vetoriais, temos que 0s

fibrados ¢*Ker P, o f e Ker P, o (f o) sao isomorfos. Logo,
(p*Ker P,o f)y =(Ker P,o(foy)) = [p*Ker P,o f] =[Ker P,o(fop)].

Vamos mostrar agora que os fibrados ¢*6,, e 0/, sao isomorfos.
Como 6, = (X x R", m,, X), temos que ¢*0, = (¢*X x R", m,,,Y), onde
{ PX xR = {(y, (2.u) €Y x (X xR |o = p()} = {(y, (p(y),0) |y € Y, u € R"}

Tno (Y, (p(y), 1) =y
Defina

g: "X xR" —->Y xR"
(v, (e(y),u) = (y,u)
Temos que g é funcao continua com inversa
g Y xR — o' X x R”
(v, u) = (y, (0(y),u))

continua. Logo, g é homeomorfismo.

Observe que

T, 0 gy, (), u) = m,(y,u) =y = Tnp(y, (9(y),u)) = 7, 0 G = Tpy.

Como para cada y € Y fixado, Zilm}é({y}) é isomorfismo de espacos vetoriais, temos que 0s

fibrados ¢*6,, e ¢/, sdo isomorfos. Logo,

("0n) = (0,) = [¢"0n] = 10,
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Portanto,
Indfop=[KerP,o(fop)]—10,]=[p"KerP,o f] —[¢*0,] = K,(Ind f).
Fica assim demonstrado o Lema. [

Lema 4.8 Sejam [ : X — F(H) e g : X — F(H) aplicagoes continuas e homotdpicas.
Entao Ind f = Indg.

Demonstracao: Como f e g sao homotdpicas existe uma aplicacao continua £ : X x [ —

F(z,0) =
]:(H)talque{ (z,0) = /() , Ve e X.
F(z,1) = g(x)
Para cada t € I, seja
i X = X x1
x v (z,t)

Temos que i; é uma funcao continua.
Observamos que ig e 77 sao funcoes homotdpicas com homotopia dada pela fungao identidade
Idxyr: X x I — X x I. Pelo Corolario 2.2, K;, = K;, : K(X x I) — K(X).
Note que { f(z) = F(2,0) = Foiy(z),Vr € X = f = Foi '
g(x)=F(zx,1)=Foi(x),Ve e X = g=Foi
Pelo Lema 4.7 temos que Ind F o iy = K;,(Ind F) e IndF oi; = K;,(Ind F).
Como K;, = K;,, temos que K;,(Ind F) = K;,(Ind F).
Logo,

19

Indf=IndFoiy=K;,(IndF)=K;,(IndF)=1IndFoi, =Indg = Indf = Indg.

Fica assim demonstrado o Lema. [

Seja [X, F(H)] =A{[f] | f: X — F(H) é continua}, onde [f] denota a classe de homotopia
de f: X — F(H). Definimos a seguinte aplica¢ao

Ind: [ X,F(H)] - K(X)
[f] > Ind f

Pelo Lema 4.8, a aplicacao Ind esta bem definida.

4.4 O grupo ([X,F(H)|,e)

Nesta se¢do vamos definir uma operacdo no conjunto [ X, F(H)] de maneira que, com esta

operacao, [X, F(H)] se tornard um grupo.
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Note que se fi, fo : X — F(H) sao aplicagbes continuas, entdo esta bem definida a aplicagao

fifa: X — F(H)
z = fi(z) o fo(x)

pois a composicao de operadores de Fredholm ¢ um operador de Fredholm. Também temos

que f1fe € uma aplicagao continua. Logo, [f1 /2] € [X, F(H)].
Lema 4.9 A aplicacao
o (X, F(H)] x[X,F(H)|] — [X,F(H)]
([f1]: [f2]) = [f] o [fo] = [f1 £l
define uma operagao no conjunto [ X, F(H)] de maneira que ([X,F(H)|,®) é um grupo.

Demonstragao: Primeiramente mostraremos que a aplicacao e esta bem definida, isto é,

que se [f1] = [fi] e [f2] = [f3], entao [f1fo] = [f1/5].

Por hipoétese existem aplicacoes continuas Fi, Fy : X x [ — F(H) tais que

{ Fi(z,0) = fi(z) Vee X e { B(2,0) = fo(x) Ve € X.

Fi(z,1) = f{(z) Fy(z,1) = f3(z)
Defina
F3: X xI— F(H)

(x,t) — Fi(z,t) o Fy(z,t)

A aplicacao F3 estd bem definida e é continua.
Fy(x,0) = Fi(2,0) o F5(x,0) = fi(z) o fa(z) = fifa(z)

Fy(2,1) = Fi(w, 1) 0 Fy(w,1) = fi(w) o fi(w) = fifi(x)
Logo, as aplicagdes f1fa, f1f5 : X — F(H) sao homotopicas, isto é, [f1f2] = [f1f3]-

Vamos agora mostrar que, com esta operagao, [ X, F(H)] é um grupo. Para isso devemos

Observe que { r e X.

mostrar que a opera¢ao é associativa, que existe um elemento neutro em [X, F(H)| e que
todo elemento de [ X, F(H)| admite inverso em [X, F(H)].
Associatividade: Sejam [fi], [f2], [f3] € [X, F(H)]. Devemos mostrar que

([fi] o [fo]) o [fs] = [fi] @ ([fo] @ [f]) & [(f1fo) f3] = [f1 (f2f3)]-

((Frf2)fs)(x) = (fif2) (@) o fa(x) = (fr(x) o fal)) o fs(2)

Note que { (
(fi(fafs))(x) = filz) o (fzfz)(x) fi(@) o (f2(x) o fs(x))
Como, para cada x € X vale (fi(z) o fa(x)) o fs(x) = fi(z) o (f2(z) o f5(x)), temos que as

aplicagoes (fif2)fs e fi(fofs) sdo idénticas. Logo, [(fif2)fs] = [fi(f2/f3)]-

Existéncia de elemento neutro: Seja

, Vo € X.

e: X — F(H)
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Vamos mostrar que [e] ¢ o elemento neutro de [X, F(H)|. Para isso, seja [f] € [X, F(H)].

Devemos mostrar que

[flelel = [f] = [e] o [f] & [fe] = [f] = lef].

Note que

fe(x) = f(x) oe(x) = f(x) o Idy = f(z),Vz € X = fe = f = [fe] = [f].

Analogamente mostramos que [f] = [ef].
Existéncia de inverso: Seja [f] € [X, F(H)]. Defina

[ : X — F(H)

onde f(z)* € F(H) é o operador adjunto de f(z). Dessa forma, f* estd bem definida e
¢ continua, de modo que [f*] € [X,F(H)]. Vamos mostrar que [f*] é o inverso de [f] em

[X, F(H)], ou seja, devemos mostrar que

flelfT=lel=[fTelfl = [ff]=]e=1[ff]
Seja x € X fixado. Note que, pelas propriedades dos operadores de Fredholm,

ind ff*(x) =ind f(x) o f(z)" =ind f(z) +ind f(x)* =ind f(z) —ind f(x) =0 =
dim Ker ff*(z) = dimcoKer f f*(x).

Logo, os espacos vetoriais Ker ff*(x) e coKer f f*(z) sao isomorfos.

Por outro lado, temos que Im ff*(z) é um conjunto fechado, o que implica que H =
Im ff*(x) @ (Im ff*(x))*. Logo, coKer ff*(x) é isomorfo a (Im ff*(x))t. Portanto,
Ker ff*(z) e (Im ff*(x))* sdo espacos vetoriais isomorfos.

Seja ¢, : Ker ff*(x) — (Im ff*(z))* tal isomorfismo.

Definimos ® : X — K(H) da seguinte maneira: para cada = € X,

®(z): H=Ker ff(z)® (Ker ff*(x))" — H=1Imff(x)® [Im ff*(x))*
h = hl + hg — pr(hl)
Dessa maneira ®(z) € L(H), Vo € X. Note que Im®(z) = Imp, = (Im ff*(x))*. Logo,
dim Im ®(x) < 0o, o que implica que ®(x) € K(H), Vx € X.
Defina
Fi: X xI— F(H)
(z,1) = [f"(z) + tD(z)
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Temos que Fj é uma aplicacdo continua. Fixado (z,t) € X x I, temos que t®(z) € K(H) e
ff*(x) € F(H). Portanto, ff*(z) +t®(x) € F(H). Logo, Fi(X x I) C F(H).
Fi(x,0) = ff*(x)

Note que,
Fi(x,1) = ff*(z) + ®(x)

, Ve € X.
Seja

ffF+®:X — F(H)
v = [f(x) + ®(x)

Acabamos de mostrar que ff* ~ ff*+®: X — F(H).
Vamos mostrar que ff*(z) + ®(z) € GL(H), Vz € X.
Sejah =h;+hy € H= Ker ff*(z)® (Ker ff*(z))* e suponha que (ff*(x)+®(x))(h) = 0.

Entao

(ffH (@) + ®(z))(hy + ha) = 0= ff(x)(ha) + pu(h1) =0+ 0 € Im ff*(x) ® (Im ff*(x))".

Pela unicidade, temos que ff*(z)(hy) = 0 e ¢,(h1) = 0. Como ¢, é isomorfismo, temos
que hy = 0. Observe também que hy € Ker ff*(z) N (Ker ff*(z))* = {0}. Logo, hy = 0.
Portanto, h = hy + hy = 0. Isto mostra que ff*(x) + ®(z) é injetiva.

Para a sobrejetividade, seja h = hy + ho € H = Im ff*(z) N (Im ff*(z))t. Logo, existe
h, € H tal que ff*(z)(h}) = hy. Como H = Ker ff*(x) ® (Ker ff*(x))*, existem h} €
Ker ff*(x) e by € (Ker ff*(z))* tais que ] = by +hy. Dai hy = ff*(z)(R}) = ff*(z)(hy).
Por outro lado, como ¢, ¢ isomorfismo, existe hl, € Ker f f*(x) tal que @, (h}) = ho.
Portanto hy, + hy € Ker ff*(z) ® (Ker ff*(x))* e

(ff*(x) + @(2))(hy + hy) = [ (x)(hy) + u(hy) = hy + hy = h = h € Im [ *(x) + ®(x).

Isto mostra que ff*(z) + ®(x) é sobrejetiva.

Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, temos que a inversa de ff*(z) + ®(z) é continua. Logo,
ffi(z)+ ®(x) € GL(H).

Pelo Corolario 3.1, existe uma aplicagdo continua F' : GL(H)xI — GL(H) tal que F(z,0) =
ze F(z,1)=1dy, V2 € GL(H).

Defina

Fy: X xI— GL(H)
(z,t) = F(ff"(z) + ®(2),1)

Temos que F3 é continua e { Fo(w,0) = [/(x) + @) = ([ 1"+ 2)(x) , Ve € X.
Fy(z,1) = Idy = e(x)
Logo, ff*+P~e: X — GL(H).

Como GL(H) C F(H), temos que ff*+P~e: X — F(H).
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Portanto, ff*~ ff*+®~e: X — F(H), ou seja, [ff*] = [e].
A demonstracao da igualdade [e] = [f* f] é exatamente a mesma.
Logo, [f*] € o inverso de [f] em [X, F(H)].

Portanto, ([X, F(H)],e) ¢ um grupo. O

4.5 Os grupos | X, F(H)] e K(X) sao isomorfos

Nesta secao mostramos que a aplicacao Ind : [X, F(H)] — K(X), definida na Secao 4.3, é

um isomorfismo de grupos.
Teorema 4.2 (Teorema de Atiyah - Janich) A aplicacao

Ind: [X,F(H)] — K(X)
[f] > Ind f

€ um isomorfismo de grupos.

Demonstragao:
Passo 1: Ind é um homomorfismo de grupos.
Primeiramente, observamos que dados operadores lineares T, Ty € F(H), o operador
Tl@TQIHXHHHXH
(h1, he) = (T1(h1), T3 (h2))
é um operador de Fredholm sobre o espaco de Hilbert H x H. De fato,
(a) KerTy @ Ty = KerTy x KerTs.
Para demonstrar essa igualdade, seja (hy, hy) € Ker T} @ Ty, entao
T1 ) Tg(hl, hg) = (0,0) = (Tl(hl),TQ(hg)) = (0,0) = Tl(hl) =0e TQ(hg) =0=
(hl,hg) € KerTy, x KerTs.

Reciprocamente, se (hy, hy) € KerTy x Ker Ty, entdo

T1<h1) =0e Tg(hg) =0= (Tl(h1>,T2(h2)) = (0,0) = T1 D Tg(hl, hz) = (0,0) =
(hl, ]’LQ) € K@’T‘Tl D TQ.
Logo, dim KerT\ ® Ty = dim Ker'T| + dim Ker'T, < oco.
(b) ImT1 @TQ = ImTl X ImTQ
Para demonstrar essa igualdade, seja (hq, hy) € ImT) @ Ty, entao existe (h},h}) € H x H
tal que
T1 ) TQ(hll, hlz) = (hl, hg) = (Tl(hll)7T2<h/2)) = (hl, hg) = Tl(hll) = hl e Tg(h;) = ]’LQ =
(hl,hg) € ImTl X [mT2
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Reciprocamente, seja (hy, hy) € ImTy x Im Ty, entdo existem b} € H e hl, € H tais que

Tl(h/1> = hl e Tg(hé) = h2 = (Tl(hll),TQ(hIQ)) = (hl, hg) = T1 ) Tg(hll, hlz) = (hl, hg) =
(hl,hg) € ]mT1 @TQ

Sejam Ny, No C H tais que H = ImT, & Ny e H=1ImT, ® N,. Entao coKerT; = Ny e
coKerT, = N,. Note que

Hx H=(ImT,®Ny)x (ImTy,® Ny) = (ImTy x ImTy) © (N1 X Np) =
Hx H=(ImT, ®Ty) @ (N X Ny) = coKer Ty ® Ty = N; x Ns.

Logo, dim coKerT) ® Ty = dim Ny 4+ dim Ny < 00.
Portanto, Ty @ 1> € F(H x H).

Sejam f1, fo : X — F(H) aplicacoes continuas. Pelos argumentos anteriores, a aplica¢do

fl@fQX_)F(HXH)
z = fi(x) © fa(x)

estd bem definida e é continua.
Afirmagao 1: Ind f1 @ fo = Ind fi + Ind f, em K(X).
Seja {eq, e1, €2, ...} base ortonormal para H.

Pelo Lema 4.2, existem nq, ny € N tais que,

se n >ny, entdo  Im P, o fi(z) = H,, Vx € X
se n > ng, entdo  Im P, o fo(x) = H,, Vx € X '

Im P, =H, Vre X
Tomando n = max {ny,ny} € N, temos que mPoo fi(2) ‘ .

ImP,o fo(x)=H,, Vr e X
Ind fy = [Ker P, o fi] — [04]

Por definicao, ‘
Ind fy = [Ker P, o f3] — [0,)]

Sabemos que {(eg, 0), (e1,0), (e2,0)...,(0,e0),(0,€1),(0,e2),...} ¢ uma base ortonormal para
o espaco de Hilbert H x H.
Seja H,=H, x H, C Hx H. Como H, = span{en, eni1, ...}, H, é um espago de Hilbert

com base ortonormal {e,,e,i1,...}. Logo H, também é um espaco de Hilbert com base
ortonormal {(e,,0), (€n+1,0),...,(0,€,),(0,€n11), ...}

Logo, H, = span{(en,0), (€n+1,0), -, (0, en), (0, €ns1),---}.

Portanto H: = span {(ey,0), (e1,0), ..., (en_1,0),(0,¢0), (0,€1), ..., (0, en_1)} = H: x HE
pois H:x = span {eg,€1,...,€n 1}

Logo, H x H = H, ® H- = (H, x H,) ® (H* x H}).

Seja ﬁn cHx H= I;Tn &) ﬁj — I;Tn C H x H a projecao ortogonal em fIn
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Se (hy,hs) = (W, BY) + (W, h) € H x H = H, & HE, entao P,(hy, hy) = (I}, h}).

Por outro lado, como (hy, hy) = (h}, hYy) + (B}, hY), temos que hy = b} + 1} € H, & H- ¢
hy = hly + bl € H, ® H-. Logo, P,(hy) = h e P,(hy) = hi,.

Concluimos que ﬁn =P, 3P,

Seja z € X fixado. Observe que

(Puo fr @ fo@))(ha, ha) = (By o fulw) © fo(@))(hy, ha) = Bu(fa(@) (). fa(z) (ha)) =

By @ Po(fi(2)(h), fa(2)(h2)) = (Pu(fi(x)(h1)), Pu(fa(2)(he))) =

((Fno fi(@))(h), (P o fa(x))(ha)) = (Pn o fi(x)) ® (P o fa(x))(ha, he), V(ha, he) € H x H.

Logo, P, o il @ fa(x) = (P, o fi(z)) ® (P, o fa(z)), Vo € X. N

b | M Pao 1@ fala) = Im Py o fi(a) x Im Py o fofa) = Hy x Hy = Hy Vo € X
Ker P,o f1 @ fa(x) = Ker P, o fi(z) x Ker P, o fo(x), Ve € X

Portanto Ind f1 ® fo = |Ker P, o fi ® fo| — [fan], ja que dim HX = dim Hx +dim H:x = 2n.

Como o fibrado trivial 6y, é isomorfo ao fibrado 6,, @ 0,, (ver Exemplo 2.3), temos que
<92n> = <0n D 9n> = <9n> + <9n> = [92n] = [gn] + [en]

Vamos mostrar agora que os fibrados Ker ]Sno fidfoe Ker P,ofi®Ker P,o fy sao isomorfos.
Temos que Ker P, o fi® fo=(FE,m,X), onde
E=U,ex {2} % Ker P, o fi ® fa(z) = U,ex {2} X Ker P, o fi(z) x Ker P, o fy(x)
m(x, hy, hy) = x .
Também temos que Ker P, o f; & Ker P, o fo = (F, p, X), onde
{ F={(x,hy,2,he) |z € X, hy € Ker P, o fi(z), ha € Ker P, o fo(z)}

P($a hlama h2) =T
Defina

g:F—FE
(I7h17x7h2) = (I7h17h2)

Temos que g é continua com inversa

gl ' E—>F
(x7h'17h2) — ($ah17$7h2)

continua. Logo, g ¢ homeomorfismo.

Observe que
™ Og($7h1,$,h2) = ﬂ-(xvhlahZ) =T = p($7h17w7 hZ) = mTog=p.

Como para cada r € X fixado, g,-1({,}) ¢ isomorfismo de espagos vetoriais, temos que 0s
fibrados Ker ﬁn ofi® fae Ker P,o fi ® Ker P, o fy sao isomorfos.
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Logo,
<K€Tﬁn0f1 @f2> = (Ker P,o fi® Ker P,o fo) = (Ker P,o f1) + (Ker P, o fo) =
[Kerﬁn ofi ® fz} = [Ker P, o fi] + [Ker P, o fs].

Portanto,

Ind fi + Ind fo = ([Ker P, o fi] — [0.]) + ([Ker P, o fo] — [0,]) =
([Ker Py o fi] + [Ker Pyo f2]) — ([6n] + [0,]) = |Ker P, o f, ® fz} — [02,] = Ind f1 ® fo.

Isto demonstra a Afirmagao 1.

T T
Observe agora que dados operadores lineares 11, Ty, T3, Ty € L(H), a matriz < Tl T2 )
3 14

representa um operador linear em H X H no seguinte sentido: dado (hy, he) € H X H, entao

T hy \ )
< T Ty ) ( By ) = (T1(h) + To(he), Ts(h) + Tu(ha)) € H x H.

Vamos mostrar que esta matriz representa um operador em £(H x H). A linearidade decorre
do fato que Ty, Ty, T3, Ty sdo operadores lineares. Para a continuidade, seja (ug,v9) € H x H

fixado e seja ((ur,vi)) ey Uma sequéncia em H x H convergente para (ug,vp). Entao
li = li = vp.
Jim e =g e Jim v =g
Como Ty, Ty, T3, Ty € L(H) temos que
’}LTIOIO Ty (ug) = Th(up), ]}LTIOIO Ts(vi) = Ta(vo), ]}1_{20 Ts(ug) = T3(up), ]}1_{20 Ty(v) = Tu(vo).

Portanto,

]}LIEO T1 (uk) + T2<Uk;) = Tl (Uo) + TQ(UQ) (& kh_)rg) Tg(uk> + T4(1}k) = Tg(Uo) =+ T4(Uo).

Dai
Jim (T3 (ur) + To(or), Ty (ur) + Ta(vr)) = (T1(uo) + T2(vo), Ta(uo) + Ta(wo)).
. Ty T
Logo, a matriz _— representa um operador em L(H x H).
3 14

Em particular, se Ty, Ty, € F(H), entao o operador 11 & T, € F(H x H) é representado pela

. 71 0
matriz .
0 Ty
Afirmacgao 2: As aplicagoes fo @ f1 - X — F(H x H)e fifo®e: X — F(H x H) sao
homotopicas. Consequentemente, Ind fo ® fi = Ind f1fo @ e em K(X).
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Para cada z € X fixado, os operadores fo(x) @ fi(z) e fi(z) o fo(x) ® Idy € F(H x H)

podem ser representados, respectivamente, pelas matrizes

fa(z) 0 . fi(z)o fo(z) 0
0 fi(z) 0 Idg |

Seja F': X x I — F(H x H) definida por:
wt

Fla.) oS —sin % fi(z) 0O cos % sinZ fo(z) O
x,t) = :
sin% cos % 0 Idy —sinZ cos % 0 Idy

Temos que F' é uma aplicacao continua.
Vamos mostrar que F'(X x I) C F(H x H). Seja (z,t) € X x I fixado. Observe que as

matrizes
flw) 0N e yerage [ P90 ) w1,

()

representam operadores de Fredholm.

Por outro lado, note que

cosZ —sinZ cos & sinZ Idy O
44 it 94 mt - - ]dHXH
sin 5 cos & —sin 5 cos 0 Idy

cos % sinZ cosT —sin% Idgy 0 14
s mt it s 7t it - Id - HxH-
—sin % cos sinf  cos 0 H

i i Tt i i Tt

L cos 5 sin 7§ cos 5 sin % q CL(H % H
0go, e . representam operadores em GL(H x H).
—sin % cos T

Como GL(H x H) C F(H x H), temos2 que essas matrizes também representam operadores
de Fredholm.

Como a composicao de operadores de Fredholm ainda é um operador de Fredholm temos
que F(x,t) € F(H x H), Y(z,t) € X x I.

Note que

CUEU 00 1, 0 Idy 0 Idy 0 Idyg |

( fi(z)o folz) 0 ) = fi(z) o fo(z) ® Idy = f1f2 B e(x)

i Tt it it
Sin 3 COS 3

0 Idy

SR W S 0 Idy “Idy 0O 0 Idy |

0 filx) ) = fol2) ® filz) = 2 ® fil(w), Vo € X.
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Logo, as aplicagoes fo @ f1: X — F(H x H) e fifo®e: X — F(H x H) sdo homotopicas.
Isto demonstra a Afirmacao 2.

Afirmacao 3: Inde =0 em K(X).

Seja {eq, €1, €2, ...} base ortonormal para H. Tome n = 0.

ImP,oe(x)=ImP,oldy =Imldy =H =H,, Vx € X

Ker Pyoe(z) = Ker Pyoldy = Ker Idy = {0}, Ve e X

Observe que |,y {z} x Ker P, o e(x) = U,cx {z} x {0} = X x {0}. Logo, o fibrado
Ker P, oe é o fibrado trivial 6y = (X x {0}, 7, X).

Dai Inde = [Ker P, oe] — [0,] = [6o] — [o] =0 € K(X).

Isto demonstra a Afirmagao 3.

Temos que

Vamos mostrar agora que Ind ¢ homomorfismo de grupos. Sejam fi, f, : X — F(H)
aplicacoes continuas.

Pela Afirmagao 1 temos que Ind fifo+ Inde = Ind fifa ®e e Ind fo ® f1 = Ind fo + Ind f1.
Pela Afirmacao 2 temos que Ind fifo @ e = Ind fo @ fi.

Pela Afirmacgao 3 temos que Inde = 0.

Dai

I?’Ldflfg = Indf1f2 +0= ]ndf1f2+fnde = Indf1f2 Pe= ]ndf2 @fl —
Ind fo + Ind f = Ind fi + Ind fs.

Logo,
Ind ([f1] @ [f2]) = Ind ([f1f2]) = Ind f1fo = Ind f1 + Ind fo = Ind ([f1]) + Ind ([f2]) -

Portanto, Ind é homomorfismo de grupos.

Passo 2: Ind é uma aplicacao bijetiva.

Seja [X,GL(H)] ={[f] | f: X — GL(H) ¢ continua}, onde [f] denota a classes de homoto-
piade f: X — GL(H).

Como GL(H) C F(H), dada um aplica¢do continua f : X — GL(H) C F(H), temos que
[f] € [X,F(H)]. Dessa maneira [X,GL(H)] C [X,F(H)].

Observamos que ([X,GL(H)],e) é subgrupo de ([X,F(H)],e). De fato, a operagao e esta
bem definida em [X, GL(H)] pois a composi¢ao de operadores em GL(H) ainda é um ope-
rador em GL(H). Temos que [e] € [X,GL(H)]. Por dltimo, como o adjunto de um ope-
rador em GL(H) ainda ¢ um operador em GL(H), temos que se [f] € [X,GL(H)], entao
/17 =1f"] € [X.GL(H)).

Seja A : [X,GL(H)] — [X,F(H)], [f] — [f] a inclusdo. Seja também B : K(X) — {0} o
homomorfismo nulo.

Vamos mostrar que a sequéncia de homomorfismos

Ind

X, GL(H)] - (X, F(H)] 24 k(X) 2 {0}
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é exata, isto é, que Im A = Ker Ind e Im Ind = Ker B.

Com isso teremos que Ind é bijecao.

De fato, pelo Corolario 3.1, existe uma aplicacao continua F': GL(H) x I — GL(H) tal que
F(z,0) ==z

{ F(z,1)=Idy

Seja [f] € [X,GL(H)]. Tome

,Vze€ GL(H).

F': X xI— GL(H)
(z, 1) = F(f(2),1)

Temos que F’ é continua e { F(z,0) = F(f(x),0) = f(x) , Vo e X.
F'(x,1) = F(f(z),1) = Idg = e(x)

Logo, [f] = [e] em [X,GL(H)]. Portanto [X,GL(H)] = 0.
Dai 0 = Im A = Ker Ind e temos que Ind é injetiva.
Por outro lado I'm Ind = Ker B = K(X) e temos que Ind é sobrejetiva.
Afirmacao 1: Im A = Ker Ind.
Seja [f] € I'm A, isto significa que f: X — GL(H) ¢ continua.
Seja {eg, €1, €2, ...} base ortonormal para H. Tome n = 0.

{ ImP,o f(z)=Imf(z)=H=H,, Vr € X
Temos que .

Ker P,o f(z) = Ker f(x) ={0},Vz € X

Observe que |J,.y {2} x Ker P, o f(x) = U,cex {z} x {0} = X x {0}. Logo o fibrado
Ker P, o f & o fibrado trivial 8y = (X x {0}, 7, X).
Por defini¢do, Ind f = [Ker P, o f] — [0,] = [6o] — [6o] = 0.
Logo, Ind ([f]) = Ind f = 0, o que mostra que [f] € Ker Ind.
Reciprocamente, seja [f] € Ker Ind. Seja {eg,e1,es,...} base ortonormal de H e n € N

suficientemente grande tal que Im P, o f(z) = H,, Vx € X. Temos que
0=1Ind([f]) =Ind f=[KerP,o f] — [0, = [Ker P,o f]| =[0,].
Pelo Teorema 2.7, existe N € N tal que
(Ker P,o f®0y) = (0, ®ON).
Mas no Lema 4.5 vimos que vale
(Ors1) = (O ®61) e (Ker Pepqo f) = (Ker Pyo f®6),

para todo k € N suficientemente grande tal que I'm Py o f(x) = Hy, Vo € X.

Por indugao segue que

(Opnin) = (0, DON) e (Ker Pyyuyo f) =(KerP,of®0y).
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Portanto, fazendo m = n + N temos que

(Om) = (0, ®ON) € (Ker Pyof)=(KerP,of®0y).
Dai

(Ker Pyof)=(KerP,of®0x)=(0,®0y)=(On)-

Como dim H- = m, temos que os fibrados 6, = (X x R™, 71,,, X) e £ = (X x HL p, X),
onde p(z,h) = z, sdo isomorfos (ver Exemplo 2.2).

Logo,

(Ker Bpo f) = (0m) = (£) -

Isto significa que existe um homeomorfismo g : J,.y {z} x Ker Py, o f(z) — X x H;: tal
que:

(1) po g(!l?, h) =T, V(ZB, h) S UxeX {ZE} X Ker Py 0 f(fl?),
(2) Para cada z € X fixado, Gl{z}x Ker Pmof(z) ¢ isomorfismo de espagos vetoriais.

Em particular, para cada x € X, existe um isomorfismo de espagos vetoriais
©. : Ker Py o f(x) — H.
Definimos ¢ : X — K(H) da seguinte maneira: para cada = € X,
®(z): H=KerP,o f(z)® (Ker Pyo f(z))* - H:cH
hy + hy = @, (hi)
Dessa maneira ®(z) € L(H). Vamos mostrar que ®(x) é um operador compacto. Note que
Im®(z) = Imy, = H- = dim Im ®(x) = m < occ.

Logo, ®(z) € K(H), Vx € X.
A continuidade da funcao ® segue do fato de que g ¢ um homeomorfismo.

Definimos

F: X xI— F(H)
(x,t) — P, o f(x) +t®(z)

Fi(z,0) = P, o f(x)
Fi(x,1) = Py, o f(z) + ®(x)
Como, para cada (z,t) € X x I fixado, P, o f(z) € F(H) e t®(x) € K(H), temos que
Fi(z,t) = P, o f(z) +t®(z) € F(H). Logo, Fi(X xI) C F(H).

Observamos que Idy e P,, sao operadores de Fredholm de indice zero, logo existe uma

Temos que F é continua e { , Vo e X.
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aplicacdo continua o : I — F(H) tal que o(0) = Idy e a(l) = P,.
Defina

Fy: X x1— F(H)
(z,1) = a(t) o f(2)

Fy(2,0) = a(0) o f(x) = Idy o f(x) = f(x)

Fy(z,1) = (1) o f(x) = Py o f(2)
Para cada (z,t) € X x [ fixado, «(t), f(z) € F(H). Logo, F5(X x I) C F(H) pois a

composicao de operadores de Fredholm ainda é um operador de Fredholm.

Temos que F, é continua e { , Ve € X.

Sejam

Ppof: X — F(H)
x+— P, o f(x)

Ppof+®:X — F(H)
x+— B o f(x)+ ®(2)
Acabamos de mostrar que P,o f~ P,of+®: X — F(H)e fx~ P,of: X — F(H).
Logo, f~ Ppof+®: X — F(H), isto é [f] = [Pno f+ ®] em [X, F(H)].
Vamos mostrar que P, o f(z) + ®(z) € GL(H), Vz € X.

De fato, observe primeiro que Im P,, o f(z) = H,,, Vx € X pois m > n.
Como H = Ker P, o f(x) ® (Ker Py, o f(x))*, dado h = hy + hy € H, temos que

(Pmo f(z) +®(x)))(h) = (Pno f(x))(h) + ®(z)(h) = (P o f(z))(h2) + (1) =
(P © f(2)|(Ker Profn) (h2) + @z(h1) € Im Py o f(z) ® (Im Py o f(x))™.

Logo, podemos representar o operador P, o f(x) + ®(x) € F(H) pela matriz

Pz 0
0 Puo f(@)(Ker Profent )

significando que dado h = hy + hy € H = Ker P, o f(z) ® (Ker P,, o f(x))*, entdo

< o 0 ) ( N ) = 0a(h) + (P 0 f (@) (Ker Praogiey) (h2).

0 Puno f(2)(ker Prof(a))

Temos que ¢, : Ker Py, o f(z) — (ImP,, o f(x))* é um isomorfismo de espacos vetoriais,

logo a sua inversa o, ' : (Im P, o f(x))t — Ker P,, o f(z) é continua.
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Observamos que P, o f(2)|(ker Prof(ay. © (Ker Py o f(x))t — Im Py, o f(x) € bijecio.
De fato se hy € (Ker P, o f(z)) e (Pn o f(x))(hy) = 0 entdo

hy € Ker P, o f(z) N (Ker Py, o f(z))" = {0} = hy = 0.

LOgO7 Pm o f(x>\(Keerof(:C))L é injetiva.
Seja h' € Im P, o f(x), entdo existe h = hy + hy € H = Ker Py, o f(z) ® (Ker P, o f(z))*

tal que

(P o f(2))(h) = h' = (P o f(2))(h1) + (P o f(2))(h2) = I = (P o f(2))(he) = I =
h/ eclm Pm @) f($)|(Kerpmof(I))L.

Logo, P, o f(Z)|(ker Prof(a))t € sobrejetiva.

Como P, o f(x) € F(H) temos que Im P,, o f(x) é um subespago vetorial de H fechado,
logo Im P,, o f(x) ¢ um espaco de Hilbert. Também temos que (Ker P, o f(z))* é um
subespaco vetorial de H fechado, logo (Ker P, o f(z))* é um espago de Hilbert. Pelo
Teorema da Aplicacdo Aberta, a inversa de P, o f(Z)|(ker prof(a)): ¢ Uma transformacio

linear e continua. Vamos denota-la por f(z): Im P, o f(z) — (Ker B, o f(x))*.

O operador

T,:H=({ImP,o f(x))* ®ImP,of(x) = H=KerP,o f(z)® (Ker P, o f(x))*

h=hy+hy— o7 () + fz)(hy)

é linear e continuo.

T, pode ser representado pela matriz

(7 )
0 flx) )’
significando que dado h = hy + hy € (Im P, o f(2))* & Im Py, o f(z) entao
pz' 0 hi\ s
( 0 f(\i/) ) ( h, ) = ¢, () + f(z)(h2).

ez 0 Pa 0 _ [ Tdker Prof() 0
0 f(.fE) 0 Pm © f('r)\(Keerof(:r:))L 0 [d(Ker Ppof(z))t

P 0 Qom_l /9-/ _ Id(Iumof(;r))J- 0
0 Puo f(2)|(ker Prof(a))™ 0 f(x) 0 Tdim poof(x)
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temos que T, = (P,, o f(z) + ®(x))~. Logo, Py o f(x) + ®(x) € GL(H).
Portanto [P, o f + ®] € [X,GL(H)] e

A([Ppof+®])=[Pnof+®]=][f] € X, F(H)]=|[f] € ImA.

Isto demonstra a Afirmagao 1.
Afirmacao 2: ImInd = Ker B < Im Ind = K(X).

Seja {eq, €1, €2, ...} base ortonormal para H. Vamos definir os operadores

T :H—H

[ee) o0
E Aiej — E Ai€i—1
=0 i=1

T,:H—H

o0 o0
E Aiej — E )\iei—H
i=0 i=0

Temos que T e T, sao operadores de Fredholm. De fato,

(1) KerT_ ={>""gNiei | D ooy Ni€im1 = 0} = span {eg} = dim Ker T_ = 1.
(2) KerTy ={> 2o Niei | Domg Ni€ir1 = 0} = {0} = dim Ker Ty = 0.

(3) ImT_ ={>"2, hieii | M €R, 1 <i< oo} =H= coKerT_ ={0} =
dim coKerT_ = 0.

(4) ImTy = {> 2 Neir1 | N € R, 0 <i < oo} = span{e,es,...} =
coKer T, = span{ey} = dimcoKer T, = 1.

Logo T_ e T, sao operadores de Fredholm com indT_ =1 e indT, = —1.
Sabemos do Teorema 2.8 que todo elemento de K(X) é da forma [{] — [fy], onde & é um
fibrado vetorial com base X e N € N. Portanto, dado [¢] — [0n] € K(X), devemos mostrar
que [&] — [On] € Im Ind.
Suponha que exista uma aplicagdo continua f : X — F(H) tal que Ind f = [{] € K(X).
A aplicagao

fi: X — F(H)

x— T,

é continua e ImPyo fi(x) =ImPyoT, =ImT, = Hy, Vz € X.
Observe que Ker Py o fi(x) = Ker PLoT, = KerT, = {0}. Logo o fibrado Ker P, o f; ¢ o
fibrado trivial 6.
Por defini¢ao, Ind f1 = [Ker Py o f1] — [01] = [6o] — [01] = — [01]-

Mostramos no Passo 1 que Ind ¢ homomorfismo de grupos. Logo,

Ind f\f =Ind f¥ + Ind f = Ind fi+...+ Ind fi +Ind f = = [01] — ... — [0a] +[¢].

/

TV v
N vezes N vezes
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Note que

7
v~ ~~

N vezes N vezes

Portanto,

Ind f{'f = [€] = [0n] = Ind ([f"f]) = [€] = [On5] = [€] = [O0n] € Im Ind.

Isto mostra que I'm Ind = K(X). Logo basta mostrarmos que existe uma aplicagao continua
f:X — F(H) tal que Ind f = [{] € K(X).

Seja & = (E, 7, X). Pelo Teorema 2.6, existe um fibrado vetorial n = (F,p, X) tal que
(E®dn) = (0,,), para algum m € N.

Lembramos que £ &n = (G,v,X), onde G = {(e, f) e EX F|n(e)=p(f)}ev:G— X,
vie, f) =m(e) = p(f). Também temos que #,, = (X x R™ m,,, X), onde 7, : X x R"™ — X
¢ a projecao na primeira coordenada. Como (£ @n) = (0,,), existe um homeomorfismo
g: X xR™— G tal que vog=m, e para cada x € X, gz}xrm : {2} X R™ — E, x I, é
isomorfismo de espacos vetoriais.

Em particular, para cada x € X, os espacos vetoriais F, x F, e R™ sdao isomorfos com

isomorfismo dado por

v, R"™ — E, x F,

u— g(z, u)

Vamos escrever o, (u) = (pl(u), p2(u)), u € R™.
Seja

pe : R™ — R™
u— 0, (g3 (u), 0))

a projecao de R™ em E,. Temos que p, € L(R™).
Seja R™ ® H o produto tensorial de R™ e H.
Temos que R"® H = {Zle w @ h; |k €Ny u; € R™, h; € H, para 1 <i < k} é um espaco

de Hilbert com produto interno dado por

() (R"@H) x (R™ @ H) — R

k k
(iumijuzmz) =) BRI
i=1 j=1

i=1 j=1
Em R™ ® H vale a seguinte propriedade:
{ ()\1’&1 + )\211,2) ®h= )\1(U1 ® h) + )\Q(UQ & h)

,onde A\, Ao € R, uy,us € R™e hy,hy € H.
uU® (Alhl + )\th) = )\1(u ® hl) + )\2<’LL & hg)
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Sejam {v1,va,...,vn} e {€o,€1,€2,...} bases ortonormais de R™ e H, respectivamente.
Entao {v; ® eg,v1 @ €1,...;03 ® €, V2 @ €1,...5...;Up & €y, Uy @ €1,...} € base ortonormal
para R™ ® H. Portanto R™ ® H ¢é espaco de Hilbert separavel. Logo, R™ @ H = H.

Dados T' € L(H) e 7 € L(R™), definimos

TRT - R"@H —-R"®H
k k
Zui®hit—>27’(ui)®T(h
i=1 i=1

Temos que 7@ T € L(R™ ® H).

A demonstracao destes fatos pode ser encontrada em [Ka|, pp. 125 a 147.

Para cada z € X fixado, definimos f(z) = p, ® T + (Idgm — p,;) ® Idy. Dessa forma
flz) e LR ® H).

Seja u € R™. Observe que

f@)(u®e) =po(u) @ T-(e;) + (u — ps(u)) ®e;.

J@)(u®e;) =pe(u) @ei1+ (u—p;

f(@)(u®ep) = pa(u) @0+ (u—pr(u) @eg
Vamos mostrar que Ker f(z) = {u®ey|u € R™ e ¢2(u) = 0}.

De fato, se u € R™ e ¢?(u) = 0, entdo

Em particular, {

po(u) = (93 (u), g2 () = (¢z(w),0) = pu(u) = ¢ (¢x(u),0) = u.
Logo,
f@)(u®ey) = (u—p(u) ®eg =0® ey =0=u®ey € Ker f(z).

Reciprocamente, seja Z?Zl u; ® h; € Ker f(x). Como {eg, e1,ea,...} & base ortonormal de
H, para cada j € {1,..., k}, existem escalares )\g € R, i € N tais que h; = > )\z
Logo,

Zu]@)h —Zu] (ZA{@) :ZZAf(uj@Jei):ZZ/\f(uj@ei) =

[e.e]

Z (Z )\guj> ® e;.
i=0 \j=1

Para cada i € N, seja w; = S5, Mu,; € R™. Entio Z?Zl u; @ hy = 0w ® e

j=1"%
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Note que
f(z) (Z w; ® ei) = Z f(@)(w; ® e;) = f(x)(wo ® eq) + Z (@) (w; ® e;) =
(wo — Pa(w0)) @ €0+ Y (Palwi) @ €51 + (wi — pa(w;)) @ €;) =

=1

(wo — pa(wo)) ® € + Zp:c<wi+1) ®e; + Z(wz — po(w;)) ®e; =

1=0 i=1

(wo — pa(wo)) @ €g + pa(w1) @ e + Z (Pe(Wit1) ® € + (Wi — po(w;)) ® €;) =

i=1

Z (Pz(Wig1) ® € + (w; — pa(w;)) @ €;) = Z(px(wiH) + w; — po(w;)) ® e;.

Como Zle u; @h; =Y " w; ®e; € Ker f(x), temos que

f(z) <Z w; ® 62‘) =0= Z(px(wi-l—l) + w; — pe(w;)) ® e; = 0.

=0 =0

Como o conjunto {eg, €1, €, ...} é linearmente independente, por [We|, p. 319, temos que
Pa(Wisn) +w; = pp(wi) = 0, Vi € N ¢ (0, (wirn), 0) +w; — ¢ (5 (wi),0) = 0, Vi € N.
Logo, Vi € N temos:

0a 0y (pa(wiz1),0) + w; — @, ' (ph(w;),0)) = (0,0) =
(02 (wis1),0) + (p(w;), 2 (w;)) — (@, (w;),0) = (0,0) = (g (wiy1), Y2a(w;)) = (0,0).

pz(wir1) =0

pi(wi) =0
Seja ip € {1,2,...} fixado. Entdo w;,, = 0. De fato, tomando i = ip — 1 € N, temos que

Portanto, { , Vi € N.

or(w;y) = pi(wit1) = 0. Tomando i = ig € N, temos que p2(w;,) = ¢2(w;) = 0.

Logo, v, (wi,) = (¢L(w;,), P2 (wi,)) = (0,0). Como ¢, ¢ isomorfismo, temos que w;, = 0.
Portanto, 25:1 u; @ hy = Y 2w ® e = wy ® ey, com wyg € R™ e p2(wg) = 0. Isto é,
S uj®hy € {u@eg|u € R™ e 92 (u) = 0}.

Com isso temos que vale a igualdade Ker f(z) = {u®ey|u € R™ e ¢2(u) = 0}.

Portanto Ker f(z) é isomorfo a E,, com isomorfismo dado pela aplicacao
U, Ker f(x) — E,
u® ey — o (u)

Logo, dim Ker f(z) = dim E, < oo.

Vamos mostrar agora que I'm f(z) = R™®H. Para isso, basta mostrarmos que todo elemento
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da base de R™® H esté na imagem de f(z). Seja v;®ej, 1 <i<m,1 < j <ooum elemento
da base de R™ ® H. Observe primeiramente que
02 (Vi — 0, (23(0i),0)) = @u(v:) — (3 (03),0) = (L3(vi), P3(v:)) — (pg(v:),0) = (0, % (vy))
= 0; — pe(vi) = vi — 0 (0a(03),0) = @, (0, 93 (v3).

Observe também que

{ @u (07 (3 (v3),0)) = (03 (05 (95 (13), 0)), w3 (05 (03(v:), 0))) N
0

(03 (03 (2n(v:),0)), @29y (@r(1:),0))) = @a 0y (03 (i), 0)) = (2h(vs),0)
Pa(y ' (2a(1:),0)) = (@r(@;  (o3(v3),0)),0) =
P (p2(vi)) = @ (s (pa(v:)),0) = @, (s (07 (9n(v:),0)),0) = @ (s (v;),0) =

P (P (vi)) = pa(vi).
Logo,
(@) (pe(vi) ® ej1 + 9,10, 02(1:)) @ €j) = f(2)(pe(vi) @ eji1) + F(2) (050, 02 (v:)) @ €;).

Temos que

J(@)(pe(vi) ® €j11) = pe(Pe(vi)) X T_(€j11) + (p2(vi) — P2(P2(vi))) @ €541 =
P2(Vi) @ €+ (e (Vi) — pa(V3)) ® €41 = pu(vi) ®e; + 0@ ej41 = pa(v;) ® €

F(@)( (0,95 (v) @ €5) = pa(0y (0, 3(v) @ T-(e5)+
(020,95 (v3) = Pa(07 (0, 03 (1)) @ €j = pa(vi — pu(v:)) ® T (e5)+
(vi = pa(vi) = pa(vi = pa(v:)) @ € = (pa(vi) = pa(pa(vi))) @ T-(e)+
(vi = pa(vi) = Po(vi) + Pa(pa(vi)) @ €5 = (Po(vi) — pa(vi)) @ T_(e;)+
(i = pa(vi) = pa(vi) + po(vi)) ® € = (v — P (Vi) ® €.

Dai

F@)(pe(vi) ® €1 + 97 10,05 (03) ® €5) = palvi) @ €5 + (v — pa(v:)) @ €5 =
(P2 (Vi) + v — pa(vi)) ® ej = v; @ ey
Portanto v; ® e; € Im f(x). Logo, coKer f(x) = {0} e dimcoKer f(x) = 0.
Com isso f(z) é um operador de Fredholm, Vx € X. Como R™ ® H = H, temos que
f(z) € F(H), Yx € X. Por isso a aplicagao
f: X — F(H)
v J(2)
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estd bem definida e é continua.

Como Im f(z) = H, Vo € X, pelo Lema 4.3, a terna Ker f = (J,cy {2z} x Ker f(z), 7', X)
¢ um fibrado vetorial com base X. Vamos mostrar que os fibrados Ker f e ¢ sao isomorfos.
Defina

g: U{m}xKerf(x)HE

zeX

(@, h) = a(h)

Temos que ¢ é continua pois g : X x R™ — G é homeomorfismo.

A funcao

g E— U {z} x Ker f(z)

zeX

e — (m(e), vy (e)

também é continua.

Observe que

(1) 5 0 G, ) = 5 (W) = (T(a (1)), Uy, gy (e (h))). Como (k) € ., temos que
w(1a(1) = 7. Togo, (m(1ba(h), Uil oy () = (05 (0 () = (. ).

Portanto, g~ o gz, h) = (2, h), V(z, h) € U,cx {2} x Ker f(z).

(2) G051 (¢) = §r(e). ¥ (€)) = o (U (0)) =, Ve € E.

Isto mostra que §g~! é a inversa da funcao g. Logo, g é homeomorfismo.

Note que
mo ﬁ(x, h) - W(wz(h)) =T = 7T/(IE, h) = To g =7

Seja x € X fixado. Temos que Gj(z}xker f(z) : {7} X Ker f(x) — E, é isomorfismo de espacos
vetoriais, pois ¢, : Ker f(x) — E, é isomorfismo de espagos vetoriais.

Portanto, temos que (Ker f) = (£).

Como f(x) é sobrejetiva, Vo € X, temos por definicdo que Ind f = [Ker f] — [0o] = [£].
Isto demonstra a Afirmagao 2.

Logo, Ind : [X,F(H)] — K(X) ¢ um homomorfismo bijetivo, isto é, um isomorfismo de
grupos.

Concluimos a demonstracao do Teorema. [J
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