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Resumo

Nesta dissertação apresentamos dois resultados, o primeiro devido a N. H. Kuiper e o se-

gundo devido a M. F. Atiyah e K. Jänich. No Capítulo 1, após uma breve introdução à teoria

de homotopia, apresentamos a construção do grupo de Grothendieck de um semigrupo abe-

liano. No Capítulo 2 apresentamos alguns elementos da teoria de �brados vetoriais e de sua

K-teoria. No Capítulo 3 mostramos que todos os grupos de homotopia de GL(H) são nulos.

Este resultado é devido a N. H. Kuiper. Como consequência do Teorema de Kuiper, de-

monstramos um resultado sobre a estrutura topológica dos espaços GL(H) e U(H), a saber,

que ambos são contráteis. No Capítulo 4 apresentamos uma generalização do conceito de

índice de Fredholm de um operador linear agindo sobre um espaço de Hilbert separável H,

e com este conceito de índice generalizado mostramos a existência de um isomor�smo entre

os grupos K(X) e [X,F(H)]. Este último resultado é devido a M. F. Atiyah e K. Jänich.

Palavras-Chave: Grupos de homotopia, grupo de Grothendieck, �brados vetoriais, teo-

rema de Kuiper, índice de Fredholm, teorema de Atiyah - Jänich.



Abstract

In this dissertation we present two results, the �rst one is due to N. H. Kuiper and the

second is due to M. F. Atiyah and K. Jänich. In Chapter 1, after a short introduction to

homotopy theory, we present the Grothendieck group construction of an abelian semigroup.

In Chapter 2 we present some elements of the vector bundles theory and of his K-theory.

In Chapter 3 we show that all homotopy groups of GL(H) are trivial. This result is due

to N. H. Kuiper. As a consequence of Kuiper's Theorem, we demonstrate a result on the

topological structure of the spaces GL(H) and U(H), namely, that both are contractible. In

Chapter 4 we present a generalization of the concept of Fredholm index of a linear operator

acting on a separable Hilbert space H, through this generalized index we show the existence

of an isomorphism between the groups K(X) and [X,F(H)]. This latter result is due to M.

F. Atiyah and K. Jänich.

Key-Words: Homotopy groups, Grothendieck group, vector bundles, Kuiper's theorem,

Fredholm index, Atiyah - Jänich's theorem.
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Introdução

O objetivo da presente dissertação é apresentar com detalhes dois resultados, o primeiro

devido a N. H. Kuiper e o segundo devido a M. F. Atiyah e K. Jänich.

A seguir expomos o conteúdo de cada capítulo.

No Capítulo 1 desenvolvemos alguns conceitos que serão necessários para o entendimento

dos capítulos posteriores. Na primeira seção apresentamos alguns conceitos e resultados

básicos da teoria de homotopia, de�nimos os conceitos de funções homotópicas e espaços

topológicos contráteis. A construção mais importante desta seção são os grupos de homotopia

de um espaço topológico X, denotados por πn(X), n = 1, 2, . . ., que terão um papel central

no Capítulo 3. Na segunda seção mostramos como construir, a partir de um semigrupo

abeliano H, um grupo abeliano K(H), chamado o grupo de Grothendieck de H.

No Capítulo 2 apresentamos um pouco da teoria de �brados vetoriais. Iniciamos com

os conceitos de �brados vetoriais e isomor�smo de �brados vetoriais. Veremos que este

último conceito permite construir um semigrupo abeliano V ect(X), onde X é um espaço

topológico. Denotaremos por K(X) o grupo de Grothendieck de V ect(X). Este grupo será

importante no Capítulo 4. No �nal do capítulo, de�nimos as seções de �brados vetoriais,

que nos permitirão, entre outros, obter resultados importantes sobre a estrutura do grupo

K(X), quando X é um espaço topológico de Hausdor� compacto.

No Capítulo 3 apresentamos o primeiro teorema central da dissertação, devido a N. H.

Kuiper. Este teorema a�rma que todos os grupos de homotopia de GL(H), onde H é um

espaço de Hilbert de dimensão in�nita separável, são nulos. Como aplicação do Teorema

de Kuiper mostraremos dois resultados importantes sobre o tipo de homotopia dos espaços

GL(H) e U(H), a saber, que ambos têm o tipo de homotopia de um ponto, isto é, são

contráteis.

Finalmente, no Capítulo 4, iniciamos com alguns resultados sobre o índice de Fredholm

de um operador linear agindo sobre um espaço de Hilbert H e, a seguir, construímos o índice

generalizado de uma aplicação contínua f : X → F(H), onde X é um espaço topológico

de Hausdor� compacto e F(H) é o conjunto dos operadores de Fredholm. Este índice

generalizado será um elemento do grupo K(X), construído no Capítulo 2. Mostraremos

através de um exemplo que o índice generalizado de fato estende o conceito de índice de

1



INTRODUÇÃO 2

Fredholm. Após isso, mostramos que o índice generalizado é invariante por homotopias, isto

é, provamos que se f : X → F(H) e g : X → F(H) são aplicações homotópicas, então

seus índices generalizados coincidem. Em seguida, de�nimos uma operação no conjunto das

classes de homotopia das aplicações contínuas de X em F(H), denotado por [X,F(H)],

de modo a torná-lo um grupo com esta operação. Concluímos o capítulo com o segundo

resultado central da dissertação, devido a M. F. Atiyah e K. Jänich, a saber, que a aplicação

Ind : [X,F(H)]→ K(X)

[f ] 7→ Ind f

é um isomor�smo de grupos. Este resultado é obtido utilizando-se o Teorema de Kuiper,

demonstrado no Capítulo 3.



Capítulo 1

Preliminares

Neste capítulo apresentamos os principais conceitos da teoria elementar de homotopia e

introduzimos a construção de um grupo abeliano a partir de um semigrupo abeliano, de-

vida a Grothendieck. Estes resultados serão necessários para o entendimento dos capítulos

subsequentes.

1.1 Grupos de homotopia

Nesta seção estudamos o conceito de homotopia e construímos os grupos de homotopia de

um espaço topológico X, πn(X), n = 1, 2, . . ..

Durante esta seção, os símbolos X, Y , Z e W denotarão espaços topológicos de Hausdor�.

Vamos denotar por I o intervalo unitário [0, 1] ⊂ R.

De�nição 1.1 Sejam f, g : X → Y funções contínuas. Dizemos que f é homotópica a g se

existe uma função contínua H : X×I → Y tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X.

Neste caso escrevemos f ≈ g : X → Y .

Suponha que X0 ⊂ X, Y0 ⊂ Y e f (X0) ⊂ Y0, g (X0) ⊂ Y0. Neste caso, escrevemos

f, g : X,X0 → Y, Y0. Se existe uma função contínua H : X × I → Y tal que H(x, 0) = f(x)

e H(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X com H (X0 × I) ⊂ Y0, então também dizemos que f é homotópica

a g e escrevemos f ≈ g : X,X0 → Y, Y0.

Lema 1.1 (i) A relação

f ≈ g : X → Y ⇔ f é homotópica a g

é uma relação de equivalência no conjunto das funções contínuas com domínio X e contra-

domínio Y .

(ii) A relação

f ≈ g : X,X0 → Y, Y0 ⇔ f é homotópica a g

3



CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 4

é uma relação de equivalência no conjunto das funções contínuas com domínio X e contra-

domínio Y , cuja imagem do conjunto X0 está contida em Y0.

Demonstração: (i) Devemos mostrar que a relação ≈ é re�exiva, simétrica e transitiva.

Re�exiva: A função

H : X × I → Y

(x, t) 7→ f(x)

é contínua e H(x, 0) = f(x) = H(x, 1), ∀x ∈ X. Isto mostra que f ≈ f .

Simétrica: Suponha que f ≈ g : X → Y . Isto signi�ca que existe uma função contínua

H : X × I → Y tal que H(x, 0) = f(x) e H(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X.

De�na

H̃ : X × I → Y

(x, t) 7→ H(x, 1− t)

Então H̃ é contínua e H̃(x, 0) = H(x, 1) = g(x), H̃(x, 1) = H(x, 0) = f(x), ∀x ∈ X. Isto

mostra que g ≈ f .

Transitiva: Suponha que f ≈ g : X → Y e g ≈ h : X → Y . Logo, existem funções contínuas

H1, H2 : X × I → Y tais que H1(x, 0) = f(x), H1(x, 1) = g(x), ∀x ∈ X e H2(x, 0) = g(x),

H2(x, 1) = h(x), ∀x ∈ X.

De�na

H : X × I → Y

(x, t) 7→

{
H1(x, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

H2(x, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

Então H é função contínua e

{
H(x, 0) = H1(x, 0) = f(x)

H(x, 1) = H2(x, 1) = h(x)
, ∀x ∈ X.

Isto mostra que f ≈ h.

(ii) A demonstração é a mesma, basta observar que a imagem do conjunto X0×I permanece

em Y0 durante as homotopias. �

Com este resultado, podemos dividir o conjunto C(X, Y ) = {f : X → Y | f é contínua}
em classes de equivalência, que chamaremos classes de homotopia. Denotaremos a classe

de homotopia de f ∈ C(X, Y ) por [f ] e denotaremos por [X, Y ] = {[f ] | f ∈ C(X, Y )} o

conjunto das classes de homotopia das funções contínuas de X em Y .

Também podemos dividir o conjunto C(X,X0;Y, Y0) = {f : X,X0 → Y, Y0 | f é contínua}
em classes de homotopia. Denotaremos também por [f ] a classe de homotopia de f ∈
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C(X,X0;Y, Y0) e por [X,X0;Y, Y0] = {[f ] | f ∈ C(X,X0;Y, Y0)} o conjunto das classes de

homotopia das funções contínuas de X em Y , que levam X0 em Y0.

Proposição 1.1 Sejam F : X → X̃ e G : Y → Ỹ homeomor�smos.

(i) Existe uma bijeção entre os conjuntos [X, Y ] e [ X̃, Ỹ ].

(ii) Suponha que X0 ⊂ X, Y0 ⊂ Y , X̃0 ⊂ X̃ e Ỹ0 ⊂ Ỹ . Se F|X0 : X0 → X̃0 e G|Y0 : Y0 → Ỹ0

são bijeções, então existe uma bijeção entre os conjuntos [X,X0;Y, Y0] e [ X̃, X̃0; Ỹ , Ỹ0 ].

Demonstração: (i) Dada f : X → Y contínua, a função G ◦ f ◦ F−1 : X̃ → Ỹ é contínua.

Suponha que f ≈ g : X → Y , então existe H1 : X × I → Y contínua com H1(x, 0) = f(x) e

H1(x, 1) = g(x),∀x ∈ X. De�na

H̃1 : X̃ × I → Ỹ

(x̃, t) 7→ G ◦H1(F
−1(x̃), t)

Temos que H̃1 é contínua e{
H̃1(x̃, 0) = G ◦H1(F

−1(x̃), 0) = G ◦ f(F−1(x̃)) = G ◦ f ◦ F−1(x̃)

H̃1(x̃, 1) = G ◦H1(F
−1(x̃), 1) = G ◦ g(F−1(x̃)) = G ◦ g ◦ F−1(x̃)

, ∀x̃ ∈ X̃.

Logo G ◦ f ◦ F−1 ≈ G ◦ g ◦ F−1 : X̃ → Ỹ . Portanto está bem de�nida a aplicação

Ψ : [X, Y ]→ [ X̃, Ỹ ]

[f ] 7→ [ G ◦ f ◦ F−1 ]

Vamos mostrar que Ψ é uma bijeção entre os conjuntos [X, Y ] e [ X̃, Ỹ ].

Suponha que [f ] , [g] ∈ [X, Y ] são tais que

Ψ ([f ]) = Ψ ([f ])⇔
[
G ◦ f ◦ F−1

]
=
[
G ◦ g ◦ F−1

]
.

Então existe uma função contínua H̃2 : X̃ × I → Ỹ tal que H̃2(x̃, 0) = (G ◦ f ◦ F−1)(x̃) e

H̃2(x̃, 1) = (G ◦ g ◦ F−1)(x̃), ∀x̃ ∈ X̃.

De�nimos

H2 : X × I → Y

(x, t) 7→ G−1 ◦ H̃2(F (x), t)

Temos que H2 é contínua e{
H2(x, 0) = G−1 ◦ H̃2(F (x), 0) = G−1 ◦ (G ◦ f ◦ F−1)(F (x)) = f(x)

H2(x, 1) = G−1 ◦ H̃2(F (x), 1) = G−1 ◦ (G ◦ g ◦ F−1)(F (x)) = g(x)
, ∀x ∈ X.

Logo [f ] = [g] e Ψ é injetiva.

Seja agora [ f̃ ] ∈ [ X̃, Ỹ ]. A função G−1 ◦ f̃ ◦ F : X → Y é contínua e

Ψ
(

[ G−1 ◦ f̃ ◦ F ]
)

= [ G ◦ (G−1 ◦ f̃ ◦ F ) ◦ F−1 ] = [ f̃ ] .

Portanto Ψ é sobrejetiva.

(ii) A demonstração é a mesma. �
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Lema 1.2 Sejam f0 : X → Y , f1 : X → Y , g : Y → W e h : Z → X funções contínuas.

Suponha que f0 ≈ f1 : X → Y . Então g ◦ f0 ≈ g ◦ f1 : X → W e f0 ◦ h ≈ f1 ◦ h : Z → Y .

Demonstração: Por hipótese, existe uma função contínua F : X×I → Y tal que F (x, 0) =

f0(x) e F (x, 1) = f1(x), ∀x ∈ X. De�nimos as funções

G : X × I → W

(x, t) 7→ g(F (x, t))

e

H : Z × I → Y

(z, t) 7→ F (h(z), t)

Temos que G e H são contínuas. Observe que:{
G(x, 0) = g(F (x, 0)) = g(f0(x))

G(x, 1) = g(F (x, 1)) = g(f1(x))
, ∀x ∈ X e

{
H(z, 0) = F (h(z), 0) = f0(h(z))

H(z, 1) = F (h(z), 1) = f1(h(z))
, ∀z ∈ Z.

Logo, g ◦ f0 ≈ g ◦ f1 : X → W e f0 ◦ h ≈ f1 ◦ h : Z → Y . �

De�nição 1.2 Dados dois espaços topológicos X e Y , dizemos que X tem o mesmo tipo

de homotopia que Y se existem funções contínuas f : X → Y e g : Y → X tais que

f ◦ g ≈ IdY : Y → Y e g ◦ f ≈ IdX : X → X (onde Id{.} denota a função identidade do

espaço {.}). Neste caso dizemos que f e g são equivalências homotópicas e que g ◦ f é a

inversa homotópica de f ◦ g.

Lema 1.3 A relação

X ≈ Y ⇔ X tem o mesmo tipo de homotopia que Y

é uma relação de equivalência no conjunto dos espaços topológicos.

Demonstração: Devemos mostrar que essa relação é re�exiva, simétrica e transitiva.

Re�exiva: Tome f, g = IdX : X → X. f e g são contínuas e f ◦ g = IdX : X → X,

g ◦ f = IdX : X → X. Logo X ≈ X.

Simétrica: Suponha que X ≈ Y , então existem funções contínuas f : X → Y e g : Y → X

tais que f ◦ g ≈ IdY : Y → Y e g ◦ f ≈ IdX : X → X. Tomando f̃ = g : Y → X

e g̃ = f : X → Y , temos que f̃ e g̃ são contínuas e f̃ ◦ g̃ = g ◦ f ≈ IdX : X → X,

g̃ ◦ f̃ = f ◦ g ≈ IdY : Y → Y . Logo Y ≈ X.

Transitiva: Suponha que X ≈ Y e Y ≈ Z. Logo existem funções contínuas f1 : X → Y ,

g1 : Y → X, f2 : Y → Z e g2 : Z → Y tais que f1◦g1 ≈ IdY : Y → Y , g1◦f1 ≈ IdX : X → X,

f2 ◦ g2 ≈ IdZ : Z → Z e g2 ◦ f2 ≈ IdY : Y → Y .

Tome f = f2 ◦ f1 : X → Z e g = g1 ◦ g2 : Z → X. Então f e g são contínuas.
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Como f1 ◦ g1 ≈ IdY : Y → Y , pelo Lema 1.2, (f1 ◦ g1) ◦ g2 ≈ g2 : Z → Y . Novamente pelo

Lema 1.2, f ◦ g = f2 ◦ (f1 ◦ g1 ◦ g2) ≈ f2 ◦ g2 : Z → Z. Como f2 ◦ g2 ≈ IdZ : Z → Z, temos

que f ◦ g ≈ IdZ : Z → Z. De maneira semelhante, mostra-se que g ◦ f ≈ IdX : X → X.

Logo X ≈ Z. �

De�nição 1.3 (a) Sejam X um espaço topológico e Y ⊂ X um subespaço de X. Dizemos

que Y é um retrato de X se existe uma função contínua f : X → Y tal que f(y) = y, ∀y ∈ Y .
Neste caso f é dita uma retração. Se i ◦ f : X → X é homotópica à função IdX : X → X,

onde i : Y → X é a inclusão (isto é, i(y) = y, ∀y ∈ Y ), então Y é chamado uma deformação

retrato de X.

(b) Dado um ponto P ∈ X, temos que {P} ⊂ X e a função constante f : X → {P}, x 7→ P

é contínua. Logo todo ponto {P} ⊂ X é trivialmente uma retrato de X. Se, além disso,

{P} é uma deformação retrato de X, isto é, se a função i◦ f : X → X, x 7→ P é homotópica

a função IdX : X → X, então X é dito contrátil.

Vamos considerar a partir de agora o caso particular em que X = In = [0, 1]× . . .× [0, 1]︸ ︷︷ ︸
n vezes

.

Vamos denotar por İn a fronteira de In, isto é,

İn = {(t1, t2, . . . , tn) ∈ In | existe 1 ≤ i ≤ n tal que ti = 0 ou ti = 1}.
Sejam f, g : In → Y funções contínuas tais que f(1, t2, . . . , tn) = g(0, t2, . . . , tn).

A função

f + g : In −→ Y

(t1, . . . , tn) 7−→

{
f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

está bem de�nida e é contínua.

Seja y0 ∈ Y �xado e seja Mn(Y, y0) =
{
f : In, İn → Y, y0 | f é contínua

}
. Então se

f e g ∈ Mn(Y, y0), está bem de�nida a soma f + g dada acima e f + g ∈ Mn(Y, y0).

Seja πn(Y, y0) = {[f ] | f ∈Mn(Y, y0)} o conjunto das classes de homotopia das funções em

Mn(Y, y0).

Lema 1.4 A aplicação

+ : πn(Y, y0)× πn(Y, y0)→ πn(Y, y0)

([f ] , [g]) 7→ [f + g]

de�ne uma operação no conjunto πn(Y, y0).

Demonstração: Devemos mostrar que a aplicação está bem de�nida, isto é que se [f1] = [f2]

e [g1] = [g2], então [f1 + g1] = [f2 + g2].
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Por hipótese existem funções contínuas F,G : In × I, İn × I → Y, y0 tais que{
F (t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

F (t1, . . . , tn, 1) = f2(t1, . . . , tn)
e

{
G(t1, . . . , tn, 0) = g1(t1, . . . , tn)

G(t1, . . . , tn, 1) = g2(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

De�nimos

H : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
F (2t1, t2, . . . , tn, t) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

G(2t1 − 1, t2, . . . , tn, t) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

H está bem de�nida e é contínua.

Temos que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

H(t1, . . . , tn, 0) =

{
F (2t1, t2, . . . , tn, 0) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

G(2t1 − 1, t2, . . . , tn, 0) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

={
f1(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g1(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f1 + g1(t1, . . . , tn)

e

H(t1, . . . , tn, 1) =

{
F (2t1, t2, . . . , tn, 1) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

G(2t1 − 1, t2, . . . , tn, 1) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

={
f2(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g2(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f2 + g2(t1, . . . , tn).

Logo, [f1 + g1] = [f2 + g2]. �

Teorema 1.1 O par (πn(Y, y0),+) é um grupo, com a operação de soma + de�nida no Lema

1.4.

Demonstração: Devemos mostrar que a operação de soma é associativa, que existe um

elemento neutro em πn(Y, y0) para a soma e que todo elemento de πn(Y, y0) admite um

inverso em πn(Y, y0).

Associatividade da soma: Sejam [f ], [g], [h] ∈ πn(Y, y0). Vamos mostrar que

([f ] + [g]) + [h] = [f ] + ([g] + [h])⇔ [(f + g) + h] = [f + (g + h)] .

Temos que

(f + g) + h (t1, . . . , tn) =

{
f + g (2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

h(t1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

.

Como

f + g (t1, . . . , tn) =

{
f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(t1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

,
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então

(f + g) + h (t1, . . . , tn) =


f(4t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

4

g(4t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
4
≤ t1 ≤ 1

2

h(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

.

De maneira similar,

f + (g + h) (t1, . . . , tn) =


f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(4t1 − 2, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 3

4

h(4t1 − 3, t2, . . . , tn) se 3
4
≤ t1 ≤ 1

.

De�na

H : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→


f( 4t1

1+t
, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1+t

4

g(4t1 − t− 1, t2, . . . , tn) se 1+t
4
≤ t1 ≤ 2+t

4

h(4t1−t−2
2−t , t2, . . . , tn) se 2+t

4
≤ t1 ≤ 1

.

H está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

H(t1, . . . , tn, 0) =


f(4t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

4

g(4t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
4
≤ t1 ≤ 1

2

h(2t1 − 1, , t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= (f + g) + h (t1, . . . , tn)

e

H(t1, . . . , tn, 1) =


f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(4t1 − 2, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 3

4

h(4t1 − 3, , t2, . . . , tn) se 3
4
≤ t1 ≤ 1

= f + (g + h) (t1, . . . , tn).

Isto mostra que (f + g) + h ≈ f + (g + h), ou seja, [(f + g) + h] = [f + (g + h)].

Existência de elemento neutro para soma: De�na

e : In, İn → Y, y0

(t1, . . . , tn) 7→ y0

Então e ∈Mn(Y, y0).

Seja [f ] ∈ πn(Y, y0). Vamos mostrar que

[f ] + [e] = [f ] = [e] + [f ]⇔ [f + e] = [f ] = [e+ f ] .

Logo, [e] será o elemento neutro de πn(Y, y0) com respeito à soma.

De�nimos

H : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
f( 2t1

1+t
, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1+t

2

y0 se 1+t
2
≤ t1 ≤ 1

.
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H está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

H(t1, . . . , tn, 0) =

{
f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

y0 se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f + e (t1, . . . , tn)

e

H(t1, . . . , tn, 1) =

{
f(t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

y0 se 1 ≤ t1 ≤ 1
= f(t1, . . . , tn).

Logo f + e ≈ f ⇔ [f + e] = [f ].

Para a outra igualdade de�nimos

G : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
y0 se 0 ≤ t1 ≤ 1−t

2

f(2t1−1+t
1+t

, t2, . . . , tn) se 1−t
2
≤ t1 ≤ 1

.

G está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

G(t1, . . . , tn, 0) =

{
y0 se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= e+ f (t1, . . . , tn)

e

G(t1, . . . , tn, 1) =

{
y0 se 0 ≤ t1 ≤ 0

f(t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1
= f(t1, . . . , tn).

Portanto e+ f ≈ f ⇔ [e+ f ] = [f ].

Existência de inverso para a soma: Seja [f ] ∈ πn(Y, y0). De�na

g : In, İn → Y, y0

(t1, . . . , tn) 7→ f(1− t1, . . . , tn)

Então g ∈Mn(Y, y0).

Vamos mostrar que

[f ] + [g] = [e] = [g] + [f ]⇔ [f + g] = [e] = [g + f ] .

Logo [g] será o inverso de [f ] em πn(Y, y0) com respeito à soma.

De�nimos

H : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
f(2(1− t)t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(1− 2(1− t)(1− t1), t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

.
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H está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

H(t1, . . . , tn, 0) =

{
f(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f + g(t1, . . . , tn)

e

H(t1, . . . , tn, 1) =

{
f(0, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= y0 se 0 ≤ t1 ≤ 1 = e(t1, . . . , tn).

Logo f + g ≈ e⇔ [f + g] = [e].

Para a outra igualdade de�nimos

G : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
g(2(1− t)t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f(1− 2(1− t)(1− t1), t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

.

G está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

G(t1, . . . , tn, 0) =

{
g(2t1, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= g + f(t1, . . . , tn)

e

G(t1, . . . , tn, 1) =

{
g(0, t2, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f(1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= y0 se 0 ≤ t1 ≤ 1 = e(t1, . . . , tn).

Logo g + f ≈ e⇔ [g + f ] = [e].

Fica assim demonstrado o Teorema. �

Teorema 1.2 Se n ≥ 2, o grupo πn(Y, y0) é abeliano.

Demonstração: Sejam [f ] , [g] ∈ πn(Y, y0). Vamos mostrar que

[f ] + [g] = [g] + [f ]⇔ [f + g] = [g + f ] .

De�nimos as três funções abaixo:

H1 : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→


f(2t1, (1 + t)t2, t3, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2
e 0 ≤ t2 ≤ 1

1+t

g(2t1 − 1, (1 + t)t2 − t, t3, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1 e t

1+t
≤ t2 ≤ 1

y0 caso contrário

,

H2 : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→


f(2t1 − t, 2t2, t3, . . . , tn) se t

2
≤ t1 ≤ 1+t

2
e 0 ≤ t2 ≤ 1

2

g(2t1 + t− 1, 2t2 − 1, t3, . . . , tn) se 1−t
2
≤ t1 ≤ 2−t

2
e 1

2
≤ t2 ≤ 1

y0 caso contrário

,
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H3 : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→


f(2t1 − 1, (2− t)t2, t3, . . . , tn) se 1

2
≤ t1 ≤ 1 e 0 ≤ t2 ≤ 1

2−t

g(2t1, (2− t)t2 + t− 1, t3, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1
2

e 1−t
2−t ≤ t2 ≤ 1

y0 caso contrário

.

Temos que H1, H2 e H3 estão bem de�nidas e são contínuas.

Finalmente, de�nimos

H : In × I, İn × I −→ Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7−→


H1(t1, t2, . . . , tn, 4t) se 0 ≤ t ≤ 1

4

H2(t1, t2, . . . , tn, 4t− 1) se 1
4
≤ t ≤ 1

2

H3(t1, t2, . . . , tn, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

.

Temos que H está bem de�nida e é contínua. Observe que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,

H(t1, t2, . . . , tn, 0) = H1(t1, t2, . . . , tn, 0) =

{
f(2t1, t2, t3, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g(2t1 − 1, t2, t3, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

=

= f + g (t1, . . . , tn)

e

H(t1, t2, . . . , tn, 1) = H3(t1, t2, . . . , tn, 1) =

{
f(2t1 − 1, t2, t3, . . . , tn) se 1

2
≤ t1 ≤ 1

g(2t1, t2, t3, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1
2

=

= g + f (t1, . . . , tn).

Logo, f + g ≈ g + f ⇔ [f + g] = [g + f ]. �

Sejam y0, y1 ∈ Y e suponha que exista uma função contínua α : [0, 1] → Y tal que

α(0) = y0 e α(1) = y1. Isto signi�ca que existe um caminho contínuo em Y conectando y0 a

y1. Vamos mostrar que os grupos πn(Y, y0) e πn(Y, y1) são isomorfos. Para isso, precisaremos

de alguns resultados de Topologia.

Vamos denotar por Bn = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |x2
1 + · · ·+ x2

n ≤ 1} a bola unitária de Rn

e por Sn−1 = {x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn |x2
1 + · · ·+ x2

n = 1} a esfera unitária de Rn.

Lema 1.5 Existe um homeomor�smo ψ : In → Bn tal que ψ|İn : İn → Sn−1 é bijeção.

Demonstração: Ver [Mu2], p. 6.

Lema 1.6 O conjunto In × {0} ∪ İn × I ⊂ In × I é um retrato de In × I.

Demonstração: Primeiramente de�nimos

ρ′ : Bn × I → Bn × {0} ∪ Sn−1 × I

(x, t) 7→


(
x
|x| , 2−

2−t
|x|

)
se |x| ≥ 1− t

2(
2x
2−t , 0

)
se |x| ≤ 1− t

2
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onde escrevemos abreviadamente x = (x1, . . . , xn) e |x| =
√
x2

1 + . . .+ x2
n.

A função ρ′ está bem de�nida e é contínua.

Note que

{
se (x, t) ∈ Bn × {0} , então |x| ≤ 1− t

2
= 1 e ρ′(x, t) = (x, t)

se (x, t) ∈ Sn−1 × I, então 1 = |x| ≥ 1− t
2
e ρ′(x, t) = (x, t)

.

Logo, ρ′(x, t) = (x, t), ∀(x, t) ∈ Bn×{0} ∪ Sn−1× I. Isto mostra que Bn×{0} ∪ Sn−1× I é

um retrato de Bn × I.
Pelo Lema 1.5, existe um homeomor�smo ψ : In → Bn tal que ψ|İn : İn → Sn−1 é uma

bijeção. De�na

ψ′ : In × I → Bn × I

(t1, . . . , tn, t) 7→ (ψ(t1, . . . , tn), t)

Temos que ψ′ é contínua com inversa

ψ′−1 : Bn × I → In × I

(x1, . . . , xn, t) 7→ (ψ−1(x1, . . . , xn), t)

contínua. Logo ψ′ é homeomor�smo.

Note que ψ′|In×{0} : In × {0} → Bn × {0} e ψ′|İn×I : İn × I → Sn−1 × I são bijeções, pois

ψ|İn : İn → Sn−1 é bijeção.

A função ρ = ψ′−1 ◦ ρ′ ◦ ψ′ : In × I → In × {0} ∪ İn × I é contínua e{
se (t1, . . . , tn, t) ∈ In × {0} , então ρ(t1, . . . , tn, t) = ψ′−1 ◦ ψ′(t1, . . . , tn, t) = (t1, . . . , tn, t)

se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I, então ρ(t1, . . . , tn, t) = ψ′−1 ◦ ψ′(t1, . . . , tn, t) = (t1, . . . , tn, t)
.

Logo ρ(t1, . . . , tn, t) = (t1, . . . , tn, t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ In × {0} ∪ İn × I. Isto mostra que

In × {0} ∪ İn × I é um retrato de In × I. �

Corolário 1.1 O conjunto In× I×{0}∪ İn× I× I ⊂ In× I× I é um retrato de In× I× I.

Demonstração: Sejam p1 : In × I → In e p2 : In × I → I as projeções na primeira e

segunda coordenada, respectivamente.

De�na

σ : In × I × I → In × I × {0} ∪ İn × I × I

(t1, . . . , tn, s, t) 7→ (p1 ◦ ρ(t1, . . . , tn, t), s, p2 ◦ ρ(t1, . . . , tn, t))

onde ρ : In × I → In × {0} ∪ İn × I é a função do Lema 1.6.

Temos que σ é função contínua e{
se (t1, . . . , tn, s, t) ∈ In × I × {0} , então σ(t1, . . . , tn, s, t) = (t1, . . . , tn, s, t)

se (t1, . . . , tn, s, t) ∈ İn × I × I, então σ(t1, . . . , tn, s, t) = (t1, . . . , tn, s, t)
.

Logo, σ(t1, . . . , tn, s, t) = (t1, . . . , tn, s, t), ∀(t1, . . . , tn, s, t) ∈ In × I × {0} ∪ İn × I × I. Isto
mostra que In × I × {0} ∪ İn × I × I é um retrato de In × I × I. �
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Lema 1.7 Sejam f0, f̃0 ∈ Mn(Y, y0) e λ ∈ M1(Y, y0). Suponha que exista uma função

contínua K : In × I −→ Y tal que

{
K(t1, . . . , tn, 0) = f0(t1, . . . , tn)

K(t1, . . . , tn, 1) = f̃0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In e

K(t1, . . . , tn, t) = λ(t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I. Suponha também que [λ] = [e], onde [e] é a

identidade do grupo π1(Y, y0). Então [f0] = [ f̃0 ] em πn(Y, y0).

Demonstração: Como [λ] = [e], existe uma função contínua H : I × I, İ × I → Y, y0 tal

que

{
H(t, 0) = λ(t)

H(t, 1) = e(t) = y0

, ∀t ∈ I.

De�na

G′ : In × I × {0} ∪ İn × I × I → Y

(t1, . . . , tn, t, s) 7→

{
K(t1, . . . , tn, t) se (t1, . . . , tn, t, s) ∈ In × I × {0}
H(t, s) se (t1, . . . , tn, t, s) ∈ İn × I × I

Observe que, se (t1, . . . , tn, t, s) ∈ In×I×{0}∩İn×I×I = İn×I×{0}, entãoK(t1, . . . , tn, t) =

λ(t) = H(t, s). Portanto, a função G′ está bem de�nida e é contínua.

Pelo Corolário 1.1, existe uma função contínua σ : In × I × I → In × I × {0} ∪ İn × I × I
tal que σ(t1, . . . , tn, t, s) = (t1, . . . , tn, t, s), ∀(t1, . . . , tn, t, s) ∈ In × I × {0} ∪ İn × I × I.
Seja G = G′ ◦ σ : In × I × I → Y . Temos que G é função contínua e se (t1, . . . , tn, t, s) ∈
In × I × {0} ∪ İn × I × I, então G(t1, . . . , tn, t, s) = G′(t1, . . . , tn, t, s).

Sejam F1, F2, F3 : In × I, İn × I → Y, y0, de�nidas por:
F1(t1, . . . , tn, t) = G(t1, . . . , tn, 0, t)

F2(t1, . . . , tn, t) = G(t1, . . . , tn, t, 1)

F3(t1, . . . , tn, t) = G(t1, . . . , tn, 1, 1− t)
.

Observe que, se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I, então:
F1(t1, . . . , tn, t) = G′(t1, . . . , tn, 0, t) = H(0, t) = y0

F2(t1, . . . , tn, t) = G′(t1, . . . , tn, t, 1) = H(t, 1) = y0

F3(t1, . . . , tn, t) = G′(t1, . . . , tn, 1, 1− t) = H(1, 1− t) = y0

.

Logo F1, F2, F3 : In × I, İn × I → Y, y0 estão bem de�nidas e são funções contínuas.

De�na

F : In × I, İn × I → Y, y0

(t1, . . . , tn, t) 7→


F1(t1, . . . , tn, 4t) se 0 ≤ t ≤ 1

4

F2(t1, . . . , tn, 4t− 1) se 1
4
≤ t ≤ 1

2

F3(t1, . . . , tn, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

Observe que, se t = 1
4
, então F1(t1, . . . , tn, 4t) = G(t1, . . . , tn, 0, 1) = F2(t1, . . . , tn, 4t− 1).

Se t = 1
2
, então F2(t1, . . . , tn, 4t− 1) = G(t1, . . . , tn, 1, 1) = F3(t1, . . . , tn, 2t− 1).

Logo, F está bem de�nida e é contínua. Note que, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,
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{
F (t1, . . . , tn, 0) = F1(t1, . . . , tn, 0) = G′(t1, . . . , tn, 0, 0) = K(t1, . . . , tn, 0) = f0(t1, . . . , tn)

F (t1, . . . , tn, 1) = F3(t1, . . . , tn, 1) = G′(t1, . . . , tn, 1, 0) = K(t1, . . . , tn, 1) = f̃0(t1, . . . , tn)
.

Isto mostra que [f0] = [ f̃0 ] em πn(Y, y0). �

Teorema 1.3 Os grupos πn(Y, y0) e πn(Y, y1) são isomorfos.

Demonstração:

Passo 1: Dada f1 ∈Mn(Y, y1), de�nimos

g̃ : In × {0} ∪ İn × I → Y

(t1, . . . , tn, t) 7→

{
f1(t1, . . . , tn) se (t1, . . . , tn, t) ∈ In × {0}
α(1− t) se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I

.

Dessa forma g̃ está bem de�nida e é contínua.

Seja ρ : In×I → In×{0}∪İn×I a função dada pelo Lema 1.6. Então a função g : In×I → Y ,

g = g̃ ◦ ρ é contínua e g|In×{0}∪İn×I = g̃.

De�na

f0 : In, İn → Y, y0

(t1, . . . , tn) 7→ g(t1, . . . , tn, 1)

Temos que f0 é contínua e f0(t1, . . . , tn) = g(t1, . . . , tn, 1) = g̃(t1, . . . , tn, 1) = α(0) = y0,

∀(t1, . . . , tn) ∈ İn. Logo, f0 ∈Mn(Y, y0).

Passo 2: Seja F : In × I → Y uma função contínua com

F (t1, . . . , tn, t) =

{
f1(t1, . . . , tn) se (t1, . . . , tn, t) ∈ In × {0}
α′(1− t) se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I

,

onde α′ ≈ α : I, 0, 1→ Y, y0, y1.

De�nimos

f̃0 : In, İn → Y, y0

(t1, . . . , tn) 7→ F (t1, . . . , tn, 1)

Temos que f̃0 é contínua e f̃0(t1, . . . , tn) = F (t1, . . . , tn, 1) = α′(0) = y0, ∀(t1, . . . , tn) ∈ İn.
Logo, f̃0 ∈Mn(Y, y0).

Vamos mostrar que [ f̃0 ] = [f0]. Isto signi�ca que a classe de homotopia de f̃0 não depende

da escolha da função contínua F : In × I → Y , com

F (t1, . . . , tn, t) =

{
f1(t1, . . . , tn) se (t1, . . . , tn, t) ∈ In × {0}
α′(1− t) se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I

,

onde α′ ≈ α : I, 0, 1→ Y, y0, y1.

De fato, seja

K : In × I −→ Y

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
g(t1, . . . , tn, 1− 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

F (t1, . . . , tn, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

.
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Então K está bem de�nida e é contínua.

Note que

{
K(t1, . . . , tn, 0) = g(t1, . . . , tn, 1) = f0(t1, . . . , tn)

K(t1, . . . , tn, 1) = F (t1, . . . , tn, 1) = f̃0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Observe também que se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I, então

K(t1, . . . , tn, t) =

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

.

De�nimos

λ : I, İ → Y, y0

t 7→

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

Então λ ∈M1(Y, y0). Temos que K(t1, . . . , tn, t) = λ(t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.

A�rmação: [λ] = [e] em π1(Y, y0), onde [e] é a identidade do grupo π1(Y, y0).

Como α′ ≈ α : I, 0, 1→ Y, y0, y1, existe uma função contínua G : I×I, 0×I, 1×I → Y, y0, y1

tal que G(t, 0) = α(t) e G(t, 1) = α′(t), ∀t ∈ I.
Seja

γ : I, İ → Y, y0

t 7→

{
α′(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

Então γ ∈M1(Y, y0).

De�nimos as funções

H1 : I × I, İ × I −→ Y, y0

(t, s) 7−→

{
α′(2(1− s)t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2(1− s)(1− t)) se 1
2
≤ t ≤ 1

e

H2 : I × I, İ × I −→ Y, y0

(t, s) 7−→

{
G(2t, s) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

.

H1 e H2 estão bem de�nidas e são contínuas. Observe que

H1(t, 0) =

{
α′(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

= γ(t), ∀t ∈ I

e
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H1(t, 1) =

{
α′(0) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(0) se 1
2
≤ t ≤ 1

= y0 = e(t), ∀t ∈ I.

Logo, [γ] = [e] em π1(Y, y0).

Note também que

H2(t, 0) =

{
G(2t, 0) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

=

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

= λ(t), ∀t ∈ I

e

H2(t, 1) =

{
G(2t, 1) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

=

{
α′(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α′(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

= γ(t), ∀t ∈ I.

Logo, [γ] = [λ] em π1(Y, y0).

Portanto, [λ] = [γ] = [e] em π1(Y, y0). Isto demonstra a a�rmação.

Pelo Lema 1.7, [f0] = [ f̃0 ] em πn(Y, y0).

Passo 3: Suponha agora que f1, f
′
1 ∈ Mn(Y, y1) são representantes da mesma classe de

homotopia em πn(Y, y1), isto é, [f1] = [f ′1] em πn(Y, y1). Sejam f0, f
′
0 ∈ Mn(Y, y0) de�nidas

no Passo 1. Logo existem funções contínuas g, g′ : In × I → Y tais que{
g(t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

g(t1, . . . , tn, 1) = f0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In e{

g′(t1, . . . , tn, 0) = f ′1(t1, . . . , tn)

g′(t1, . . . , tn, 1) = f ′0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Também temos que g(t1, . . . , tn, t) = α(1− t) = g′(t1, . . . , tn, t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.
Vamos mostrar que [f0] = [f ′0] em πn(Y, y0). Dessa forma está bem de�nida a aplicação

α∗ : πn(Y, y1)→ πn(Y, y0)

[f1] 7→ [f0]

De fato, como [f1] = [f ′1] em πn(Y, y1), existe uma função contínua H : In× I, İn× I → Y, y1

tal que

{
H(t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

H(t1, . . . , tn, 1) = f ′1(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

De�nimos

F : In × I −→ Y

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
H(t1, . . . , tn, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

g′(t1, . . . , tn, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

.

Então F está bem de�nida e é contínua.

Temos que

{
F (t1, . . . , tn, 0) = H(t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

F (t1, . . . , tn, 1) = g′(t1, . . . , tn, 1) = f ′0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Note que se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I então F (t1, . . . , tn, t) =

{
y1 se 0 ≤ t ≤ 1

2

α(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

.
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Seja

α′ : I, 0, 1→ Y, y0, y1

t 7→

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

y1 se 1
2
≤ t ≤ 1

Então F (t1, . . . , tn, t) = α′(1− t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.
De�nimos

G : I × I, 0× I, 1× I −→ Y, y0, y1

(t, s) 7−→

{
α( 2t

1+s
) se 0 ≤ t ≤ 1+s

2

y1 se 1+s
2
≤ t ≤ 1

Temos que G está bem de�nida e é contínua. Note que

G(t, 0) =

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

y1 se 1
2
≤ t ≤ 1

= α′(t), G(t, 1) =

{
α(t) se 0 ≤ t ≤ 1

y1 se 1 ≤ t ≤ 1
= α(t), ∀t ∈ I.

Isto mostra que α′ ≈ α : I, 0, 1→ Y, y0, y1.

Pelo Passo 2, [f0] = [f ′0].

Passo 4: Mostraremos que a aplicação α∗ : πn(Y, y1) → πn(Y, y0) é um homomor�smo de

grupos. Para isso, sejam [f1] , [f ′1] ∈ πn(Y, y1). Vamos mostrar que

α∗([f1] + [f ′1]) = α∗([f1]) + α∗([f ′1]).

De fato, sejam f0, f
′
0 ∈ Mn(Y, y0) de�nidas no Passo 1. Então existem funções contínuas

g, g′ : In × I → Y tais que{
g(t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

g(t1, . . . , tn, 1) = f0(t1, . . . , tn)
e

{
g′(t1, . . . , tn, 0) = f ′1(t1, . . . , tn)

g′(t1, . . . , tn, 1) = f ′0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Também temos que g(t1, . . . , tn, t) = α(1− t) = g′(t1, . . . , tn, t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.
De�nimos

G : In × I −→ Y

(t1, . . . , tn, t) 7−→

{
g(2t1, t2, . . . , tn, t) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g′(2t1 − 1, t2, . . . , tn, t) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

.

G está bem de�nida e é contínua.

Note que

G(t1, . . . , tn, 0) =

{
g(2t1, t2, . . . , tn, 0) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g′(2t1 − 1, t2, . . . , tn, 0) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

=

=

{
f1(2t1, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f ′1(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f1 + f ′1 (t1, . . . , tn)
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e

G(t1, . . . , tn, 1) =

{
g(2t1, t2, . . . , tn, 1) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

g′(2t1 − 1, t2, . . . , tn, 1) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

=

=

{
f0(2t1, . . . , tn) se 0 ≤ t1 ≤ 1

2

f ′0(2t1 − 1, t2, . . . , tn) se 1
2
≤ t1 ≤ 1

= f0 + f ′0 (t1, . . . , tn).

Se (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I, então G(t1, . . . , tn) = α(1− t).
Pelo Passo 2, temos que

α∗ ([f1 + f ′1]) = [f0 + f ′0] .

Por de�nição, temos que

α∗ ([f1]) = ([f0]) e α∗ ([f ′1]) = ([f ′0]) .

Logo,

α∗([f1] + [f ′1]) = α∗([f1 + f ′1]) = [f0 + f ′0] = [f0] + [f ′0] = α∗([f1]) + α∗([f ′1]).

Logo, α∗ é um homomor�smo de grupos.

Passo 5: Vamos mostrar que α∗ : πn(Y, y1)→ πn(Y, y0) é uma bijeção.

Primeiramente, sejam y2 ∈ Y e β : I, 0, 1→ Y, y1, y2 uma função contínua.

A função

α + β : I → Y

t 7→

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

β(2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

é contínua e

{
α + β (0) = α(0) = y0

α + β (1) = β(1) = y2

.

Portanto, estão de�nidas as aplicações α∗ : πn(Y, y1)→ πn(Y, y0), β∗ : πn(Y, y2)→ πn(Y, y1)

e (α + β)∗ : πn(Y, y2)→ πn(Y, y0), como no Passo 3.

Mostraremos que (α + β)∗ = α∗ ◦ β∗.
Para isso, sejam [f2] ∈ πn(Y, y2) e [f1] ∈ πn(Y, y1) tais que β∗([f2]) = [f1]. Pelo Passo 1,

existe g2 : In × I → Y contínua com

{
g2(t1, . . . , tn, 0) = f2(t1, . . . , tn)

g2(t1, . . . , tn, 1) = f1(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Também temos que g2(t1, . . . , tn, t) = β(1− t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.
Seja agora [f0] ∈ πn(Y, y0) tal que α∗([f1]) = [f0]. Da mesma forma existe g1 : In × I → Y

contínua com

{
g1(t1, . . . , tn, 0) = f1(t1, . . . , tn)

g1(t1, . . . , tn, 1) = f0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.
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Também temos que g1(t1, . . . , tn, t) = α(1− t), ∀(t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I.
De�na

g : In × I → Y

(t1, . . . , tn, t) 7→

{
g2(t1, . . . , tn, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

g1(t1, . . . , tn, 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

Temos que g está bem de�nida e é contínua. Note que{
g(t1, . . . , tn, 0) = g2(t1, . . . , tn, 0) = f2(t1, . . . , tn)

g(t1, . . . , tn, 1) = g1(t1, . . . , tn, 1) = f0(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Para (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I temos que

g(t1, . . . , tn, t) =

{
β(1− 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

α(2− 2t) se 1
2
≤ t ≤ 1

= α + β (1− t).

Logo, temos que (α + β)∗([f2]) = [f0].

Portanto,

α∗ ◦ β∗([f2]) = α∗(β∗([f2])) = α∗([f1]) = [f0] = (α + β)∗([f2]), ∀ [f2] ∈ πn(Y, y2)⇒

(α + β)∗ = α∗ ◦ β∗.

Vamos tomar, em particular, y2 = y0 e β : I, 0, 1→ Y, y1, y0; β(t) = α(1− t).
Mostraremos que [α + β] = [e] em π1(Y, y0), onde [e] é a identidade de π1(Y, y0).

Para isto, considere a função

G : I × I, İ × I → Y, y0

(t, s) 7→

{
α(2(1− s)t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

β(1− 2(1− s)(1− t)) se 1
2
≤ t ≤ 1

Temos que G está bem de�nida e é contínua. Note que

G(t, 0) =

{
α(2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

β(2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

= α + β (t), ∀t ∈ I e

G(t, 1) =

{
α(0) se 0 ≤ t ≤ 1

2

β(1) se 1
2
≤ t ≤ 1

= y0 = e(t), ∀t ∈ I.

Logo, [α + β] = [e] em π1(Y, y0).

Com isso temos que (α + β)∗ = Idπn(Y,y0) : πn(Y, y0)→ πn(Y, y0).

De fato, dada [f0] ∈ πn(Y, y0), tome

g : In × I → Y

(t1, . . . , tn, t) 7→ f0(t1, . . . , tn)
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Então, para (t1, . . . , tn, t) ∈ İn × I, temos

{
g(t1, . . . , tn, t) = y0 = e(1− t)
[α + β] = [e] ∈ π1(Y, y0)

.

Portanto,

(α + β)∗([f0]) = [f0] = Idπn(Y,y0) ([f0]) , ∀ [f0] ∈ πn(Y, y0)⇒

α∗ ◦ β∗ = (α + β)∗ = Idπn(Y,y0) : πn(Y, y0)→ πn(Y, y0).

De maneira semelhante mostramos que [β + α] = [e′] ∈ π1(Y, y1), onde [e′] é a identidade de

π1(Y, y1) e concluímos que β∗ ◦ α∗ = (β + α)∗ = Idπn(Y,y1) : πn(Y, y1)→ πn(Y, y1).

Portanto, α∗ : πn(Y, y1) → πn(Y, y0) é invertível com inversa β∗ : πn(Y, y0) → πn(Y, y1). Ou

seja, α∗ é uma bijeção.

Pelos Passos 4 e 5, concluímos que α∗ : πn(Y, y1)→ πn(Y, y0) é isomor�smo de grupos.

Logo, os grupos πn(Y, y0) e πn(Y, y1) são isomorfos. �

Proposição 1.2 Seja f : X, x0 → Y, y0 uma função contínua. Então existe um homomor-

�smo de grupos f ∗ : πn(X, x0) → πn(Y, y0). Se g : Y, y0 → Z, z0 também é uma função

contínua, então vale (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f ∗ : πn(X, x0)→ πn(Z, z0).

Demonstração: Sejam h, h′ ∈ Mn(X, x0) tais que [h] = [h′] em πn(X, x0). Logo, existe

uma função contínua F : In × I, İn × I → X, x0 tal que

{
F (t1, . . . , tn, 0) = h(t1, . . . , tn)

F (t1, . . . , tn, 1) = h′(t1, . . . , tn)
,

∀(t1, . . . , tn) ∈ In.
A função F ′ = f ◦ F : In × I, İn × I → Y, y0 é contínua e{
F ′(t1, . . . , tn, 0) = f ◦ F (t1, . . . , tn, 0) = f ◦ h(t1, . . . , tn)

F ′(t1, . . . , tn, 1) = f ◦ F (t1, . . . , tn, 1) = f ◦ h′(t1, . . . , tn)
, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In.

Logo, [f ◦ h] = [f ◦ h′] em πn(Y, y0).

Portanto está bem de�nida a aplicação

f ∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0)

[h] 7→ [f ◦ h] .

Vamos mostrar que f ∗ é homomor�smo de grupos. Para isso, sejam [h1] , [h2] ∈ πn(X, x0).

Note que

f ∗([h1] + [h2]) = f ∗([h1 + h2]) = [f ◦ (h1 + h2)] .

Como f ◦ (h1 + h2) = f ◦ h1 + f ◦ h2, temos que

[f ◦ (h1 + h2)] = [f ◦ h1 + f ◦ h2] = [f ◦ h1] + [f ◦ h2] = f ∗([h1]) + f ∗([h2]).

Logo,

f ∗([h1] + [h2]) = f ∗([h1]) + f ∗([h2]).
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Isto mostra que f ∗ : πn(X, x0)→ πn(Y, y0) é homomor�smo de grupos.

Seja agora g : Y, y0 → Z, z0 uma função contínua. Dada [h] ∈ πn(X, x0), temos que

(g ◦ f)∗([h]) = [(g ◦ f) ◦ h] .

Por outro lado,

g∗ ◦ f ∗([h]) = g∗(f ∗([h])) = g∗([f ◦ h]) = [g ◦ (f ◦ h)] .

Como (g ◦ f) ◦ h = g ◦ (f ◦ h), temos que (g ◦ f)∗ = g∗ ◦ f ∗. �

Suponha que X é conexo por caminhos. Então, pelo Teorema 1.3, os grupos πn(X, x0) e

πn(X, x1) são isomorfos, quaisquer que sejam x0, x1 ∈ X. Neste caso o ponto base x0 ∈ X
é irrelevante e faz sentido denotar πn(X, x0) por πn(X), qualquer que seja x0 ∈ X.

Teorema 1.4 Sejam X e Y espaços topológicos conexos por caminhos que têm o mesmo

tipo de homotopia. Então os grupos πn(X) e πn(Y ) são isomorfos.

Demonstração: Como X e Y têm o mesmo tipo de homotopia existem funções contínuas

f : X → Y e g : Y → X tais que f ◦ g ≈ IdY : Y → Y e g ◦ f ≈ IdX : X → X.

Fixe x0 ∈ X e sejam y0 = f(x0) ∈ Y , x1 = g(y0) ∈ X, y1 = f(x1) ∈ Y .

Pela Proposição 1.2, f induz os seguintes homomor�smos:

{
f ∗0 : πn(X, x0)→ πn(Y, y0)

f ∗1 : πn(X, x1)→ πn(Y, y1)
.

Pelo mesmo motivo, g induz o seguinte homomor�smo: g∗ : πn(Y, y0)→ πn(X, x1).

Seja h ∈Mn(X, x0). Como g◦f ≈ IdX : X → X, existe uma função contínuaH : X×I → X

tal que

{
H(x, 0) = x

H(x, 1) = g ◦ f(x)
, ∀x ∈ X.

De�nimos

H ′ : In × I → X

(t1, . . . , tn, t) 7→ H(h(t1, . . . , tn), t)

Temos que H ′ é contínua e, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,{
H ′(t1, . . . , tn, 0) = H(h(t1, . . . , tn), 0) = h(t1, . . . , tn)

H ′(t1, . . . , tn, 1) = H(h(t1, . . . , tn), 1) = g ◦ f(h(t1, . . . , tn)) = g ◦ f ◦ h(t1, . . . , tn)
.

Se (t1, . . . , tn) ∈ İn então H ′(t1, . . . , tn, t) = H(h(t1, . . . , tn, t)) = H(x0, t).

De�na

α : I → X

t 7→ H(x0, 1− t)

Temos que α é contínua e

{
α(0) = H(x0, 1) = g ◦ f(x0) = g(y0) = x1

α(1) = H(x0, 0) = x0

.

Seja α∗ : πn(X, x0)→ πn(X, x1) o isomor�smo de grupos dado pelo Teorema 1.3. Temos que
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α∗([h]) = [g ◦ f ◦ h].

Por outro lado, g∗ ◦ f ∗0 ([h]) = (g ◦ f)∗([h]) = [g ◦ f ◦ h]. Como [h] ∈ πn(X, x0) é arbitrário,

temos que α∗ = g∗ ◦ f ∗0 . Portanto g∗ ◦ f ∗0 é isomor�smo de grupos.

Vamos mostrar que g∗ : πn(Y, y0) → πn(X, x1) é sobrejetiva. Seja [h] ∈ πn(X, x1). Como

g∗ ◦ f ∗0 é sobrejetiva, existe [h′] ∈ πn(X, x0) tal que g∗ ◦ f ∗0 ([h′]) = [h].

Logo f ∗0 ([h′]) ∈ πn(Y, y0) e g∗(f ∗0 ([h′])) = [h]. Portanto g∗ é sobrejetiva.

Seja agora h ∈ Mn(Y, y0). Como f ◦ g ≈ IdY : Y → Y , existe uma função contínua

H : Y × I → Y tal que

{
H(y, 0) = y

H(y, 1) = f ◦ g(y)
, ∀y ∈ Y .

De�nimos

H ′ : In × I → Y

(t1, . . . , tn, t) 7→ H(h(t1, . . . , tn), t)

Temos que H ′ é contínua e, ∀(t1, . . . , tn) ∈ In,{
H ′(t1, . . . , tn, 0) = H(h(t1, . . . , tn), 0) = h(t1, . . . , tn)

H ′(t1, . . . , tn, 1) = H(h(t1, . . . , tn), 1) = f ◦ g(h(t1, . . . , tn)) = f ◦ g ◦ h(t1, . . . , tn)
.

Se (t1, . . . , tn) ∈ İn então H ′(t1, . . . , tn, t) = H(h(t1, . . . , tn), t) = H(y0, t).

A função

α : I → Y

t 7→ H(y0, 1− t)

é contínua e

{
α(0) = H(y0, 1) = f ◦ g(y0) = f(x1) = y1

α(1) = H(y0, 0) = y0

.

Seja α∗ : πn(Y, y0)→ πn(Y, y1) o isomor�smo de grupos dado pelo Teorema 1.3. Temos que

α∗([h]) = [f ◦ g ◦ h].

Por outro lado, f ∗1 ◦ g∗([h]) = (f ◦ g)∗([h]) = [f ◦ g ◦ h]. Como [h] ∈ πn(Y, y0) é arbitrário,

temos que α∗ = f ∗1 ◦ g∗. Portanto f ∗1 ◦ g∗ é isomor�smo de grupos.

Vamos mostrar que g∗ : πn(Y, y0) → πn(X, x1) é injetiva. Sejam [h1] , [h2] ∈ πn(Y, y0) tais

que g∗([h1]) = g∗([h2]). Então

f ∗1 (g∗([h1])) = f ∗1 (g∗([h2]))⇔ f ∗1 ◦ g∗([h1]) = f ∗1 ◦ g∗([h2]).

Como f ∗1 ◦ g∗ é injetiva, temos que [h1] = [h2]. Portanto g∗ é injetiva.

Logo, g∗ : πn(Y, y0) → πn(X, x1) é um homomor�smo bijetivo, isto é, um isomor�smo de

grupos. Isto mostra que os grupos πn(X) e πn(Y ) são isomorfos. �

Vamos denotar por Bn
+ = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Sn |xn+1 ≥ 0} o hemisfério norte de Sn e

por Bn
− = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Sn |xn+1 ≤ 0} o hemisfério sul de Sn.
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Observe que S̃n−1 = {(x1, . . . , xn, xn+1) ∈ Rn+1 |xn+1 = 0 e (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1} é subcon-

junto de Bn
+ e Bn

−.

Lema 1.8 Existem homeomor�smos ψ1 : Bn → Bn
+ e ψ2 : Bn → Bn

− tais que ψ1|Sn−1 :

Sn−1 → S̃n−1 e ψ2|Sn−1 : Sn−1 → S̃n−1 são bijeções.

Demonstração: De�na

φ1 : Bn
+ → Bn

(x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

Temos que φ1 é contínua e tem inversa

φ−1
1 : Bn → Bn

+

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn,
√

1− (x1
2 + . . . xn2))

contínua também. Logo φ1 é homeomor�smo.

Observamos que φ1|S̃n−1 : S̃n−1 → Sn−1 é bijeção. De fato, φ1|S̃n−1 é injetiva pois φ1 é

injetiva. Para a sobrejetividade, seja (x1, . . . , xn) ∈ Sn−1. Temos que (x1, . . . , xn, 0) ∈ S̃n−1

e φ1(x1, . . . , xn, 0) = (x1, . . . , xn). Isto mostra que φ1|S̃n−1 é sobrejetiva.

Tome ψ1 = φ−1
1 .

De maneira semelhante de�nimos

φ2 : Bn
− → Bn

(x1, . . . , xn, xn+1) 7→ (x1, . . . , xn)

Temos que φ2 é contínua e tem inversa

φ−1
2 : Bn → Bn

−

(x1, . . . , xn) 7→ (x1, . . . , xn,−
√

1− (x1
2 + . . . xn2))

contínua também. Logo φ2 é homeomor�smo. Do mesmo modo anterior mostra-se que

φ2|S̃n−1 : S̃n−1 → Sn−1 é bijeção. Tome ψ2 = φ−1
2 . �

Lema 1.9 Existem homeomor�smos φ1 : In → Bn
+ e φ2 : In → Bn

− tais que φ1|İn : İn →
S̃n−1 e φ2|İn : İn → S̃n−1 são bijeções.

Demonstração: Basta tomar φ1 = ψ1 ◦ ψ e φ2 = ψ2 ◦ ψ, onde ψ : In → Bn é dada pelo

Lema 1.5 e ψ1 : Bn → Bn
+, ψ2 : Bn → Bn

− são dadas pelo Lema 1.8. �

Como IdY : Y → Y é homeomor�smo, pela Proposição 1.1, existe uma bijeção entre os

conjuntos πn(Y, y0) e
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
e entre os conjuntos πn(Y, y0) e

[
Bn
−, S̃

n−1;Y, y0

]
.
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Teorema 1.5 Seja p0 = (1, 0, . . . , 0) ∈ Sn. Então existe uma bijeção entre os conjuntos

πn(Y, y0) e [Sn, p0;Y, y0].

Demonstração: Vamos exibir uma bijeção entre os conjuntos
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
e [Sn, p0;Y, y0].

Como já sabemos existir uma bijeção entre πn(Y, y0) e
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
, o Teorema �ca de-

monstrado.

Primeiramente vamos de�nir uma função contínua Φ : Bn
+, S̃

n−1 → Sn, p0 tal que Φ|Bn+−S̃n−1 :

Bn
+ − S̃n−1 → Sn − p0 é uma bijeção.

Seja q0 = (0, . . . , 0,−1) ∈ Sn. De�na

ρ : Sn, q0 → Sn, p0

(x1, x2, . . . , xn, xn+1) 7→ (−xn+1, x2, . . . , xn, x1)

Temos que ρ é contínua.

De�na também

γ : Bn
+, S̃

n−1 → Sn, q0

(x1, . . . , xn, xn+1) 7→


(√

1−(2xn+1−1)2

1−x2
n+1

x1, . . . ,

√
1−(2xn+1−1)2

1−x2
n+1

xn, 2xn+1 − 1

)
se xn+1 6= 1

(2x1, . . . , 2xn, 2xn+1 − 1) se xn+1 = 1

Observe que γ também é contínua pois

lim
xn+1→1

√
1− (2xn+1 − 1)2

1− x2
n+1

= 2.

Logo, a função Φ = ρ ◦ γ : Bn
+, S̃

n−1 → Sn, p0 é contínua e Φ|Bn+−S̃n−1 : Bn
+− S̃n−1 → Sn− p0

é bijeção pois γ|Bn+−S̃n−1 : Bn
+ − S̃n−1 → Sn − q0 e ρ|sn−q0 : Sn − q0 → Sn − p0 são bijeções.

Dada f : Sn, p0 → Y, y0 contínua, temos que f ◦ Φ : Bn
+, S̃

n−1 → Y, y0 é contínua.

Suponha que [f ] = [f ′] em [Sn, p0;Y, y0].

Isto signi�ca que existe uma função contínua H : Sn × I, p0 × I → Y, y0 tal que{
H(x1, . . . , xn+1, 0) = f(x1, . . . , xn+1)

H(x1, . . . , xn+1, 1) = f ′(x1, . . . , xn+1)
, ∀(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn.

De�nimos

H ′ : Bn
+ × I, Sn−1 × I → Y, y0

(x1, . . . , xn+1, t) 7→ H(Φ(x1, , . . . , xn+1), t)

H ′ é contínua e

{
H ′(x1, . . . , xn+1, 0) = f(Φ(x1, . . . , xn+1))

H ′(x1, . . . , xn+1, 1) = f ′(Φ(x1, . . . , xn+1))
, ∀(x1, . . . , xn+1) ∈ Bn

+.

Logo [f ◦ Φ] = [f ′ ◦ Φ] em
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
.
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Portanto, está bem de�nida a seguinte aplicação

Γ : [Sn, p0;Y, y0]→
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
[f ] 7→ [f ◦ Φ]

Vamos mostrar que Γ é uma bijeção.

Para a sobrejetividade, seja g : Bn
+, S̃

n−1 → Y, y0 contínua. De�nimos

Φg : Sn, p0 −→ Y, y0

(x1, . . . , xn+1) 7−→

{
g(Φ−1(x1, . . . , xn+1)) se (x1, . . . , xn+1) 6= p0

y0 se (x1, . . . , xn+1) = p0

Vamos mostrar que Φg é contínua. De fato, se A ⊂ Y é fechado, da continuidade de g,

g−1(A) ⊂ Bn
+ é fechado, logo compacto (pois Bn

+ é compacto). Como Φ−1
g (A) = Φ(g−1(A)),

temos que Φ(g−1(A)) ⊂ Sn é compacto, logo fechado. Portanto Φ−1
g (A) é fechado, mostrando

a continuidade de Φg. Logo, [Φg] ∈ [Sn, p0;Y, y0].

Como

Γ ([Φg]) = [Φg ◦ Φ] = [g] ,

temos que Γ é sobrejetiva.

Para a injetividade, sejam [f ] , [f ′] ∈ [Sn, p0;Y, y0] tais que

Γ ([f ]) = Γ ([f ′])⇔ [f ◦ Φ] = [f ′ ◦ Φ] .

Logo, existe uma função contínua G : Bn
+ × I, S̃n−1 × I → Y, y0 tal que{

G(x1, . . . , xn+1, 0) = f ◦ Φ(x1, . . . , xn+1)

G(x1, . . . , xn+1, 1) = f ′ ◦ Φ(x1, . . . , xn+1)
, ∀(x1, . . . , xn+1) ∈ Bn

+.

De�na

G′ : Sn × I, p0 × I −→ Y, y0

(x1, . . . , xn+1, t) 7−→

{
G(Φ−1(x1, . . . , xn+1), t) se (x1, . . . , xn+1) 6= p0

y0 se (x1, . . . , xn+1) = p0

Temos que G′ é contínua. Observe que, ∀(x1, . . . , xn+1) ∈ Sn,

G′(x1, . . . .xn+1, 0) =

{
G(Φ−1(x1, . . . , xn+1), 0) se (x1, . . . , xn+1) 6= p0

y0 se (x1, . . . , xn+1) = p0

= f(x1, . . . , xn+1) e

G′(x1, . . . .xn+1, 1) =

{
G(Φ−1(x1, . . . , xn+1), 1) se (x1, . . . , xn+1) 6= p0

y0 se (x1, . . . , xn+1) = p0

= f ′(x1, . . . , xn+1).

Logo [f ] = [f ′] em [Sn, p0;Y, y0]. Isto mostra que Γ é injetiva.

Temos que Γ é uma bijeção entre [Sn, p0;Y, y0] e
[
Bn

+, S̃
n−1;Y, y0

]
. �
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1.2 O grupo de Grothendieck

O grupo de Grothendieck é uma construção em Álgebra na qual, a partir de um semigrupo

abeliano H, constrói-se um grupo abeliano K(H).

De�nição 1.4 Dizemos que o par (H,+) é um semigrupo abeliano se em H está de�nida

uma operação

+ : H ×H → H

(a, b) 7→ a+ b

que satisfaz:

(a) a+ (b+ c) = (a+ b) + c, ∀a, b, c ∈ H;

(b) a+ b = b+ a, ∀a, b ∈ H;

Se além disso em H existe um elemento e (o qual é necessariamente único) tal que a + e =

a = e+ a, ∀a ∈ H, então H é dito um semigrupo abeliano com elemento neutro e.

Consideremos o conjunto H×H = {(a, b) | a, b ∈ H}. Vamos de�nir em H×H a seguinte

relação binária: (a1, b1) ≈ (a2, b2)⇔ existe h ∈ H tal que a1 + b2 + h = b1 + a2 + h.

Lema 1.10 A relação

(a1, b1) ≈ (a2, b2)⇔ existe h ∈ H tal que a1 + b2 + h = b1 + a2 + h

é uma relação de equivalência em H ×H.

Demonstração: Vamos mostrar que a relação é simétrica, re�exiva e transitiva.

Re�exiva: Seja (a, b) ∈ H × H, tome h ∈ H qualquer, então a + b + h = b + a + h, logo

(a, b) ≈ (a, b).

Simétrica: Suponha que (a1, b1) ≈ (a2, b2), isto signi�ca que existe h ∈ H tal que a1+b2+h =

b1 + a2 + h. Então é claro que a2 + b1 + h = b2 + a1 + h, logo (a2, b2) ≈ (a1, b1).

Transitiva: Suponha que (a1, b1) ≈ (a2, b2) e (a2, b2) ≈ (a3, b3).

Então existem h, h′ ∈ H tais que

{
a1 + b2 + h = b1 + a2 + h

a2 + b3 + h′ = b2 + a3 + h′
.

Daí,

(a1 + b2 + h) + (a2 + b3 + h′) = (b1 + a2 + h) + (b2 + a3 + h′)⇔

a1 + b3 + (b2 + a2 + h+ h′) = b1 + a3 + (b2 + a2 + h+ h′).

Como b2 + a2 + h+ h′ ∈ H, temos que (a1, b1) ≈ (a3, b3). �

Pelo Lema 1.10, podemos dividir o conjunto H ×H em classes de equivalência. Vamos

denotar a classe de equivalência de um elemento (a, b) ∈ H × H por (a, b). Dessa forma,
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(a, b) = {(a′, b′) ∈ H ×H | existe h ∈ H tal que a+ b′ + h = b+ a′ + h}.
Vamos denotar o conjunto

{
(a, b) | (a, b) ∈ H ×H

}
por K(H).

Lema 1.11 A aplicação

+ : K(H)×K(H)→ K(H)(
(a1, b1), (a2, b2)

)
7→ (a1 + a2, b1 + b2)

de�ne uma operação em K(H).

Demonstração: Devemos mostrar que a aplicação está bem de�nida, isto é, vamos mostrar

que se (a′1, b
′
1) = (a1, b1) e (a′2, b

′
2) = (a2, b2), então (a′1 + a′2, b

′
1 + b′2) = (a1 + a2, b1 + b2). Por

hipótese existem h1, h2 ∈ H tais que

{
a′1 + b1 + h1 = b′1 + a1 + h1

a′2 + b2 + h2 = b′2 + a2 + h2

.

Então

(a′1 + b1 + h1) + (a′2 + b2 + h2) = (b′1 + a1 + h1) + (b′2 + a2 + h2)⇔

(a′1 + a′2 + b1 + b2) + (h1 + h2) = (b′1 + b′2 + a1 + a2) + (h1 + h2).

Como h1 + h2 ∈ H temos que:

(a′1 + a′2, b
′
1 + b′2) ≈ (a1 + a2, b1 + b2)⇔ (a′1 + a′2, b

′
1 + b′2) = (a1 + a2, b1 + b2). �

Teorema 1.6 O conjunto K(H) com a operação de�nida no Lema 1.11 é um grupo abeliano.

Demonstração: Devemos mostrar que a operação em K(H) é associativa, comutativa, que

existe um elemento neutro em K(H) e que todo elemento de K(H) tem inverso em K(H).

Associatividade: Sejam (a1, b1), (a2, b2), (a3, b3) ∈ K(H). Temos que:(
(a1, b1) + (a2, b2)

)
+ (a3, b3) = (a1 + a2, b1 + b2) + (a3, b3) =

((a1 + a2) + a3, (b1 + b2) + b3) = (a1 + (a2 + a3), b1 + (b2 + b3)) =

(a1, b1) + (a2 + a3, b2 + b3) = (a1, b1) +
(

(a2, b2) + (a3 + b3)
)
.

Comutatividade: Sejam (a1, b1), (a2, b2) ∈ K(H). Então

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2) = (a2 + a1, b2 + b1) = (a2, b2) + (a1, b1).

Existência de elemento neutro: Seja h ∈ H �xado. Se h′ ∈ H é outro elemento de H então

(h, h) = (h′, h′). De fato, basta tomar qualquer h′′ ∈ H que temos h+h′+h′′ = h+h′+h′′, logo

(h, h) ≈ (h′, h′). Portanto a classe de equivalência do elemento (h, h) ∈ H×H não depende do

elemento h ∈ H que o representa. Por esta razão faz sentido denotarmos e = (h, h) ∈ K(H).

Seja agora (a, b) ∈ K(H). Temos que (a, b) + e = (a+ h, b+ h), onde h ∈ H é qualquer
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elemento �xado. Tome h′ ∈ H qualquer. Como a + h + b + h′ = b + h + a + h′ temos que

(a+ h, b+ h) ≈ (a, b). Logo (a+ h, b+ h) = (a, b), isto é, (a, b) + e = (a, b) = e+ (a, b).

Existência de inverso: Seja (a, b) ∈ K(H). Temos que (b, a) ∈ K(H) e

(a, b) + (b, a) = (a+ b, a+ b) = e = (b, a) + (a, b).

Logo (b, a) ∈ K(H) é o inverso de (a, b) em K(H). Vamos usar a notação (b, a) = −(a, b).

Fica assim demonstrado o Teorema. �

De�nição 1.5 O grupo (K(H),+) é chamado o grupo de Grothendieck de (H,+).

Exemplo 1.1 O grupo de Grothendieck de (N,+) é, a menos de isomor�smo, (Z,+).

De fato, de�na

Ψ : K(N)→ Z

(m,n) 7→ m− n

Temos que Ψ está bem de�nida. De fato, se (m,n) = (m′, n′) então existe i ∈ N tal que

m+ n′ + i = n+m′ + i. Logo,

m+ n′ = n+m′ ⇒ m− n = m′ − n′ ⇒ Ψ
(

(m,n)
)

= Ψ
(

(m′, n′)
)

Vamos mostrar que Ψ é isomor�smo de grupos.

Sejam (m,n), (m′, n′) ∈ K(N), então

Ψ
(

(m,n) + (m′, n′)
)

= Ψ
(

(m+m′, n+ n′)
)

= (m+m′)− (n+ n′) =

(m− n) + (m′ − n′) = Ψ
(

(m,n)
)

+ Ψ
(

(m′, n′)
)
.

Logo, Ψ é homomor�smo de grupos.

Sejam (m,n), (m′, n′) ∈ K(N) tais que Ψ
(

(m,n)
)

= Ψ
(

(m′, n′)
)
. Então m− n = m′ − n′.

Tomando i ∈ N qualquer, temos que m + n′ + i = m′ + n + i. Logo (m,n) = (m′, n′).

Portanto, Ψ é injetiva

Seja k ∈ Z. Então existem m,n ∈ N tais que k = m − n. De fato, se k ≥ 0, então basta

tomar m = k e n = 0. Se k < 0, tome m = 0 e n = −k. Temos que Ψ
(

(m,n)
)

= m−n = k.

Logo, Ψ é sobrejetiva.

Portanto, Ψ é isomor�smo de grupos, provando que os grupos K(N) e Z são isomorfos. �

Seja h ∈ H �xado. De�nimos a aplicação

Gh : H → K(H)

a 7→ (a+ h, h)
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Seja h′ ∈ H. Tomando h′′ ∈ H qualquer temos que a+ h+ h′ + h′′ = h+ a+ h′ + h′′. Logo

(a+h, h) ≈ (a+h′, h′), ∀a ∈ H. Isto mostra que as aplicações Gh e Gh′ são iguais. Portanto

faz sentido denotarmos a aplicação Gh apenas por G.

De�nição 1.6 A aplicação G : H → K(H) é chamada a função de Grothendieck de H.

Proposição 1.3 (i) G(a+ b) = G(a) +G(b), ∀a, b ∈ H;

(ii) G é injetiva se e somente se H tem a seguinte propriedade: dados a, a′, h ∈ H, se

a+ h = a′ + h então a = a′;

(iii) Todo elemento da forma G(a), a ∈ H é invertível em K(H);

(iv) Dado um elemento (a, b) ∈ K(H), temos que (a, b) = G(a)−G(b).

Demonstração: (i) Sejam a, b ∈ H, então G(a+b) = (a+ b+ h, h), onde h ∈ H é qualquer

�xado. Por outro lado G(a) +G(b) = (a+ h, h) + (b+ h, h) = (a+ h+ b+ h, h+ h). Tome

h′ ∈ H qualquer. Como a + h + b + h + h + h′ = h + h + a + b + h + h′ temos que

(a+ h+ b+ h, h+ h) ≈ (a+ b+ h, h). Logo G(a+ b) = G(a) +G(b).

(ii) Suponha que G é injetiva e sejam a, a′, h ∈ H tais que a+ h = a′+ h. Então G(a+ h) =

G(a′ + h). Por (i), temos que G(a) + G(h) = G(a′) + G(h). Como G(h) ∈ K(H), existe

um elemento −G(h) ∈ K(H) tal que G(h) + (−G(h)) = e. Daí G(a) = G(a′). Como G é

injetiva, a = a′.

Suponha agora que H tenha tal propriedade. Sejam a, b ∈ H tais que G(a) = G(b). Logo

(a+ h, h) = (b+ h, h), onde h ∈ H é �xado. Isto signi�ca que existe h′ ∈ H tal que

a+ h+ h+ h′ = h+ b+ h+ h′. Como h+ h+ h′ ∈ H, temos por hipótese que a = b. Logo,

G é injetiva.

(iii) Decorre do fato que K(H) é um grupo.

(iv) Seja (a, b) ∈ K(H). Note que

G(a)−G(b) = (a+ h, h)− (b+ h, h) = (a+ h, h) + (h, b+ h) =

(a+ h+ h, b+ h+ h) = (a, b) + (h+ h, h+ h) = (a, b) + e = (a, b). �

Teorema 1.7 Sejam (H1,+) e (H2,+) semigrupos abelianos com elemento neutro e1 e

e2, respectivamente (denotamos as operações em H1 e H2 pelo mesmo símbolo +). Dado

Φ : H1 → H2 um homomor�smo de semigrupos, existe um único homomor�smo de grupos

Ψ : K(H1)→ K(H2) tal que o digrama

H1
-H2

? ?

K(H1) K(H2)-

Φ

Ψ

G1 G2
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comuta, onde G1 : H1 → K(H1) e G2 : H2 → K(H2) são as funções de Grothendieck de H1

e H2, respectivamente.

Demonstração: De�na

Ψ : K(H1)→ K(H2)

(a1, b1) 7→ G2(Φ(a1))−G2(Φ(b1))

Vamos mostrar que Ψ está bem de�nida. Sejam (a′1, b
′
1) = (a1, b1) ∈ K(H1), isto signi�ca

que existe h1 ∈ H1 tal que a′1 + b1 + h1 = b′1 + a1 + h1.

Logo,

Φ(a′1 + b1 + h1) = Φ(b′1 + a1 + h1)⇒ Φ(a′1) + Φ(b1) + Φ(h1) = Φ(b′1) + Φ(a1) + Φ(h1),

pois Φ é homomor�smo. Daí, utilizando a Proposição 1.3(i), temos que

G2(Φ(a′1) + Φ(b1) + Φ(h1)) = G2(Φ(b′1) + Φ(a1) + Φ(h1))⇒

G2(Φ(a′1)) +G2(Φ(b1)) +G2(Φ(h1)) = G2(Φ(b′1)) +G2(Φ(a1)) +G2(Φ(h1)).

Como G2(Φ(h1)) tem inverso em K(H2), temos que

G2(Φ(a′1)) +G2(Φ(b1)) = G2(Φ(b′1)) +G2(Φ(a1))⇒

G2(Φ(a′1))−G2(Φ(b′1)) = G2(Φ(a1))−G2(Φ(b1)).

Portanto Ψ
(

(a1, b1)
)

= Ψ
(

(a′1, b
′
1)
)
, mostrando que Ψ está bem de�nida.

Vamos mostrar agora que Ψ é homomor�smo de grupos. Sejam (a1, b1), (a′1, b
′
1) ∈ K(H1).

Temos que

Ψ
(

(a1, b1) + (a′1, b
′
1)
)

= Ψ
(

(a1 + a′1, b1 + b′1)
)

=

G2(Φ(a1 + a′1))−G2(Φ(b1 + b′1)) =

G2(Φ(a1) + Φ(a′1))−G2(Φ(b1) + Φ(b′1)) =

(G2(Φ(a1)) +G2(Φ(a′1)))− (G2(Φ(b1)) +G2(Φ(b′1))) =

G2(Φ(a1)) +G2(Φ(a′1))−G2(Φ(b1))−G2(Φ(b′1)) =

(G2(Φ(a1))−G2(Φ(b1))) + (G2(Φ(a′1))−G2(Φ(b′1))) =

Ψ
(

(a1, b1)
)

+ Ψ
(

(a′1, b
′
1)
)
.

Logo, Ψ é homomor�smo de grupos.

Para mostrar que o diagrama comuta, seja a1 ∈ H1, então

Ψ ◦G1(a1) = Ψ(G1(a1)) = Ψ
(

(a1 + h1, h1)
)

= G2(Φ(a1 + h1))−G2(Φ(h1)) =

G2(Φ(a1) + Φ(h1))−G2(Φ(h1)) = G2(Φ(a1)) +G2(Φ(h1))−G2(Φ(h1)) =

G2(Φ(a1)) = G2 ◦ Φ(a1)⇒ Ψ ◦G1 = G2 ◦ Φ.
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Resta mostrar a unicidade de Ψ. Suponha que Ψ′ : K(H1) → K(H2) satisfaz as hipóteses

do Teorema. Seja (a1, b1) ∈ K(H1). Pela Proposição 1.3(iv) (a1, b1) = G1(a1)−G1(b1).

Logo,

Ψ′
(

(a1, b1)
)

= Ψ′(G1(a1)−G1(b1)) = Ψ′(G1(a1)) + Ψ′(−G1(b1)),

pois Ψ′ é homomor�smo de grupos. Também porque Ψ′ é homomor�smo, temos que

Ψ′(−G1(b1)) = −Ψ′(G1(b1))⇒ Ψ′
(

(a1, b1)
)

= Ψ′(G1(a1))−Ψ′(G1(b1)).

Como Ψ′ ◦G1 = G2 ◦ Φ, temos que

Ψ′
(

(a1, b1)
)

= G2(Φ(a1))−G2(Φ(b1)) = Ψ
(

(a1, b1)
)
.

Isto mostra que Ψ′ = Ψ. �



Capítulo 2

Fibrados Vetoriais

Neste capítulo apresentamos alguns elementos da teoria dos �brados vetoriais, que serão

utilizados principalmente no estudo do índice generalizado, feito no Capítulo 4.

2.1 De�nição e isomor�smo de �brados vetoriais

Nesta seção de�nimos os conceitos de �brado vetorial e de isomor�smo de �brados vetoriais,

e ilustramos essas de�nições com alguns exemplos.

De�nição 2.1 Um �brado vetorial é uma terna ξ = (E, π,X), onde E e X são espaços

topológicos e π : E → X é uma função contínua e sobrejetiva, que satisfaz:

(a) Para cada x ∈ X, π−1 ({x}) ⊂ E tem a estrutura de um espaço vetorial real de dimensão

�nita. Denotamos π−1 ({x}) por Ex e dizemos que Ex é a �bra de E sobre X.

(b) Para cada x ∈ X existem um aberto U ⊂ X com x ∈ U , um número n ∈ N e um

homeomor�smo h : π−1(U)→ U × Rn satisfazendo as seguintes condições:

1- p1 ◦ h = π, onde p1 : U × Rn → U é a projeção na primeira coordenada.

2- Para cada x′ ∈ U �xado, a restrição de h a Ex′ = π−1 ({x′}), h|Ex′ : Ex′ → {x′} × Rn é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Observação 2.1 (1) Chamamos E de espaço total e X de base do �brado ξ = (E, π,X).

(2) A propriedade (b) da De�nição 2.1 é chamada de trivialidade local de ξ e a propriedade

(b-1) é equivalente a dizer que o diagrama abaixo comuta.

π−1(U) - U × Rn

@
@
@
@
@R

�
�
�

�
�	U

h

π p1

33
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Exemplo 2.1 Seja V um espaço vetorial real de dimensão n ∈ N. Então a terna ξ =

(X × V, π,X), onde

π : X × V → X

(x, v) 7→ x

é um �brado vetorial com base X.

De fato, note que π é uma função contínua e sobrejetiva. Note também que:

(a) Para cada x ∈ X, π−1 ({x}) = {x} × V tem a estrutura de um espaço vetorial real de

dimensão �nita n.

(b) Seja x ∈ X �xado. Como V é um espaço vetorial real de dimensão n, V é isomorfo a

Rn. Seja ϕ : V → Rn tal isomor�smo. Tome U = X, e seja

h : π−1(U) = X × V → U × Rn = X × Rn

(x, v) 7→ (x, ϕ(v))

Temos que h é função contínua com inversa

h−1 : U × Rn = X × Rn → π−1(U) = X × V

(x, u) 7→ (x, ϕ−1(u))

contínua também. Logo, h é homeomor�smo.

Observe que

p1 ◦ h(x, v) = p1(x, ϕ(v)) = x = π(x, v)⇒ p1 ◦ h = π.

Para cada x′ ∈ U = X �xado, h|π−1({x′}) : {x′} × V → {x′} × Rn é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois ϕ : V → Rn é isomor�smo de espaços vetoriais.

Logo ξ = (X × V, π,X) é um �brado vetorial.

Em particular, para cada n ∈ N, a terna θn = (X × Rn, πn, X), onde

πn : X × Rn → X

(x, v) 7→ x

é um �brado vetorial com base X. Esse �brado é chamado �brado vetorial trivial sobre X

de dimensão n ou simplesmente �brado trivial. �

De�nição 2.2 Dados dois �brados vetoriais com base X, ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X),

dizemos que ξ é isomorfo a η se existe um homeomor�smo h : E → F que satisfaz:

(a) ρ ◦ h = π.

(b) Para cada x ∈ X, a restrição de h a Ex, h|Ex : Ex → Fx, é um isomor�smo de espaços

vetoriais.
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Observação 2.2 A condição (a) da De�nição 2.2 é equivalente a dizer que o diagrama

abaixo comuta.

E - F
@
@
@
@@R

�
�
�

��	
X

h

π ρ

Lema 2.1 A relação

ξ ≈ η ⇔ ξ é isomorfo a η

é uma relação de equivalência no conjunto dos �brados vetoriais com base X.

Demonstração: Devemos mostrar que a relação é re�exiva, simétrica e transitiva.

Re�exiva: Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Tome h = IdE : E → E.

Temos que h é homeomor�smo e para cada x ∈ X, h|Ex = IdEx : Ex → Ex é isomor�smo de

espaços vetoriais. Como

π ◦ h = π ◦ IdE = π,

temos que ξ é isomorfo a ele mesmo, isto é, ξ ≈ ξ.

Simétrica: Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X e suponha que

ξ ≈ η. Isto signi�ca que existe um homeomor�smo h : E → F tal que ρ ◦ h = π e para cada

x ∈ X, h|Ex : Ex → Fx é isomor�smo de espaços vetoriais.

Seja h′ = h−1 : F → E. Temos que h′ é homeomor�smo. Note que

π ◦ h′ = π ◦ h−1 = (ρ ◦ h) ◦ h−1 = ρ⇒ π ◦ h′ = ρ.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h′|Fx = h−1
|Fx = (h|Ex)

−1 : Fx → Ex é isomor�smo de espaços

vetoriais. Logo η é isomorfo a ξ, isto é, η ≈ ξ.

Transitiva: Sejam ξ = (E, π,X), η = (F, ρ,X) e ψ = (G, ν,X) �brados vetoriais com base

X e suponha que ξ ≈ η e η ≈ ψ. Isto signi�ca que existem homeomor�smos h1 : E → F e

h2 : F → G tais que:

(a) ρ ◦ h1 = π e ν ◦ h2 = ρ.

(b) Para cada x ∈ X, h1|Ex : Ex → Fx e h2|Fx : Fx → Gx são isomor�smos de espaços

vetoriais.

Seja h = h2 ◦ h1 : E → G. Temos que h é homeomor�smo, pois é a composição de

homeomor�smos. Note que

ν ◦ h = ν ◦ (h2 ◦ h1) = (ν ◦ h2) ◦ h1 = ρ ◦ h1 = π ⇒ ν ◦ h = π.
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Seja x ∈ X �xado. Temos que h|Ex = (h2 ◦ h1)|Ex = h2|Fx ◦ h1|Ex : Ex → Gx é isomor�smo

de espaços vetoriais, pois é a composição de isomor�smos de espaços vetoriais. Logo ξ é

isomorfo a ψ, isto é, ξ ≈ ψ.

Fica assim demonstrado o Lema. �

Exemplo 2.2 Sejam V um espaço vetorial real de dimensão n ∈ N e ξ = (X × V, π,X),

onde

π : X × V → X

(x, v) 7→ x

Então ξ ≈ θn.

De fato, como V tem dimensão n, existe um isomor�smo de espaços vetoriais ϕ : V → Rn.

Tome

h : X × V → X × Rn

(x, v) 7→ (x, ϕ(v))

Temos que h é contínua, com inversa

h−1 : X × Rn → X × V

(x, u) 7→ (x, ϕ−1(u))

contínua. Logo h é homeomor�smo. Note que

πn ◦ h(x, v) = πn(x, ϕ(v)) = x = π(x, v)⇒ πn ◦ h = π.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h|π−1({x}) : {x} × V → {x} × Rn é isomor�smo de espaços

vetoriais. Logo ξ ≈ θn. �

Pelo Lema 2.1, podemos dividir o conjunto dos �brados vetoriais com base X em classes

de equivalência. Se ξ = (E, π,X) é um �brado vetorial com base X, vamos denotar a classe

de equivalência de ξ por 〈ξ〉. Logo 〈ξ〉 = {η = (F, ρ,X) | η é isomorfo a ξ}.
Seja V ect(X) = {〈ξ〉 | ξ é �brado vetorial com base X}.

2.2 K - Teoria para �brados vetoriais

Nesta seção vamos de�nir uma operação no conjunto V ect(X) de modo a tornar V ect(X) um

semigrupo abeliano com elemento neutro. A K - Teoria para �brados vetoriais é a construção

de um grupo abeliano K(X) a partir de V ect(X).
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De�nição 2.3 Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X. A terna

ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F |π(e) = ρ(f)} e

ν : G→ X

(e, f) 7→ π(e) = ρ(f)

é chamada de soma direta do �brado ξ com o �brado η.

Lema 2.2 A terna ξ ⊕ η = (G, ν,X) é um �brado vetorial com base X.

Demonstração: Primeiramente observe que a função ν é contínua e sobrejetiva. De fato,

dado x ∈ X, como π e ρ são sobrejetivas, existem e ∈ E e f ∈ F tais que π(e) = x = ρ(f).

Logo (e, f) ∈ G e ν(e, f) = π(e) = x.

Para cada x ∈ X, ν−1 ({x}) = Ex×Fx tem uma estrutura de espaço vetorial real de dimensão

�nita, pois Ex e Fx são espaços vetoriais reais de dimensão �nita.

Seja x ∈ X �xado. Como ξ e η são �brados vetoriais, existem abertos U ⊂ X e V ⊂ X

com x ∈ U ∩ V , números naturais m e n e homeomor�smos h1 : π−1(U) → U × Rn,

h2 : ρ−1(V )→ V × Rm tais que:

1- p1 ◦ h1 = π e p′1 ◦ h2 = ρ, onde p1 : U × Rn → U e p′1 : V × Rm → V são projeções na

primeira coordenada.

2- Para cada x′ ∈ U �xado, h1|Ex′ é isomor�smo de espaços vetoriais e para cada x′′ ∈ V

�xado, h2|Fx′′ é isomor�smo de espaços vetoriais.

Tome W = U ∩ V ⊂ X. Temos que W é aberto e x ∈ W .

Observando que ν−1(W ) = {(e, f) ∈ π−1(U)× ρ−1(V ) | π(e) = ρ(f)} e identi�cando Rn×Rm

com Rn+m, de�nimos

h : ν−1(W )→ W × Rn+m

(e, f) 7→ (ν(e, f), p2 ◦ h1(e), p
′
2 ◦ h2(f))

onde p2 : U × Rn → Rn e p′2 : V × Rm → Rm são projeções na segunda coordenada.

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : W × Rn+m → ν−1(W )

(w, u, v) 7→ (h−1
1 (w, u), h−1

2 (w, v))

contínua. Logo h é homeomor�smo.

Note que

p′′1 ◦ h(e, f) = p′′1(ν(e, f), p2 ◦ h1(e), p
′
2 ◦ h2(f)) = ν(e, f)⇒ p′′1 ◦ h = ν,

onde p′′1 : W × Rn+m → W é a projeção na primeira coordenada.

Seja x′ ∈ W �xado. Temos que h|ν−1({x′}) : Ex′×Fx′ → {x′}×Rn+m é isomor�smo de espaços
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vetoriais.

Logo ξ ⊕ η é �brado vetorial com base X. �

Exemplo 2.3 Sejam m,n ∈ N. Então θm+n ≈ θm ⊕ θn.

De fato, temos que θm ⊕ θn = (G, ν,X), onde G = {((x, u), (x, v)) |x ∈ X, u ∈ Rm, v ∈ Rn}
e

ν : G→ X

((x, u), (x, v)) 7→ x

De�na

h : G→ X × Rm+n

((x, u), (x, v)) 7→ (x, (u, v))

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : X × Rm+n → G

(x, (u, v)) 7→ ((x, u), (x, v))

contínua. Logo h é homeomor�smo.

Note que

πm+n ◦ h((x, u), (x, v)) = πm+n(x, (u, v)) = x = ν((x, u), (x, v))⇒ πm+n ◦ h = ν.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h|ν−1({x}) : ({x} × Rm) × ({x} × Rn) → {x} × Rm+n é

isomor�smo de espaços vetoriais. Logo, θm ⊕ θn é isomorfo a θm+n. �

Teorema 2.1 A aplicação

+ : V ect(X)× V ect(X)→ V ect(X)

(〈ξ〉 , 〈η〉) 7→ 〈ξ ⊕ η〉

de�ne uma operação no conjunto V ect(X) que o torna um semigrupo abeliano com elemento

neutro 〈θ0〉.

Demonstração: Primeiramente vamos mostrar que a aplicação + está bem de�nida. Para

isso, sejam ξ = (E, π,X), ξ′ = (E ′, π′, X), η = (F, ρ,X) e η′ = (F ′, ρ′, X) �brados vetoriais

com base X tais que 〈ξ〉 = 〈ξ′〉 e 〈η〉 = 〈η′〉. Devemos mostrar que 〈ξ ⊕ η〉 = 〈ξ′ ⊕ η′〉.
Por hipótese, existem homeomor�smos h1 : E → E ′ e h2 : F → F ′ tais que:

(a) π′ ◦ h1 = π e ρ′ ◦ h2 = ρ.

(b) Para cada x ∈ X, h1|Ex : Ex → E ′x e h2|Fx : Fx → F ′x são isomor�smos de espaços
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vetoriais.

Observamos que:

(1) ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F | π(e) = ρ(f)} e ν : G → X, ν(e, f) =

π(e) = ρ(f).

(2) ξ′ ⊕ η′ = (G′, ν ′, X), onde G′ = {(e′, f ′) ∈ E ′ × F ′ | π′(e′) = ρ′(f ′)} e ν ′ : G′ → X,

ν ′(e′, f ′) = π′(e′) = ρ′(f ′).

De�na

h : G→ G′

(e, f) 7→ (h1(e), h2(f))

h está bem de�nida pois se π(e) = ρ(f) então π′(h1(e)) = π(e) = ρ(f) = ρ′(h2(f)). Também

temos que h é função contínua, com inversa

h−1 : G′ → G

(e′, f ′) 7→ (h−1
1 (e′), h−1

2 (f ′))

contínua. Logo, h é homeomor�smo. Note que

ν ′ ◦ h(e, f) = ν ′(h1(e), h2(f)) = π′(h1(e)) = π(e) = ν(e, f)⇒ ν ′ ◦ h = ν.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h|Gx : Gx = Ex×Fx → G′x = E ′x×F ′x é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois h1|Ex : Ex → E ′x e h2|Fx : Fx → F ′x são isomor�smos de espaços vetoriais.

Logo, os �brados ξ ⊕ η e ξ′ ⊕ η′ são isomorfos, isto é, 〈ξ ⊕ η〉 = 〈ξ′ ⊕ η′〉.
Portanto a aplicação + de�ne uma operação em V ect(X).

Vamos mostrar agora que o par (V ect(X),+) é um semigrupo abeliano com elemento neutro

〈θ0〉.
Associatividade da soma: Sejam ξ = (E, π,X), η = (F, ρ,X) e ψ = (L, σ,X) �brados

vetoriais com base X. Devemos mostrar que

(〈ξ〉+ 〈η〉) + 〈ψ〉 = 〈ξ〉+ (〈η〉+ 〈ψ〉)⇔ 〈(ξ ⊕ η)⊕ ψ〉 = 〈ξ ⊕ (η ⊕ ψ)〉 .

Observamos que:

(1) ξ ⊕ η = (G1, ν1, X), onde G1 = {(e, f) ∈ E × F |π(e) = ρ(f)} e ν1 : G1 → X, ν1(e, f) =

π(e) = ρ(f).

(2) η ⊕ ψ = (G2, ν2, X), onde G2 = {(f, l) ∈ F × L | ρ(f) = σ(l)} e ν2 : G2 → X, ν2(f, l) =

ρ(f) = σ(l).

Portanto, temos que:

(3) (ξ ⊕ η) ⊕ ψ = (G, ν,X), onde G = {((e, f), l) ∈ (E × F )× L |π(e) = ρ(f) = σ(l)} e

ν : G→ X, ν((e, f), l) = π(e) = ρ(f) = σ(l).
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(4) ξ ⊕ (η ⊕ ψ) = (G′, ν ′, X), onde G′ = {(e, (f, l)) ∈ E × (F × L) |π(e) = ρ(f) = σ(l)} e

ν ′ : G→ X, ν ′(e, (f, l)) = π(e) = ρ(f) = σ(l).

De�nimos

h : G→ G′

((e, f), l) 7→ (e, (f, l))

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : G′ → G

(e, (f, l)) 7→ ((e, f), l)

contínua. Logo h é homeomor�smo. Note que

ν ′ ◦ h((e, f), l) = ν ′(e, (f, l)) = π(e) = ν((e, f), l)⇒ ν ′ ◦ h = ν.

Fixado x ∈ X, é claro que h|Gx : Gx → G′x é isomor�smo de espaços vetoriais.

Logo os �brados (ξ⊕η)⊕ψ e ξ⊕(η⊕ψ) são isomorfos, isto é, 〈(ξ ⊕ η)⊕ ψ〉 = 〈ξ ⊕ (η ⊕ ψ)〉.
Comutatividade da soma: Sejam ξ = (E, π,X), η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base

X. Devemos mostrar que

〈ξ〉+ 〈η〉 = 〈η〉+ 〈ξ〉 ⇔ 〈ξ ⊕ η〉 = 〈η ⊕ ξ〉 .

Observamos que:

(1) ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F | π(e) = ρ(f)} e ν : G → X, ν(e, f) =

π(e) = ρ(f).

(2) η ⊕ ξ = (G′, ν ′, X), onde G′ = {(f, e) ∈ F × E | ρ(f) = π(e)} e ν ′ : G′ → X, ν ′(f, e) =

ρ(f) = π(e).

De�na

h : G→ G′

(e, f) 7→ (f, e)

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : G′ → G

(f, e) 7→ (e, f)

contínua. Logo h é homeomor�smo. Note que

ν ′ ◦ h(e, f) = ν ′(f, e) = ρ(f) = ν(e, f)⇒ ν ′ ◦ h = ν.
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Fixado x ∈ X, é claro que h|Gx : Gx = Ex × Fx → G′x = Fx × Ex é isomor�smo de espaços

vetoriais.

Logo, os �brados ξ ⊕ η e η ⊕ ξ são isomorfos, isto é 〈ξ ⊕ η〉 = 〈η ⊕ ξ〉.
Existência de elemento neutro para soma: Seja ξ = (E, π,X) �brado vetorial com base X.

Vamos mostrar que

〈ξ〉+ 〈θ0〉 = 〈ξ〉 = 〈θ0〉+ 〈ξ〉 ⇔ 〈ξ ⊕ θ0〉 = 〈ξ〉 = 〈θ0 ⊕ ξ〉 .

Logo, 〈θ0〉 é o elemento neutro do semigrupo abeliano (V ect(X),+).

Lembramos que θ0 = (X × {0} , π0, X), onde π0 : X × {0} → X, π0(x, 0) = x.

Logo, ξ ⊕ θ0 = (G, ν,X), onde G = {(e, (x, 0)) ∈ E × (X × {0}) |π(e) = x} e ν : G → X,

ν(e, (x, 0)) = π(e) = x.

De�na

h : G→ E

(e, (x, 0)) 7→ e

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : E → G

e 7→ (e, (π(e), 0))

contínua. Logo, h é homeomor�smo. Note que

π ◦ h(e, (x, 0)) = π(e) = ν(e, (x, 0))⇒ π ◦ h = ν.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h|Gx : Gx = Ex× ({x}× {0})→ Ex é isomor�smo de espaços

vetoriais.

Logo os �brados ξ ⊕ θ0 e ξ são isomorfos, isto é 〈ξ ⊕ θ0〉 = 〈ξ〉.
Como (V ect(X),+) é semigrupo abeliano, temos que

〈θ0〉+ 〈ξ〉 = 〈ξ〉+ 〈θ0〉 = 〈ξ ⊕ θ0〉 = 〈ξ〉 ⇒ 〈θ0 ⊕ ξ〉 = 〈ξ〉 .

Concluímos que o par (V ect(X),+) é semigrupo abeliano com elemento neutro 〈θ0〉. �

Vamos denotar por K(X) = K(V ect(X)) o grupo de Grothendieck de V ect(X). Seja

G : V ect(X) → K(X) a função de Grothendieck de V ect(X). Vamos denotar por [ξ] a

imagem de um elemento 〈ξ〉 ∈ V ect(X) pela função G, isto é, G (〈ξ〉) = [ξ].

Pela Proposição 1.3(i), temos que vale:

G (〈ξ〉+ 〈η〉) = G (〈ξ〉) +G (〈η〉)⇔ [ξ ⊕ η] = [ξ] + [η] , ∀ 〈ξ〉 , 〈η〉 ∈ V ect(X).
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2.3 Fibrados restritos e �brados induzidos

Nesta seção mostramos como é possível construir �brados vetoriais a partir de outros �brados

vetoriais (os �brados restritos). Também mostramos como a partir de uma função contínua

e um �brado vetorial pode-se construir um outro �brado vetorial (os �brados induzidos).

O principal resultado desta seção é mostrar que se ϕ : Y → X é uma função contínua, então

existe um homomor�smo de semigrupos ϕ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ).

De�nição 2.4 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Seja Y ⊂ X um

subconjunto de X. A terna ξ|Y = (E|Y , π|Y , Y ), onde E|Y = π−1(Y ) ⊂ E e

π|Y = π|E|Y : E|Y → Y

e 7→ π(e)

é chamada de �brado vetorial ξ restrito a Y .

Lema 2.3 A terna ξ|Y = (E|Y , π|Y , Y ) é um �brado vetorial com base Y .

Demonstração: Note que Y ⊂ X é um espaço topológico com a topologia induzida de X

e E|Y ⊂ E é um espaço topológico com a topologia induzida de E. Observe também que a

função π|Y é contínua e sobrejetiva, pois dado y ∈ Y , existe e ∈ E tal que π(e) = y, logo

e ∈ E|Y e π|Y (e) = y.

Para cada y ∈ Y , π−1
|Y ({y}) = π−1 ({y}) ∩ E|Y = π−1 ({y}). Logo (E|Y )y = Ey tem a estru-

tura de um espaço vetorial real de dimensão �nita.

Seja y ∈ Y �xado. Como y ∈ X, existem um aberto U ⊂ X com y ∈ U , um número n ∈ N
e um homeomor�smo h : π−1(U)→ U × Rn tais que:

(a) p1 ◦ h = π, onde p1 : U × Rn → U é a projeção na primeira coordenada.

(b) Para cada x′ ∈ U , h|Ex′ : Ex′ → {x′} × Rn é isomor�smo de espaços vetoriais.

Seja V = U ∩Y . Temos que V ⊂ Y é um aberto de Y e y ∈ V . Note que π−1(V ) = π−1
|Y (V ).

De�nimos h′ = h|π−1(V ) : π−1
|Y (V )→ V×Rn. Temos que h′ é homeomor�smo pois h(π−1(V )) =

V ×Rn. Também é claro que p′1 ◦ h′ = π|Y , onde p′1 : V ×Rn → V é a projeção na primeira

coordenada. Seja y′ ∈ V �xado, então h′|(E|Y )y′
= h|Ey′ : Ey′ → {y′} × Rn é isomor�smo de

espaços vetoriais.

Logo a terna ξ|Y = (E|Y , π|Y , Y ) é um �brado vetorial com base Y . �

De�nição 2.5 Sejam X e Y espaços topológicos e ϕ : Y → X uma função contínua. Seja

ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. O �brado vetorial induzido por ϕ é a terna

ϕ∗ξ = (ϕ∗E, π∗, Y ), onde ϕ∗E = {(y, e) ∈ Y × E |ϕ(y) = π(e)} ⊂ Y × E tem a topologia

induzida de Y × E e

π∗ : ϕ∗E → Y

(y, e) 7→ y
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Lema 2.4 A terna ϕ∗ξ = (ϕ∗E, π∗, Y ) é um �brado vetorial com base Y .

Demonstração: Observe primeiramente que π∗ é uma função contínua e sobrejetiva. De

fato, dado y ∈ Y , como ϕ(y) ∈ X, existe e ∈ E tal que π(e) = ϕ(y). Logo (y, e) ∈ ϕ∗E e

π∗(y, e) = y.

Para cada y ∈ Y , π−1
∗ ({y}) = {y} × Eϕ(y) tem a estrutura de um espaço vetorial real de

dimensão �nita pois Eϕ(y) é um espaço vetorial real de dimensão �nita.

Seja y ∈ Y �xado. Como ϕ(y) ∈ X, existem um aberto U ⊂ X com ϕ(y) ∈ U , um número

n ∈ N e um homeomor�smo h : π−1(U)→ U × Rn tais que:

(a) p1 ◦ h = π, onde p1 : U × Rn → U é a projeção na primeira coordenada.

(b) Para cada x′ ∈ U , h|Ex′ : Ex′ → {x′} × Rn é isomor�smo de espaços vetoriais.

Seja V = ϕ−1(U). Temos que V ⊂ Y é aberto em Y , pois U é aberto em X e ϕ é função

contínua. Como ϕ(y) ∈ U , temos que y ∈ V .
Observando que π−1

∗ (V ) = {(y, e) ∈ V × E |ϕ(y) = π(e)}, de�nimos

h′ : π−1
∗ (V )→ V × Rn

(y, e) 7→ (y, p2(h(e)))

onde p2 : U×Rn → Rn é a projeção na segunda coordenada. Temos que h′ é função contínua

com inversa

h′−1 : V × Rn → π−1
∗ (V )

(y, u) 7→ (y, h−1(ϕ(y), u))

contínua também. Logo, h′ é homeomor�smo.

Seja p′1 : V × Rn → V a projeção na primeira coordenada. Note que

p′1 ◦ h′(y, e) = p′1(y, h
−1(ϕ(y), u)) = y = π∗(y, e)⇒ p′1 ◦ h′ = π∗.

Seja y′ ∈ V �xado. Temos que h′|π−1
∗ ({y′}) : {y′}×Eϕ(y′) → {y′}×Rn é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois h|Eϕ(y′)
: Eϕ(y′) → {ϕ(y′)} × Rn é isomor�smo de espaços vetoriais.

Concluímos que ϕ∗ξ = (ϕ∗E, π∗, Y ) é �brado vetorial com base Y . �

Exemplo 2.4 Sejam X um espaço topológico e Y ⊂ X um subespaço de X com a topologia

induzida de X. Seja i : Y → X a função inclusão, isto é, i(y) = y, ∀y ∈ Y .
Se ξ = (E, π,X) é um �brado vetorial com base X, então os �brados i∗ξ = (i∗E, π∗, Y ) e

ξ|Y = (E|Y , π|Y , Y ) são isomorfos.

De fato, temos por de�nição que

{
i∗E = {(y, e) ∈ Y × E | y = π(e)}
E|Y = π−1(Y ) = {e ∈ E |π(e) ∈ Y }

e

{
π∗(y, e) = y

π|Y (e) = π(e)
.

De�nimos

h : i∗E → E|Y

(y, e) 7→ e
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Temos que h é função contínua com inversa

h−1 : E|Y → i∗E

e 7→ (π(e), e)

contínua. Logo h é homeomor�smo.

Note que

π|Y ◦ h(y, e) = π|Y (e) = π(e) = y = π∗(y, e)⇒ π|Y ◦ h = π∗.

Fixado y ∈ Y temos que h|{y}×Ey : {y} × Ey → Ey é isomor�smo de espaços vetoriais.

Isto mostra que os �brados i∗ξ = (i∗E, π∗, Y ) e ξ|Y = (E|Y , π|Y , Y ) são isomorfos. �

Teorema 2.2 Sejam X e Y espaços topológicos e ϕ : Y → X uma função contínua. Então

a aplicação

ϕ∗ : V ect(X)→ V ect(Y )

〈ξ〉 7→ 〈ϕ∗ξ〉

é um homomor�smo de semigrupos.

Demonstração: Primeiramente devemos mostrar que ϕ∗ está bem de�nida. Para isso, se-

jam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X tais que 〈ξ〉 = 〈η〉. Vamos

mostrar que 〈ϕ∗ξ〉 = 〈ϕ∗η〉.
Por de�nição, temos que:

(1) ϕ∗ξ = (ϕ∗E, π∗, Y ), onde ϕ∗E = {(y, e) ∈ Y × E |ϕ(y) = π(e)} e π∗ : ϕ∗E → Y ,

π∗(y, e) = y.

(2) ϕ∗η = (ϕ∗F, ρ∗, Y ), onde ϕ∗F = {(y, f) ∈ Y × F |ϕ(y) = ρ(e)} e ρ∗ : ϕ∗F → Y ,

ρ∗(y, f) = y.

Como 〈ξ〉 = 〈η〉, existe um homeomor�smo h : E → F tal que:

(a) ρ ◦ h = π.

(b) Para cada x ∈ X, h|Ex : Ex → Fx é isomor�smo de espaços vetoriais.

De�na

h′ : ϕ∗E → ϕ∗F

(y, e) 7→ (y, h(e))

Temos que h′ está bem de�nida, pois se ϕ(y) = π(e), então ρ(h(e)) = π(e) = ϕ(y). Também

temos que h′ é contínua com inversa

h′−1 : ϕ∗F → ϕ∗E

(y, f) 7→ (y, h−1(f))
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contínua. Logo, h′ é homeomor�smo.

Note que

ρ∗ ◦ h′(y, e) = ρ∗(y, h(e)) = y = π∗(y, e)⇒ ρ∗ ◦ h′ = π∗.

Fixado y ∈ Y , temos que h′|π−1
∗ ({y}) : {y} × Eϕ(y) → {y} × Fϕ(y) é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois h|Eϕ(y)
: Eϕ(y) → Fϕ(y) é isomor�smo de espaços vetoriais.

Concluímos que os �brados ϕ∗ξ e ϕ∗η são isomorfos, isto é, 〈ϕ∗ξ〉 = 〈ϕ∗η〉. Portanto ϕ∗ está
bem de�nida.

Agora, vamos mostrar que ϕ∗ é homomor�smo de semigrupos. Para isso, sejam ξ = (E, π,X)

e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X, Devemos mostrar que

ϕ∗ (〈ξ〉+ 〈η〉) = ϕ∗ (〈ξ〉) + ϕ∗ (〈η〉)⇔ ϕ∗ (〈ξ ⊕ η〉) = 〈ϕ∗ξ〉+ 〈ϕ∗η〉 ⇔

〈ϕ∗(ξ ⊕ η)〉 = 〈ϕ∗ξ ⊕ ϕ∗η〉 .

Observamos que:

(3) ϕ∗ξ⊕ϕ∗η = (G, ν, Y ), ondeG = {((y, e), (y, f)) ∈ (Y × E)× (Y × F ) | π(e) = ϕ(y) = ρ(f)}
e ν : G→ Y , ν((y, e), (y, f)) = y.

(4) ξ ⊕ η = (G1, ν1, X), onde G1 = {(e, f) ∈ E × F | π(e) = ρ(f)} e ν1 : G1 → X, ν1(e, f) =

π(e) = ρ(f).

(5) ϕ∗(ξ ⊕ η) = (G′, ν ′, Y ), onde G′ = {(y, (e, f)) ∈ Y × (E × F ) |ϕ(y) = π(e) = ρ(f)} e

ν ′ : G′ → Y , ν ′(y, (e, f)) = y.

De�na

h̃ : G→ G′

((y, e), (y, f)) 7→ (y, (e, f))

Temos que h̃ é função contínua com inversa

h̃−1 : G′ → G

(y, (e, f)) 7→ ((y, e), (y, f))

contínua. Logo, h̃ é homeomor�smo.

Note que

ν ′ ◦ h̃((y, e), (y, f)) = ν ′(y, (e, f)) = y = ν((y, e), (y, f))⇒ ν ′ ◦ h̃ = ν.

Fixado y ∈ Y , é claro que h̃|ν−1({y}) : ({y}×Eϕ(y))× ({y}×Fϕ(y))→ {y}× (Eϕ(y)×Fϕ(y)) é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Concluímos que os �brados ϕ∗ξ ⊕ ϕ∗η e ϕ∗(ξ ⊕ η) são isomorfos, isto é, 〈ϕ∗ξ ⊕ ϕ∗η〉 =

〈ϕ∗(ξ ⊕ η)〉.
Portanto ϕ∗ é homomor�smo de semigrupos. �
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Corolário 2.1 Existe um único homomor�smo de grupos Kϕ : K(X)→ K(Y ) que satisfaz

Kϕ ([ξ]) = [ϕ∗ξ] , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Demonstração: Segue do Teorema 1.7. �

2.4 Seções de �brados vetoriais

Nesta seção de�nimos o conceito de seção de um �brado vetorial e apresentamos alguns

resultados que serão usados posteriormente.

De�nição 2.6 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Uma seção de ξ é uma

função contínua s : X → E que satisfaz: π ◦ s(x) = x, ∀x ∈ X (ou, equivalentemente,

s(x) ∈ Ex, ∀x ∈ X).

Vamos denotar por Γ(ξ) = {s : X → E | s é seção de ξ} o conjunto das seções de ξ.

Note que se s, s1 e s2 são seções de ξ, então para cada x ∈ X, s(x), s1(x), s2(x) ∈ Ex. Como

Ex é um espaço vetorial real, a soma s1(x) + s2(x) e a multiplicação por um escalar λ ∈ R,
λs(x) ainda estão em Ex. Portanto estão bem de�nidas as funções:

s1 + s2 : X → E

x 7→ s1(x) + s2(x)

λs : X → E

x 7→ λs(x)

Proposição 2.1 O conjunto Γ(ξ) é um espaço vetorial real com as operações de soma e

multiplicação por escalar de�nidas abaixo:

+ : Γ(ξ)× Γ(ξ)→ Γ(ξ)

(s1, s2) 7→ s1 + s2

. : R× Γ(ξ)→ Γ(ξ)

(λ, s) 7→ λs

Demonstração: Basta mostrar que s1 + s2 ∈ Γ(ξ) e λs ∈ Γ(ξ). Note que s1 + s2 e λs são

funções contínuas e s1(x) + s2(x), λs(x) ∈ Ex, ∀x ∈ X. Portanto, s1 + s2, λs ∈ Γ(ξ).

Logo Γ(ξ) é um espaço vetorial real. �
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Proposição 2.2 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Seja x ∈ X �xado e

suponha que dimEx = n. Então existem um aberto U ⊂ X com x ∈ U e funções contínuas

si : U → E, i ∈ {1, . . . , n} que satisfazem:

(1) Para cada i ∈ {1, . . . , n} vale: si(y) ∈ Ey, ∀y ∈ U .
(2) {s1(y), . . . , sn(y)} ⊂ Ey é uma base para Ey, ∀y ∈ U .
Dizemos que as funções si : U → E, i ∈ {1, . . . , n} formam uma base local de ξ em x.

Demonstração: Como ξ é �brado vetorial, existem um aberto U ⊂ X com x ∈ U e um

homeomor�smo h : π−1(U)→ U×Rn tais que p1◦h = π (onde p1 : U×Rn → U é a projeção

na primeira coordenada) e para cada y ∈ U , h|Ey : Ey → {y} ×Rn é isomor�smo de espaços

vetoriais.

Seja {e1, . . . , en} base canônica de Rn. Então {h−1(y, e1), . . . , h
−1(y, en)} é base para Ey,

para cada y ∈ U .
Para cada i ∈ {1, . . . , n}, de�na

si : U → E

y 7→ h−1(y, ei)

Temos que si é função contínua, ∀i ∈ {1, . . . , n} e satisfaz:
(1) Para cada i ∈ {1, . . . , n} vale: si(y) ∈ Ey, ∀y ∈ U .
(2) {s1(y), . . . , sn(y)} ⊂ Ey é uma base para Ey, ∀y ∈ U . �

Proposição 2.3 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X e seja x ∈ X �xado.

Suponha que as funções si : U → E, i ∈ {1, . . . , n} formam uma base local de ξ em x. Seja

s : U → E uma função tal que s(y) ∈ Ey, ∀y ∈ U . Sejam bi : U → R, i ∈ {1, . . . , n} tais
que s(y) =

∑n
i=1 bi(y)si(y), ∀y ∈ U .

Então s : U → E é contínua se, e somente se, as funções bi : U → R, i ∈ {1, . . . , n} são

contínuas.

Demonstração: Suponha que a função s : U → E é contínua. Sejam s′i : U → E,

i ∈ {1, . . . , n} base local de ξ em x dada pela demonstração da Proposição 2.2. Ou seja,

s′i(y) = h−1(y, ei), y ∈ U , i ∈ {1, . . . , n}, onde h : π−1(U) → U × Rn é homeomor�smo

satisfazendo as condições da De�nição 2.1.

Temos que, para cada y ∈ U , existem números reais {b′i(y), . . . , b′n(y)} tais que s(y) =∑n
i=1 b

′
i(y)s′i(y). Vamos mostrar que as funções b′i : U → R, i ∈ {1, . . . , n} são contínuas.

De fato, seja y ∈ U �xado. Como h|Ey : Ey → {y} × Rn é isomor�smo de espaços vetoriais,

temos que

s(y) =
n∑
i=1

b′i(y)s′i(y) =
n∑
i=1

b′i(y)h−1(y, ei) =
n∑
i=1

h−1(y, b′i(y)ei) = h−1

(
y,

n∑
i=1

b′i(y)ei

)
=

h−1(y, (b′1(y), . . . , b′n(y))).
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Logo, h(s(y)) = (y, (b′1(y), . . . , b′n(y))), ∀y ∈ U . Como h : π−1(U) → U × Rn e s : U → E

são funções contínuas, temos que b′i : U → R, i ∈ {1, . . . , n} são funções contínuas.

Também temos que, para cada i ∈ {1, . . . , n} e para cada y ∈ U , existem números reais

{a1i(y), . . . , ani(y)} tais que si(y) =
∑n

j=1 aji(y)s′j(y). Como si : U → E, i ∈ {1, . . . , n}
são funções contínuas, da mesma maneira, mostramos que as funções aji : U → R, i, j ∈
{1, . . . , n} são contínuas.

Para cada y ∈ U , seja A(y) =


a11(y) a12(y) . . . a1n(y)

a21(y) a22(y) . . . a2n(y)
...

...
. . .

...

an1(y) an2(y) . . . ann(y)

.

Então a aplicação A : U → GLn×n(R), y 7→ A(y) é contínua (note que a matriz A(y) é

a matriz de mudança da base {s1(y), . . . , sn(y)} para base {s′1(y), . . . , s′n(y)}, logo é uma

matriz invertível).

Como a aplicação Inv : GLn×n(R) → GLn×n(R), M 7→ M−1 é contínua, temos que a

aplicação Inv ◦ A : U → GLn×n(R), y 7→ A(y)−1 também é contínua.

Observe que, para cada y ∈ U ,

(b′1(y), . . . , b′n(y)) = A(y)


b1(y)

b2(y)
...

bn(y)

⇒ A(y)−1


b′1(y)

b′2(y)
...

b′n(y)

 = (b1(y), . . . , bn(y)).

Com isso temos que as funções bi : U → R, i ∈ {1, . . . , n} são contínuas.

Reciprocamente, se as funções bi : U → R, i ∈ {1, . . . , n} são contínuas, então s : U → E é

contínua, pois s(y) =
∑n

i=1 bi(y)si(y), ∀y ∈ U . �

Proposição 2.4 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Seja x ∈ X �xado e

suponha que U ⊂ X é um aberto com x ∈ U e t1, . . . , tm : U → X são funções contínuas que

satisfazem:

(1) Para cada i ∈ {1, . . . ,m} vale: ti(y) ∈ Ey, ∀y ∈ U .
(2) {t1(x), . . . , tm(x)} ⊂ Ex é um conjunto linearmente independente.

Então existe um aberto V ⊂ U com x ∈ V tal que {t1(y), . . . , tm(y)} ⊂ Ey é um conjunto

linearmente independente, ∀y ∈ V .

Demonstração: Seja n = dimEx. Pela Proposição 2.2, existem um aberto U ′ ⊂ X com

x ∈ U ′ e funções contínuas si : U ′ → E, i ∈ {1, . . . , n} que formam uma base local de ξ em

x.

Seja V ′ = U ∩ U ′. Temos que V ′ é aberto e x ∈ V ′. Seja y ∈ V ′ �xado. Como o

conjunto {s1(y), . . . , sn(y)} é uma base de Ey, para cada j ∈ {1, . . . ,m} existem números

reais {a1j(y), . . . , anj(y)} tais que tj(y) =
∑n

i=1 aij(y)si(y). Pela Proposição 2.3, as funções
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aij : V ′ → R, i ∈ {1, . . . , n}, j ∈ {1, . . . ,m} são contínuas.

Como {t1(x), . . . , tm(x)} é conjunto linearmente independente a matriz

M(x) =


a11(x) a12(x) . . . a1m(x)

a21(x) a22(x) . . . a2m(x)
...

...
. . .

...

an1(x) an2(x) . . . anm(x)


tem uma submatriz M ′(x) de ordem m×m cujo determinante é não nulo.

Como as aplicações M ′ : V ′ → Mm×m(R), y 7→ M ′(y) e det : Mm×m(R) → R, A 7→
determinante(A) são contínuas, também é contínua a aplicação det ◦M ′ : V ′ → R, y 7→
determinante(M ′(y)). Como o determinante de M ′(x) é não nulo, existe um aberto V ⊂ V ′

com x ∈ V , tal que o determinante de M ′(y) é não nulo, ∀y ∈ V .
Portanto, V ⊂ U é um aberto com x ∈ V e para y ∈ V o conjunto {t1(y), . . . , tm(y)} é

linearmente independente. �

Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X. Suponha que f : E → F

é uma função contínua que satisfaz:

(1) ρ ◦ f = π.

(2) Para cada x ∈ X, f|Ex : Ex → Fx é homomor�smo de espaços vetoriais.

Por (2), para cada x ∈ X, a aplicação

fx : Ex → Fx

e 7→ f(e)

é homomor�smo de espaços vetoriais.

Seja
⋃
x∈X Ker fx ⊂ E espaço topológico com a topologia induzida de E. De�nimos a função

σ1 :
⋃
x∈X Ker fx → X da seguinte maneira: dado h ∈

⋃
x∈X Ker fx, existe um único x ∈ X

tal que h ∈ Ker fx. Então σ1(h) = x. Temos que a função σ1 é contínua e sobrejetiva. De

fato, dado x ∈ X, tome 0Ex o elemento neutro de Ex. Como fx : Ex → Fx é homomor�smo

de espaços vetoriais, 0Ex ∈ Ker fx. Logo, σ1(0Ex) = x, o que mostra que σ1 é sobrejetiva.

Fixado x ∈ X, temos que σ−1
1 ({x}) = Ker fx ⊂ Ex é um subespaço vetorial de Ex. Logo

σ−1
1 ({x}) tem a estrutura de um espaço vetorial real de dimensão �nita.

Seja
⋃
x∈X Imfx ⊂ F espaço topológico com a topologia induzida de F . De�nimos a função

σ2 :
⋃
x∈X Imfx → X da seguinte maneira: dado h ∈

⋃
x∈X Imfx, existe um único x ∈ X

tal que h ∈ Imfx. Então σ2(h) = x. Temos que a função σ2 é contínua e sobrejetiva. De

fato, dado x ∈ X, tome 0Fx o elemento neutro de Fx. Como fx : Ex → Fx é homomor�smo

de espaços vetoriais, 0Fx ∈ Imfx. Logo, σ2(0Fx) = x, o que mostra que σ2 é sobrejetiva.

Fixado x ∈ X, temos que σ−1
2 ({x}) = Imfx ⊂ Fx é um subespaço vetorial de Fx. Logo

σ−1
2 ({x}) tem a estrutura de um espaço vetorial real de dimensão �nita.
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Proposição 2.5 Suponha que a função f : E → F satisfaz, além de (1) e (2) acima, a

condição

(3) Para cada x ∈ X existe um aberto U ⊂ X com x ∈ U tal que dimKer fy = dimKer fx,

∀y ∈ U .
Então as ternas Ker f = (

⋃
x∈X Ker fx, σ1, X) e Imf = (

⋃
x∈X Imfx, σ2, X) são �brados

vetoriais com base X.

Demonstração: Basta mostrarmos a propriedade de trivialidade local de Ker f e Imf .

Seja x ∈ X �xado e sejam m = dimEx, n = dimFx. Pela Proposição 2.2 existem abertos

U1, U2 ⊂ X com x ∈ U1 ∩ U2 e funções contínuas si : U1 → E, i ∈ {1, . . . ,m}, tj : U2 → F ,

j ∈ {1, . . . , n} que formam uma base local de ξ e η, respectivamente, em x.

Seja k = dim Imfx.

Como {s1(x), . . . , sm(x)} é base de Ex, temos que Imfx = span {f(s1(x)), . . . , f(sm(x))}.
Renumerando os índices se necessário, podemos supor que {f(s1(x)), . . . , f(sk(x))} é base

para Imfx.

Como Imfx ⊂ Fx e {t1(x), . . . , tn(x)} é base para Fx, novamente renumerando os índices se

necessário, podemos supor que {f(s1(x)), . . . , f(sk(x)), tk+1(x), . . . , tn(x)} é uma base para

Fx.

Seja U3 = U1 ∩ U2. Temos que U3 ⊂ X é aberto e x ∈ U3. Também temos que as funções

f ◦ s1, . . . , f ◦ sk, tk+1, . . . , tn : U3 → F são contínuas e satisfazem

(1) Para cada i ∈ {1, . . . , k}, f ◦ si(y) ∈ Fy e para cada j ∈ {k + 1, . . . , n}, tj(y) ∈ Fy,

∀y ∈ U3.

(2) {f(s1(x)), . . . , f(sk(x)), tk+1(x), . . . , tn(x)} ⊂ Fx é conjunto linearmente independente.

Pela Proposição 2.4, existe um aberto U4 ⊂ U3 com x ∈ U4 tal que, para cada y ∈ U4, o

conjunto {f(s1(y)), . . . , f(sk(y)), tk+1(y), . . . , tn(y)} ⊂ Fy é linearmente independente. Como

dimFy = dimFx = n, temos que {f(s1(y)), . . . , f(sk(y)), tk+1(y), . . . , tn(y)} forma uma base

para Fy, ∀y ∈ U4.

Por hipótese, existe um aberto U ⊂ X com x ∈ U tal que dimKer fy = dimKer fx, ∀y ∈ U .
Seja U5 = U ∩ U4. Temos que U5 ⊂ X é aberto e x ∈ U5.

Note que, para y ∈ U5,

{
dimEy = dimEx

dimKer fy = dimKer fx
.

Logo, ∀y ∈ U5 vale

dimEy = dimKer fy + dim Imfy ⇒

dim Imfy = dimEy − dimKer fy = dimEx − dimKer fx = dim Imfx = k.

Como para y ∈ U5, {f(s1(y)), . . . , f(sk(y))} é conjunto linearmente independente, temos que

{f(s1(y)), . . . , f(sk(y))} é uma base para Imfy, ∀y ∈ U5.

Vamos agora mostrar a propriedade de trivialidade local de Imf .
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Vamos de�nir g : σ−1
2 (U5) =

⋃
y∈U5

Imfy → U5 × Rk da seguinte forma: dado h ∈⋃
y∈U5

Imfy, existe um único y ∈ U5 tal que h ∈ Imfy. Como {f(s1(y)), . . . , f(sk(y))}
é base para Imfy, existem únicos números reais {λ1, . . . , λk} tais que h =

∑k
i=1 λif(si(y)).

De�nimos g(h) = (y, (λ1, . . . , λk)). Temos que g é contínua.

A função

g−1 : U5 × Rk →
⋃
y∈U5

Imfy

(y, (u1, . . . , uk)) 7→
k∑
i=1

uif(si(y))

está bem de�nida e é contínua.

Observe que:

(1) g−1 ◦ g(h =
∑m

i=1 λif(si(y))) = g−1(y, (λ1, . . . , λk)) =
∑k

i=1 λif(si(y)) = h.

(2) g ◦ g−1(y, (u1, . . . , uk)) = g(
∑k

i=1 uif(si(y))) = (y, (u1, . . . , uk)).

Isto mostra que g−1 é a inversa da função g. Portanto, g é homeomor�smo.

Seja p1 : U5 × Rk → U5 a projeção na primeira coordenada. Note que

p1 ◦ g

(
h =

k∑
i=1

λif(si(y))

)
= p1(y, (λ1, . . . , λk)) = y = σ2(h)⇒ p1 ◦ g = σ2.

Fixado y ∈ U5 e observando a de�nição de g, temos que g|Imfy : Imfy → {y} × Rk é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Isto mostra que a terna Imf = (
⋃
x∈X Imfx, σ2, X) é um �brado vetorial com base X.

Para mostrar a propriedade de trivialidade local de Ker f , note que {f(s1(y)), . . . , f(sk(y))}
é uma base para Imfy, ∀y ∈ U5. Logo, para cada i ∈ {k + 1, . . . ,m} e y ∈ U5, existem

números reais {ai1(y), . . . , aik(y)} tais que f(si(y)) =
∑k

j=1 aij(y)f(sj(y)).

Como as funções f ◦ si : U5 →
⋃
y∈U5

Imfy formam uma base local de Imf em x, pela

Proposição 2.3 , as funções aij : U5 → R, i ∈ {k + 1, . . . ,m}, j ∈ {1, . . . , k} são contínuas.

Para cada i ∈ {k + 1, . . . ,m}, de�nimos

s′i : U5 → E

y 7→ si(y)−
k∑
j=1

aij(y)sj(y)

Temos que s′i é função contínua e s′i(y) ∈ Ey, ∀y ∈ U5.

Sejam y ∈ U5 e i ∈ {k + 1, . . . ,m} �xados. Vamos mostrar que s′i(y) ∈ Ker fy. De fato,

fy(s
′
i(y)) = fy

(
si(y)−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)
= fy(si(y))−

k∑
j=1

aij(y)fy(sj(y)) =

f(si(y))−
k∑
j=1

aij(y)f(sj(y)) = f(si(y))− f(si(y)) = 0.
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Logo, s′i(y) ∈ Ker fy.
Fixado y ∈ U5, vamos mostrar agora que

{
s′k+1(y), . . . , s′m(y)

}
é conjunto linearmente inde-

pendente. Sejam {λk+1, . . . , λm} números reais tais que
∑m

i=k+1 λis
′
i(y) = 0. Note que

m∑
i=k+1

λis
′
i(y) =

m∑
i=k+1

λi

(
si(y)−

k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)
=

m∑
i=k+1

λisi(y)−
m∑

i=k+1

λi

(
k∑
j=1

aij(y)sj(y)

)
=

m∑
i=k+1

λisi(y)−
m∑

i=k+1

k∑
j=1

λiaij(y)sj(y) =

m∑
i=k+1

λisi(y) +
k∑
j=1

(
−

m∑
i=k+1

λiaij(y)

)
sj(y) =

m∑
i=k+1

λisi(y) +
k∑
i=1

(
−

m∑
j=k+1

λjaji(y)

)
si(y).

Para cada i ∈ {1, . . . , k}, seja βi = −
∑m

j=k+1 λjaji(y) ∈ R. Então temos que

m∑
i=k+1

λis
′
i(y) =

m∑
i=k+1

λisi(y) +
k∑
i=1

βisi(y).

Logo,

m∑
i=k+1

λis
′
i(y) = 0⇔

k∑
i=1

βisi(y) +
m∑

i=k+1

λisi(y) = 0.

Como {s1(y), . . . , sm(y)} é conjunto linearmente independente, temos que βi = 0, ∀i ∈
{1, . . . , k} e λi = 0, ∀i ∈ {k + 1, . . . ,m}. Isto mostra que

{
s′k+1(y), . . . , s′m(y)

}
é conjunto

linearmente independente.

Como para y ∈ U5, dimKer fy = dimKer fx = dimEx − dim Imfx = m − k, temos que{
s′k+1(y), . . . , s′m(y)

}
é base para Ker fy, ∀y ∈ U5.

Vamos agora mostrar a propriedade de trivialidade local de Ker f .

Vamos de�nir g̃ : σ−1
1 (U5) =

⋃
y∈U5

Ker fy → U5 × Rm−k da seguinte forma: dado h ∈⋃
y∈U5

Ker fy, existe um único y ∈ U5 tal que h ∈ Ker fy. Como
{
s′k+1(y), . . . , s′m(y)

}
é

base para Ker fy, existem únicos números reais {λk+1, . . . , λm} tais que h =
∑m

i=k+1 λis
′
i(y).

De�nimos g̃(h) = (y, (λk+1, . . . , λm)). Temos que g̃ é contínua.

A função

g̃−1 : U5 × Rm−k →
⋃
y∈U5

Ker fy

(y, (uk+1, . . . , um)) 7→
m∑

i=k+1

uis
′
i(y)

está bem de�nida e é contínua.

Observe que:

(1) g̃−1 ◦ g̃(h =
∑m

i=k+1 λis
′
i(y)) = g̃−1(y, (λk+1, . . . , λm)) =

∑m
i=k+1 λis

′
i(y) = h.
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(2) g̃ ◦ g̃−1(y, (uk+1, . . . , um)) = g̃(
∑m

i=k+1 uis
′
i(y)) = (y, (uk+1, . . . , um)).

Isto mostra que g̃−1 é a inversa da função g̃. Portanto, g̃ é homeomor�smo.

Seja p̃1 : U5 × Rm−k → U5 a projeção na primeira coordenada. Note que

p̃1 ◦ g̃

(
h =

m∑
i=k+1

λis
′
i(y)

)
= p̃1(y, (λk+1, . . . , λm)) = y = σ1(h)⇒ p̃1 ◦ g̃ = σ1.

Fixado y ∈ U5 e observando a de�nição de g̃, temos que g̃|Ker fy : Ker fy → {y} × Rm−k é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Isto mostra que a terna Ker f = (
⋃
x∈X Ker fx, σ1, X) é um �brado vetorial com base X. �

2.5 Propriedades homotópicas de �brados vetoriais

Nesta seção mostraremos que se ϕ : Y → X e ψ : Y → X são funções homotópicas então as

aplicações ϕ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ) e ψ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ) são idênticas.

Teorema 2.3 (Teorema da Extensão de Tietze) Sejam X um espaço topológico nor-

mal, Y ⊂ X um conjunto fechado e V um espaço vetorial real de dimensão �nita. Suponha

que g : Y → V é uma função contínua. Então existe uma função contínua g′ : X → V tal

que g′|Y = g.

Demonstração: Ver [Mu1], p. 212. �

Teorema 2.4 (Existência de partições da unidade) Sejam X um espaço topológico de

Hausdor� compacto e {U1, U2, . . . , Un} uma cobertura aberta �nita de X (isto é, n ∈ N, cada

Ui ⊂ X é um conjunto aberto e X ⊂
⋃n
i=1 Ui). Então existem funções contínuas φi : X → R

i ∈ {1, 2, . . . , n} tais que:
(1) Para cada i ∈ {1, 2, . . . , n} vale: 0 ≤ φi(x) ≤ 1, ∀x ∈ X.

(2) supp φi ⊂ Ui, ∀i ∈ {1, 2, . . . , n}, onde supp φi = {x ∈ X |φi(x) 6= 0}.
(3)

∑n
i=1 φi(x) = 1, ∀x ∈ X.

O conjunto das funções φi : X → R, i ∈ {1, . . . ,m} é chamado partição da unidade subordi-

nada à cobertura {U1, U2, . . . , Un}.

Demonstração: Ver [Mu1], p. 222. �

Lema 2.5 Seja X um espaço topológico de Hausdor� compacto e Y ⊂ X um conjunto

fechado. Suponha que ξ = (E, π,X) é um �brado vetorial com base X. Se s ∈ Γ(ξ|Y ) então

existe s′ ∈ Γ(ξ) tal que s′|Y = s.

Demonstração: Como ξ é um �brado vetorial, para cada x ∈ X, existem um aberto

Ux ⊂ X com x ∈ Ux, um número nx ∈ N e um homeomor�smo hx : π−1(Ux) → Ux × Rnx
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tais que:

(1) p1 ◦ hx = π, onde p1 : X × Rnx → X é a projeção na primeira coordenada.

(2) Para cada x′ ∈ Ux, hx|Ex′ : Ex′ → {x′} × Rnx é isomor�smo de espaços vetoriais.

De�na

sx : Ux ∩ Y → Rnx

y 7→ (p2 ◦ hx) ◦ s(y)

onde p2 : X ×Rnx → Rnx é a projeção na segunda coordenada. Como s(y) ∈ Ey, temos que

sx está bem de�nida e é contínua.

Como Ux é um espaço topológico normal e Ux∩Y ⊂ Ux é fechado em Ux (pois Y é fechado),

pelo Teorema da Extensão de Tietze existe uma função contínua s′x : Ux → Rnx tal que

s′x|Ux∩Y = sx.

De�nimos

Sx : Ux → π−1(Ux) = E|Ux

y 7→ h−1
x (y, s′x(y))

Temos que Sx é contínua e Sx(y) ∈ Ey, ∀y ∈ Ux. Logo, Sx ∈ Γ(ξ|Ux).

Note que se y ∈ Ux ∩ Y então s(y) ∈ Ey, logo

hx(s(y)) = (y, p2 ◦ hx(s(y))) = (y, sx(y)) = (y, s′x(y))⇒ s(y) = h−1
x (y, s′x(y)) = Sx(y).

Portanto Sx|Ux∩Y = s.

Observe queX ⊂
⋃
x∈X Ux. ComoX é compacto, existe um subconjunto �nito {x1, x2, . . . , xn}

de X tal que X ⊂
⋃n
i=1 Uxi . Para simpli�car a notação vamos escrever Ui no lugar de Uxi e

Si no lugar de Sxi . Temos que Si ∈ Γ(ξ|Ui) e Si|Ui∩Y = s, ∀i ∈ {1, . . . , n}.
Seja φi : X → R, i ∈ {1, . . . , n}, partição da unidade subordinada à cobertura {U1, . . . , Un}.
Para cada i ∈ {1, . . . , n} de�nimos

S ′i : X → E

x 7→

{
φi(x)Si(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

Temos que S ′i é contínua pois supp φi ⊂ Ui. Também temos que S ′i(x) ∈ Ex, ∀x ∈ X, logo

S ′i ∈ Γ(ξ).

De�na s′ =
∑n

i=1 S
′
i. Como Γ(ξ) é espaço vetorial, temos que s′ ∈ Γ(ξ). Seja y ∈ Y , então

S ′i(y) =

{
φi(y)Si(y) se y ∈ Ui
0 se y /∈ Ui

=

{
φi(y)s(y) se y ∈ Ui
0 se y /∈ Ui

= φi(y)s(y).

Logo,

s′(y) =
n∑
i=1

S ′i(y) =
n∑
i=1

φi(y)s(y) =

(
n∑
i=1

φi(y)

)
s(y) = s(y).

Portanto, s′|Y = s. Fica assim demonstrado o Lema. �
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Proposição 2.6 Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X. A

terna Hom(ξ, η) = (H,µ,X), onde H =
⋃
x∈X hom(Ex, Fx) =

⋃
x∈X {ϕ : Ex → Fx |ϕ é linear}

e

µ : H =
⋃
x∈X

hom(Ex, Fx)→ X

ϕ ∈ hom(Ex, Fx) 7→ x

é um �brado vetorial com base X.

Demonstração: Ver [Bou1], Parágrafo 7. �

Lema 2.6 Seja X um espaço topológico de Hausdor� compacto e Y ⊂ X um subespaço

fechado. Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X. Suponha

que ξ|Y e η|Y são isomorfos com h : E|Y → F|Y homeomor�smo satisfazendo as condições

da De�nição 2.2. Então existem um aberto U ⊂ X com Y ⊂ U e um homeomor�smo

h′ : E|U → F|U satisfazendo as condições da De�nição 2.2 e tal que h′|E|Y = h. Em particular,

os �brados ξ|U e η|U são isomorfos.

Demonstração: Por de�nição, Hom(ξ, η) = (H,µ,X), onde H =
⋃
x∈X hom(Ex, Fx) e

µ(ϕ) = x, para ϕ ∈ hom(Ex, Fx). Logo Hom(ξ, η)|Y = (H|Y , µ|Y , Y ), onde H|Y = µ−1(Y ) =⋃
y∈Y hom(Ey, Fy) e µ|Y (ϕ) = y, para ϕ ∈ hom(Ey, Fy).

De�na

s : Y → H|Y

y 7→ h|Ey

Como para cada y ∈ Y , h|Ey : Ey → Fy é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que a

função s está bem de�nida e é contínua. Note também que s(y) ∈ hom(Ey, Fy), ∀y ∈ Y ,

logo s ∈ Γ(Hom(ξ, η)|Y ). Pelo Lema 2.5, existe s′ ∈ Γ(Hom(ξ, η)) tal que s′|Y = s.

Para cada x ∈ X, seja iso(Ex, Fx) = {ϕ : Ex → Fx |ϕ é linear e bijetiva}. Temos que

hom(Ex, Fx) ⊂ iso(Ex, Fx).

De�na U = {x ∈ X | s′(x) ∈ iso(Ex, Fx)}. Temos que U ⊂ X e Y ⊂ U pois para y ∈ Y ,

s′(y) = s(y) = h|Ey é um isomor�smo de espaços vetoriais.

Vamos mostrar que U é um conjunto aberto. Sabemos que iso(Ex, Fx) ⊂ hom(Ex, Fx) é um

conjunto aberto, para cada x ∈ X. Logo,
⋃
x∈X iso(Ex, Fx) ⊂

⋃
x∈X hom(Ex, Fx) também é

um conjunto aberto. Note que U = s′−1(
⋃
x∈X iso(Ex, Fx)). Como s′ é contínua, temos que

U é aberto.

De�na

h′ : E|U → F|U

e 7→ s′(π(e))(e)
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Note que, para cada e ∈ E|U , π(e) ∈ U , logo s′(π(e)) ∈ iso(Eπ(e), Fπ(e)). Daí, s′(π(e))(e) ∈
Fπ(e) ⊂ F|U . Portanto, a função h′ está bem de�nida e é contínua.

A função

h′−1 : F|U → E|U

f 7→ (s′(ρ(f)))−1(f)

está bem de�nida, pois para cada f ∈ F|U , ρ(f) ∈ U , logo s′(ρ(f)) ∈ iso(Eρ(f), Fρ(f)). Daí

(s′(ρ(f)))−1(f) ∈ Eρ(f) ⊂ E|U . Também temos que h′−1 é contínua.

Note que:

(1) h′−1 ◦ h′(e) = h′−1(s′(π(e))(e)) = (s′(ρ(s′(π(e))(e))))−1(s′(π(e))(e)).

Como s′(π(e))(e) ∈ Fπ(e), temos que ρ(s′(π(e))(e)) = π(e).

Logo, (s′(ρ(s′(π(e))(e))))−1(s′(π(e))(e)) = (s′(π(e)))−1 ◦ s′(π(e))(e) = e.

Portanto, h′−1 ◦ h′(e) = e, ∀e ∈ E|U .
(2) h′ ◦ h′−1(f) = h′((s′(ρ(f)))−1(f)) = s′(π((s′(ρ(f)))−1(f)))((s′(ρ(f)))−1(f)).

Como (s′(ρ(f)))−1(f) ∈ Eρ(f), temos que π((s′(ρ(f)))−1(f)) = ρ(f).

Logo, s′(π((s′(ρ(f)))−1(f)))((s′(ρ(f)))−1(f)) = s′(ρ(f)) ◦ (s′(ρ(f)))−1(f) = f .

Portanto, h′ ◦ h′−1(f) = f , ∀f ∈ F|U .
Isto mostra que h′−1 é a inversa de h′. Logo, h′ é homeomor�smo.

Seja e ∈ E|U . Como s′(π(e))(e) ∈ Fπ(e), temos que

ρ|U ◦ h′(e) = ρ(s′(π(e))(e)) = π(e) = π|U(e)⇒ ρ|U ◦ h′ = π|U .

Fixado x ∈ U , temos que h′|Ex : Ex → Fx é isomor�smo de espaços vetoriais. De fato,

h′|Ex(e) = s′(π(e))(e) = s′(x)(e), ∀e ∈ Ex. Logo h′|Ex = s′(x) ∈ iso(Ex, Fx).
Portanto, h′ : E|U → F|U satisfaz as condições da De�nição 2.2.

Seja agora e ∈ E|Y . Temos que s′(π(e)) = s(π(e)), logo

h′(e) = s′(π(e))(e) = s(π(e))(e) = h|Eπ(e)
(e) = h(e).

Portanto, h′|E|Y = h. �

Teorema 2.5 Sejam X e Y espaços topológicos com Y espaço de Hausdor� compacto e

ϕ : Y → X, ψ : Y → X funções contínuas. Suponha que ϕ e ψ sejam funções homotópicas.

Então as aplicações ϕ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ) e ψ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ) são idênticas.

Demonstração: Como ϕ e ψ são homotópicas, existe uma função contínua F : Y × I → X

tal que F (y, 0) = ϕ(y) e F (y, 1) = ψ(y), ∀y ∈ Y .
Para cada t ∈ I, de�nimos

Ft : Y → X

y 7→ F (y, t)
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Temos que Ft é função contínua e F0 = ϕ, F1 = ψ.

De�nimos também a função p : Y × I → Y , (y, t) 7→ y.

Seja ξ = (E, π,X) �brado vetorial com base X. Vamos mostrar que 〈ϕ∗ξ〉 = 〈ψ∗ξ〉 em
V ect(Y ). Como ξ foi tomado arbitrariamente, concluímos que as aplicações ϕ∗ e ψ∗ são

idênticas.

Seja t0 ∈ I �xado. Note que:

(1) F ∗ξ = (E1, π1, Y × I), onde E1 = {((y, t), e) ∈ (Y × I)× E |F (y, t) = π(e)} e π1 : E1 →
Y × I, π1((y, t), e) = (y, t).

(2) F ∗t0ξ = (E2, π2, Y ), onde E2 = {(y, e) ∈ Y × E |F (y, t0) = π(e)} e π2 : E2 → Y ,

π2(y, e) = y.

(3) p∗F ∗t0ξ = (E3, π3, Y × I), onde E3 = {((y, t), e2) ∈ (Y × I)× E2 | p(y, t) = π2(e2)} =

{((y, t), (y′, e)) ∈ (Y × I)× (Y × E) | y = y′ e F (y′, t0) = π(e)} e π3 : E3 → Y × I,
π3((y, t), (y, e)) = (y, t).

Vamos restringir os �brados F ∗ξ e p∗F ∗t0ξ ao conjunto Y × {t0} ⊂ Y × I. Temos que:

(4) F ∗ξ|Y×{t0} = (E1
|Y×{t0}, π

1
|Y×{t0}, Y × {t0}), onde

E1
|Y×{t0} = {((y, t0), e) | y ∈ Y, e ∈ E e F (y, t0) = π(e)} e π1

|Y×{t0}((y, t0), e) = (y, t0).

(5) p∗F ∗t0ξ|Y×{t0} = (E3
|Y×{t0}, π

3
|Y×{t0}, Y × {t0}), onde

E3
|Y×{t0} = {((y, t0), (y, e)) | y ∈ Y, e ∈ E e F (y, t0) = π(e)} e π3

|Y×{t0}((y, t0), (y, e)) = (y, t0).

De�na

h : E3
|Y×{t0} → E1

|Y×{t0}

((y, t0), (y, e)) 7→ ((y, t0), e)

Temos que h é contínua com inversa

h−1 : E1
|Y×{t0} → E3

|Y×{t0}

((y, t0), e) 7→ ((y, t0), (y, e))

contínua. Logo, h é homeomor�smo.

Note que

π1
|Y×{t0} ◦ h((y, t0), (y, e)) = π1

|Y×{t0}((y, t0), e) = (y, t0) = π3
|Y×{t0}((y, t0), (y, e))⇒

π1
|Y×{t0} ◦ h = π3

|Y×{t0}.

Seja (y, t0) ∈ Y × {t0} �xado. Temos que


(
E1
|Y×{t0}

)
(y,t0)

= {(y, t0)} × EF (y,t0)(
E3
|Y×{t0}

)
(y,t0)

= {(y, t0)} × {y} × EF (y,t0)

.

Logo, é claro que h|
(
E3
|Y×{t0}

)
(y,t0)

:
(
E3
|Y×{t0}

)
(y,t0)

→
(
E1
|Y×{t0}

)
(y,t0)

é isomor�smo de espa-

ços vetoriais.



CAPÍTULO 2. FIBRADOS VETORIAIS 58

Note que Y × I é um espaço topológico de Hausdor� compacto e Y ×{t0} ⊂ Y × I é um su-

bespaço fechado. Também temos que F ∗ξ e p∗F ∗t0ξ são �brados vetoriais com base Y ×I tais
que F ∗ξ|Y×{t0} e p

∗F ∗t0ξ|Y×{t0} são isomorfos, com homeomor�smo h : E3
|Y×{t0} → E1

|Y×{t0}

satisfazendo as condições da De�nição 2.2. Portanto, pelo Lema 2.6, existem um aberto

U ⊂ Y × I com Y × {t0} ⊂ U e um homeomor�smo h′ : E3
|U → E1

|U satisfazendo as

condições da De�nição 2.2 e tal que h′|E3
|Y×{t0}

= h. Como Y × {t0} ⊂ U , temos que existe

δt0 > 0 tal que U = Y × (t0− δt0 , t0 + δt0). Por simplicidade vamos denotar (t0− δt0 , t0 + δt0)

por δt0. Logo U = Y × δt0.
Note que:

(6) F ∗ξ|Y×δt0 = (E1
|Y×δt0 , π

1
|Y×δt0 , Y × δt0), onde

E1
|Y×δt0 = {((y, t), e) | y ∈ Y, e ∈ E, t ∈ δt0 e F (y, t) = π(e)} e π1

|Y×δt0((y, t), e) = (y, t).

(7) p∗F ∗t0ξ|Y×δt0 = (E3
|Y×δt0 , π

3
|Y×δt0 , Y × δt0), onde

E3
|Y×δt0 = {((y, t), (y, e)) | y ∈ Y, e ∈ E, t ∈ δt0 e F (y, t0) = π(e)} e π3

|Y×δt0((y, t), (y, e)) =

(y, t).

Como h′ : E3
|Y×δt0 → E1

|Y×δt0 é homeomor�smo satisfazendo as condições da De�nição 2.2,

temos que π1
|Y×δt0 ◦ h

′ = π3
|Y×δt0 e para cada (y, t) ∈ Y × δt0 �xado, h′|{(y,t)}×{y}×EF (y,t0)

:

{(y, t)} × {y} × EF (y,t0) → {(y, t)} × EF (y,t) é isomor�smo de espaços vetoriais.

Em particular, temos que

{
h′((y, t), (y, e)) = ((y, t), p3 ◦ h′((y, t), (y, e)))
h′−1((y, t), e) = ((y, t), y, p4 ◦ h′−1((y, t), e))

,

onde p3 : (Y × I)× E → E e p4 : (Y × I)× (Y × E)→ E são as projeções na terceira e na

quarta coordenadas, respectivamente.

Seja t ∈ δt0 �xado. Vamos mostrar que os �brados F ∗t0ξ e F
∗
t ξ são isomorfos.

Observe primeiramente que:

(8) F ∗t ξ = (E4, π4, Y ), onde E4 = {(y, e) ∈ Y × E |F (y, t) = π(e)} e π4 : E4 → Y , π4(y, e) =

y.

De�nimos

g : E4 → E2

(y, e) 7→ (y, p4 ◦ h′−1((y, t), e))

A função g está bem de�nida pois ((y, t), e) ∈ E1
|Y×δt0 e h′−1((y, t), e) ∈ E3

|Y×δt0 . Logo,

F (y, t0) = π(p4 ◦h′−1((y, t), e)). Também temos que g é função contínua. De�nimos também

g−1 : E2 → E4

(y, e) 7→ (y, p3 ◦ h′((y, t), (y, e)))

A função g−1 está bem de�nida pois ((y, t), (y, e)) ∈ E3
|Y×δt0 e h′((y, t), (y, e)) ∈ E1

|Y×δt0 .

Logo, F (y, t) = π(p3 ◦ h′((y, t), (y, e))). Também temos que g−1 é função contínua.

Observe que:
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(9) g ◦ g−1(y, e) = g(y, p3 ◦ h′((y, t), (y, e))) = (y, p4 ◦ h′−1((y, t), p3 ◦ h′((y, t), (y, e)))) =

(y, p4 ◦ h′−1(h′((y, t), (y, e)))) = (y, p4((y, t), (y, e))) = (y, e), ∀(y, e) ∈ E2.

(10) g−1 ◦ g(y, e) = g−1(y, p4 ◦ h′−1((y, t), e)) = (y, p3 ◦ h′((y, t), (y, p4 ◦ h′−1((y, t), e)))) =

(y, p3 ◦ h′(h′−1((y, t), e))) = (y, p3((y, t), e)) = (y, e), ∀(y, e) ∈ E4.

Logo, g−1 é a inversa da função g. Portanto, g é homeomor�smo.

Note que

π2 ◦ g(y, e) = π2(y, p4 ◦ h′−1((y, t), e)) = y = π4(y, e)⇒ π2 ◦ g = π4.

Seja y ∈ Y �xado. Temos que g|{y}×EF (y,t)
: {y} × EF (y,t) → {y} × EF (y,t0) é isomor�smo

de espaços vetoriais pois h′|{(y,t)}×{y}×EF (y,t0)
: {(y, t)} × {y} × EF (y,t0) → {(y, t)} × EF (y,t) é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Isto mostra que os �brados F ∗t0ξ e F
∗
t ξ são isomorfos.

Como t ∈ δt0 foi tomado arbitrariamente, temos que 〈F ∗t ξ〉 =
〈
F ∗t0ξ

〉
em V ect(Y ), ∀t ∈ δt0.

Mostramos assim que, para cada t0 ∈ I, existe um aberto δt0 ⊂ I com t0 ∈ δt0, tal que

〈F ∗t ξ〉 =
〈
F ∗t0ξ

〉
, ∀t ∈ δt0. Logo, a aplicação

Ω : I → V ect(Y )

t 7→ 〈F ∗t ξ〉

é localmente constante.

Vamos mostrar que Ω é uma aplicação constante. De fato, temos que I ⊂
⋃
t∈I δt. Como I

é compacto, existe um número n ∈ N e um conjunto {t1, . . . , tn} ⊂ I tais que I ⊂
⋃n
i=1 δti.

Como I é conexo, após uma reordenação dos índices, podemos supor que δti ∩ δti+1 6= ∅,
∀i ∈ {1, . . . , n− 1}.

Seja t ∈ δt1 ∩ δt2. Então

{
Ω(t) = Ω(t1)

Ω(t) = Ω(t2)
⇒ Ω(t1) = Ω(t2).

Analogamente, se t ∈ δt2 ∩ δt3, então

{
Ω(t) = Ω(t2)

Ω(t) = Ω(t3)
⇒ Ω(t2) = Ω(t3).

Prosseguindo com este raciocínio, após n− 1 passos teremos que

Ω(t1) = Ω(t2) = Ω(t3) = . . . = Ω(tn−1) = Ω(tn).

Isto mostra que a aplicação Ω é constante.

Logo,

Ω(0) = Ω(1)⇔ 〈F ∗0 ξ〉 = 〈F ∗1 ξ〉 ⇔ 〈ϕ∗ξ〉 = 〈ψ∗ξ〉 . �

Corolário 2.2 Sob as mesmas hipóteses do Teorema 2.5, temos que as aplicações Kϕ :

K(X)→ K(Y ) e Kψ : K(X)→ K(Y ) são idênticas.
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Demonstração: Pelo Teorema 1.7, existe um único homomor�smo de gruposKϕ : K(X)→
K(Y ) que satisfaz

Kϕ ([ξ]) = [ϕ∗ξ] , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Pelo mesmo motivo, existe um único homomor�smo de grupos Kψ : K(X) → K(Y ) que

satisfaz

Kψ ([ξ]) = [ψ∗ξ] , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Como ϕ∗ = ψ∗ : V ect(X)→ V ect(Y ), temos que

Kψ ([ξ]) = [ϕ∗ξ] , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Logo Kψ : K(X)→ K(Y ) também é um homomor�smo de grupos que satisfaz

Kψ ([ξ]) = [ϕ∗ξ] , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Pela unicidade de Kϕ : K(X)→ K(Y ), temos que Kψ = Kϕ : K(X)→ K(Y ). �

2.6 Propriedades do grupo K(X)

Nesta seção apresentaremos algumas propriedades do grupo K(X) que serão utilizados no

Capítulo 4.

De�nição 2.7 Seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Um subespaço vetorial

V ⊂ Γ(ξ) é dito amplo se a aplicação

Λ : X × V → E

(x, s) 7→ s(x)

é sobrejetiva.

Proposição 2.7 Sejam X um espaço topológico de Hausdor� compacto e ξ = (E, π,X) um

�brado vetorial com base X. Então existe um subespaço vetorial de dimensão �nita V ⊂ Γ(ξ)

tal que V é amplo.

Demonstração: Para cada x ∈ X, existem um aberto Ux ⊂ X com x ∈ Ux, um número nx ∈
N e um homeomor�smo hx : π−1(Ux)→ Ux×Rnx tais que p1◦hx = π (onde p1 : X×Rnx → X

é a projeção na primeira coordenada) e para cada x′ ∈ Ux, hx|Ex′ : Ex′ → {x′} × Rnx é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Temos que X ⊂
⋃
x∈X Ux. Como X é compacto, existe um número m ∈ N e um conjunto



CAPÍTULO 2. FIBRADOS VETORIAIS 61

{x1, . . . , xm} ⊂ X tais que X ⊂
⋃m
i=1 Uxi . Para simpli�car a notação vamos escrever Ui no

lugar de Uxi , ni no lugar de nxi e hi : π−1(Ui) → Ui × Rni no lugar de hxi : π−1(Uxi) →
Uxi × Rnxi .

Seja φi : X → R, i ∈ {1, . . . ,m} partição da unidade subordinada à cobertura {U1, . . . , Um}.
Fixado i ∈ {1, . . . ,m}, seja {e1, e2, . . . , eni} base ortonormal canônica de Rni . Como para

cada y ∈ Ui �xado, hi|Ey : Ey → {y} × Rni é isomor�smo de espaços vetoriais, o conjunto{
h−1
i (y, e1), h

−1
i (y, e2), . . . , h

−1
i (y, eni)

}
é base de Ey.

Para cada j ∈ {1, . . . , ni}, de�nimos

sij : Ui → E|Ui = π−1(Ui)

y 7→ h−1
i (y, ej)

Temos que sij é contínua e sij(y) ∈ Ey, ∀y ∈ Ui. Logo, sij ∈ Γ(ξ|Ui).

Seja Vi = span
{
si1, s

i
2, . . . , s

i
ni

}
. Então Vi ⊂ Γ(ξ|Ui) é um subespaço vetorial de dimensão

�nita. Também temos que Vi é amplo pois a aplicação

Λi : Ui × Vi → E|Ui

(y, v) 7→ v(y)

é sobrejetiva. De fato, seja e ∈ E|Ui , então π(e) ∈ Ui. Tomando y = π(e), temos que y ∈ Ui
e e ∈ Ey. Como

{
h−1
i (y, e1), h

−1
i (y, e2), . . . , h

−1
i (y, eni)

}
é base de Ey, existem escalares

{λ1, λ2, . . . , λni} ⊂ R tais que

e = λ1h
−1
i (y, e1) + λ2h

−1
i (y, e2) + . . .+ λnih

−1
i (y, eni)⇔

e = λ1s
i
1(y) + λ2s

i
2(y) + . . .+ λnis

i
ni

(y).

Logo,

Λi(y, λ1s
i
1 + λ2s

i
2 + . . .+ λnis

i
ni

) = λ1s
i
1(y) + λ2s

i
2(y) + . . .+ λnis

i
ni

(y) = e.

Isto mostra que Λi é sobrejetiva.

Vamos agora de�nir uma aplicação Θi : Vi → Γ(ξ) da seguinte maneira: para cada v ∈ Vi,

Θi(v) : X → E

x 7→

{
φi(x)v(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

Para cada v ∈ Vi, temos que Θi(v) é função contínua (pois supp φi ⊂ Ui) e Θi(v)(x) ∈ Ex,
∀x ∈ X. Logo, Θi(v) ∈ Γ(ξ).

Vamos mostrar que Θi é uma aplicação linear. De fato, sejam v, v′ ∈ Vi, então

Θi(v + v′) =

{
φi(x)(v + v′)(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

.
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Por outro lado,

Θi(v) + Θi(v
′) =

{
φi(x)v(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

+

{
φi(x)v′(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

=

=

{
φi(x)(v + v′)(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

.

Logo, Θi(v + v′) = Θi(v) + Θi(v
′).

Seja agora λ ∈ R. Temos que

λΘi(v) = λ

{
φi(x)v(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

=

{
φi(x)(λv)(x) ∈ Ex se x ∈ Ui
0 ∈ Ex se x /∈ Ui

= Θi(λv).

Logo, Θi(λv) = λΘi(v). Portanto, Θi é linear.

De�na

Θ : V1 × . . .× Vm → Γ(ξ)

(v1, . . . , vm) 7→ Θ1(v1) + . . .+ Θm(vm)

Temos que Θ é aplicação linear. De fato, se (v1, . . . , vm), (v′1, . . . , v
′
m) ∈ V1 × . . .× Vm, então

Θ((v1, . . . , vm) + (v′1, . . . , v
′
m)) = Θ(v1 + v′1, . . . , vm + v′m) =

Θ1(v1 + v′1) + . . .+ Θm(vm + v′m) = (Θ1(v1) + Θ1(v
′
1)) + . . .+ (Θm(vm) + Θm(v′m)) =

(Θ1(v1) + . . .+ Θm(vm)) + (Θ1(v
′
1) + . . .+ Θm(v′m)) = Θ(v1, . . . , vm) + Θ(v′1, . . . , v

′
m).

Seja agora λ ∈ R. Temos que

Θ(λ(v1, . . . , vm)) = Θ(λv1, . . . , λvm) = Θ1(λv1) + . . .+ Θm(λvm) =

λΘ1(v1) + . . .+ λΘm(vm) = λ(Θ1(v1) + . . .+ Θm(vm)) = λΘ(v1, . . . , vm).

Logo, Θ é aplicação linear.

Tome V = Θ(V1 × . . . × Vm). Temos que V é subespaço vetorial de Γ(ξ) e tem dimensão

�nita. De fato, como dimV1 × . . .× Vm = dimV1 + . . .+ dimVm <∞, temos que

dimV = dimΘ(V1 × . . .× Vm) ≤ dimV1 × . . .× Vm <∞.

Resta mostrar que V é amplo, isto é, que a aplicação

Λ : X × V → E

(x, v) 7→ v(x)

é sobrejetiva. Seja e ∈ E. Tome x = π(e), então x ∈ X. Como
∑m

i=1 φi(x) = 1, existe

i0 ∈ {1, . . . ,m} tal que φi0(x) 6= 0. Logo, x ∈ supp φi0 ⊂ Ui0 . Portanto, e ∈ E|Ui0 .
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Já mostramos que a aplicação Λi0 : Ui0×Vi0 → E|Ui0 é sobrejetiva e que Λi0(π(e) = x, vi0) = e,

para algum vi0 ∈ Vi0 .
Seja v = Θ(0, . . . , 0,

vi0
φi0 (x)

, 0, . . . , 0), onde
vi0

φi0 (x)
está na i0-ésima coordenada. Temos que

v ∈ V e, da de�nição de Θ, v = Θi0(
vi0

φi0 (x)
) = 1

φi0 (x)
Θi0(vi0).

Finalmente, temos que

Λ(x, v) = v(x) =

(
1

φi0(x)
Θi0(vi0)

)
(x) =

1

φi0(x)
φi0(x)vi0(x) = vi0(x) = Λi0(x, vi0) = e.

Logo, Λ é aplicação sobrejetiva. �

Corolário 2.3 Sob as mesmas hipóteses da Proposição 2.7, existem um número N ∈ N e

uma função sobrejetiva Ψ : X ×RN → E tais que, para cada x ∈ X, Ψ|{x}×RN : {x}×RN →
Ex é linear e sobrejetiva.

Demonstração: Pela Proposição 2.7, existe um subespaço vetorial V ⊂ Γ(ξ) de dimensão

�nita e uma aplicação sobrejetiva Λ : X × V → E, (x, v) 7→ v(x).

Seja N = dimV . Pelo Exemplo 2.2, os �brados (X × V, ρ,X) (onde ρ : X × V → X é a

projeção na primeira coordenada) e θN = (X×RN , pN , X) são isomorfos. Seja h : X×RN →
X × V homeomor�smo satisfazendo as condições da De�nição 2.2.

De�nimos Ψ = Λ ◦ h : X × RN → E. Temos que Ψ é sobrejetiva pois é a composição de

aplicações sobrejetivas.

Seja x ∈ X �xado. Temos que h|{x}×RN : {x} × RN → {x} × V é isomor�smo de espaços

vetoriais, em particular, é linear e sobrejetiva. Vamos mostrar que Λ|{x}×V : {x} × V → Ex

também é linear e sobrejetiva. De fato, se v1, v2 ∈ V , então

Λ(x, v1 + v2) = (v1 + v2)(x) = v1(x) + v2(x) = Λ(x, v1) + Λ(x, v2).

Se λ ∈ R e v ∈ V , então

Λ(x, λv) = (λv)(x) = λv(x) = λΛ(x, v).

Logo, Λ|{x}×V : {x} × V → Ex é linear.

Para a sobrejetividade, seja e ∈ Ex. Então, existe (x′, v) ∈ X ×V tal que Λ(x′, v) = e. Mas,

Λ(x′, v) = v(x′) ∈ Ex′ . Logo, e ∈ Ex ∩ Ex′ , o que implica que x = x′. Portanto, Λ(x, v) = e.

Logo, Λ|{x}×V : {x} × V → Ex é sobrejetiva.

Portanto, Ψ|{x}×RN = Λ|{x}×V ◦ h|{x}×RN : {x} × RN → Ex é linear e sobrejetiva. �

Teorema 2.6 Sejam X um espaço topológico de Hausdor� compacto e ξ um �brado vetorial

com base X. Então existem um �brado vetorial η com base X e um número N ∈ N tais que

〈ξ ⊕ η〉 = 〈θN〉.
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Demonstração: Seja ξ = (E, π,X). Pelo Corolário 2.3, existem um número N ∈ N e uma

função sobrejetiva Ψ : X × RN → E tais que, para cada x ∈ X, Ψ|{x}×RN : {x} × RN → Ex

é linear e sobrejetiva. Isto signi�ca que, para cada x ∈ X, a aplicação

ψx : {x} × RN → Ex

(x, u) 7→ Ψ(x, u)

é linear e sobrejetiva.

Seja σx = ψx|(Ker ψx)⊥ : (Ker ψx)
⊥ → Ex. Vamos mostrar que σx é isomor�smo de espaços

vetoriais. De fato, σx é linear, pois ψx é linear. Seja (x, u) ∈ (Ker ψx)
⊥ tal que σx(x, u) = 0.

Então (x, u) ∈ Ker ψx ∩ (Ker ψx)
⊥ = {(x, 0)}. Logo, (x, u) = (x, 0), mostrando que σx é

injetiva.

Para a sobrejetividade, seja e ∈ Ex. Então existe u ∈ RN tal que ψx(x, u) = e. Como

{x}×RN = Ker ψx⊕ (Ker ψx)
⊥, temos que (x, u) = (x, u1) + (x, u2), com (x, u1) ∈ Ker ψx

e (x, u2) ∈ (Ker ψx)
⊥. Portanto,

e = ψx(x, u) = ψx((x, u1) + (x, u2)) = ψx(x, u2) = σx(x, u2)⇒ σx(x, u2) = e.

Isto mostra que σx é sobrejetiva.

Seja x ∈ X �xado. Como ξ é �brado vetorial, existem um aberto U ⊂ X com x ∈ U , um
número n ∈ N e um homeomor�smo h : π−1(U) → U × Rn tais que p1 ◦ h = π (onde p1 :

U×Rn → U é a projeção na primeira coordenada) e para cada x′ ∈ U , h|Ex′ : Ex′ → {x′}×Rn

é isomor�smo de espaços vetoriais. Em particular, dimEx′ = dim {x′} ×Rn = dimRn = n,

∀x′ ∈ U .
Por outro lado, temos que {x} × RN = Ker ψx ⊕ (Ker ψx)

⊥, logo

N = dim {x} × RN = dimKer ψx + dim (Ker ψx)
⊥, ∀x ∈ X.

Como σx : (Ker ψx)
⊥ → Ex é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que

dim (Ker ψx)
⊥ = dimEx, ∀x ∈ X.

Portanto, para x′ ∈ U , temos que

N = dimKer ψx′ + dim (Ker ψx′)
⊥ = dimKer ψx′ + dimEx′ = dimKer ψx′ + n⇒

dimKer ψx′ = N − n.

Seja F =
⋃
x∈X Ker ψx ⊂ X ×RN . De�nimos ρ : F → X da seguinte maneira: dado f ∈ F ,

existe um único x ∈ X tal que f ∈ Ker ψx. Então ρ(f) = x.

Pela Proposição 2.5, temos que η = (F, ρ,X) é um �brado vetorial com base X.

Vamos mostrar que os �brados ξ ⊕ η e θN = (X × RN , pN , X) são isomorfos.
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Note que ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F |π(e) = ρ(f)} =

=
{

(e, (x, u)) ∈ E ×
⋃
x∈X Ker ψx |π(e) = x

}
e ν : G→ X, ν(e, (x, u)) = x = π(e).

Vamos de�nir uma função g : X×RN → G da seguinte maneira: dado (x, u) ∈ X×RN , como

{x}×RN = Ker ψx⊕ (Ker ψx)
⊥, existem únicos (x, u1) ∈ Ker ψx e (x, u2) ∈ (Ker ψx)

⊥ tais

que (x, u) = (x, u1) + (x, u2). De�nimos g(x, u) = (σx(x, u2), (x, u1)). Como σx(x, u2) ∈ Ex
temos que π(σx(x, u2)) = x. Logo, g está bem de�nida e é contínua.

De�nimos também

g−1 : G→ X × RN

(e, (x, u)) 7→ (x, u) + σ−1
x (e)

Como π(e) = x, temos que e ∈ Ex, logo σ−1
x (e) ∈ (Ker ψx)

⊥. Portanto, (x, u) + σ−1
x (e) ∈

Ker ψx ⊕ (Ker ψx)
⊥ = {x} × RN . Portanto, g−1 está bem de�nida e é contínua.

Observe que:

(1) g−1 ◦ g((x, u) = (x, u1) + (x, u2)) = g−1(σx(x, u2), (x, u1)) = (x, u1) + σ−1
x (σx(x, u2)) =

(x, u1) + (x, u2) = (x, u), ∀(x, u) ∈ X × RN .

(2) g ◦ g−1(e, (x, u)) = g((x, u) + σ−1
x (e)) = (σx(σ

−1
x (e)), (x, u)) = (e, (x, u)), ∀(e, (x, u)) ∈ G.

Isto mostra que g−1 é a inversa da função g. Logo, g é homeomor�smo.

Note também que

ν ◦ g((x, u) = (x, u1) + (x, u2)) = ν(σx(x, u2), (x, u1)) = x = pN(x, u)⇒ ν ◦ g = pN .

Seja x ∈ X �xado. Temos que g|{x}×RN : {x}×RN → Ex×Ker ψx é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois σx : (Ker ψx)
⊥ → Ex é isomor�smo de espaços vetoriais.

Isto mostra que 〈ξ ⊕ η〉 = 〈θN〉. �

Teorema 2.7 Seja X um espaço topológico de Hausdor� compacto e sejam ξ e η �brados

vetoriais com base X. Então [ξ] = [η] em K(X) se, e somente se, existe N ∈ N tal que

〈ξ ⊕ θN〉 = 〈η ⊕ θN〉.

Demonstração: Suponha que [ξ] = [η] em K(X). Isto signi�ca que

G (〈ξ〉) = G (〈η〉)⇔ (〈ξ〉 , 〈θ0〉) = (〈η〉 , 〈θ0〉).

Pela construção de K(X) (ver Capítulo 1, seção 1.2), isto signi�ca que existe um �brado

vetorial ψ com base X tal que 〈ξ〉+ 〈ψ〉 = 〈η〉+ 〈ψ〉.
Pelo Teorema 2.6, existem um �brado vetorial ψ′ com base X e um número N ∈ N tais que

〈ψ ⊕ ψ′〉 = 〈θN〉, ou seja, 〈ψ〉+ 〈ψ′〉 = 〈θN〉. Logo,

〈ξ〉+ 〈ψ〉+ 〈ψ′〉 = 〈η〉+ 〈ψ〉+ 〈ψ′〉 ⇒ 〈ξ〉+ 〈θN〉 = 〈η〉+ 〈θN〉 ⇔ 〈ξ ⊕ θN〉 = 〈η ⊕ θN〉 .
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Reciprocamente, suponha que existe N ∈ N tal que 〈ξ ⊕ θN〉 = 〈η ⊕ θN〉. Então

〈η〉+ 〈θN〉 = 〈η〉+ 〈θN〉 ⇒ [ξ] + [θN ] = [η] + [θN ]⇒ [ξ] = [η] .

Logo, [ξ] = [η] em K(X). �

Teorema 2.8 Seja X um espaço topológico de Hausdor� compacto. Então todo elemento

de K(X) é da forma [ξ]− [θN ], onde ξ é um �brado vetorial com base X e N ∈ N.

Demonstração: Pela Proposição 1.3(iv), todo elemento deK(X) é da forma [ξ1]−[η1], onde

ξ1 e η1 são �brados vetoriais com base X. Pelo Teorema 2.6, existem um �brado vetorial η2

com base X e um número N ∈ N tais que 〈η1 ⊕ η2〉 = 〈θN〉. Logo,

[ξ1]− [η1] = [ξ1] + [η2]− [η1]− [η2] = [ξ1 ⊕ η2]− [η1 ⊕ η2] = [ξ1 ⊕ η2]− [θN ] .

Seja ξ = ξ1 ⊕ η2, então ξ é �brado vetorial com base X e

[ξ1]− [η1] = [ξ]− [θN ] .

Portanto, todo elemento de K(X) é da forma [ξ] − [θN ], onde ξ é um �brado vetorial com

base X e N ∈ N. �

Exemplo 2.5 Suponha que X = {x}, isto é, o espaço topológico X consiste de apenas um

ponto. Então os grupos K(X) e Z são isomorfos.

De fato, seja ξ = (E, π,X) um �brado vetorial com base X. Como π−1 ({x}) = E, temos

que E é um espaço vetorial real de dimensão �nita. De�nimos dim ξ = dimE.

Suponha agora que η = (F, ρ,X) é outro �brado vetorial com base X, isomorfo a ξ. Isto

signi�ca que existe um homeomor�smo h : E → F tal que ρ ◦ h = π e h|π−1({x}) : E → F é

isomor�smo de espaços vetoriais. Em particular, dimE = dimF , isto é, dim ξ = dim η.

Isto mostra que está bem de�nida a aplicação

Φ : V ect(X)→ N

〈ξ〉 7→ dim ξ

Vamos mostrar que Φ é homomor�smo de semigrupos. Para isso, sejam ξ = (E, π,X) e

η = (F, ρ,X) �brados vetoriais com base X. Vamos mostrar que

Φ (〈ξ〉+ 〈η〉) = Φ (〈ξ〉) + Φ (〈η〉)⇔ dim (ξ ⊕ η) = dim ξ + dimη.

Observe que ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F | π(e) = ρ(f)} = E ×F e ν : G→
X, ν(e, f) = x. Logo, dim (ξ ⊕ η) = dimG = dim (E × F ) = dimE + dimF .

Portanto,

dim (ξ ⊕ η) = dimE + dimF = dim ξ + dim η ⇒ dim (ξ ⊕ η) = dim ξ + dim η.
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Isto mostra que Φ é homomor�smo de semigrupos.

Vamos mostrar agora que Φ é uma bijeção. Sejam ξ = (E, π,X) e η = (F, ρ,X) �brados

vetoriais com base X tais que

Φ (〈ξ〉) = Φ (〈η〉)⇔ dim ξ = dimη ⇔ dimE = dimF .

Portanto, existe um isomor�smo de espaços vetoriais h : E → F . Em particular, h é

homeomor�smo. É claro que ρ ◦ h = π e h|π−1({x}) : E → F é isomor�smo de espaços

vetoriais. Logo os �brados ξ e η são isomorfos, isto é, 〈ξ〉 = 〈η〉. Portanto, Φ é injetiva.

Seja agora n ∈ N. Temos que θn = (X × Rn, πn, X) é �brado vetorial com base X e

dim θn = dimRn = n. Logo, Φ (〈θn〉) = dim θn = n. Portanto, Φ é sobrejetiva.

Logo, Φ é uma bijeção.

Pelo Teorema 1.7, existe um único homomor�smo de grupos Ψ : K(X) → K(N) = Z que

satisfaz

Ψ ([ξ]) = dim ξ ⇔ Ψ ([ξ]) = Φ (〈ξ〉) , ∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X).

Vamos mostrar que Ψ é uma aplicação bijetiva.

De fato, comoX é espaço topológico de Hausdor� compacto, pelo Teorema 2.8, todo elemento

de K(X) é da forma [ξ] − [θN ], onde ξ é um �brado vetorial com base X e N ∈ N. Sejam

[ξ]− [θN ] e [η]− [θM ] elementos de K(X) tais que Ψ ([ξ]− [θN ]) = Ψ ([η]− [θM ]). Note que

Ψ ([ξ]− [θN ]) = Ψ ([η]− [θM ])⇒ Ψ ([ξ])−Ψ ([θN ]) = Ψ ([η])−Ψ ([θM ])⇒

Ψ ([ξ]) + Ψ ([θM ]) = Ψ ([η]) + Ψ ([θN ])⇒ Φ (〈ξ〉) + Φ (〈θM〉) = Φ (〈η〉) + Φ (〈θN〉)⇒

Φ (〈ξ〉+ 〈θM〉) = Φ (〈η〉+ 〈θN〉)⇒ Φ (〈ξ ⊕ θM〉) = Φ (〈η ⊕ θN〉) .

Como Φ é injetiva, temos que

Φ (〈ξ ⊕ θM〉) = Φ (〈η ⊕ θN〉)⇒ 〈ξ ⊕ θM〉 = 〈η ⊕ θN〉 ⇒ [ξ ⊕ θM ] = [η ⊕ θN ]⇒

[ξ] + [θM ] = [η] + [θN ]⇒ [ξ]− [θN ] = [η]− [θM ] .

Logo, Ψ é injetiva.

Seja agora k ∈ Z. Então existem m,n ∈ N tais que k = m − n. De fato, se k ≥ 0,

tome m = k, n = 0. Se k < 0, tome m = 0, n = −k. Como Φ é sobrejetiva, existem

〈ξ〉 , 〈η〉 ∈ V ect(X) tais que Φ (〈ξ〉) = m e Φ (〈η〉) = n. Note que

Ψ ([ξ]− [η]) = Ψ ([ξ])−Ψ ([η]) = Φ (〈ξ〉)− Φ (〈η〉) = m− n = k.

Como [ξ]− [η] ∈ K(X), temos que Ψ é sobrejetiva.

Concluímos que Ψ : K(X)→ Z é isomor�smo de grupos. �



Capítulo 3

O Teorema de Kuiper

Seja H um espaço de Hilbert de dimensão in�nita sobre o corpo dos números reais e suponha

que H é separável. Utilizaremos a seguinte notação:

L(H) = {T : H → H |T é linear e limitado} = {T : H → H |T é linear e contínuo}
GL(H) = {T ∈ L(H) |T é bijetivo}
U(H) = {T ∈ GL(H) | |T (h)| = |h| , ∀h ∈ H} = {T ∈ GL(H) | ‖T‖ = 1 = ‖T−1‖}
É conhecido que L(H) é uma álgebra de Banach com a multiplicação dada pela composição

de operadores e norma dada por ‖T‖ = sup {|T (h)| | |h| = 1}.
Também sabe-se que GL(H) ⊂ L(H) é um subconjunto aberto de L(H) e que a aplicação

GL(H)→ GL(H), T 7→ T−1 é contínua. Para uma demonstração destes fatos, ver [Bac].

O objetivo deste capítulo é demonstrar o seguinte

Teorema 3.1 (Teorema de Kuiper) Todos os grupos de homotopia de GL(H) são nulos,

isto é, πk(GL(H)) = 0, k = 1, 2, 3 . . ..

3.1 Prova do Teorema

Sejam Sk =
{
x = (x1, . . . , xk+1) ∈ Rk+1 |x2

1 + · · ·+ x2
k+1 = 1

}
a esfera de raio 1 em Rk+1 e

f0 : Sk → GL(H) uma aplicação contínua. Vamos construir uma sequência de aplicações

contínuas f1, f2, f3, f4, f5 : Sk → GL(H) tal que f0 é homotópica a f1, f1 é homotópica a

f2, f2 é homotópica a f3, f3 é homotópica a f4, f4 é homotópica a f5 e f5(s) = IdH ∈ GL(H),

∀s ∈ Sk. Daí, concluímos que f0 é homotópica a f5, cuja classe de homotopia é a identidade

do grupo πk(GL(H)).

Lema 3.1 Existe uma aplicação contínua f1 : Sk → GL(H) tal que f0 é homotópica a f1 e

f1(S
k) está contido em um subespaço vetorial W ⊂ L(H) de dimensão �nita.

Demonstração: Como GL(H) é um subconjunto aberto de L(H), para cada s ∈ Sk,

existe rs > 0 tal que B(f0(s), rs) = {g ∈ L(H) | ‖g − f0(s)‖ < rs} ⊂ GL(H). Tomando

68
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εs = rs
3
, temos que B(f0(s), εs) ⊂ B(f0(s), rs) ⊂ GL(H). Temos então que f0(S

k) ⊂⋃
s∈Sk B(f0(s), εs). Como Sk é compacto e f0 é contínua, f0(S

k) é compacto, logo existem

N ∈ N e s1, . . . , sN ∈ Sk tais que f0(S
k) ⊂

⋃N
j=1B(f0(sj), εsj). Para simpli�car a notação

vamos denotar f0(sj) por zj, εsj por εj e vamos escrever Bj no lugar de B(f0(sj), εsj).

Para cada j ∈ {1, . . . , N}, de�na

Ψj :
N⋃
i=1

Bi → R

z 7→

{
0 se z /∈ Bj

εj − ‖z − zj‖ se z ∈ Bj

Observe que Ψj é contínua e Ψj(z) > 0 se z ∈ Bj.

De�na também

Φj :
N⋃
i=1

Bi → R

z 7→ Ψj(z)∑N
l=1 Ψl(z)

Temos que Φj é contínua, 0 ≤ Φj(z) ≤ 1 e
∑N

j=1 Φj(z) = 1, ∀z ∈
⋃N
i=1Bi.

Para cada t ∈ [0, 1], de�na

σt :
N⋃
i=1

Bi → GL(H)

z 7→ (1− t)z + t
N∑
j=1

Φj(z)zj

Temos que σt é contínua. Para ver porque σt(z) ∈ GL(H), note que Φj(z) 6= 0 ⇔ z ∈
Bj. Sejam j1, j2, . . . , jm ∈ {1, . . . , N} tais que z ∈

⋂m
i=1Bji e z /∈

⋃
l 6=j1,...,jm Bl. Seja

M ∈ {j1, . . . , jm} tal que εM = max {εj1 , . . . , εjm}. Para i ∈ {1, . . . ,m} temos que Bji ⊂
B(zM , 3εM). De fato, se ‖w − zji‖ < εji , então

‖w − zM‖ ≤ ‖w − z‖+ ‖z − zM‖ < ‖w − z‖+ εM ≤ ‖w − zji‖+ ‖zji − z‖+ εM <

εji + εji + εM ≤ εM + εM + εM = 3εM .

Portanto,∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Φj(z)zj − zM

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Φj(z)zj −
N∑
j=1

Φj(z)zM

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
N∑
j=1

Φj(z)(zj − zM)

∥∥∥∥∥ =∥∥∥∥∥
m∑
i=1

Φji(z)(zji − zM)

∥∥∥∥∥ ≤
m∑
i=1

|Φji(z)| ‖zji − zM‖ =
m∑
i=1

Φji(z) ‖zji − zM‖ <

m∑
i=1

Φji(z)3εM = 3εM

N∑
j=1

Φj(z) = 3εM .
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Daí
∑N

j=1 Φj(z)zj ∈ B(zM , 3εM). Como z ∈ B(zM , 3εM) e B(zM , 3εM) é um conjunto con-

vexo, temos que (1 − t)z + t
∑N

j=1 Φj(z)zj ∈ B(zM , 3εM), ∀t ∈ [0, 1]. Como B(zM , 3εM) ⊂
GL(H), temos que σt(z) ∈ GL(H), ∀z ∈

⋃N
i=1Bi e ∀t ∈ [0, 1].

De�na

F1 : Sk × I → GL(H)

(s, t) 7→ σt(f0(s))

Temos que F1 é contínua. Seja f1 : Sk → GL(H), f1(s) = F1(s, 1).

Então

{
F1(s, 0) = σ0(f0(s)) = f0(s)

F1(s, 1) = f1(s)
, ∀s ∈ Sk, ou seja, as aplicações f0, f1 : Sk × I →

GL(H) são homotópicas.

Note que f1(s) = σ1(f0(s)) =
∑N

j=1 Φj(f0(s))zj, ∀s ∈ Sk. TomeW = span {z1, z2, . . . , zN} ⊂
L(H) o subespaço vetorial de L(H) gerado pelos elementos z1, . . . , zN ∈ GL(H). Então

f1(S
k) ⊂ W e o Lema está provado, pois dimW ≤ N . �

Vamos construir, por indução, uma sequência de vetores unitários (ai)i∈N ⊂ H, uma

sequência de subespaços vetoriais (Ai)i∈N de dimensão N + 2 e uma outra sequência de ve-

tores unitários (a0
i )i∈N ⊂ H tais que:

(1) {ai, a0
i , z1(ai), z2(ai), . . . , zN(ai)} ⊂ Ai, ∀i ∈ N;

(2) a0
i é ortogonal aos vetores ai, z1(ai), z2(ai), . . . , zN(ai), ∀i ∈ N;

(3) os espaços vetoriais Ai e Aj são ortogonais se i 6= j.

Começamos tomando a1 ∈ H um vetor unitário. Seja a0
1 ∈ H um vetor unitário ortogonal

a a1, z1(a1), . . . , zN(a1) (tome, por exemplo, a0
1 ∈ (span {a1, z1(a1), . . . , zN(a1)})⊥ que é um

subespaço vetorial de H de dimensão in�nita). Seja A1 ⊂ H subespaço vetorial de H de

dimensão N + 2 que contém os vetores a1, a
0
1, z1(a1), z2(a1), . . . , zN(a1).

Suponha por indução que foram escolhidos k− 1 vetores unitários a1, . . . , ak−1, k− 1 subes-

paços vetoriais A1, . . . , Ak−1 de dimensão N + 2 e outros k− 1 vetores unitários a0
1, . . . , a

0
k−1

satisfazendo as propriedades (1), (2) e (3).

Tome

ak ∈
k−1⋂
i=1

[
A⊥i
⋂(

N⋂
j=1

z−1
j (A⊥i )

)]
um vetor unitário. Para que isso seja possível observe que os espaços A⊥i , i ∈ {1, . . . , k − 1}
têm codimensão �nita e H = Ai ⊕ A⊥i ⇒ H = z−1

j (H) = z−1
j (Ai) ⊕ z−1

j (A⊥i ), logo a

codimensão de z−1
j (A⊥i ) é �nita, para i ∈ {1, . . . , k − 1} e j ∈ {1, . . . , N}. Como a interseção

de espaços de codimensão �nita tem codimensão �nita (ver [Bou2], p. AII.100), temos que

o espaço
⋂k−1
i=1

[
A⊥i
⋂(⋂N

j=1 z
−1
j (A⊥i )

)]
tem codimensão �nita, logo dimensão in�nita.

Da escolha do vetor ak temos que ak ∈ A⊥i e zj(ak) ∈ A⊥i para i ∈ {1, . . . , k − 1} , j ∈
{1, . . . , N}.
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Escolha Ak ⊂ H um subespaço vetorial de dimensão N + 2 que contém os vetores ak, z1(ak),

. . ., zN(ak) e é ortogonal a Ai para i ∈ {1, . . . , k − 1}. Para isso complete a dimensão

de span {ak, z1(ak), . . . , zN(ak)} com vetores no espaço
⋂k−1
i=1

[
A⊥i
⋂(⋂N

j=1 z
−1
j (A⊥i )

)]
, que

sabemos ter dimensão in�nita.

Por último, tome a0
k ∈ Ak um vetor unitário ortogonal aos vetores ak, z1(ak), . . . , zN(ak).

Para isso, observe que

Ak = span {ak, z1(ak), . . . , zN(ak)} ⊕ {a ∈ Ak | a é ortogonal a ak, z1(ak), . . . , zN(ak)} .

Como dim span {ak, z1(ak), . . . , zN(ak)} ≤ N + 1 e dimAk = N + 2, temos que

dim {a ∈ Ak | a é ortogonal aos vetores ak, z1(ak), . . . , zN(ak)} ≥ 1.

Tomamos então a0
k ∈ {a ∈ Ak | a é ortogonal aos vetores ak, z1(ak), . . . , zN(ak)}.

Dessa forma construímos por indução uma sequência de vetores unitários (ai)i∈N ⊂ H, uma

sequência de subespaços vetoriais (Ai)i∈N de dimensão N + 2 e uma outra sequência de ve-

tores unitários (a0
i )i∈N ⊂ H satisfazendo (1), (2) e (3).

Observe que as aplicações f1 : Sk → GL(H) (do Lema 3.1) e ‖.‖ : GL(H)→ R, T 7→ ‖T‖
são contínuas, logo a aplicação ‖.‖ ◦ f1 : Sk → R, s 7→ ‖f1(s)‖ também é contínua. Como

Sk é compacto, o conjunto
{
‖f1(s)‖ | s ∈ Sk

}
⊂ R é compacto, logo existe M1 > 0 tal que

‖f1(s)‖ ≤ M1, ∀s ∈ Sk. Da continuidade da aplicação GL(H) → GL(H), T 7→ T−1, segue

que também é contínua a aplicação Sk → R, s 7→ ‖(f1(s))
−1‖. Portanto, existe M2 > 0 tal

que ‖(f1(s))
−1‖ ≤M2, ∀s ∈ Sk.

Tome c = max {M1,M2}, então ‖f1(s)‖ ≤ c e ‖(f1(s))
−1‖ ≤ c, ∀s ∈ Sk.

De�na Wc = {w ∈ W ∩GL(H) | ‖w‖ ≤ c, ‖w−1‖ ≤ c}. É claro que f1(S
k) ⊂ Wc.

Seja i ∈ N �xado. Observamos que para w ∈ Wc, w(ai) ∈ Ai. De fato, como

w ∈ W = span {z1, z2, . . . , zN}, existem α1, . . . , αN ∈ R tais que w = α1z1 + . . . + αNzN .

Daí w(ai) = α1z1(ai) + . . .+ αNzN(ai) ∈ Ai (olhar a construção de Ai).

Observe também que 1 = ‖IdH‖ = ‖w−1 ◦ w‖ ≤ ‖w−1‖ ‖w‖ ≤ c ‖w‖ ⇒ 1
c
≤ ‖w‖ ≤ c. Em

particular c ≥ 1 e 1
c
≤ |w(ai)| ≤ c pois ‖ai‖ = 1.

Geometricamente, nosso objetivo é rotacionar o vetor w(ai) no plano gerado pelos vetores

mutuamente ortogonais w(ai), a
0
i ∈ Ai, até que w(ai) tome a posição do vetor |w(ai)| a0

i .

Após, vamos rotacionar o vetor a0
i no plano gerado pelos vetores mutuamente ortogonais

ai, a
0
i ∈ Ai até que a0

i tome a posição do vetor ai. Durante essas duas rotações vamos man-

tes os vetores ortogonais ao plano onde a rotação ocorre �xados. Após essas duas rotações,

o vetor w(ai) tomará o lugar do vetor |w(ai)| ai.
De�nimosKi : Wc×I → U(Ai) = {T : Ai → Ai |T é linear, bijetora e |T (h)| = |h| ,∀h ∈ Ai}
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do seguinte modo:

Para w ∈ Wc, 0 ≤ t ≤ 1
2
,

Ki(w, t)(w(ai)) = (cos πt)w(ai) + (sin πt) |w(ai)| a0
i

Ki(w, t)(|w(ai)| a0
i ) = (− sin πt)w(ai) + (cos πt) |w(ai)| a0

i

Ki(w, t)(x) = x, se x ∈ Ai e x⊥w(ai), x⊥a0
i

Estendemos Ki(w, t) : Ai → Ai a todo o espaço Ai de maneira linear. Isto é, como

Ai = span
{
w(ai), |w(ai)| a0

i

}
⊕ (span

{
w(ai), |w(ai)| a0

i

}
)⊥

= span {w(ai)} ⊕ span
{
|w(ai)| a0

i

}
⊕
{
x ∈ Ai |x⊥w(ai), x⊥a0

i

}
,

dado h ∈ Ai, existem únicos escalares α, β ∈ R e um único x ∈ {x ∈ Ai |x⊥w(ai), x⊥a0
i }

tais que h = αw(ai) + β |w(ai)| a0
i + x. Então,

Ki(w, t)(h) = αKi(w, t)(w(ai)) + βKi(w, t)(|w(ai)| a0
i ) +Ki(w, t)(x).

Dessa maneira Ki(w, t) está bem de�nida e é linear.

Para ver porque Ki(w, t) ∈ U(Ai), vamos mostrar que |Ki(w, t)(h)| = |h| , ∀h ∈ Ai. Daí

teremos que Ki(w, t) é injetiva e, como Ai tem dimensão �nita, teremos que Ki(w, t) também

é sobrejetiva, logo uma bijeção.

Seja h = αw(ai) + β |w(ai)| a0
i + x ∈ Ai, então

|h|2 = 〈h, h〉 =
〈
αw(ai) + β |w(ai)| a0

i + x, αw(ai) + β |w(ai)| a0
i + x

〉
=

α2 〈w(ai), w(ai)〉+ β2 |w(ai)|2
〈
a0
i , a

0
i

〉
+ 〈x, x〉 =

α2 |w(ai)|2 + β2 |w(ai)|2
∣∣a0
i

∣∣2 + |x|2 = (α2 + β2) |w(ai)|2 + |x|2 .

Por outro lado, note da de�nição de Ki(w, t) que:

(a) |Ki(w, t)(w(ai))|2 = (cosπt)2 |w(ai)|2 + (sin πt)2 |w(ai)|2 |a0
i |

2
= |w(ai)|2,

(b) |Ki(w, t)(|w(ai)| a0
i )|

2
= (sinπt)2 |w(ai)|2 + (cos πt)2 |w(ai)|2 |a0

i |
2

= |w(ai)|2,
(c) |Ki(w, t)(x)|2 = |x|2,
(d) 〈Ki(w, t)(w(ai)), Ki(w, t)(|w(ai)| a0

i )〉 = 0,

(e) 〈Ki(w, t)(w(ai)), Ki(w, t)(x)〉 = 0,

(f) 〈Ki(w, t)(|w(ai)| a0
i ), Ki(w, t)(x)〉 = 0.

Logo,

|Ki(w, t)(h)|2 =
∣∣αKi(w, t)(w(ai)) + βKi(w, t)(|w(ai)| a0

i ) +Ki(w, t)(x)
∣∣2 =

α2 |Ki(w, t)(w(ai))|2 + β2
∣∣Ki(w, t)(|w(ai)| a0

i )
∣∣2 + |Ki(w, t)(x)|2 =

α2 |w(ai)|2 + β2 |w(ai)|2 + |x|2 = (α2 + β2) |w(ai)|2 + |x|2 .

Portanto, |Ki(w, t)(h)| = |h|.
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Note que Ki(w, 0) = IdAi e Ki(w,
1
2
)(w(ai)) = |w(ai)| a0

i . Portanto Ki(w, t), 0 ≤ t ≤ 1
2
,

corresponde à primeira rotação.

Para cada 1
2
≤ t ≤ 1, vamos de�nir um operador linear φi(t) : Ai → Ai do seguinte modo:

φi(t)(a
0
i ) = (cos π(t− 1/2))a0

i + (sin π(t− 1/2))ai

φi(t)(ai) = −(sinπ(t− 1/2))a0
i + (cos π(t− 1/2))ai

φi(t)(x) = x, se x ∈ Ai e x⊥ai, x⊥a0
i

Estendemos φi(t) : Ai → Ai de maneira linear a todo Ai, isto é, como

Ai = span
{
ai, a

0
i

}
⊕
(
span

{
ai, a

0
i

})⊥
= span {ai} ⊕ span

{
a0
i

}
⊕
{
x ∈ Ai |x⊥ai, x⊥a0

i

}
,

dado h ∈ Ai existem únicos escalares α, β ∈ R e um único x ∈ {x ∈ Ai |x⊥ai, x⊥a0
i } tais

que h = αai + βa0
i + x. Então,

φi(t)(h) = αφi(t)(ai) + βφi(t)(a
0
i ) + φi(t)(x).

Dessa maneira, φi(t) está bem de�nida e é linear. Vamos mostrar que φi(t) ∈ U(Ai). Para

isso basta que |φi(t)(h)| = |h| , ∀h ∈ Ai.
Seja h = αai + βa0

i + x ∈ Ai, então

|h|2 = 〈h, h〉 =
〈
αai + βa0

i + x, αai + βa0
i + x

〉
= α2 〈ai, ai〉+ β2

〈
a0
i , a

0
i

〉
+ 〈x, x〉 =

α2 |ai|2 + β2
∣∣a0
i

∣∣2 + |x|2 = α2 + β2 + |x|2 .

Por outro lado, note que:

(a) |φi(t)(a0
i )|

2
= (cosπ(t− 1/2))2 |a0

i |
2

+ (sin π(t− 1/2))2 |ai|2 = 1

(b) |φi(t)(ai)|2 = (sinπ(t− 1/2))2 |a0
i |

2
+ (cos π(t− 1/2))2 |ai|2 = 1,

(c) |φi(t)(x)|2 = |x|2,
(d) 〈φi(t)(ai), φi(t)(a0

i )〉 = 0,

(e) 〈φi(t)(ai), φ(t)(x)〉 = 0,

(f) 〈φi(t)(a0
i ), φ(t)(x)〉 = 0.

Logo,

|φi(t)(h)|2 =
∣∣αφi(t)(ai) + βφi(t)(a

0
i ) + φi(t)(x)

∣∣2 =

α2 |φi(t)(ai)|2 + β2
∣∣φi(t)(a0

i )
∣∣2 + |φi(t)(x)|2 = α2 + β2 + |x|2 .

Portanto, |φi(t)(h)| = |h|.
Note que φi(1/2) = IdAi e φi(1)(a0

i ) = ai. Logo φi(t), 1
2
≤ t ≤ 1, é a segunda rotação.

Para w ∈ Wc,
1
2
≤ t ≤ 1, de�nimos

Ki(w, t) = φi(t) ◦Ki (w, 1/2) .
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Como φi(1
2
) = IdAi , não há ambiguidade na de�nição de Ki no ponto (w, 1

2
) ∈ Wc × I.

Observe que Ki(w, t) ∈ U(Ai) para w ∈ Wc,
1
2
≤ t ≤ 1, pois φi(t), Ki(w,

1
2
) ∈ U(Ai).

Observe também que

Ki(w, 1)(w(ai)) = φi(1) ◦Ki(w,
1

2
)(w(ai)) = φi(1)(|w(ai)| a0

i ) = |w(ai)|φi(1)(a0
i ) = |w(ai)| ai.

Portanto, para cada i ∈ N, temos de�nida uma aplicação Ki : Wc × I → U(Ai) tal que

Ki(w, 0) = IdAi e Ki(w, 1)(w(ai)) = |w(ai)| ai.

Lema 3.2 Para cada i ∈ N, a aplicação Ki : Wc × I → U(Ai) é contínua.

Demonstração: Note que a função Ki foi de�nida separadamente em cada um dos subcon-

juntos fechadosWc×
[
0, 1

2

]
eWc×

[
1
2
, 1
]
deWc×I e na interseção desses conjuntos,Wc×

{
1
2

}
,

a função está bem de�nida. Logo basta mostrar a continuidade de Ki separadamente em

cada um dos conjuntos Wc ×
[
0, 1

2

]
e Wc ×

[
1
2
, 1
]
.

Dado (w0, t0) ∈ Wc × I, observe que

‖Ki(w, t)−Ki(w0, t0)‖ ≤ ‖Ki, (w, t)−Ki(w, t0)‖+ ‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ .

(a) Continuidade de Ki em Wc ×
[
0, 1

2

]
:

Seja (w0, t0) ∈ Wc ×
[
0, 1

2

]
�xado.

Primeiramente mostraremos que ‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ π |t− t0|. Para isso, seja h ∈ Ai,
então existem únicos α, β ∈ R e um único x ∈ Ai, x⊥w(ai), x⊥a0

i tais que h = αw(ai) +

β |w(ai)| a0
i + x. Temos que

|(Ki(w, t)−Ki(w, t0))(h)|2 =

α2
∣∣(cosπt− cosπt0)w(ai) + (sin πt− sin πt0) |w(ai)| a0

i

∣∣2 +

β2
∣∣(− sin πt+ sin πt0)w(ai) + (cos πt− cos πt0) |w(ai)| a0

i

∣∣2 +

2αβ
(
|w(ai)|2 (cos πt− cos πt0)(− sin πt+ sin πt0 + sin πt− sin πt0)

)
=

(α2 + β2)
(
(cos πt− cos πt0)

2 |w(ai)|2 + (sin πt− sinπt0)
2 |w(ai)|2

)
=

(α2 + β2) |w(ai)|2 (2− 2 cosπt cosπt0 − 2 sinπt sin πt0) =

2(α2 + β2) |w(ai)|2 (1− cos(πt− πt0)) .

Já vimos anteriormente que |h|2 = (α2 + β2) |w(ai)|2 + |x|2 ≥ (α2 + β2) |w(ai)|2, logo

2(α2 + β2) |w(ai)|2 (1− cos(πt− πt0)) ≤ 2 |h|2 (1− cos π(t− t0)) .

Utilizando a identidade sin2 θ = 1−cos 2θ
2

temos que

1− cosπ(t− t0) = 2 sin2 π

2
(t− t0).
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Utilizando a desigualdade de Jordan: 2θ
π
≤ sin θ ≤ θ, se 0 ≤ θ ≤ π

2
, cuja demonstração pode

ser encontrada em [Áv], p. 165, temos que

sin2 π

2
(t− t0) = sin2 π

2
|t− t0| ≤

(π
2
|t− t0|

)2

já que 0 ≤ π

2
|t− t0| ≤

π

2
.

Portanto,

2 |h|2 (1− cos π(t− t0)) ≤ 2 |h|2 2
(π

2
|t− t0|

)2

.

Ou seja,

|(Ki(w, t)−Ki(w, t0))(h)|2 ≤ 4 |h|2
(π

2
|t− t0|

)2

= (π |t− t0| |h|)2 .

Logo,

‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ π |t− t0| .

Seja θ o angulo entre w(ai) e w0(ai), isto é, θ ∈ [0, π] e cos θ = 〈w(ai),w0(ai)〉
|w(ai)||w0(ai)| . Como w, w0 ∈ Wc,

temos que |w(ai)| ≥ 1
c
e |w0(ai)| ≥ 1

c
.

Notemos que

|w(ai)− w0(ai)|2 = 〈w(ai)− w0(ai), w(ai)− w0(ai)〉 =

|w(ai)|2 + |w0(ai)|2 − 2 〈w(ai), w0(ai)〉 = |w(ai)|2 + |w0(ai)|2 − 2 cos θ |w(ai)| |w0(ai)| .

Usando a identidade sin2( θ
2
) = 1−cos θ

2
, temos que

|w(ai)− w0(ai)|2 = |w(ai)|2 + |w0(ai)|2 + |w(ai)| |w0(ai)|
(

4 sin2 θ

2
− 2

)
=

(|w(ai)| − |w0(ai)|)2 + 4 |w(ai)| |w0(ai)| sin2 θ

2
≥ 4 |w(ai)| |w0(ai)| sin2 θ

2
≥ 4

c2
sin2 θ

2
.

Logo, |w(ai)− w0(ai)|2 ≥
(

2
c

sin θ
2

)2
. Portanto |w(ai)− w0(ai)| ≥ 2

c
sin θ

2
.

Se θ = 0, então 〈w(ai), w0(ai)〉 = |w(ai)| |w0(ai)|, isto signi�ca que temos uma igualdade na

fórmula da desigualdade de Cauchy-Schwarz, portanto os vetores w(ai) e w0(ai) são múltiplos

um do outro, e temos que w0(ai) = γw(ai), onde γ = |w0(ai)|
|w(ai)| . Temos então que

Ki(w, t0)(w0(ai)) = γKi(w, t0)(w(ai)) = γ
(
cos πt0w(ai) + sin πt0 |w(ai)| a0

i

)
=

cosπt0w0(ai) + sin πt0 |w0(ai)| a0
i = Ki(w0, t0)(w0(ai)).

Por outro lado,

Ki(w, t0)(|w0(ai)| a0
i ) = γKi(w, t0)(|w(ai)| a0

i ) = γ
(
− sin πt0w(ai) + cos πt0 |w(ai)| a0

i

)
=

− sin πt0w0(ai) + cos πt0 |w0(ai)| a0
i = Ki(w0, t0)(|w0(ai)| a0

i ).

Agora se x ∈ Ai e x⊥w0(ai), x⊥a0
i , então x⊥w(ai) e Ki(w, t0)(x) = x = Ki(w0, t0)(x).

Concluímos que Ki(w, t0) = Ki(w0, t0), daí

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ = 0 = 4 sin
θ

2
.
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Caso θ = π, então 〈w(ai), w0(ai)〉 = − |w(ai)| |w0(ai)| ⇒ 〈−w(ai), w0(ai)〉 = |−w(ai)| |w0(ai)|,
ou seja, os vetores −w(ai) e w0(ai) são múltiplos um do outro e podemos escrever w0(ai) =

−γw(ai), onde γ = |w0(ai)|
|w(ai)| .

Seja h ∈ Ai, então existem únicos α, β ∈ R e um único x ∈ Ai, x⊥w0(ai), x⊥a0
i tais que

h = αw0(ai) + β |w0(ai)| a0
i + x = −αγw(ai) + βγ |w(ai)| a0

i + x.

Observe que

Ki(w0, t0)(h) = α((cosπt0)w0(ai) + (sin πt0) |w0(ai)| a0
i )+

β((− sin πt0)w0(ai) + (cos πt0) |w0(ai)| a0
i ) + x.

Por outro lado,

Ki(w, t0)(h) = −αγ((cosπt0)w(ai) + (sin πt0) |w(ai)| a0
i )+

βγ((− sinπt0)w(ai) + (cos πt0) |w(ai)| a0
i ) + x =

α((cosπt0)w0(ai)− (sinπt0) |w0(ai)| a0
i ) + β((sin πt0)w0(ai) + (cos πt0) |w0(ai)| a0

i ) + x.

Logo,

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h) = −2α(sin πt0) |w0(ai)| a0
i + 2β(sinπt0)w0(ai).

Daí

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h)|2 = 4α2 sin2 πt0 |w0(ai)|2 + 4β2 sin2 πt0 |w0(ai)|2 =

4(α2 + β2) |w0(ai)|2 sin2 πt0.

Como |h|2 = (α2 + β2) |w0(ai)|2 + |x|2 ≥ (α2 + β2) |w0(ai)|2, temos que

4(α2 + β2) |w0(ai)|2 sin2 πt0 ≤ 4 |h|2 sin2 πt0.

Mas

0 ≤ πt0 ≤
π

2
⇒ sin 0 ≤ sin πt0 ≤ sin

π

2
= sin

θ

2
⇒ sin2 πt0 ≤ sin2 θ

2
.

Portanto,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h)|2 ≤ 4 |h|2 sin2 θ

2

⇒ ‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤ 2 sin
θ

2
≤ 4 sin

θ

2
.

Caso θ 6= 0 e θ 6= π, os vetores w(ai) e w0(ai) são linearmente independentes, e, como ambos

são ortogonais ao vetor a0
i , temos que o subespaço vetorial E de Ai gerado pelos vetores

w(ai), w0(ai), a
0
i tem dimensão 3.

Notemos que:{
Ki(w, t0)(w(ai)) = (cos πt0)w(ai) + (sin πt0) |w(ai)| a0

i

Ki(w, t0)(a
0
i ) = 1

|w(ai)|((− sin πt0)w(ai) + (cos πt0) |w(ai)| a0
i )
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e {
Ki(w0, t0)(w0(ai)) = (cos πt0)w0(ai) + (sin πt0) |w0(ai)| a0

i

Ki(w0, t0)(a
0
i ) = 1

|w0(ai)|((− sinπt0)w0(ai) + (cos πt0) |w0(ai)| a0
i )

.

Como Ai = span {w(ai)}⊕span {|w(ai)| a0
i }⊕{x ∈ Ai |x⊥w(ai), x⊥a0

i }, temos que w0(ai) =

α1w(ai) + γ1 |w(ai)| a0
i + x, onde α1, γ1 ∈ R. Observe que{
0 = 〈w0(ai), a

0
i 〉 = 0 + γ1 |w(ai)|+ 0⇒ γ1 = 0

〈w0(ai), w(ai)〉 = α1 |w(ai)|2 ⇒ α1 = |w0(ai)|
|w(ai)| cos θ

.

Logo, w0(ai) = |w0(ai)|
|w(ai)| cos θw(ai) + x. Daí,

Ki(w, t0)(w0(ai)) =
|w0(ai)|
|w(ai)|

cos θ((cosπt0)w(ai) + (sin πt0) |w(ai)| a0
i ) + x =

|w0(ai)|
|w(ai)|

cos θ((cosπt0)w(ai) + (sin πt0) |w(ai)| a0
i ) + w0(ai)−

|w0(ai)|
|w(ai)|

cos θw(ai).

De modo análogo, como Ai = span {w0(ai)}⊕span {|w0(ai)| a0
i }⊕{y ∈ Ai | y⊥w0(ai), x⊥a0

i },
temos que w(ai) = β2w0(ai) + γ2 |w0(ai)| a0

i + y, onde β2, γ2 ∈ R. Observe que{
0 = 〈w(ai), a

0
i 〉 = 0 + γ2 |w0(ai)|+ 0⇒ γ2 = 0

〈w(ai), w0(ai)〉 = β2 |w0(ai)|2 ⇒ β2 = |w(ai)|
|w0(ai)| cos θ

.

Logo, w(ai) = |w(ai)|
|w0(ai)| cos θw0(ai) + y. Daí,

Ki(w0, t0)(w(ai)) =
|w(ai)|
|w0(ai)|

cos θ((cosπt0)w0(ai) + (sin πt0) |w0(ai)| a0
i ) + y =

|w(ai)|
|w0(ai)|

cos θ((cosπt0)w0(ai) + (sin πt0) |w0(ai)| a0
i ) + w(ai)−

|w(ai)|
|w0(ai)|

cos θw0(ai).

Observe queKi(w, t0)|E⊥ = IdE⊥ = Ki(w0, t0)|E⊥ . Portanto dado h = h1+h2 ∈ Ai = E⊕E⊥,
temos que

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h) = (Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h1).

Pelo processo de ortonormalização de Gram-Schmidt, a partir da base {a0
i , w0(ai), w(ai)} de

E construímos uma base ortonormal {e1, e2, e3} para E, onde
e1 = a0

i

e2 = w0(ai)
|w0(ai)|

e3 = 1
|w(ai)| sin θ

(
w(ai)− |w(ai)|

|w0(ai)| cos θw0(ai)
) .

Para mais detalhes sobre o processo de ortonormalização de Gram-Schmidt, ver [Bac], p. 12.

Como h1 ∈ E existem únicos escalares α, β, γ tais que h1 = αe1 + βe2 + γe3.

Note que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h1)| ≤ |α| |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e1)|+

|β| |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e2)|+ |γ| |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)| .
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Observe que

(1)

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(a
0
i ) = − sin πt0

|w(ai)|
w(ai) +

sin πt0
|w0(ai)|

w0(ai).

Portanto,∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(a
0
i )
∣∣2 =

sin2 πt0

|w(ai)|2
|w(ai)|2 − 2 sin2 πt0 cos θ +

sin2 πt0

|w0(ai)|2
|w0(ai)|2 =

2 sin2 πt0(1− cos θ) = 4 sin2 πt0 sin2 θ

2
≤ 4 sin2 θ

2
≤ 16 sin2 θ

2
.

Logo,∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(a
0
i )
∣∣ ≤ 4 sin

θ

2
⇔ |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e1)| ≤ 4 sin

θ

2
.

(2)

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w(ai)) = (cos πt0 − 1)w(ai) +
|w(ai)|
|w0(ai)|

cos θ(1− cos πt0)w0(ai)+

|w(ai)| sin πt0(1− cos θ)a0
i .

Utilizando a identidade sin2 x = 1−cos 2x
2

temos que

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w(ai)) = −2 sin2 πt0
2
w(ai) + 2

|w(ai)|
|w0(ai)|

cos θ sin2 πt0
2
w0(ai)+

2 |w(ai)| sin πt0 sin2 θ

2
a0
i .

Portanto,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w(ai))|2 =

4

(
sin4 πt0

2

(
|w(ai)|2 − 2 |w(ai)|2 cos2 θ + |w(ai)|2 cos2 θ

)
+ |w(ai)|2 sin2 πt0 sin4 θ

2

)
=

4 |w(ai)|2
(

sin4 πt0
2

(1− cos2 θ) + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
=

4 |w(ai)|2
(

sin4 πt0
2

sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
.

Como sin2 πt0 ≤ 1 e sin4 πt0
2
≤ 1 temos que

4 |w(ai)|2
(

sin4 πt0
2

sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
≤ 4 |w(ai)|2

(
sin2 θ + sin4 θ

2

)
.

Note que

sin θ = sin

(
2
θ

2

)
= 2 sin

θ

2
cos

θ

2
⇒

sin2 θ = 4 sin2 θ

2
cos2 θ

2
= 4 sin2 θ

2

(
1− sin2 θ

2

)
= 4

(
sin2 θ

2
− sin4 θ

2

)
.
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Portanto sin2 θ + sin4 θ
2

= 4 sin2 θ
2
− 3 sin4 θ

2
≤ 4 sin2 θ

2
. Logo,

4 |w(ai)|2
(

sin2 θ + sin4 θ

2

)
≤ 16 |w(ai)|2 sin2 θ

2
.

Ou seja,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w(ai))| ≤ 4 |w(ai)| sin
θ

2
.

(3)

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w0(ai)) =
|w0(ai)|
|w(ai)|

cos θ(cos πt0 − 1)w(ai) + (1− cos πt0)w0(ai)+

|w0(ai)| sin πt0(cos θ − 1)a0
i = −2

|w0(ai)|
|w(ai)|

cos θ sin2 πt0
2
w(ai) + 2 sin2 πt0

2
w0(ai)−

2 |w0(ai)| sin πt0 sin2 θ

2
a0
i .

Portanto,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w0(ai))|2 =

4

(
sin4 πt0

2

(
|w0(ai)|2 cos2 θ − 2 |w0(ai)|2 cos2 θ + |w0(ai)|2

)
+ |w0(ai)|2 sin2 πt0 sin4 θ

2

)
=

4 |w0(ai)|2
(

sin4 πt0
2

(1− cos2 θ) + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
=

4 |w0(ai)|2
(

sin4 πt0
2

sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
≤ 16 |w0(ai)|2 sin2 θ

2
.

Ou seja,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w0(ai))| ≤ 4 |w0(ai)| sin
θ

2

⇔ |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e2)| ≤ 4 sin
θ

2
.

(4) Temos que

(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3) =
1

sin θ
(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w(ai)

|w(ai)|

)
−

cos θ

sin θ
(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w0(ai)

|w0(ai)|

)
.

Logo,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 =
1

sin2 θ

∣∣∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w(ai)

|w(ai)|

)∣∣∣∣2 +

cos2 θ

sin2 θ

∣∣∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w0(ai)

|w0(ai)|

)∣∣∣∣2−
2

cos θ

sin2 θ

〈
(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w(ai)

|w(ai)|

)
, (Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w0(ai)

|w0(ai)|

)〉
.
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Pelos itens (2) e (3) temos que

〈(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w(ai)), (Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(w0(ai))〉 =

4 sin4 πt0
2

cos θ |w(ai)| |w0(ai)| − 4 sin4 πt0
2
〈w(ai), w0(ai)〉 − 4 sin4 πt0

2
cos2 θ 〈w(ai), w0(ai)〉+

4 sin4 πt0
2

cos θ |w(ai)| |w0(ai)| − 4 sin2 πt0 sin4 θ

2
|w(ai)| |w0(ai)| =

4 sin4 πt0
2
|w(ai)| |w0(ai)| cos θ(1− cos2 θ)− 4 sin2 πt0 sin4 θ

2
|w(ai)| |w0(ai)| =

4 |w(ai)| |w0(ai)|
(

sin4 πt0
2

cos θ sin2 θ − sin2 πt0 sin4 θ

2

)
e ∣∣∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w(ai)

|w(ai)|

)∣∣∣∣2 =

∣∣∣∣(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))

(
w0(ai)

|w0(ai)|

)∣∣∣∣2 =

4

(
sin4 πt0

2
sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
.

Logo,

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 =
4

sin2 θ

(
sin4 πt0

2
sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
(1 + cos2 θ)−

8
cos θ

sin2 θ

(
sin4 πt0

2
cos θ sin2 θ + sin2 πt0 sin4 θ

2

)
= 4 sin4 πt0

2
(1 + cos2 θ − 2 cos2 θ)+

4
sin4 θ

2

sin2 θ
sin2 πt0(1 + cos2 θ + 2 cos θ) = 4 sin4 πt0

2
sin2 θ + 4

sin4 θ
2

sin2 θ
sin2 πt0(1 + cos θ)2.

Utilizando a identidade cos2 x = 1+cos 2x
2

temos que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 = 4 sin4 πt0
2

sin2 θ + 16
sin4 θ

2

sin2 θ
sin2 πt0 cos4 θ

2
.

Como sin 2x = 2 sin x cosx, então

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 = 4

(
4 sin4 πt0

2
sin2 θ

2
cos2 θ

2
+ sin2 πt0 sin2 θ

2
cos2 θ

2

)
=

4 sin2 θ

2
cos2 θ

2

(
4 sin4 πt0

2
+ sin2 πt0

)
.

Como 4 sin4 πt0
2

+ sin2 πt0 ≤ 5 temos que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 ≤ 20 sin2 θ

2
cos2 θ

2
.

De cos2 θ
2
≤ 1, concluímos que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)|2 ≤ 20 sin2 θ

2
⇒ |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(e3)| ≤

√
20 sin

θ

2
.
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De (1), (3) e (4) temos que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h1)| ≤ |α|
(

4 sin
θ

2

)
+ |β|

(
4 sin

θ

2

)
+ |γ|

(√
20 sin

θ

2

)
≤

|α|
(√

20 sin
θ

2

)
+ |β|

(√
20 sin

θ

2

)
+ |γ|

(√
20 sin

θ

2

)
= (|α|+ |β|+ |γ|)

(√
20 sin

θ

2

)
.

Como |h1| =
√
α2 + β2 + γ2, temos que |α| ≤ |h1|, |β| ≤ |h1| e |γ| ≤ |h1|.

Logo |α|+ |β|+ |γ| ≤ 3 |h1| e

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h1)| ≤ 3
√

20 |h1| sin
θ

2
.

Como |h| =
√
|h1|2 + |h2|2 ≥ |h1|, temos que

|(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h)| = |(Ki(w, t0)−Ki(w0, t0))(h1)| ≤ 3
√

20 |h1| sin
θ

2
≤

3
√

20 |h| sin θ
2
.

Portanto,

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤ 3
√

20 sin
θ

2
.

Como 15 > 3
√

20 > 4 > 0, vale a desigualdade

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤ 15 sin
θ

2

qualquer que seja o angulo θ ∈ [0, π].

Observe que |w(ai)− w0(ai)| ≤ ‖w − w0‖ |ai| = ‖w − w0‖.
Daí,

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤ 15 sin
θ

2
≤ 15c

2
|w(ai)− w0(ai)| ≤

15c

2
‖w − w0‖ .

Portanto,

‖Ki(w, t)−Ki(w0, t0)‖ ≤ ‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖+ ‖Ki(w, t0) +Ki(w0, t0)‖ ≤

π |t− t0|+
15c

2
‖w − w0‖ .

Esta desigualdade mostra a continuidade da função Ki em Wc ×
[
0, 1

2

]
.

(b) Continuidade de Ki em Wc ×
[

1
2
, 1
]
:

Seja (w0, t0) ∈ Wc ×
[

1
2
, 1
]
�xado.

Primeiramente mostraremos que ‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ π |t− t0|.
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Como t, t0 ∈
[

1
2
, 1
]
, Ki(w, t) = φi(t) ◦Ki(w,

1
2
) e Ki(w, t0) = φi(t0) ◦Ki(w,

1
2
).

Logo,

Ki(w, t)−Ki(w, t0) = (φi(t)− φi(t0)) ◦Ki

(
w,

1

2

)
.

Daí,

‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ ‖φi(t)− φi(t0)‖
∥∥∥∥Ki

(
w,

1

2

)∥∥∥∥ .
Como Ki(w,

1
2
) ∈ U(Ai), temos que

∥∥Ki(w,
1
2
)
∥∥ = 1. Logo,

‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ ‖φi(t)− φi(t0)‖ .

Seja h ∈ Ai, então existem únicos α, β ∈ R e um único x ∈ Ai, x⊥ai, x⊥a0
i tais que

h = αai + βa0
i + x. Temos que

|(φi(t)− φi(t0))(h)|2 =

α2
∣∣(− sin π(t− 1/2) + sin π(t0 − 1/2))a0

i + (cos π(t− 1/2)− cos π(t0 − 1/2))ai
∣∣2 +

β2
∣∣(cos π(t− 1/2)− cosπ(t0 − 1/2))a0

i + (sin π(t− 1/2)− sin π(t0 − 1/2))ai
∣∣2 =

(α2 + β2)
(
(cosπ(t− 1/2)− cos π(t0 − 1/2))2 + (sin π(t− 1/2)− sin π(t0 − 1/2))2

)
=

(α2 + β2) (2− 2 sinπ(t− 1/2) sinπ(t0 − 1/2)− 2 cosπ(t− 1/2) cosπ(t0 − 1/2)) =

2(α2 + β2) (1− cos(πt− πt0)) .

Já vimos anteriormente que |h|2 = α2 + β2 + |x|2 ≥ α2 + β2, logo

2(α2 + β2) (1− cos(πt− πt0)) ≤ 2 |h|2 (1− cos π(t− t0)) .

Como

1− cos π(t− t0) = 2 sin2 π

2
(t− t0) ≤ 2

(π
2
|t− t0|

)2

,

temos que

2 |h|2 (1− cos π(t− t0)) ≤ 2 |h|2 2
(π

2
|t− t0|

)2

.

Ou seja,

|(φi(t)− φi(t0))(h)|2 ≤ 4 |h|2
(π

2
|t− t0|

)2

= (π |t− t0| |h|)2 .

Logo,

‖φi(t)− φi(t0)‖ ≤ π |t− t0| ⇒ ‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖ ≤ π |t− t0| .

Observe que

Ki(w, t0)−Ki(w0, t0) = φi(t0) ◦Ki(w, 1/2)− φi(t0) ◦Ki(w0, 1/2) =

φi(t0) ◦ (Ki(w, 1/2)−Ki(w0, 1/2)) .
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Logo,

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤ ‖φi(t0)‖ ‖Ki(w, 1/2)−Ki(w0, 1/2)‖ = ‖Ki(w, 1/2)−Ki(w0, 1/2)‖ ,

pois ‖φi(t0)‖ = 1.

Como já mostramos anteriormente que ‖Ki(w, 1/2)−Ki(w0, 1/2)‖ ≤ 15c
2
‖w − w0‖, temos

que

‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤
15c

2
‖w − w0‖ .

Portanto,

‖Ki(w, t)−Ki(w0, t0)‖ ≤ ‖Ki(w, t)−Ki(w, t0)‖+ ‖Ki(w, t0)−Ki(w0, t0)‖ ≤

π |t− t0|+
15c

2
‖w − w0‖ .

Esta desigualdade mostra a continuidade da função Ki em Wc ×
[

1
2
, 1
]
.

Fica assim demonstrado o Lema. �

Seja A =
∑∞

i=1Ai = {u ∈ H |u =
∑∞

i=1 ui, ui ∈ Ai, ∀i ∈ N}. A ⊂ H é subespaço vetorial

de H e Ai0
⋂(∑∞

i=1, i 6=i0 Ai

)
= {0}, para cada i0 ∈ N pois os espaços vetoriais Ai e Aj

são ortogonais se i 6= j. Logo A é a soma direta dos subespaços Ai, i ∈ N e escrevemos

A = ⊕∞i=1Ai, ao invés de A =
∑∞

i=1Ai. Também temos que A é subespaço vetorial fechado

de H e H = A⊕ A⊥. Para mais detalhes, consultar [He], Capítulo II.

De�nimos uma aplicação K : Wc×I → GL(H) da seguinte forma: para cada (w, t) ∈ Wc×I,{
K(w, t)(h) = Ki(w, t)(h) se h ∈ Ai, para algum i ∈ N
K(w, t)(h) = h se h⊥Ai, ∀i ∈ N

Estendemos K(w, t) : H → H a todo o espaço H de maneira linear. Isto é, dado h ∈ H =

A ⊕ A⊥, existem únicos u ∈ A, v ∈ A⊥ tais que h = u + v. Como A = ⊕∞i=1Ai, existem

únicos ui ∈ Ai, para cada i ∈ N tais que u =
∑∞

i=1 ui. Então,

K(w, t)(h) = K(w, t)(u) +K(w, t)(v) = K(w, t)

(
∞∑
i=1

ui

)
+K(w, t)(v)

=
∞∑
i=1

K(w, t)(ui) +K(w, t)(v) =
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui) + v.

Dessa forma K está bem de�nida e é linear.

Para ver porque K(w, t) ∈ GL(H), observe primeiramente que dado h =
∑∞

i=1 ui + v ∈ H,

temos que

|h|2 =

〈
∞∑
i=1

ui + v,
∞∑
j=1

uj + v

〉
=

〈
∞∑
i=1

ui,
∞∑
j=1

uj

〉
+ 2

〈
∞∑
i=1

ui, v

〉
+ 〈v, v〉 =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

〈ui, uj〉+ 2
∞∑
i=1

〈ui, v〉+ 〈v, v〉 =
∞∑
i=1

〈ui, ui〉+ 0 + 〈v, v〉 =
∞∑
i=1

|ui|2 + |v|2 .
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Por outro lado,

|K(w, t)(h)|2 =

〈
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui) + v,

∞∑
j=1

Kj(w, t)(uj) + v

〉
=〈

∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui),
∞∑
j=1

Kj(w, t)(uj)

〉
+ 2

〈
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui), v

〉
+ 〈v, v〉 =

∞∑
i=1

∞∑
j=1

〈Ki(w, t)(ui), Kj(w, t)(uj)〉+ 2
∞∑
i=1

〈Ki(w, t)(ui), v〉+ 〈v, v〉 =

∞∑
i=1

〈Ki(w, t)(ui), Ki(w, t)(ui)〉+ 0 + 〈v, v〉 =
∞∑
i=1

|Ki(w, t)(ui)|2 + |v|2 =

∞∑
i=1

|ui|2 + |v|2 ,

pois Ki(w, t) ∈ U(Ai), ∀i ∈ N.
Logo, |K(w, t)(h)| = |h| , ∀h ∈ H. Isto mostra que K(w, t) ∈ L(H) e K(w, t) é injetiva. Da

sobrejetividade das aplicações Ki(w, t), ∀i ∈ N, também ocorre que K(w, t) é sobrejetiva.

De�nimos a aplicação K ′(w, t) : H → H por{
K ′(w, t)(h) = Ki(w, t)

−1(h) se h ∈ Ai, para algum i ∈ N
K ′(w, t)(h) = h se h⊥Ai, ∀i ∈ N

Como na de�nição de K(w, t), estendemos K ′(w, t) a todo o espaço H de maneira linear.

De maneira análoga mostramos que |K ′(w, t)(h)| = |h| , ∀h ∈ H. Logo, K ′(w, t) ∈ L(H) e é

uma aplicação bijetiva. Observe que K ′(w, t) é a inversa de K(w, t). Concluímos então que

K(w, t) ∈ GL(H). Na verdade mostramos mais: mostramos que K(w, t) ∈ U(H).

Lema 3.3 A aplicação K : Wc × I → GL(H) é contínua.

Demonstração: Seja (w0, t0) ∈ Wc × I �xado e seja h =
∑∞

i=1 ui + v ∈ H. Temos que

|K(w, t)(h)−K(w0, t0)(h)| =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui) + v −

(
∞∑
i=1

Ki(w0, t0)(ui) + v

)∣∣∣∣∣ =∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui)−
∞∑
i=1

Ki(w0, t0)(ui)

∣∣∣∣∣ =

∣∣∣∣∣
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui)

∣∣∣∣∣ =

(〈
∞∑
i=1

Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui),
∞∑
j=1

Kj(w, t)(uj)−Kj(w0, t0)(uj)

〉) 1
2

=

(
∞∑
i=1

∞∑
j=1

〈Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui), Kj(w, t)(uj)−Kj(w0, t0)(uj)〉

) 1
2

=

(
∞∑
i=1

〈Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui), Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui)〉

) 1
2

.
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Logo,

|K(w, t)(h)−K(w0, t0)(h)| =

(
∞∑
i=1

|Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui)|2
) 1

2

.

Sabemos da demonstração do Lema 3.2 que para cada i ∈ N vale ‖Ki(w, t)−Ki(w0, t0)‖ ≤
π |t− t0|+ 15c

2
‖w − w0‖.

Daí,

|Ki(w, t)(ui)−Ki(w0, t0)(ui)| ≤ ‖Ki(w, t)−Ki(w0, t0)‖ |ui| ≤(
π |t− t0|+

15c

2
‖w − w0‖

)
|ui| , ∀i ∈ N.

Logo,

|K(w, t)(h)−K(w0, t0)(h)| ≤

(
∞∑
i=1

(
π |t− t0|+

15c

2
‖w − w0‖

)2

|ui|2
) 1

2

=

(
π |t− t0|+

15c

2
‖w − w0‖

)( ∞∑
i=1

|ui|2
) 1

2

≤

(
π |t− t0|+

15c

2
‖w − w0‖

)( ∞∑
i=1

|ui|2 + |v|2
) 1

2

=(
π |t− t0|+

15c

2
‖w − w0‖

)
|h| .

Portanto,

‖K(w, t)−K(w0, t0)‖ ≤ π |t− t0|+
15c

2
‖w − w0‖ .

Esta desigualdade mostra a continuidade da aplicação K : Wc × I → GL(H) em (w0, t0).

Como (w0, t0) ∈ Wc × I é arbitrário, segue que K : Wc × I → GL(H) é contínua. �

Observe que K(w, 0) = IdH e K(w, 1)(w(ai)) = |w(ai)| ai, ∀i ∈ N.
De�nimos a seguinte aplicação

F2 : Sk × I → GL(H)

(s, t) 7→ K(f1(s), t) ◦ f1(s)

F2 está bem de�nida e é contínua.

Seja f2 : Sk → GL(H), f2(s) = F2(s, 1).

Como

{
F2(s, 0) = K(f1(s), 0) ◦ f1(s) = IdH ◦ f1(s) = f1(s)

F2(s, 1) = f2(s)
, ∀s ∈ Sk, temos que as apli-

cações f1, f2 : Sk → GL(H) são homotópicas.

Note que, ∀i ∈ N,

f2(s)(ai) = F2(s, 1)(ai) = (K(f1(s), 1) ◦ f1(s))(ai) = K(f1(s), 1)(f1(s)(ai)) = |f1(s)(ai)| ai.
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Lema 3.4 Existem um subespaço vetorial H ′ ⊂ H fechado, de dimensão in�nita, e uma

aplicação contínua f3 : Sk → GL(H) homotópica à aplicação f2 : Sk → GL(H) tal que

f3(s)(h
′) = h′, ∀s ∈ Sk e ∀h′ ∈ H ′.

Demonstração: Para cada i ∈ N, seja A′i = {λai |λ ∈ R} ⊂ H, A′i é subespaço vetorial

fechado de H . Note que os espaços vetoriais A′i e A
′
j são ortogonais se i 6= j. Tomamos

H ′ =
∑∞

i=1A
′
i. Como A′i⊥A′j se i 6= j então para cada i0 ∈ N temos que A′i0

⋂∑∞
i=1, i 6=i0 A

′
i =

{0}. Logo H ′ é a soma direta dos espaços A′i, i ∈ N e escrevemos H ′ = ⊕∞i=1A
′
i ao invés de

H ′ =
∑∞

i=1A
′
i. Temos que H ′ é subespaço vetorial fechado de H e como {a1, a2, . . .} ⊂ H ′

é um conjunto linearmente independente com um número in�nito de vetores, temos que H ′

tem dimensão in�nita.

Seja H1 = H ′⊥. H1 é um subespaço vetorial fechado de H de dimensão in�nita (pois

{a0
1, a

0
2, . . .} ⊂ H1 é um conjunto linearmente independente in�nito) e H = H ′ ⊕H1. Sejam

p′, p1 ∈ L(H) as projeções ortogonais em H ′ e H1 respectivamente (isto é, dado h ∈ H,

existem únicos h′ ∈ H ′ e h1 ∈ H1 tais que h = h′+h1, então p′(h) = h′ e p1(h) = h1). Temos

que p′ + p1 = IdH .

De�nimos

F3 : Sk × I → GL(H)

(s, t) 7→ ((1− t)f2(s) + tIdH) ◦ p′ + f2(s) ◦ p1

Temos que F3 é contínua. Seja f3 : Sk → GL(H), f3(s) = F3(s, 1).

Como

{
F3(s, 0) = f2(s) ◦ p′ + f2(s) ◦ p1 = f2(s) ◦ (p′ + p1) = f2(s) ◦ IdH = f2(s)

F3(s, 1) = f3(s)
, ∀s ∈ Sk,

as aplicações f2, f3 : Sk → GL(H) são homotópicas.

Vamos mostrar porque F3(S
k × I) ⊂ GL(H). Como F3(s, 0) = f2(s) ∈ GL(H), basta mos-

trarmos que F3(s, t) ∈ GL(H) para (s, t) ∈ Sk × I, t 6= 0.

Primeiramente notemos que dado um operador T ∈ L(H), como H = H ′ ⊕ H1 podemos

representar T por uma matriz 2× 2(
m(1, 1) m(1, 2)

m(2, 1) m(2, 2)

)

onde


m(1, 1) : H ′ → H ′ ∈ L(H ′)

m(1, 2) : H1 → H ′ ∈ L(H1, H
′)

m(2, 1) : H ′ → H1 ∈ L(H ′, H1)

m(2, 2) : H1 → H1 ∈ L(H1)

.

Suponha, em particular, que T ∈ L(H) é representado por uma matriz da forma(
A B

0 D

)
.



CAPÍTULO 3. O TEOREMA DE KUIPER 87

Se A ∈ GL(H ′) e D ∈ GL(H1) então T ∈ GL(H) e sua inversa T−1 é representada pela

matriz (
A−1 −A−1 ◦B ◦D−1

0 D−1

)
.

Reciprocamente, se T ∈ GL(H) e T (H ′) = H ′ então A ∈ GL(H ′) e D ∈ GL(H1) e a inversa

de T , T−1, é representada pela matriz acima.

Para provar essa última a�rmação, note que por hipótese existe um operador T−1 ∈ L(H)

tal que T ◦ T−1 = IdH = T−1 ◦ T . Suponha que T−1 é representado pela matriz(
Ã B̃

C̃ D̃

)
.

Logo, temos que

T ◦ T−1 = IdH ⇒

(
A B

0 D

)(
Ã B̃

C̃ D̃

)
=

(
IdH′ 0

0 IdH1

)
⇒


A ◦ Ã+B ◦ C̃ = IdH′

A ◦ B̃ +B ◦ D̃ = 0

D ◦ C̃ = 0

D ◦ D̃ = IdH1

e

T−1 ◦ T = IdH ⇒

(
Ã B̃

C̃ D̃

)(
A B

0 D

)
=

(
IdH′ 0

0 IdH1

)
⇒


Ã ◦ A = IdH′

Ã ◦B + B̃ ◦D = 0

C̃ ◦ A = 0

C̃ ◦B + D̃ ◦D = IdH1

.

Seja h1 ∈ H1 e suponha que D(h1) = 0, então T (h1) = B(h1) +D(h1) = B(h1) ∈ H ′. Como

T (H ′) = H ′, temos que existe h′ ∈ H ′ tal que T (h′) = B(h1). Como T é injetivo temos que

h1 = h′, logo h1 = 0 = h′. Portanto o operador D ∈ L(H1) é injetivo.

Seja h′ ∈ H ′, então D ◦ C̃(h′) = 0⇒ C̃(h′) = 0. Logo C̃ é o operador nulo.

Portanto temos que:

{
A ◦ Ã = IdH′ e Ã ◦ A = IdH′ ⇒ A ∈ GL(H ′)

D ◦ D̃ = IdH1 e D̃ ◦D = IdH1 ⇒ D ∈ GL(H1)
.

Isto mostra a a�rmação.

Seja (s, t) ∈ Sk × I, t 6= 0 �xado. Note que f2(s)(ai) = |f1(s)(ai)| ai, logo f2(s)(H
′) = H ′.

Como f2(s) ∈ GL(H), f2(s) é representada por uma matriz(
A(s) B(s)

0 D(s)

)

com A(s) ∈ GL(H ′) e D(s) ∈ GL(H1).

As projeções p′ e p1 são representadas, respectivamente, pelas matrizes:(
IdH′ 0

0 0

)
e

(
0 0

0 IdH1

)
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Logo, temos que

((1− t)f2(s) + tIdH) ◦ p′ =

(
(1− t)A(s) + tIdH′ (1− t)B(s)

0 (1− t)D(s) + tIdH1

)(
IdH′ 0

0 0

)
=

=

(
(1− t)A(s) + tIdH′ 0

0 0

)
e

f2(s) ◦ p1 =

(
A(s) B(s)

0 D(s)

)(
0 0

0 IdH1

)
=

(
0 B(s)

0 D(s)

)
.

Portanto,

F3(s, t) = ((1− t)f2(s) + tIdH) ◦ p′ + f2(s) ◦ p1 =

(
(1− t)A(s) + tIdH′ B(s)

0 D(s)

)
.

ComoD(s) ∈ GL(H1), para que F3(s, t) ∈ GL(H) basta mostrarmos que (1−t)A(s)+tIdH′ ∈
GL(H ′). Note que

((1− t)A(s) + tIdH′)(ai) = (1− t) |f1(s)(ai)| ai + tai = ((1− t) |f1(s)(ai)|+ t) ai.

Como (1− t) |f1(s)(ai)|+ t > 0, está bem de�nido o operador linear A′(s, t) : H ′ → H ′ dado

por A′(s, t)(ai) = 1
((1−t)|f1(s)(ai)|+t)ai. Como sempre, A′(s, t) é estendido a todo espaço H ′ de

maneira linear, isto é, se h′ =
∑∞

i=1 λiai, então A
′(s, t)(h′) =

∑∞
i=1 λiA

′(s, t)(ai).

É claro que ((1− t)A(s) + tIdH′) ◦ A′(s, t) = IdH′ = A′(s, t) ◦ ((1− t)A(s) + tIdH′).

Como

|A′(s, t)(h′)|2 =
∞∑
i=1

∞∑
j=1

λiλj 〈A′(s, t)(ai), A′(s, t)(aj)〉 =
∞∑
i=1

λ2
i |A′(s, t)(ai)|

2
=

∞∑
i=1

λ2
i

((1− t) |f1(s)(ai)|+ t)2

e

|f1(s)(ai)| ≥
1

c
⇒ (1− t) |f1(s)(ai)|+ t ≥ (1− t)1

c
+ t > 0,

temos que

|A′(s, t)(h′)|2 ≤
∞∑
i=1

λ2
i

((1− t)1
c

+ t)2
=

1

((1− t)1
c

+ t)2
|h′|2 .

Logo,

‖A′(s, t)‖ ≤ 1

((1− t)1
c

+ t)
.
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Isto mostra que A′(s, t) ∈ L(H ′). Logo, (1−t)A(s)+tIdH′ ∈ GL(H ′) e F3(S
k×I) ⊂ GL(H).

Sejam s ∈ Sk e h′ ∈ H ′. Então f3(s)(h
′) = F3(s, 1)(h′) = (IdH ◦ p′ + f2(s) ◦ p1) (h′) =

p′(h′) + f2(s)(p1(h
′)) = h′ + f2(s)(0) = h′. Isto demonstra o Lema. �

Seja B = {z ∈ GL(H) | z = p′ + zp1} ⊂ GL(H). Se z ∈ B então z(h′) = h′, ∀h′ ∈ H ′.

Seja wz = (p′ + p1 ◦ z ◦ p1) ◦ z−1, então wz ◦ z = p′ + p1 ◦ z ◦ p1. Vamos mostrar que

wz ◦ z ∈ GL(H). Para isso note que z é representado por uma matriz da forma(
IdH′ B

0 D

)

pois z|H′ = IdH′ . Como z ∈ GL(H), temos que D ∈ GL(H1).

Note que

p1 ◦ z ◦ p1 =

(
0 0

0 IdH1

)(
IdH′ B

0 D

)(
0 0

0 IdH1

)
=

(
0 0

0 D

)
.

Logo,

p′ + p1 ◦ z ◦ p1 =

(
IdH′ 0

0 D

)
.

Como D ∈ GL(H1) temos que wz ◦ z = p′ + p1 ◦ z ◦ p1 ∈ GL(H).

Observamos que:

(a) wz ◦ z(h′) = p′(h′) + p1 ◦ z ◦ p1(h
′) = h′ + p1 ◦ z(0) = h′ + p1(0) = h′, ∀h′ ∈ H ′.

(b) wz ◦ z(H1) = H1. De fato, se h1 ∈ H1, então wz ◦ z(h1) = (p′ + p1 ◦ z ◦ p1) (h1) =

p′(h1) + p1 ◦ z ◦ p1(h1) = 0 + p1(z(h1)) ∈ H1. Logo wz ◦ z(H1) ⊂ H1. Reciprocamente seja

h1 ∈ H1. Como wz ◦ z ∈ GL(H), existe u = u′ + u1 ∈ H = H ′ ⊕H1 tal que wz ◦ z(u) = h1.

Logo u′ + p1(z(u1)) = h1 ⇔ u′ = h1 − p1(z(u1)). Logo u′ ∈ H ′ ∩ H1 = {0}. Daí u′ = 0,

o que implica que u = u1 e w ◦ z(u1) = h1. Portanto h1 ∈ wz ◦ z(H1) e vale a inclusão

H1 ⊂ wz ◦ z(H1).

De�nimos a aplicação

F4 : Sk × I → GL(H)

(s, t) 7→ (1− t)f3(s) + t (p′ + p1 ◦ f3(s) ◦ p1)

Temos que F4 é contínua. Seja f4 : Sk → GL(H), f4(s) = F4(s, 1).

Como

{
F4(s, 0) = f3(s)

F4(s, 1) = f4(s)
, ∀s ∈ SK , as aplicações f3, f4 : Sk → GL(H) são homotópicas.

Vamos mostrar que F4(S
k × I) ⊂ GL(H). Já sabemos que a função f3(s) é representada
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pela matriz (
IdH′ B(s)

0 D(s)

)

com D(s) ∈ GL(H1).

Daí

p′ + p1 ◦ f3(s) ◦ p1 =

(
IdH′ 0

0 D(s)

)
.

Logo,

F4(s, t) = (1− t)f3(s) + t(p′ + p1 ◦ f3(s) ◦ p1) =(
(1− t)IdH′ (1− t)B(s)

0 (1− t)D(s)

)
+

(
tIdH′ 0

0 tD(s)

)
=

(
IdH′ (1− t)B(s)

0 D(s)

)
.

Como D(s) ∈ GL(H1), temos que F4(s, t) ∈ GL(H), ∀(s, t) ∈ Sk × I.
Note que f4(s) = F4(s, 1) = p′ + p1 ◦ f3(s) ◦ p1, ∀s ∈ Sk. Como f3(s) ∈ B, temos que

f4(s) = wf3(s) ◦ f3(s) e para todo s ∈ Sk vale:
(a) f4(s)(h

′) = h′, ∀h′ ∈ H ′.
(b) f4(s)(H1) = H1.

Lema 3.5 Sejam H ′, H1 ⊂ H subespaços vetoriais de H, fechados e de dimensão in-

�nita tais que H = H ′ ⊕ H1. Suponha também que H ′ e H1 são ortogonais. Então

V = {z ∈ GL(H) | z(h′) = h′, ∀h′ ∈ H ′ e z(H1) = H1} ⊂ GL(H) é contrátil em GL(H) para

{IdH} ⊂ V .

Demonstração: Devemos mostrar que a aplicação V → V, z 7→ IdH é homotópica (em

GL(H)) à aplicação IdV : V → V . Ou seja, vamos mostrar que existe uma aplicação

contínua F : V × I → GL(H) tal que F (z, 0) = z e F (z, 1) = IdH , ∀z ∈ V .
Começamos decompondo H em um número in�nito de espaços de Hilbert H1, H2, H3, . . .

dois a dois ortogonais tais que H = H1 ⊕H2 ⊕H3 ⊕ . . ..
Para isso, seja Ni = {2i−2(2m+ 1) |m ∈ N = {0, 1, 2, . . .}} para cada i ∈ {2, 3, 4, . . .}.
Temos que

N− {0} =
⋃̇∞

i=2
Ni

De fato, é claro que Ni ⊂ N−{0} , ∀i ∈ {2, 3, 4, . . .}, logo
⋃∞
i=2 Ni ⊂ N−{0}. Reciprocamente,

seja n ∈ N − {0}. Decompondo n em fatores primos podemos escrever n = 2kl, onde l não

divide 2 e k ∈ N. Tome i = k + 2 ≥ 2 e m = l−1
2
∈ N. Então 2i−2(2m+ 1) = 2kl = n, isto é,

n ∈ Ni. Portanto N− {0} ⊂
⋃∞
i=2 Ni. Falta mostrar que Ni ∩ Nj = ∅ se i 6= j. Suponha que

exista n0 ∈ Ni ∩ Nj. Então, como n0 ∈ Ni, n0 = 2i−2(2m + 1) para algum i ∈ {2, 3, 4, . . .}
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e para algum m ∈ N. Como n0 ∈ Nj também, temos que n0 = 2j−2(2n + 1) para algum

j ∈ {2, 3, 4, . . .} e para algum n ∈ N. Observe que 2m + 1 e 2n + 1 não dividem 2. Como

a decomposição em fatores primos de um número é única (a menos de reordenação), temos

que i− 2 = j − 2⇔ i = j. Portanto se i 6= j então Ni ∩ Nj = ∅.
Para cada i ∈ {2, 3, 4, . . .}, seja Hi =

∑
j∈Ni A

′
j, onde A

′
j = {λaj |λ ∈ R}. Observe que Hi

é um subespaço vetorial fechado de H e de dimensão in�nita, pois {aj | j ∈ Ni} ⊂ Hi é um

conjunto linearmente independente in�nito.

Note que se i 6= j então Hi⊥Hj, pois Ni ∩ Nj = ∅.
Como

H ′ =
∞∑
j=1

A′j =
∑

j∈∪̇∞i=2Ni

A′j =
∞∑
i=2

∑
j∈Ni

A′j =
∞∑
i=2

Hi,

temos que H = H1 ⊕H ′ = H1 ⊕H2 ⊕H3 ⊕ . . ..
Dado um operador z ∈ L(H), vamos representar z por uma matriz com um número in�nito

de entradas (m(i, j))i, j∈N, onde cada entrada (m(i, j)) representa um operador m(i, j) ∈
L(Hj, Hi). Dessa maneira z é representado pela matriz

m(1, 1) m(1, 2) m(1, 3) . . .

m(2, 1) m(2, 2) m(2, 3) . . .

m(3, 1) m(3, 2) m(3, 3) . . .
...

...
...

. . .


Em particular, se z ∈ V , temos que z(h′) = h′, ∀h′ ∈ H ′ e z(H1) = H1. Neste caso a matriz

que representa z é da forma 
z|H1 0 0 . . .

0 IdH2 0 . . .

0 0 IdH3 . . .
...

...
...

. . .


onde z|H1 : H1 → H1 é o operador z restrito ao subespaço H1.

Por simplicidade vamos denotar a matriz que representa z por
z|H1

1

1
. . .


onde os espaços em branco representam os operadores nulos e o símbolo 1 representa o ope-

rador identidade agindo nos respectivos subespaços Hi, i ∈ {2, 3, 4, . . .}.
De�nimos a aplicação F : V × I → GL(H) da seguinte forma:
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Se 0 ≤ t ≤ 1
2
então F (z, t) =


z|H1

m(2, 2) m(2, 3)

m(3, 2) m(3, 3)
. . .

, onde

(
m(2j, 2j) m(2j, 2j + 1)

m(2j + 1, 2j) m(2j + 1, 2j + 1)

)
=(

cos tπ − sin tπ

sin tπ cos tπ

)(
z|H1 0

0 1

)(
cos tπ sin tπ

− sin tπ cos tπ

)(
z−1
|H1

0

0 1

)

para j ∈ N.

Se 1
2
≤ t ≤ 1, então F (z, t) =


m(1, 1) m(1, 2)

m(2, 1) m(2, 2)
. . .

, onde

(
m(2j − 1, 2j − 1) m(2j − 1, 2j)

m(2j, 2j − 1) m(2j, 2j)

)
=(

cos tπ − sin tπ

sin tπ cos tπ

)(
z−1
|H1

0

0 1

)(
cos tπ sin tπ

− sin tπ cos tπ

)(
z|H1 0

0 1

)

para j ∈ N.
F está bem de�nida e é contínua. Também ocorre que F (z, t) ∈ GL(H) pois z ∈ GL(H).

Note que F (z, 0) =


z|H1

1

1
. . .

 = z, ∀z ∈ V

e F (z, 1) =


1

1

1
. . .

 = IdH , ∀z ∈ V .

Isso conclui a demonstração do Lema. �

Demonstração do Teorema 3.1 (Teorema de Kuiper): De�nimos

F5 : Sk × I → GL(H)

(s, t) 7→ F (f4(s), t)

onde F : V × I → GL(H) é a aplicação do Lema 3.5.

Observe que F5 é contínua e está bem de�nida pois f4(s) ∈ V, ∀s ∈ Sk.
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De�nimos f5 : Sk → GL(H), s 7→ IdH .

Como

{
F5(s, 0) = F (f4(s), 0) = f4(s)

F5(s, 1) = F (f4(s), 1) = IdH = f5(s)
, ∀s ∈ Sk, as aplicações f4, f5 : Sk → GL(H)

são homotópicas.

Portanto, a aplicação f0 é homotópica à aplicação f5 e como f0 : Sk → GL(H) é uma

aplicação qualquer, concluímos que o único elemento do grupo πk(GL(H)) é a identidade.

Logo, πk(GL(H)) = 0, demonstrando o Teorema de Kuiper. �

3.2 Aplicações

Nesta seção apresentamos algumas aplicações do Teorema de Kuiper.

Corolário 3.1 GL(H) é contrátil à {IdH} ⊂ GL(H).

Demonstração: Devemos mostrar que existe uma aplicação contínua F : GL(H) × I →
GL(H) tal que F (z, 0) = z e F (z, 1) = IdH , ∀z ∈ GL(H).

Como GL(H) ⊂ L(H) é um conjunto aberto, para cada z ∈ GL(H) existe rz > 0 tal que

B(z, rz) = {w ∈ L(H) | ‖w − z‖ < rz} ⊂ GL(H). Tomando εz = rz
3
temos que B(z, εz) ⊂

B(z, rz) ⊂ GL(H).

Observe que A = {B(z, εz) | z ∈ GL(H)} é uma cobertura aberta para GL(H). Para cada

z ∈ GL(H), vamos denotar B(z, εz) por Bz. Seja J = GL(H), então A = {Bj | j ∈ J} é
uma cobertura aberta para GL(H).

Como L(H) é um espaço topológico metrizável (cuja topologia provém da métrica oriunda

da norma em L(H)), GL(H) ⊂ L(H) também é um espaço topológico metrizável com a

topologia induzida por L(H). Logo, GL(H) é um espaço topológico paracompacto (ver [Sc],

p. 101).

Por [Sc], p. 99, existe uma coleção de funções contínuas φj : GL(H)→ R, j ∈ J , tal que:
(1) Para cada j ∈ J tem-se que φj(z) ≥ 0, ∀z ∈ GL(H);

(2) supp φj = {z ∈ GL(H) |φj(z) 6= 0} ⊂ Bj, ∀j ∈ J ;
(3) Para cada z ∈ GL(H), existe um aberto Uz ⊂ GL(H) com z ∈ Uz tal que φj(w) = 0,

∀w ∈ Uz, exceto para um número �nito de índices {j1, . . . , jk} ⊂ J , k ∈ N;
(4)
∑

j∈J φj(z) = 1, ∀z ∈ GL(H).

De�na

Φ : GL(H)× I → GL(H)

(z, t) 7→ (1− t)z + t
∑
j∈J

φj(z)j

Vamos mostrar que Φ(z, t) ∈ GL(H), ∀(z, t) ∈ GL(H)× I.
De fato, seja (z, t) ∈ GL(H) × I �xado. Pela propriedade (3), φj(z) 6= 0 apenas para
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um número �nito de índices {j1, . . . , jk} ⊂ J , k ∈ N. Logo, se j ∈ {j1, . . . , jk} então

z ∈ supp φj ⊂ Bj.

SejaM ∈ {j1, . . . , jk} tal que εM = max {εj1 , . . . , εjk}. Então, para i ∈ {1, . . . , k}, temos que

Bji ⊂ B(M, 3εM). Com efeito, se ‖w − ji‖ < εji , então

‖w −M‖ ≤ ‖w − ji‖+ ‖ji −M‖ < εji + ‖ji −M‖ ≤ εji + ‖ji − z‖+ ‖z −M‖ <

εji + εji + εM ≤ 3εM .

Logo, ∥∥∥∥∥∑
j∈J

φj(z)j −M

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
j∈J

φj(z)j −
∑
j∈J

φj(z)M

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥∑
j∈J

φj(z) (j −M)

∥∥∥∥∥ =∥∥∥∥∥
k∑
i=1

φji(z) (ji −M)

∥∥∥∥∥ ≤
k∑
i=1

φji(z) ‖ji −M‖ <
k∑
i=1

φji(z)(3εM) = 3εM .

Isto signi�ca que
∑

j∈J φj(z)j ∈ B(M, 3εM). Como B(M, 3εM) é um conjunto convexo e

z ∈ B(M, 3εM), temos que (1− t)z + t
∑

j∈J φj(z)j ∈ B(M, 3εM) ⊂ GL(H).

Logo, Φ(z, t) ∈ GL(H), ∀(z, t) ∈ GL(H)× I.
Vamos mostrar agora que Φ é contínua. De fato, seja (z0, t0) ∈ GL(H)× I �xado. Por (3),

existe um aberto Uz0 ⊂ GL(H) com z0 ∈ Uz0 tal que φj(w) = 0, ∀w ∈ Uz0 , exceto para um

número �nito de índices {j1, . . . , jk} ⊂ J , k ∈ N. Logo, para (z, t) ∈ Uz0 × I, temos que

Φ(z, t) = (1− t)z + t
k∑
i=1

φji(z)ji.

Como φji : GL(H) → R é função contínua, i ∈ {1, . . . , k}, temos que Φ|Uz0×I é função

contínua. Em particular, Φ é contínua em (z0, t0). Como (z0, t0) ∈ GL(H) × I foi tomado

arbitrariamente, segue que Φ : GL(H)× I → GL(H) é contínua.

Observe que GL(H) ⊂
⋃
j∈J supp φj, logo B = {supp φj | j ∈ J} é cobertura para GL(H).

Seja N o nervo da cobertura B, isto é, N é o esquema simplicial (B,Ψ), onde Ψ ={
s = {supp φj1 , . . . , supp φjk} | k ∈ N e

⋂k
i=1 supp φji 6= ∅

}
. Os elementos supp φj ∈ B são

chamados de vértices e os elementos s ∈ Ψ são chamados de simplexos.

Para mais detalhes sobre o assunto, consultar [Li].

Por simplicidade vamos denotar supp φj por bj, j ∈ J .
De�nimos

σ : GL(H)→ N

z 7→
∑
j∈J

φj(z)bj

Vamos de�nir uma aplicação contínua ρ0 : N → GL(H) da seguinte maneira:

(1) ρ0(bj) = j, ∀j ∈ J ;



CAPÍTULO 3. O TEOREMA DE KUIPER 95

(2) Se s = {bj1 , . . . , bjk} é um simplexo e
∑k

i=1 λi = 1, onde λi ≥ 0, ∀i ∈ {1, . . . , k} então

ρ0

(
k∑
i=1

λibji

)
=

k∑
i=1

λiji.

Para ver porque
∑k

i=1 λiji ∈ GL(H), notemos que
⋂k
i=1 supp φji 6= ∅ pois s é um simplexo

de N . Seja z ∈
⋂k
i=1 supp φji . Como supp φji ⊂ Bji , ∀i ∈ {1, . . . , k}, temos que z ∈

⋂k
i=1Bji .

Tome M ∈ {j1, . . . , jk} tal que εM = max {εj1 , . . . , εjk}. Então, para i ∈ {1, . . . , k}, temos

que Bji ⊂ B(M, 3εM). Com efeito, se ‖w − ji‖ < εji , então

‖w −M‖ ≤ ‖w − ji‖+ ‖ji −M‖ < εji + ‖ji −M‖ ≤ εji + ‖ji − z‖+ ‖z −M‖ <

εji + εji + εM ≤ 3εM .

Logo, ∥∥∥∥∥
k∑
i=1

λiji −M

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

λiji −
k∑
i=1

λiM

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥
k∑
i=1

λi(ji −M)

∥∥∥∥∥ ≤
k∑
i=1

λi ‖ji −M‖ <
k∑
i=1

λi3εM = 3εM .

Isto é,
∑k

i=1 λiji ∈ B(M, 3εM) ⊂ GL(H).

Seja z ∈ GL(H) �xado. Por (3), φj(z) 6= 0 apenas para um número �nito de índices

{j1, . . . , jk} ⊂ J , k ∈ N. Como z ∈
⋂k
i=1 supp φji , temos que {supp φj1 , . . . , supp φjk} é um

simplexo de N . Portanto, da de�nição de ρ0, temos

ρ0 ◦ σ(z) = ρ0

(∑
j∈J

φj(z)bj

)
= ρ0

(
k∑
i=1

φji(z)bji

)
=

k∑
i=1

φji(z)ji =
∑
j∈J

φj(z)j = Φ(z, 1).

Como z ∈ GL(H) foi tomado arbitrariamente, temos que ρ0 ◦ σ(z) = Φ(z, 1), ∀z ∈ GL(H).

Pelo Teorema de Kuiper, πk(GL(H)) = 0, k = 1, 2, 3, . . .. Logo, a função ρ0 pode ser

estendida a uma função contínua ρ : N × I → GL(H) tal que

{
ρ(u, 0) = ρ0(u),

ρ(u, 1) = IdH
, ∀u ∈ N .

Para uma demonstração deste fato ver [Wh], p. 105.

Portanto, de�nindo

F : GL(H)× I → GL(H)

(z, t) 7→

{
Φ(z, 2t) se 0 ≤ t ≤ 1

2

ρ(σ(z), 2t− 1) se 1
2
≤ t ≤ 1

temos que F está bem de�nida, é contínua e

{
F (z, 0) = Φ(z, 0) = z

F (z, 1) = ρ(σ(z), 1) = IdH
, ∀z ∈ GL(H).

Isto mostra que GL(H) é contrátil à {IdH} ⊂ GL(H). �
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Corolário 3.2 U(H) é contrátil à {IdH} ⊂ U(H).

Demonstração: Primeiramente lembramos que se T ∈ L(H) então existe um único opera-

dor T ∗ ∈ L(H) com a seguinte propriedade:

〈T (h1), h2〉 = 〈h1, T
∗(h2)〉 , ∀h1, h2 ∈ H.

T ∗ é chamado o operador adjunto de T .

Se ocorrer que T = T ∗ então dizemos que T é auto-adjunto. Neste caso 〈T (h1), h2〉 =

〈h1, T (h2)〉, ∀h1, h2 ∈ H.

Se ocorrer que T ∈ GL(H), então T ∗ ∈ GL(H) e (T ∗)−1 = (T−1)∗.

Dizemos que um operador auto-adjunto T é positivo se 〈T (h), h〉 ≥ 0, ∀h ∈ H.

Se T ∈ GL(H) é positivo então T−1 também é positivo. De fato, T−1 é auto-adjunto pois

(T−1)∗ = (T ∗)−1 = T−1. Dado h ∈ H, temos que 〈T−1(h), h〉 = 〈T−1(h), T ◦ T−1(h)〉 =

〈T (T−1(h)), T−1(h)〉 ≥ 0 pois T é positivo e T−1(h) ∈ H.

Lembramos que dado um operador positivo T , existe um único operador positivo R com as

seguintes propriedades:

(1) R2 = T ;

(2) R comuta com todo operador em L(H) que comuta com T ;

(3) se T ∈ GL(H) então R ∈ GL(H) e (R−1)2 = T−1.

Chamamos R de a raiz quadrada positiva de T e escrevemos R =
√
T . Para maiores detalhes

sobre a construção da raiz quadrada de um operador positivo, ver [Bac], p. 422.

Dado T ∈ GL(H), observe que o operador T ∗ ◦ T ∈ GL(H) é positivo. De fato,

(T ∗ ◦ T )∗ = T ∗ ◦ (T ∗)∗ = T ∗ ◦ T e 〈T ∗ ◦ T (h), h〉 = 〈T (h), T (h)〉 ≥ 0, ∀h ∈ H.

Logo também é positivo o operador (T ∗◦T )−1. Portanto está bem de�nida sua raiz quadrada

positiva
√

(T ∗ ◦ T )−1.

De�nimos a aplicação

Ψ : GL(H)→ U(H)

z 7→ z ◦
√

(z∗ ◦ z)−1

Ψ está bem de�nida e é contínua. Temos que Ψ(z) ∈ GL(H) pois z,
√

(z∗ ◦ z)−1 ∈ GL(H).

Sejam z ∈ GL(H) e h ∈ H �xados. Temos que

|Ψ(z)(h)|2 = 〈Ψ(z)(h),Ψ(z)(h)〉 = 〈Ψ(z)∗ ◦Ψ(z)(h), h〉 =〈(
z ◦
√

(z∗ ◦ z)−1
)∗
◦
(
z ◦
√

(z∗ ◦ z)−1
)

(h), h
〉

=〈(√
(z∗ ◦ z)−1 ◦ z∗

)
◦
(
z ◦
√

(z∗ ◦ z)−1
)

(h), h
〉
.
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Como z∗ ◦ z comuta com (z∗ ◦ z)−1, temos que
√

(z∗ ◦ z)−1 comuta com z∗ ◦ z. Daí,(√
(z∗ ◦ z)−1 ◦ z∗

)
◦
(
z ◦
√

(z∗ ◦ z)−1
)

= (z∗ ◦ z) ◦
√

(z∗ ◦ z)−1 ◦
√

(z∗ ◦ z)−1 =

(z∗ ◦ z) ◦ (z∗ ◦ z)−1 = IdH .

Logo, |Ψ(z)(h)|2 = 〈h, h〉 = |h|2. Portanto, Ψ(z) ∈ U(H), ∀z ∈ GL(H).

Observe que se z ∈ U(H) então z∗ ◦ z = IdH . De fato, sejam h1, h2 ∈ H. Temos que

〈h1, h2〉 =
1

2

(
|h1 + h2|2 − |h1|2 − |h2|2

)
.

Por outro lado,

〈z(h1), z(h2)〉 =
1

2

(
|z(h1) + z(h2)|2 − |z(h1)|2 − |z(h2)|2

)
=

=
1

2

(
|z(h1 + h2)|2 − |z(h1)|2 − |z(h2)|2

)
.

Como z ∈ U(H), temos que |z(h1)| = |h1|, |z(h2)| = |h2| e |z(h1 + h2)| = |h1 + h2|. Logo,

〈z(h1), z(h2)〉 = 〈h1, h2〉. Daí,

〈z∗ ◦ z(h1), h2〉 = 〈z(h1), z(h2)〉 = 〈h1, h2〉 = 〈IdH(h1), h2〉 , ∀h1, h2 ∈ H.

Isto mostra que z∗ ◦ z = IdH .

Portanto, para z ∈ U(H) temos que Ψ(z) = z ◦
√

(IdH)−1 = z ◦
√
IdH = z ◦ IdH = z.

De�nimos

F̃ : U(H)× I → U(H)

(z, t) 7→ Ψ(F (z, t))

onde F : GL(H)× I → GL(H) é a aplicação do Corolário 3.1.

F̃ é uma aplicação contínua e

{
F̃ (z, 0) = Ψ(F (z, 0)) = Ψ(z) = z

F̃ (z, 1) = Ψ(F (z, 1)) = Ψ(IdH) = IdH
, ∀z ∈ U(H).

Isto mostra que U(H) é contrátil à {IdH} ⊂ U(H). �



Capítulo 4

O Teorema de Atiyah - Jänich

O objetivo deste capítulo é mostrar a existência de um isomor�smo de grupos

Ind : [X,F(H)]→ K(X)

[f ] 7→ Ind f

onde K(X) = K(V ect(X)) é o grupo de Grothendieck de V ect(X) e [X,F(H)] é o conjunto

das classes de homotopia das aplicações contínuas de X em F(H), onde X é um espaço

topológico de Hausdor� compacto e F(H) é o conjunto dos operadores de Fredholm.

4.1 O índice de Fredholm

Seja H um espaço de Hilbert de dimensão in�nita sobre o corpo dos números reais e suponha

que H é separável. Sejam L(H), GL(H) e U(H) como no Capítulo 3.

De�nição 4.1 Dizemos que um operador T ∈ L(H) é um operador de Fredholm se:

(a) o núcleo de T, Ker T = {h ∈ H |T (h) = 0} ⊂ H, tem dimensão �nita;

(b) o conúcleo de T, coKer T = H/ImT = {h+ ImT |h ∈ H}, tem dimensão �nita.

Denotamos por F(H) o conjunto dos operadores de Fredholm.

De�nição 4.2 Dado um operador de Fredholm T ∈ F(H) o número inteiro

ind T = dimKer T − dim coKer T ∈ Z

é chamado o índice de Fredholm de T , ou simplesmente o índice de T .

De�nição 4.3 Dizemos que um operador T ∈ L(H) é um operador compacto se T leva o

conjunto {h ∈ H | |h| ≤ 1} em um subconjunto de H cujo fecho é compacto.

Denotamos por K(H) o conjunto dos operadores compactos.

98
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Listamos a seguir os resultados mais importantes sobre operadores de Fredholm e operadores

compactos. As demonstrações destes resultados podem ser encontradas em [Pa], Capítulos

VI e VII.

(1) Se T ∈ F(H) então ImT ⊂ H é um subespaço vetorial fechado de H.

(2) Se T ∈ F(H) então T ∗ ∈ F(H) e ind T ∗ = −ind T .
(3) Se T ∈ L(H) e existem S, S ′ ∈ L(H) tais que S ◦ T − IdH ∈ K(H) e T ◦ S ′ − IdH ∈
K(H) então T ∈ F(H). Reciprocamente, se T ∈ F(H) então existe S ∈ L(H) tal que

S ◦ T − IdH ∈ K(H) e T ◦ S − IdH ∈ K(H).

(4) Se T ∈ F(H) e K ∈ K(H) então T +K ∈ F(H) e ind (T +K) = ind T .

(5) F(H) ⊂ L(H) é um conjunto aberto.

(6) Se T1, T2 ∈ F(H) então T1 ◦ T2 ∈ F(H) e ind T1 ◦ T2 = ind T1 + ind T2.

(7) A aplicação

ind : F(H)→ Z

T 7→ ind T

é constante em cada componente conexa de F(H).

Note que, como F(H) ⊂ L(H) é um conjunto aberto, temos que T1 e T2 estão na mesma

componente conexa de F(H) se, e somente se, existe uma aplicação contínua α : I → F(H)

tal que α(0) = T1 e α(1) = T2.

(8) Se T1, T2 ∈ F(H) são tais que ind T1 = ind T2 então T1 e T2 estão na mesma componente

conexa de F(H).

(9) Se T ∈ L(H) e dim ImT <∞, então T ∈ K(H).

Utilizaremos neste capítulo o Teorema da Aplicação Aberta, enunciado a seguir, cuja

demonstração pode ser encontrada em [Bac], p. 271.

Teorema 4.1 (Teorema da Aplicação Aberta) Sejam H1, H2 espaços de Hilbert e T :

H1 → H2 uma transformação linear e contínua. Se T é injetiva e a imagem de T, ImT =

{T (h1) |h1 ∈ H1} ⊂ H2, é um subconjunto fechado de H2, então existe uma transformação

linear e contínua T ′ : ImT → H1 tal que T ◦ T ′ = IdImT e T ′ ◦ T = IdH1.

Lembramos ainda que se H1 e H2 são espaços de Hilbert então o conjunto H1 × H2 =

{(h1, h2) |h1 ∈ H1 e h2 ∈ H2} é um espaço de Hilbert sobre o corpo dos números reais com

a soma e multiplicação por escalar de�nidas por:

{
(h1, h2) + (h′1, h

′
2) = (h1 + h′1, h2 + h′2)

λ(h1, h2) = (λh1, λh2)

e produto interno dado por: 〈(h1, h2), (h
′
1, h
′
2)〉 = 〈h1, h

′
1〉+ 〈h2, h

′
2〉.

Consequentemente a norma em H1 ×H2 é dada por : |(h1, h2)| =
√
|h1|2 + |h2|2.

Dada uma sequencia ((un, vn))n∈N em H1 ×H2 temos que:

lim
n→∞

(un, vn) = (u, v) ∈ H1 ×H2 ⇔ lim
n→∞

un = u e lim
n→∞

vn = v.
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Se H1 e H2 são separáveis com bases ortonormais {e0, e1, . . .} e {d0, d1, . . .} respectivamente

(podendo ser um conjunto �nito ou in�nito), então H1 ×H2 também é separável com base

ortonormal {(e0, 0), (e1, 0) . . . , (0, d0), (0, d1), . . .}. Logo, dimH1 ×H2 = dimH1 + dimH2.

A demonstração destes fatos é imediata e não será feita aqui.

4.2 O índice generalizado

Seja X um espaço topológico de Hausdor� compacto. Dada uma aplicação contínua f : X →
F(H) vamos de�nir o índice generalizado de f como um elemento Ind f ∈ K(X). Veremos

no Exemplo 4.1 que quando X consiste de apenas um ponto então f representa apenas um

operador de Fredholm e o índice de Fredholm de f(x) coincide (a menos de um isomor�smo)

com o índice generalizado de f . Por isso o índice generalizado estende o conceito de índice

de Fredholm de um operador.

Seja {e0, e1, e2, . . .} ⊂ H base ortonormal de H. Para cada n ∈ N, de�nimos Hn =

span {en, en+1, . . .}. Temos que Hn ⊂ H é subespaço vetorial fechado de H e H = Hn⊕H⊥n ,
onde H⊥n = span {e0, e1, . . . , en−1}.
Seja Pn : H → Hn ⊂ H a projeção ortogonal em Hn, isto é, dado h = a+ b ∈ H = Hn⊕H⊥n ,
então Pn(h) = a.

Observe que Pn ∈ L(H) e

(a) Ker Pn = H⊥n ⇒ dimKer Pn = n <∞.

(b) ImPn = Hn ⇒ coKer Pn ∼= H⊥n ⇒ dim coKer Pn = n <∞.

Logo Pn é um operador de Fredholm com índice zero.

Observe que se f : X → F(H) é contínua então para cada x ∈ X, Pn ◦ f(x) ∈ F(H) e

indPn ◦ f(x) = indPn + ind f(x) = ind f(x).

Lema 4.1 Sejam f : X → F(H) uma aplicação contínua e x0 ∈ X �xado. Existem um

aberto U ⊂ X com x0 ∈ U e um número n0 ∈ N tais que se n ≥ n0 então vale:

(1) ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ U .
(2) dimKer Pn ◦ f(x) = dimKer Pn ◦ f(x0), ∀x ∈ U .

Demonstração: Seja V ⊂ H subespaço vetorial de H tal que H = Imf(x0) ⊕ V . Logo,

H/Imf(x0) ∼= V . Como f(x0) é um operador de Fredholm temos que dimH/Imf(x0) <∞.

Logo V também tem dimensão �nita e temos que V = span {ei1 , ei2 , . . . , eik}. Tomamos

n0 − 1 = max {i1, i2, . . . , ik}. Então V ⊂ span {e0, e1, . . . , en0−1} e H é gerado pelo conjunto

Imf(x0) ∪ {e0, e1, . . . , en0−1}.
Para n ≥ n0 temos:

(a) ImPn ◦ f(x0) ⊂ ImPn = Hn e Hn ⊂ Imf(x0). Logo, Pn(Hn) ⊂ ImPn ◦ f(x0). Como

Hn = Pn(Hn), temos que ImPn ◦ f(x0) = Hn.
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(b) De (a) segue que coKer Pn ◦ f(x0) ∼= H⊥n ⇒ dim coKer Pn ◦ f(x0) = n.

Seja n ≥ n0 �xado.

Dado T ∈ L(H) considere a aplicação

T̂ : H → Hn ×Ker Pn ◦ f(x0)

h 7→ (Pn ◦ T (h), p(h))

onde p : H = Ker Pn ◦ f(x0) ⊕ (Ker Pn ◦ f(x0))
⊥ → Ker Pn ◦ f(x0) ⊂ H é a projeção

ortogonal de H em Ker Pn ◦ f(x0).

Note que T̂ é uma transformação linear.

Como Hn e Ker Pn ◦ f(x0) são subespaços vetoriais fechados de H, eles são espaços de

Hilbert separáveis, e como a dimensão de Hn é in�nita temos que Hn × Ker Pn ◦ f(x0) é

espaço de Hilbert de dimensão in�nita e separável. Logo H ∼= Hn×Ker Pn◦f(x0) e podemos

considerar T̂ : H → H como um operador linear de H em H. Logo T̂ ∈ L(H), ∀T ∈ L(H).

A aplicação

Λ : L(H)→ L(H)

T 7→ T̂

é contínua. De fato, seja T0 ∈ L(H) �xado e seja ε > 0. Se T ∈ L(H) e ‖T − T0‖ < ε então:∣∣∣(T̂ − T̂0)(h)
∣∣∣ = |(Pn ◦ (T − T0)(h), 0)| = |Pn ◦ (T − T0)(h)| ≤ ‖Pn ◦ (T − T0)‖ |h| , ∀h ∈ H

⇒
∥∥∥T̂ − T̂0

∥∥∥ ≤ ‖Pn ◦ (T − T0)‖ ≤ ‖Pn‖ ‖T − T0‖ = ‖T − T0‖

⇒ ‖Λ(T )− Λ(T0)‖ < ε.

Logo Λ é contínua.

Como f : X → F(H) é contínua, a aplicação

Λ′ : X → L(H)

x 7→ f̂(x)

também é contínua.

Mostraremos agora que f̂(x0) é uma bijeção. De fato, se h ∈ H e f̂(x0)(h) = (0, 0), então

Pn ◦ f(x0)(h) = 0 = p(h). Logo,

h ∈ Ker Pn ◦ f(x0) ∩Ker p = Ker Pn ◦ f(x0) ∩ (Ker Pn ◦ f(x0))
⊥ = {0} ⇒ h = 0.

Portanto, f̂(x0) é injetiva.

Seja agora (a, b) ∈ Hn × Ker Pn ◦ f(x0). Como ImPn ◦ f(x0) = Hn, existe a′ ∈ H tal
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que Pn ◦ f(x0)(a
′) = a. Como H = Ker Pn ◦ f(x0) ⊕ (Ker Pn ◦ f(x0))

⊥, existem a1 ∈
Ker Pn ◦ f(x0) e b1 ∈ (Ker Pn ◦ f(x0))

⊥ tais que a′ = a1 + b1. Note que

Pn ◦ f(x0)(b+ b1) = Pn ◦ f(x0)(b) + Pn ◦ f(x0)(b1) = Pn ◦ f(x0)(b1) =

Pn ◦ f(x0)(b1) + Pn ◦ f(x0)(a1) = Pn ◦ f(x0)(a1 + b1) = Pn ◦ f(x0)(a
′) = a.

Por outro lado p(b+ b1) = b. Logo, f̂(x0)(b+ b1) = (a, b) e f̂(x0) é sobrejetiva.

Em particular f̂(x0) ∈ L(H) e, por ser uma bijeção, pelo Teorema da Aplicação Aberta, a

inversa de f̂(x0) é contínua. Logo, f̂(x0) ∈ GL(H).

Como GL(H) ⊂ L(H) é um conjunto aberto, existe ε > 0 tal que

B =
{
T ∈ L(H) |

∥∥∥T − f̂(x0)
∥∥∥ < ε

}
⊂ GL(H).

Da continuidade da aplicação Λ′, existe um aberto U ⊂ X com x0 ∈ U tal que se x ∈ U

então f̂(x) ∈ B.
Em particular f̂(x) é sobrejetiva, ∀x ∈ U . Logo, ImPn◦f(x) = Hn, ∀x ∈ U . Isto demonstra

o item (1).

Vamos mostrar agora que Ker Pn ◦ f(x) = f̂(x)
−1

({0} × Ker Pn ◦ f(x0)). De fato, se

h ∈ Ker Pn ◦ f(x) então

f̂(x)(h) = (Pn ◦ f(x)(h), p(h)) = (0, p(h)) ∈ {0} ×Ker Pn ◦ f(x0).

Reciprocamente, se h ∈ H e f̂(x)(h) ∈ {0} ×Ker Pn ◦ f(x0), então

(Pn ◦ f(x)(h), p(h)) ∈ {0} ×Ker Pn ◦ f(x)⇒ Pn ◦ f(x)(h) = 0⇒ h ∈ Ker Pn ◦ f(x).

Em particular, se x ∈ U então f̂(x) ∈ GL(H). Daí

dimKer Pn ◦ f(x) = dim f̂(x)
−1

({0} ×Ker Pn ◦ f(x0)) =

dim {0} ×Ker Pn ◦ f(x0) = dimKer Pn ◦ f(x0).

Logo, dimKer Pn ◦ f(x) = dimKer Pn ◦ f(x0), ∀x ∈ U .
Isto demonstra o item (2). �

Corolário 4.1 Seja f : X → F(H) uma aplicação contínua e x0 ∈ X �xado. Existe um

aberto U ⊂ X com x0 ∈ U tal que

ind f(x) = ind f(x0), ∀x ∈ U .

Demonstração: Pelo Lema 4.1 existem um aberto U ⊂ X com x0 ∈ U e um número n0 ∈ N
tais que se n ≥ n0 então vale:
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(1) ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ U .
(2) dimKer Pn ◦ f(x) = dimKer Pn ◦ f(x0), ∀x ∈ U .
Logo, �xado n ≥ n0 temos que coKer Pn ◦ f(x) ∼= H⊥n , ∀x ∈ U . Daí

ind f(x) = indPn ◦ f(x) = dimKer Pn ◦ f(x)− dim coKer Pn ◦ f(x) =

dimKer Pn ◦ f(x0)− dimH⊥n = dimKer Pn ◦ f(x0)− dim coKer Pn ◦ f(x0) =

indPn ◦ f(x0) = ind f(x0).

Logo, ind f(x) = ind f(x0), ∀x ∈ U . �

Lema 4.2 Seja f : X → F(H) uma aplicação contínua. Existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0

então ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ X.

Demonstração: Pelo Lema 4.1, para cada x ∈ X existe um aberto Ux ⊂ X com x ∈ Ux e

um número nx ∈ N tal que se n ≥ nx então vale:

(1) ImPn ◦ f(y) = Hn, ∀y ∈ Ux.
(2) dimKer Pn ◦ f(y) = dimKer Pn ◦ f(x), ∀y ∈ Ux.
Temos queX ⊂

⋃
x∈X Ux. ComoX é compacto existemm ∈ N e um conjunto {x1, . . . , xm} ⊂

X tais que X ⊂
⋃m
i=1 Uxi .

Tome n0 = max {nx1 , . . . , nxm} ∈ N.
Seja n ≥ n0 �xado.

Se x ∈ X então existe i ∈ {1, . . . ,m} tal que x ∈ Uxi . Como n ≥ n0 ≥ nxi temos que:

(1) ImPn ◦ f(y) = Hn, ∀y ∈ Uxi .
(2) dimKer Pn ◦ f(y) = dimKer Pn ◦ f(xi), ∀y ∈ Uxi .
Em particular, ImPn ◦ f(x) = Hn.

Como x ∈ X é arbitrário temos que ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ X. �

Sejam f : X → F(H) uma aplicação contínua e n0 ∈ N dado pelo Lema 4.2. A partir

de agora vamos �xar n ≥ n0.

Observe que o conjunto
⋃
x∈X {x}×Ker Pn ◦ f(x) ⊂ X ×H é um espaço topológico munido

da topologia induzida de X ×H. Seja

π :
⋃
x∈X

{x} ×Ker Pn ◦ f(x)→ X

(x, h) 7→ x

Temos que π é uma função contínua e sobrejetiva.

Lema 4.3 A terna Ker Pn ◦ f =
(⋃

x∈X {x} ×Ker Pn ◦ f(x), π,X
)
é um �brado vetorial

com base X.
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Demonstração:

(a) Para cada x ∈ X temos que π−1({x}) = {x}×Ker Pn◦f(x) tem a estrutura de um espaço

vetorial real de dimensão �nita pois Ker Pn ◦ f(x) é um espaço vetorial real de dimensão

�nita.

(b) Seja x ∈ X �xado. Na demonstração do Lema 4.2 vimos que existem xi ∈ X e um aberto

Uxi ⊂ X com x ∈ Uxi tais que dimKer Pn ◦ f(y) = dimKer Pn ◦ f(xi), ∀y ∈ Uxi . Seja

d = dimKer Pn ◦ f(xi). Então Ker Pn ◦ f(y) ∼= Rd, ∀y ∈ Uxi . Seja ϕy : Ker Pn ◦ f(y)→ Rd

tal isomor�smo.

De�na

g : π−1(Uxi) =
⋃
y∈Uxi

{y} ×Ker Pn ◦ f(y)→ Uxi × Rd

(y, h) 7→ (y, ϕy(h))

Temos que g é função contínua com inversa

g−1 : Uxi × Rd → π−1(Uxi) =
⋃
y∈Uxi

{y} ×Ker Pn ◦ f(y)

(y, v) 7→ (y, ϕ−1
y (v))

contínua. Logo, g é homeomor�smo.

Lembrando que p1 : Uxi × Rd → Uxi denota a projeção na primeira coordenada, temos que

p1 ◦ g(y, h) = p1(y, ϕy(h)) = y = π(y, h)⇒ p1 ◦ g = π.

É claro que pra cada y ∈ Uxi �xado, g|π−1({y}) é isomor�smo de espaços vetoriais.

Logo, Ker Pn ◦ f é um �brado vetorial com base X. �

Observe que o conjunto
⋃
x∈X {x} × coKer Pn ◦ f(x) ⊂ X × H é um espaço topológico

munido da topologia induzida de X ×H. Seja

π :
⋃
x∈X

{x} × coKer Pn ◦ f(x)→ X

(x, h) 7→ x

Temos que π é uma função contínua e sobrejetiva.

Lema 4.4 A terna coKer Pn◦f =
(⋃

x∈X {x} × coKer Pn ◦ f(x), π,X
)
é um �brado vetorial

com base X.

Demonstração:

(a) Para cada x ∈ X temos que π−1({x}) = {x} × coKer Pn ◦ f(x) tem a estrutura de um
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espaço vetorial real de dimensão �nita pois coKer Pn ◦ f(x) é um espaço vetorial real de

dimensão �nita.

(b) Pelo Lema 4.2 temos que coKer Pn ◦ f(x) ∼= H⊥n , ∀x ∈ X. Como H⊥n ∼= Rn temos que

para cada x ∈ X existe um isomor�smo de espaços vetoriais ϕx : coKer Pn ◦ f(x) → Rn.

De�na

g :
⋃
x∈X

{x} × coKer Pn ◦ f(x)→ X × Rn

(x, h) 7→ (x, ϕx(h))

Temos que g é função contínua com inversa

g−1 : X × Rn →
⋃
x∈X

{x} × coKer Pn ◦ f(x)

(x, v) 7→ (x, ϕ−1
x (v))

contínua. Logo, g é homeomor�smo.

Seja p1 : X × Rn → X a projeção na primeira coordenada. Note que

p1 ◦ g(x, h) = p1(x, ϕx(h)) = x = π(x, h)⇒ p1 ◦ g = π.

Como para cada x ∈ X �xado, g|π−1({x}) é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que

coKer Pn ◦ f é um �brado vetorial com base X.

Na verdade mostramos mais: mostramos que coKer Pn ◦ f é um �brado vetorial isomorfo ao

�brado trivial θn = (X × Rn, πn, X). �

Seja G : V ect(X) → K(V ect(X)) = K(X) a função de Grothendieck de V ect(X). Vamos

denotar a imagem de um elemento 〈ξ〉 ∈ V ect(X) pela função G por [ξ], isto é, G(〈ξ〉) = [ξ].

De�nição 4.4 Ind f = [Ker Pn ◦ f ] − [coKer Pn ◦ f ] ∈ K(X) é chamado índice generali-

zado de f : X → F(H).

Observação 4.1 Pelo Lema 4.4, 〈coKer Pn ◦ f〉 = 〈θn〉. Logo, Ind f = [Ker Pn ◦ f ]− [θn].

A princípio, nossa de�nição de índice generalizado depende não só da aplicação f : X →
F(H), mas também do n ≥ n0 �xado e da base ortonormal {e0, e1, e2, . . .} escolhida para

H. Vamos mostrar que essa dependência é só aparente.

Lema 4.5 Ind f não depende do n ≥ n0 escolhido.

Demonstração: Basta mostrar que [Ker Pn ◦ f ]−[θn] = [Ker Pn+1 ◦ f ]−[θn+1]. De fato, se

tivéssemos escolhido outro número m ≥ n0 então, supondo m > n, teríamos que m = n+ k,
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onde k ∈ N, k ≥ 1. Daí, por indução temos

[Ker Pn ◦ f ]− [θn] = [Ker Pn+1 ◦ f ]− [θn+1] = [Ker Pn+2 ◦ f ]− [θn+2] = . . . =

[Ker Pn+k ◦ f ]− [θn+k] = [Ker Pm ◦ f ]− [θm] .

De modo análogo, se m < n temos que [Ker Pn ◦ f ]− [θn] = [Ker Pm ◦ f ]− [θm].

Logo, Ind f não depende do n ≥ n0 escolhido.

Observe que θn+1 é �brado vetorial isomorfo ao �brado θn ⊕ θ1 (ver Exemplo 2.3). Logo,

〈θn+1〉 = 〈θn ⊕ θ1〉 = 〈θn〉+ 〈θ1〉 ⇒ [θn+1] = [θn] + [θ1] .

Seja x ∈ X �xado. Vamos mostrar que Pn ◦ f(x)|(Ker Pn◦f(x))⊥ : (Ker Pn ◦ f(x))⊥ → Hn

é bijeção. De fato se h ∈ (Ker Pn ◦ f(x))⊥ e (Pn ◦ f(x))(h) = 0, então h ∈ Ker Pn ◦
f(x) ∩ (Ker Pn ◦ f(x))⊥ = {0}. Logo, temos a injetividade da transformação linear. Para

a sobrejetividade, seja h ∈ Hn. Como ImPn ◦ f(x) = Hn, temos que existe h′ = h1 + h2 ∈
H = Ker Pn ◦ f(x)⊕ (Ker Pn ◦ f(x))⊥ tal que

(Pn ◦ f(x))(h′) = h⇒ (Pn ◦ f(x))(h1) + (Pn ◦ f(x))(h2) = h⇒ (Pn ◦ f(x))(h2) = h.

Logo, temos a sobrejetividade da transformação linear. Portanto, Pn ◦ f(x)|(Ker Pn◦f(x))⊥ é

uma bijeção.

Como (Ker Pn ◦ f(x))⊥ e Hn são subespaços vetoriais de H fechados, ambos são espaços de

Hilbert. Logo, pelo Teorema da Aplicação Aberta, existe uma transformação linear e contí-

nua f̃(x) : Hn → (Ker Pn ◦ f(x))⊥ que é a inversa da transformação Pn ◦ f(x)|(Ker Pn◦f(x))⊥ .

Seja vx = f̃(x)(en) ∈ (Ker Pn ◦ f(x))⊥, então (Pn ◦ f(x))(vx) = en.

Vamos mostrar que Ker Pn+1 ◦ f(x) = Ker Pn ◦ f(x)⊕ {λvx |λ ∈ R}. Primeiro observe que

se h ∈ Ker Pn ◦ f(x)∩{λvx |λ ∈ R}, então (Pn ◦ f(x))(h) = 0. Por outro lado h = λvx, para

algum λ ∈ R. Logo,

f(x)(h) = λf(x)(vx)⇒ (Pn ◦ f(x))(h) = λ(Pn ◦ f(x))(vx)⇒ 0 = λen ⇒ λ = 0.

Logo, h = 0 e a soma é direta.

Seja h ∈ Ker Pn+1◦f(x). Como H = Ker Pn◦f(x)⊕(Ker Pn◦f(x))⊥, temos que h = h1+h2

com h1 ∈ Ker Pn ◦ f(x) e h2 ∈ (Ker Pn ◦ f(x))⊥. Como f̃(x) é sobrejetiva, existe h̃2 ∈ Hn

tal que f̃(x)(h̃2) = h2. Logo, (Pn ◦ f(x))(h2) = h̃2. Como Hn = span {en, en+1, . . .}, temos

que h̃2 =
∑∞

i=n λiei, onde λi ∈ R, ∀i ≥ n. Daí

(Pn ◦ f(x))(h) = (Pn ◦ f(x))(h1) + (Pn ◦ f(x))(h2) = (Pn ◦ f(x))(h2) = h̃2 ⇒

Pn+1((Pn ◦ f(x))(h)) = Pn+1(h̃2)⇒ (Pn+1 ◦ f(x))(h) = Pn+1

(
∞∑
i=n

λiei

)
⇒

0 =
∞∑

i=n+1

λiei ⇒ h̃2 = λnen.
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Logo,

h = h1 + h2 = h1 + f̃(x)(h̃2) = h1 + f̃(x)(λnen) = h1 + λnf̃(x)(en) = h1 + λnvx.

Portanto, h ∈ Ker Pn ◦ f(x)⊕ {λvx |λ ∈ R}.
Reciprocamente, seja h = h′+λvx ∈ Ker Pn◦f(x)⊕{λvx |λ ∈ R}. Então (Pn+1◦f(x))(h) =

(Pn+1 ◦ f(x))(h′) + (Pn+1 ◦ f(x))(λvx). Observando que Pn+1 ◦ Pn = Pn+1, temos que

(Pn ◦ f(x))(h′) = 0⇒ (Pn+1 ◦ f(x))(h′) = 0⇒ (Pn+1 ◦ f(x))(h) = (Pn+1 ◦ f(x))(λvx).

Por outro lado,

(Pn ◦ f(x))(λvx) = λen ⇒ (Pn+1 ◦ f(x))(λvx) = λPn+1(en)⇒ (Pn+1 ◦ f(x))(λvx) = 0.

Logo, (Pn+1 ◦ f(x))(h) = 0, isto é, h ∈ Ker Pn+1 ◦ f(x).

Como x ∈ X é arbitrário, temos que Ker Pn+1 ◦ f(x) = Ker Pn ◦ f(x) ⊕ {λvx |λ ∈ R},
∀x ∈ X.

Seja ξ =
(⋃

x∈X {x} × {λvx |λ ∈ R} , ρ,X
)
, onde ρ(x, λvx) = x. Temos que ξ é �brado

vetorial com base X pois {λvx |λ ∈ R} ∼= R, ∀x ∈ X.

Vamos mostrar que o �brado Ker Pn+1 ◦ f é isomorfo ao �brado Ker Pn ◦ f ⊕ ξ.
De fato, Ker Pn ◦ f ⊕ ξ = (E, ν,X), onde{

E = {((x, h), (x, λvx)) |x ∈ X, h ∈ Ker Pn ◦ f(x), λ ∈ R}
ν((x, h), (x, λvx)) = x

.

A função

g : E →
⋃
x∈X

{x} ×Ker Pn+1 ◦ f(x)

((x, h), (x, λvx)) 7→ (x, h+ λvx)

está bem de�nida e é contínua. A inversa de g,

g−1 :
⋃
x∈X

{x} ×Ker Pn+1 ◦ f(x)→ E

(x, h = h′ + λvx) 7→ ((x, h′), (x, λvx))

também é contínua. Logo g é homeomor�smo.

Temos que

π ◦ g((x, h), (x, λvx)) = π(x, h+ λvx) = x = ν((x, h), (x, λvx))⇒ π ◦ g = ν.

Seja x ∈ X �xado. Observe que g|ν−1({x}) : ({x} ×Ker Pn ◦ f(x))× ({x} × {λvx |λ ∈ R})→
{x} ×Ker Pn+1 ◦ f(x) é isomor�smo de espaços vetoriais.
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Isto mostra que os �brados Ker Pn+1 ◦ f e Ker Pn ◦ f ⊕ ξ são isomorfos.

Vamos mostrar agora que o �brado ξ é isomorfo ao �brado trivial θ1 = (X × R, π1, X).

De fato, a função

g :
⋃
x∈X

{x} × {λvx |λ ∈ R} → X × R

(x, λvx) 7→ (x, λ)

é contínua, e sua inversa

g−1 : X × R→
⋃
x∈X

{x} × {λvx |λ ∈ R}

(x, λ) 7→ (x, λvx)

é contínua. Logo, g é homeomor�smo. Temos que

π1 ◦ g(x, λvx) = π1(x, λ) = x = ρ(x, λvx)⇒ π1 ◦ g = ρ.

Como, para cada x ∈ X, g|ρ−1({x}) é isomor�smo de espaços vetoriais, �ca demonstrado que

os �brados ξ e θ1 são isomorfos.

Portanto,

〈Ker Pn+1 ◦ f〉 = 〈Ker Pn ◦ f ⊕ ξ〉 = 〈Ker Pn ◦ f〉+ 〈ξ〉 = 〈Ker Pn ◦ f〉+ 〈θ1〉 ⇒

[Ker Pn+1 ◦ f ] = [Ker Pn ◦ f ] + [θ1] .

Logo,

[Ker Pn+1 ◦ f ]− [θn+1] = ([Ker Pn ◦ f ] + [θ1])− ([θn] + [θ1]) = [Ker Pn ◦ f ]− [θn] .

Fica assim demonstrado o Lema. �

Lema 4.6 Ind f não depende da base ortonormal {e0, e1, e2, . . .} escolhida para H.

Demonstração: Seja {d0, d1, d2, . . .} uma outra base ortonormal para H.

Para cada m ∈ N, sejam H̃m = span {dm, dm+1, . . .} e P̃m : H = H̃m⊕ H̃⊥m → H̃m a projeção

ortogonal em H̃m, onde H̃⊥m = span {d0, d1, . . . , dm−1}.
Pelo Lema 4.2, existe m0 ∈ N tal que se m ≥ m0, então Im P̃m ◦ f(x) = H̃m, ∀x ∈ X. Seja

m ≥ m0 �xado.

Vamos mostrar que

[Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] =
[
Ker P̃m ◦ f

]
−
[
coKer P̃m ◦ f

]
.
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Logo, Ind f não depende da base ortonormal escolhida para H.

Seja l0 ∈ N su�cientemente grande tal que {e0, e1, . . . , en−1} ⊂ span {d0, d1, . . . , dl0−1}.
Observe que se l ≥ l0 então

{e0, e1, . . . , en−1} ⊂ span {d0, d1, . . . , dl−1} ⇒ H⊥n ⊂ H̃⊥l ⇒ Hn ⊃ H̃l.

Logo, existe k ≥ n tal que H̃l = span {ek, ek+1, . . .} = Hk. Daí, P̃l = Pk.

Pelo Lema 4.5, [Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] não depende do n ≥ n0 escolhido. Logo,

[Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] = [Ker Pk ◦ f ]− [coKer Pk ◦ f ]⇒

[Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] =
[
Ker P̃l ◦ f

]
−
[
coKer P̃l ◦ f

]
.

Em particular, tomando l = max {l0,m}, temos que:

(1) [Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] =
[
Ker P̃l ◦ f

]
−
[
coKer P̃l ◦ f

]
.

(2) Pelo Lema 4.5,
[
Ker P̃m ◦ f

]
−
[
coKer P̃m ◦ f

]
não depende do m ≥ m0 escolhido. Logo,[

Ker P̃m ◦ f
]
−
[
coKer P̃m ◦ f

]
=
[
Ker P̃l ◦ f

]
−
[
coKer P̃l ◦ f

]
.

De (1) e (2), temos que

[Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] =
[
Ker P̃m ◦ f

]
−
[
coKer P̃m ◦ f

]
.

Fica assim demonstrado o Lema. �

Suponha que X = {x}, isto é, o espaço topológico X consiste de apenas um ponto. Neste

caso X é espaço topológico de Hausdor� compacto. No Exemplo 2.5, mostramos que existe

um isomor�smo de grupos Ψ : K(X)→ Z que satisfaz: Ψ ([ξ]) = dimE, onde ξ = (E, π,X)

é um �brado vetorial com base X.

Exemplo 4.1 Seja f : X → F(H) uma aplicação contínua. Então Ψ(Ind f) = ind f(x).

De fato, seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal paraH. Como f(x) é um operador de Fredholm,

dim coKer f(x) < ∞. Logo, existe n ∈ N tal que Imf(x) = span {en, en+1, . . .} = Hn.

Tomando n = 0, temos que ImPn ◦ f(x) = Imf(x) = Hn, ∀x ∈ X.

Por de�nição,

Ind f = [Ker Pn ◦ f ]− [coKer Pn ◦ f ] = [Ker f ]− [coKer f ] .

Note que Ker f = (E, π,X), onde E =
⋃
y∈X {y}×Ker f(y) = {x}×Ker f(x) e π : E → X,

π(x, h) = x. Logo, Ψ([Ker f ]) = dimKer f(x).

Note também que coKer f = (F, ρ,X), onde F =
⋃
y∈X {y}×coKer f(y) = {x}×coKer f(x)
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e ρ : F → X, ρ(x, h) = x. Logo, Ψ([coKer f ]) = dim coKer f(x).

Portanto,

Ψ(Ind f) = Ψ ([Ker f ]− [coKer f ]) = Ψ ([Ker f ])−Ψ ([coKer f ]) =

dimKer f(x)− dim coKer f(x) = ind f(x)⇒ Ψ(Ind f) = ind f(x). �

Portanto, quando X consiste de apenas um ponto, o índice generalizado coincide (a menos

de isomor�smo) com o índice de Fredholm de um operador. Por isso o índice generalizado

estende o conceito de índice de Fredholm.

4.3 Invariância homotópica do índice generalizado

Nesta seção mostraremos que se f : X → F(H) e g : X → F(H) são aplicações homotópicas,

então os índices generalizados de f e g coincidem.

Lembramos que se X e Y são espaços topológicos e ϕ : Y → X é uma função contínua, então

existe um único homomor�smo de grupos Kϕ : K(X)→ K(Y ) que satisfaz Kϕ([ξ]) = [ϕ∗ξ],

∀ 〈ξ〉 ∈ V ect(X) (ver Seção 2.3).

Lema 4.7 Sejam X e Y espaços topológicos de Hausdor� compactos e ϕ : Y → X uma

função contínua. Se f : X → F(H) é uma aplicação contínua, então Ind f ◦ϕ = Kϕ(Ind f)

em K(Y ).

Demonstração: Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal de H. Seja n ∈ N su�cientemente

grande tal que ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ X.

Note que

ImPn ◦ f(ϕ(y)) = Hn, ∀y ∈ Y ⇒ ImPn ◦ (f ◦ ϕ)(y) = Hn, ∀y ∈ Y .

Logo, por de�nição,

{
Ind f = [Ker Pn ◦ f ]− [θn] ∈ K(X)

Ind f ◦ ϕ = [Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ)]− [θ′n] ∈ K(Y )
,

onde θ′n = (Y × Rn, π′n, Y ) é o �brado trivial com base Y .

Temos que

Kϕ(Ind f) = Kϕ([Ker Pn ◦ f ])−Kϕ([θn]) = [ϕ∗Ker Pn ◦ f ]− [ϕ∗θn] .

Vamos mostrar que os �brados ϕ∗Ker Pn◦f e Ker Pn◦(f ◦ϕ) são isomorfos. Primeiramente,

seja Ker Pn ◦ f = (E, π,X), onde E =
⋃
x∈X {x} ×Ker Pn ◦ f(x).

Então ϕ∗Ker Pn ◦ f = (ϕ∗E, πϕ, Y ), onde{
ϕ∗E = {(y, (x, h)) ∈ Y × E |x = ϕ(y)} = {(y, (ϕ(y), h)) | y ∈ Y, h ∈ Ker Pn ◦ f(ϕ(y))}
πϕ(y, (ϕ(y), h)) = y

.
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Seja Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ) = (F, ρ, Y ), onde F =
⋃
y∈y {y} ×Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ)(y).

De�na

g : ϕ∗E → F

(y, (ϕ(y), h))→ (y, h)

A função g é contínua com inversa

g−1 : F → ϕ∗E

(y, h)→ (y, (ϕ(y), h))

contínua. Logo, g é homeomor�smo.

Temos que

ρ ◦ g(y, (ϕ(y), h)) = ρ(y, h) = y = πϕ(y, (ϕ(y), h))⇒ ρ ◦ g = πϕ.

Como para cada y ∈ Y �xado, g|π−1
ϕ ({y}) é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que os

�brados ϕ∗Ker Pn ◦ f e Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ) são isomorfos. Logo,

〈ϕ∗Ker Pn ◦ f〉 = 〈Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ)〉 ⇒ [ϕ∗Ker Pn ◦ f ] = [Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ)] .

Vamos mostrar agora que os �brados ϕ∗θn e θ′n são isomorfos.

Como θn = (X × Rn, πn, X), temos que ϕ∗θn = (ϕ∗X × Rn, πnϕ, Y ), onde{
ϕ∗X × Rn = {(y, (x, u)) ∈ Y × (X × Rn) |x = ϕ(y)} = {(y, (ϕ(y), u)) | y ∈ Y, u ∈ Rn}
πnϕ(y, (ϕ(y), u)) = y

.

De�na

g̃ : ϕ∗X × Rn → Y × Rn

(y, (ϕ(y), u)) 7→ (y, u)

Temos que g̃ é função contínua com inversa

g̃−1 : Y × Rn → ϕ∗X × Rn

(y, u) 7→ (y, (ϕ(y), u))

contínua. Logo, g̃ é homeomor�smo.

Observe que

π′n ◦ g̃(y, (ϕ(y), u)) = π′n(y, u) = y = πnϕ(y, (ϕ(y), u))⇒ π′n ◦ g̃ = πnϕ.

Como para cada y ∈ Y �xado, g̃|π−1
nϕ({y}) é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que os

�brados ϕ∗θn e θ′n são isomorfos. Logo,

〈ϕ∗θn〉 = 〈θ′n〉 ⇒ [ϕ∗θn] = [θ′n] .
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Portanto,

Ind f ◦ ϕ = [Ker Pn ◦ (f ◦ ϕ)]− [θ′n] = [ϕ∗Ker Pn ◦ f ]− [ϕ∗θn] = Kϕ(Ind f).

Fica assim demonstrado o Lema. �

Lema 4.8 Sejam f : X → F(H) e g : X → F(H) aplicações contínuas e homotópicas.

Então Ind f = Ind g.

Demonstração: Como f e g são homotópicas existe uma aplicação contínua F : X × I →

F(H) tal que

{
F (x, 0) = f(x)

F (x, 1) = g(x)
, ∀x ∈ X.

Para cada t ∈ I, seja

it : X → X × I

x 7→ (x, t)

Temos que it é uma função contínua.

Observamos que i0 e i1 são funções homotópicas com homotopia dada pela função identidade

IdX×I : X × I → X × I. Pelo Corolário 2.2, Ki0 = Ki1 : K(X × I)→ K(X).

Note que

{
f(x) = F (x, 0) = F ◦ i0(x), ∀x ∈ X ⇒ f = F ◦ i0
g(x) = F (x, 1) = F ◦ i1(x), ∀x ∈ X ⇒ g = F ◦ i1

.

Pelo Lema 4.7 temos que IndF ◦ i0 = Ki0(IndF ) e IndF ◦ i1 = Ki1(IndF ).

Como Ki0 = Ki1 , temos que Ki0(IndF ) = Ki1(IndF ).

Logo,

Ind f = IndF ◦ i0 = Ki0(IndF ) = Ki1(IndF ) = IndF ◦ i1 = Ind g ⇒ Ind f = Ind g.

Fica assim demonstrado o Lema. �

Seja [X,F(H)] = {[f ] | f : X → F(H) é contínua}, onde [f ] denota a classe de homotopia

de f : X → F(H). De�nimos a seguinte aplicação

Ind : [X,F(H)]→ K(X)

[f ] 7→ Ind f

Pelo Lema 4.8, a aplicação Ind está bem de�nida.

4.4 O grupo ([X,F(H)] , •)

Nesta seção vamos de�nir uma operação no conjunto [X,F(H)] de maneira que, com esta

operação, [X,F(H)] se tornará um grupo.
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Note que se f1, f2 : X → F(H) são aplicações contínuas, então está bem de�nida a aplicação

f1f2 : X → F(H)

x 7→ f1(x) ◦ f2(x)

pois a composição de operadores de Fredholm é um operador de Fredholm. Também temos

que f1f2 é uma aplicação contínua. Logo, [f1f2] ∈ [X,F(H)].

Lema 4.9 A aplicação

• : [X,F(H)]× [X,F(H)]→ [X,F(H)]

([f1] , [f2]) 7→ [f1] • [f2] = [f1f2]

de�ne uma operação no conjunto [X,F(H)] de maneira que ([X,F(H)] , •) é um grupo.

Demonstração: Primeiramente mostraremos que a aplicação • está bem de�nida, isto é,

que se [f1] = [f ′1] e [f2] = [f ′2], então [f1f2] = [f ′1f
′
2].

Por hipótese existem aplicações contínuas F1, F2 : X × I → F(H) tais que{
F1(x, 0) = f1(x)

F1(x, 1) = f ′1(x)
, ∀x ∈ X e

{
F2(x, 0) = f2(x)

F2(x, 1) = f ′2(x)
, ∀x ∈ X.

De�na

F3 : X × I → F(H)

(x, t) 7→ F1(x, t) ◦ F2(x, t)

A aplicação F3 está bem de�nida e é contínua.

Observe que

{
F3(x, 0) = F1(x, 0) ◦ F2(x, 0) = f1(x) ◦ f2(x) = f1f2(x)

F3(x, 1) = F1(x, 1) ◦ F2(x, 1) = f ′1(x) ◦ f ′2(x) = f ′1f
′
2(x)

, ∀x ∈ X.

Logo, as aplicações f1f2, f
′
1f
′
2 : X → F(H) são homotópicas, isto é, [f1f2] = [f ′1f

′
2].

Vamos agora mostrar que, com esta operação, [X,F(H)] é um grupo. Para isso devemos

mostrar que a operação é associativa, que existe um elemento neutro em [X,F(H)] e que

todo elemento de [X,F(H)] admite inverso em [X,F(H)].

Associatividade: Sejam [f1] , [f2] , [f3] ∈ [X,F(H)]. Devemos mostrar que

([f1] • [f2]) • [f3] = [f1] • ([f2] • [f3])⇔ [(f1f2) f3] = [f1 (f2f3)] .

Note que

{
((f1f2)f3)(x) = (f1f2)(x) ◦ f3(x) = (f1(x) ◦ f2(x)) ◦ f3(x)

(f1(f2f3))(x) = f1(x) ◦ (f2f3)(x) = f1(x) ◦ (f2(x) ◦ f3(x))
, ∀x ∈ X.

Como, para cada x ∈ X vale (f1(x) ◦ f2(x)) ◦ f3(x) = f1(x) ◦ (f2(x) ◦ f3(x)), temos que as

aplicações (f1f2)f3 e f1(f2f3) são idênticas. Logo, [(f1f2)f3] = [f1(f2f3)].

Existência de elemento neutro: Seja

e : X → F(H)

x 7→ IdH
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Vamos mostrar que [e] é o elemento neutro de [X,F(H)]. Para isso, seja [f ] ∈ [X,F(H)].

Devemos mostrar que

[f ] • [e] = [f ] = [e] • [f ]⇔ [fe] = [f ] = [ef ] .

Note que

fe(x) = f(x) ◦ e(x) = f(x) ◦ IdH = f(x), ∀x ∈ X ⇒ fe = f ⇒ [fe] = [f ] .

Analogamente mostramos que [f ] = [ef ].

Existência de inverso: Seja [f ] ∈ [X,F(H)]. De�na

f ∗ : X → F(H)

x 7→ f(x)∗

onde f(x)∗ ∈ F(H) é o operador adjunto de f(x). Dessa forma, f ∗ está bem de�nida e

é contínua, de modo que [f ∗] ∈ [X,F(H)]. Vamos mostrar que [f ∗] é o inverso de [f ] em

[X,F(H)], ou seja, devemos mostrar que

[f ] • [f ∗] = [e] = [f ∗] • [f ]⇔ [ff ∗] = [e] = [f ∗f ] .

Seja x ∈ X �xado. Note que, pelas propriedades dos operadores de Fredholm,

ind ff ∗(x) = ind f(x) ◦ f(x)∗ = ind f(x) + ind f(x)∗ = ind f(x)− ind f(x) = 0⇒

dimKer ff ∗(x) = dim coKer ff ∗(x).

Logo, os espaços vetoriais Ker ff ∗(x) e coKer ff ∗(x) são isomorfos.

Por outro lado, temos que Imff ∗(x) é um conjunto fechado, o que implica que H =

Imff ∗(x) ⊕ (Imff ∗(x))⊥. Logo, coKer ff ∗(x) é isomorfo a (Imff ∗(x))⊥. Portanto,

Ker ff ∗(x) e (Imff ∗(x))⊥ são espaços vetoriais isomorfos.

Seja ϕx : Ker ff ∗(x)→ (Imff ∗(x))⊥ tal isomor�smo.

De�nimos Φ : X → K(H) da seguinte maneira: para cada x ∈ X,

Φ(x) : H = Ker ff ∗(x)⊕ (Ker ff ∗(x))⊥ → H = Imff ∗(x)⊕ (Imff ∗(x))⊥

h = h1 + h2 7→ ϕx(h1)

Dessa maneira Φ(x) ∈ L(H), ∀x ∈ X. Note que ImΦ(x) = Imϕx = (Imff ∗(x))⊥. Logo,

dim ImΦ(x) <∞, o que implica que Φ(x) ∈ K(H), ∀x ∈ X.

De�na

F1 : X × I → F(H)

(x, t) 7→ ff ∗(x) + tΦ(x)
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Temos que F1 é uma aplicação contínua. Fixado (x, t) ∈ X × I, temos que tΦ(x) ∈ K(H) e

ff ∗(x) ∈ F(H). Portanto, ff ∗(x) + tΦ(x) ∈ F(H). Logo, F1(X × I) ⊂ F(H).

Note que,

{
F1(x, 0) = ff ∗(x)

F1(x, 1) = ff ∗(x) + Φ(x)
, ∀x ∈ X.

Seja

ff ∗ + Φ : X → F(H)

x 7→ ff ∗(x) + Φ(x)

Acabamos de mostrar que ff ∗ ≈ ff ∗ + Φ : X → F(H).

Vamos mostrar que ff ∗(x) + Φ(x) ∈ GL(H), ∀x ∈ X.

Seja h = h1 +h2 ∈ H = Ker ff ∗(x)⊕ (Ker ff ∗(x))⊥ e suponha que (ff ∗(x)+Φ(x))(h) = 0.

Então

(ff ∗(x) + Φ(x))(h1 + h2) = 0⇒ ff ∗(x)(h2) + ϕx(h1) = 0 + 0 ∈ Imff ∗(x)⊕ (Imff ∗(x))⊥.

Pela unicidade, temos que ff ∗(x)(h2) = 0 e ϕx(h1) = 0. Como ϕx é isomor�smo, temos

que h1 = 0. Observe também que h2 ∈ Ker ff ∗(x) ∩ (Ker ff ∗(x))⊥ = {0}. Logo, h2 = 0.

Portanto, h = h1 + h2 = 0. Isto mostra que ff ∗(x) + Φ(x) é injetiva.

Para a sobrejetividade, seja h = h1 + h2 ∈ H = Imff ∗(x) ∩ (Imff ∗(x))⊥. Logo, existe

h′1 ∈ H tal que ff ∗(x)(h′1) = h1. Como H = Ker ff ∗(x) ⊕ (Ker ff ∗(x))⊥, existem h′′1 ∈
Ker ff ∗(x) e h′′2 ∈ (Ker ff ∗(x))⊥ tais que h′1 = h′′1 +h′′2. Daí h1 = ff ∗(x)(h′1) = ff ∗(x)(h′′2).

Por outro lado, como ϕx é isomor�smo, existe h′2 ∈ Ker ff ∗(x) tal que ϕx(h′2) = h2.

Portanto h′2 + h′′2 ∈ Ker ff ∗(x)⊕ (Ker ff ∗(x))⊥ e

(ff ∗(x) + Φ(x))(h′2 + h′′2) = ff ∗(x)(h′′2) + ϕx(h
′
2) = h1 + h2 = h⇒ h ∈ Imff ∗(x) + Φ(x).

Isto mostra que ff ∗(x) + Φ(x) é sobrejetiva.

Pelo Teorema da Aplicação Aberta, temos que a inversa de ff ∗(x) + Φ(x) é contínua. Logo,

ff ∗(x) + Φ(x) ∈ GL(H).

Pelo Corolário 3.1, existe uma aplicação contínua F : GL(H)×I → GL(H) tal que F (z, 0) =

z e F (z, 1) = IdH , ∀z ∈ GL(H).

De�na

F2 : X × I → GL(H)

(x, t) 7→ F (ff ∗(x) + Φ(x), t)

Temos que F2 é contínua e

{
F2(x, 0) = ff ∗(x) + Φ(x) = (ff ∗ + Φ)(x)

F2(x, 1) = IdH = e(x)
, ∀x ∈ X.

Logo, ff ∗ + Φ ≈ e : X → GL(H).

Como GL(H) ⊂ F(H), temos que ff ∗ + Φ ≈ e : X → F(H).
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Portanto, ff ∗ ≈ ff ∗ + Φ ≈ e : X → F(H), ou seja, [ff ∗] = [e].

A demonstração da igualdade [e] = [f ∗f ] é exatamente a mesma.

Logo, [f ∗] é o inverso de [f ] em [X,F(H)].

Portanto, ([X,F(H)] , •) é um grupo. �

4.5 Os grupos [X,F(H)] e K(X) são isomorfos

Nesta seção mostramos que a aplicação Ind : [X,F(H)] → K(X), de�nida na Seção 4.3, é

um isomor�smo de grupos.

Teorema 4.2 (Teorema de Atiyah - Jänich) A aplicação

Ind : [X,F(H)]→ K(X)

[f ] 7→ Ind f

é um isomor�smo de grupos.

Demonstração:

Passo 1: Ind é um homomor�smo de grupos.

Primeiramente, observamos que dados operadores lineares T1, T2 ∈ F(H), o operador

T1 ⊕ T2 : H ×H → H ×H

(h1, h2) 7→ (T1(h1), T2(h2))

é um operador de Fredholm sobre o espaço de Hilbert H ×H. De fato,

(a) Ker T1 ⊕ T2 = Ker T1 ×Ker T2.

Para demonstrar essa igualdade, seja (h1, h2) ∈ Ker T1 ⊕ T2, então

T1 ⊕ T2(h1, h2) = (0, 0)⇒ (T1(h1), T2(h2)) = (0, 0)⇒ T1(h1) = 0 e T2(h2) = 0⇒

(h1, h2) ∈ Ker T1 ×Ker T2.

Reciprocamente, se (h1, h2) ∈ Ker T1 ×Ker T2, então

T1(h1) = 0 e T2(h2) = 0⇒ (T1(h1), T2(h2)) = (0, 0)⇒ T1 ⊕ T2(h1, h2) = (0, 0)⇒

(h1, h2) ∈ Ker T1 ⊕ T2.

Logo, dimKer T1 ⊕ T2 = dimKer T1 + dimKer T2 <∞.

(b) ImT1 ⊕ T2 = ImT1 × ImT2.

Para demonstrar essa igualdade, seja (h1, h2) ∈ ImT1 ⊕ T2, então existe (h′1, h
′
2) ∈ H × H

tal que

T1 ⊕ T2(h
′
1, h
′
2) = (h1, h2)⇒ (T1(h

′
1), T2(h

′
2)) = (h1, h2)⇒ T1(h

′
1) = h1 e T2(h

′
2) = h2 ⇒

(h1, h2) ∈ ImT1 × ImT2.
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Reciprocamente, seja (h1, h2) ∈ ImT1 × ImT2, então existem h′1 ∈ H e h′2 ∈ H tais que

T1(h
′
1) = h1 e T2(h

′
2) = h2 ⇒ (T1(h

′
1), T2(h

′
2)) = (h1, h2)⇒ T1 ⊕ T2(h

′
1, h
′
2) = (h1, h2)⇒

(h1, h2) ∈ ImT1 ⊕ T2.

Sejam N1, N2 ⊂ H tais que H = ImT1 ⊕ N1 e H = ImT2 ⊕ N2. Então coKer T1
∼= N1 e

coKer T2
∼= N2. Note que

H ×H = (ImT1 ⊕N1)× (ImT2 ⊕N2) = (ImT1 × ImT2)⊕ (N1 ×N2)⇒

H ×H = (ImT1 ⊕ T2)⊕ (N1 ×N2)⇒ coKer T1 ⊕ T2
∼= N1 ×N2.

Logo, dim coKer T1 ⊕ T2 = dimN1 + dimN2 <∞.

Portanto, T1 ⊕ T2 ∈ F(H ×H).

Sejam f1, f2 : X → F(H) aplicações contínuas. Pelos argumentos anteriores, a aplicação

f1 ⊕ f2 : X → F(H ×H)

x 7→ f1(x)⊕ f2(x)

está bem de�nida e é contínua.

A�rmação 1: Ind f1 ⊕ f2 = Ind f1 + Ind f2 em K(X).

Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal para H.

Pelo Lema 4.2, existem n1, n2 ∈ N tais que,{
se n ≥ n1, então ImPn ◦ f1(x) = Hn, ∀x ∈ X
se n ≥ n2, então ImPn ◦ f2(x) = Hn, ∀x ∈ X

.

Tomando n = max {n1, n2} ∈ N, temos que

{
ImPn ◦ f1(x) = Hn, ∀x ∈ X
ImPn ◦ f2(x) = Hn, ∀x ∈ X

.

Por de�nição,

{
Ind f1 = [Ker Pn ◦ f1]− [θn]

Ind f2 = [Ker Pn ◦ f2]− [θn]
.

Sabemos que {(e0, 0), (e1, 0), (e2, 0) . . . , (0, e0), (0, e1), (0, e2), . . .} é uma base ortonormal para

o espaço de Hilbert H ×H.

Seja H̃n = Hn ×Hn ⊂ H ×H. Como Hn = span {en, en+1, . . .}, Hn é um espaço de Hilbert

com base ortonormal {en, en+1, . . .}. Logo H̃n também é um espaço de Hilbert com base

ortonormal {(en, 0), (en+1, 0), . . . , (0, en), (0, en+1), . . .}.
Logo, H̃n = span {(en, 0), (en+1, 0), . . . , (0, en), (0, en+1), . . .}.
Portanto H̃⊥n = span {(e0, 0), (e1, 0), . . . , (en−1, 0), (0, e0), (0, e1), . . . , (0, en−1)} = H⊥n × H⊥n ,
pois H⊥n = span {e0, e1, . . . , en−1}.
Logo, H ×H = H̃n ⊕ H̃⊥n = (Hn ×Hn)⊕ (H⊥n ×H⊥n ).

Seja P̃n : H ×H = H̃n ⊕ H̃⊥n → H̃n ⊂ H ×H a projeção ortogonal em H̃n.
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Se (h1, h2) = (h′1, h
′
2) + (h′′1, h

′′
2) ∈ H ×H = H̃n ⊕ H̃⊥n , então P̃n(h1, h2) = (h′1, h

′
2).

Por outro lado, como (h1, h2) = (h′1, h
′
2) + (h′′1, h

′′
2), temos que h1 = h′1 + h′′1 ∈ Hn ⊕ H⊥n e

h2 = h′2 + h′′2 ∈ Hn ⊕H⊥n . Logo, Pn(h1) = h′1 e Pn(h2) = h′2.

Concluímos que P̃n = Pn ⊕ Pn.
Seja x ∈ X �xado. Observe que

(P̃n ◦ f1 ⊕ f2(x))(h1, h2) = (P̃n ◦ f1(x)⊕ f2(x))(h1, h2) = P̃n(f1(x)(h1), f2(x)(h2)) =

Pn ⊕ Pn(f1(x)(h1), f2(x)(h2)) = (Pn(f1(x)(h1)), Pn(f2(x)(h2))) =

((Pn ◦ f1(x))(h1), (Pn ◦ f2(x))(h2)) = (Pn ◦ f1(x))⊕ (Pn ◦ f2(x))(h1, h2), ∀(h1, h2) ∈ H ×H.

Logo, P̃n ◦ f1 ⊕ f2(x) = (Pn ◦ f1(x))⊕ (Pn ◦ f2(x)), ∀x ∈ X.

Daí

{
Im P̃n ◦ f1 ⊕ f2(x) = ImPn ◦ f1(x)× ImPn ◦ f2(x) = Hn ×Hn = H̃n, ∀x ∈ X
Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2(x) = Ker Pn ◦ f1(x)×Ker Pn ◦ f2(x), ∀x ∈ X

.

Portanto Ind f1⊕f2 =
[
Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2

]
− [θ2n], já que dim H̃⊥n = dimH⊥n +dimH⊥n = 2n.

Como o �brado trivial θ2n é isomorfo ao �brado θn ⊕ θn (ver Exemplo 2.3), temos que

〈θ2n〉 = 〈θn ⊕ θn〉 = 〈θn〉+ 〈θn〉 ⇒ [θ2n] = [θn] + [θn] .

Vamos mostrar agora que os �bradosKer P̃n◦f1⊕f2 eKer Pn◦f1⊕Ker Pn◦f2 são isomorfos.

Temos que Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2 = (E, π,X), onde{
E =

⋃
x∈X {x} ×Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2(x) =

⋃
x∈X {x} ×Ker Pn ◦ f1(x)×Ker Pn ◦ f2(x)

π(x, h1, h2) = x
.

Também temos que Ker Pn ◦ f1 ⊕Ker Pn ◦ f2 = (F, ρ,X), onde{
F = {(x, h1, x, h2) |x ∈ X, h1 ∈ Ker Pn ◦ f1(x), h2 ∈ Ker Pn ◦ f2(x)}
ρ(x, h1, x, h2) = x

.

De�na

g : F → E

(x, h1, x, h2) 7→ (x, h1, h2)

Temos que g é contínua com inversa

g−1 : E → F

(x, h1, h2) 7→ (x, h1, x, h2)

contínua. Logo, g é homeomor�smo.

Observe que

π ◦ g(x, h1, x, h2) = π(x, h1, h2) = x = ρ(x, h1, x, h2)⇒ π ◦ g = ρ.

Como para cada x ∈ X �xado, g|ρ−1({x}) é isomor�smo de espaços vetoriais, temos que os

�brados Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2 e Ker Pn ◦ f1 ⊕Ker Pn ◦ f2 são isomorfos.
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Logo,〈
Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2

〉
= 〈Ker Pn ◦ f1 ⊕Ker Pn ◦ f2〉 = 〈Ker Pn ◦ f1〉+ 〈Ker Pn ◦ f2〉 ⇒[

Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2

]
= [Ker Pn ◦ f1] + [Ker Pn ◦ f2] .

Portanto,

Ind f1 + Ind f2 = ([Ker Pn ◦ f1]− [θn]) + ([Ker Pn ◦ f2]− [θn]) =

([Ker Pn ◦ f1] + [Ker Pn ◦ f2])− ([θn] + [θn]) =
[
Ker P̃n ◦ f1 ⊕ f2

]
− [θ2n] = Ind f1 ⊕ f2.

Isto demonstra a A�rmação 1.

Observe agora que dados operadores lineares T1, T2, T3, T4 ∈ L(H), a matriz

(
T1 T2

T3 T4

)
representa um operador linear em H ×H no seguinte sentido: dado (h1, h2) ∈ H ×H, então(

T1 T2

T3 T4

)(
h1

h2

)
= (T1(h1) + T2(h2), T3(h1) + T4(h2)) ∈ H ×H.

Vamos mostrar que esta matriz representa um operador em L(H×H). A linearidade decorre

do fato que T1, T2, T3, T4 são operadores lineares. Para a continuidade, seja (u0, v0) ∈ H×H
�xado e seja ((uk, vk))k∈N uma sequência em H ×H convergente para (u0, v0). Então

lim
k→∞

uk = u0 e lim
k→∞

vk = v0.

Como T1, T2, T3, T4 ∈ L(H) temos que

lim
k→∞

T1(uk) = T1(u0), lim
k→∞

T2(vk) = T2(v0), lim
k→∞

T3(uk) = T3(u0), lim
k→∞

T4(vk) = T4(v0).

Portanto,

lim
k→∞

T1(uk) + T2(vk) = T1(u0) + T2(v0) e lim
k→∞

T3(uk) + T4(vk) = T3(u0) + T4(v0).

Daí

lim
k→∞

(T1(uk) + T2(vk), T3(uk) + T4(vk)) = (T1(u0) + T2(v0), T3(u0) + T4(v0)).

Logo, a matriz

(
T1 T2

T3 T4

)
representa um operador em L(H ×H).

Em particular, se T1, T2 ∈ F(H), então o operador T1⊕T2 ∈ F(H ×H) é representado pela

matriz

(
T1 0

0 T2

)
.

A�rmação 2: As aplicações f2 ⊕ f1 : X → F(H × H) e f1f2 ⊕ e : X → F(H × H) são

homotópicas. Consequentemente, Ind f2 ⊕ f1 = Ind f1f2 ⊕ e em K(X).
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Para cada x ∈ X �xado, os operadores f2(x) ⊕ f1(x) e f1(x) ◦ f2(x) ⊕ IdH ∈ F(H × H)

podem ser representados, respectivamente, pelas matrizes(
f2(x) 0

0 f1(x)

)
e

(
f1(x) ◦ f2(x) 0

0 IdH

)
.

Seja F : X × I → F(H ×H) de�nida por:

F (x, t) =

(
cos πt

2
− sin πt

2

sin πt
2

cos πt
2

)(
f1(x) 0

0 IdH

)(
cos πt

2
sin πt

2

− sin πt
2

cos πt
2

)(
f2(x) 0

0 IdH

)
.

Temos que F é uma aplicação contínua.

Vamos mostrar que F (X × I) ⊂ F(H × H). Seja (x, t) ∈ X × I �xado. Observe que as

matrizes (
f1(x) 0

0 IdH

)
= f1(x)⊕ IdH e

(
f2(x) 0

0 IdH

)
= f2(x)⊕ IdH

representam operadores de Fredholm.

Por outro lado, note que(
cos πt

2
− sin πt

2

sin πt
2

cos πt
2

)(
cos πt

2
sin πt

2

− sin πt
2

cos πt
2

)
=

(
IdH 0

0 IdH

)
= IdH×H

e (
cos πt

2
sin πt

2

− sin πt
2

cos πt
2

)(
cos πt

2
− sin πt

2

sin πt
2

cos πt
2

)
=

(
IdH 0

0 IdH

)
= IdH×H .

Logo,

(
cos πt

2
− sin πt

2

sin πt
2

cos πt
2

)
e

(
cos πt

2
sin πt

2

− sin πt
2

cos πt
2

)
representam operadores em GL(H×H).

Como GL(H ×H) ⊂ F(H ×H), temos que essas matrizes também representam operadores

de Fredholm.

Como a composição de operadores de Fredholm ainda é um operador de Fredholm temos

que F (x, t) ∈ F(H ×H), ∀(x, t) ∈ X × I.
Note que

F (x, 0) =

(
IdH 0

0 IdH

)(
f1(x) 0

0 IdH

)(
IdH 0

0 IdH

)(
f2(x) 0

0 IdH

)
=(

f1(x) ◦ f2(x) 0

0 IdH

)
= f1(x) ◦ f2(x)⊕ IdH = f1f2 ⊕ e(x)

e

F (x, 1) =

(
0 −IdH
IdH 0

)(
f1(x) 0

0 IdH

)(
0 IdH

−IdH 0

)(
f2(x) 0

0 IdH

)
=(

f2(x) 0

0 f1(x)

)
= f2(x)⊕ f1(x) = f2 ⊕ f1(x), ∀x ∈ X.
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Logo, as aplicações f2 ⊕ f1 : X → F(H ×H) e f1f2 ⊕ e : X → F(H ×H) são homotópicas.

Isto demonstra a A�rmação 2.

A�rmação 3: Ind e = 0 em K(X).

Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal para H. Tome n = 0.

Temos que

{
ImPn ◦ e(x) = ImPn ◦ IdH = Im IdH = H = Hn, ∀x ∈ X
Ker Pn ◦ e(x) = Ker Pn ◦ IdH = Ker IdH = {0} , ∀x ∈ X

.

Observe que
⋃
x∈X {x} × Ker Pn ◦ e(x) =

⋃
x∈X {x} × {0} = X × {0}. Logo, o �brado

Ker Pn ◦ e é o �brado trivial θ0 = (X × {0} , π0, X).

Daí Ind e = [Ker Pn ◦ e]− [θn] = [θ0]− [θ0] = 0 ∈ K(X).

Isto demonstra a A�rmação 3.

Vamos mostrar agora que Ind é homomor�smo de grupos. Sejam f1, f2 : X → F(H)

aplicações contínuas.

Pela A�rmação 1 temos que Ind f1f2 + Ind e = Ind f1f2⊕ e e Ind f2⊕ f1 = Ind f2 + Ind f1.

Pela A�rmação 2 temos que Ind f1f2 ⊕ e = Ind f2 ⊕ f1.

Pela A�rmação 3 temos que Ind e = 0.

Daí

Ind f1f2 = Ind f1f2 + 0 = Ind f1f2 + Ind e = Ind f1f2 ⊕ e = Ind f2 ⊕ f1 =

Ind f2 + Ind f1 = Ind f1 + Ind f2.

Logo,

Ind ([f1] • [f2]) = Ind ([f1f2]) = Ind f1f2 = Ind f1 + Ind f2 = Ind ([f1]) + Ind ([f2]) .

Portanto, Ind é homomor�smo de grupos.

Passo 2: Ind é uma aplicação bijetiva.

Seja [X,GL(H)] = {[f ] | f : X → GL(H) é contínua}, onde [f ] denota a classes de homoto-

pia de f : X → GL(H).

Como GL(H) ⊂ F(H), dada um aplicação contínua f : X → GL(H) ⊂ F(H), temos que

[f ] ∈ [X,F(H)]. Dessa maneira [X,GL(H)] ⊂ [X,F(H)].

Observamos que ([X,GL(H)] , •) é subgrupo de ([X,F(H)] , •). De fato, a operação • está
bem de�nida em [X,GL(H)] pois a composição de operadores em GL(H) ainda é um ope-

rador em GL(H). Temos que [e] ∈ [X,GL(H)]. Por último, como o adjunto de um ope-

rador em GL(H) ainda é um operador em GL(H), temos que se [f ] ∈ [X,GL(H)], então

[f ]−1 = [f ∗] ∈ [X,GL(H)].

Seja A : [X,GL(H)] → [X,F(H)], [f ] 7→ [f ] a inclusão. Seja também B : K(X) → {0} o
homomor�smo nulo.

Vamos mostrar que a sequência de homomor�smos

[X,GL(H)]
A−→ [X,F(H)]

Ind−→ K(X)
B−→ {0}
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é exata, isto é, que ImA = Ker Ind e Im Ind = Ker B.

Com isso teremos que Ind é bijeção.

De fato, pelo Corolário 3.1, existe uma aplicação contínua F : GL(H)× I → GL(H) tal que{
F (z, 0) = z

F (z, 1) = IdH
, ∀z ∈ GL(H).

Seja [f ] ∈ [X,GL(H)]. Tome

F ′ : X × I → GL(H)

(x, t) 7→ F (f(x), t)

Temos que F ′ é contínua e

{
F ′(x, 0) = F (f(x), 0) = f(x)

F ′(x, 1) = F (f(x), 1) = IdH = e(x)
, ∀x ∈ X.

Logo, [f ] = [e] em [X,GL(H)]. Portanto [X,GL(H)] = 0.

Daí 0 = ImA = Ker Ind e temos que Ind é injetiva.

Por outro lado Im Ind = Ker B = K(X) e temos que Ind é sobrejetiva.

A�rmação 1: ImA = Ker Ind.

Seja [f ] ∈ ImA, isto signi�ca que f : X → GL(H) é contínua.

Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal para H. Tome n = 0.

Temos que

{
ImPn ◦ f(x) = Imf(x) = H = Hn, ∀x ∈ X
Ker Pn ◦ f(x) = Ker f(x) = {0} , ∀x ∈ X

.

Observe que
⋃
x∈X {x} × Ker Pn ◦ f(x) =

⋃
x∈X {x} × {0} = X × {0}. Logo o �brado

Ker Pn ◦ f é o �brado trivial θ0 = (X × {0} , π0, X).

Por de�nição, Ind f = [Ker Pn ◦ f ]− [θn] = [θ0]− [θ0] = 0.

Logo, Ind ([f ]) = Ind f = 0, o que mostra que [f ] ∈ Ker Ind.
Reciprocamente, seja [f ] ∈ Ker Ind. Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal de H e n ∈ N
su�cientemente grande tal que ImPn ◦ f(x) = Hn, ∀x ∈ X. Temos que

0 = Ind ([f ]) = Ind f = [Ker Pn ◦ f ]− [θn]⇒ [Ker Pn ◦ f ] = [θn] .

Pelo Teorema 2.7, existe N ∈ N tal que

〈Ker Pn ◦ f ⊕ θN〉 = 〈θn ⊕ θN〉 .

Mas no Lema 4.5 vimos que vale

〈θk+1〉 = 〈θk ⊕ θ1〉 e 〈Ker Pk+1 ◦ f〉 = 〈Ker Pk ◦ f ⊕ θ1〉 ,

para todo k ∈ N su�cientemente grande tal que ImPk ◦ f(x) = Hk, ∀x ∈ X.

Por indução segue que

〈θn+N〉 = 〈θn ⊕ θN〉 e 〈Ker Pn+N ◦ f〉 = 〈Ker Pn ◦ f ⊕ θN〉 .
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Portanto, fazendo m = n+N temos que

〈θm〉 = 〈θn ⊕ θN〉 e 〈Ker Pm ◦ f〉 = 〈Ker Pn ◦ f ⊕ θN〉 .

Daí

〈Ker Pm ◦ f〉 = 〈Ker Pn ◦ f ⊕ θN〉 = 〈θn ⊕ θN〉 = 〈θm〉 .

Como dimH⊥m = m, temos que os �brados θm = (X × Rm, πm, X) e ξ = (X × H⊥m, ρ,X),

onde ρ(x, h) = x, são isomorfos (ver Exemplo 2.2).

Logo,

〈Ker Pm ◦ f〉 = 〈θm〉 = 〈ξ〉 .

Isto signi�ca que existe um homeomor�smo g :
⋃
x∈X {x} ×Ker Pm ◦ f(x) → X × H⊥m tal

que:

(1) ρ ◦ g(x, h) = x, ∀(x, h) ∈
⋃
x∈X {x} ×Ker Pm ◦ f(x);

(2) Para cada x ∈ X �xado, g|{x}×Ker Pm◦f(x) é isomor�smo de espaços vetoriais.

Em particular, para cada x ∈ X, existe um isomor�smo de espaços vetoriais

ϕx : Ker Pm ◦ f(x)→ H⊥m.

De�nimos Φ : X → K(H) da seguinte maneira: para cada x ∈ X,

Φ(x) : H = Ker Pm ◦ f(x)⊕ (Ker Pm ◦ f(x))⊥ → H⊥m ⊂ H

h1 + h2 7→ ϕx(h1)

Dessa maneira Φ(x) ∈ L(H). Vamos mostrar que Φ(x) é um operador compacto. Note que

ImΦ(x) = Imϕx = H⊥m ⇒ dim ImΦ(x) = m <∞.

Logo, Φ(x) ∈ K(H), ∀x ∈ X.

A continuidade da função Φ segue do fato de que g é um homeomor�smo.

De�nimos

F1 : X × I → F(H)

(x, t) 7→ Pm ◦ f(x) + tΦ(x)

Temos que F1 é contínua e

{
F1(x, 0) = Pm ◦ f(x)

F1(x, 1) = Pm ◦ f(x) + Φ(x)
, ∀x ∈ X.

Como, para cada (x, t) ∈ X × I �xado, Pm ◦ f(x) ∈ F(H) e tΦ(x) ∈ K(H), temos que

F1(x, t) = Pm ◦ f(x) + tΦ(x) ∈ F(H). Logo, F1(X × I) ⊂ F(H).

Observamos que IdH e Pm são operadores de Fredholm de índice zero, logo existe uma
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aplicação contínua α : I → F(H) tal que α(0) = IdH e α(1) = Pm.

De�na

F2 : X × I → F(H)

(x, t) 7→ α(t) ◦ f(x)

Temos que F2 é contínua e

{
F2(x, 0) = α(0) ◦ f(x) = IdH ◦ f(x) = f(x)

F2(x, 1) = α(1) ◦ f(x) = Pm ◦ f(x)
, ∀x ∈ X.

Para cada (x, t) ∈ X × I �xado, α(t), f(x) ∈ F(H). Logo, F2(X × I) ⊂ F(H) pois a

composição de operadores de Fredholm ainda é um operador de Fredholm.

Sejam

Pm ◦ f : X → F(H)

x 7→ Pm ◦ f(x)

e

Pm ◦ f + Φ : X → F(H)

x 7→ Pm ◦ f(x) + Φ(x)

Acabamos de mostrar que Pm ◦ f ≈ Pm ◦ f + Φ : X → F(H) e f ≈ Pm ◦ f : X → F(H).

Logo, f ≈ Pm ◦ f + Φ : X → F(H), isto é [f ] = [Pm ◦ f + Φ] em [X,F(H)].

Vamos mostrar que Pm ◦ f(x) + Φ(x) ∈ GL(H), ∀x ∈ X.

De fato, observe primeiro que ImPm ◦ f(x) = Hm, ∀x ∈ X pois m ≥ n.

Como H = Ker Pm ◦ f(x)⊕ (Ker Pm ◦ f(x))⊥, dado h = h1 + h2 ∈ H, temos que

((Pm ◦ f(x) + Φ(x)))(h) = (Pm ◦ f(x))(h) + Φ(x)(h) = (Pm ◦ f(x))(h2) + ϕx(h1) =

(Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥)(h2) + ϕx(h1) ∈ ImPm ◦ f(x)⊕ (ImPm ◦ f(x))⊥.

Logo, podemos representar o operador Pm ◦ f(x) + Φ(x) ∈ F(H) pela matriz(
ϕx 0

0 Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥

)
,

signi�cando que dado h = h1 + h2 ∈ H = Ker Pm ◦ f(x)⊕ (Ker Pm ◦ f(x))⊥, então(
ϕx 0

0 Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥

)(
h1

h2

)
= ϕx(h1) + (Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥)(h2).

Temos que ϕx : Ker Pm ◦ f(x) → (ImPm ◦ f(x))⊥ é um isomor�smo de espaços vetoriais,

logo a sua inversa ϕ−1
x : (ImPm ◦ f(x))⊥ → Ker Pm ◦ f(x) é contínua.
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Observamos que Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥ : (Ker Pm ◦ f(x))⊥ → ImPm ◦ f(x) é bijeção.

De fato se h2 ∈ (Ker Pm ◦ f(x))⊥ e (Pm ◦ f(x))(h2) = 0 então

h2 ∈ Ker Pm ◦ f(x) ∩ (Ker Pm ◦ f(x))⊥ = {0} ⇒ h2 = 0.

Logo, Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥ é injetiva.

Seja h′ ∈ ImPm ◦ f(x), então existe h = h1 + h2 ∈ H = Ker Pm ◦ f(x)⊕ (Ker Pm ◦ f(x))⊥

tal que

(Pm ◦ f(x))(h) = h′ ⇒ (Pm ◦ f(x))(h1) + (Pm ◦ f(x))(h2) = h′ ⇒ (Pm ◦ f(x))(h2) = h′ ⇒

h′ ∈ ImPm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥ .

Logo, Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥ é sobrejetiva.

Como Pm ◦ f(x) ∈ F(H) temos que ImPm ◦ f(x) é um subespaço vetorial de H fechado,

logo ImPm ◦ f(x) é um espaço de Hilbert. Também temos que (Ker Pm ◦ f(x))⊥ é um

subespaço vetorial de H fechado, logo (Ker Pm ◦ f(x))⊥ é um espaço de Hilbert. Pelo

Teorema da Aplicação Aberta, a inversa de Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥ é uma transformação

linear e contínua. Vamos denotá-la por f̃(x) : ImPm ◦ f(x)→ (Ker Pm ◦ f(x))⊥.

O operador

Tx : H = (ImPm ◦ f(x))⊥ ⊕ ImPm ◦ f(x)→ H = Ker Pm ◦ f(x)⊕ (Ker Pm ◦ f(x))⊥

h = h1 + h2 7→ ϕ−1
x (h1) + f̃(x)(h2)

é linear e contínuo.

Tx pode ser representado pela matriz(
ϕ−1
x 0

0 f̃(x)

)
,

signi�cando que dado h = h1 + h2 ∈ (ImPm ◦ f(x))⊥ ⊕ ImPm ◦ f(x) então(
ϕ−1
x 0

0 f̃(x)

)(
h1

h2

)
= ϕ−1

x (h1) + f̃(x)(h2).

Como(
ϕ−1
x 0

0 f̃(x)

)(
ϕx 0

0 Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥

)
=

(
IdKer Pm◦f(x) 0

0 Id(Ker Pm◦f(x))⊥

)
e (

ϕx 0

0 Pm ◦ f(x)|(Ker Pm◦f(x))⊥

)(
ϕ−1
x 0

0 f̃(x)

)
=

(
Id(ImPm◦f(x))⊥ 0

0 IdImPm◦f(x)

)
,
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temos que Tx = (Pm ◦ f(x) + Φ(x))−1. Logo, Pm ◦ f(x) + Φ(x) ∈ GL(H).

Portanto [Pm ◦ f + Φ] ∈ [X,GL(H)] e

A ([Pm ◦ f + Φ]) = [Pm ◦ f + Φ] = [f ] ∈ [X,F(H)]⇒ [f ] ∈ ImA.

Isto demonstra a A�rmação 1.

A�rmação 2: Im Ind = Ker B ⇔ Im Ind = K(X).

Seja {e0, e1, e2, . . .} base ortonormal para H. Vamos de�nir os operadores

T− : H → H
∞∑
i=0

λiei 7→
∞∑
i=1

λiei−1

e

T+ : H → H
∞∑
i=0

λiei 7→
∞∑
i=0

λiei+1

Temos que T− e T+ são operadores de Fredholm. De fato,

(1) Ker T− = {
∑∞

i=0 λiei |
∑∞

i=1 λiei−1 = 0} = span {e0} ⇒ dimKer T− = 1.

(2) Ker T+ = {
∑∞

i=0 λiei |
∑∞

i=0 λiei+1 = 0} = {0} ⇒ dimKer T+ = 0.

(3) ImT− = {
∑∞

i=1 λiei−1 |λi ∈ R, 1 ≤ i <∞} = H ⇒ coKer T− = {0} ⇒
dim coKer T− = 0.

(4) ImT+ = {
∑∞

i=0 λiei+1 |λi ∈ R, 0 ≤ i <∞} = span {e1, e2, . . .} ⇒
coKer T+

∼= span {e0} ⇒ dim coKer T+ = 1.

Logo T− e T+ são operadores de Fredholm com ind T− = 1 e ind T+ = −1.

Sabemos do Teorema 2.8 que todo elemento de K(X) é da forma [ξ] − [θN ], onde ξ é um

�brado vetorial com base X e N ∈ N. Portanto, dado [ξ]− [θN ] ∈ K(X), devemos mostrar

que [ξ]− [θN ] ∈ Im Ind.

Suponha que exista uma aplicação contínua f : X → F(H) tal que Ind f = [ξ] ∈ K(X).

A aplicação

f1 : X → F(H)

x 7→ T+

é contínua e ImP1 ◦ f1(x) = ImP1 ◦ T+ = ImT+ = H1, ∀x ∈ X.

Observe que Ker P1 ◦ f1(x) = Ker P1 ◦ T+ = Ker T+ = {0}. Logo o �brado Ker P1 ◦ f1 é o

�brado trivial θ0.

Por de�nição, Ind f1 = [Ker P1 ◦ f1]− [θ1] = [θ0]− [θ1] = − [θ1].

Mostramos no Passo 1 que Ind é homomor�smo de grupos. Logo,

Ind fN1 f = Ind fN1 + Ind f = Ind f1 + . . .+ Ind f1︸ ︷︷ ︸
N vezes

+Ind f = − [θ1]− . . .− [θ1]︸ ︷︷ ︸
N vezes

+ [ξ] .



CAPÍTULO 4. O TEOREMA DE ATIYAH - JÄNICH 127

Note que

〈θ1〉+ . . .+ 〈θ1〉︸ ︷︷ ︸
N vezes

= 〈θN〉 ⇒ [θ1] + . . .+ [θ1]︸ ︷︷ ︸
N vezes

= [θN ] .

Portanto,

Ind fN1 f = [ξ]− [θN ]⇒ Ind
([
fN1 f

])
= [ξ]− [θN ]⇒ [ξ]− [θN ] ∈ Im Ind.

Isto mostra que Im Ind = K(X). Logo basta mostrarmos que existe uma aplicação contínua

f : X → F(H) tal que Ind f = [ξ] ∈ K(X).

Seja ξ = (E, π,X). Pelo Teorema 2.6, existe um �brado vetorial η = (F, ρ,X) tal que

〈ξ ⊕ η〉 = 〈θm〉, para algum m ∈ N.
Lembramos que ξ ⊕ η = (G, ν,X), onde G = {(e, f) ∈ E × F | π(e) = ρ(f)} e ν : G → X,

ν(e, f) = π(e) = ρ(f). Também temos que θm = (X × Rm, πm, X), onde πm : X × Rm → X

é a projeção na primeira coordenada. Como 〈ξ ⊕ η〉 = 〈θm〉, existe um homeomor�smo

g : X × Rm → G tal que ν ◦ g = πm e para cada x ∈ X, g|{x}×Rm : {x} × Rm → Ex × Fx é

isomor�smo de espaços vetoriais.

Em particular, para cada x ∈ X, os espaços vetoriais Ex × Fx e Rm são isomorfos com

isomor�smo dado por

ϕx : Rm → Ex × Fx
u 7→ g(x, u)

Vamos escrever ϕx(u) = (ϕ1
x(u), ϕ2

x(u)), u ∈ Rm.

Seja

px : Rm → Rm

u 7→ ϕ−1
x ((ϕ1

x(u), 0))

a projeção de Rm em Ex. Temos que px ∈ L(Rm).

Seja Rm ⊗H o produto tensorial de Rm e H.

Temos que Rm⊗H =
{∑k

i=1 ui ⊗ hi | k ∈ N, ui ∈ Rm, hi ∈ H, para 1 ≤ i ≤ k
}
é um espaço

de Hilbert com produto interno dado por

〈., .〉 : (Rm ⊗H)× (Rm ⊗H)→ R(
k1∑
i=1

ui ⊗ hi,
k2∑
j=1

u′j ⊗ h′j

)
7→

k1∑
i=1

k2∑
j=1

〈
ui, u

′
j

〉 〈
hi, h

′
j

〉
Em Rm ⊗H vale a seguinte propriedade:{

(λ1u1 + λ2u2)⊗ h = λ1(u1 ⊗ h) + λ2(u2 ⊗ h)

u⊗ (λ1h1 + λ2h2) = λ1(u⊗ h1) + λ2(u⊗ h2)
, onde λ1, λ2 ∈ R, u1, u2 ∈ Rm e h1, h2 ∈ H.
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Sejam {v1, v2, . . . , vm} e {e0, e1, e2, . . .} bases ortonormais de Rm e H, respectivamente.

Então {v1 ⊗ e0, v1 ⊗ e1, . . . ; v2 ⊗ e0, v2 ⊗ e1, . . . ; . . . ; vm ⊗ e0, vm ⊗ e1, . . .} é base ortonormal

para Rm ⊗H. Portanto Rm ⊗H é espaço de Hilbert separável. Logo, Rm ⊗H ∼= H.

Dados T ∈ L(H) e τ ∈ L(Rm), de�nimos

τ ⊗ T : Rm ⊗H → Rm ⊗H
k∑
i=1

ui ⊗ hi 7→
k∑
i=1

τ(ui)⊗ T (hi)

Temos que τ ⊗ T ∈ L(Rm ⊗H).

A demonstração destes fatos pode ser encontrada em [Ka], pp. 125 a 147.

Para cada x ∈ X �xado, de�nimos f(x) = px ⊗ T− + (IdRm − px) ⊗ IdH . Dessa forma

f(x) ∈ L(Rm ⊗H).

Seja u ∈ Rm. Observe que

f(x)(u⊗ ei) = px(u)⊗ T−(ei) + (u− px(u))⊗ ei.

Em particular,

{
f(x)(u⊗ ei) = px(u)⊗ ei−1 + (u− px(u))⊗ ei, se i ≥ 1

f(x)(u⊗ e0) = px(u)⊗ 0 + (u− px(u))⊗ e0 = (u− px(u))⊗ e0
.

Vamos mostrar que Ker f(x) = {u⊗ e0 |u ∈ Rm e ϕ2
x(u) = 0}.

De fato, se u ∈ Rm e ϕ2
x(u) = 0, então

ϕx(u) = (ϕ1
x(u), ϕ2

x(u)) = (ϕ1
x(u), 0)⇒ px(u) = ϕ−1

x (ϕ1
x(u), 0) = u.

Logo,

f(x)(u⊗ e0) = (u− px(u))⊗ e0 = 0⊗ e0 = 0⇒ u⊗ e0 ∈ Ker f(x).

Reciprocamente, seja
∑k

j=1 uj ⊗ hj ∈ Ker f(x). Como {e0, e1, e2, . . .} é base ortonormal de

H, para cada j ∈ {1, . . . , k}, existem escalares λji ∈ R, i ∈ N tais que hj =
∑∞

i=0 λ
j
iei.

Logo,

k∑
j=1

uj ⊗ hj =
k∑
j=1

uj ⊗

(
∞∑
i=0

λjiei

)
=

k∑
j=1

∞∑
i=0

λji (uj ⊗ ei) =
∞∑
i=0

k∑
j=1

λji (uj ⊗ ei) =

∞∑
i=0

(
k∑
j=1

λjiuj

)
⊗ ei.

Para cada i ∈ N, seja wi =
∑k

j=1 λ
j
iuj ∈ Rm. Então

∑k
j=1 uj ⊗ hj =

∑∞
i=0wi ⊗ ei.
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Note que

f(x)

(
∞∑
i=0

wi ⊗ ei

)
=
∞∑
i=0

f(x)(wi ⊗ ei) = f(x)(w0 ⊗ e0) +
∞∑
i=1

f(x)(wi ⊗ ei) =

(w0 − px(w0))⊗ e0 +
∞∑
i=1

(px(wi)⊗ ei−1 + (wi − px(wi))⊗ ei) =

(w0 − px(w0))⊗ e0 +
∞∑
i=0

px(wi+1)⊗ ei +
∞∑
i=1

(wi − px(wi))⊗ ei =

(w0 − px(w0))⊗ e0 + px(w1)⊗ e0 +
∞∑
i=1

(px(wi+1)⊗ ei + (wi − px(wi))⊗ ei) =

∞∑
i=0

(px(wi+1)⊗ ei + (wi − px(wi))⊗ ei) =
∞∑
i=0

(px(wi+1) + wi − px(wi))⊗ ei.

Como
∑k

j=1 uj ⊗ hj =
∑∞

i=0wi ⊗ ei ∈ Ker f(x), temos que

f(x)

(
∞∑
i=0

wi ⊗ ei

)
= 0⇒

∞∑
i=0

(px(wi+1) + wi − px(wi))⊗ ei = 0.

Como o conjunto {e0, e1, e2, . . .} é linearmente independente, por [We], p. 319, temos que

px(wi+1) + wi − px(wi) = 0, ∀i ∈ N⇔ ϕ−1
x (ϕ1

x(wi+1), 0) + wi − ϕ−1
x (ϕ1

x(wi), 0) = 0, ∀i ∈ N.

Logo, ∀i ∈ N temos:

ϕx(ϕ
−1
x (ϕ1

x(wi+1), 0) + wi − ϕ−1
x (ϕ1

x(wi), 0)) = (0, 0)⇒

(ϕ1
x(wi+1), 0) + (ϕ1

x(wi), ϕ
2
x(wi))− (ϕ1

x(wi), 0) = (0, 0)⇒ (ϕ1
x(wi+1), ϕ

2
x(wi)) = (0, 0).

Portanto,

{
ϕ1
x(wi+1) = 0

ϕ2
x(wi) = 0

, ∀i ∈ N.

Seja i0 ∈ {1, 2, . . .} �xado. Então wi0 = 0. De fato, tomando i = i0 − 1 ∈ N, temos que

ϕ1
x(wi0) = ϕ1

x(wi+1) = 0. Tomando i = i0 ∈ N, temos que ϕ2
x(wi0) = ϕ2

x(wi) = 0.

Logo, ϕx(wi0) = (ϕ1
x(wi0), ϕ

2
x(wi0)) = (0, 0). Como ϕx é isomor�smo, temos que wi0 = 0.

Portanto,
∑k

j=1 uj ⊗ hj =
∑∞

i=0wi ⊗ ei = w0 ⊗ e0, com w0 ∈ Rm e ϕ2
x(w0) = 0. Isto é,∑k

j=1 uj ⊗ hj ∈ {u⊗ e0 |u ∈ Rm e ϕ2
x(u) = 0}.

Com isso temos que vale a igualdade Ker f(x) = {u⊗ e0 |u ∈ Rm e ϕ2
x(u) = 0}.

Portanto Ker f(x) é isomorfo a Ex, com isomor�smo dado pela aplicação

ψx : Ker f(x)→ Ex

u⊗ e0 7→ ϕ1
x(u)

Logo, dimKer f(x) = dimEx <∞.

Vamos mostrar agora que Imf(x) = Rm⊗H. Para isso, basta mostrarmos que todo elemento
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da base de Rm⊗H está na imagem de f(x). Seja vi⊗ej, 1 ≤ i ≤ m, 1 ≤ j <∞ um elemento

da base de Rm ⊗H. Observe primeiramente que

ϕx(vi − ϕ−1
x (ϕ1

x(vi), 0)) = ϕx(vi)− (ϕ1
x(vi), 0) = (ϕ1

x(vi), ϕ
2
x(vi))− (ϕ1

x(vi), 0) = (0, ϕ2
x(vi))

⇒ vi − px(vi) = vi − ϕ−1
x (ϕ1

x(vi), 0) = ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi)).

Observe também que{
ϕx(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0)) = (ϕ1
x(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0)), ϕ2
x(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0)))

(ϕ1
x(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0)), ϕ2
x(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0))) = ϕx(ϕ
−1
x (ϕ1

x(vi), 0)) = (ϕ1
x(vi), 0)

⇒

ϕx(ϕ
−1
x (ϕ1

x(vi), 0)) = (ϕ1
x(ϕ

−1
x (ϕ1

x(vi), 0)), 0)⇒

px(px(vi)) = ϕ−1
x (ϕ1

x(px(vi)), 0) = ϕ−1
x (ϕ1

x(ϕ
−1
x (ϕ1

x(vi), 0)), 0) = ϕ−1
x (ϕ1

x(vi), 0)⇒

px(px(vi)) = px(vi).

Logo,

f(x)(px(vi)⊗ ej+1 + ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))⊗ ej) = f(x)(px(vi)⊗ ej+1) + f(x)(ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))⊗ ej).

Temos que

f(x)(px(vi)⊗ ej+1) = px(px(vi))× T−(ej+1) + (px(vi)− px(px(vi)))⊗ ej+1 =

px(vi)⊗ ej + (px(vi)− px(vi))⊗ ej+1 = px(vi)⊗ ej + 0⊗ ej+1 = px(vi)⊗ ej

e

f(x)(ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))⊗ ej) = px(ϕ
−1
x (0, ϕ2

x(vi)))⊗ T−(ej)+

(ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))− px(ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))))⊗ ej = px(vi − px(vi))⊗ T−(ej)+

(vi − px(vi)− px(vi − px(vi)))⊗ ej = (px(vi)− px(px(vi)))⊗ T−(ej)+

(vi − px(vi)− px(vi) + px(px(vi)))⊗ ej = (px(vi)− px(vi))⊗ T−(ej)+

(vi − px(vi)− px(vi) + px(vi))⊗ ej = (vi − px(vi))⊗ ej.

Daí

f(x)(px(vi)⊗ ej+1 + ϕ−1
x (0, ϕ2

x(vi))⊗ ej) = px(vi)⊗ ej + (vi − px(vi))⊗ ej =

(px(vi) + vi − px(vi))⊗ ej = vi ⊗ ej.

Portanto vi ⊗ ej ∈ Imf(x). Logo, coKer f(x) = {0} e dim coKer f(x) = 0.

Com isso f(x) é um operador de Fredholm, ∀x ∈ X. Como Rm ⊗ H ∼= H, temos que

f(x) ∈ F(H), ∀x ∈ X. Por isso a aplicação

f : X → F(H)

x 7→ f(x)
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está bem de�nida e é contínua.

Como Imf(x) = H, ∀x ∈ X, pelo Lema 4.3, a terna Ker f =
(⋃

x∈X {x} ×Ker f(x), π′, X
)

é um �brado vetorial com base X. Vamos mostrar que os �brados Ker f e ξ são isomorfos.

De�na

g̃ :
⋃
x∈X

{x} ×Ker f(x)→ E

(x, h)→ ψx(h)

Temos que g̃ é contínua pois g : X × Rm → G é homeomor�smo.

A função

g̃−1 : E →
⋃
x∈X

{x} ×Ker f(x)

e→ (π(e), ψ−1
π(e)(e))

também é contínua.

Observe que

(1) g̃−1 ◦ g̃(x, h) = g̃−1(ψx(h)) = (π(ψx(h)), ψ−1
π(ψx(h))

(ψx(h))). Como ψx(h) ∈ Ex, temos que

π(ψx(h)) = x. Logo, (π(ψx(h)), ψ−1
π(ψx(h))

(ψx(h))) = (x, ψ−1
x (ψx(h))) = (x, h).

Portanto, g̃−1 ◦ g̃(x, h) = (x, h), ∀(x, h) ∈
⋃
x∈X {x} ×Ker f(x).

(2) g̃ ◦ g̃−1(e) = g̃(π(e), ψ−1
π(e)(e)) = ψπ(e)(ψ

−1
π(e)(e)) = e, ∀e ∈ E.

Isto mostra que g̃−1 é a inversa da função g̃. Logo, g̃ é homeomor�smo.

Note que

π ◦ g̃(x, h) = π(ψx(h)) = x = π′(x, h)⇒ π ◦ g̃ = π′.

Seja x ∈ X �xado. Temos que g̃|{x}×Ker f(x) : {x}×Ker f(x)→ Ex é isomor�smo de espaços

vetoriais, pois ψx : Ker f(x)→ Ex é isomor�smo de espaços vetoriais.

Portanto, temos que 〈Ker f〉 = 〈ξ〉.
Como f(x) é sobrejetiva, ∀x ∈ X, temos por de�nição que Ind f = [Ker f ]− [θ0] = [ξ].

Isto demonstra a A�rmação 2.

Logo, Ind : [X,F(H)] → K(X) é um homomor�smo bijetivo, isto é, um isomor�smo de

grupos.

Concluímos a demonstração do Teorema. �
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