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Espacos de Banach que admitem uma norma
uniformemente convexa equivalente

Romulo Maia Vermersch

Orientador: Nilson da Costa Bernardes Junior

A proposta deste trabalho foi estudar convexidade em espacos de Banach. Mais es-
pecificamente, compreender a resposta dada por Enflo a pergunta natural: quais condi¢oes
sao necessarias e suficientes para que um espaco de Banach admita uma norma uni-
formemente convexa equivalente? Comecamos este trabalho tratando exclusivamente dos
espacos normados estritamente convexos e discutimos varios exemplos. Apresentamos
a aplicacao do conceito de convexidade estrita ao estudo de existéncia e unicidade de
melhor aproximacao em espacos normados. Depois, passamos aos espacos normados
uniformemente convexos, conceito este introduzido por Clarkson em 1936. Mostramos
um resultado notavel, o Teorema de Milman-Pettis, que relaciona a convexidade uni-
forme de um espaco de Banach(uma propriedade métrica) com reflexividade(uma pro-
priedade topoldgica). Este resultado garante que todo espago de Banach uniformemente
convexo € reflexivo. Na sequéncia do trabalho, apresentamos o conceito de arvores em
espacos de Banach, criado por R.C. James a fim de estudar os espacos superreflexivos, que
também sao uma criacao sua. Apresentamos logo em seguida as Propriedades da Arvore
Finita e da Arvore Infinita e demonstramos alguns resultados interessantes envolvendo
tais propriedades com reflexividade, e com convexidade uniforme. Por fim, apresentamos
a demonstracao de Enflo, a qual relaciona as arvores de James com o conceito de particao,
do seguinte resultado: Um espaco de Banach admite uma norma uniformemente conveza
equivalente se e somente se nao possui a Propriedade da Arvore Finita. Concluimos esta
dissertacao com alguns breves comentarios finais a fim de esclarecer a importancia do
resultado obtido por Enflo.

palavras-chave: Espacos de Banach, convexidade estrita, convexidade uniforme, norma
equivalente.
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Banach spaces which can be given by an equivalent uniformly
convex norm

Romulo Maia Vermersch

Supervisor: Nilson da Costa Bernardes Junior

The purpose of this work was to study convexity in Banach spaces. More specifically,
to understand the answer given by Enflo to the natural question: what conditions are
necessary and sufficient for a Banach space to admit an uniformly convex equivalent
norm? We begin this work by dealing exclusively with strictly convex normed spaces and
by discussing several examples. We present the application of concept of strict convexity
to the study of existence and uniqueness of best approximation in normed spaces. We
then move to uniformly convex normed spaces, a concept introduced by Clarkson in
1936. We show a remarkable result, the Milman-Pettis”s Theorem, which relates the
uniform convexity of a Banach space (a metric property) with reflexivity (a topological
property). This result ensures that every uniformly convex Banach space is reflexive. In
the sequel, we present the concept of trees in Banach spaces, which was introduced by
R.C. James in order to study the superreflexive spaces, which were also introduced by
himself. Then, we present Finite Tree Property and Infinite Tree Property and establish
some interesting results relating such properties with reflexivity, and uniform convexity.
Finally, we present the Enflo’s proof, which relates James’s trees with the concept of
partition, to the following result: A Banach space admits an uniformly convex equivalent
norm if and only if it does not have Finite Tree Property. We conclude this dissertation

with some brief final comments in order to clarify the importance of the result obtained
by Enflo.

keywords: Banach spaces, strict convexity, uniform convexity, equivalent norm.
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Introducao

Em Analise Funcional é muito comum, apds estudar estensivamente uma dada pro-
priedade métrica de uma classe de espacos de Banach, indagar-se que condi¢oes garantem
a existéncia de uma norma equivalente a original com esta propriedade. Isto é particular-
mente interessante quando, dado um espaco de Banach sem a propriedade métrica dese-
jada, se pode realizar uma “troca de normas”, a fim de que o espago em questao, munido
da nova norma, possua tal propriedade. Bem entendido, realizar esta “troca”é encontrar
um isomorfismo do espaco munido de sua norma original sobre o mesmo espaco munido
de uma nova norma, que conte com a propriedade desejada. O que faremos aqui é uma
exposicao sobre isto. Em nosso caso, a propriedade desejada é a convexidade uniforme da
norma, conceito este introduzido por Clarkson em 1936. Expomos aqui a resposta obtida
por Enflo a seguinte questao: quais condigoes sao necesséarias e suficientes para que um
dado espago de Banach admita uma norma uniformemente convexa equivalente? E bem
verdade que uma condi¢ao necessaria foi encontrada por R.C.James. Porém, uma das
questoes mais desafiadoras da chamada Geometria dos Espacos de Banach era encontrar
uma condicao suficiente. O que Enflo mostrou em 1972, de maneira totalmente constru-
tiva e sem utilizar nenhum resultado especifico da teoria, foi que a condicao necessaria
de James era também suficiente. Precisamente, Enflo mostrou o seguinte resultado: Se
um espaco de Banach nao possut a Propriedade da Arvore Finita, entao ele admite uma
norma uniformemente convexra equivalente.

Esta dissertacao esta dividida em trés capitulos. No primeiro, fazemos uma exposicao
sobre os espacos normados estritamente convexos e discutimos varios exemplos. Na tltima
secao deste capitulo, apresentamos uma aplicagao do conceito de convexidade estrita
ao problema de existéncia de melhores aproximacoes em espacos normados e também
sob quais condicoes temos unicidade. No segundo capitulo entram em cena os espacos
normados uniformemente convexos. Talvez o resultado mais notavel deste capitulo seja
o Teorema de Milman-Pettis, que relaciona a convexidade uniforme de um espacgo de
Banach(uma propriedade métrica) com reflexividade(uma propriedade topolégica). Este
teorema garante que todo espago de Banach uniformemente convexo é reflexivo. No tltimo
capitulo, introduzimos o conceito de Arvores em Espacos de Banach, o qual foi criado por
R.C.James ao estudar os espacos super-reflexivos(também uma criacdo sua). Logo em
seguida definimos as Propriedades da Arvore Finita e da Arvore Infinita e demonstramos
alguns resultados interessantes envolvendo tais propriedades com reflexividade, e com
convexidade uniforme. Na segunda se¢ao deste capitulo apresentamos a demonstracao de
Enflo, a qual relaciona as arvores de James com o conceito de particao de um elemento
de um espaco de Banach. Finalizamos esta dissertacao com comentarios finais a fim de
esclarecer a importancia do resultado obtido por Enflo.



Capitulo 1

Espacos Estritamente Convexos

Quando pensamos na bola unitaria fechada de um espaco normado, nossa intuicao
euclidiana nos leva a imaginar um objeto arredondado, “suave”, no sentido de nao exis-
tirem “bicos”. Porém, este nao é o caso em geral. Veja, por exemplo, como sao as
bolas unitdrias fechadas dos espagos normados reais [ e [% e perceba como suas formas
contrastam fortemente com o que entendemos por uma “bola”:

Figura 1.1: Sp Figura 1.2: Sp2_

Nestes dois casos vemos que cada uma das bolas unitarias fechadas tem a forma de
um quadrado, de modo que suas respectivas esferas unitarias sao compostas de quatro
segmentos de reta. Assim, ambas as bolas nao sao “redondas” como poderiamos imaginar.

Neste primeiro capitulo estudaremos espagos normados cuja bola unitaria fechada é
“redonda”, no sentido de que sua esfera unitaria nao contém qualquer segmento de reta
nao-trivial.



1.1 Definicao e exemplos

No presente trabalho KK denotara o corpo R dos numeros reais ou o corpo C dos
nimeros complexos. A norma de um espaco normado X sobre K sera representada por
||l.]|. Os fatos e exemplos basicos de Andlise Funcional, que suporemos conhecidos, podem
ser encontrados no livro [11]. Além disso, também adotaremos a terminologia e as notagoes
deste livro.

No que se segue, By indicara a bola unitaria fechada do espaco normado X, isto
é, Bx = {z € X;|z|| < 1}, enquanto que Sx indicard a esfera unitdria: Sx = {z €

[¢]
X; |Jz|| = 1}. Em todo este trabalho, o interior de um conjunto C' serd denotado por C.

Definicao 1.1.1. Um espaco normado X é dito estritamente convexo se

sempre que x; € To sao pontos distintos em Sy e 0 <t < 1.

Geometricamente, a definicao nos diz que um espago normado é estritamente convexo
quando sua esfera unitaria nao contém nenhum segmento de reta nao-trivial. Realmente,
seja X um espago normado e considere (z1;x2) o segmento de reta aberto

{ter + (1 —t)zo; 0 <t <1} (21,220€ X) .

Se X ¢ estritamente convexo e x1,79 sao pontos distintos em Sy, entao pela definicao de
o

convexidade estrita, temos (z1;x2) CBy. Suponha reciprocamente que nenhum segmento
de reta nao-trivial estd contido ern Sx. Tome z1,x9 € Sx distintos. Dai, por hipotese,

algum ponto de (x1; z2) estd em BX Como By é convexa, todos os pontos de (z1; ) estao

em BX (a convexidade de By assegura que tBy + (1 —t) BXCBX para todo 0 < t < 1),
donde X ¢ estritamente convexo.

O conceito de convexidade estrita foi introduzido por Clarkson em 1936 (ver [6]) e por
Akhiezer e Krein em 1938 (ver [1]).

Vejamos alguns exemplos:

Exemplo 1.1.2. O corpo de escalares K, visto como um espago normado sobre K, é
estritamente convexo, trivialmente. Mais geralmente, todo espago normado cuja dimensao
¢ 0 ou 1 ¢ estritamente convexo.

Exemplo 1.1.3. Seja p uma medida positiva sobre uma o-algebra ¥ de subconjuntos
de um conjunto 2. Suponha que existam dois subconjuntos mensuraveis disjuntos A;
e Ay tais que 0 < p(A;) < 0o e 0 < u(Az) < oco. Sejam agora [4, e I, as fungoes
caracterfsticas destes conjuntos e ponha f; = pu(Ay) " a, , fo = p(As) Ha, , g1 = Ia,+14,
e go = Ia, — 14,. Temos que

Ji+ fo
2

=1
1

1l = 1 fells = '

3



g1+ 92
2

=1,

wmmzwﬂmz\

(e 9]

o que prova que os espagos Li(€2, 3, 1) e Loo(€2, 3, 1) ndo sdo estritamente convexos. Em
particular, os espacos [y e [, nao sao estritamente convexos.

Além disso, os espagos [7(IK™ munido da norma da soma) e [ (K" munido da norma
do maximo) nao sao estritamente convexos quando n > 1. Quando n = 1, [} e I} sdo
estritamente convexos pelo primeiro exemplo. Se 1 < p < oo, temos que L,(£2, 3, p) é
estritamente convexo. Para provarmos este fato, precisaremos de uma caracterizacao do
conceito de convexidade estrita que veremos na préoxima secgao.

Por hora, continuaremos com mais exemplos:

Exemplo 1.1.4. Sejam z; = (1,1,0,0,...) e x5 = (1,—1,0,0, ...) elementos de ¢y. Como
T+ 22
2

171]| 00 = l|22]]00 = = 1, vemos que 0 espago ¢y nao é estritamente convexo.

o0

Exemplo 1.1.5. Seja K um espaco de Hausdorff compacto possuindo pelo menos dois
elementos. Sejam ki e ko dois pontos distintos em K. O Lema de Urysohn garante a
existéncia de uma fungdo continua f; : K +— [0,1] tal que fi(k1) = 0 e fi(ks) = 1.
Considere agora fo a fungao constante igual a 1 definida em K. Como

)
(e 9]

1
L= il = Vel = 30+ 2

vemos que o espago C'(K) nao é estritamente convexo.

Com os primeiros exemplos dados, ficamos tentados a acreditar que todo espaco de
Banach estritamente convexo é reflexivo. O préximo exemplo mostrara que isto é falso
em geral. A construcao de tal exemplo é um pouco técnica mas também servird a nossos
propositos mais adiante. Vejamos isto:

Exemplo 1.1.6. O objetivo aqui é encontrar uma norma estritamente convexa equiva-
lente & norma original de ¢;. Assim, munido desta nova norma, ¢; serd um espaco de
Banach nao-reflexivo e estritamente convexo. Comecamos definindo, para cada inteiro
positivo m, a funcao
2+ mt
t) = — t>0).
flt) = 2 (2 0)

Temos entao que as funcgoes f,, satisfazem as seguintes propriedades:

(1) fm aplica [0,1] continuamente sobre [0,1], f,,(0) =0 e f,,(1) = 1;

(2) fm, fl, e f sao positivas em (0,00) e, em particular, f,, é estritamente crescente
em [0, 00);

(3) ——t < fm(t) < t sempre que ¢t € [0,1], com desigualdades estritas quando



(4) fin(sti+ (1 —s)t2) < sfm(t1) + (1 —s)fi(t2) sempre que ¢; ety sdo pontos distintos
de [0,00) e 0 < s < 1;

3
(5) [fml(t) = fu(te)] < max{f;,(t) ; 0 < ¢ < 1}ty — tof < Jfts — t2] sempre que
t1,te € [0, 1].
Considere {4,, ; m € N} uma colegdo de subconjuntos infinitos de N dois a dois

disjuntos cuja uniao é N e, para cada n € N, seja m(n) o indice m do conjunto A,, que
contém n. Seja

C= { (@) €05 Fuoy(Jan) < 1} .

Afirmamos que se (a,,) € C entao |a,| < 1 para cada n. De fato, se existisse ny € N tal
que |ap,| > 1, teriamos

me(n)ﬂan‘) > fm(no)(|ano‘) > fm(no)(1> =1 )

o que iria contradizer o fato de () € C'. Mostremos agora que C' é um conjunto fechado.
Com efeito, seja ((¢,,;))jen uma sequéncia em C' convergindo para algum elemento (c,) €
/1. Para cada j, temos que

men |an men |Cn| < Z|fmn |an fm(n)(|cn|)|
=S llensl = leall £ 5 S lens = el

IN

3
= 5lens) = (ea)llr -

Portanto, como ((c, ;));jen converge para (c,) € {1, segue que

Y iy (leal) = 1ijmz oy (len gl) <

donde (¢,) € C. Isto prova que C é fechado em ¢;. O conjunto C' também é convexo,
pois se (B,), (7n) € C'e 0 < s < 1 entao

me(n)(|sﬁn+<1_s)7n|> < men 8] 8| + (1 = 8)|7nl)

< Sz.fm(n)ﬂﬁnb 1_5 men |/7n =1,



donde s(5,) 4+ (1 — $)(7,) € C. Além disso, por defini¢ao, C' é um conjunto equilibrado.
Agora, note que By, C C, ja que dado («,) € By, tem-se

Como By, C C, temos que C' ¢ um conjunto absorvente. Portanto, como C' é um conjunto
convexo, equilibrado e absorvente, o seu funcional de Minkowski po é uma semi-norma
sobre /1. Afirmamos que p¢ é, na verdade, uma norma sobre ¢;. De fato, fixe x = (z,,) € {4
tal que po(x) = 0. Vamos provar que x = 0. Dado ¢ > 0, temos que = € eC' , ou seja,

— € (. Assim,
€

Tn

€

el
2¢

1Zme<n><

Ty 1
) o> -
€ ) - ; 2
ou seja,

]l < 2e.

Como € > 0 é qualquer, devemos ter x = 0, o que prova que pc é uma norma sobre ¢;.
Ponha ||z||, = pc(x) para cada = € ¢ e, quando munido desta nova norma, denotaremos
¢y por ¢,. Vamos mostrar que esta nova norma ¢ equivalente a norma original de ¢;.
Mais precisamente, vamos mostrar que

1
sllelh < llzll, < llzlh

para todo = € ¢;. Realmente, provemos a desigualdade da esquerda: fixe z = (x,) €
,\{0}. Seja s > 0 tal que z = (z,,) € sC, isto é, <x ) € C. Pela defini¢ao de C,

-
1
)=>25

Tn

S

1l
s 2

1> mem)(

Tn
S

ou seja,

el <
233'1_8.

1
Como isto vale para todo s > 0 tal que x € sC, segue que §H:c|]1 < po(z) = ||z

Vejamos agora a desigualdade da direita: tome x = (x,) € ¢;\{0} tal que ||z|; = 1.
Como By, C C, segue que |z|, < 1 = ||z|l;. Agora, tomando = € ¢;\{0} qualquer,

considere y = ﬁ € Sy,. Dai, [|y|l- <1 =y, o que nos da
1

e assim,



Por fim, verifiquemos que a nova norma ¢é estritamente convexa. Para tal, recorde que
por propriedade do funcional de Minkowski temos

{xel;||z|, <1}cCc{zet; |z <1}.

Além disso, como as normas sao equivalentes e C' é fechado na norma original, C' também
¢ fechado na nova norma. Portanto, C' = By, .. Agora, suponha que (3,) e (7,) sejam

1 ,
elementos distintos em Sy, . Considere (p,) = 5((ﬁn) + (7n)). E suficiente achar um

ntimero real a > 1 tal que a(u,) € C, pois isto implicard [|a(u,)||- < 1 e assim teremos
||(pn) |l < 1. Seja entao ng € N tal que B, # Vn,. Dal,

1 1
<§|Bn0|+§|'7no| ou |ﬁno|7é|’7no|'

1
'5 (ﬁno + ’yno)

Com efeito, se
1

= §(|ﬁno‘ + |7n0|) € ‘ﬁno| = h/no‘ )

1
' 5 (ﬁno + ’}/no)

entao

= ‘ﬁno‘ = |P)/TL0| ’

1
'5 (ﬁno + 7n0>

um absurdo pois K ¢é estritamente convexo. Logo, uma das duas primeiras desigualdades
abaixo ¢ estrita:

D fmw () = i ('%(ﬁwr%)

n

1 1
) <3 fuio (3150 + 51001
1 1

Sendo assim, Z finn)(|1n]) < 1. Dai, sup |u,| < 1. De fato, se existisse ng € N tal que

n
|ttng| > 1, entao terfamos

me(n)(|un|) > fm(no)(|uno|) > fm(no)(l) =1,

o que seria uma contradigao. Como sup |u,| < 1, podemos escolher a > 1 tal que
n

sup |ap,| < 1. Além disso,

< Sllatan) = ()l = 5= DGl

> iy (lapl) = Frniy (1))

e assim,

<

NN GV

> Frwlas]) (@ =Dl Gl + D fonioy (l1a]) -

7



Como

n

podemos escolher a > 1 tao proximo de 1 para que tenhamos

<1,

> iy (lapin])

o que nos da a(u,) € C. Com isso, vemos que {7, é estritamente convexo.

Observagao 1.1.7. O argumento acima mostra que se (ay,) € {1, e Z Jinny)(Jom|) < 1

n
entdo ||(a,)||» < 1. Usaremos este fato em um exemplo posterior.

1.2 Propriedades
Vejamos agora algumas caracterizacoes de convexidade estrita. Talvez a mais trivial
seja a seguinte

Proposicao 1.2.1. Todo espaco normado que € isometricamente isomorfo a um espaco
normado estritamente convexo € estritamente convexo.

Demonstragao: Decorre do fato de que a convexidade estrita é uma propriedade métrica.

Agora, algo um pouco mais interessante:

Proposigao 1.2.2. Seja X um espaco normado. Sdao equivalentes:

(a) X € estritamente convexo;

(b) o —5952 < 1 sempre que ||z1]| = ||za]| =1 € 21 # 2,
(¢) S6 ocorre ||z1 + 22| = ||z1]] + ||x2]| quando um dos dois vetores é um mailtiplo real

nao-negativo do outro.

1

5 na defini¢ao de convexidade estrita.

Demonstracao: (a)=(b): Basta por t =

(b)=(c): Suponha que 1, s € X sdo tais que |1 + 3| = ||z1||+ ||z2||. Podemos assumir
que sao ambos nao-nulos e que 1 = ||z, || < ||lz2|. Ponha y = |25~ z,. Entao,

2

v

|21 + yll = |21 + ||zl 7 2o|| = |21 4 22 — 22 + [J22]| 7 2]
= |loy + 25 — 2o(1 — |22 DI 2 |21 + 22| — [J22]|(1 = [z~

= Nzl + ol = flz2ll +1 =2



1ty

Logo, '

H = 1. Por (b), temos que z; = y, donde x; = ||z L zs.

(c)=-(a): Sejam x1,xy € Sx tais que x; # 5. Em particular, nenhum desses dois vetores
¢ um multiplo real nao-negativo do outro. Dali, ||z; + xa|| < ||z1]| + [Jz2]] = 2, 0 que nos
da T+ X9
2

o
< 1. Vemos entao que o ponto médio do segmento (z1;x2) pertence a By.

(0]
Como By é convexa, o segmento inteiro (z1;xs) esta contido em Bx. Isto nos diz que X
¢ estritamente convexo. L]

Exemplo 1.2.3. Usando a proposicao anterior podemos mostrar sem dificuldades que se
1 é uma medida positiva sobre uma o-algebra ¥ de subconjuntos de um conjunto €2 # &
el < p < oo, entao Ly(2, %, p) é estritamente convexo. Realmente, dadas f1 # fo em
Sr,@.5, temos que nenhuma dessas duas fungoes ¢ um miltiplo real nao-negativo da
outra. Logo, a desigualdade de Minkowski neste caso é estrita (ver [13], pdg 63, Teorema

3.5): ’

Em particular, sao estritamente convexos os espagos normados £, e {7, com n € N e
1 <p<oo.

fi+ fa
2

1 1
< 5l + 50 fallo = 1.

p

Proposicao 1.2.4. Um espaco normado X € estritamente convexo se e somente se cada
ponto de Sx € um ponto extremal de Bx.
Demonstracao: (<) Segue imediatamente da definigao.

(=) Se xyp € Sx nao é um ponto extremal de By, existe uma combinagao convexa nao-
trivial de elementos de Sx que déa zg, digamos g = tx; + (1 — t)xy com z1,29 € Sx €
0 <t < 1. Com isso, X nao é estritamente convexo.

Para a préxima caracterizacao, precisaremos recordar a seguinte

Definicao 1.2.5. Seja A um subconjunto de um espaco normado X. Dizemos que
r* € X*\{0} é um funcional suporte para A se existe xy € A tal que Re x*(zg) =
sup{Re z*(z); x € A}. Neste caso, dizemos que zq é um ponto suporte de A, que o
conjunto

H={z € X; Re z"(x) = Re 2" ()}

é um hiperplano suporte para A e que o hiperplano H suporta A em xq.

Lema 1.2.6. Se H é um hiperplano suporte para um subconjunto A de um espago normado
X, entao HN A= @.

Demonstracao: Sejam z* € X*\{0} e 2y € X tais que
Re 2"(x¢) = sup{Re z*(z); = € A}
H={zeX; Rex"(z) =Re 2" (xg)} .
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Suponhamos que exista y € HN A Entao, Re z*(y) = Re x*(x¢). Seja x; € X tal que
Re z*(z1) = 1 (recorde que todo funcional linear ndo-nulo é sobrejetivo). Como y € 121,

existe 0 > 0 tal que y + dx; E,(ZL Logo,
Re 2" (x9) > Re 2*(y + dx1) = Re 2™ (x9) + dRe 2" (21) = Re 2" (z0) + 6 > Re 2™ (z0) ,
um absurdo. U

Teorema 1.2.7. Um espa¢o normado X € estritamente convexo se e somente se cada
hiperplano suporte para Bx suporta Bx em um unico ponto.

Demonstracao: Suponha que X ¢ estritamente convexo. Seja H um hiperplano suporte

para By. Entao, H N Bx C Sx uma vez que HN BOX: & (lema anterior). A convexidade
de H e de Bx garante que HNBx ¢é convexo. Dai, se HN By contém dois pontos distintos,
entao deve conter todo o segmento que os une, o que nao é possivel ja que HNBx C Sx e
X ¢ estritamente convexo. Reciprocamente, suponha que X nao é estritamente convexo.
Entao existem x; # x5 em Sy tais que

{t$1+(1—t)l'2; OStSl}CSX

Chame este segmento de C'. Como consequéncia do Teorema de Separagao de Hahn-
Banach(ver [12], Teorema 3.4), existem x* € X*\{0} e r € R tais que Re z*(z) > r para
cada x € C e Re 2*(z) < r para cada © € Bx. Em particular, Re *(x1) = Re a*(z3) = 7.
Logo,

{zeX; Rez"(x) =r}

¢ um hiperplano que suporta Bx em x; € em 5. O

Observacao 1.2.8. Tem-se que x* € Sy« suporta Bx em algum ponto zy € Sx se e
somente se Re x*(z9) = 2*(x9) = 1. De fato, primeiro provemos duas afirmagoes tteis:

(1) sup |z*(y)| = sup |Re 2"(y)|:
yEBx yeBx

Com efeito, para cada y € By, escreva z*(y) = |2*(y)|e"™, para algum t, € R.
Agora, note que 0 < |z*(y)| = x*(y)e " = z*(e"vy)= Re x*(e "vy). Dali,

sup 2" (y)| < sup Re 2" (e”"™y) < sup [Re 2"(y)|,
yeBx yeBx yEBx
o que nos da
sup [z7(y)| = sup [Re 27 (y)] .
yEBx yEBx
(2) sup [Re z*(y)| = sup Re 2" (y):
yeEBx yeEBx
Como By ¢é simétrica, temos que y € Bx se e somente se —y € Bx. Dali, como
Re z*(y) > 0 ou Re z*(—y) > 0 para cada y € By, segue que

sup |Re z*(y)| = sup Re z*(y) .
yEBx yEBx
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Agora, suponha que z* € Sy« suporta By em x5 € Sx. Temos entao

Re x*(x9) = sup Re z*(y) = sup |Re 2*(y)| = sup |z*(y)| = ||z"|| =1 .
yeEBx yeBx yEBx

Como |z*(zo)| < 1 segue que x*(z9) = 1 = Re x*(xy).
Reciprocamente, suponha que Re z*(x¢) = 2*(x¢) = 1. Entao, vale

Re 2™(wo) = 2% (w) = 1 = ||2”|| = sup |27(y)| = sup |[Re 2"(y)| = sup Re 2*(y)

yEBx yeBx yEBx

e assim,

Re x*(z9) = sup Re z*(y) .
yEBx

O teorema anterior e a observagao acima nos dao o seguinte

Corolario 1.2.9. Seja X um espago normado. Sao equivalentes:

(a) X € estritamente convezo;
(b) Nenhum x* € Sx« suporta Bx em mais de um ponto;
(¢) Para cada x* € Sx~, existe no mdzimo um x € Sx tal que Re x*(x) = 1;

(d) Para cada x* € Sx~, existe no mdzimo um x € Sx tal que x*(x) = 1.

Agora, veremos caracterizacoes de convexidade estrita envolvendo subespacos:

Proposicao 1.2.10. Se um espaco normado € estritamente convexo entdo o mesmo vale
para cada um de seus subespacos.

Demonstracgao: Segue imediatamente do fato de todo subespaco vetorial ser convexo e
de que By = Bx NY, para todo subespaco Y C X. O

Proposicao 1.2.11. Um espagco normado X € estritamente convezo se e somente se cada
um de seus subespacos bidimensionais sao estritamente converos.

Demonstragao:(=) Segue da proposi¢ao anterior.

(<) Suponha que X nao é estritamente convexo. Entao existem x; # x5 em Sx tais

que 5(3:1 + x9) € Sy. Se existisse um escalar « tal que 7 = axg, entdo 1 e « seriam

1
escalares distintos com valor absoluto 1 tais que 5(1 + «a) também teria valor absoluto

1, contradizendo o fato de K ser estritamente convexo. Logo, x; e x5 sao linearmente
independentes, donde [z1, z5] é um subespaco bidimensional de X que nao é estritamente
convexo. U

Logo apds discutirmos a convexidade estrita em subespagos vem a nossa mente a
questao: sera o quociente de um espaco estritamente convexo também um espago estrita-
mente convexo? Contrariando as expectativas, a resposta é negativa mesmo em espagos
de Banach. O préximo exemplo, referente a essa situagao, é devido a Victor Klee.
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Exemplo 1.2.12. Relembremos algumas partes da construcao do espago de Banach es-
tritamente convexo e nao-reflexivo ¢; , dada no Exemplo 1.1.6:

(i) A propriedade (3) das fungoes fi,: % t < f(t) <t para cada t € [0, 1], com
m

desigualdades estritas quando ¢ € (0, 1);

(ii) A definicao dos conjuntos A,,: para cada m € N, A,, é um subconjunto infinito de
N tal que A,, N A,, = @ quando m # n e U A, =N;

meN

(iii) A definicao de C': C' = { () € 4y ; me(n)(|an‘) < 1};

(iv) Se (ay) € C entao |a,| < 1 para cada n;

(V) C = B‘el,r;

(vi) |[(am)|l» < 1 sempre que (av,) € €1, € Z Jmm) (lan]) <1

n

Seja agora Y qualquer espaco de Banach separavel nao estritamente convexo; por

o
exemplo, ¢y ou ¢1. Tome D um subconjunto contével e denso de By e considere g uma
fungao de N sobre D tal que g(A ) C

» — Y pela
expressao T'((a,)) Z ang(n). Note que T' estd bem definida pois

> langm)ll =3 laallgm)ll < D lawl = ll(aw)ll < oo

n n

Além disso, T é claramente linear. Mostraremos agora que T aplica a bola unitaria
aberta de ¢, , sobre a bola unitdria aberta de Y. Para isto, primeiramente mostraremos
que T(C) C By. Seja («,) € C. Entao,

1T ()l =

<3 Jaulllg(n)

IN

Z(Z|%HJ Z(Zﬁ#%)

m neA neA

= me(n)(|an|) <1

Assim, T'(C') C By. Note que isto também mostra que 7' ¢ limitado pois C' = By, .

Sejam agora Uy, . e Uy as bolas unitarias abertas de £y, e Y respectivamente. Mostra-
remos que Uy C T'(U,,). Fixe y € Uy. Como |2y|| < 2, as bolas abertas de raio 1
centradas em 2y e a origem se intersectam (em y por exemplo), donde existe d; € D tal
que |2y — di]] < 1 ( pois D ¢é denso em Uy). Como |4y — 2d;|| < 2, existe dy € D
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tal que [[4y — 2d; — da]] < 1. Como ||8y — 4d; — 2ds|| < 2, existe d3 € d tal que
|8y — 4dy — 2dy — ds|| < 1. Continuando este processo, obtemos uma sequéncia (d,,) C D
k

tal que ||y — Z 27"d,|| < 27, para cada k > 1, donde y = Z 27"d,. Para cadan € N

n=1 neN
existe m(n) € N tal que d,, = g(m(n)). Dai,

y=>2"dy =Y 27"g(m(n) =D mg(n) =T((m)) ,

neN neN neN

onde
27 se n=m(n)
T 0 se n# m(n)

Segue entao de (i) que me(n)(‘%D < ZQ’" = 1, donde (v,) € U,,. Com isso,

neN neN
y = T((v)) € T(Uy,,). Isto prova que Uy C T(Up,,). Como T é linear, temos que

rUy C T(rU,,,) para todo r > 0, e assim, T'(¢;,) = Y. Portanto, T é linear, continua
e sobrejetiva entre os espacos de Banach /¢, e Y. Assim, 7' é uma aplicacao aberta.
Como Uy C T(U,,,) C By e T(Uy,,) é aberto, temos T'(Uy, ) = Uy. Pelo Teorema
dos Isomorfismos para Espacos de Banach (ver [11], pdg 56, Teorema 1.7.14), existe um
isomorfismo S de ¢, ./ Ker T sobre Y que satisfaz T = Som, onde 7 é a aplica¢do quociente
de 4y, sobre ¢y ,/Ker T. Seja Uy, . /Ker T a bola unitaria aberta de ¢,,/Ker T. Entao,
m(Up,) = Us . /Ker T. Como T(Uy,,) = Uy, segue que S(Uy,,/ker 7) = Uy. Dai, S ¢é
um isomorfismo isométrico de ¢ ,/Ker T sobre Y. Assim, embora /; , seja estritamente
convexo, o espago quociente ¢1,./Ker T nao o é.

Apesar de um espago quociente de um espago estritamente convexo nao ser necessari-
amente estritamente convexo, as somas diretas satisfazem o que é esperado. De fato, vale
0 seguinte

Teorema 1.2.13. Suponha que X1, ... , X,, sao espacos normados. Entao, X1 ® ... X,
¢ estritamente convezro se e somente se cada X; € estritamente convezo.

Demonstragao: Podemos assumir que n = 2 pois (X;®...& X _1)® X é isometricamente
isomorfo a X1®...& Xy (2 < k < n) e inducao finita nos dé o caso geral. Usaremos também
o fato de /3 sobre R ser um espaco normado estritamente convexo. Suponha inicialmente
que X; (ou X3 ) ndo seja estritamente convexo. Dai, como X; @ X, possui um subespago
isometricamente isomorfo a X;( ou a X5 ), segue que X; @ X3 nao é estritamente convexo.

Reciprocamente, suponha que X; e X5 sdo estritamente convexos. Sejam (z1, x2) e (Y1, Y2)
. 1
elementos distintos de Sx,gx,. Vamos mostrar que 5(901 + Y1, T2 + y2) < 1,0 que
X19X2
concluird a demonstracao. Primeiro, note que como (x1, xs), (y1,%2) € Sx,ax,, Segue que

(el 22llx,) 5 (vl vellx.) € Seg :

Para simplificar a escrita, omitiremos o espaco na notagao da norma, isto é,
lz5llx; = Nl s llyillx, = llysll (L <5 <2).
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Observe que se [lz1[| # [[ys[| ou [[z2]| 7 [ly2l, vale:

2

1 1 2\ 2
"5(331 TyLr2 )| = "5(331 +y)|| + ”§(x2 +42) )
1 1
= |lglze+wll llze + 20| < 5zl + ol 2ol + lly2)
2 2
1
= (|5 Wzl llz2ll) + Clall: fly2) 1)) <1
2
pois ([[z1] , llz2ll) s (lyall s ly2]]) sdo pontos distintos de Syz (lembre que estamos supondo
21|l # |yl ou ||z2]| # |ly=||) e €3 sobre R é estritamente convexo. Podemos entao supor
que ||z1]| = [|va]] e ||z2|| = ||ly2|l. Também podemos supor sem perda de generalidade que
1 1
1 # y1. Entao, 5(951 +y1)|| < 5(”331” + ||y1]]) pela convexidade estrita de X;. Logo,

1

2

(21 + Y1, 22 + ¥2)

1
5 Uz + il llz2 + gell)

|

2

< = (Il llz2lDll2 = 1,

1
5 Uzl + llyalls llz2ll + Tlyall)
2

t

o que conclui a demonstracao.

O resultado anterior pode ser estendido a somas diretas infinitas enumeraveis. Para
mostrarmos este fato, precisamos do

Lema 1.2.14. Seja (X,,) uma familia contdvel de espagos normados. Considere o con-
gunto X = {(z,) € [T X0 ; D |znl]? < 0o} munido das operagoes () + (Yn) = (Tn + Yn)
ANzn) = Az) e (@) = (O |lzall?)2 . Entdo, X é um espago normado e cada X,
¢ isometricamente isomorfo a um subespaco fechado de X. Além disso, se cada X, € de
Banach entao X é de Banach e, se cada X,, € reflexivo entao X € reflexivo.

O espago de Banach X definido acima é dito a fy-soma da familia (X,,) e é frequente-
mente denotado por (D X,,),.

Demonstragao: E f4cil verificar que X é um espaco vetorial quando munido das operacoes
1
definidas acima. Verifiquemos que ||(z,)|| = (3 ||#n]|*)2 ¢ de fato uma norma para X:

o l(zn)ll =0 (zn) =

(0) ;
o Azl = (X IAzal?)2 = (S llzal®)z = Izl 5

1 1
o [[(zn) + (wa)ll = (Cllzn + 3ll®)2 < QUl2nll + 9al)*)? < @)l + [1(yn)]l , onde
a primeira desigualdade decorre da desigualdade triangular nos espacos X,, e a
segunda da desigualdade triangular no espaco 5.
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Suponhamos cada X,, de Banach. Agora, seja (*)),cn uma sequéncia de Cauchy em X
e escreva xF) = (:c%k))neN para cada k € N. Dado € > 0 existe ky € N tal que k,1 > ko

implica ||z — 20| < ¢, ou seja,

(z e —x%>ll2> ce (o

sempre que k, [ > ky. Assim, Hx%k)—ng)ﬂ < eparacadan > 1, sempre que k,l > k. Como
cada X,, é completo, segue que para cada n > 1 existe z,, € X,, tal que x,, = klim :cff) (na
norma de X,,). Ponha z = (71,5,...) . Vamos mostrar que v € X e x*)
X quando k — oco. Realmente, como (z®)),cy é de Cauchy, existe C' > 0 tal que

1
|z®]|| < C para todo k € N, isto é, (Zn|’x£zk)H2>2 < C, para todo k € N. Logo,

— I eIm

1
m 2
(Z ||x,(f)||2> < (', para todom > 1 e todo k > 1. Fixando m > 1 e fazendo k — oo ,
n=1

NI

m 2
obtemos <Z ||:L‘n||2> < C. Fazendo m — oo , vem (> [|z,]|*)2 < C', donde (z,,) € X.
n=1

m 2
Agora, por (x), temos que <Z |z — xg)||2> < €, para todo m > 1 e todos k,l > k.

n=1

m 2
Fixando m > 1, k > kg e fazendo | — oo , obtemos <Z |z — xn||2> < e. Portanto,

n=1

mantendo fixado k > kg e fazendo m — oo , vem <Zn Hx%k) - :cn|]2> P <, isto 6,

|2® — 2| <€ sempre que k >k .

Assim , 2¥) — z em X quando k — oo , donde X é completo.

Mostremos agora que cada X, é isometricamente isomorfo a um subespaco fechado de
X:

Para cada n > 1, ponha X! = {(z,,) € X; 2, =0 ¥Ym # n}. Cada X/, é subespago
fechado de X. De fato, X! é claramente um subespaco de X e, se (0,0,0,...,2%).0,0,...)
é uma sequéncia em X/ ( com z® na n-ésima coordenada ) tal que [[(0,...,2*) 0,...) —
(21,22, ...)|| — 0 entdo, pela defini¢do da norma de X segue que x,, =0 ¥Ym # n , o
que mostra que X/ é fechado. Agora, mostraremos que X, é isometricamente isomorfo a
X, (n >1). De fato, considere a aplicagdo z € X,, — (0,0,...,0,2,0,0,...) € X! , a qual
¢ obviamente linear ¢ bijetiva. Como ||(z,)] = (X ||za]?)2 = (||z]|2)2 = ||z|| para todo
(z,) =(0,0,...,0,2,0,0,...) € X, vemos que ela é uma isometria.

Por fim, vamos mostrar que se cada X, é reflexivo, entao X é reflexivo. Para isto,
antes precisamos construir um isomorfismo isométrico entre

(%),

15



S
2
o que faremos da seguinte maneira: Para cada (z}) € (3 X))y defina fr-((2n))

Yoz (xy) ((2,) € (D2 Xn)2 ). Note que f(,:) esta bem definida para cada (z};,) € (3 X;r),

pois
Dl < Q)2 (3 )2 = )l
para todo (z,) € (3 X,)2 . Como f(,x) é claramente linear, segue que f,-) € (3 X,)5 e
[ famll < I
Considere a aplicagao linear @ : (z},) € (3 X;)2 — fx) € (3 X,)5. Como

QU < I ()]

para todo (z7) € (D X)s , segue que @) é continua. Agora, basta mostrar que @ é
sobrejetiva e que vale [[(z2)|| < ||Q((x%))]] para todo (x) € (> X*)s. Seja

n

Im = X = (O Xn)a

o isomorfismo isométrico dado por ¢,,(x,,) = (0,0, ..., 2,,0,0,...) (x,, na m-ésima coor-
denada). Tome h € (> X,,)5 e defina 2 = hog, € X (n > 1). Observe que

() = Y an(an) = Y hogalza) = Y hlgn(wn)) = h((za)) ,

para todo (z,) € (D X,)2 , donde h = fx) = Q((«})). Isto mostra que @ é sobrejetiva.

n

Mostremos que [|(27,)|| < |Q((27))] , para todo (z7) € (32 X7)z. Fixe (27) € (32 X))o
e t > 1. Podemos supor (z%) # 0. Para cada n, seja x, € Sy, tal que

*

[

() >
) > 1

Entao,

oMl < ol (wn) = ¢ 32 a7 (1l ln)

Cll5 )

Ic]ly

= ey ((lzgllzn)) < U] fan)

=t fanllll@)I

1
donde || fix) = ;H(xﬁ)” Fazendo t — 17, obtemos ||Q((z%))| = | fiaz)

Como existe um isomorfismo isométrico entre

(%),
(%),

> (@Il

aplicando-o duas vezes obtemos

o (T - (2),
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Supondo também cada X, reflexivo, vale

<ZX;*)2 - <ZX")2 ~—X.

Portanto, valem as seguintes identificagoes, feitas através de isomorfismos isométricos

X (S0 = (S ), = (£ ), =%

Como a composicao desses isomorfismos isométricos coincide com a imersao canonica de
X em X™*, segue que X € reflexivo. Isto conclui a demonstragao do lema. [

Observacao 1.2.15. Usaremos a reflexividade da fy-soma de espacos reflexivos apenas
no capitulo 2.

Teorema 1.2.16. Seja (X,,) uma familia contdvel de espagos normados. Entdo, a l3-
soma (Y X,), € um espaco normado estritamente convero se e somente se cada X; €
estritamente convexo.

Demonstracao: (=) Novamente segue do fato de cada X; ser isometricamente isomorfo

a um subespaco (fechado) de (3> X,,),.

(<) Ponha X = () X,), e sejam (x,), (y,) dois elementos distintos de Sx. Vamos
mostrar que

Primeiro, observe que ([z.])), (lyall) € Se. pois X[zl = 1 = ¥ lyall®. Agora, se
Jall # lyall para algum n, ou seja, se (7, ) # (lyall), temos

‘ - <Z ) TERH)

2
pois {5 é estritamente convexo. Podemos entdao supor que ||z,| = ||y.| para cada n.
Como (x,) # (yn), existe m € N tal que z,, # y,,. Em particular, vemos que z,, nao
¢ um multiplo real nao-negativo de y,,. Dai, como X,, é estritamente convexo, vale a
desigualdade triangular estrita, ou seja,

(#n) + (Yn)
2

<

(zn) + (yn)
2

Tn + YUn

<1
2 Y

2 2

< HM

Tm + Ym 1
T < Z(lem D .
s <l + gl
Portanto,
(@n) + @) || _ || Uza +galD || _ |l Qlall + llyall) <1,
2 2 ) 2 5
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1.3 Aplicacao ao problema da melhor aproximacao

Nesta secao obtemos uma caracterizacao dos espacos normados estritamente convexos
que afirma serem eles exatamente aqueles espacos que satisfazem a propriedade de unici-
dade de minimizacao de distancias em subconjuntos convexos e nao-vazios do espaco todo.
E neste sentido que usaremos o termo “melhor aproximacao”. Mostraremos também que
se 0 espaco normado estritamente convexo for reflexivo, entao a compacidade fraca de By
nos da a existéncia de tal minimizacao, porém quando o subconjunto convexo e nao-vazio
em questao também for fechado. Para esclarecer, comecaremos com trés defini¢oes:

Defini¢ao 1.3.1. Um subconjunto nao-vazio A de um espago métrico (M, d) é um con-
Junto de unicidade se para todo elemento x € M existe no maximo um elemento y € A
tal que d(x,y) = d(z, A) = inf{d(x,t);t € A}.

Defini¢ao 1.3.2. Um subconjunto nao-vazio A de um espago métrico (M, d) é dito um
conjunto de existéncia ou um conjunto proximal se para cada x € M existe pelo menos
um y € A tal que d(z,y) = d(z, A) = inf{d(z,t);t € A}. Neste caso dizemos que y é uma
melhor aprorimacao para x em A.

Definigao 1.3.3. Um subconjunto nao-vazio A de um espago métrico (M, d) é um con-
Junto de Chebyshev se para cada x € M existe um tnico y € A tal que d(z,y) = d(x, A) =
inf{d(z,t);t € A}, ou seja, A é tanto um conjunto de existéncia quanto um conjunto de
unicidade.

Teorema 1.3.4. Seja X um espagco normado. Sao equivalentes:

(a) X € estritamente convezo;
(b) Todo subconjunto convexo e ndao-vazio de X é um conjunto de unicidade;

(¢) Todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de X é um conjunto de unicidade;

Demonstracao: (a)=-(b): Suponha X estritamente convexo, considere C' um subcon-
junto convexo e nao-vazio de X e tome xy € X. Mostraremos que nao podem existir dois
ou mais pontos de C' mais proximos de xg, ou seja, que nao podem existir duas melhores
aproximacoes para xo em C. Observe que como y € C' é uma melhor aproximacao de x
em C' se e somente se y— 1z € uma melhor aproximacao de 0 em C'—xy, podemos supor que
zo = 0. Também podemos supor que d(0,C') > 0. Além disso, ap6s multiplicarmos todos
os pontos de C' por uma mesma constante positiva, podemos assumir que d(0,C) = 1.
Suponha que ¢; e ¢z sdo pontos de C' mais préximos de 0. Entao, ||c1|| = ||c2|| = 1, donde
{ter+ (1 —t)eg ; 0 <t <1} C CNByxy C Sx. Como X é estritamente convexo, segue
que ¢; = ¢o, 0 que mostra que C' é um conjunto de unicidade.

(b)=(c): E claro.

(¢c)=(a): Suponha que X nao é estritamente convexo. Entdo, existe um segmento nao-
degenerado em Sy da forma {tz; + (1 —t)ze ; 0 < ¢ < 1} (z1 # x2). Este segmento
de reta é um subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de X tal que cada um dos seus
infinitos pontos distam 1 da origem. Isto mostra que nao valendo (a), nao vale (c). O

Para demonstrarmos um corolario importante deste teorema precisamos recordar a
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Proposicao 1.3.5. Seja X um espago normado. Se (x;)ie; C X € uma rede que converge
fracamente para x € X entao
Joll < lim inf ||z -
7

Demonstracao: Podemos supor = # 0. Seja x* € Sx- tal que z*(z) = ||z||. Temos entao
||z|| = lim |z (z;)|. Para cada € > 0, existe ig(€) em I tal que ||z| —e < |z*(x;)| < ||z,
desde que i > iy(€). Portanto, ||z|| < liminf ||z;]]. O

Corolario 1.3.6 (Mahlon Day). Se um espa¢o normado X € estritamente convexo e
reflexivo, entao cada um dos seus subconjuntos convexos, fechados e nao-vazios € um
conjunto de Chebyshev.

Demonstracao: Seja C' C X um subconjunto nao-vazio, convexo e fechado e tome
zo € X. Existe (y,) C C tal que lim ||y, — zo|| = d(xp,C). Como (y,) é limitada e X é

reflexivo, existe uma subsequéncia (yny) que converge fracamente para algum yq (ver [11],

pag 251, Corolério 2.8.9). Como C' é convexo e fechado, C' é fracamente fechado. Logo,

Yo € C. Agora, note que d(zo, C) < |lyo — wo|| < liminf ||y, — 20| = d(0, C), donde yo
j

¢ uma melhor aproximagao para zp em C' (a segunda desigualdade decorre da proposigao
anterior). Como X ¢é estritamente convexo, segue entao do teorema anterior que C' é um
conjunto de Chebyshev. U

Observacao 1.3.7. Na demonstracao do corolario anterior, vimos que se X é um espago
normado reflexivo entao todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de X é um con-
junto de existéncia.

Reciprocamente, vale o seguinte resultado:

Teorema 1.3.8. Seja X um espagco de Banach. Se todo subconjunto convexo, fechado e
nao-vazio de X ¢ um conjunto de existéncia, entao X é reflexivo.

Demonstragao: Podemos supor, sem perda de generalidade, que X é um espaco real.
Seja f € X* e considere o conjunto C = {z € X ; f(z) = |/ f]|}, o qual é convexo, fechado
e ndo-vazio. Se mostrarmos que existe zg € CNBx, o Teorema de James(ver [11], pag 262,
Teorema 2.9.4) nos garante que X é reflexivo, jd que f € X* é arbitrario. Da hipétese, C'
¢ um conjunto de existéncia, o que equivale a dizer que C possui um elemento de norma
minima. Seja xqg € C' um tal ponto. Afirmamos que xq € By; realmente, suponha que
seja ||xo]| > 1. Como

If]l = sup f(y) .

yEBx

podemos escolher y € By, ||y|| < 1 tal que f(y) > ’;‘ﬂ;‘, donde f(||zolly) > || f||- Dai,
To
escolhendo 0 < ¢ <1 tal que

f(ellzolly) = ef (lwolly) = IIf1I

vemos que c||zglly € C e || c||zolly || < ||xo||, uma contradicao. O
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Observagao 1.3.9. Um resultado de Jorg Blatter de 1976 (ver [5]) garante que um espago
normado é completo se todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio do espaco tem um
elemento de norma minima, isto é, se todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio é
um conjunto de existéncia. Logo, se X for um espaco normado no qual todo subconjunto
convexo, fechado e nao-vazio for um conjunto de existéncia, o teorema anterior nos diz
que X é reflexivo.

Combinando esta observacao, o teorema 1.3.4 e o corolario 1.3.5 obtemos a demons-
tracao do seguinte
Teorema 1.3.10. Um espago normado X € estritamente convexo e reflexivo se e somente

se cada subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de X é um conjunto Chebyshev.

Este importante teorema da Teoria de Aproximacao , que caracteriza os espagos nor-
mados estritamente convexos e reflexivos, ¢ muitas vezes chamado de Teorema de Day-
James.

Ja vimos que se X é um espaco normado estritamente convexo e M C X é um
subespago fechado entdo o quociente X /M nao necessariamente é estritamente convexo.
Porém, se M for também um conjunto de existéncia, entao o resultado é verdadeiro.
Temos o seguinte

Teorema 1.3.11. Suponha X wum espaco normado estritamente convexo e M C X um
subespago que € congunto de existéncia. Entao X/M é estritamente convexo.

Demonstragao: Note que o fato de M ser um conjunto de existéncia implica que M ¢é

fechado: de fato, tome y € M. Como M ¢é um conjunto de existéncia, existe x € M tal

que ||y — || = inj\f4||y —z|| =0, donde y = v € M. Sejam agora x + M e y + M dois
ze

elementos de Sx/y;. Recorde a definicao da norma quociente:
|z + M| = inf ||z — z||
zeM
Como M ¢é conjunto de existéncia, existem z, e z, em M tais que

L= o+ M| = inf o= 2] = o — 2]

1= M| = inf ||y — z|| = ||y — .
ly + M| = inf fly =2 =[ly — 2|
Dai, z — 2, e y — 2z, estao em Sx. Como X ¢ estritamente convexo, segue que

Itz —z) + (1 —=t)(y—2,)| <1 (0<t<1).

Logo,
[tz + M)+ (1 =)y + M) <[[i(z —z)+ A=)y —2z)[l <1 (0<t<1)

e X/M é estritamente convexo. U
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Capitulo 2

Espacos Uniformemente Convexos

No capitulo anterior, vimos que um espago normado ¢é estritamente convexo se e so-
mente se todo segmento de reta nao-trivial com extremos na esfera unitaria possui seu
ponto médio no interior da bola unitaria fechada. Naquele momento, nao questionamos
quao distante da esfera unitaria tal ponto médio estd, se escolhemos inicialmente um
tamanho minimo para o segmento de reta que une os dois pontos. Veremos mais adi-
ante que ¢é possivel que um espaco normado X seja estritamente convexo e que existam
sequéncias (z,) e (y,) em Sy tais que a sequéncia (||z, — y,||) é limitada inferiormente

1
i(xn + y,)|| = 1. Quando isto nao ocorre, dizemos que

por uma constante positiva e sup
n

o espaco normado X ¢é uniformemente convexo.

2.1 Definicao e exemplos

Definigao 2.1.1. Seja X um espago normado. Defina uma fungao dx : [0,2] — [0, 1]
pela férmula

ot =it {1 S n| s nvese ooz e x20)

e pela férmula

0 se e=0
5X(€)_{1se()<e§2 se X ={0}.

Dizemos que dx é o mddulo de convezidade de X. O espaco X é uniformemente convexo
quando dx(€) > 0 sempre que 0 < € < 2. Equivalentemente, um espago normado X
¢ dito uniformemente convexo se para cada 0 < ¢ < 2 existe 6 = d(e) > 0 tal que
|3(z +y)|| <1—6, sempre que z,y € Sx e [lz — y|| > e

Suponha que X # {0} e sejam 0 < e, < ¢;. Pela definicao, dx(e2) < 1 — [|3(z + y)||
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para cada z,y € Sx tais que ||z — y|| > €. Como € > €5, em particular vale

1

Sx(es) <1 "5(“;»“

para cada x,y € Sx tais que || — y|| > €. Portanto, dx(e2) < dx(€1), donde vemos que
0x(€) é uma funcao nao-decrescente de € tal que dx(0) = 0. Além disso, é claro que se M
¢ um subespaco de X ent@o dy(€) > 0x(€) para cada 0 < e < 2.

Por fim, se X é um espaco real unidimensional, entao

0 se e=0
5X(€)_{ 1 se 0<e<2.

Exemplo 2.1.2. Se X é um espago de Hilbert, entao X é uniformemente convexo munido
da norma que provém do produto interno. De fato, a Lei do Paralelogramo nos diz que

2 2

r+y|” 1 2 9 T—y
=5l + yl®) - || =5
Dai, se [|zl| = [y =1 e ||z — y|| > ¢ entdo
2 2
:c—l—yH <1_6_’
- 4

2
donde temos dx(€) > 1 —4/1 — GZ

Observacao 2.1.3. Deve-se notar que, em geral, nao é uma tarefa simples concluir se um
espaco normado é ou nao uniformemente convexo através do calculo explicito do médulo
de convexidade. Na maior parte dos casos precisamos de resultados auxiliares a fim de
concluir se existe ou nao uma limitacao inferior positiva e uniforme para a diferenca
1— Tty
2

H (wyeX, lall=llyl =1, eyl > o).

Observagao 2.1.4. Existem outras formas de se calcular o médulo de convexidade; por
exemplo, se X é um espago normado com dimensao maior do que 0 se K = C ou com
dimensao maior do que 1 se K = R, valem as seguintes igualdades:

1
Sx(e) = inf{l— s@+y)|l 5wy € By, ||$—y||26}

, 1
_ 1nf{1— LYoo s o sk, Hx—yuze}

1
_ inf{l— Lor)| s wvess. Hx—yuze},

quando 0 < e <2, e
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1
Sx(e) = inf{l— @yl 5wy €S, ||93—y||>€}

1
=iM{L—§m+y>;xweBx,m—yW>%,

quando 0 < e < 2.

Veremos a demonstragao deste fato na proxima secao.

O conceito de convexidade uniforme foi introduzido por Clarkson em 1936 (ver [6]).
Obviamente, todo espaco uniformemente convexo é estritamente convexo, uma vez que da-
dos x, y dois elementos distintos na esfera unitaria de um espago normado uniformemente
convexo X, tem-se
Tr+y

H31—@ﬂu—mw<1.

Veremos agora que em dimensao finita os dois conceitos sao equivalentes.

Teorema 2.1.5. Seja X um espaco normado de dimensao finita. Se X € estritamente
convexo entao X € uniformemente convezo.

Demonstracao: Suponha que X nao seja uniformemente convexo. Existe 0 < e < 2 tal
que, para cada n € N, existem elementos x,,,y, em Sx com ||z, —y,| > €e

1
>1——.
n

Tn + Yn
2

1>

Sendo a dimensao de X finita, temos que Sy é compacta. Dai, podemos supor que
existem elementos x,y € Sy tais que x,, — z e y, — y. Portanto, temos ||z — y|| > e,
zll = llyll =1e

T+y H —1
2
o que contradiz a convexidade estrita de X. 0

Entretanto, em dimensao infinita, um espaco normado pode ser estritamente convexo
sem ser uniformemente convexo. Vejamos um exemplo desta situagao:

1
Exemplo 2.1.6. Para cada inteiro n > 1, seja p,, = 1 + —. Consideremos o espaco de
n

Banach X = (32 );. Como cada (2 ¢ estritamente convexo, segue do Teorema 1.2.16
que X é estritamente convexo. Sabemos que X contém uma copia isométrica de cada EIQM.

Observe que (170)a (07 1) S Sﬁfonv ||(1a0) - (0’ ]‘)Hpn = Qniﬂ > \/§ €

— 5 .
Pn
Como 271 — 1 quando n — oo, concluimos que X nao é uniformemente convexo. O
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Veremos agora um lema 1til para demonstrarmos o Teorema de Clarkson, o qual afirma
que se u ¢ uma medida positiva sobre uma o-algebra ¥ de subconjuntos de um conjunto €2
el < p < oo, entao L,y(, 3, i) é uniformemente convexo. Embora apresentaremos o lema
em uma forma um pouco mais geral do que o necessario para demonstrar o resultado de
Clarkson, esta forma nos sera ttil quando discutirmos a convexidade uniforme de somas
diretas.

Lema 2.1.7. Para cada 1 < p < o0, cada t € (0,2] e cada funcao X : (0,2] — (0,1],
existe um escalar v, € (0, 1] tal que se X € um espago normado uniformemente convero
cujo mddulo de convezidade 0x satisfaz A(€) < dx(€) quando 0 < € < 2, entdo

] -+
R

P

1

"§($+ZJ)

sempre que x,y sao elementos de X tais que ||x — y|| > t max{||z|, [|y||}.

Demonstracgao: Primeiro, observe que basta provar o resultado para x,y € X tais que
lz]| = 1 e |ly|| <1 (apds provar para este caso, pode-se supor que ||z| > |ly|| e divide-
se a desigualdade do resultado por |z||?). Agora, suponha por absurdo que existam
1 <p< oo, te (0,2 euma fungao A : (0,2] — (0,1] tal que ndo exista escalar
Ypix € (0,1] com a propriedade desejada. Seja

1 p
—(1+1)
f(t)zu (0<t<1).

1
—(L+¢tr
S(1+ 1)

Através de teste de derivada verificamos que f é estritamente crescente em [0, 1], de modo
que f atinge seu valor maximo 1 no intervalo [0, 1] exatamente em ¢ = 1. Logo, se X é
um espago normado e x e y sdo elementos de X tais que [|z]| =1 e ||y|| < 1, entdo

(50+ 1)
1 <3 <1. (%)
Sl Il 2 i)

H%(Hy)

Como estamos supondo que ndo existe uma constante 7, € (0, 1] que satisfaga o resul-
tado, para cada n € N, existem X,, espaco normado uniformemente convexo com modulo
de convexidade 0y, satisfazendo A(e€) < dx,(€) (0 < e <2) e elementos x,,y, € X, tais
que:

(1) Nanll = Te [lynll < 1;

(2) llzn = ynll = tmax{|lz,|[, lyall} = t;

1 p 1 p p
. (1_ _) (uxnu + llynl )
n 2

® | 50+
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Por (x) e por (3), temos

2 (G0l + )

1
(1 = —) <7 < I
n
Q(Hanp + [ynl?) Q(Hanp + [lynllP)

Hl(:vn + Yn)

donde

1 p

lim =1. (xx*x)

n 1
5 Ulzall? +lyal)

(%(1+||yn||))p X 1= f(1)

Por (kx), temos lim 1 =
5 (L lyal?)

= t
max f(t), segue que

2

|lyn|| — 1. Podemos entao assumir y, # 0 para cada n € N. Ponha z, = ||yn|| para cada
Yn

n. Como ||y,|| — 1, segue de (x * *) que

.1 .1

lim a(xn + 2,)|| = lim 5(96” +uya)||=1.
Por outro lado, note que

Yn

|Zn = 2all = (|20 —

1
=l = Mynllzn = vall-— = lwnllzn — yull (n €N).
Yol ' llyn |

t
Como ||z, — ynl| >t e ||lyn|| — 1, podemos entao supor que ||z, — z,| > 5 bara cada n.
t t
<1-9 -1 <1-X[(=] <1

1
B (Tn + 2n)

Logo,
(o + 20)
—(x, + 2,
2

para cada n, e assim,

lim <1.

Esta contradicao conclui a demonstracao do resultado. O]

Usando as notagoes do lema anterior e tomando A como o médulo de convexidade do
espaco normado uniformemente convexo K, obtemos imediatamente o seguinte resultado,
que sera usado na demonstracao do Teorema de Clarkson:

Lema 2.1.8. Seja 1 < p < oco. Eziste uma fungao v, : (0,2] — (0, 1] tal que

o + W’)

0 < = (1

2

sempre que «, € K satisfazem | — 3] > t max{|a|, ||}
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Estamos agora em condigoes de demonstrar o

Teorema 2.1.9 (Clarkson). Suponha que i é uma medida positiva sobre uma o-dlgebra
Y de subconjuntos de um conjunto Q # @ e tome 1 < p < oco. Entdo, L,(Q2,%, ) €
uniformemente convezo.

Demonstragao: Fixe € > 0 e considere fi, fo € Sp,o,5,) tais que || fi — f2f|, > €. Seja

A={wen i Inw) - 2P = 0@+ o }
Note que
) = )] = ()] ()]} quando weA. ()

P

Se tivéssemos A = & entao

v < (/ s | |f2|pdu) = ZUAE+ 121D =5

donde .
1f1 = fall, < —= <,

P

o que seria uma contradigao. Portanto, A # &. Sendo 7, como no lema anterior, temos
fi(w) + fo(w) " _ (1 ( € )) (Ifl(w)|p+ |f2(w)|p>
= - ’yp 1 2
4
sempre que w € A ( por (¥) ) e

2
fiw) + fa(w)|”
2

_ AP + |fuw)P

2
sempre que w € (2. Portanto,
- H%(fl + f2) ) = —Hlep; ||f2||p - H%(fl + f2) ,

_ (‘fl‘p‘i‘ 1lP fl-QFfQ p) iy
. /(\ LD/ VRS ) »

[folP + |fz\”)
= ("
n /A(%( ) ) (|f1|p‘£|f2|p> dji

_ € |f1]P + | fo]?
)



Seja I, a fungao caracteristica de A. Entao,

Vida— foIall = |Ifs — falls— / i — folPdp
) o\A
€
> o= [ fP+1nP)d
: Joa

p_ € p py_ €
> &= (AR + I =5
donde .

max{(| filallp, [[ f2Lallp} > el

2P

Logo, por (k%) segue que

1 ! e \ IALally + [lf2Lallp e\ ¢
1—H§(f1+f2) = Mp (4—%) p2 £ > (4—%) iz
P

donde )

1 € e \ 7

"§(f1 + )| < (1 — Y (4—%) 2p+2) <1l.
P
: . 1 .
Assim, vemos que existe § = d(e) > 0 tal que ‘Q(fl + f2)l| < 1—4. Isto conclui a
P

demonstracao. O]

Corolario 2.1.10. Suponha 1 < p < oco. Entao {, € uniformemente convexo assim como
ﬁg sempre que n € um inteiro nao-neqgativo.

2.2 Propriedades

Antes de entrarmos realmente nas propriedades dos espacos normados uniformemente
convexos, precisaremos de alguns fatos sobre posicoes de pontos em espacos normados.
Esta parte inicial serd organizada em forma de lemas.

Lema 2.2.1. Seja X um espag¢o normado real bidimensional. Entdo Sx € conexo. Além
disso, se x* € X* entao
{reSx; z"(z) >0}

€ conexo.

Demonstracao: Observe que a segunda afirmacao implica a primeira, bastando tomar
x* = 0. Provemos entao a segunda afirmacao. Primeiro, observe que como a imagem
de um conjunto conexo por uma funcao continua é também um conjunto conexo e X
¢ isomorfo a R? como espaco normado, podemos supor que X é R?. Vamos considerar
duas normas em X, a saber: ||.||x sua norma original e ||.||» a norma euclidiana. Tome
z* € X*. Defina a aplicagao f : {z € Sg ; 2"(z) > 0} — {z € Sx ; z"(z) > 0} por
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x
flx) = W, sendo /3 o espago R? munido da norma euclidiana. Como todas as normas
Tlx

em R? sao equivalentes, a fungao norma ||.|[x ¢ continua em ¢, donde f também o é.
Além disso, f é uma bijecdo com inversa dada por g : {y € Sx ; z*(y) > 0} — {y €

* Y
Seg;w(y)zo}yg(y):m

que {z € Sx ; z*(xz) > 0} também é conexo. O

. Portanto, como {z € Sgz ; 2*(x) > 0} ¢ conexo, segue

Lema 2.2.2. Suponha que X é um espa¢o normado que tem dimensao pelo menos 1 se
K = C ou tem dimensao pelo menos 2 se K =R. Dados zy € Sx e yo € By, existem xy
ey, em Sy tais que x1 — Yy = To — Yo €

1
H 5(951 + 1)

‘ > H%(% + %)

Demonstracao: Como X é um espaco normado real quando a multiplicacao dos vetores
por escalares é restrita a R X X, e como um espaco normado complexo unidimensional
se torna um espaco real bidimensional também quando visto por esta restricao, podemos
supor que K = R , e portanto, que X é bidimensional. Assim, podemos assumir também
que X = R2. E claro também que podemos assumir que |lyo|l < 1. Defina z* : X — R
por z*(axg + byy) = b. Pelo lema anterior, o conjunto {x € Sx ; z*(z) > 0} é conexo.

Como ||zg + yo — zol| < 1 e || — 0+ yo — zol| > 2||@ol| — [|vo]] > 1, 0 Teorema do Valor
Intermedidrio garante que existe z; € {z € Sx ; 2*(x) > 0}, necessariamente distinto de
xo e de —xp, tal que ||x; + yo — xo|| = 1. Ponha y; = 1 + yo — xo. Entado, x1,y; € Sx e

r1 — Y1 = To — Yo. Falta apenas verificar que

~(z1 + 1)

1
2

o o
Se z1 € Bx e zy €By, entao tz; + (1 — t)zs €Byx para cada 0 < t < 1: de fato,

1
’5(900 + o)

o
note que como By é convexa, vale tz; + (1 — t)zy € tBx + (1 —t) BxC Bx. Como

tBx +(1—1) BOX é aberto, sendo X normado, vale tBx + (1 —1t) BOX CBOX. Usaremos este
fato repetidas vezes nos argumentos subsequentes. Ponha Z7, z5 para representar a linha
reta (ndo somente o segmento) passando pelos pontos z; e zo em X, 23 # 2zo. Na Figura
2.1 abaixo, defina W, como sendo o conjunto dos pontos sobre ou acima de zy, —x e sobre
ou a esquerda de xg, —xy, e W o conjunto dos pontos estritamente acima de xy, —x €
estritamente a esquerda de Tg, ;. Como g, 1, —xg, —21 estao em Sy, pela convexidade
de Bx segue que o paralelogramo cujos vértices sao estes pontos estda contido em By e
o

seu interior estd contido em By. Como z*(yy) > 0, entdao na Figura 2.1 y, estd localizado
sobre ou acima de xg, —(. Se Yo estivesse estritamente a esquerda de Tg, z; mas fora de
A(veja Figura 2.1) entao poderfamos encontrar um ponto 2y no interior do paralelogramo
(e portanto no interior de Bx) tal que xy ou z; pertencem ao segmento ¥y, Zo, 0 que é
impossivel ja que [|yo]| < 1 e ||z0]| < 1 implicariam ||zo|| < 1 ou ||z1]| < 1. Se yo € A,
como Yy, = Yo + T3 — xg, poderiamos ligar y; a um ponto z; no interior do paralelogramo
passando por 1, o que novamente é impossivel ja que [|z1]] < 1 e ||z1]] = 1 implicaria
lly1|l < 1, um absurdo. Logo, yo estd sobre ou a direita de Tg, Z7. Se yq estivesse sobre
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esta reta, existiria t > 0 tal que yo = xo + t(x1 — xo) e, como y; = yo + 1 — Xg, terfamos

. t
T =Y — Yo+ To=1y1 — To— t(x; —x0) + T € assim, x; = Y1+ ; xo, donde ¢

t+1 1

é combinacao convexa de y;, o € Sx, 0 que junto com a con—xl;exidade e;gtrita de /2 nos
daria ||z1|| < 1, absurdo. Portanto, y, esta estritamente a direita de Zg, z;. Como —x
e —x; sao pontos distintos de Sy, pelo mesmo argumento acima temos que os pontos
de —x(, —x; sobre ou acima de —xg, xg tém norma maior do que 1. Logo, 1o nao esta
sobre —xg, —x; e acima de xg, —xy. Se estivesse estritamente a direita de —xg, —x1 e
acima de xy, —xg, entdo —xq seria combinagao convexa de yo € um ponto zg do interior
do paralelogramo, o que é impossivel pois || — zo|| = 1, ||yol| < 1 e ||20] < 1. Assim, yo
esta estritamente a esquerda de —xq, —x1. Agora, como T, 77, 0,21 — 2o € —xg, —T7 SA0

paralelos, entao o ponto médio 5(3:0 +10) = my esta estritamente entre T, 77 e 0, 1 — o,

pois do contrario, ¥, estaria a direita de —xg, —x1, contradicao. Assim, 0, mq intersecta
To, T1 sobre ou acima de xg, —xo(veja Figura 2.2). Este argumento entdo nos dd s > 1 e

T 1 — Xo T — 2T
Yo
mo
To 0 — L0
1z
Figura 2.1: Figura 2.2:

s
t > 0 satisfazendo a equagao 5(:100 +v0) = xo + t(x1 — x0). Dal, tiramos que

S S S
5(901 +y1) = 5(1’1 +yo+x1 —x0) = 5(%1 + 2 + Yo — 2m0)

= swy — sxo+ xo + t(x1 —x0) = 20 + (t + 5) (21 — T0) -
Set <1, vale
s

2

(2o +yo)H = |lwo + t(x1 — z0)| = ||(1 — t)xo + ta ||

< 1< ot (4 )@ - wo)l| = |5 +9)

E

onde a ultima desigualdade é valida pois

[z + (£ + 8) (@1 = @)l = [I(1 =+ 8))wo + (t + )2
> (tHs)nll = (= +s)lwl =2(t+5) =121

Se t > 1, como |x1]| = 1, |Jxzo + (t + s)(z1 — x0)|| > 1 e g + t(z1 — xp) estd sobre o
segmento de reta que liga x1 a xo + (¢ + s)(21 — xp), temos que

|2 @0 +30)|| = llzo + s = 20}l < llzo + (¢ + ) — o)l = || 3 (&1 + 1)
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Portanto, em qualquer caso, vale H%(wo + yO)H < H%(wl + v1)||, donde
1 1
5(% +y)|| < 5(901 +y1)|

como queriamos. 0

Lema 2.2.3. Suponha que X é um espagco normado, 0 < ¢ < 2 e x,y € Sx sdo tais que
|lx — y|| = €. Entao existem sequéncias (x,) e (y,) em Sx tais que x, — x, y, — y e
|€n, — ynll > € para cada n.

Demonstracao: Como no lema anterior, basta considerarmos X = R2.  Seja z* €
X*\{0} tal que z*(ax + by) = a +b. Logo, z*(x —y) = 0. Se 2*(z) = 0 entdo x,y €
Sx N Ker z* e, portanto, ||z — y|| = 0 ou 2, uma contradi¢ao. Logo, podemos supor que

x*(x) = z*(y) = 1. Para cada ntimero real ¢, defina
Hy={ze X ; "(x) =6} ,
que é o hiperplano gerado por x* e §.

z / v/

/—y /s

Figura 2.3:

A convexidade de By garante que o paralelogramo cujos vértices sao x,y, —x, —y esta
em By. A conclusao do lema é imediata se o segmento de reta H; N Bx tem comprimento
maior do que € (pela simetria de Bx e pois 2,y € H; N Sx). Podemos entao assumir que
x e y sao os extremos de H; N Bx. Suponha que Hs, N Bx tem comprimento € para algum
0 < dp < 1. Entao, algum ponto de Sx estaria na linha que passa por x e —y, entre estes

%(:p —y)|| = 1. Mas isto é impossivel ja que ||z —y| =€ < 2.
Portanto, Hs N Bx tem comprimento maior que € sempre que 0 < § < 1. Seja agora
(0,) uma sequéncia estritamente crescente em (0, 1) tal que 6, — 1. Para cada n, sejam
ZTn, Yn 05 extremos do segmento Hs, M By tais que z,, estd sobre ou a esquerda da reta
que passa por r e —y, e ¥y, estd sobre ou a direita da reta que passa por y e —z. Entao,
TnyYn € Sx € ||z, — yn|| > € para cada n. Pela compacidade de Sx, podemos supor que
existem xg, 9 € Sx tais que x,, — xg e y,, — yo. Dai, como d,, — 1 e x* é continuo, segue
que zo,yo € Hy N Sx. Também temos ||zg — yo|| > €. Como z e y sdo os extremos de
H, N Bx, temos © = xg € y = 1. 0

pontos, o que implicaria

Estes dois ultimos lemas serao tteis ao provarmos o resultado abaixo, que nos da
outras formas para calcular o médulo de convexidade §y.
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Teorema 2.2.4. Suponha que X € um espaco normado com dimensdao maior do que 0 se
K = C ou com dimensao maior do que 1 se K=R. Seja

ayy € Sx H:v—sze}

dx(€) = inf{l — H%(xﬂ/)‘

o mddulo de convexidade de X. Entao:

1
5x(e) = inf{l— 5@+ 5wy € Bx, Hx—yHZG}

1
— inf{l— §(x+y) s x,y € Sy, ||$—y||:€}

1
— inf{l— 5(az+y) ; x,y € Bx , ||:E—y||:e},

quando 0 < e < 2, e

1
Sx(e) = inf{l— @yl 5wy e Sy, ||$—y||>€}

1
= arfi-|Je | sove e ool > o
quando 0 < e < 2.

Demonstracao: Novamente, podemos assumir que K = R. Sejam 0y, da, 03, 04, 05 08 5
infimos da conclusao do Teorema na ordem em que aparecem.

Afirmagao 1: dx(€) = d1(e) quando 0 < e < 2. Isto é clarose e = 0. Fixe 0 < e < 2 e
tome xg, Yo € Bx com ||zg — yo|| > €. Como Sy C By, basta provarmos que

1

Ox(e) <1— "§(x0 + %0)

Podemos assumir que o € Sx. Como xy € Sx e yg € Bx, pelo Lema 2.2.2, existem
r1,Y1 € Sy tais que x1 — Y1 = 9 — Yo €

1 1
~(zo+wo)|| < || 5(z1 + )| -
2 2
Dai, ||z1 — 31| = ||zo — yol| = €, donde
1 1
ox(e) <1— §(x1+y1) <1- 5(ggo_|_yo) ,

como queriamos.

Afirmacgao 2: d4(€) = d5(¢) quando 0 < € < 2. O resultado é claro para ¢ = 0. Fixe
0 <e<2eumx,y € By tais que ||[x; — y1]| > €. Como Sx C By, basta provamos que
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54(6) S 1—

1
‘ 5(:101 + 1) ‘ Novamente, podemos supor que x; € Sx e, pelo Lema 2.2.2,

existem xo, Yy € Sx tais que xo —ys =21 —Yp €

1

Hé(fﬁ + 1)

1
‘ < HQ(IM +y2)

Logo, ||za — y2|| = ||x1 — y1|| > € e, portanto,

Sule) <1 — H%(l‘g + 12)

1
<1- Hé(xl + 1)

?

como queriamos.

Afirmacao 3: dx(€) = d4(e) quando 0 < ¢ < 2. E ébvio para e = 0. Suponha 0 < ¢ < 2 e
r3,y3 € Sx com ||xg — y3|]| = €. Como

1
i-]je+n| s avese te-ui> )

esta contido em

1
fi-je+n| s awese to-vize

1
basta mostrar que d4(¢) < 1 — Hi(xg +y3)||- Pelo Lema 2.2.3, existem sequéncias

(Un), (w,) em Sy tais que ||v, — w,|| > € para cada n e v, — x3, w, — ys. Dai,
1
Og(e) <1 — Ha(vn + wn)H para todo n, donde

’

Sule) <1 — H%(l‘g + y3)

como queriamos.

Afirmacao 4: ds(€) = 93(€) quando 0 < e < 2. Como

-3+ a) s svese. te-ui=}

esta contido em

1
{1 - "§($+y)’ » 1,y € By, [lo—y 26} ,
basta provar que dy(€) < d3(¢) quando 0 < € < 2. Fixe 0 < € < 2 e x4,ys € Bx tais
1
que ||z4 — y4|| = €. Basta entao provarmos que dy(e) < 1 — ‘5(1‘4 + y4)||. Suponha por

um momento que z4 e ¥4 tenham norma menor que 1. Entao, existem dois segmentos
de reta fechados de tamanho € sobre a reta que passa por x4 e y4 tal que cada segmento

o
tem um extremo em Sy e o outro extremo em By. Como —(z4 + y4) ¢ uma combinagao

convexa dos pontos médios destes dois segmentos, o ponto médio de pelo menos um destes
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1
5(:104 + y4)||. Portanto, podemos supor que x4 € Sx.

Pelo Lema 2.2.2, existem x5, y5 em Sx tais que x5 — y5 = 4 — Y4 €

segmentos tem norma pelo menos

1 1
—(xa+ys)|| < ||z(z5 +u5)|| -
2 2
Logo, [|zs — ys|| = [lza — yal| = € e, assim,
1 1
dae) < 1— 5(»’55—3/5) <1- 5(954—3/4)

Afirmagao 5: dx(€) = da(€) quando 0 < e < 2. Como

fi-3ero) i svese o=

esta contido em

;fL‘,yGSX, ||x_y||26} )

1

1— =
U et
basta mostrar que dy(€) < dx(¢) quando 0 < ¢ < 2. E claro para ¢ = 0. Fixemos
entdao 0 < € < 2 e xg,ys € Sx tais que ||zg — yg|| > €. E suficiente mostrar que da(e) <

1

1— 5(956 + Ys) ’ O segmento de reta fechado com extremos z¢ e ys contém um segmento
de reta fechado de tamanho e centrado em —=(zg + ys) e, pelo mesmo argumento da
afirmacao 4, obtemos z7, y; € Sx tais que ||x7 — y7|| = [|z6 — ys|| > € €

1 1

5(957 +y7)|| = 5(956 +ys)|| -
Portanto,

1 1
) <1 |3+ <1 oo+

Isto conclui a demonstracao do teorema. O

Assim como ocorre com a convexidade estrita, a convexidade uniforme nao é preservada
por isomorfismos; vejamos isto:

Exemplo 2.2.5. O espaco /3 é uniformemente convexo e é isomorfo a £?, que nao é sequer
estritamente convexo.

O maximo que se pode garantir neste sentido é a seguinte

Proposicao 2.2.6. Todo espaco normado que € isometricamente isomorfo a um espaco
normado uniformemente convexo € também uniformemente convexo.
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Demonstracao: Decorre imediatamente do fato de que convexidade uniforme é uma
propriedade métrica.

O proéximo resultado é um “critério sequencial” para a convexidade uniforme em
espagos normados.

Proposicao 2.2.7. Seja X um espago normado. Sdao equivalentes:

(a) X é uniformemente convezo.

1
(b) Sempre que (x,) e (y,) sao sequéncias em Sx tais que a(xn +yn)|| — 1, tem-se

[0 = ynll — 0.

1
(c) Sempre que (x,) e (y,) sao sequéncias em Bx tais que a(xn +yn)|| — 1, tem-se

[0 = ynll — 0.

1
a (xn + yn)

(d) Sempre que (x,) e (y,) sao sequéncias em X tais que ||z,||, ||yn| € 5

convergem para 1, tem-se ||z, — y,|| — 0.

Demonstracao: Suponha que vale (b) e considere (z,), (y,) sequéncias em X tais que

1
|lznll — 1 e |lynll — 1, podemos assumir que z, # 0 e y, # 0 para cada n. Dali, a

desigualdade triangular reversa nos da

|lenll — 1, [|ynl| — 1 e — 1. Mostraremos que ||z, — y,|| — 0. Como

1
L= 5 (lenl ™) + llyall ™ yn)

1 1 1
> lg@n +yn)|| — |51 — Hl’nHil)xn — 51— ||yn||71)yn — 1,
2 2 2
donde |
' §(||xn||_1xn + ||yn||_1yn) — 1.

Por (b), temos |||z~ zn — [lyn ™

Yn|| — 0 e assim
0 < 12w = gall < Mll2nll™ 20 = lyall ™ yall + 11 = llzall™)zall + (1 = llyall " ya)ll — 0 .
Logo, (b)=-(d).

Agora, suponha que valha (d) e considere (z,,), (y,) sequéncias em Bx tais que

— 1.

H%(l’n + Yn)
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1
(I|xn||+||yn|| para cadan, || o(zn +yn)|| — Le (2a), (yn) € Bx,

)
temos ||z,|| — 1 e ||yn|| — 1. Por (d), segue que ||z, — y,|| — 0, o que mostra que
(d)=(c). Como ¢é imediato que (c)=-(b), temos entdao (b)<(c)<(d).

Como H%(wn + Yn)

Por fim, mostremos que vale (a)<(b): suponha X uniformemente convexo e considere

1

(), (yn) sequéncias em Sy tais que Q(xn +y,)|| — 1 mas que ||z, — y,|| # 0. Logo,

existem € > 0 e subsequéncias (x,,) de (z,) e (yn,) de (y,) tais que [|z,, — yn,|| > €
para todo j. Dal, se dx é o mdédulo de convexidade de X, por definicao de convexidade

uniforme temos < 1—dx(€) para cada j, o que é uma contradigao. Isto

1
5 (xnj + yn])

mostra que (a)=-(b).

Agora, suponha que X nao é uniformemente convexo. FExiste 0 < ¢ < 2 tal que
dx(€) = 0. Dai, existem sequéncias (z,), (y,) em Sx tais que ||z, — y,|| > € para cada n

1

— 1, donde nao vale (b). Isto conclui a demonstragao. O

O préximo teorema nos diz que uma condicdo necessaria para que um espago de
Banach seja uniformemente convexo é ser reflexivo. Antes, recordemos um resultado que
usaremos na demonstragao:

Proposigao 2.2.8. Seja X um espago normado. Se (z});c; C X* € uma rede que converge
para x* € X* na topologia fraca-estrela entao

| < timnin 17|

Demonstracgao: Fixe € > 0. Existe x € By tal que
lim |27 ()| = [*(2)] = [l2*]] =€ .

Também existe ig = ig(e) € I tal que i > ig = ||| — 2¢ < |z} (x)] < ||=f]. Logo,
o] < lminf 2] O
7

Teorema 2.2.9 (Milman-Pettis). Todo espaco de Banach uniformemente convexo € re-
flezivo.

Demonstracgao: Seja X um espaco de Banach uniformemente convexo. Tome x™* € Sy«
e considere () a injegao canonica de X em X**. Segue do Teorema de Goldstine(ver [11],
pég 232, Teorema 2.6.26) que existe uma rede (z;);c; em By tal que

*

(Q(xi))iel —

Defina (i1, j1) < (is, jo) quando i; < iy e j; < jo ( 41,42,71,J2 € [ ). Assim,

(QGGi+a)

(¢,5)€IXI
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¢ uma rede tal que

*

(QG+ap) =

(i,j)elxI
Pela proposicao anterior,
1= e < diminf |Q (5 (a +x)
= ||z imin —(x; + x;
= (ij)elxI 2 J
1"f1(+)’<1’ 1(+)<1
= liminf ||=(z; + z;)|| < limsup ||=(z; + z;)|| <1,
(i,5)elxI || 2 ! (i,j)ebg !
donde
1

Como X ¢é uniformemente convexo, segue que ||z; — z;|| — 0, o que implica que (x;);es
¢ uma rede de Cauchy. Como X é completo, existe o € X tal que (x;);e; — 0. Logo,
(Q(x4))icr — Q(x0), donde z™ = Q(xg). Portanto, X é reflexivo. O

Corolario 2.2.10. Se um espaco normado X é isomorfo a um espaco de Banach uni-
formemente convexo, entao X é reflexivo.

Equivalentemente, temos o seguinte

Corolario 2.2.11. Todo espaco de Banach que possui uma norma uniformemente convexa
equivalente € um espaco reflexivo.

Observacao 2.2.12. Uma vez conhecido o Teorema de Milman-Pettis, vemos porque
nao foi tao facil construir um exemplo de espaco de Banach nao-reflexivo e estritamente
convexo ({1,). Apesar de ser estritamente convexo, um exemplo deste tipo ndo pode ser
uniformemente convexo.

J& vimos que todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de um espaco normado
estritamente convexo e reflexivo é um conjunto de Chebyshev.

Logo, temos como consequéncia imediata do Teorema de Milman-Pettis o seguinte
Corolario 2.2.13. Todo subconjunto convexo, fechado e nao-vazio de um espago de Ba-
nach uniformemente convero € um conjunto de Chebyshev.

Mostremos agora que os espagos normados uniformemente convexos possuem uma
propriedade importante conhecida como propriedade de Radon-Riesz.

Primeiro, recordemos a definicao desta propriedade:

Definicao 2.2.14. Dizemos que um espaco normado X tem a propriedade de Radon-
Riesz quando sempre que (z,) é uma sequéncia em X e x € X sdo tais que z, — z e
|xn] — ||| tem-se x,, — x.
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Teorema 2.2.15. Todo espago normado uniformemente convexo tem a propriedade de
Radon-Riesz.

Demonstracao: Sejam X um espago normado uniformemente convexo, (z,) C X uma
N . . w

sequéncia e x € X tais que z,, — x e ||z, || — ||z||. Mostraremos que z,, — z. Claramente

podemos supor que x # 0. Dai, podemos supor também que x,, # 0 para todo n. Como

Tn w T

lznll [l

e é suficiente provar que
Tp x

H _
lznll el

1
podemos supor que z e cada x, estao em Sx. Como 5(3:” + ) — 2, temos

1 1
|z| =1 < liminf ‘i(xn + x)|| < limsup Hi(:pn +2)|| <1
e assim,
1
Logo,
pelo critério sequencial de convexidade uniforme. O

O teorema anterior juntamente com o Teorema de Clarkson nos dao o seguinte

Corolario 2.2.16. Se p é uma medida positiva sobre uma o-dlgebra > de subconjuntos de
um conjunto QL # @ e 1 < p < 00, entio L,(§2, X, u) tem a propriedade de Radon-Riesz.

Observacao 2.2.17. O corolario acima foi provado por Radon e por Riesz uma década
antes de Clarkson ter introduzido o conceito de convexidade uniforme.

Para finalizar este capitulo, discutiremos a convexidade uniforme de subespagos, bem
como a de quocientes e somas direta.

Proposicao 2.2.18. Todo subespago de um espagco normado uniformemente convexo é
uniformemente convezo.

Demonstracao: Sejam X um espac¢o normado uniformemente convexo e M C X um
subespaco. Pela definicao dos mdédulos de convexidade de M e de X, segue diretamente
que 6pr(€) > dx(€) , 0 < e < 2. Logo, como X ¢é uniformemente convexo, temos dx (e) > 0
sempre que 0 < e < 2. Dai, d(e) > 0 sempre que 0 < € <2, donde M é uniformemente
convexo por defini¢ao. U

Para o resultado correspondente para quocientes, precisaremos de uma

Proposicao 2.2.19. Seja M um subespaco fechado de um espaco normado X.
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(a) Se x € X entao ||x|| > ||z + M]||;

(b) Sexz € X e e > 0 sao dados, entio existe ' € X tal que ' + M = x + M e
2| <[]z + M]| + €.

Demonstracao: (a) Como 0 € M, temos ||z| = ||z — 0| > d(z, M) = ||z + M|| para
cada z € X.

(b) Fixe x € X e ¢ > 0. Pela definicdo da norma quociente, existe y € M tal que
|z —yl|| < ||z + M|| + €. Logo, pondo 2’ = x — y, segue (b). O

Teorema 2.2.20. Se M é um subespaco fechado de um espagco normado uniformemente
convexo X, entdo X/M € uniformemente convezo.

Demonstragao: Sejam (x, + M), (y, + M) sequéncias em Sy, tais que
1
frmren] 1

Pelo critério sequencial de convexidade uniforme, basta mostrar que ||(z, —y,)+M]| — 0.
Pela proposigao anterior, para cada n existem z/,y, em X tais que

1 1
L=l + M| = [l + M| < [l ]l < flan + M|+~ =1+~

1 1
L= llgn + M| = lly, + Ml < 90l < llyn+ M|+~ =1+~

Da, [l«}| — 1 e [|y}l| — 1. Como

1 1
ARy B CAARS Y ERA| B (AR AR
temos que
1

donde ||z}, — y.|| — 0 (pelo critério sequencial de convexidade uniforme). Logo,

I(zn = yn) + M| = [[(2, = yp) + M| < [l =5l — 0.

Vejamos o resultado correspondente para somas diretas:

Teorema 2.2.21. Sejam X, ..., X,, espacos normados. Entao, X1 ® ... X,, € uniforme-
mente convero se e somente se cada X; € uniformemente convezo.

38



Demonstracao: (=) Suponha X; @ ... ® X,, uniformemente convexo. Como cada X;
¢ isometricamente isomorfo a um subespaco de X; @ ... & X,,, segue que cada X, ¢ uni-
formemente convexo.

(<) Suponha agora que cada X; seja uniformemente convexo. Fixe € > 0 e considere

(1, oo Tn)y (Y15 -y Un) € Sxyo..0x,, tais que |[(z1,...,2n) — (Y1, .-, Yn)|| = €. Seja
2

. €
A= {7 e Wb s ey = lP = Sl + Il }

2
Note que A # @ pois do contrario, terfamos ||xz; — y;]|* < %(H%Hz + |ly;]|*) para todo
j €{1,...,n}. Somando em j, obterfamos

2

& e [ & € €
>l -l < (bl + i) = S0+ 9=
=1 j=1 j=1

donde ||(z1,...,xn) — (Y1, -, yn)|| < % , 0 que iria contradizer a nossa escolha. Ob-

serve também que |z; — y;|| > %max{||xj||,||yj||} para cada j € A. Seja A(t) =

min{oy, (t),....,0x, ()} (0<t<2). Parat = %, considere a constante v, ¢ x dada pelo

2 2 2
Till* +1lY;
< (1= ) (M)

Lema 2.1.7. Temos entao
1
'5( i+ ;)

sempre que j € A e
2

1 [l 1* + ;11
para cada j € {1,...,n}. Dai,
1 2 T 2

2

2
J=1
11”4 llysl1* ||
> |5 +w)
jeA

;11 + 1y I?
= 72757)‘2 : 9 = .
jeEA

J=1
= sl + sl ||
D = = |5 )

2

v

Além disso, se B ={1,...,n}\ A entao
Dol =yl = @ zn) = e w12 = D Ny — gl
jeA jeB

2
€
> &= Ul + )
jEB
2 2

271
9 € 2 2 _ 2 € &
> @- Tl Il == 5 =5
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Logo,

1
2
€
E |, —?Jj||2> > — .
<jeA V2

Dai,
1 1
2 2 €
max (Z H%’H2> , (Z HyjH2> > N
jeA jeA
Portanto,
1 ’ 511> + Iy 1I? ¢’
1§t + )| 2 00 A 5 o
JjEA
e assim,
1 A
H§(<x17 7xn) + (yb 7yn>>H S (1 - 72,;)\1_6) <1.
Isto mostra que X; @ ... & X,, é uniformemente convexo. O

Observacao 2.2.22. O Exemplo 2.1.6 mostra que o resultado acima pode ser falso se
considerarmos somas diretas infinitas.
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Capitulo 3

O Teorema de Enflo

3.1 Arvores em Espacos de Banach

Definicao 3.1.1. Seja X um espago de Banach. Dados um nimero real ¢ > 0 e um
numero inteiro n > 1, uma (n, €)-drvore em X é um conjunto da forma

Tn={zo} U{ze, ;1 <k<ne==x1}
tal que:

1 o T—1 + Ty1 o xq,...,ek,fl + xq,...,ek,Jrl
( ) To = € Ley,nep —
2 2

(2) oo — 2l Z € © [@q, et — Tl > ¢, sempre que 1 <k <n— 1.

, sempre que 1 < k <n—1;

Uma (00, €)-drvore em X é um conjunto da forma
T ={xo}U{ze  ;k>1¢ =21}

tal que as condigoes (1) e (2) acima se verificam para todo k > 1.

Podemos visualizar tais arvores da seguinte maneira:
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O ponto zq ¢é dito a raiz da arvore e de cada vértice a saem exatamente dois ramos

conduzindo a dois vértices b e c:
a
b C

A condicao (1) nos diz que a é o ponto médio do segmento de reta que liga b a ¢, en-
quanto a condi¢ao (2) nos diz que este segmento de reta tem comprimento maior ou
igual a e. Dizemos que (zg) é a O-parte da drvore, (x_y,x41) é a l-parte da drvore,
(11,141, %411, T+1.4+1) € a 2-parte da drvore, e assim por diante. Em geral, para
k > 1, a k-parte da drvore é uma sequéncia de 2* elementos obtida ordenando-se os
2F elementos do conjunto {x., ;€e; = £1} na ordem lexicogréfica de seus indices. Em
situagoes em que estamos especialmente interessados em uma certa k-parte de uma arvore
¢ comum usarmos uma indexac¢ao linear, denotando a k-parte da arvore por

(ala Az, .. a2’“) >
por exemplo. Com esta notagao, decorre da propriedade (1) que

ai + as Aok _1 + Aok
5 ) eny 5

¢ exatamente a (k — 1)-parte da arvore.
Exemplo 3.1.2. No espago (7, o conjunto
T, ={(0,0,...,0)} U{(€1, .., €,0,0,....,0); 1 < k < n,e; = 1}
¢ uma (n, 2)-arvore, que esta contida na bola By . Ja no espaco (o, 0 conjunto
T ={(0,0,..)} U{(€1, ..., €,,0,0,...);k > 1,6, = £1}
¢ uma (00, 2)-arvore contida na bola By__.

Definicao 3.1.3. Dizemos que um espaco de Banach X possui a Propriedade da Arvore
Finita (P.A.F.) se, para algum 0 < ¢ < 2, existe uma (n, €)-arvore 7,, contida em By,
para cada n > 1.

Definicao 3.1.4. Dizemos que um espaco de Banach X possui a Propriedade da Arvore
Infinita (P.A.L) se, para algum 0 < € < 2, existe uma (00, €)-arvore T, contida em Bx.

Pelo que vimos no Exemplo 3.1.2, 7, é um exemplo de um espaco de Banach que tem
a P.A.I. Veremos no que se segue que nenhum espaco de Banach reflexivo tem a P.A.I.
Todavia, é possivel que um espaco de Banach reflexivo tenha a P.A.F., como nos mostra
o seguinte

Exemplo 3.1.5. Consideremos o espaco de Banach

o (xe).

Como cada (2 é reflexivo, segue do Lema 1.2.14 que X € reflexivo. Como X contém
uma cépia isométrica de cada ¢7, e como By contém uma (n,2)-arvore (Exemplo 3.1.2),
vemos que By contém uma (n,2)-arvore, para cada n > 1. Portanto, X tem a P.A.F.
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Agora, observamos o seguinte fato:

Proposicao 3.1.6. As propriedades de drvore sdo invariantes por isomorfismos (ndao
necessariamente isométricos).

Demonstracao: Suponha que f: X — Y é um isomorfismo de um espago de Banach
X sobre um espaco de Banach Y. Entao existem constantes positivas ¢ e C' tais que

dlle] < @) < Clla]l para todo @ € X.

Dai, vemos que f transforma uma (n,e¢)-arvore em By numa (n,ce)-arvore em CBy;

. e . ce\
multiplicando esta ultima arvore por C'~, a transformamos numa ( n, ° -arvore em By.

7z 6 7z —
Analogamente, f~! transforma uma (n, €)-drvore em By numa (n, —)—arvore em ¢ ' By;

C
. . / . 7’ CE ’
multiplicando esta ultima arvore por ¢, a transformamos numa (n, — )-arvore em Byx. O

C

mesmo vale com (oo, €)-arvores. Isto prova a proposicao. U

A fim de provarmos que nenhum espago de Banach reflexivo tem a P.A.I., precisaremos
de dois resultados auxiliares.

Proposicao 3.1.7. Sejam K um subconjunto convezxo e compacto de um espago localmente
convero X e U um subconjunto compacto de K. Sdo equivalentes:

(a) K =2o(U);
(b) E(K)CU.

Demonstracao: (a) = (b): O teorema de Milman(ver [12], pdg 76 ,Teorema 3.25
garante que se F' é um conjunto compacto num espaco localmente convexo X e ¢o(
também é compacto, entao todo ponto extremal de ¢o(F') esta em F', ou seja, E(co(F')) C
F. Logo, pondo F' = U, segue de (a) que E(K) C U.

(b) = (a): Pelo Teorema de Krein-Milman (ver [12], pdg 75, Teorema 3.23) e por (b),
K =%(FE(K)) Cceo(U) C K,donde K =co(U). O

O préximo lema é devido a Asplund e Namioka.
Lema 3.1.8. Seja K um subconjunto convezo, separdvel e w-compacto(fraco-compacto)

num espaco de Banach X. Para cada € > 0, existe um subconjunto convezxo e fechado C

de K, distinto de K, tal que diam(K\C') < ¢, isto é, sup ||z —y| <e.
z,ye K\C

Demonstracao: Ponha D = E(K)w. Como D C K e K é w-compacto, segue que
D também é w-compacto, donde é um espaco de Baire na topologia fraca. Fixe ¢ > 0.
Como K é separavel, K pode ser coberto por uma familia contavel de bolas fechadas (B,,)

de raio % Note que cada B,, também ¢ w-fechado. Como D = U(B" ND)e B,ND

n=1
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é w-fechado para cada n > 1, o teorema de Baire garante que existe ng > 1 tal que
(B, N D) tem interior ndo-vazio relativo a D munido da topologia fraca. Logo, existe um
conjunto w-aberto O tal que @ # OND C B,,ND. Ponha U = D\ O, que é um conjunto
w-compacto. Agora, colocando Ky = ¢o(U), temos que K; # D. De fato, se tivéssemos

co(U) = D = E(K)", entdo a proposicio anterior garantiria que E(K) = E(E(K)) C
E(E(K)") € U, o que ndo ¢ possivel ja que O é w-aberto ¢ O N E(K)  # @ (donde
O N E(K) # @). Além disso, observe que E(K) ¢ K; pois caso contrario, terfamos
pelo Teorema de Krein-Milman que K = ¢o(E(K)) C ¢o(K;) = K, o que seria uma
contradi¢ao. Fixemos entao zyp € E(K) — K;. Note que nao podemos tomar K; como
sendo o C' da conclusdo do Lema pois nao ha garantias de que o diametro de K\ K seja
pequeno. Ponha agora Ky = co(ON D). Afirmamos que K = co(K;UK3). De fato, como
K é convexo e contém K7 UK5, temos que co(K1UK;) C K. Por outro lado, como K e Ko
sdo convexos e compactos, segue que co(K; U Ks) é compacto (ver [12], pdg 72, Teorema,
3.20 (a)). Logo, como E(K) C D C Ky U Ks, temos K = ¢o(E(K)) C co(K; U Ks). Isto
prova a afirmacgao. Consequentemente, todo ponto £ € K tem uma decomposicao

(].) k:/\k1+(1—/\)k2;0§/\§1,k‘leKl,k‘gng.

Definimos A, como o conjunto dos pontos de K que admitem uma decomposicao da forma
(1) para algum A > r (0 < r < 1). Mostraremos que se r é suficientemente pequeno entao
podemos escolher A, para o papel do C' procurado. Para tal:

(a) A, é fechado: Seja (k,) uma sequéncia de pontos em A, convergindo para um
elemento k € K. Para cada n € N, seja k, = A\,k1,, + (1 — A,)k2,, a decomposicao
(1) de k,. Como K; e K, sdo w-compactos, existe uma sequéncia estritamente
crescente (n;)jeny de ntmeros naturais para a qual existem k1 € Ky , ky € Ky e
A € [0,1] tais que ki,, — ki, ko, — k2 e Ay, — A. Logo, fazendo j — oo,
vemos que k = Aky + (1 — A\)kg com A > r, donde k € A,.

b) A, é convexo: Se k, k' € A,, entao k = MNk; + (1 — Nko e k' = Nk} + (1 — Nk} com
( ) ) ) 1 2
)\, N > s k?l,kfll S K1 (S k’g,k’é S KQ. LOgO,

/ / /1.0 / _ R VAY XA
l<;+k:(A+>\)>\k1+>\k1+(1_)\+>\)(1 Nka + (1 A)kQGAr’

2 2 A+ N 2 (I=XN)+(1=XN)

/ /1.0 - R VAY XA
A+ A ZT,/\kﬁ—)\kl eKleu MNky + (1= N)E,
2 A+ N (I=X)+(1=XN)

fechado, isto prova que A, é convexo.

ja que € Ky. Como A, é

(¢) A, nado éigual a K: Como 2y € E(K) C K1 UK; e xg ¢ Ky, temos que zg € K.
Como zy € E(K) e K1 U Ky C K, a unica decomposi¢ao de xy na forma (1) é
xo = 0.k1 + 1.y (ky € K qualquer). Logo, xg ¢ A, para todo 0 < r < 1.
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(d) Se M = sup{||z|;x € K} , entao diam(K\A,) < e se 0 < r < QLM: Primeiro,
observe que como Ky =co(ON D) , segue que Ky C B, (pois OND C B,,ND C
B,,). Logo, diam(K;y) < 36 Agora, sejam k, k' € K\A, e considere as suas

respectivas decomposigoes k = Ay + (1 — Akg e &/ = NE] + (1 — X))k, com A < r
e N <r ki,k| € Ky e ko kl, € Ky . Portanto,

[k =K = |[Aey+ (1 = A)ka = Ny — (1= N)ks|
= |[Mer = NE] 4+ (1= X) (ke — K5) + (N — NEY|
< Akl +2XHk’1H + (1= Mllk2 = Kyl + [N = Al &
< 3rM + 36 <e.
Isto conclui a demonstracao do Lema. O]

Podemos agora mostrar o

Teorema 3.1.9. Se X é um espago de Banach reflexivo entdo X nao tem a P.A.L

Demonstragao: Para obter uma contradi¢ao, assuma que X possua a P.A.I, ou seja, que
exista uma (00, €p)-arvore 7' contida em By. Seja K =¢o(T'). Note que K ¢é separdvel, ja
que T é contavel, de modo que as combinagoes convexas de elementos de T' com coeficientes
possuindo partes reais e imaginarias racionais formam um subconjunto contével e denso

em K. Como X é reflexivo, Bx é w-compacta e, portanto, K satisfaz as hipoteses do
€
lema anterior. Seja € = go e seja C' o conjunto convexo e fechado dado pelo lema anterior.

O conjunto K\C' deve conter algum ponto da &rvore pois do contrério, a arvore inteira
estaria contida em C, donde K = C', o que nao é possivel pois o lema garante que C' # K.

Considere entao z, .., um ponto da arvore que pertence a K\C. Agora, como z, ., =

Teq,en,—1 1 Tey,en, € €
SESLA = ] com ||:L‘51,...,en - xel,...,en,—ln Z _O ) ||x61,...,€n _xel,...,en,—f—lH Z 50 €

diam(K\C) < €, segue que T, . . e,.—1 € Ty en+1 D80 podem estar em K\C. Logo,
ambos estao em C. Como C ¢ convexo, seu ponto médio z,, ., também estd em C, o
que nao ¢é possivel. Esta contradi¢ao conclui a demonstracao do teorema. O

Vejamos agora que nenhum espaco uniformemente convexo tem a P.A.F.

Teorema 3.1.10. Se um espaco de Banach X é uniformemente convexo, entao X nao
tem a P.A.F.

Demonstracao: Suponha que X tem a P.A.F, isto é, que para um certo 0 < € < 2, existe
uma (n, €)-arvore contida em Bx para cada n > 1. Como X ¢ uniformemente convexo,
existe 0 > 0 tal que

T+
(1) z,y€ Bx e |lx—y| > e= H%H <1-6.
Afirmamos que
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1 T4y 1 Tty
2 B —yll > e=> > > )
@ e By e Loyl ze= ol > 25| 54 on iz 5555
. 1 T+y
De fato, fixe x,y como em (2). E claro que podemos supor que 13 5 > 0.
Suponha, por absurdo, que
1 r+y 1 r+y
< — < —
ol < 5 |52 o i< 25 |55
Ponha ¢ = max{||z|, ||y]|} € (0,1]. Entao, f,y € Bx e HE_Q > > Logo, por
c c c c c
T4y T+ 1 Tty T4y
), [|[&—=| <1—-9,donde ||—=|| < (1 —=9d)c< (1 =9 =
(1), <16, donde < (-0 < (1= 055 |55 v

uma contradi¢ao. Isto prova (2). Seja agora n > 1 um inteiro tal que

1 n—1
(m) €>2

e considere uma (n,¢)-arvore 7, contida em Byx. Pelo menos um dos dois vetores da
€

1-parte de T, tem norma > — ;| ja que a distancia entre eles é > ¢; seja x; um tal
vetor. Na 2-parte de T, existem dois vetores que distam um do outro pelo menos € e

1 €
cujo ponto médio é x;. Por (2), pelo menos um desses vetores tem norma > =0 3

seja o um tal vetor. Da mesma forma, a 3-parte de 7,, contém um vetor z3 com norma

1 % e
> (1—5) 3 Continuando este processo, obtemos um vetor x,, na n-parte de 7,, com

1 n—1
norma > (1—5) % > 1, uma contradicao.

3.2 O Teorema de Enflo

Vamos agora apresentar o resultado central desta dissertacao.

Teorema 3.2.1 (Enflo). Um espaco de Banach X admite uma norma uniformemente
convezxa equivalente se e somente se X nao tem a Propriedade da Arvore Finita (P.A.F.).

A necessidade da condicao decorre da Proposicao 3.1.6 e do Teorema 3.1.10. A demons-
tragao da suficiencia baseia-se em cinco lemas, que apresentaremos a seguir. Antes, pre-
cisaremos da seguinte

Definicao 3.2.2. Sejam X um espaco de Banach, z € X e ¢ > 0. Um par ordenado
) > €.

T2
leall 2]l

Tendo definido uma (n, €)-parti¢io de z, dizemos que a 2" '-upla (x1, Ts, ..., Ton+1) é uma
7”2;::” - IIE;II ) >¢e,paracadal < j < 2" e

a 2"-upla (x1+xo, T3+ Ty, ..., Ton+1_1+Ton+1) é uma (n, €)-particao de z. Se (x1, za, ..., Ton)

(w1, 22) é uma (1,¢)-particio de z se x; + 19 = 2z , ||z1] = |22 e ‘

(n+1,€)-particao de z se ||xe;—1]| = ||z2]
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¢ uma (n, €)-particao de z, entao para todo 1 < k < n , temos que a (k, €)-partigao de
z dada por (1 + T2 + ... + Ton—k, Ton—k 1 + Ton—k 4o + oo + Ton—tt1, ooy Ton_gn—k+141 + ... +
Ton_gn—k, Ton_gn—k 41 + ... + Ton) € dita a k-parte da (n,€)-particdo (z1, s, ..., xon). Por
simplicidade, dizemos que (z) é uma (0, €)-particdo de z.

Podemos visualizar uma (n, €)-particao de z juntamente com suas k-partes através de

uma estrutura de arvore. Por exemplo, abaixo indicamos uma (3, €)-parti¢ao (z, ..., zg)
de z, juntamente com a sua 2-parte (yi,...,y4), a sua l-parte (z1,x2) e a sua 0-parte (z).

N
AN
INININN

Z9 Z3 Z4 25 26 <7

Para cada pedaco dessa arvore da forma
a
b c

temos que a =b+c¢, ||b]| = ||| e > e. Em particular,

2 = I+ X

= (y1+y2) + (Y3 +ya)
= ((21 +22) + (23 + 24)) + ((25 + 26) + (27 + 23)) -

Observagao 3.2.3. Suponha ||z|| = 1. Um fato importante que usaremos no primeiro
lema é como uma (n, €)-partigao (xq,xa, ..., zon) de z produz uma (n, €)-arvore. Para tal,
basta multiplicarmos cada k-parte da (n, €)-particdo (x1, T, ..., 29n) por 28 (0 < k < n).
Na visualizacdo das partigoes dada anteriormente, podemos obter uma (3, €)-arvore da
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seguinte maneira

TN
VA NVAN
VAVAVAVAN

829 823 8z4 8z5 8z 8z7

Para provarmos que este procedimento realmente produz uma (n, €)-arvore, consideremos
um pedago dessa arvore da forma

N

2k+1b 2k+lc

Como a = b+ ¢, vemos que 2¥a é o ponto médio do segmento de reta que liga 25+'b a
2kl o que estabelece a condicio (1) de (n, €)-drvore (Definigao 3.1.1.). Verifiquemos a

condigao (2) de (n,€)-arvore. Suponhamos, por indugao, que ||a|| > —(note que isto é

ok
verdade se k = 0 pois entdo a = z e ||z|| = 1). Entao,

1
o < llall = o+l < bl + [lell = (bl = 2lel] ,

donde

1ol = llell = 57 -
Dai,

[b—cll <2 b—cl = 2710 — 25+ ]|

=l = o
< |- 7l -

provando que o segmento de reta que liga 25710 a 2¥*1¢c tem comprimento maior ou igual
a €.

O primeiro lema nos diz que se X é um espaco de Banach sem a P.A.F., entao sua
norma original satisfaz uma desigualdade triangular “uniformemente mais forte”, valida
para vetores que formam particoes. A idéia é relacionar particoes e partes de arvore.
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Este é o comeco da construcao da norma uniformemente convexa equivalente procurada
e, observe que é um inicio “coerente”, ja que a principal caracteristica de tal norma ¢é
também uma desigualdade triangular “uniformemente mais forte”, valida para vetores da
esfera unitaria. Vejamos entao o significado preciso de tais fatos:

Lema 3.2.4. Se um espaco de Banach X ndo tem a P.A.F. entdo, para cada € > 0,
existemn € N e § > 0 tais que se z € X e (x1,2,...,x9n) € uma (n,€)-particio de z,
entao

2n
DNl = @+ o)l -
j=1

Demonstracao: Assuma que o resultado é valido para cada z € Sx. Seja (y1, ..., y2n ) uma

(n, €)-particao de y € X\{0}. Entao, (ﬁ, o ﬁ) é uma (n, €)-partigao de z = ”—y” € Sx.
Y
Pela hipotese,
Dol = (), ouseja, D llysll = (1 + )yl -
2]
Assim, podemos supor ||z|| = 1.

Afirmamos que existem n € N e § > 0 tais que toda (n,€)-arvore em X possui um
vetor de norma > 1+ 2"J. De fato, suponhamos que isto é falso. Fixemos 0 < € < e.

Como X nao tem a P.A.F. | existe n € N para o qual ndo existe uma (n, €)-arvore contida
/

—€
2ne
0, existe uma (n, €)-drvore T' contida em (1 + 2"§)Byx. Multiplicando esta arvore 17" por
1 ¢
L= TS = — > 0, obtemos uma (n, €')-arvore 7" contida em By, o que contradiz a
" €
escolha de n.

. € -
em By. Seja § = > (. Como estamos negando a afirmagao, para este n e este

Agora, sejam n e 6 como na afirmacdo acima. Seja (21, ...,Ton) uma (n,€)-particao
de z. Seja T a (n, €)-arvore produzida por esta particdo como na Observacao 3.2.3. Pela
nossa afirmagao algum vetor de T tem norma > 1 + 2"J. Logo, o mesmo ¢é verdade para
algum vetor da n-parte de 7', donde existe j, € {1,...,2"} tal que [|2"xj || > 1+ 2"0.

1
Como ||z;|| > o bara todo j € {1,...,2"}(veja a Observagao 3.2.3.), concluimos que

2n

1 1 1
S gl = Nl ol ol || > %+...+(2—n + 5>+...+2—n = 148 = (1+0)| 2],
j=1

0 que prova o primeiro lema. U
Para o segundo lema, precisamos de uma
Defini¢ao 3.2.5. Uma funcao real x € X — |z| € R é dita uma fun¢do comprimento em

X se:

(a) |z] > 0 paratodozr € X e |z|=0< 2z =0.
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(b) |ax| = |a||z| para todos z € X e o € R.

Lema 3.2.6. Seja X um espaco de Banach sem a P.A.F. Seja ¢ > 0 e tomen € N e

0 > 0 como na conclusao do primeiro lema. Assuma 0 < 6 < € < 3 Entao existem uma

funcgao comprimento em X e um 61 > 0 de modo que:
)
(@) 1 =9)llz]| <ol < {1=3 )l
(b) Sellzll = llyll =1 e ||z =yl = € entdo [z +y| <[z +[y| - &

Demonstragao: Para cada z € X e cada 0 < k < n, seja Qx(z) o conjunto de todas as
(m, €)-partices de z com 0 < m < k. Para cada P = (uy, ..., ugm) € Q,(2), definimos

2m
> Nl
j=1

LY SR
2 40 Ty,

N(P) =

Além disso, definimos
|z| = inf N(P).
PeQn(2)

2
Como ||z < (1 + 55) N(P) para todo P € Q,(z), temos que

9 —1
12 (1430) 1l 2 (-0l

Considerando a (0, €)-particao (z) de z, vemos que

A< =20 < (1-3) 1

14+ =
+2

Portanto, a condi¢ao (a) do lema se verifica. Dai, é 6bvio que a funcao z — |z| satisfaz a
primeira condicao de funcao comprimento. Provemos a segunda condicao:

az|= inf N(P)= inf N(aQ)=|a] inf N(Q)=|allz],
7] PeQn(az) (P) QEQn(2) (a@) ||Q€Qn(z) (@) = lall|

sempre que z € X, a € R e a # 0. Assim, resta apenas provarmos a condigdo (b) do
lema. Para tal fim, precisaremos do fato de que

zl= inf N(P). *
] ped™ ) (P). (%)

Com efeito, se () é uma (n, €)-partigdo de z entao o Lema 3.2.4 implica que

140 146
ViQ)> - 5§+QW” : Z:iyﬂZJTE:M@»
—|—§(+Z—|—...+4—m) 3 9
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Fixemos z,y € X tais que [z} = |yl = 1 e [z —y| > e Entao, (z,y) é uma (1, ¢)-

particao de x +y. Escolha 7 tal que 0 < v < Por (x), existem uma (k, €)-partigao

9 An+2°
(U1, ..., uge) de x e uma (I, €)-particao (w1, ..., w; ) de y com k, 1 € {0,...,n — 1} tais que

2k 2l
>l > flwil
Jj=1 Jj=1

1+—O+—+m+—) 1+—O+—+m+—>

2 4 4k 2 4 4t

Sem perda de generalidade, podemos supor k < [. Denotemos por (wg1, ..., Wy or) a
k-parte da (I, €)-parti¢ao de y. Entao,

2l ok
> flwil > [lwwgl
Jj=1 Jj=1

lyl > — —7
5 1 1 5 1 1
1+—O+—+m+—> 1+—O+—+m+—>

v

2 4 4! 2 4 4!
2k
> flwwl
> =1 .
= (] 1 1 7
+§ +Z+M+W+m

Consideremos a (k+1, €)-partigao (u, ..., Ugk, Wk 1, ..., Wy o ) de x+y associada a (u1, ..., ugk)
e (w1, ...,wmk). Como k+ 1 <n , temos

2k

2k
sl + > lww gl
j=1 j=1

1 1) 1 1 1 '
+§ +Z—|—...+W

|z +y| <

Em resumo, temos:

ok
> Ml
7j=1

TN GV o
2 47T gk

o |z| >

2k
> Jlwigl
j=1

: ] 1 TN
+§ +Z+...+ﬁ+m

o [yl >
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2k ok
—> " lugll = " lwil
Jj=1 Jj=1
1 1 1 +-1 1) 1 1 1 '
5 —FZ—F...—FW +§ —FZ—F...—'—F

o —|z+y|l>
1+

Logo,

2k 2k
> [l > Jlwr
j=1 j=1

_|_

2| + [yl = |z +y| >

T UL BT I
2 4 T 4k 2 4 T gkl T g gkl
2k 2k
= "l =3 Jfw]
Jj=1 j=1
-2
+1 (142 ! +1 O (142 Ty
S 1 !
— ! 1 o 1 1 . 5 . 1
" +§ +"'+E +§ +"'+4k+1
k
3 ol 1 - !
=1 ! 1 5 1 1 1 5 1 1 1
= +§ +~~+m +§ +...+W+73.4k+1
— 29.
Afirmamos que
Qk Qk‘
1< gl €146 e 1< lwgy < 1+4.
J=1 j=1

De fato, provaremos apenas o primeiro caso, sendo o segundo andlogo. Como |z| <

5 )
<1 _ g) ||| =1 — 3 obtemos |z| +v < 1, donde

ok
0 1 1
1= || S;Hujn < (H§(HZ+'“+E)) (Jz| +7) <1434
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Dai,

2+ Iyl — o +yl > 1 1
’ ’ o 1 0 1 ! 1 0 1 !
+§ -f-...-f-E +§ +"+W
1 1
B (1+5) 1 1 1 _1 0 1 1 1
+ = + -l—m +§ —f—...—f-w*f‘m
6 1
B B 9 pk+1
0 1 0 1 1 1 0 1 !
+§ +"'+4_k +§ -f-...-l—m
1) 1
B 2°3.4k+1
(1+9) e 1 e T T
+§ —l—...—l—m +§ —l—...—l—m‘f‘m

2
Cada parcela do denominador da primeira fragao apods esta ultima igualdade é < 1+ 55 <

3 (pois 6 < %), enquanto cada parcela do denominador da segunda fracao é > 1. Além

. 9 0 o 1 .
disso, 1 + 6 < 3 ey < 5 qnie < ST Com tudo isso, vemos que
||+|||+|>9(51 946 1 2(51
x — |z ———————— = 2 - —
Y Y 1672 4k 827 3.4kF1 T2 R4S
o 1 o 1
= >
2 4k+3 T 2 4n+2
)
Portanto, 6; = ——— > 0 resolve. O

9 4n+2
Lema 3.2.7. Seja X um espago de Banach com norma ||.|| e sem a P.A.F. Seja e >0 e

N - 1 .
tomen e § como na conclusio do primeiro lema. Assuma que 0 < § < € < 3 Entao é

possivel introduzir uma norma ||.||sc em X tal que:

(@) (1= 9)el < il < (1= 3) ol

(0) Nzl = llyll =1 e [lz —yll = 5¢ = ||z + yllse < llzllse + [lyllse — €br , onde 6, € 0
mesmo da conclusao do sequndo lema.

Demonstragao: Pelo segundo lema, existe uma fun¢ao comprimento |.| satisfazendo

@ (1= 9lel <lel < (1-3) .
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(b) flzll = llyll = Te llz =yl = € = [z +y[ < |z| + |y = 6.

Seja x € X arbitrario. Dada g, : 0 = xg, 1, x9,...,2; = x uma poligonal ligando 0
a x , ponha |g,| como sendo o tamanho de g, medido pela fun¢do comprimento; mais

precisamente:
!
92l =)l — w4,
j=1
Analogamente, ponha ||g,|| como sendo o tamanho da poligonal g, medido pela norma de
!
X, isto 6, [lgall = D oy — il

j=1

Defina
Il = inf gl

EASE Y

onde P, ¢é o conjunto de todas as poligonais que ligam 0 a x.

Considerando o caminho poligonal trivial g, : 0 = z¢, x; = x, vemos que

)
lzllse <l =0 = Ja| < {1 =5 ) ]Il

Além disso, se g, : 0 = xg, ..., 7; = x é qualquer poligonal ligando 0 a z, temos

l

l 1
(L= )zl =@ =)D (x; — z;-1)| < (1-93) Z [2j — zj]l < Z |2; — zj-1] = [gal-

j=1
Logo, vale
(1 =d)lz]] < [l[lse-
Assim, a propriedade (a) se verifica. Dai, é ébvio que ||z||5e =0 < z = 0.
Se xr € X e a # 0 entao

||Oz$||55 - p H€l£ ) |gam| -

ax [e1

inf Jafil =lal inf 11| = lal ..

x x xT xT

Sex,y€ X, 09, :0=uz0,...,0 =7 ¢ gy :0=yo,....,ym = y sao caminhos poligonais
ligando 0 a « e 0 a y respectivamente, entao g, : 0 = o, ..., 2 + Yo = T, 2, + Y1, ..., T, +
Ym = T + y é um caminho poligonal ligando 0 a x + y, donde

2+ yllse < [gasyl = |g2] + lgyl-
Tomando o infimo em g, € P, e depois em g, € P, concluimos que
|7+ yllse < [l2lse + [|yllse-
Portanto, |.||se ¢ uma norma e resta apenas provar que vale a propriedade (b).

Suponhamos ||z]| = |ly|| =1 e || — y|| > Be. Fixemos v > 0 tal que § + v < e. Sejam
9r:0=xp,...,;y=xem Pyeg,:0=uyo, .. yn=yem P, tais que
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) gel < ll2llse +7 e gyl < llyllse + -

Afirmamos que

2)  I<gll<i+ee I<]gll<l+e
De fato, como ||z|| = |ly|| = 1, segue que 1 < ||g.|| e 1 <||g,||. Além disso,

)
(1= 8)|gall < lgal < ll2]l5e + 7 < (1 _ g) ﬂ

donde

d
L=<+

1§||gx||§+5§1+5+’7<1+6'

Analogamente, 1 < ||g,|| < 1+e.

Podemos supor sem perda de generalidade que ||g,|| < |/g,]|-

Introduzindo no maximo m pontos no caminho poligonal g, que subdividem seus
segmentos e no maximo [ pontos no caminho poligonal g, também subdividindo seus
, ’ : /. ! ! /. — A
segmentos € possivel obtermos caminhos g, : 0 = zg, ..., 2z, =xem Py e g, : 0=y, ...y, =
y em P, de modo que

B) Ml =1yl e llzy = 2fall = llyj —yjall (1 <7 <min{s, r}).
Com efeito, se for ||z1|| < ||ly1|| , ponha ] = 1 e escolha ¢} € [0, y1] tal que ||y}|| = ||=1]] =
||| Se for [[z1][ > [ly1]] , ponha y; = y1 e escolha z7 € [0, 4] tal que [l || = [[ya ]l = [l

: / /
Assim, temos ) e y].

¢ / / : / / : . 4T
Supondo construidos z; e y;, vamos construir 7, e y; ;. Sejam ¢ o menor indice

tal que x; ¢ {7,...,2}} e k o menor indice tal que yp & {y},...,y;}. Temos entdao 3

(KX ]
possibilidades:

(a) [Jws — 25|l = |lyx — ¥;l|: neste caso, ponha 2, =x; e y; =y

(¢) Anélogo ao (b).

Por fim, depois de esgotar os ' ou os ¢ (o que acontecer primeiro), completamos a
construgao com os pontos restantes.

Sabemos que se dividimos um segmento de reta [a,b] em X em dois pedagos [a,c| e
[c, b], entdao o comprimento de [a, b] é igual & soma dos comprimentos de [a, c| e [c, b] em
relacao a norma:
16— all = {16 =cll + llc = all

Isto implica que
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@) gzl = llg=ll e Ngyll = llgyll-

Apesar da fungdo comprimento |.| ndo ser uma norma, o mesmo é valido:
b—al=[b—cl+|c—al,

o que implica que

(5) gl =19l e lgyl = lgyl-
De fato, podemos escrever b na forma b = a + t(c — a) para algum t > 1. Logo,
|b—a|=tlc—a|l e |b—c|=(t—1)|c—dq|,

donde
b—c|+|c—al|=({t—-1)|c—a|+]|c—a|] =tlc—a|] =|b—al.

Agora, como estamos supondo ||g.|| < |lgyll, segue de (3) e (4) que s < r, de modo que
min{s,r7} = s. Como 1 < ||g,|| < [lg,]| < 1+ € (por (2)), segue de (3) que a soma dos
comprimentos dos segmentos de g, que ligam y; a y, tem tamanho menor do que € na
norma. Isto nos dé

6) e —yill = lle =yl = lly = yill = 4e.

Sejam
J={1<i<s:|(2—ai0) = (Wi — vl = ell(a; — 25 )}

I'={1,...,s}\J.
Usando (2),(3),(4) e (6), vemos que

S

de < Ix—ysl—llzx — ) Z(yi—yi Dl
< > i - (Wi — vi-1) |+ZII - — (i — i)l
el ied
< e laf =l (g — 2+ v — il
i€l ieJ
< ellgll +2) Nl — 2l <2e+2) |lah— iyl
ieJ e

donde

(M) D llzt =gl >

e
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Além disso, para todo ¢ € J, segue do segundo lema que

(z; — ;) (i —vi_1) |z} — 4| i — yial

ll ||$£ — a4 |z} — ‘”;‘—1” ||yz/ — v

_617

S\@\

|| — 2

donde
|(5U; - 95;71) + (3/: - yz/el)| < \x; - :c§71| + |y; - yz{fl‘ - Hx; - 95;71”51-

Logo, por (7),

Z| + (y; — yzl|<Z|x_xz 1|+Z|yz Yial —

ieJ ieJ e

Escreva J = {ky,...,k} com k; < ... < k;. Vamos construir um caminho poligonal h,,
ligando 0 a x + y da seguinte maneira:

% , , : L , : ,
(*) Vamos de 0 a z}, _; +¥y,,_, caminhando primeiro com os 2’ e depois com os ¥/, e
entao vamos diretamente a xj + ;.

/ / / ! / / / /
0,275 ey Thoy —15 Thoy—1 T Y15 o5 Tpoym1 + Yhy—15 They + Yy -

* sk ’ ’ ’ ’ . . . ’
(**) Em geral, vamos de zj, +y;, a j,,,_ + Y, caminhando primeiro com os 2’ e

depois com os ¥/, e entdo vamos diretamente a zj_ T ykz+1

/ / / / / / / /
xk,‘i + yki’ xki-f—l + yki’ . xkz+1 1 +yk‘ » Mhip1—1 +yk‘ +19 0 xki+1—1 +yk‘i+1—17 xki+1 + yki+1 .
(***) Finalmente, vamos de x}, +y; a r+y caminhando primeiro com os 2’ e depois com
os y':

/ / / / / / / / / /
Ty, + Yiy> Thoy41 + Yiyr -1 T + Yky» T + Ykt 1 o5 Lg +y,=x+y.

Dessa forma, usando (1),(5) e (8), vemos que

lz+yllse < Jhal = ) 1(2 + (Y — Yio1)]
ieJ
+ Z |2 — @i |+ Z Vi — il
ze{l, SSH\J i€{1,....,r}\J

< le — 1\+Zlyz Viy| — ed1 = |ghl + |g)| — €by
=|M+W—Q<WM+MM—@+%
Como ~v > 0 é arbitrario, o lema esté provado. O]

Lema 3.2.8. Seja X um espago vetorial com duas normas ||.|| e ||.||.. Assuma que para
todo x € X tenhamos ||z|, < ||z] < 2||x|.. Assuma também que exista uma fung¢do
real 6(€), com 6(e) > 0 se e > 0, tal que se ||z|| = |lyll = 1 e ||z — y|]| > € entao
e+ yllw < ||l + ||yl — 0(€). Entao, ||.||. € uma norma uniformemente conveza.
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Demonstracao: Primeiramente, observamos que para qualquer norma |[|.||; em um
espago normado temos que ||z|; = |yl = 1 el > |[x —yll1 > ¢ > 0 implicam

mf |lax —yll > E . de fato, ponha g(«) = ||ax — y|j; (a« € R) .

Afirmamos que g é uma funcao convexa de a:
realmente, basta mostrar que g(ta + (1 —¢)5) < tg(a) + (1 — t)g(f); mas, observe que

glta+(1=1)B) = |(ta+ (1 —=1)B)z -yl

ltax —y + (1 — t) Bz

ltax —y + (1 —t) Bz + ty — ty|]x
[tax — tylls + |(1 =) Bz + ty —yls
tazr —ylli + (1 = 8)||Bx — y[lx
tg(a) + (1 —1t)g(B).

1> ||z —y|li = g(1) > €e> 0. Logo, como g é convexa, nao existe a < 0

A I

Note que ¢(0)
tal que g(a) <

%' de fato, a convexidade de g nos da:
9(0) —g(@) _ g(1) —g(a) _ g(1) — g(0)
0O—a = 1-=a — 1-0
Dai, se existisse um o < 0 tal que g(a) < % , terfamos
c e
0 <« 2 < 2
— —
o 19l iz =yl —g(e)
—« -«
< Jlz—y|i—1<0,
um absurdo. Portanto, g(«) > %, para todo o < 0. Por outro lado, se |a—1| < % , temos
gla) = ez -yl =llz —y+ oz -zl = [z —y + z(a = 1)|
€ €
> llz—ylh—|a—1 >e— ==
> eyl —la— ey > e~ S = ¢
€ €
Sefora>1+§ou0<@<1—§temos
€
9(a) = llaz =yl 2 [llazll = lyli] = la = 1] > 5.
Assim, segue que g(«o) > % , para todo a € R, donde in}% |lox —y||; > %
ac
Agora, assuma. que zllu = gl = 1 ¢ 2 = gl > e. Como ||zl < J2l| < 2|2]l. para
todo z € X, existem 5 < o, <1 tais que ||az| = ||By|| = 1. Pela observagao inicial,
€
ax — Byl > ax—ﬁyu_” T —y H r—y| >-.
I =1l le =13 3 2
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Entao, ||ax| = ||fy|| =1 e ||az — By|| > i nos dao, por hipdtese,

€
low + Byl < llazlu+ 18yl — 3 (3)

€
= Jal+18-45 (%)
Dai,
lz+ylle = llax+By+ (1 —a)z+ (1= Bylu
< llaw + Byll + (1 = @)z + (1 = B)yll
€
< lal+18/=6(3) + 1t —al+1- 5]
€ €
- (x+ﬁ—5<1>+1—a+1—ﬁ:2—5<1>,
donde
1 1_ /e
o] 1159
”2(x+y) = 2(5 1
e assim, ||.|[, ¢ uniformemente convexa. O

Lema 3.2.9. Se num espaco de Banach X for possivel introduzir, para cada € > 0, uma
norma satisfazendo (a) e (b) do terceiro lema, entdo X admite uma norma equivalente
uniformemente convezxa.

Demonstracao: Fixe € > 0 e, com as notacoes do terceiro lema, defina

(e 9]

1
§+...:ZQ—RH;UHW%1.

n=1

(1-3) <(1-3) bl

para cada n > 1. Portanto, a série que define ||.|[, converge. Além disso, é facil ver que
|||l ¢ uma norma sobre X. Mostremos que ||.||, é equivalente & original:

1 1
Il = 5zl + 7llall; +

Pelo terceiro lema, temos

Realmente, observe que

= 1 =1 )
5 1= d)e] <Z—||x||2n <Y (1-3) el e
n=1 n=1

(= 9)lel < el < (1= 5 ) Nl
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1
Como 0 <d <e< g,temos

7 )
gllell < (L= lell < (L= B)lel < el < (1= 7)ol < JL

donde
7
Sl < Nl < ll)

para cada x € X. Portanto, ||.||, é equivalente a norma original de X. Mostremos agora
que .||, é uniformemente convexa:

Com efeito, primeiro observe que

oo oo

1 1
Aalle = 3 goglolyee 2 3 5o (0= 8l

n=1 n=1

=1
= (1=0)]> ot = 21 =)l = ]|
n=1

Como j& temos ||z|| > ||z, , segue que

2l < 2]l < 2[|2]].

Suponha agora que ||z|| = [|y|| =1 e ||z — y|]| > €. Fixe k > 1 tal que ¢ > o . Segue do

terceiro lema que

€ 5 €
o+l < llzll s + Iyl — 520 (557)

onde 4, (ﬁ) é 0 01 do terceiro lema correspondente a 2—2 Agora, note que
1 1
rm+mu=:§m+ym+1 R e
1 1
+ 2k+2 5 (lzlle +Nlylle) + 1 ( <+ y 5)

1 € 1
T +%gmwi+mg—5%mgﬁn+%wmmﬁ{wwﬁﬁ

1 € €
bl Il — 2500 (552) < el ol — g e (555)

onde a ultima desigualdade é vélida pois k > 1. Segue entdo do quarto lema que ||.||, é
uniformemente convexa. O

Isto conclui a demonstracao do Teorema de Enflo. 0
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3.3 Comentarios finais

Terminamos este trabalho com algumas consideragoes finais, a fim de mostrar com
maior clareza a importancia do resultado obtido por Enflo. Para tal, precisaremos in-
troduzir dois tipos de espacos, a saber: os espacos normados uniformemente suaves e os
espagos normados superreflexivos.

Definicao 3.3.1. Um espaco normado X é dito suave quando o limite

sz +tyll + [lv — tyll) — 1
m

t—0t t

existe e é igual a 0, sempre que x € Sx ey € X.

Um espaco normado X é dito uniformemente suave quando o quociente

sz +tyll + |z —tyl) — 1
t

converge para 0 quando t — 0T, uniformemente para (z,y) € Sx X Sy. Ou seja, para
todo € > 0, existe § = d(e) > 0 tal que

sz +tyll + llz —tyl) — 1
t

<€, sempre que 0<t<d e x,y€ Sx .

Note que 1 (||z+ty||+ ||z —ty||) =1 > 3||2z|| — 1 = 0, 0 que mostra que o quociente acima
é sempre nao-negativo (pois temos também ¢ > 0).

Um teorema devido a V. L. Smulian (ver [11], pag 500, Teorema 5.5.12) diz que um
espaco normado X é uniformemente suave se e somente se o dual X* é uniformemente
convexo, e X é uniformemente convexo se e somente se o dual X* é uniformemente suave.

Vejamos agora os espacos superreflexivos:

Definicao 3.3.2. Sejam X,Y dois espacos de Banach. Dizemos que Y é finitamente
representavel em X se, para todo € > 0 e todo subespaco de dimensao finita Y’ de
Y existem um subespaco de dimensao finita X’ de X com dim X' = dim Y’ e um
isomorfismo f : Y — X’ tal que || |||/ 7' < 1+e.

Um espaco de Banach X ¢é dito superreflexivo se todo espago de Banach Y finitamente
representavel em X ¢é reflexivo.

Trivialmente, um espaco de Banach superreflexivo é reflexivo, pois todo espaco de
Banach ¢é finitamente representavel em si mesmo. Entretanto, um espaco de Banach

. ~ . ’ . n ’ .
reflexivo nao necessariamente ¢é superreflexivo; por exemplo, E Eg )) ¢é reflexivo mas
n>1 2
nao é superreflexivo, pois pode-se mostrar que ¢; (o qual nao é reflexivo) é finitamente

representavel em Z eﬁ”’) (ver [4], exemplo da pag 218).
2

n>1
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Observamos que é possivel mostrar que um espaco de Banach X é superreflexivo se e
somente se o dual X* é superreflexivo(ver [4], pag 237, Corolario 8).

James introduziu as propriedades de arvore, assim como os espagos superreflexivos.
Também mostrou que um espaco de Banach é superreflexivo se e somente se nao tem a
P.A.F(ver [4], pag 231, Teorema 2). Portanto, o resultado de Enflo relaciona os espagos
de Banach superreflexivos com aqueles que admitem uma norma uniformemente convexa
equivalente, mostrando que sao os mesmos espacos. Além disso, usando também o re-
sultado de Smulian, podemos concluir que um espago de Banach X admite uma norma
uniformemente convexa equivalente se e somente se X admite uma norma uniformemente
suave equivalente; realmente, se X é um espaco de Banach que admite uma norma uni-
formemente convexa equivalente, entao X é superreflexivo. Como X ¢é Banach, temos
que X* também ¢é superreflexivo. Logo, pelo Teorema de Enflo, X* admite uma norma
uniformemente convexa equivalente. Dai, pelo Teorema de Smulian, X = X** admite
uma norma uniformemente suave equivalente.

Reciprocamente, se X é um espaco de Banach que admite uma norma uniformemente
suave equivalente, entao o Teorema de Smulian garante que X* admite uma norma uni-
formemente convexa equivalente. Logo, X* é superreflexivo. Como X* é Banach, segue
que X = X** é superreflexivo. Pelo Teorema de Enflo, X admite uma norma uniforme-
mente convexa equivalente.

Cabe ressaltar que Asplund mostrou que, se X é um espaco de Banach que admite
uma norma uniformemente convexa equivalente e também admite uma norma uniforme-
mente suave equivalente entao X admite uma norma equivalente que é, ao mesmo tempo,
uniformemente convexa e uniformemente suave(ver [3]).

Assim sendo, podemos destacar a importancia do resultado de Enflo através das
seguintes equivaléncias, vélidas se X é um espaco de Banach:

X é superreflexivo < X admite uma norma uniformemente convexa equivalente <
X admite uma norma uniformemente suave equivalente < X admite uma norma uni-
formemente convexa e uniformemente suave equivalente.
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