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A Propriedade de Dunford-Pettis

Celso Marques da Silva Junior

Orientadora: Luiza Amdlia de Moraes

Um espaco de Banach X possui a Propriedade de Dunford-Pettis se todo operador linear
fracamente compacto definido em X e com valores num espago de Banach arbitrario leva
sequencias fracamente convergentes em sequéncias convergentes em norma. Além disso,
dizemos que um espaco de Banach X possui a Propriedade de Dunford-Pettis hereditaria se

todos os seus subespacos fechados possuem a Propriedade de Dunford-Pettis.

O objetivo deste trabalho é fazer um estudo dos espacos de Banach com a propriedade de
Dunford-Pettis. Apresentaremos exemplos de espacos que gozam e de espagos que nao gozam
desta propriedade além de exibir diversas condi¢oes necessarias e suficientes para que um
dado espaco de Banach possua a Propriedade de Dunford-Pettis. Finalizaremos este trabalho
apresentando uma demonstracao de que dado um espago de Banach E entao o espago ¢;(F),
das sequéncias absolutamente somaveis, possui a Propriedade de Dunford-Pettis hereditaria

se, e somente se, I/ também possui esta propriedade.
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A propriedade de Dunford-Pettis.

Celso Marques da Silva Junior

Supervisor: Luiza Amalia de Moraes

A Banach space X has the Dunford-Pettis Property if every weakly compact linear ope-
rator defined by X and with values in an arbitrary Banach space takes weakly convergent
sequences into norm convergent sequences. Besides, it is also said that a Banach space X
has the hereditary Dunford-Pettis Property if all its closed subspaces has the Dunford-Pettis
Property.

The aim of this work is to study the Banach spaces that have the Dunford-Pettis property.
Examples of spaces with and without that property will be presented moreover it will be
showed different necessary and sufficient conditions so that a given Banach space has the
Dunford-Pettis Property. This work will be finished demonstrating that a given Banach
space E, so the space [1(F), of the absolutely summable sequences, has the hereditary

Dunford-Pettis Property if, and only if, E has this property also.
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Introducao

Um espaco de Banach X possui a Propriedade de Dunford-Pettis se todo operador linear
fracamente compacto definido em X e com valores num espago de Banach arbitrario leva

sequéncias fracamente convergentes em sequéncias convergentes em norma.

Um cléssico resultado de N. Dunford e B.J.Pettis publicado em 1940 (cf. [12]) mostrou
que o espaco Li(p) das fungdes integréaveis num espago de medida arbitrério goza desta
propriedade. Mas, foi s em 1953 que Grothendieck isolou e estudou esta propriedade, tendo
dado a ela o nome de Propriedade de Dunford-Pettis. Em [15] Grothendieck estabeleceu
condicoes necessarias e suficientes para que um espaco de Banach tenha a Propriedade de
Dunford-Pettis e mostrou que se K é um espago de Hausdorff compacto entao C'(K) possui
a Propriedade de Dunford-Pettis. Ele mostrou também que se X é um espaco de Banach
cujo dual possui a Propriedade de Dunford-Pettis entao X possui a Propriedade de Dunford-
Pettis. Por quase vinte anos o problema de decidir se o dual de um espago com a Propriedade
de Dunford-Pettis também possui a Propriedade de Dunford-Pettis ficou em aberto. Foi s
em 1972 que Stegall deu o primeiro exemplo de um espaco de Banach X com a Propriedade
de Dunford-Pettis mas cujo o dual nao possui a Propriedade de Dunford-Pettis ( ver [23]).
O problema de caracterizar quando o fato de um espago de Banach possuir a Propriedade
de Dunford-Pettis garante que seu dual possui a Propriedade de Dunford-Pettis continua em
aberto. Decidir se um espaco de Banach possui a Propriedade de Dunford-Pettis é sempre um
problema dificil. Alguns espacos importantes nao gozam desta propriedade. Por exemplo, os
espagos reflexivos de dimensao infinita nao podem possuir a Propriedade de Dunford-Pettis
(ver Corolario 3.1.17). Em particular, L,(u) para 1 < p < oo néo possui a Propriedade de

Dunford-Pettis.

Nosso objetivo neste trabalho é apresentar um estudo dos espacos de Banach com a

Propriedade de Dunford-Pettis. Nosso trabalho estd organizado da seguinte forma:



No primeiro capitulo, dividido em quatro sessoes, apresentaremos definicoes e enunciare-
mos, sem demonstracao, resultados que serao importantes para a compreensao deste trabalho
e que podem ser encontrados nos textos basicos dos referidos assuntos. Faremos uma primeira
secao com resultados basicos de Andlise Funcional. A segunda secao contera resultados rela-
cionados a Bases de Schauder. Em seguida, faremos uma segdo onde apresentaremos a

Desigualdade de Khintchine e a quarta e tltima se¢ao sera dedicada a Teoria de Integracao.

No segundo capitulo introduziremos alguns tipos especiais de operadores lineares, como
o operador adjunto, o operador compacto, o operador fracamente compacto e o operador
quase fracamente compacto. O objetivo deste capitulo nao é o de desenvolver uma teoria
completa de tais operadores, mas sim o de abordar resultados necessarios para estudarmos
a Propriedade de Dunford-Pettis. Dentre os resultados abordados, destacamos o Teorema
de Schauder que diz que um operador linear T" é compacto se e somente se seu adjunto 7™
é compacto, o teorema que diz que um operador T é fracamente compacto se, e somente
se, T* é fracamente compacto e o Teorema de Smulian que garante que se K é um subcon-
junto fracamente compacto de um espaco normado, entao toda sequéncia em K admite uma

subsequéncia fracamente convergente.

No terceiro capitulo, na primeira secao, definiremos a Propriedade de Dunford-Pettis
bem como apresentaremos exemplos de espacos que possuem e de espagos que nao possuem
esta propriedade. Diversas condigoes necessarias e suficientes para que um espaco de Banach
possua a Propriedade de Dunford-Pettis serao estabelecidas. Apresentaremos demonstragoes
dos resultados anteriormente mencionados, ou seja, do fato do espacgo L;(1), das fungdes in-
tegraveis num espaco de medida arbitrario e do espago C'(K), onde K é um espago de Haus-
dorff compacto, gozarem da Propriedade de Dunford-Pettis (ver Corolario 3.1.30 e Teorema
3.1.8 respectivamente). Além disso, apresentaremos o exemplo construido por Stegall de um
espago de Banach que possui a Propriedade de Dunford-Pettis, sem que seu dual possua (ver

Exemplo 3.1.23). Em relagdo ao problema de estabelecer condigoes sob as quais X* possua



a Propriedade de Dunford-Pettis, apresentaremos a demonstracao de que se um espaco de
Banach X possui a Propriedade de Dunford-Pettis e ¢; </ X, entao X* possui a Propriedade
de Dunford-Pettis (ver Proposi¢ao 3.1.25). Um estudo associando a Propriedade de Schur a
Propriedade de Dunford-Pettis sera feito. Este estudo incluird um resultado mostrando que
todo espago que possui a Propriedade de Schur possui a Propriedade de Dunford-Pettis e um
resultado estabelecendo condigoes suficientes para que um espago que possua Propriedade
de Dunford-Pettis possua a Propriedade de Schur. Na segunda secao, abordaremos a Pro-
priedade de Dunford-Pettis Hereditaria. Um espago de Banach possui tal propriedade quando
todos os seus subespagos fechados possuem a Propriedade de Dunford-Pettis. Comegaremos
a se¢ao apresentando algumas condigoes necessarias e suficientes para que um espacgo pos-
sua a Propriedade de Dunford-Pettis Hereditaria e incluiremos uma demonstragao de que o
espago c¢q possui tal propriedade. Finalizaremos nosso trabalho com a demonstracao de um
resultado devido a P. Cembranos (ver [4]) que estabelece que se F' é um espago de Banach,
entdo o espaco {1 (FE) possui a Propriedade de Dunford-Pettis Hereditéria se, e somente se, £
possui a Propriedade de Dunford-Pettis Hereditaria (ver respectivamente os Teoremas 3.2.3

¢ 3.2.12).



Capitulo 1

Definicoes e Resultados Preliminares

O objetivo deste capitulo é apresentar uma colegao de definigoes e resultados da Andlise Fun-
cional e Teoria de Integracao que serao necessarios para o desenvolver deste trabalho. Neste

ponto, nao incluiremos demonstracoes, mas sempre daremos referéncia de onde encontra-las.

Embora a maioria dos resultados sejam validos para espacos vetoriais complexos, con-
sideraremos sempre X e Y espacos vetoriais sobre R. Para resultados de topologia geral,

referimos a [17].

1.1 Analise Funcional

Iniciaremos esta segao definindo os espacos ¢ € £, onde 1 < p < co. As seguintes desigual-

dades serao uteis:

Proposicao 1.1.1. (Desigualdade de Holder) Se z = (x1,...,2,),y = (Y1,---,yn) € R"

entao )

(2:: !yi\‘I) 6 :

B =

Z |ziyi| < (Z |$z‘|p>
k=1 k=1



onde p,q > 1 sao tais que }1) + % =1.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 1.5, p.3. ]

Proposicao 1.1.2. (Desigualdade de Minkowski) Se z = (z1,...,2,),y = (y1,...,yn) € R"

entao
1 1 1
n D n P n p
(Senr) = (o) ()
i=1 i=1 i=1
onde p > 1.
Demonstracao. Veja [14], Teorema 1.7, p.4. ]

Se x = (n)n € Y = (Yn)n s80 sequéncias em R e A € R, definimos a soma usual  +y e o

produto usual Az por x +y = (, + Yn)n € Az = (Ax,,)p.

Se 1 < p < oo ¢ um nimero real fixado, definimos ¢, como sendo o conjunto de todas as
sequiéncias © = (), em R tais que >, |z,[’ < co. Usando a desigualdade de Minkowski

mostra-se que ¢, ¢ um espago vetorial e que

N
|zl = (Z |wn|p>
n=1

define uma norma em /.
Definigao 1.1.3. Seja 1 < p < co. O espacgo <€p, ||||p> ou, simplesmente {,, € o espago

vetorial £, munido da norma || ,.

Definimos /., como sendo o conjunto de todas as seqiiéncias (x,), de nimeros reais tais
que

sup|z,| < oo.
n

Usando a desigualdade de Minkowski mostra-se que /., é um espago vetorial e que
[|2]|oe = sup|a]
n

5



define uma norma em /.

Definigao 1.1.4. O espaco ({w, ||.||,) 0u, simplesmente £, € o espago vetorial {o, munido

da norma ||.|| .

Verifica-se que /,, para 1 < p < oo é um espago de Banach. (ver [14], Proposigao 1.11,
p.6. )

Denotaremos por ¢ o subespago de ¢, consistindo de todas as sequéncias z = (x,,),, tais
que limz, = 0. E facil verificar que ¢y € subespaco fechado de /4, e, portanto, também é um
n

espago Banach.

O seguinte lema sera util muitas vezes neste trabalho:

Lema 1.1.5. Se x = (z,,), € ¢y entdo existe k € N tal que x assume sua norma em alguma

de suas k primeiras coordenadas.

Demonstracao. Como o resultado é 6bvio para x = 0, suponha = # 0. Se = € ¢y, entao

x, — 0. Logo, existe k > 0 tal que

o] < et
n

2
sempre que n > k e portanto x assume sua norma em uma de suas k primeiras coordenadas.

]

Vale ainda introduzir outro espaco de Banach que serda usado neste trabalho. Trata-
se de C(K), onde K é um espago topolégico compacto. Definimos C(K) como sendo o
conjunto das fungoes continuas f : K — R. Tornamos C'(K) um espago vetorial com as
operagoes usuais de soma e produto por escalar. Definindo ||f||x = sup|f(z)|, mostra-se que

rzeK
C(K)=(C(K),|||lx) é um espago de Banach.

Lembramos que, se X e Y sao espagos normados, uma aplicacao T : X — Y ¢ dita um
operador linear quando para todos u,v € X e A € R, T'(u+ A\v) = Tu+ ATv. Um funcional

linear definido em X ¢ um operador linear 7" : X — R.



A rigor deverfamos escrever || ||x e || - ||y para indicarmos normas em X e Y, respecti-
vamente. A menos de quando for necesario para maior clareza do assunto explorado, para

nao sobrecarregarmos a notagao, iremos usar a mesma notacao || - || para indicar as normas

em XeY.

Ao longo deste trabalho, denotaremos por Bx a bola fechada em X de centro na origem
eraio 1 e por Sx a esfera em X de centro na origem e raio 1, isto é, Bx = {z € X ||z|| < 1}
e Sy = {z € X;||z|| = 1}. A seguir veremos um lema que permite uma caracterizacao dos

espagos normados de dimensao infinita.

Lema 1.1.6. (Riesz) Seja X um espago normado. Se Y € um subespago proprio e fechado

de X, entdo para todo € > 0 existe v € Sx tal que dist(z,Y) > 1 —e.

Demonstragao. Ver [14], Lema 1.23, p.13. O

Segue do Lema de Riesz que se X é espaco normado de dimensao infinita, entao existe
(Zn)n C Sx tal que ||z, — 2, || > 3, sempre que m # n. Este fato serd 1til no Capitulo 3 ¢

também nos permite obter a seguinte caracterizacgao:

Teorema 1.1.7. (Teorema de Riesz) Seja X um espaco normado. Entio Bx é compacta

se, e somente se a dimensao de X € finita.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 1.24, p.14. O

Definicao 1.1.8. Um subconjunto A de um espago vetorial é convero se dados quaisquer
x,y € A o segmento de reta que liga estes dois pontos estd em A, isto é, tx + (1 —t)y € A
para todo t € [0, 1].

Como a intersecao arbitraria de conjuntos convexos é um conjunto convexo, dado um
espaco normado X e A C X, subconjunto qualquer, podemos falar no menor subconjunto
convexo que contém A. Este conjunto sera obtido pela intersecao de todos os conjuntos

convexos que contém A. Assim, definimos:



Definicao 1.1.9. A enwvoltoria convexa de um subconjunto A de X € o menor conjunto

convezro que contém A. Tal conjunto serd denotado por T'(A).

Como consequéncia imediata da definicao de operador linear e da definicao de conjunto

convexo temos:

Proposicao 1.1.10. Sejam X, Y espacos vetoriais. Sel" é uma aplicagao linear de X em

Y e A € um subconjunto convexo de X entio T (A) € convexo em Y .

Definigao 1.1.11. Um subconjunto A de um espaco vetorial € absolutamente convexo se

dados quaisquer o, 5 € R tais que |a| + |5] <1 ex,y € A entdo ax + Py € A.

Novamente, como a intersecao arbitraria de conjuntos absolutamente convexos é um

conjunto absolutamente convexo, podemos definir:

Definicao 1.1.12. A envoltoria absolutamente convexa de um subconjunto A de X € o

menor conjunto absolutamente convero que contém A. Tal conjunto serd denotado por Ay.

Observacgao 1.1.13. E fdcil verificar que A, é a imagem de [—1,1] x T'(A) pela aplicagao
produto

p : RxX —X

(A, z) — Az

Proposicao 1.1.14. Sejam X e Y espacos normados, e seja T um operador linear de X

em Y. Sao equivalentes:

(i) T € continua em X
(i) T € continua na origem

(i1i) Existe C' > 0 tal que ||T(x)|| < C'||z|| para todo x € X.



(iv) T € Lipschitz

(v) T(Bx) € um conjunto limitado em Y .

Demonstracao. Veja [14], Proposic¢ao 1.17, p.10. ]

Definicao 1.1.15. Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear T : X — Y €

limitado se T(Bx) € limitado em Y .

Observagao 1.1.16. A Proposi¢ao 1.1.14 garante que um operador € limitado se e somente

se € continuo.

Além disso, dado qualquer operador linear T : X — 'Y temos que:

|7 ()]]

sup ||T(x)|| = sup = sup ||Tz||.
llel|<1 w0 ||7]| 2|1

Mais ainda, no caso de T ser continuo, temos que

sup |[|[Tz|| =inf{C > 0:||T(x)|| < C|z|| para todo x € X}

[l||=1

e denotamos este valor por ||T|.

Definicao 1.1.17. Sejam X e Y espagos normados. Denotamos por L(X,Y) o espago

vetorial de todos os operadores lineares T : X — Y que sao limitados, munido da norma
1T = sup {||T'(2)]ly : v € Bx}

e das operacgoes usuais de soma e produto por escalar em espacos de funcoes.

A norma acima definida é dita a norma usual em £(X,Y)

Definicao 1.1.18. Seja X um espaco vetorial. Uma aplicacdo linear P : X — X € chamada
uma proje¢ao sobre um subespaco Y de X se P(X) =Y e P(y) =y para todo y € Y ou,
equivalentemente, se P(X) =Y e P? = P.



Definicao 1.1.19. Um subespaco Y de um espaco de Banach X € dito complementado em

X se existe uma projecao linear limitada de X sobre Y.

Observacao 1.1.20. Note que se 'Y ¢ um subespaco complementado de um espaco de Banach
X, entao Y ¢€ fechado. De fato, neste caso, existe P : X — Y projecao linear limitada.
Assim, se (yn)n C Y converge para z € X, utilizando o fato de P ser limitada e de P(y,) = yn

para todo n € N obtemos que
P(z) = P(limy,) = lim P(y,) = limy, = 2
e, portanto, z € Y.

Definicao 1.1.21. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que X e Y sao isomorfos se

existe um operador linear bijetivo continuo T : X — Y. Neste caso, denotaremos X =Y.

Se, além disso, T for uma isometria (isto €, ||T(x)|| = ||z|| para todo x € X ) entdo diremos

que X eY sao isometricamente isomorfos. Neste caso, escreveremos muitas vezes X =Y .

Lembramos que uma func¢ao continua inversivel com inversa também continua é dita um

homeomorfismo.

Definicao 1.1.22. Seja X um espag¢o normado. O dual topologico de X, denotado por X*,
¢ o conjunto dos funcionais lineares continuos de X em R munido da norma usual, isto é,

X* = L(X,R).

Vejamos alguns exemplos de duais topolégicos que serao importantes no Capitulo 3.

Exemplo 1.1.23. (¢y)* = {1, a menos de um isomorfismo isométrico. Com efeito, dado
£ = (&)n € b, seja T; : cg — R definido por Te(x) =Y " {nxy para todo x = (,,), € Co.
A aplicagao T : €1 — (co)* definida por T(§) = T estabelece um isomorfismo isométrico

entre (co)* e {1 (ver [14], Proposi¢ao 2.14, p.44).

10



Exemplo 1.1.24. ({1)* = ls, a menos de um isomorfismo isométrico. Com efeito, dado
£ = (&)n € U, seja Ty - 1 — R definido por Te(x) = | &uxy, para todo x = (2,), € £1.
A aplicagio T : e — (61)* definida por T'(§) = T¢ estabelece um isomorfismo isométrico

entre (01)* e U (ver [14], Proposicio 2.15, p.44).

Exemplo 1.1.25. ({,)* = {, a menos de um isomorfismo isométrico, onde 1 < p < 00 e q
¢ tal que %—l—% = 1. Dado & = (&,)n € 4y, seja T¢ : £, — R definido por Te(x) = > | &y,
para todo v = (), € {,. A aplicacio T : L, — (€,)* definida por T'(§) = T¢ estabelece um
isomorfismo isométrico entre (£,)* e {, (ver [14}], Proposicao 2.16, p.44).

A partir daqui, em todo este trabalho, para cada n € N, e, indicard a sequéncia em R
cuja n-ésima coordenada ¢é a unidade e todas as outras coordenadas sao nulas. E claro que

{en : n € N} estd contido em ¢y e em £,(1 < p < 00).
Teorema 1.1.26. Sejam X um espago normado e Y um espago de Banach. Entio L(X,Y)
¢ um espaco de Banach. Em particular, X* é um espaco de Banach.

Demonstracao. Veja [14], Proposigao 1.19, p.11. ]

Seja Y um subespaco fechado de um espago normado X. Para x € X, consideramos a

classe de equivaléncia  em relagao a Y,
t={zeX:(z—2)eY}={rx+y:yeY}.

O espago X/Y = {&:x € X} de todas as classes de equivaléncia, munido das operagoes
canonicas de adicao e multiplicacao por escalar, é claramente um espaco vetorial. Além

disso, verifica~se que ||z|| = inf {||y|| : ¥ € £} torna X/Y um espago vetorial normado.

Definigao 1.1.27. Seja Y um subespago fechado de um espago normado X. O espago XY

munido da norma ||z|| = inf {||ly|| : y € T} € chamado o espago quociente de X com relagao

aY.

11



Proposicao 1.1.28. Seja Y um subespago fechado de um espago de Banach X. Entao XY

¢ espaco de Banach.
Demonstracao. Veja [14], Proposigao 1.21, p.12. ]
Relembramos que um subconjunto M de um espaco topoldgico X é dito denso em X se
o fecho M de M é igual a X
Definicao 1.1.29. Seja X um espago topolégico. Dizemos que X € separdvel se existe uma
sequéncia (T,), em X que € densa em X.
Como exemplos de espagos separdveis, temos os espacos [,, onde 1 < p < 0o e ¢y. Por
outro lado, I, nao é separavel. Para detalhes, veja [14], Proposicao 1.26, p.14.

Definicao 1.1.30. Se X € um espacgo vetorial e A C X, entao o espago vetorial gerado por
A, serd denotado por [A] e é por defini¢ao a intersecao de todos os subespagos de X que

contém A. E claro que [A] € um espago vetorial.
Lema 1.1.31. Seja (x,,), uma sequéncia arbitrdaria em um espago vetorial X. Entao [{x,},]
¢ separdvel.

Demonstragao. Veja [13], Lema 5, p.50. ]

A seguir, enunciaremos o Teorema de Hahn-Banach e alguns de seus corolarios.

Teorema 1.1.32. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam X wum espago normado e M um
subespaco de X. Se f : M — R € linear e continua, entao existe fv e X* tal que
f(x) = f(z) para todo x € M e ||f|| = || f]l.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 2.4, p.40. ]

Como conseqiiéncias imediatas do teorema de Hahn-Banach temos:
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Corolario 1.1.33. Sejam X um espago normado e x € X, x # 0. Entao existe f € X* tal
que [|fl] =1 e f(z) = ||z]].

Corolario 1.1.34. Seja X um espagco normado. Se f(x) = 0 para toda f € X*, entdo
= 0.

Corolario 1.1.35. Seja X um espaco normado. Para todo x € X tem-se

|zl = sup |f(z)] = sup [f(z)]
fex=

1] xx=1 [l x* <1

Teorema 1.1.36. (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam X um espago de Banach ¢ Y um
espago normado. Seja (Ty)aer C L(X,Y) tal que supl||T,x|| € finito para cada x € X. Entdo
acl

tem-se que supl||T,|| € finito.
acl

Demonstragao. Veja [14], Teorema 3.12, p.68. O

Definicao 1.1.37. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacio T : X — Y € dita
aberta se T (A) € aberto em Y para todo A C X tal que A é aberto.

Teorema 1.1.38. (Teorema da Aplicagdo Aberta) Sejam X, Y sdo espagos de Banach. Se

T:X —Y € uma aplicacao linear continua de X sobreY, entao T € aberta.
Demonstragao. Veja [14], Teorema 2.24, p.50. ]

O préximo Corolario segue como consequéncia imediata do Teorema da Aplicagao Aberta.

Corolario 1.1.39. (Teorema da Aplicagao Inversa) Sob as mesmas condi¢oes do teorema

anterior se T for injetiva entdo T~ € continua.

Demonstracao. Veja [14], Coroldrio 2.25, p.50. ]
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Definicao 1.1.40. Consideremos um espaco de Banach X. Se Y € um subconjunto de X,

definimos seu anulador por

Yt ={feX*: f(y) =0 para todo y € Y}.

Note que Y+ € um subespaco fechado de X*.

Teorema 1.1.41. (Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam X um espago
normado sobre R, A e B subconjuntos convexos nao vazios de X, tais que AN B = &.
Suponhamos que A é aberto. Entdo existem A € R e f € X*, f # 0 tais que f(a) < X\ para
todo a € A e f(b) > X para todo b € B.

Demonstragao. Veja [14], Corolario 2.13, p.43. O

Segue como consequéncia dos Teoremas de Hahn-Banach e da Aplicacao Aberta:

Proposicao 1.1.42. Seja Y um subespaco fechado de um espago de Banach X. FEntao Y*

¢ isometricamente isomorfo a X* )Y+

Demonstracao. Veja [14], Proposicao 2.7, p.41. ]

Observacgao 1.1.43. Representamos por X** o dual topologico de X*, onde X € um espaco
normado. Definimos J : X — X** por Jx = ¥ para todo v € X, onde T : X* — R ¢
tal que Z(f) = f(x) para toda f € X*. A aplicagio J €é chamada a aplicagdo canonica de
X em X**. E facil ver que J estd bem definida, € linear e ||Jz|| = ||z|| para todo x € X .

Portanto X € isometricamente isomorfo a J(X) C X**.

Apresentaremos agora duas topologias que serao amplamente utilizadas neste trabalho.

Definicao 1.1.44. Seja X um espaco normado. A topologia fraca de X, denotada por

(X, X"), € a topologia que tem como sub-base a cole¢ao
S={p(A); p € X*, ACR aberto }.
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Similarmente, a topologia fraca estrela de X*, denotada por o(X*, X), é a topologia que

tem como sub-base a colecao

S={p N A);pecJX)CX* ACR aberto } = {27 *(A);x € X, A C R aberto }.

E claro o(X*, X) C o(X*, X*).

Dizemos que a topologia da norma é a topologia forte de X. Escreveremos (X, ||.||) para
denotar o espago X munido da topologia forte. A partir da definicao, é facil ver que a

topologia fraca esta contida na topologia forte.
Da definicao de topologia fraca, resulta que a colecao
O={reX;|filx—xp)| <e para i=1,...,n}

para todas as escolhas de xg € X, fi,...,fn € X* e € > 0, forma uma sub-base para
a topologia fraca de X. Além disso, da definicdo de topologia fraca-estrela resulta que a
colecao

O ={fe X |(f—fo)z;)| <e para i=1,...,n}
para todas as escolhas de fy € X*, x1,...,2, € X e € > 0 é uma sub-base para a topologia

fraca-estrela.

Sendo assim, uma sequéncia (x,), C X converge a xy na topologia fraca, se e somente
se f(x,) — xo para todo f € X* e que (f,), C X* converge a f; € X* na topologia
fraca-estrela se, e somente se, f,(x) — fo(z) para todo € X. Denotaremos x, — g e
fn N fo quando as convergéncias ocorrerem nas topologias fraca e fraca estrela respectiva-
mente. Quando se tornar necessario, explicitaremos o espago e a topologia onde ocorre a

o(X,X*)

convergéncia, utilizando, por exemplo z,, — ~ o para denotar que esta ocorre no espago

vetorial X, munido com a topologia fraca.

Chamaremos uma sequéncia de fracamente convergente se ela convergir na topologia fraca

e a chamaremos de fracamente nula se o seu limite fraco for o zero. Além disso, diremos
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que uma sequéncia (x,) C X é fracamente Cauchy se (f(z,))» for sequéncia de Cauchy para

todo f € X*. Analogamente definimos uma sequéncia fraca-estrela Cauchy.

Segue do Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 1.1.36) que toda sequéncia convergente
na topologia fraca estrela é limitada. Consequentemente, toda sequéncia que converge na

topologia fraca também ¢ limitada.

E claro que a topologia fraca estrela é de Hausdorff. E, como consequéncia do Teorema
de Hahn-Banach geométrico (Teorema 1.1.41), a topologia fraca também é de Hausdorff.
Note que tal fato nos garante, por exemplo, que conjuntos compactos em tais topologias sao
fechados. Iremos utilizar isto ao longo deste trabalho, sem relembrarmos o tempo todo que

a validade deste resultado se deve a estes espagos topoldgicos serem Hausdorff.

Vale o seguinte resultado para espacos de dimensao finita:

Proposicao 1.1.45. Se um espago normado X ¢é de dimensao finita, entao a topologia fraca
de X coincide com a topologia da norma de X, e a topologia fraca estrela de X* coincide

com a topologia da norma de X*

Demonstracao. Veja [14], Prop. 3.8, p.66. ]

Observacao 1.1.46. E claro que, dado qualquer zo € X, vale a igualdade entre os conjuntos

ro+{re X :|fi(z)|<e parai=1,...,n}

{r e X :|filx —xp)| <€ parai=1,...,n}.

Consequentemente, um operador linear T : X — Y € o(X, X*)-continuo em X se, e sd
se, € (X, X*)-continuo na origem e uma sequéncia (z,), C X converge fracamente para

xg € X se, e so se, (x, — xg), converge fracamente para zero. Analogamente se mostra
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que um operador linear A : X* — Y™ € o(X*, X)-continuo em X* se, e so se, € o(X*, X)-
continuo na origem e que uma sequéncia (vn), C X* converge para ¢y € X* na topologia

o(X*, X) se, e s6 se, (pn — @o)n converge para zero na topologia o(X*, X).
Teorema 1.1.47. Sejam X e Y espacos de Banach. Entao T € L(X,Y) se e somente se T
¢ o(X,X*)-o(Y,Y*) continuo.

Demonstragao. Veja [13], Teorema 15, p.422. O

Como a aplicac¢ao canonica J de X em X** ¢ limitada, entdo serd o(X, X*) — o(X, X**)

’ A w A , .
continua e portanto x, — ¥ se (xn)n C X é fracamente convergente para z. Temos assim:

Corolario 1.1.48. Seja X um espago normado e (x,), C X sequéncia fracamente conver-

gente para x € X. Entdo, &, — 0 em X**.

Dado um subconjunto K de um espaco normado X, denotaremos por K o fecho de K
na topologia da norma, por K" o fecho de K na topologia fraca. Se K C X*, denotaremos
por K" o fecho de K na topologia fraca estrela. Em geral, K ; K". O seguinte resultado

é uma conseqiiéncia do teorema de Hahn-Banach geométrico:
Teorema 1.1.49. Sejam X um espaco normado e K um subconjunto convexo de X. Entao
K'=K.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 3.19, p.70. ]

. ~ . . w ~ . . A .
Em espagos de dimensao infinita, de forma geral, x,, — x nao implica na convergéncia
em norma. Basta tomar como exemplo as bases canonicas em ¢y ou £,. Apesar disto, temos

o seguinte resultado como Corolério do iltimo teorema.

Corolario 1.1.50. Seja X espago de Banach, v € X e (x,), C X tais que x, = x. Entdo

existem combinagoes convexas yy de {x, : n € N} tais que yr, — x.
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Demonstragao. Veja [14], Coroldrio 3.20, p.71. H

Se 7 é uma topologia em X, diremos que K C X é 7-compacto se K é compacto em

(K, 7). Quando 7 é a topologia da norma, dizemos simplesmente que K é compacto.

Proposicao 1.1.51. Seja X espago normado e (x,), C X uma sequéncia que converge

fracamente em X. Se E = {x, : n € N}, entdo o fecho I'(E) da envoltdria convexa de E é

o(X, X*)-compacto.

Demonstragao. Ver [14], Teorema 3.58, p.85. O

Teorema 1.1.52. (Banach-Alaoglu) Seja X um espago normado. Entio Bx+ € o(X*, X)-

compacto.

Demonstragao. Veja [14], Teorema 3.21, p.71. ]

Definicao 1.1.53. Um espaco vetorial topologico é um espago vetorial X munido de uma
topologia T tal que as operacoes de adicao e produto por escalar que fazem de X um espaco

vetorial sao continuas de (X, 7)x (X, 7) em (X, 7) e de Rx (X, 7) em (X, 7), respectivamente.

Definicao 1.1.54. Um espaco localmente convexo € um espaco vetorial topologico X tal que
cada © € X tem uma base de vizinhangas convexas (ou, equivalentemente, cada vizinhanga

do zero contém uma vizinhanga convera do zero.).

Se p é uma seminorma definida em um espaco vetorial X, dado qualquer ¢ > 0 é facil
verificar que o conjunto V? = {z € X : p(x) < €} é absolutamente convexo e, para cada

xo € X, o conjunto zy + V? é convexo.

Seja P um conjunto de seminormas definidas em X. Dizemos que P separa os pontos
de X se a cada 0 # x € X corresponde pelo menos uma p € P tal que p(x) # 0. Podemos
definir em P uma semi-ordem da seguinte maneira: p,q € P, p < q < p(x) < ¢q(x) para

todo x € X.
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Neste caso, dizemos que P é uma familia dirigida de seminormas se dadas quaisquer

p1,p2 € P existir ps € P tal que p1 < ps e ps < ps.

Dados um espaco vetorial X e uma familia P dirigida de seminormas definidas em X,
podemos considerar em X a menor topologia 7p para a qual todos os elementos de P sao

continuos. Dizemos que esta topologia é gerada pela familia P de seminormas. Temos entao:

Teorema 1.1.55. Seja P uma familia dirigida de seminormas definidas num espago vetorial

X e seja Tp a topologia definida acima. Entdo:

(a) (X,Tp) é um espago localmente convezo;
(b) (X, 7p) € um espago de Hausdor[f se, e s se, P separa os pontos de X ;

(¢) Uma base de vizinhangas do zero para p € dada por {VP :p € P}.

Demonstracao. Ver [21], (6.4.1), p.105. O

Observe que ¢ facil verificar que, dado xy € X, uma base de vizinhancas de zy para 7p é

dada por {xz¢ + VP : p € P} (caso P seja dirigida).
Exemplo 1.1.56. Todo espaco normado é um espaco localmente convero de Hausdorff.

Exemplo 1.1.57. (X, 0(X, X™)) € um espago localmente convexo de Hausdorff. Com efeito,
para cada f € X*, a fungdo py : X — R definida por ps(x) = |f(x)| € uma seminorma em
X e € fdcil verificar que P = {py: f € X*} € uma familia dirigida de seminormas em X

que separa os pontos de X. Além disso, é claro que Tp = o(X, X*).

Exemplo 1.1.58. (X, 0(X*, X)) € um espago localmente convexo de Hausdorff. Com efeito,
para cada x € X, a fungdo q, : X* — R definida por q.(f) = |f(z)| € uma seminorma em

X* e, como no primeiro exemplo, o(X*, X) =19, onde Q = {q, : * € X}.
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Teorema 1.1.59. Seja P uma familia dirigida enumerdvel de seminormas em um espago ve-
torial X que separa os pontos de X . Entao o espago localmente convexo (X, Tp) € metrizdvel,

isto €, Tp € definida por uma métrica.

Demonstragao. Ver [6], Proposigao 2.1, p.109. ]

Definicao 1.1.60. Um subconjunto A de um espacgo vetorial X € dito absorvente se dado

qualquer € X existe Ao > 0 tal que Az € A para todo || < Ag.

Usando a continuidade do produto por escalar, é facil verificar que toda vizinhanca de

zero num espago vetorial topoldgico é absorvente.

Definicao 1.1.61. Se A ¢ um subconjunto absorvente de um espaco vetorial X, a funcao
my : X — R definida por
ma(zx) =inf{p > 0: 2 € pA}

¢ chamada de funcional de Minkowski de A.

Proposigao 1.1.62. Seja X um espago vetorial e seja A um subconjunto absolutamente

convezxo e absorvente de X. Entao:

(1) my € uma seminorma em X ;

(2) {reX my(z) <1} CAC{re X my(x) <1}
Demonstracao. Ver [21], (6.3.1), p.103. O

E possivel mostrar que se X é um espaco vetorial e 7 é uma topologia invariante por
translacao em X que tem uma base de vizinhancas U de zero formada por conjuntos ab-
solutamente convexos entdo (X,7) é um espaco localmente convexo e, mais que isto, u-
sando a Proposicao 1.1.62, mostra-se que a topologia 7 coincide com a topologia 7p, onde

P ={my:U e U}. (Ver, por exemplo, [21], p.106).
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Como P é uma familia dirigida de seminormas (ja que U é base de vizinhangas do zero),
segue que pelo Teorema 1.1.55 que (X, 7p) é um espago localmente convexo e, se P separa
os pontos de X, entao (X, 7p) é um espagco localmente convexo de Hausdorff. Se, além disso,

P é enumeréavel, segue pelo Teorema 1.1.59 que (X, 7p) é metrizavel.

Teorema 1.1.63. Seja X um espaco de Banach. Entdo, Bx« é metrizdavel para o(X*, X)

se, e somente se, X € separdvel.

Demonstragao. Veja [14], Proposicao 3.24, p.72. O
Teorema 1.1.64. (Goldstine) Seja X um espaco de Banach. Entdo, o fecho de J(Bx) na
topologia o(X**, X*) € Bx.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 3.27, p.73. ]

O espaco {1 possui a propriedade de que toda sequéncia fracamente convergente também

converge na topologia forte. Isto é o que nos garante o seguinte Teorema..

Teorema 1.1.65. (Teorema de Schur) Seja (), uma sequéncia em {y. Se (z,), € fraca-

mente Cauchy, entao (x,), converge em norma em (1.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 5.19, p.146. ]

Este teorema motivou a seguinte defini¢ao:

Definicao 1.1.66. Seja X um espaco de Banach. Dizemos que X possui a propriedade de

Schur se toda sequéncia em X fracamente convergente for convergente em norma.
Exemplo 1.1.67. ¢y possui a propriedade de Schur.

A demonstracao do préximo lema é simples, mas a incluiremos neste texto pois nao a

encontramos na literatura.
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Lema 1.1.68. Se X nao possui a propriedade de Schur entdao existe (x,), C X tal que

|zn|| = 1 para todon € N, z,, = 0 mas (x,), ndo converge a zero na topologia forte.

Demonstragao. Como X nao possui a propriedade de Schur, existem (z,), C X ez € X
tais que (x,), converge para x na topologia fraca, mas nao converge na topologia forte.
Consideremos entao y,, = z,, — = para todo n € N. Assim, (y,), é sequéncia fracamente nula
e existe € > 0 tal que, passando a subsequéncia se necessario, podemos supor ||y,| > € para

todo n € N, ja que (y,), nao converge a zero na topologia forte.

( Yn ) cx
lynll )
para que os elementos da sequéncia tenham norma unitaria e para que dado z* € X* valha

x( Yn )’ _ =)l _ 2" ()

14l lyall = e

Agora, basta considerarmos

Yn
lynl

o que implica em (SL'*( )) convergir a zero, ja que (y,), é fracamente nula. O]

Um resultado importante envolvendo espacos de Banach que contenham /¢; é o seguinte:

Teorema 1.1.69. (Teorema ¢y de Rosenthal-Dor) Seja (x,), uma sequéncia limitada em
um espago de Banach X. Entdo (x,), admite uma subsequéncia (T,, )i satisfazendo uma

das sequintes alternativas que se excluem mutuamente.

i) (Tn, )k € uma sequéncia fracamente Cauchy.

ii) (Tn, )r € equivalente & base candnica de {y.

Demonstracao. Veja [10], p.209. ]

Definigao 1.1.70. Dizemos que um espaco de Banach X € reflexivo se a aplicacao J definida

na Observacao 1.1.43 € sobrejetora. Neste caso, X e X** sdo isometricamente isomorfos.
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Os espacos [,, 1 < p < oo sao reflexivos. De fato, se 117 + % = 1, segue do exemplo 1.1.25
que [, = [ = [»* (ver [14], p.74, para detalhes). Por outro lado, ¢y nao é reflexivo ja que,
pelo exemplo 1.1.23, temos que ¢j* = l, mas ¢y € separdvel e [, nao. Seguem algumas

condicoes necessarias e suficientes para que um espaco de Banach seja reflexivo :

Teorema 1.1.71. Seja X um espaco de Banach. Entao X ¢ reflexivo se, e somente se Bx

¢ compacta pela topologia fraca de X.

Demonstracao. Veja [14], Proposicao 3.31, p.75. ]
Teorema 1.1.72. Seja X um espaco de Banach. Entao X € reflexivo se, e somente se X*
¢ reflexivo.

Demonstracao. Veja [14], Proposicao 3.32, p.75. ]

Do Teorema acima e do fato de ¢y nao ser espago reflexivo, concluimos que ¢; = cj

também nao é reflexivo.

Proposicao 1.1.73. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se'Y é um subespaco vetorial

fechado de X entdo Y € um espaco de Banach reflexivo.
Demonstracao. Veja [14], Proposi¢ao 3.33, p.75. ]

Introduziremos agora o conceito de sequéncia generalizada, que sera muito usado quando
trabalharmos com espagos topoldgicos arbitrarios. As sequéncias generalizadas desempe-

nham, nos espacos topoldgicos, papel analogo ao das sequéncias nos espagos métricos.

Definicao 1.1.74. Um conjunto D ¢é dito dirigido se existe uma relagao bindria, denotada

por <, em D que satisfaz:

i) d < d para todo d € D.
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ii) sea <beb<centioa < c para todos a,b,c € D.

iii) dados a,b € D existe d € D tal que a < d e b < d.

Definicao 1.1.75. Seja X wum espaco topoldogico. Uma sequéncia generalizada em X €
uma aplicagao x : D — X, onde D é um conjunto dirigido. Denotamos esta sequéncia
generalizada por (T4)aep. Dizemos que uma sequéncia generalizada (x4)aep converge para
r € X se, para toda vizinhanca U de x em X, ewiste ag € D tal que z, € U se ag < a.

Neste caso, diremos que x € limite de (x4)aer € denotaremos x, — x.

Ao trabalharmos com sequéncias generalizadas, iremos utilizar notagoes analogas as ja

apresentadas para sequéncias.

Proposicao 1.1.76. Sejam (X,T'1), (Y,T's) espagos topolégicos e seja f : X — Y. Uma
condi¢do necessdria e suficiente para que f seja continua em x € que para toda sequéncia

generalizada (24)acp C X tal que 4 15 2 temos f(za) REN f(z).

Demonstracao. Veja [13], Lema 4, p.27. ]

Definicao 1.1.77. Dizemos que um espaco de Banach X possui a propriedade de Radon-
Nikodym (PRN) se toda fungao f : [0,1] — X de variagao limitada € diferencidvel em quase
toda parte.

Para outras defini¢oes equivalentes da PRN indicamos [11], Proposi¢ao 2.28, p.111.

Para espagos duais que possuam (PRN), vale a seguinte equivaléncia:

Proposicao 1.1.78. Para qualquer espago de Banach X, sao equivalentes:
i) X* possui (PRN).

it) Se'Y é um subespaco fechado e separdvel de X, entdo Y* € separdvel.

Demonstragao. Veja [9], Corolario 1, p.245. ]
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1.2 Bases Schauder

Definicao 1.2.1. Seja X um espaco vetorial normado de dimensao infinita sobre R. Uma

sequéncia (z;); em X € chamada de base de Schauder de X se para todo x € X existir uma
[e.9]

tnica sequéncia de escalares (a;)2, em R, tal que x = Y a;x;. Dizemos que, neste caso, o0s

i=1
escalares a; (i € N) sdo as coordenadas de x.

E imediato da definicdo que (x;); ¢ um conjunto linearmente independente. Com efeito,
se I C N é finito e (a;);cs é uma familia finita de escalares tal que ) a;xz; = 0, entdo a; =0
ieJ
para todo 7 € J.

Além disso, se X tem dimensao finita, entao a nocao de base de Schauder de X coincide

com a de base algébrica de X.
Exemplo 1.2.2. Se X = ¢y ou X = {, para 1 < p < o0, entio a sequéncia (e,), forma

uma base de Schauder para X. Neste caso, dizemos que esta € a base canonica de X .

Se (z;) é uma base de Schauder de um espa¢o normado X , definimos as projegoes

canonicas P, : X — X paran € N por P,(> a;x;) = > a;x;. Note que, de fato, para
i=1 i=1

cada n € N fixado, P, é uma projecao de X sobre [{z;};—,] j& que (z;)7, é linearmente

independente.

Proposicao 1.2.3. Seja (x;) uma base de Schauder do espago normado X. As projecoes

canonicas P, satisfazem:

i) dim(P,(X))=n

iii) P,(z) — x em X para todo x € X .
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Reciprocamente, se projecoes lineares limitadas em um espago normado X satisfazem de (i)

a (ii1), entao P, sdao projecoes candnicas associadas a alguma base de Schauder X .

Demonstragao. Ver [14], Lema 6.2, p.161. ]
Corolario 1.2.4. As projecoes canonicas associadas a alguma base de Schauder de um
espaco normado sao pontualmente limitadas.
Demonstracdo. Segue imediatamente da proposicao anterior. O

Note que se X é um espago normado com base de Schauder (z;);, pelo item (iii) da
Proposigao 1.2.3, para cada = € X, sup || P, (z)|| < oo

n
Sendo assim, podemos definir a seguinte norma, |||.||| em X:

Lema 1.2.5. Seja (z;); uma base de Schauder de um espaco de Banach (X, ||.||). Seja ||].]|]

n
Z a;T;
i=1

definida em X por |||z||| = sup = sup || P, ()| para x = a;x;. Entdo:

=1

1) |||l.ll| € uma norma em X, (x;); € base de Schauder de (X,|||.|||) e a sequéncia (P,),

s

das projecoes canonicas vistas como aplicagoes lineares de (X, |||.[||) em (X, |||.|||) €

uniformemente limitada por 1.

2) |||/l € equivalente a ||.|| em X.
Demonstracao. Ver [14], Lema 6.4, p.162. ]
Seja ||| Pu||] = sup |[||P.(x)||| para todo n € N . Pelo Lema 1.2.5-(1) sup ||| P,|]| < 1.
Illl]<1 n
Como, pelo Lema 1.2.5-(2) as normas [||.||| e ||.|| s@o equivalentes em X, é facil verificar que

existe M > 0 tal que sup || P,|| < M. Temos, assim, o seguinte resultado:
n

Corolario 1.2.6. Se (z;); € uma base de Schauder de um espago normado (X, ||.||), entdo a

sequéncia (P,), das projegcoes canonicas associadas a base (x;); € uniformemente limitada.
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Chamamos constante bésica de (x;); ao ntimero be(z;) = sup || P,||, onde (P,), é a
sequéncia de projegoes associada a (z;);.
Sejam (X, ||.||) um espago de Banach e (z;); uma base de Schauder de X. Dizemos que
oo
(x;); ¢ normalizada se ||z;|| = 1 para todo i € N. Além disso, para j € Ne z = ) a;x;

i=1
denotemos f;(x) = a;. Entao

1P () = Pia ()|l = |£5()] [l

e portanto, para cada x € By,

fi @) = f5(@)zsl ;)7 < 2sup || Pall flsl ™

o que mostra que f; € X*. Os funcionais f; sao chamados de funcionais coordenados de
o0

(x;);, e evidentemente temos x = > fi(z)z;.
i=1

Definigao 1.2.7. Uma sequéncia (x;); em um espago de Banach X € chamada uma sequéncia

basica se (x;); € uma base de Schauder para [{x;},], onde [{x;},] denota o espago vetorial

gerado por {z; : i € N}

Temos a seguinte caracterizacao de sequéncias basicas:

Proposigao 1.2.8. Seja (x;); uma sequéncia em um espag¢o de Banach X. FEntdo (x;); €

uma sequéncia bdsica se e somente se existe K > 0 tal que para todo n < m e escalares

n m
Z a;T; Z a;T;
i=1

i=1

a1, 0y temos <K . Além disso, o menor K com tal propriedade é

igual a be(x;).

Demonstracao. Veja [14], Proposigao 6.13, p.169. ]

Definigao 1.2.9. Sejam (x;); e (y;); bases de Schauder de X e de Y, respectivamente.
Dizemos que (x;); € equivalente a (y;); se existe um isomorfismo T : X — 'Y tal que T(x;) =

y; para todo 1 € N.
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Apresentaremos agora resultados que nos fornecerao condi¢oes necessérias e suficientes

para que duas sequéncias basicas sejam equivalentes.

Proposicao 1.2.10. Seja (x;); uma sequéncia bdsica em um espago de Banach X, e seja

(fi): uma sequéncia em um espago de Banach'Y . Sao equivalentes:

i) (fi): € uma sequéncia bdsica equivalente a (x;);

ii) Para todas as sequéncias de escalares (a;);, Y a;x; converge se e somente se Yy a;f;

converge.
iii) Existem constantes Cy,Cy > 0 tais que para todos os escalares aq, . .., a, temos
1 n n n
c, Z a;zi|| < Z a;fil| < Cy Z a;T;
=1 X =1 Y =1 X
Demonstracao. Veja [14], Fato 6.17, p.170. O]

Ao trabalharmos com a base unitaria de ¢y, temos o seguinte resultado, que é um exercicio

em [10], p.52.

Proposicao 1.2.11. Uma sequéncia normalizada bdsica (x,,), € equivalente & base unitdria

de cy se, e somente se, existe uma constante K > 0 tal que

n

E Ci;

1=1

< K sup |

1<i<n

para todo n € N e quaiquer escalares cy, ..., cCy,.

Observagao 1.2.12. Se (y,), € uma sequéncia equivalente a base unitdria de co e (xy,), €
sequéncia tal que lim ||z, — y,|| = 0 entdo (x,), também é equivalente a base unitdria de cq.
De fato, existe uma constante K1 > 0 tal que

T

n=1

< K7 sup |ay,| (1.1)

1<n<r
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para todo r € N e quaisquer escalares ay, . . .,a,. Se (x,), € uma sequéncia tal que

lim ||z, —ys|| =0

entao existe uma constante Ky > 0 tal que

.
E any|| < Ko sup |ay,|
— 1<n<r
n=1
para todo r € N e quaisquer escalares ay, . . ., a,.
Com efeito, dados quaisquer aq,...,a, temos

r

< Z an (T — yn)|| +

r

r
§ AnTp
n=1

n=1 n=1
||
S Zan(xn_yn) +K1 sup |an|
ne1 1<n<r

Por outro lado, || an(zn, — yn)
n=1

r
< 2 lanl [z —wnll e
n=1

3 NeN: |[z,—yl<t V n>N

lim ||z, —yn|| =0 =
" 3 KeN: [z,—y|<K V neN

Dai temos, ser > N

r

r N
Mlanlllzn—wall = D lanllza —vall + D lanlllzn — unl
n=1 n=1

n=N-+1
(1.3),(1.4)
< (NK 4+ 1) sup |ay|.

1<n<r

Ser < N, temos

.
Z lan| |2n — yn|| < 7K sup |a,| < NK sup |a,|
1<n<r

n—1 1<n<r
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Logo, em qualquer caso temos

D lanl lwn = yall < (NK +1) sup |ay|

1<n<lr
n=1 ==

onde K e N nao dependem da escolha de r € N e dos escalares ay, ..., a,.

Disto, e de (1.2) temos

T

E AnTn

n=1

< (NK + 1+ Kq) sup |ay|

1<n<r

para todo r € N e quaisquer escalares ay, . . ., a,.

E f4cil mostrar o seguinte resultado tutil:

Proposicao 1.2.13. Se (z,), € uma sequéncia bdsica, entdo (z,), € equivalente a sequéncia

basica normalizada < Ln ) se existem m >0 e M > 0 tais que m < ||x,|| < M para todo
n

llznl

n € N.

Teorema 1.2.14. Seja (z;); uma sequéncia basica em um espago de Banach X, e seja (x});

a sequéncia de funcionais coeficientes da base (x;); de [{x;};]. Assuma que (f;); € uma
oo

sequéncia em X tal que > ||lx; — fill ||lzf|| = C < 1. Entao (fi); € uma sequéncia bdsica
i=1

equivalente a (x;);.

Demonstracao. Veja [14], Teorema 6.18, p.171. ]

Definicao 1.2.15. Seja (z;); uma sequéncia bdsica em um espago de Banach X. Uma
Pj+1

sequéncia de vetores ndo nulos (u;); em X da forma u; = > a;x; com escalares a; e
i:pj+1

p1 < pa < ... é€ chamada uma sequéncia de blocos de (x;);.

Note que, se (u;); é uma sequéncia de blocos de (z;);, entao (u;); é uma sequéncia bésica.
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Com efeito, se k,l € N, com k <[, temos:

k bj+1 (1.2.8) Pj+1
E ajugl|l = E E ajazi|| < be(x;) E E Q%
J=1 J=11i=p;+1 j=1i=p;+1

= be(x;)

!
E :O‘juj
j=1

e, novamente pela Proposicao 1.2.8, concluimos que (u;); é uma sequéncia bdsica.

Teorema 1.2.16. (Principio da Selegdo de Bessaga-Pelczynski) Seja (x;); uma seqiéncia
normalizada de elementos de um espago de Banach X tal que x; — 0. Entdo (x;); admite

uma subseqiiéncia bdsica (y;);.

Demonstragao. Veja [10], p.42. O

Proposicao 1.2.17. Seja X = ¢y ou {,, 1 < p < co. Se (u;); € uma sequéncia de blocos

normalizada de (e;); entdo:

1) (uj); € equivalente a (e;);.

2) Existe uma proje¢ao de norma 1 de X sobre [{u;} j].

Demonstracao. Veja [14], Proposigao 6.22, p.173. ]

1.3 Desigualdade de Khintchine

Vamos comegar esta se¢do introduzindo um sistema ortonormal de fungoes em [0,1]. As

funcoes de Rademacher (r,,), sdo definidas por

ro(t) = sign(sen(2"nt)) para todo t € [0,1] e n € N.
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Em particular, r(t) = 1 set € [0,3), m(t) = —1set € [5,1), ro(t) = L set €
[0, U [5,2), ra(t)=—1sete [1,3)U[3,1), et

Para maior detalhes, ver [20], Capitulo 16.

Proposicao 1.3.1. Dados inteiros positivos ny < ng < ... <mng € mq,..., Mg, tem-se que

ni

1
/rml (t)...rpk(t)dt =1 se cada my € par,
0

1

-

/rml (t)...r7"=(t)dt =0 se algum m; € impar.

Demonstracao. Veja [20], Proposi¢ao 16.2, p.76. O]

Corolario 1.3.2. (a) (r,)n € uma sequéncia ortonormal em Ls[0,1].

(b) Para cada sequéncia (\,), € Uy tem-se que

m 1 0 2 2
S Aural) = | [ [ X rmo| a
n=1 L2[0,1] 0 n=1
1
oo 2
2
= (ZWI) = [[An)all;
n=1

Observe que o coroldrio acima, junto com o Teorema 1.2.10, nos garante que (r,), é uma

sequéncia basica em L[0, 1] equivalente a base candnica de ¢5 (com constante 1).

Teorema 1.3.3. (Desigualdade de Khintchine) Para todo p € [1,00) existem constantes

positivas A, e B, tais que, para todo \1,..., A\, €R

S
A, (ZWF) < /Z/\nrn(t)
n=1 0 n=1

onde A, e B, denotam as melhores constantes possiveis.

1
P

p
dt

1
m 2
-5, (zw)
n=1
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Demonstragao. Ver [20], Teorema 16.4, p.77. ]

Observe que, no teorema acima, temos A, = By = 1.

1.4 Teoria de Integracao

Definicao 1.4.1. Seja X um conjunto nao-vazio arbitrdrio. Uma o-dlgebra em X € uma
cole¢ao A C P(X), onde P(X) denota o conjunto das partes de X, que satisfaz as sequintes

condicoes:

(i) 0,X € A.
(ii) se Ae A, entao X \ A€ A.

(iii) se A, € A para todo n € N, entao |JA, € A.

Se A é uma o-dlgebra em X, entao (X,.A) é dito um espaco mensuravel e dizemos que

os elementos de A sdo os conjuntos mensuraveis em X.

Note que, dado um conjunto X e A C P(X), segue da definigao de o-algebra que existe
uma menor o-algebra, o(A), em X que contém A. Ela é obtida pela intersegao de todas as
o-algebras que contém A e dizemos que esta é a o-dlgebra gerada por A. Quando X é um
espaco topoldgico e A é o conjunto de todos os subconjuntos abertos de X, os elementos de

0(A) sao chamados conjuntos de Borel de X e 0(A) é a o-algebra de Borel em X.
Definicao 1.4.2. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma medida sobre X é uma fungao
A —[0,+00] que satisfaz:

(i) w(@)=0.

(i) p U Ai> = ZM(Ai) sempre que {A;;1 € N} € uma familia enumerdvel de elementos

i=1 =1
de A dois a dois disjuntos.
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Uma func¢ao A : A — R que satisfaz as propriedades (i) e (i7) acima é dita uma carga

em X.

Uma medida de Borel em um espago topolégico compacto X é uma medida p : A — [0, 00]

onde A é a g-algebra de Borel.

Uma medida finita em X é uma medida em X tal que p(X) é finito.

Definicao 1.4.3. Uma medida de Borel é regular se para todo conjunto de Borel E se tem:

i) p(B)=inf{u(V): ECV, V aberto}
it) p(F) =inf{u(K): K C B, K compacto}

Definigao 1.4.4. Um espago de medida € um espag¢o mensurdvel (X, A) que tem uma medida

1 definida na o-dlgebra A de seus conjuntos mensurdveis. Denotamos estes espagcos como

triplas (X, A, 1).

Defini¢ao 1.4.5. Se (X, A) € um espago mensuravel e (Y, F) € outro espa¢o mensurdvel,

entdo uma fungio f: X — Y € dita mensurdvel se f~(V) € A para todo V € F.

Quando Y = R e F é a o-dlgebra gerada pelos abertos (a,b) de R temos que f é men-
suravel se para todo a € R temos que {z € X : f(z) > a} € A. Neste caso é facil ver que
se f: X — R é mensuravel entao ¢ o f é mensuravel sempre que ¢ é uma funcao continua
de f(X) em R. Como consequéncia temos que se f : X — R é mensurdvel, entao |f| e |f|"

(1 < p < 00) s@o mensuraveis.

Nas defini¢oes a seguir, iremos sempre considerar A uma o-algebra num conjunto X
qualquer e p uma medida definida em A. Além disso, denotaremos por M+ = M+ (X, A) o

conjunto de todas as fun¢oes ndo-negativas e mensuraveis de X em [0, +00].

Defini¢ao 1.4.6. Uma fungio ¢ : X — [0,+00) € uma fungdo simples se ela assume

apenas um numero finito de valores. Neste caso ¢ € da forma ¢ = Z?:l ajXg;, onde a; € R
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e Xg,; representa a fungdo caracteristica do conjunto Ej, isto ¢,

1 se vek;

XE]('I) =
0 se = ¢E;.

Note que uma funcgao simples sempre pode ser representada de forma que os coeficientes
a; sejam distintos e os E; disjuntos. Basta tomar aq, ..., a, os valores distintos que ¢ assume
e fazer E; = {x € X : p(x) = a;}. Tal representacao ¢ dita a representagao canonica e cada
funcao simples pode ser escrita de forma tinica em sua representacao canonica. Salvo quando
dito o contrario, sempre representaremos fungoes simples pela forma canonica.
n
Definigao 1.4.7. Se o € M* (X, A) ¢ uma fungdo simples cuja forma candnica € ) a;Xg;,
=1

j_
definimos a integral de @ sobre EI como sendo

/ pdp=7_ aju(E)).
E =

Quando E = X escreveremos [ ¢ du em lugar de [, ¢ dp.

Observagao 1.4.8. Convencionamos que 0(+oc0) = 0. Dessa forma, tendo o espago de
medida finita ou infinita, a integral da funcdo identicamente nula sobre este espago serd

sempre zero.

Definigao 1.4.9. Se f € M™ definimos a integral de f com respeito a p como sendo o

/fduzsup/udu,

onde o supremo é tomado sobre todas as fungoes simples p € M7 tais que 0 < p(z) < f(x)

elemento de R dado por

para todo x € X. Se f € Mt e E € A, entio fxg € M e definimos a integral de f sobre

/E i = [ e dn,
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A cada f: X — R, podemos associar duas funcoes nao negativas f* e f~ do seguinte

modo
fH(z) = (f v 0)(z) = max{f(z),0},
J (@) = —(f AO)(@) = — min{f(x),0}.
Dizemos que fT e f~ sdo, respectivamente, a parte positiva de f e a parte negativa de

f. Efacil ver que f = ft — f~ e que |f| = ft + f~. Dessa forma, podemos definir funcio

integravel (com respeito a ) da seguinte maneira:

Defini¢ao 1.4.10. Uma funcdo f : X — R € integrdvel com respeito a u (ou, simplesmente
integrdvel) se f é mensurdvel e as integrais de f™ e f~ com respeito a p sao ambas finitas.

Neste caso, dado E € A definimos a integral de f sobre E com respeito a p como

/Efduszf+du—[Ef—du

Indicaremos por L(X, A, i), ou simplesmente por L quando for claro o espago de medida

considerado, o conjunto das fungoes f : X — R que sao integraveis com respeito a .

Quando E = X escreveremos [ ¢ du em lugar de [, ¢ dp.

Proposicao 1.4.11. Se f, g sao funcoes em L(X, A, u) e o € R, entao as fungoes af e
f+ g pertencem a L(X, A, u) e

/afduza/fdu e /(f+g)du=/fdu+/gdﬂ

Demonstragao. Veja [2], Teorema 5.5, p.43. ]

Introduziremos agora os espagos L,(X,A, ), onde 1 < p < oo mas, para isto, serd

necessario definir o que significa uma propriedade valer em quase todo ponto.
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Definigao 1.4.12. Dizemos que uma propriedade vale em quase todo ponto (q.t.p.) se existe
um subconjunto N € A tal que u(N) = 0 e tal que a propriedade em questao vale no

complementar de N.

Por exemplo, duas funcoes f,g : X — R sao ditas iguais em quase todo ponto se
existir um subconjunto N € A tal que u(N) =0 e f(z) = g(z) sempre que ¢ N. Nesse
caso, escreveremos f = ¢g q.t.p.. Quando necessario explicitar a medida considerada dizemos

pu-quase todo ponto em lugar de quase todo ponto.

Definigao 1.4.13. Duas fungoes em L(X, A, 1) sao ditas p-equivalentes se elas sao iguais
g.t.p.. A classe de equivaléncia de f em L determinada por esta relacdo de equivaléncia é

denotada por [f].

Definigao 1.4.14. Se 1 < p < o0, 0 espago L, = L, (X, A, ) consiste de todas as classes
de p-equivaléncia [f] das fungdoes mensurdveis f para os quais |f|” tem uma integral finita

sobre X com respeito a .

E possivel verificar que L, ¢ um espaco vetorial, que

1/p
T { [ du} para todo f € L,

define uma norma em Lj, e que (L, ||.||,) ¢ um espaco de Banach. (ver [2], Teorema 6.14,

p.59). A partir de agora, L, ou L,(X, A, 1) denota este espago normado.

Definicao 1.4.15. O espaco Lo, = Loo(X, A, 1) consiste de todas as classes de ji-equivaléncia
[f] das funcgoes f que sao limitadas q.t.p. em X. Se f € Lo e N € A € tal que u(N) = 0,

definimos

S(N) = sup{[f(z)]: x ¢ N}

[ flloe = mf{S(N) : N € A, u(N) = 0}
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E possivel verificar que Lo, é um espago vetorial, que ||.||,, define uma norma em L e

que (Lo, ||.]]) é um espago de Banach. (ver [2], Teorema 6.16, p.61)

Observacao 1.4.16. Os espagos ¢, para 1 < p < oo, introduzidos na segcao anterior, sao
um caso particular de L,(X, A, i), bastando para isso tomar X =N, A como o conjunto das

partes de N e p(A) igual ao cardinal de A, para todo A € A.

Teorema 1.4.17. Sel <p<oo e %—I—% =1, entao existe um isomorfismo isométrico entre

L (X, A, p) e Ly(X, A, p) onde x* € L;(X, A, u) e g € Ly(X, A, ) sdo relacionados por

z*(f) = /ngdu para toda f € L,(X, A, p)

Demonstracao. Ver [13], Teorema 1, p. 286. ]

Corolario 1.4.18. Se 1 < p < oo, entao o espago L,(X, A, p) € reflexivo.

Demonstragao. Ver [13], Corolério 2, p.288. O

Defini¢ao 1.4.19. Seja (X, A) um espago mensurdvel e seja A : A — R uma carga em X.
Para todo E € A, a variagao total de p em E, denotada por |\ (E), € definida por

I\ (E) = Supz |1(E;)]

onde o supremo é tomado sobre todas as familias finitas (E;)!, C A tais que E;NE; =0

sei#jek; CFE paratodoi€ {1,...,n}.

Em particular, se A(A) C [0,00) entao |A| = A. Este é o caso das medidas positivas

finitas.

Usando o Teorema da Decomposicdo de Hahn (veja [13], Teorema 10, p.12) podemos

mostrar o seguinte:

38



Teorema 1.4.20. (Teorema da Decomposi¢ao de Jordan) Seja (X, A) um espago mensurdvel
e seja A : A — R uma carga em X. Entao existe um tnico par de medidas finitas AT e A\~
tais que

A=A =X e A =AT+ A

Demonstragao. Veja [13], Corolario 11, p.130 e observagao logo apds o corolério. O]

Definicao 1.4.21. Seja (f,), uma sequéncia de fungoes reais mensurdveis em X e seja f
uma fungao real mensurdvel em X. Dizemos que (f,), converge quase uniformemente para

[ se existe um conjunto N C X tal que u(N) = 0 e f, converge uniformemente para f em

X\N.

Definicao 1.4.22. Seja (f,), uma sequéncia de fungoes reais mensurdveis em X e seja f

uma fun¢ao real mensurdvel em X. Dizemos que (f,), converge em medida para f se
limp({z € X : [fu(z) = f(2)| 2 a}) =0
para cada o > 0.

Teorema 1.4.23. (Teorema de Egoroff) Suponha que w(X) < oo e que (fn)n seja uma
sequéncia de funcoes reais mensurdveis que converge em quase todo ponto em X para uma
fungao real mensurdvel f. Entao, a sequéncia (f,), converge quase uniformemente para f e

converge em medida para f.

Demonstragao. Veja [2], Teo. 7.12, p.74. ]

Teorema 1.4.24. Seja (X, A, 1) um espago de medida. Entao existe um espa¢o compacto

de Hausdorff K e uma isometria entre Lo (X, A, 1) e C(K).

Demonstragao. Veja [13], Teo. 11, p.445. ]
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Teorema 1.4.25. Se p € (1,00) entdo L,[0,1] contém um subespago complementado iso-

morfo a ly. Além disso, L1[0, 1] contém um subespago isomorfo a ls.

Demonstragao. Veja [14], Teorema 6.28, p.177. O

Teorema 1.4.26. (Teorema de Representacio de Riesz): Seja K um espago compacto de
Hausdorff e seja ¢ um funcional linear continuo positivo sobre C(K). FEntdo existe uma

unica medida de Borel reqular finita i sobre K tal que
o(f) = / fdp
K

para cada f € C(K).

Demonstracao. Veja [5], Teorema 7.28, p.209. O]

Observagao 1.4.27. Se p é uma medida de Borel reqular finita sobre um espaco compacto
K € fdcil verificar que a funcao ¢ : C(K) — R definida por o(f) = [ fdu é um funcional
linear continuo em C(K) tal que o(f) > 0 sempre que f > 0.

Além disso, se M(K) denota o espago das medidas de Borel requlares finitas sobre K,
podemos definir ||p|| = p(K) = |u| (K) para todo p € M(K). E ficil verificar que ||.| é
uma norma em M(K). Mais ainda, se ¢ € um funcional linear positivo sobre C(K) e p € a

medida que representa ¢ via Teorema de Representa¢ao de Riesz, temos que ||| = ||¢]|-

Como cada ¢ € C(K)* pode ser escrito na forma ¢ = ¢* — ¢~ onde ¢ e ¢~ sdio
funcionais lineares continuos positivos em C(K), o Teorema de Representa¢io de Riesz
estabelece que a cada p € C(K)* podemos associar um unico par de medidas de Borel finitas
U1 e o tais que

o) = " (f) — o (f) = / fduy / Fdus

E claro que X = 1 — lg € uma carga e, pelo Teorema de Decomposicao de Jordan,

pr =", e = A" e |Al = p1 + po.
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A préxima defini¢ao e o proximo Teorema serao necesséarios para verificarmos que C(K),

onde K ¢ espago de Hausdorff compacto, possui a propriedade de Dunford-Pettis.

Definigao 1.4.28. Seja (X, A) espago mensurdvel. Um conjunto de medidas F' é uniforme-
mente absolutamente continuo com respeito a uma medida \ se dado € > 0 existe um 6 > 0

tal que p(A) < € para todo € F sempre que A € A satisfaz A\(A) < 4.

O seguinte resultado é um exercicio em 3.1.15 ( ver exercicio 17, p.340).

Proposicao 1.4.29. Seja K um espago compacto de Hausdorff e (), € uma sequéncia
em M(K). Entdo, (i), converge fracamente para i € M(K) se, e somente se, existe uma
medida N € M(K) tal que (i,)n € uniformemente absolutamente continua com respeito a A

e

lim p,(F) = AF)

n—o0

para todo E € A, onde A é a o-dlgebra de Borel.
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Capitulo 2

Operadores Compactos e Fracamente

Compactos

O objetivo deste capitulo é apresentar resultados sobre operadores compactos e fracamente
compactos que serao necessarios para o estudo da propriedade de Dunford-Pettis. No estudo
destas duas classes de operadores precisaremos de alguns resultados basicos sobre operadores

adjuntos, que serao apresentados no primeiro paragrafo.

2.1 Operadores Adjuntos

Definigao 2.1.1. Sejam X e Y espacos de Banach e T € L(X,Y). Definimos o operador
adjunto T* € L(Y*, X*) como o operador que a cada f € Y* associa o elemento T*(f) de
X* definido por T*(f)(z) = f(T(x)) para todo x € X.

Note que T™ fica bem definido. Com efeito, a linearidade é clara e T*(f) = f o T.
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Portanto, T*(f) € X* sempre que f € Y*. Mais ainda, para cada z € X e f € Y* temos:

() @) = [FT @) < FIHITH] -

Segue dai que
[Tl = sup [T*(f) ()| < LTI

[l]l=1

sup [[T"(f)| < [IT]| < oo
HE!

Assim, T™ é continua e ||T*|| < ||T||. De fato, temos:

Proposigao 2.1.2. Sejam X e Y espacos de Banach. Se T € L(X,Y) entdo ||T*|| = ||T||.

Demonstracao. Temos

T = sup Ty = sup {sup |T*(f)(x)!}
feBy* fEBy* rEBx
— s {sup |f(T(:c)|} - { sup |f(T(x))\}
feBy* ZL‘GBX .TEBX feBy*
(1.1.35)
9 p (IT@) ) = 17
rEBx

]

Note que se X,Y e Z sao espagos de Banach, T' € L(X,Y) e U € L(Y, Z) entao temos
que (ST)* = T*S*. De fato, dado x € X e f € Z* entao

(ST) (f)(x) = [(ST(2)) = (ST (T () = (TS (f) ().

Proposicao 2.1.3. O adjunto T* de um operador T € L(X,Y) é uma aplicagio o (Y*,Y) —

o (X*, X) continua. Em particular T** € uma aplica¢ao o (X**, X*) — o (Y**,Y™*) continua.
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Demonstragao. Pela observagao 1.1.46, basta mostrarmos a o(Y*,Y)—o(X*, X)-continuidade
de T* na origem. Seja O%. = {z* € X*; |(z*)(z;)| <e para i=1,...,n} uma o (X* X)-
vizinhanga bésica do zero em X* e tomemos a o (Y*,Y')-vizinhanca bésica do zero em Y*
dada por

Oyv. ={y €Y |ly"(T(x;))] <e para i=1,...,n}.

Verificaremos que 7% (05.) C O%. o que nos garantird que 7% é o(Y*,Y) — o(X*, X)-

continua na origem.
De fato, para cada y* € Oy. temos:
(T*y*) x| = ly* (T(x;))| <€ i=1,...,n.

Isto, junto ao fato de T*y* € X*, garante que T*y* € O%.. Assim T* é o(Y*,Y) —o(X*, X)-

continua na origem e temos o resultado. [

Proposicao 2.1.4. SejaT € L(X,Y). O sequndo adjunto T** : X** — Y** € uma extensao
de T no sentido de que T™*(J(X)) = J(T(X)) para todo x € X. Se X € reflexivo entdo
T =1

Demonstragao. Sejam x € X e y* € Y*. Entao

T (J(@)y") = J@) (T (") = J(@)(y" o T)
= (W oT)(x)=J(T(2)(y")

A segunda parte da Proposicao segue de forma imediata, ja que se X é reflexivo entao

J(X) = X*. O

2.2 Operadores Compactos

Definigao 2.2.1. Sejam X e Y espagos de Banach. Dizemos que T : X — 'Y ¢é compacto

se T (Bx) € compacto em'Y .
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Observagao 2.2.2. Note que todo operador compacto é limitado. Basta observar que T'(Bx)
¢ limitado, ja que T(Bx) C m compacto e, portanto, limitado. De fato, pode-se verificar
que o conjunto dos operadores compactos munido da norma induzida por L(X,Y") € subespago
vetorial fechado de L(X,Y"). Tal subespago serd denotado por IK(X,Y') (veja [14] Proposi¢ao
7.2, p. 203).

Proposigao 2.2.3. Sejam X, Y espacos de Banach ¢ T € K(X,Y). Se x, = = em X,
entao T(x,) — T(z) em Y.

Demonstragio. Se x, — x, entdo (z,), é limitada e podemos supor que x € By e x,, € By
para todo n € N. Como T ¢ limitado, T' é o(X, X*) — o(Y,Y™) continuo o que implica em
T(x,) = T(r). Além disso, como T(Bx) é um espaco compacto na topologia da norma, e

a topologia fraca é mais fraca e Hausdorff, obtemos que estas duas topologias coincidem em

T(Bx). Logo, T(x,) — T(z).

A propriedade apresentada acima motiva a préxima definigao.

Definicao 2.2.4. Sejam X e Y espagcos de Banach. Um operador linear T' : X — Y €

completamente continuo se T(x,) — T(x) em Y sempre que x, — x.

Observacgao 2.2.5. E imediato da defini¢cao e da Proposicao 2.2.3 que todo operador com-

pletamente continuo é continuo e que todo operador compacto € completamente continuo.

Proposicao 2.2.6. Sejam X, Y espagos de Banach e T € L(X,Y). Entio T é comple-
tamente continuo se e somente se T leva conjuntos fracamente compactos sobre conjuntos

fortemente compactos.

Demonstracao. Seja T € L(X,Y') e suponha que este leve conjuntos fracamente compactos

em conjuntos fortemente compatos. Dada (z,), C X tal que z, — =, afirmamos que
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T(x,) — T(z). Com efeito, E = {z,, : n € N} U{z} é fracamente compacto e, utilizando a
hipétese, obtemos que T'(E) = {T'(x,) : n € N}U{T'(z)} é compacto. Mostraremos que toda
subsequéncia de (T'(z,)), admite subsequéncia que converge para T'(x) o que nos garantira
que T'(z,) — T'(x). Seja entdo (T'(zy,,))r subsequéncia arbitraria de (T'(x)),. Como T'(E)
é compacto, (T'(x,,))r admite subsequéncia (T(Z‘nkj))j convergente para y € T(F). Mas,
como T é limitado, serd o(X, X*) — o(Y, Y™*)-continuo e, do fato de Tn,, % o obtemos que

T(:z:nkj) 5 T(z) o que garante que y = T'(x).

Reciprocamente, suponha que T seja completamente continuo, tomemos A C X conjunto
fracamente compacto e (T'(x,,)), C T(A). Como (x,), C A, conjunto fracamente compacto,
pelo Teorema de Smulian (Teorema 2.3.7) existe 2, € A e subsequéncia (@, )r tal que
= xp. Como T é completamente continuo, concluimos que T'(z,, )—T(z) € T(A) e

Ty,

portanto T'(A) é compacto. [l

Proposicao 2.2.7. Todo operador linear completamente continuo de um espaco de Banach

reflexivo em um espago de Banach é compacto

Demonstracao. Sejam X espaco de Banach reflexivo, Y espaco de Banach e T : X —
Y operador linear completamente continuo. Como X é reflexivo entao Bx é fracamente
compacto. Como 7' é completamente continuo, pela Proposi¢ao 2.2.6, T'(Bx) é compacto.

Logo, T(Bx) = T(Bx) é compacto. O

O proximo teorema nos garante que um operador 7' : X — Y é compacto se, e somente
se, seu adjunto também é compacto. Para demonstrarmos tal resultado, enunciaremos antes

o Teorema de Arzeld-Ascoli.

Teorema 2.2.8. Se K € espaco compacto, entao um subconjunto de C(K) € relativamente

compacto se, e somente se, € limitado e equicontinuo.

Demonstracao. Ver [13], Teorema 7, p.266. O
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Teorema 2.2.9. (Teorema de Schauder)Um operador linear de X em Y € compacto se, e

somente se, seu adjunto é compacto.

Demonstracao. Seja T : X — Y operador compacto e (¢,) uma sequéncia arbitraria em
By~. Afirmamos que existe subsequéncia (¢, )r de (¢n) tal que (T*(pn,))r € convergente.
Com efeito, consideremos as ¢, restritas a m Por simplicidade ainda denotaremos tais
restri¢oes por ¢,.
Entao,
|on(y) = en(2)] < llenll ly — 2l < ly — =]

para todo y,z € T(By). Logo, a familia de fungoes {¢, : n € N} restritas ao conjunto
T(Bx) ¢é limitada e equicontinua. Pelo Teorema de Arzela-Ascoli segue que existe (¢n, )k
subsequéncia de (¢y), que converge uniformemente em 7(Byx). Logo, dado ¢ > 0 existe

ko € N tal que

[P (T'(@)) = on,(T'())] <€
para todo k,l > kg e para todo © € Bx. Entao

(T (n) = T (o)) ()] <€

para todo k,l > kg e para todo z € Bx o que mostra que

I T*(on,) — T (¢n,) |l < € para todo k,1 > k.

Assim, (T*(¢n,))r ¢ uma sequéncia de Cauchy em X*, que é completo e, consequente-

mente converge em 7*(B5).

Reciprocamente, seja T' € L(X,Y) tal que T : Y* — X* seja compacto. Pela implicagao

anterior, ja sabemos que 7% : X** — Y™** é compacto.

Note que, como T"**(Bx=+) é compacto e como T**(J(Bx)) C T**(Bx=+), entdo T**(J(Bx))

é compacto.
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Da Proposigao 2.1.4, temos que 7**(J(Bx)) = J(T(Bx)). Assim J(T'(Bx)) = J(T'(Bx))

é compacto e, portanto, T(By) é compacto. O

2.3 Operadores Fracamente Compactos

Definigao 2.3.1. Sejam X e Y espacos de Banach, e T : X — Y operador linear. Diremos

que T € fracamente compacto se T(Byx) € fracamente compacto em Y .

Observagao 2.3.2. Se T : X — Y € fracamente compacto entao T € L(X,Y). Com

efeito, se para cada y* € Y* fizado, definimos

Uny ={y € Y3 ly*(y)] <n}

onden € N, da definicao da topologia fraca seque que cada U, - € fracamente aberto. Como

cada y* € limitado, obtemos também que Y = U Uny €, de T ser fracamente compacto
neN
seque que para cada y* existe ng € N tal que T (Bx) C Uyyy+. Assim y* (T (Bx)) € l-

mitado para todo y* € Y*. Do Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 1.1.36) seque que
T (Bx) € limitado, ou seja, T € L(X,Y). Dessa forma vemos que o conjunto dos operadores

fracamente compactos é um subconjunto de L(X,Y).

Proposicao 2.3.3. Sejam X um espaco de Banach reflexivo e Y um espago de Banach. Se
T e L(X,Y) entio T é fracamente compacto.

Demonstragao. Como X é reflexivo, entao By é o(X, X*)-compacto e como T é limitado, T
é o(X, X*) —o(Y,Y™) continuo, garantindo que T(By) é o(Y,Y™*)-compacto. Dessa forma,
T(Bx) é o(Y,Y*)-fechado e convexo o que implica em T(Bx) = T(Bx) = T(Bx) ser

fracamente compacto. O

Teorema 2.3.4. Sejam X e Y espacos de Banach e T : X — Y wum operador linear e

limitado. Sdao equivalentes:
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a) T € fracamente compacto.
b) T (X*) C J(Y).
c) T:Y* = X* éo(Y*,Y)—o(X*, X*™) continuo.

d) T* € fracamente compacto.

Demonstragao. (a = D)

Suponhamos que T seja fracamente compacto. Entao T'(Bx) é o(Y, Y*)-compacto. Como
Jéo(Y,Y*)—o (Y™, Y**)-continuo e a topologia o(Y**, Y*) é menos fina do que o (Y™**, Y***)
entao J é o(Y,Y*) — o(Y**,Y*)-continuo o que nos fornece

o(Y**Y*) _

c J(T(Bx)) = J(T(By)) C J(Y) (2.1)

0_(}/**7}/*)

J(T(Bx))

Por outro lado, pelo Teorema de Goldstine, temos que J(Byx) é o(X™, X*)-denso em
Bxs«. Logo, T**(Bxs+) = T**(J(BX)U(X**’X*)) e, da o(X™, X*) — o(Y*,Y™*) continuidade
de T** (Proposicao 2.1.3) obtemos

— (X

- - **,X*) —O'(Y**,Y*)
T (By-) = T* (J(Bx) ) € T(J(Bx))

Logo, utilizando a Proposigao 2.1.4, concluimos que

o(Y**,Y*) (2.1)
( ) =

T**(Bx+) C J(T(Bx)) J(Y),
provando o desejado.

(b = ¢) Seja (yf)a C Y* uma sequéncia generalizada tal que y} oY) y* € Y*. Dado

qualquer z** € X** por (b) existe y € Y tal que T**(z**) = J(y). Assim,
T (2)(a) = JW)(wa) = valy) =y (y) = J(W) (") =T (@) (y")
Isto significa que
P ) = 2™ (T ()
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para todo ** € X%, ou seja, T*(y3) "5 T*(y").

Consequentemente, 7% é o(Y*,Y) — o(X*, X**)-continuo.

(¢ = d) Por Banach-Alaoglu (Teorema 1.1.52) By« é o(Y™*,Y)-compacto e dai, usando

(c) temos que T*(By~) é o(X*, X**)-compacto, ou seja,

T*(By+) =T"(By~)
é o(X*, X**)-compacto. Segue dai que T* é fracamente compacto.

(d = a) Note que se T* é fracamente compacto entao 7** também é fracamente compacto

ja que (a = d). Logo, T**(Bx«) é o(Y™, Y**)-compacto.

Mas, J : Y — Y** é um isomorfismo isométrico entre Y e J(Y') e, pela Proposigao 2.1.4,
temos

J(T(Bx)) = T"(J(Bx))-

Entao,

J(T(Bx)) = T (J(Bx)) C T (Bx-).

J(Y**,Y***)

e como J(T'(Bx)) = J(T(Bx)) , temos que J(T'(Bx)) é o(Y**,Y**)-compacto.

Consequentemente J(T(Bx)) é o(Y™,Y™*)-compacto.

Mas

J(T(Bx)) = J(I'(Bx)) C J(Y) = J(Y),

de modo que J(T'(Bx)) é o(Y**,Y*)|s(v)-compacto

Identificando J(T'(Bx)) e J(Y) com suas imagens isométricas T(Bx) e Y, respecti-

vamente, e observando que o(Y**,Y*)|;yy = o(Y,Y™), obtemos que T(Bx) é o(Y,Y*)-

compacto. O

Sabemos que dado um conjunto compacto K em um espaco normado X, cada sequéncia

neste conjunto admite uma subsequéncia que converge em K. Apresentaremos a seguir o
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Teorema de Smulian, que garante que tal resultado continua valido na topologia fraca, isto
é, que se K é um conjunto fracamente compacto, entao cada sequéncia em K admite uma

subsequéncia que converge fracamente em K.
Proposicao 2.3.5. Seja X um espagco normado separdvel, e seja K um subconjunto fraca-
mente compacto de X. Entao (K,o(X,X*)) € metrizavel.

Para provar este teorema, utilizaremos o resultado seguinte.

Proposicao 2.3.6. Seja X um espaco normado separdvel. FEntao existe uma sequéncia

(¢n)n normalizada tal que o operador
T:zeX = (o)) € lo
¢ um isomorfismo isométrico sobre sua imagem. Em particular, a sequéncia (¢y,), separa os

pontos de X, isto €, dados x,y € X tais que x # y eziste n € N tal que ¢n(x) # dn(y).

Demonstra¢ao. Como X é um espaco normado separdvel, existe (z,) subconjunto enu-
meravel denso em X. Pelo Teorema de Hahn-Banach (Corolario 1.1.33) existe uma sequéncia

(hn)n em X* tal que

On(xn) = ||zn]] e ||¢n|| =1 para cada n € N. (2.2)

Seja T': E — (o, que para cada x € X associa T'(x) = (¢, (x))n.

Utilizando o fato de (¢,), ser normalizada, segue que T fica bem definida. Além disso,

claramente T' é operador linear e como ||¢,|| = 1 para cada n € N entao, para cada z € X
IT @)oo = sup [6n(2)] < sup f[én]l lz] < [l=]-
Isto, junto a (2.2), nos garante que
T (z,)| o, = llzn]| para todo n € N.
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Por fim, utilizando o fato de (x,), ser denso em X, concluimos que dado = € X existe

(xn, )k tal que x,, — x e portanto

17 (@)l = B [T (2 )| = lim [z, | = ] -

Segue dai que T' é injetiva (portanto (¢n), separa os pontos de X) e na verdade é um

isomorfismo isométrico de X sobre T(X). O
Passemos a demonstracao da Proposigao 2.3.5:

Demonstracdao. Seja X um espaco normado separavel. Pela Proposicao 2.3.6 existe um
conjunto enumeravel D = {¢, : n € N} em X* que separa os pontos de X. Seja (X, D) a

topologia em X que admite como base de vizinhangas de zero os conjuntos da forma

U, = {x € X : sup |¢;(z)] < %}

1<j<n
E facil verificar que U,, é absolutamente convexo e absorvente. Além disso, como D separa

os pontos de X é facil ver que P = {my, : n € N} separa os pontos de X. Como P é

enumeravel, pelo Teorema 1.1.59, o(X, D) é uma topologia localmente convexa metrizavel e

como D C X entao o(X, D) C (X, X™).

Notemos que, no caso de K ser subconjunto o(X, X*)-compacto, entdo as topologias

o(X,D) e o(X,X") coincidem em K. Com efeito, consideremos a aplicagao continua

I:(K,o(X,X") — (X,0(X,D))

r = X

Como K é o(X, X*)-compacto, por um fato conhecido sobre compacidade obtemos que

I~ é continua. Consequentemente, o(X, D) e o(X, X*) coincidem em K.
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Portanto, como a topologia o(X, D) é metrizavel, segue que (K, o (X, X*)) é metrizavel.
O

Teorema 2.3.7. (Smulian) Seja K um subconjunto fracamente compacto de um espago
normado X . Entao, cada sequéncia em K admite uma subsequéncia que converge fracamente

a um ponto de K.

Demonstracao. Suponhamos primeiro que X seja espaco normado separavel e K um sub-
conjunto fracamente compacto . Segue da Proposi¢ao 2.3.6 que (K, o (X, X*)) é metrizdvel.

Logo, cada sequéncia em K admite uma subsequéncia que converge fracamente a um ponto

de K.

No caso de X ser espago normado qualquer, seja (x,,), uma sequéncia em K e considere
E = [{z,},]. Pelo Lema 1.1.31, E é separavel. Pelo caso anterior, (z,), admite uma
subsequéncia que converge a um ponto de K na topologia o(E, E*) restrita a K e, pelo

Teorema de Hahn-Banach converge na topologia o (X, X*).

O

Proposicao 2.3.8. Se E' contém uma copia isomorfa de €1, entao existe um operador linear

completamente continuo e nao compacto S : E — {5 tal que S leva en ly a copia isomorfa

de 61.
Demonstracao. Ver a primeira parte da demonstragao do Teorema em [1]. O]

Por fim, definimos o que sao operadores quase fracamente compactos.

Definicao 2.3.9. Sejam X e Y espacos normados. Um operador linear T' : X — Y ¢é dito
quase fracamente compacto se para toda sequéncia (), C Bx, a sequéncia (T (x,)), contém

uma subsequéncia fracamente Cauchy.
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Observagao 2.3.10. Note que todo operador linear quase fracamente compacto € limitado.
Com efeito, se T € quase fracamente compacto, entio qualquer (z,), C Bx admite uma
subsequéncia (x,, ) tal que (T(x,, )k € uma sequéncia fracamente de Cauchy em Y*. Isto
significa que, dada qualquer ¢ € Y™, a sequéncia (¢(T(z,,)))r € de Cauchy em R e, con-
sequentemente, ¢ limitada. Mas, se T ndo € limitado, T(Bx) ndo € fracamente limitado.

Assim, eziste ¢ € Y* tal que

sup {[p(T'(x))[ : & € Bx} = oo.

Segue dai que existe (x,)n € Bx tal que |o(T(x,))| > n para todo n € N. E claro que,

para esta (x,)n, (T(x,)), nao admite subsequéncia fracamente de Cauchy.

Observagao 2.3.11. Seqgue da definicao de operador quase fracamente compacto e do Teo-
rema de Smulian que todo operador fracamente compacto € quase fracamente compacto. Com
efeito, se T : X — 'Y € operador fracamente compacto, entao m € fracamente compacto.
Assim, dada (z,), C Bx, pelo Teorema de Smulian, (T(x,)), admite subsequéncia que

converge fracamente em T(Bx) sendo, portanto, fracamente Cauchy.

o4



Capitulo 3

As Propriedades de Dunford-Pettis e
de Dunford-Pettis Hereditaria

O objetivo deste capitulo é definir a propriedade de Dunford-Pettis e fazer um estudo dos
espagos de Banach com esta propriedade. Neste estudo apresentaremos um grande niimero de
condicoes equivalentes sob as quais um espago de Banach X tem a propriedade de Dunford-
Pettis. Estas condicoes evidenciam a importancia destes espacos. Além disso, apresentare-
mos exemplos importantes de espacos de Banach satisfazendo a propriedade de Dunford-
Pettis. No tltimo paragrafo, abordaremos a Propriedade de Dunford-Pettis Hereditaria
apresentando algumas condigoes necessarias e suficientes para que um espaco possua a Pro-

priedade de Dunford-Pettis Hereditaria e exemplos de espacos que possuem esta propriedade.

Ao longo deste capitulo, X representard sempre um espaco de Banach, salvo quando

mencionado explicitamente o contrario.



3.1 A Propriedade de Dunford-Pettis

Defini¢ao 3.1.1. Dizemos que X possui a propriedade de Dunford-Pettis se x}(x,) — 0
sempre que (), e (x}), sao sequéncias em X e X* respectivamente, tais que x, S 0e

x5 5 0. Nesse caso, por simplicidade, escreveremos que X possui (DP).

Muito do interesse na propriedade de Dunford-Pettis resulta da importancia dos espacgos

que a possuem. Um primeiro exemplo de espaco com tal propriedade é /5.

Exemplo 3.1.2. ¢, possui (DP) pois se x, — 0 em {; entdo x, — 0 jd que {; possui a

propriedade de Schur. Além disso, se 2 = 0 em (£1)* entdo existe C > 0 tal que ||z%| < C
para todo n € N. Assim,

|25, ()| < Nl [Hnll < C

e como x,, — 0 temos o resultado.

Note que, o fato determinante para que ¢; possua (DP) é tal espago possuir a propriedade

de Schur. Sendo assim, o mesmo argumento usado acima pode ser usado para mostrar:
Proposicao 3.1.3. Se X possui a propriedade de Schur entdo X possui (DP)

Corolario 3.1.4. Se X ¢ espaco de dimensao finita, entéo X possui (DP).

Demonstragao. Imediato da Proposigao anterior ja que, se dim(X) < oo entao as topologias

fraca e forte de X coincidem, garantindo que X possui a propriedade de Schur. O

Exemplo 3.1.5. ¢y ndo possui (DP). De fato, considere (e,), C l2, a sequéncia formada
pelos vetores da base canénica de ly. Note que e, — 0 jd que, pelo exemplo 1.1.25, para
cada f € X* existe unico xy = (x},2%,---) € (£2)* = Ly tal que f(x) =< x,2; > para todo
x em ly. Sendo assim, |f(e,)| = ’x;}{ — 0 pois xy € ly. Desta forma , para cada f € X*,

f(en) — 0 o que mostra que (e,), € fracamente nula. Além disso, tomando (e}), C (f2)*,
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novamente os vetores da base candnica, teremos que (el), e (en)n sGo sequéncias fracamente

nulas, mas e} (e,) = 1 para todo n € N e portanto ¢y nao possui (DP).

A préxima proposigao nos dard uma condigao suficiente para que X possua (DP).

Proposigao 3.1.6. Se X* possui (DP) entdo X possui (DP).

Demonstracao. Sejam (x,,), e (z), sequéncias fracamente nulas em X e X* respectivamente.
Pela Proposicao 1.1.48 2, — 0 em X**. Dessa forma, (2,), C X** e (z7), C X* sdo

sequéncias fracamente nulas. Como X* possui (DP), por hipétese, entao (z,)(z)) — 0, isto

é, x¥ (x,) — 0 e portanto X possui (DP). O
Com isto, obtemos de forma quase que imediata um segundo exemplo de espaco com
(DP).

Corolario 3.1.7. ¢y possui (DP).

Demonstragao. Como ja visto, ¢; possui (DP) e portanto basta utilizar a Proposigao 3.1.6

com X = ¢y e o fato de que (cp)* = £;. O

Note que, pela Proposicao 3.1.3, se X possui a propriedade de Schur, entao X possui
(DP). Como acabamos de ver, ¢q possui (DP) porém nao possui a propriedade de Schur uma
vez que e, — 0 em ¢ e |le,|| = 1 para todo n € N. Assim, a reciproca da Proposicao 3.1.3
nao é valida.

Além disso, apds enunciada a Proposicao 3.1.6, é natural nos perguntarmos se a reciproca

é verdadeira, isto é, se X possuir (DP) implica em X* possuir (DP). Mais a frente, constru-

iremos um contra-exemplo para verificar que tal fato nao valera sempre. Ver exemplo 3.1.23.

Teorema 3.1.8. Seja K um espago de Hausdorff compacto. Entao C(K) possui (DP).
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Demonstragao. Sejam (f,), e (F,), sequéncias fracamente nulas em C'(K) e C(K)* respec-

tivamente e € > 0 arbitrario. Afirmamos que F,(f,) — 0.

Como f,, = 0 e F, % 0, pelo Teorema de Banach-Steinhaus (Teorema 1.1.36) temos que

A =sup, || fall < o0 e B =sup, ||F.|| < occ.

Agora, para cada n € N, podemos escrever F,, = F.F — F~ onde F, e F,, sao funcionais
lineares positivos continuos. Usando o Teorema de Representagao de Riesz (Teorema 1.4.26)
podemos identificar cada F,, com uma carga A, em K e, pelo Teorema de Decomposicao de
Jordan (Teorema 1.4.20), cada A, pode ser identificada com um par de medidas finitas A, e

A, tais que A, = AP — AL e |\ = A0+ A

Como Ef(f.) — 0e F,(f,) — 0 implica em F,(f,) — 0, sem perda de generalidade
podemos supor que os F}, sao todos positivos. Consideremos, para cada n € N, a medida p,

de Borel regular finita identificada com F;, pelo Teorema de Representagao de Riesz (Teorema

1.4.26). Entao

Fo(fn) = /fnd,un e ||F.|| = pn(K) para todo n € N.

Desta forma, como (F},), é fracamente nula, p,, — 0 em M (K) e, pela Proposicio 1.4.29,
existe uma medida finita p sobre K tal que a sequéncia (u,, ), de medidas é equiabsolutamente

continua com respeito a u, isto é, dado € > 0, existe > 0 tal que
|t (U)| < € para todo n € N, sempre que U C A e u(U) < 9, (3.1)
onde A representa a o-algebra de Borel.

Além disso, como (f,), é sequéncia fracamente nula em L(K, A, pu) e u(K) < oo, pelo
Teorema de Egoroff (Teorema 1.4.23) (f,,), converge quase uniformemente para zero, isto é,
existe Uy em A tal que pu(Uy) = 0 e (fn)n converge uniformemente a zero em K\Uj. Desta

convergencia uniforme obtemos a existéncia de ng € N tal que
|fn(t)| <€ paratodo n>nyg e te K\U. (3.2)
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e, de (3.1), obtemos também que

\pn(Uo)| < € para todo n € N. (3.3)

Lembramos que A = sup || f,|| e, pelo Teorema de Representagao de Riesz
sup iy (K\Uo) < sup pi(K) = sup || F,, || = B,

de modo que para todo n > ngy temos

Fn n = nd n| > n d n n d "
Ea(f) '/Kfu <U0Hf|!u+/K\UOHfHu
< Apn(U0) + Bsup {|fu(0)] : 1 € K\Up)} < Ac + Be

mostrando que F,(f,) — 0. O

Coroldrio 3.1.9. Seja (X, A, u) um espaco de medida. Entao Lo(X, A, ) possui (DP).

Demonstracao. Basta notar que, pelo Teorema 1.4.24, existe um espaco de Hausdorff K e
um isomorfismo entre L. (X, A, u) e C(K) e, pela dltima proposicao, este possui (DP). O
Em particular, da Observacao 1.4.16, segue que /,, possui (DP).

Coroldrio 3.1.10. Seja (X, A, u) um espago de medida. Entao L,(X, A, 1) possui (DP).

Demonstragao. Pelo Corolario anterior, Lo (X, A, i) possui (DP). Como (L1 (X, A, u))* é iso-
metricamente isomorfo a Lo (X, A, i), entdao (L1 (X, A, 1))* possui (DP) e segue da Proposi¢ao
3.1.6 o resultado. O

Proposicao 3.1.11. Se X possui (DP) eY € um subespaco complementado de X, entdao Y
possui (DP).
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Demonstragao. Seja X espago que possui (DP) e Y um subespago complementado de X.
Logo, existe P : X — Y projecao linear limitada. Como Y ¢é subespaco complementado,
pela observacao 1.1.20 Y é fechado e portanto é espago de Banach. Resta mostrar que se
(Yn)n € (y)n s@o sequéncias fracamente nulas em Y e Y* respectivamente, entao y(y,) — 0.

U(Y—’); ) 0 entao y, U(X—’)f ) 0

Consideremos entao sequéncias com tais propriedades. Como y,
ja que se f € X* entdo f|ly € Y*. Além disso, observe que P*(y;) converge fracamente a
zero em X * pois, como P é limitado, segue que seu adjunto P* também o é, sendo portanto
o(Y,Y*)-0(X, X*)-continua e levando sequéncias fracamente nulas em fracamente nulas. As-
sim, (P*(y2))n € (yn)n s@o sequéncias fracamente nulas em X e X* respectivamente e, como
X possui (DP) entao P*(y)(y,) — 0, isto é, y:(P(y,)) — 0. Como P é projecao de X sobre
Y, entdao P(y) = y para todo y € Y e portanto y((y,)) — 0, o que garante que Y também

possui (DP). O

Corolario 3.1.12. Se Y = [{r,},|, onde r, denotam as funcoes de Rademacher, entao Y
¢ subespago complementado de L,[0,1] para 1 < p < oo, mas Y ndo é complementado em

1.]0,1].

Demonstragao. Fixemos 1 < p < oo e definamos a aplicacao linear T}, : fo — Y — L,[0, 1]

por

Tp((an)n) = Z ApTh.

Note que, pela desigualdade de Khintchine ( Teorema 1.3.3), existem constantes positivas

N 3
<1, (z w)
n=1

A,, B, tais que
N

g anTn

n=1

N 3
4, (Z |an|2> <
n=1

e, como (ay,), € l, fazendo n — oo obtemos que

p

Ap [[(an)nll, < ”T(<an)n)”p < By [[(an)nll

o que mostra que Y — L,[0, 1] é isomorfo a /5.
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Mas, pelo Teorema 1.4.25, temos que fo — L,[0,1] é complementado. Como Y =
{5, obtemos que Y é complementado em L,[0,1]. Por outro lado, observe que Y nao é
complementado em L;[0,1]. De fato, pela Proposigao 3.1.10, L;[0,1] possui (DP) e se Y
fosse complementado, também a possuiria. Mas, neste caso, 5 = Y possuiria (DP), o que

nao ocorre pelo exemplo 3.1.5.

[]

O proximo teorema nos dara algumas condigoes que sao equivalentes a um espago possuir

(DP). Para mostrar duas implicagoes, necessitaremos das seguintes proposigoes:

Proposicao 3.1.13. Seja X um espago normado e (r,), C X uma sequéncia que converge
fracamente em X. Se E = {x,:n € N}, entdo o fecho Ey da envoltéria absolutamente

conveza de E € fracamente compacto.

Demonstragao. Pela Proposigao 1.1.51 temos que o fecho I'(E) da envoltéria convexa de E

¢é fracamente compacto. Por outro lado, pela Observacao 1.1.13 temos que
E, =p([-1,1] x T(E))
onde p: R x X — X é a aplicagao produto p((A, x)) = Az. E facil verificar que
p:Rx (X,0(X,X")) = (X,0(X, X))

é continua. Assim, p([—1,1] x I'(F)) é um subconjunto fracamente compacto de X e, con-
sequentemente, F, = p([—1,1] x ['(E)) é relativamente fracamente compacto, ou seja, Ej é

fracamente compacto. O

Proposicao 3.1.14. Se K € um subconjunto compacto de um espaco de Banach X, entdo

existe um espago de Banach reflexivo R e um operador linear T : R — X tal que K C T'(Bg).
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Demonstragao. Veja [7], Proposigao 2, p.314. ]

Teorema 3.1.15. Sao equivalentes:

i) X possui (DP).
it) Para todo espago de Banach'Y', todo operador linear fracamente compacto de X em'Y

leva conjuntos fracamente compactos de X sobre conjuntos fortemente compactos de'Y .

i11) Para todo espago de Banach'Y', todo operador linear fracamente compacto de X em 'Y

¢ completamente continuo.

iv) A condigdo (iii) € satisfeita para'Y = co.

v) Para todo espago de Banach'Y, todo operador linear fracamente compacto de X em Y
leva sequéncias fracamente de Cauchy em sequéncias de Cauchy.

vi) A condigao (v) € satisfeita para Y = c.

vii) Se (x,), € uma sequéncia fracamente Cauchy em X e (z}), € uma sequéncia fracamente
nula em X* entao limz (x,) = 0.
n

*

viii) Se (), € uma sequéncia fracamente nula em X e (x,

)n € uma sequéncia fracamente

Cauchy em X* entdo limz (x,) = 0.

iz) Se (xp)n € (x)), sdo sequéncias fracamente Cauchy em X e X* respectivamente, entdo

x}(z,) € convergente.

z) Para todo espago de Banach Y, todo operador T € L(X,Y) com adjunto quase fraca-

mente compacto € completamente continuo.
zi) A condig¢io (x) é satisfeita para’Y = cq

zii) Para todo espago de Banach Y, todo operador linear quase fracamente compacto

T:Y — X tem adjunto completamente continuo.

ziii) A condi¢ao (xii) € satisfeita para 'Y espago de Banach reflezivo.
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Demonstragao. (i = iii) Seja X espago que possua (DP), tome Y espaco de Banach e
T : X — Y operador linear fracamente compacto. Basta mostrarmos que dada (z,), C X
tal que x,, — 0 entdo T'(z,) — 0. Suponha que isto ndo ocorra. Nesse caso, existe § > 0 tal

que, passando a uma subsequéncia se necessario, temos

|T(x,)|| >0 paratodo n € N.

Pelo Corolério 1.1.33 de Hahn-Banach para cada n € N existe y} € Y* tal que ||| =1
e yi(T(x,)) = ||T(x,)]] > 6. Como T ¢ fracamente compacto, pelo Teorema 2.3.4, T* é
fracamente compacto e portanto m é fracamente compacto. Assim, como a sequéncia
(T*(y%))n esté contida em W, novamente passando a subsequéncia se necessério, pelo
Teorema de Smulian (Teorema 2.3.7) existe z; € T*(By-) tal que T(y*) % zf. Mas entdo,

(T(y:) — %) = 0em X* e x, — 0em X o que nos d4

lin((T(y5) — 23) () = him(y; (7)) — 23(x,)) = 0 (3.4)

j4 que X possui (DP). Além disso, como x,, — 0 entdo z(z,) — 0 e escrevendo
Yn(T(2n)) = (Yn(T(zn)) — 25(2n)) + 25(2n)
concluimos, passando ao limite em ambos os lados da igualdade e usando (3.4), que
lim g, (T (2,)) = 0,
o que contradiz o fato de ||T(x,)| > ¢ para todo n € N.
Logo, T'(z,) — 0 e T é completamente continuo.

(131 = iv) Basta fazer Y = ¢, ja que este é espago de Banach.

*

*) sequéncias fraca-

(tv = i) Seja X espago com a propriedade (iv). Tomemos (z,) e (z
mente nulas em X e X* respectivamente e considere
T: X — Cp

n
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T fica bem definida pois como x* = 0 entdo x*(x) — 0 para todo € X. Além disso, T

claramente ¢é linear, e é limitada pois se x € X entao
|7 (2)]| = sup |z, ()| < sup ||z, [ [|z]| < c[z|
n n
ja que, como (x}) é fracamente nula, ¢ limitada.

Afirmamos que T é fracamente compacto. Para isso, mostraremos que T**(X**) C J(cp)

e usaremos o Teorema 2.3.4. Com efeito, como cfj é isometricamente isomorfo a ¢; temos

T €1—> X

onde, para cada z € X,

T (€)(x) = &(T(2)) = £((x)(2))n) = Y (At} ().

Logo, T*(&) = > A\,a%, para todo £ = (\,), € 4.

n=1

Além disso,

T X" — ¢

T** x** o T*

e, para cada & = (\,),, € {1 temos

T (@)() = ™ (T(€) = 2" (Q_(Aax))) = ™ (lim ) _(\a}))

—
*

Dl 0 A (a7 (@) = 3 e (@) = € (55)0)

n=1

J((@"(27,))n) (€)

onde em (%) foi utilizado o fato de z** ser linear e limitado.

64



Assim, T*(x**) = J((z*(x))n) e como ((z**(x)))n € co, j& que (z), é fracamente
nula, entdo 7% (x**) € J(cp). Pelo Teorema 2.3.4 T é fracamente compacto e pela hipétese

serd completamente continuo. Logo, como (z,,), é fracamente nula, 7'(x,) — 0, o que fornece
lim || 7(x,,)|| = limsup |z}, ()] =0 (3.5)

Mas,
0 < [a, (zm)] < sup |27, (zm)] (3.6)

para todo m € N. Isto, junto a (3.5), permite concluirmos que z* (z,,) — 0, mostrando que

X possui (DP).

(17 < iii) Basta observar que, por definigdo, todo operador linear fracamente compacto

¢ limitado e utilizar a Proposigao 2.2.6.

(v < 4i7) Suponhamos que X possua a propriedade (7ii). Sejam Y um espago de Banach,
T : X — Y um operador linear fracamente compacto e (x,), C X uma sequéncia fracamente
Cauchy. Entao, para cada 2* € X*, (z*(x,)), C R é Cauchy e portanto

lim(2*(zp,) — 2*(2,,)) = lim(a" (25, —2,)) =0

sempre que (o, ), € (2,7 )r sdo subsequéncias de (x,),. Assim, (z,, — z,/ ) ¢ fracamente
k k
nula e como 71" é completamente continuo entao 7'(z,, —,/) — 0. Como T é linear e (z,, )x
k

e (xn;) r a0 subsequéncias arbitrarias de (x,),, concluimos que (T'(x,)), é Cauchy.

Reciprocamente, suponhamos que X é um espago com a propriedade (v). Sejam Y um
espago de Banach, T': X — Y um operador linear fracamente compacto e (z,), C X uma
sequéncia fracamente nula. B claro que (2,), é fracamente Cauchy e, por hipétese, (T'())n
também é Cauchy, sendo portanto convergente, ja que Y é espaco de Banach. Além disso,
como (z,), converge fracamente a zero e T é o(X, X*)-o(Y, Y*) continuo (ja que é limitado)
obtemos que T'(x,,) converge fracamente a zero donde concluimos, utilizando o fato de T'(x,,)

ser convergente, que T'(x,) — 0, o que mostra que 1" é completamente continuo.

65



(vi < iv) Basta tomar Y = ¢y na demonstracao acima.

(1 = wii)Suponhamos que X possui (DP) e tomemos uma sequéncia fracamente Cauchy
(xn)n C X e uma sequéncia fracamente nula (z7) C X*. Afirmamos que z}(z,) — 0.

Suponha que isto nao ocorra. Neste caso, existe 0 > 0 tal que, passando a subsequéncia se

necessario, podemos supor

|z; ()] > 6 paratodo n e N. (3.7)

*

Agora, como (x}), é fracamente nula entao, para cada k € N fixado, limx}(z) = 0.
n

Assim, para cada k € N existe um n; € N tal que

(3.8)

 (2r)] <

. ~ A . * * 4
Consideremos entao a subsequeéncia fracamente nula (z, )i de (z;). Como (), é fra-
camente Cauchy resulta que (z,, — xx); ¢ fracamente nula e como, por hipdtese, X possui

(DP), entao lilgn zy (Tn, — ;) = 0 e portanto existe ko € N tal que

ng

xy (@, — a:k)| < g para todo k > k. (3.9)

Mas entao, para k > ky temos
3.8),(3.9) 3§

(3.7) (
0<6 < |ap, (x| < |2, (@0, — )| + |2}, (@) < 1

o que é absurdo. Este absurdo foi gerado por supormos que (z}(z,)), nao convergia a zero.

Logo, lim z} (z,,) = 0 e temos o resultado.
n

(vii = i) Suponhamos que X é um espaco com a propriedade (vii). Sejam Y um
espago de Banach arbitrario e 7' : Y — X um operador linear quase fracamente compacto.
Afirmamos que 7% é completamente continuo. Com efeito, suponha que exista (z}), C X*
tal que =¥ % 0 mas que (7*(z*)) C Y* ndo convirja a zero. Neste caso, existe § > 0 tal que,

passando a subsequéncia se necessério, temos ||7*(z%)|| > ¢ para todo n € N. Mas,

1T ()|l = sup [(T" (7)) (w)] > 6

yEBy
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e portanto, usando a definicao de supremo, para cada n € N podemos exibir y, € By tal

que
[(T(3,)) ()| = |23 (T ()| > 6. (3.10)

Agora, como T é quase fracamente compacto e (y,), é uma sequéncia limitada temos que

(T'(yn))n admite subsequéncia fracamente Cauchy que, por simplicidade, iremos supor ser a
prépria (T(yn))n-

Além disso, T* é o(X*, X**) — o(Y*,Y*") continuo e, como z* > 0, T*(x*) = 0 em Y*
e portanto T*(z*)(y) — 0 para todo y € Y. Em particular, para cada k € N fixado

Hm T*(z) ) (yx) = 0

e entao, para cada n € N existe n;, € N tal que

7 a5, )(w)] < 5 (3.11)
Assim temos:
T (@5 ) Wnd) | <T@, (ny) = T () (i) | + |77 (5, ()|
< )Tl - T +

ja que vale (3.11).

Mais ainda, como (T'(y,))n ¢ fracamente Cauchy e (T'(yn,))r ¢ subsequéncia de (T'(yy,))n
temos que (T'(yn,) — T(yx))r converge fracamente a zero. Sendo (x}), fracamente nula, e

utilizando o fato de X possuir a propriedade (vii) concluimos que

lim(z7, ) (T (yny) = T'(yx)) = 0

e portanto é possivel obter ky € N tal que

T (), ) (ymy)| <6
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sempre que k > ko, o que é absurdo de acordo com (3.10). O absurdo foi gerado por supormos

que T™ nao era completamente continuo e portanto temos o resultado.
(xii = wxiid) Imediato.

(xiti = i) Seja X espago que possua a propriedade (ziii), isto é, tal que se Y é um
espaco de Banach reflexivo arbitrario e 7' : Y — X é um operador linear quase fracamente
compacto entdo 7% : X* — Y* é completamente continuo. Afirmamos que X possui (DP).
Com efeito, sejam (x,), e (z}), sequéncias fracamente nulas em X e X* respectivamente.

Seja E = {x, : n € N} e considere o operador linear G : ¢; — X definido por

G((/\n)n) = Z AnTn

Note que G fica bem definida ja que, como (x,,),, é uma sequéncia fracamente convergente
entdo é limitada, digamos por M. Assim, dada ()\,),, € ¢; arbitraria, para cada k € N, temos

que

k
E AnTn
n=1

k
<MY |
n=1

Fazendo k — oo na desigualdade acima, segue que

IG((An)n)l < M [[(An)nll

e portanto, GG fica bem definida e é limitada.

Além disso, pela Proposicao 3.1.13, o fecho E, da envoltéria absolutamente convexa de

E é fracamente compacto.

Agora, pela Proposicao 3.1.14, existe um espago reflexivo R e um operador T' € L(R, X)
tal que E, C T(Bgr). Mas, como T € L(R,X) com R reflexivo, pela Proposigao 2.3.3
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T é fracamente compacto e portanto quase fracamente compacto. Pela hipotese, T™ sera

completamente continuo de onde obtemos que T*(x}) — 0.

Agora, como Ej, C T(Bg), entao para cada n € N exite r, € Bg tal que T(r,) = z,.
Logo,
1T (x| = Sup (T (2 ) ()| = [T (27,) ()| = |23, (T (ry))| = |27, (20)]

lIrl=1

e como T*(z}) — 0, entdo z(z,) — 0.

(viii < 1) Se X é um espago de Banach com a propriedade (viii) entao claramente X pos-
sui (DP) ja que, dadas (x,,), e (x}), sequéncias fracamente nulas em X e X* respectivamente

entao (z7), é fracamente Cauchy e por (viii) concluimos que x}(z,) — 0.

Reciprocamente, seja X espaco com (DP). Tomemos (z,), C X sequéncia fracamente
nula e (z%), C X* sequéncia fracamente Cauchy. Se (z(z,)), nao convergir a zero entao

existe 0 > 0 tal que, passando a subsequéncia se necessario,
|z) (x,)] > 6 (3.12)

para todo n € N. Agora, como (z,), ¢ sequéncia fracamente nula, por argumento andlogo

ao feito em (i = vii) obtemos sequéncia (2} (z,,))r C R tal que

|25 (@, )| < (3.13)

N S

para todo k € N.

*

oz
. — x}) € fracamente nula e,

)n ¢ fracamente Cauchy, entao (z

Além disso, como (x o

utilizando o fato de X possuir (DP) e de (z,, ), também ser fracamente nula, obtemos
ko € N tal que

(a5, — i) )| < (3.14)
para todo k > ky. Logo, para k > ky temos:

(312) . . . (3.13),(3.14) 3§
0<8 < |oh(wn)] < @, — D) en)| + k()] = T
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o que é absurdo. Este absurdo foi gerado pelo fato de supormos que (27 (x,)), ndo convergia

a zero. Logo, limz(z,) = 0 e temos o resultado.
n

(iz < i) Seja X um espago de Banach com a propriedade (iz) e tomemos (z,), € (x}),
sequéncias fracamente nulas em X e X™* respectivamente. Neste caso, estas também sao

fracamente Cauchy e, por hipdtese, =7 (x,) — a. Afirmamos que a = 0. Com efeito, sejam

T, se k=2n xy se k=2n

Yr = , neN e y, = , néeN.
0 se k=2n—-1 0 se k=2n—-1

Claramente (yx)r € (y;)r convergem fracamente a zero em X e X* respctivamente e, nova-

mente pela hipétese, y;(yx) converge. Logo,

a = hrILn y;n(yQTb) = 1171;11 y;nfl(y2n—1) =0
o que mostra que X possui (DP).

Reciprocamente, suponhamos que X possua (DP) e sejam (x,,),, e (), sequéncias fraca-
mente Cauchy em X e X* respectivamente. Entdo as sequéncias (x,, — T ke (), — x;; )k
convergem fracamente a zero, onde (z,, )x € (x”L )i s@o subsequéncias arbitrarias de (z,),
e (z), )k © (x:;; )i sdo subsequéncias arbitrarias de (z}),. Como (x,, ) € (:L‘:;; )i sao ainda
sao fracamente Cauchy, utilizando a hipétese e as implicagoes, ja conhecidas, (i) = (vii) e
(i) = (viii) temos que

=0 (3.15)

liin ‘xi;(wnk - xn;)

=0.

lig | (27, = %y ) ()

Logo, como

, <xnk) - x;

ng ('Cljn;C )



para todo k,

liin wy (Tn,) — 2% (2, )| =0 (3.16)

’
TLk nk

Portanto, lilgn vy (Tny) — (xn;)

*
I
L™

= 0ecomo (z, (n,))x € (7, (a:n;))k sdo subsequéncias
k
arbitrarias de (x}(z,,))n, obtemos que (z(z,)), ¢ sequéncia de Cauchy. Como R ¢é completo,

concluimos que (z7(x,)), é convergente, o que nos da o resultado

(1 = x) Sejam X um espago que possua (DP), Y um espaco de Banach arbitrario e
T : X — Y um operador linear continuo tal que 7% : Y* — X* é quase fracamente compacto.
Para verificar que T' é completamente continuo, tomemos uma sequéncia fracamente nula
(xn)n em X. Se (T(x,)), nao convergir a zero entdo existe § > 0 tal que, passando a uma

subsequéncia se necessario, temos ||T(z,)|| > 0 para todo n € N.

Assim, pelo Corolario 1.1.33 de Hahn-Banach, para cada n € N existe y; € Y™ tal que

lyall =1e
Yn(T(xn)) = T (xn)|| = 0. (3.17)

Agora, como (y%), C By~ e T* é quase fracamente compacto entao (7*(y)) admite sub-

sequéncia fracamente Cauchy que, por simplicidade, assumiremos sendo a propria sequéncia.

Além disso, como (z,), é fracamente nula e 7', sendo limitado, é o(X, X*) — o(Y, Y*)-

continuo, entdao (T'(x,)), C Y também ¢ fracamente nula o que implica em

lim(y; (T (z,))) = 0 para todo k € N.

Assim, para cada k € N fixado, existe n, € N tal que
* * * 5
Y (T (@n )l = 117 (i) (za,)] < 5 (3.18)

Desta forma, obtemos que

T (yn ) @) < [T, — w0 (@a) | + 1T (00) (2, )]

(3.18) . . s
< |T (ynk - yk)(xnk)’ + 2 (3.19)
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Mas, como (zy,)r ¢ fracamente nula e (T*(y;; — yi))r também o é, j& que (T*(y;))n €
fracamente Cauchy, do fato de X possuir (DP) concluimos que existe kg € N tal que para

todo k > kg

|

Ty, — wi)(2n,)] <

Isto, junto a (3.19), resulta em

T (g5, ) (n,) | =

Y (T(xn,))| <0

para todo k > kg, o que é absurdo por 3.17. Tal absurdo foi gerado por supormos que 7' nao

é completamente continuo e portanto temos o resultado.
(x = z1) Basta fazer Y = ¢, ja que ¢q é espago de Banach.

(xi = i) Seja X um espaco tal que todo operador T' € L(X,cy) com adjunto quase
fracamente compacto seja completamente continuo. Tomemos (x,), e (z%), sequéncias fra-

camente nulas em X e X* respectivamente e definamos

T: X — ¢

Da demonstracao de (iv = i) sabemos que T fica bem definido e que T é fracamente
compacto. Dessa forma, pelo Teorema 2.3.4, T™ também ¢ fracamente compacto e entao, por
hipétese, T é completamente continuo. Por fim, como z, — 0 entdo T(z,) = 2*(z,) — 0,

mostrando que X possui (DP). O

Corolario 3.1.16. Seja X espaco que possua (DP). Se Yy, Yo sao espagos de Banach e
Ty : Y1 = X, Ty : X = Y5 sdo operadores lineares fracamente compactos, entao Ty 0Ty €

operador linear compacto.

Demonstracao. Como T'(By,) é fracamente compacto e como, pelo Teorema 3.1.15-(i7), o

operador T3 leva conjuntos fracamente compactos em compactos (ja que X possui (DP))
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entdo T5(T1(Bx)) é compacto, e portanto fechado. Assim,

T5(Tv(Bx)) C Ta(Th(Bx)) = To(T1(Bx))

e segue que (T 0 T1)(Bx) é compacto, ja que é subconjunto fechado de compacto. ]

Observe que, a partir deste Corolario, resulta de forma imediata que se X possui (DP)
e T : X — X é operador linear fracamente compacto, entao 7% = T o T' é compacto. Este

resultado sera til no préximo Corolério.

Corolario 3.1.17. Um espago de Banach reflexivo X possui (DP) se, e somente se, X tem

dimensao finita.

Demonstracao. Tomemos X espago reflexivo que possua (DP). Consideremos a aplicagao
identidade de X, denotada por Ix. Pela Proposicao 2.3.3, Ix é fracamente compacto ja que
X é reflexivo e, pela tltima observacao, [y = Ix o Ix é compacto. Logo, pelo Teorema 1.1.7,

X tem dimensao finita.

A reciproca jé foi demonstrada (ver Coroldrio 3.1.4). O

Observe que a reciproca do ultimo resultado vale sem a hipétese de X ser reflexivo.

Como consequéncia imediata do Coroléario 3.1.17, obtemos o seguinte exemplo:

Exemplo 3.1.18. Se X = L,(X, A, p) com 1 < p < oo, entdao X ndo possui (DP).

Da observacgao 1.4.16 segue que, em particular, ¢, nao possui (DP) quando 1 < p < oc.

Corolario 3.1.19. Se Y € um subespag¢o complementado reflexivo de C[0,1], entdo Y tem

dimensao finita.

Demonstragao. Pelo Teorema 3.1.8, C10, 1] possui (DP) e, pela Proposi¢ao 3.1.11, Y também
possui (DP). Logo, Y é reflexivo e possui (DP) e utilizando o coroldrio anterior concluimos

que Y tem dimensao finita. O
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Corolario 3.1.20. Se Y ¢é um subespagco complementado reflexivo de Li(X, A, ), onde

(X, A, ) € um espago de medida, entao Y tem dimensdo finita.

Demonstracao. Segue de forma andloga ao corolario anterior, utilizando agora o Teorema

3.1.10, que garante que L1 (X, A, ) possui (DP). O

Ja verificamos que se X* possui (DP) entdao X também o possui. Apresentaremos agora
um exemplo de espago que possui (DP), sem que seu dual o possua. Para isto, utilizaremos
o Principio da Selecao Local. A demonstracao do Principio da Selecao Local sera omitida

uma vez que utiliza recursos que fogem muito do assunto de nosso trabalho.

Teorema 3.1.21. (Principio da Sele¢ao Local) Seja T um operador linear limitado de X em
Y e seja (F,)aep uma sequéncia generalizada de subespagos de'Y', direcionados por inclusao,
com Yy = UF,, sendo um conjunto denso em'Y . Assuma que, para cada o, exista um operador

linear L, : F, — X tal que
TolL,=1Idr e limsup|L,| <\ <oo.

Entao, T* é um isomorfismo de Y* em X* com inversa S, satisfazendo ||S|| < A; e existe

uma projecio P de X* sobre T*(Y™*) com ||P| < M||T||.

Demonstragao. Veja, [16], Proposigao 1, p.302. ]

Observagao 3.1.22. Do teorema acima, seque de forma imediata que T*(Y™*) é complemen-

tado em X*. Este fato serd util no exemplo que seque.

Exemplo 3.1.23. Seja X = (2,03)1 onde, para cada n € N, {3 representa o espago veto-
rial R™ com a norma euclidiana e, se v € X, entio x = (x,), com x, = (x} 22 - - 2") € (%
e

ol = i fealy =3 (z @;)?)é .

n=1 =1

74



Segue de forma andloga ao feito para os espagos l,, 1 < p < oo, que X € espaco de
Banach. Afirmamos que X possui (DP) e, para verificar tal fato, exibiremos um isomorfismo

entre X e um subespaco de f1. Para isto, consideremos os conjuntos
Dy =A{1,-1}, Dy = {(1,-1), (=1,1), (1, 1), (=1, =1)} ,-- -,
D, ={(ay,...,an) r a1, - ,a, € {1,—1}}
e, para cada n € N, denotemos os elementos de D,, por €&, onde k =1,--- ,2".
Definimos entao a aplicacao Ty : X — {1 por
Ti@) = Tul(@)a) = (5{ehm), 5 {dm), om (o), = (Sm),
221/2 221/2
o5 () o () = () o)
onde <efl,xn> representa o produto interno em (5.
Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz,

}<eﬁ,xn>‘ < HEZH2 znlly = Vnl|@n|l, para todo n,k € N

e portanto
1 §2n:\< m )| < 2/ [l = ]
2n\/ﬁ k=1 S| = Qn\/ﬁ Ml = e

Logo, Ty (z) € {1 para todo x € (72 105);.

Por outro lado Ty claramente € linear (seque das propriedades de produto escalar em (3 ).
Como Ti(x) =0 se, e s0 se, <eﬁ, xn> = 0 para todo n,k € N, ¢é facil verificar que Ty(z) =0
se, e so se, x =0 e, assim, temos que Ty é um isomorfismo de X sobre sua imagem. Logo,
X € um espago de Banach isomorfo a um subespaco de {1, o que faz com que X possua a

propriedade de Schur. Seque da Proposicdo 3.1.3 que X possui (DP).
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Resta mostrar que X* nao possui (DP). Definamos a aplica¢ao linear Ty : X — ly por

Tr(x) = (fo) = (zj+as+as+- o tartai b,

Ty g ) (3.20)

E claro que Ty € linear e Ty(X) C €y pois se Ty(x) = (yn)n entdo, firado n € N, temos

que |[(y1,y2, -+ ,Yn)ll, € dada por

I (x%,O,---) —l—(x%,xg,O---)+(a:§,x§,x§,0,---)+...—l—

($717,7$$L7... 7':UZ707...) + (‘T%L—l-l’xi-i-l’.” 7&72_"_170’...) _|_
(x711+2>55721+2= S T, 0, ) + (xalz+3713721+3>“' =x:+3707"') + o
Portanto,
[y g2, un)lly < llzally + zelly + [losll, + o = 2l

e, fazendo n — oo na desigualdade acima, concluimos que Th(x) € by com ||Tx(x)|, < [lz||;

para todo x € X, o que também garante que Ty é limitado (ver observagdo 3.1.22).

Verificaremos agora que Ty (£s) € um subespago complementado de X* utilizando o Principio
da Sele¢ao Local (Teorema 3.1.21). Para cada i € N, seja Y; = [e1,--- ,€;], onde e; é o i-

ésimo vetor da base canonica de ly. Claramente, temos

Y,CY,C...Y,C... e UYnzﬁg.
n=1

Consideremos agora, para cada i € N, a aplicacdo linear S; : Y; — X definida por
Si(ozlel +...+ oziei) = (0, (0, 0), (0, O, 0), ceey (Oél, ce ,Ofi)7 (0, ce ,0), .. .), (321)
para todo (ce; + ...+ aye;) €Y.
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Note que, para todo (cie; + ...+ ae;) € Y; et € N temos que

TQ @) Si<<041€1 + ...+ aiei)) = TQ(SZ‘(O[1€1 + ...+ aiei))

(3.20)£(3~21) (0517 ey, 07 . ) = 16q + ...+ a,€;

e portanto, Ty 0 S; = Idy;.
Além disso, pela forma como € definida a norma em X, seque que
1]l = sup {[|Si(arer + ... + aieq) ||y - [[(aner + ... 4 aues) [, < 1}
com

|Si(cer + ... + eyl = 1/(0,(0,0),(0,0,0),...,(cu,...,),(0,...,0),...)]

- “(ah S 7an)||2

Logo, ||S;|| = 1 para todo i € N donde seque que

sup [|Si|| = 1 < oo.

Desta forma, estamos nas hipoteses do Teorema 3.1.21, o Principio da Selecao Local, de

onde concluimos que Ty é um isomorfismo sobre sua imagem, que Ty (ls) € complementado

em X* (ver Observagao 3.1.22).

Por fim, obtemos que X* nao pode possuir (DP) pois, se este a possuisse, teriamos que
T5(03) também a possuiria, por ser subespagco complementado de X* (Proposi¢ao 3.1.11).
Mas, neste caso, by = T5(ls) possuiria (DP), o que nao ocorre, como visto no Ezemplo

3.1.5.

Proposicao 3.1.24. Seja X espaco de Banach. O espago X* possui (DP) se e somente
se para todo espaco de Banach Y e operador linear fracamente compacto T : X — Y, o

biadjunto de T é completamente continuo.
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Demonstragao. Seja X espago de Banach tal que X* possua (DP). Tomemos Y espaco
de Banach arbitrario e 7' : X — Y operador fracamente compacto. Pelo Teorema 2.3.4,
T : ' Y* — X* também é fracamente compacto e, portanto, quase fracamente compacto.
Como X* possui (DP), resulta do Teorema 3.1.15-(xii) que o adjunto de T é completamente

continuo, isto é, que T™* é completamente continuo.

Reciprocamente, seja X espaco de Banach com a propriedade de que para todo espaco
de Banach Y e operador fracamente compacto 7" : X — Y, tenhamos T : X** — Y™**
completamente continuo. Tomemos (z7), e (z*), sequéncias fracamente nulas em X* e X**

respectivamente e definamos

T: X — ¢

Pela demonstragao de (iv = i) no Teorema 3.1.15, sabemos que 7" ¢ fracamente compacto
e que T (z**) = J((*(z,))n) para todo ™ onde J é a inclusao natural de ¢y em ¢y**. Pela

hipétese, T** sera completamente continuo e portanto

T (") = J (2 (23))n) = 0.

n

koK
n

possui (DP). O

*

*))n converge a zero e portanto X*

Como J é isometria linear, concluimos que (z*(x

Teorema 3.1.25. Seja X espago de Banach. Se X possui possui (DP) e nao contém cdpia

de (1, entao X™* possui a Propriedade de Schur.

Demonstracao. Suponhamos que X* nao possui a Propriedade de Schur.

Seja (z), C X* tal que sequéncia fracamente nula que nao converge a zero na topologia

forte e tal que ||z}|| = 1 para todo n € N. Mais ainda, podemos tomar (z,), C X sequéncia
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de norma unitaria tal que

2 (22)] > % (3.22)

para todo n € N. Com efeito, para cada n € N fixado

[zl = 1 = sup |a7 ()] =1

reX
[lzl|=1

e, usando a definicao de supremo, fica clara a existéncia de tal sequéncia.

Além disso, pelo Teorema ¢; de Rosenthal-Dor (Teorema 1.1.69), como X nao contém
copia de (1, (v,), admite uma subsequéncia (z,,), fracamente Cauchy. Como () )i é
fracamente nula e como X possui (DP), utilizando o Teorema 3.1.15-(vii), obtemos

lim(, (2,)) = 0

o que é absurdo, de acordo com (3.22). Logo, X* possui a propriedade de Schur e portanto

possui (DP).

Como consequéncia temos:

Teorema 3.1.26. Seja X um espago de Banach. Entao X* possui (DP) se, e somente se,

X possui (DP) e nao contém cdpia de {;.

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.25, se X possui (DP) e nao contém cépia de ¢; entdo X*

possui a propriedade de Schur e, pela Proposigao 3.1.3, X* possui (DP).

Reciprocamente, suponha que X* possua (DP). Pela Proposi¢ao 3.1.6, X possui (DP),
restando verificar que ¢; ¥ X. Se /1 — X, pela Proposicao 2.3.8, existe operador linear

completamente continuo e nao compacto S : E — /{5 tal que S leva em ¢y a copia isomorfa

de 61.
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Seja (22), C S*(By,) qualquer. Logo, existe (y), C By, tal que S*(y¥) = 2! para
todo n € N. Agora, como [y é reflexivo, entao By, é fracamente compacto e, de S* ser
continuo obtemos que S*(By,) é fracamente compacto. Do Teorema de Smulian (Teorema
2.3.7) obtemos que existe subsequéncia (S*(yn,))r que converge fracamente para um ponto

x* € S*(By,). Agora, por hipdtese, X* tem a propriedade de Schur o que nos garante que,
de fato, S*(yy, ) — x*.

*

Portanto, existe subsequéncia (2}

) tal que 27— 2" € S*(By,), o que garante que
S*(By,) é compacto e, portanto, que S* é operador linear compacto. Pelo Teorema de
Schauder (Teorema 2.2.9) segue que S é operador linear compacto, o que é absurdo pois, por

hipétese, S é nao compacto. Logo, /1 <> X e temos o resultado. n

Proposicao 3.1.27. Seja X espaco normado e (x,), C X tal que x,, — x em X. Entdo exis-
te (wy)n C X, onde cada w,, é combinagdo convexa dos elementos de {x; : k, +1 < j < ky11}

ew, — T.

Demonstragao. De fato, pela Proposigao 1.1.50, como (), converge fracamente a x, entao

existe (w}); C conv({z,},) tal que wj — x. Assim, podemos tomar i; € N tal que
kz k?
sz-ll — QJH <1 , wil1 = Z)\jxj e Z |Aj| = 1. (3.23)
j=1 j=1

Além disso, como (z,),>k, também converge fracamente a z, por motivo andlogo ao

anterior, existe (w7); C conv({Zn},5,) € indice iy < iy € N tal que

1 k'3 k‘3
Hwi22 - x“ < 5 wiZQ = Z Ajr; e Z I\l =1 (3.24)
Jj=ka+1 j=ka+1

De modo geral, dado p € N arbitrario, podemos considerar a sequéncia (2,)n>k, que
converge fracamente a x e obter indice i, tal que

kpt1 kpt1

1
wap—xH <]—9 , wp = Z Az e Z |\l = 1. (3.25)

j=kp+1 j=kp+1

80



Logo, a sequeéncia (wfp )p tem a propriedade procurada. O

Lema 3.1.28. Seja Y um subespaco fechado de X e suponha que ¢, <+ Y. FEntao cada
sequéncia fracamente Cauchy em X/Y tem uma subsequéncia que é a imagem de uma

sequéncia fracamente Cauchy em X pela aplicagao quociente natural.

Demonstra¢ao. Suponha que exista sequéncia fracamente Cauchy (z,), C X/Y que nao
admita subsequéncia que seja imagem de uma sequéncia fracamente Cauchy em X, pela
aplicacdo quociente Q). Logo, se (z,), € X é tal que Q(z,) = z, temos que (z,), nao
possui subsequéncia fracamente Cauchy. Note que, por (z,), ser limitada e como a aplicac¢ao
quociente é limitada, entao podemos supor, sem perda de generalidade, (z,,), também limi-
tada. Assim, pelo Teorema ¢; de Rosenthal-Dor (Teoremal.1.69), (z,), possui subsequéncia
equivalente a base canonica de ¢;. Por simplicidade, vamos supor que seja a propria ().
Note que podemos supor tal sequéncia normalizada e equivalente a base unitaria de ¢;. De
fato, pela Proposicao 1.2.10-(iii), cada x,, é ndo nulo e, ao normalizarmos tal sequéncia, ela

continua sendo equivalente a base unitaria de ¢,

Consideremos entao a sequéncia, fracamente nula, (22, — 22,_1),. Pela Proposigao 3.1.27,

existe sequéncia (w,,), C X/Y convergente a zero e tal que cada

Wy, € F({ZQJ' — 2251 kn +1< ] < kn—i—l})

e, portanto,
kn+l
we =Y Aj(z25 — 2251)
kn+1
onde (\;); é sequéncia de escalares tais que > |\;| = 1. Seja (v,), C X tal que, para
]:kn+1
cadan € N,
kn+1
v =Y Aj(wa; — wy1)
j=kn+1
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isto é, (v,), é uma sequéncia tal que Q(v,) = w,. Observe que se

kn+1
un =Y Ajley —es1)
j=kn+1
temos que para toda familia finita de escalares a4, ..., a, vale
P P ki1 p knt1
E a;u; = E a E )\j(€2j - 62]'71) = E |a] E |)‘j’
=1 1 =1 j=kn+1 T N |

p

P
= Sl = | e
=1

1=1 1
de modo que (u,), ¢ equivalente & base canonica de ¢;. Por outro lado, é facil verificar (uy,),
é equivalente a (v,), de modo que podemos afirmar que (v,), é equivalente a base canonica
de ¢;. Assim, existe C' > 0 tal que

p p p

Zaﬂ)l ZC Zalel :OZ|CL[|

=1 =1 1 1=1

(onde (v¥), é a sequéncia dos funcionais

e segue daf que para todo n € N temos ||vf]| < %

coordenadas de (v, )p.

Agora, como (w, ), converge a zero, passando a uma subsequéncia se necessario, podemos
b b )

supor que
C
[wnll x/y = 1Q ()l 5y < ont2
C
0 vl < 55
Dai,
- e 11
S o vl el < 3 iy = 5 < 1
n=1 n=1

e, pelo Teorema 1.2.14 (y,), é uma sequéncia bdasica equivalente a (v,),. Como (v,), é
equivalente & base canonica de {1, segue que (y,), também é equivalente & base canoénica de

{1, o que é absurdo ja que, por hipétese, {1 < Y.
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Teorema 3.1.29. Seja X espaco que possui (DP) e Y um subespaco fechado de X tal que
ty £ Y. Entio X/Y possui (DP).

Demonstra¢ao. Suponhamos que existam (z,), e (2}), sequéncias fracamente nulas em X/Y
e (X/Y)* respectivamente tais que que z;(z,) # 0. Passando a subsequéncia, se necessario

podemos supor que

lim 2 (z,) = k # 0,
ja que (2¥(z,))n € sequéncia limitada.

Pelo Lema 3.1.28, como (z,), ¢ fracamente nula e portanto fracamente Cauchy, existe
sequéncia fracamente Cauchy (z,,)r C X tal que Q(z,,) = 2z, onde @ é a aplicagao
quociente de X em X/Y. Além disso, Q*(z}), é fracamente nula pois, como @ é limitado,
segue da defini¢do de adjunto que Q* também o é, sendo portanto o(X/Y, (X/Y)*)—o(X, X*)
continuo. Portanto, utilizando o fato de que X possui (DP) e o Teorema 3.1.15-(vii) segue
que

0 = lim Q" (25,)(wn,) = lim 21, (Qe,)) = lim 27, (20,) = k.

Chegamos a uma contradigao. Portanto, X/Y possui (DP). ]

Corolario 3.1.30. Se X ¢€ subespago reflexivo de Li(X, A, u), onde (X, A, 1) € espaco de
medida positiva, entdo o espago quociente Ly (X, A, 1)/ X possui (DP).

Demonstracao. Pelo Teorema 3.1.10, Li(X, A, u) possui (DP) e, como X é reflexivo, X é
fechado . Além disso, como subsespacos fechados de espacos reflexivos também sao reflexivos
( Proposigao 1.1.73), temos que ¢; ¥ X (porque ¢; nao é reflexivo e ¢; é fechado). O

resultado, portanto, segue imediatamente a partir do Teorema 3.1.29. O

O préximo coroldrio nos fornece uma condicao suficiente sob a qual se X* possui (DP)

podemos garantir que o dual Y* de um subespago Y de X possui (DP).
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Corolario 3.1.31. Seja X espago tal que X* possui (DP) e Y um subespaco de X tal que

YL ndo contém subespaco isomorfo a £1. Entdo Y* possui (DP).

Demonstragdo. Pela Proposigao 1.1.42, Y* é isometricamente isomorfo a X* /YL, Por outro
lado, é facil verificar que Y+ é um subespaco fechado de X*. Como por hipétese temos que
X* possui (DP) e £; ¢+ Y+, pelo Teorema 3.1.29 temos que X*/Y "+ possui (DP) e, portanto,

Y* também possui. O

Apesar de todo espaco com a propriedade de Schur possuir (DP), a reciproca desta
afirmacao nao ¢ verdadeira em geral. Este é o caso de ¢y. Os dois préoximos teoremas nos

fornecerao condigoes suficientes para uma espaco com (DP) possuir a propriedade de Schur.

Teorema 3.1.32. Se X possui (DP) e é isomorfo a um subespaco de Y*, onde {1 Y,

entao X possui a propriedade de Schur.

Demonstragao. Sejam X e Y como nas hipdteses do teorema, (z,), C X sequéncia fraca-
mente nula, e suponhamos que (x,), nao convirja a zero. Logo, passando a subsequéncia se

necessario, podemos supor que existe o > 0 tal que
[ 2nll > 6

para todon € N

Além disso, como X < Y™, temos que para cada n € N,

[2n]] = sup [lzn(y)l] > 0
His

e portanto, pela definicdo de supremo, para cada n € N podemos obter y, € Y tal que

lynll =1 e
|n(yn)| = 0.
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Por outro lado, como ¢; < Y, pelo Teorema ¢; de Rosenthal-Dor (Teorema 1.1.69),
temos que (y,), possui subsequéncia fracamente Cauchy, digamos (y,, )r. Definamos entao

a aplicacao linear T : Y — X™ por

T esta bem definida, ja que X — Y*. Além disso, T é limitada pois dado y € Y,

1Tyl = sup [(T'(y))(x)| = sup|z(y)| < ygtelg*lly*(y)ll <yl

zeX zeX
lz]|=1 llzll=1 [ly* =1

Portanto, T é o (Y,Y™*) — o (X*, X*™*) continuo, garantindo que (T'(yy, ))r ¢ fracamente

Cauchy em X* e, como (z,, ) ¢ fracamente nula, segue do Teorema 3.1.15-(viii) que

lim (T (y,,,))(2,) = lim 2, () = 0,

k—o00 - k—o00

contradizendo a escolha dos y,. O absurdo foi gerado por termos suposto que z, /4 0 e

portanto, X possui a propriedade de Schur. O

Antes de enunciar o segundo Teorema, precisamos mostrar a proposicao que segue.

Proposicao 3.1.33. Seja X um espaco de Banach cujo dual possua (PRN). Entdo toda

sequéncia limitada em X possui uma subsequéncias fracamente Cauchy.

Demonstracdo. Seja (x,), uma sequéncia limitada em X. Seja Y = [{z,},]. Entao Y é
subespaco fechado e separavel de X pelo Lema 1.1.31. Assumiremos, sem perda de gene-
ralidade, que (x,), C Bx. Como, por hipdtese, X* possui (PRN), segue da equivaléncia

anterior que Y* é separavel.

Por outro lado, como (x,,), C Bx entao (J(z,)), C By+, que é o(Y**,Y*)-compacto por
Banach-Alaoglu (Teorema 1.1.52). Mais ainda, como a topologia o(Y**,Y*) restrita a By«
¢ metrizdvel (Teorema 1.1.63), entdo (J(x,)), admite subsequéncia (J(zp,))r o(Y**,Y™*)-

convergente que serd, portanto, o(Y**, Y*)-Cauchy. Assim, paratoda ¢ € Y* temos J(z,, )r(p)
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¢ uma sequéncia de Cauchy em R, o que significa que (¢(xy,))r ¢ uma sequéncia de Cauchy

para toda ¢ € Y*, ou seja, (x,, )x ¢ o(Y,Y™*)-Cauchy. O

Teorema 3.1.34. Seja X espago de Banach que possua (DP). Se eziste espago de Banach
Y tal que X — Y* e Y* possui (PRN), entdo X possui a propriedade de Schur.

Demonstracao. A demonstragao segue de forma analoga a feita no Teorema 3.1.32 sendo que,
neste caso, a existéncia da subsequéncia Cauchy (y,, )r deve-se ao fato de que, por hipdtese,
Y é espaco de Banach cujo dual possui (PRN) e entao, pela Proposicao anterior, sequéncias

limitadas em Y admitem subsequéncias fracamente Cauchy. O

O resultado que veremos a seguir serd 1til mais a frente para estabelecermos uma carac-

terizacao dos espacos de Banach de dimensao infinita.

Corolario 3.1.35. Seja X espago de Banach de dimensao infinita que nao contém copia de

ly. Entao eziste (x,,), C X, sequéncia bdsica, normalizada e fracamente nula.

Demonstracao. Seja X espaco de Banach de dimensao infinita e tal que ¢; /> X. Pelo Lema

de Riesz (Lema 1.1.6), existe sequéncia normalizada (z,), C X tal que

|Tn — Tl > 2

sempre que m # n.

Além disso, do Teorema ¢; de Rosenthal-Dor (Teorema 1.1.69) concluimos que (z,),
admite subsequéncia fracamente Cauchy que, por simplicidade, denotaremos ainda por (x,),,.

Definamos entao a sequéncia (z,), C X por

Tp+1 — Tn
[Znt1 — ]

Y neN.

Zn —

Claramente (z,), é normalizada, além de ser fracamente nula pois, se * € X* entao

. (&)' < 20 (e — )] = 0

| Tns1 — xn”
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ja que (z,), é fracamente Cauchy.

Segue de forma imediata, do Principio da sele¢ao de Bessaga-Pelczynski (Teorema 1.2.16),
que (z,), admite subsequéncia bésica que, portanto, possuird as propriedades que desejdvamos.

]

Corolario 3.1.36. Se X ¢ um espaco de Banach tal que todo subespaco de X que possui
base de Schauder possui (DP), entao, X possui (DP).

Demonstragao. Sejam (z,), e (x}), sequéncias fracamente nulas em X e X* respectivamente

e suponhamos que =z (z,) /4 0. Logo, podemos supor que
|2 ()| = 0

para algum § > 0 e para todo n € N. Note que, neste caso, (x,), ndo pode convergir a zero.

Se isto ocorresse, teriamos
| (@) | < [l |l |

e portanto (z}(z,)), convergiria a zero, visto que (), é limitada por ser fracamente nula.

Mais ainda, como (z,,), é limitada podemos supor ||z,| = 1.

Pelo Teorema 1.2.16, (z,), admite subsequéncia (z,,)r que é sequéncia basica. Como
todo subespaco de X que possui base de Schauder possui (DP), em particular, [{z,, },] possui

(DP) de onde segue que (z}, (7,,))r converge a zero, o que contraria a escolha de (z,), e

*

(x}) respectivamente. Desta forma, x}(z,) — 0 e X possui (DP). O

Definigao 3.1.37. Dizemos que uma sequéncia (y,) satisfaz a propriedade (P) se dada

qualquer subsequéncia (2,), de (yn)n € qualquer sequéncia de escalares (ay,), & co temos

n
E (097%27%
k=1

sup = 00.
n

A seguinte caracterizagdo da base unitaria de ¢, foi obtida por John Elton em sua tese

de doutorado.
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Teorema 3.1.38. Se (x,), € uma sequéncia normalizada fracamente nula e nao possui
nenhuma subsequéncia equivalente a base unitaria de cy, entao (), possui uma subsequéncia

(Yn)n com a propriedade (P).
Demonstragao. Veja [19], Teorema 6.9.6, p. 457. O

O proximo Teorema nos fornece uma caracterizacao de espagos de Banach de dimensao

infinita.

Teorema 3.1.39. Seja X espaco de Banach. Entao X € de dimensao infinita se, e somente
se, X contém um subespaco isomorfo a ¢y ou um subespaco isomorfo a €1 ou um subespaco

que ndao possui (DP).

Demonstracao. Seja X espago de Banach de dimensao infinita e suponha que ¢; 4 X.
Pela Proposicao 3.1.35, X possui sequéncia bésica normalizada e fracamente nula (z,),. Se
(x,)n possuir subsequéncia equivalente a base unitéria de ¢y, entdao X possuird um subespago
isomorfo a ¢j e o teorema ficara provado. Vamos supor, portanto, que isto nao ocorra. Neste
caso, pelo Teorema 3.1.38, (z,), admite uma subsequéncia (x,, )r com a propriedade (P).
Além disso, como (z,, ) ¢ uma sequéncia normalizada e fracamente nula, pelo Principio da
Selecao de Bessaga-Pelczynski ( Teorema 1.2.16 ), temos que (x,, ), possui uma subsequéncia
bésica (que, é claro, é normalizada e fracamente nula). Assim, sem perda de generalidade,
passando a subsequéncia se necessario, podemos considerar que nossa sequéncia inicial (),

é bésica e tal que dada qualquer sequéncia de escalares (o) & ¢y temos que
n
sup E Tk || = oo.
" lk=1

Consideremos entao a sequéncia (x}),, dos funcionais coeficientes de (x,,),. Pelo Corolério
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1.2.6, as projecoes lineares P : [{z,},] = [{xn},] definidas por

k

P()_ an(@)an) = Y @) (2)n.
n n=1

x

sao uniformemente limitadas, e portanto existe A > 0 tal que sup || P,|| < A. Além disso,
n
] [

note que dados x € [{z,},], * € [{x,},] ea™ € [{z,},] , temos

(") (z) = 2" (Py(x)) = 2 <Z fﬂii(w)xn) =Y o (wa)a; (@), (3.26)

n=1 n=1
e, portanto,
k k
P () (a*) = o (P () 20 S e (@t (wn)as) = Y o (@h)at ()
n=1 n=1

k
o0 que nos permite concluir que Py*(z**) = (Z a:**(xjib)xn), onde x, é visto como elemento
n=1

de X*™*, isto é, x,(z*) = 2*(z,). Com isto, para z** € [{xn}n]** temos

k

S (@)

n=1

sup = sup [Pz || < sup [ Pef| [ ]) < AJ™]] < oo
k k

k

e do Teorema 3.1.38, concluimos que (z**(z)), € ¢. Como z*™* € [{xn}n]** ¢ arbitrario,

*
n

*

*)n s@0 sequéncias fracamente nulas em

entdo (z), ¢é fracamente nula. Logo, (z,), e (z

[{z,},] e [{z,},] respectivamente. Mas, como
) (x,) =1 paratodo n €N,

entdo (z}(z,)), ndo converge a zero. Segue que [{x,} | é subespaco de X que nao possui

(DP).

Reciprocamente, se X espaco de Banach que contém um subespago isomorfo a ¢y ou um
subespago isomorfo a ¢; entao X tem dimensao infinita. Se X possui um subespaco que
nao possui (DP), pelo Teorema 3.1.4, tal subespaco é de dimensao infinita e, portanto, X

também é de dimensao infinita . ]
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3.2 A Propriedade de Dunford-Pettis Hereditaria

Como vimos no Teorema 3.1.10, L4[0,1] possui (DP). Apesar disto, na demonstragdo do

Corolario 3.1.12 verificamos que Y = [{r,}, ], onde r, denotam as fungdes de Rademacher,

é subespago fechado de L;[0,1] e nao possui (DP).

Definigao 3.2.1. Um espac¢o de Banach X possui a propriedade de Dunford-Pettis hereditaria
se todos o0s seus subespagos fechados possuem (DP). Nesse caso, escreveremos que X possui

(DPH).

Proposicao 3.2.2. Se X possui a propriedade de Schur, entdo X possui (DPH).

Demonstracao. Basta notar que, se X possui a propriedade de Schur, entao qualquer sub-

espago fechado de X também possui propriedade de Schur e, consequentemente, (DP). [

Observe que, ao longo deste trabalho, enunciamos alguns resultados que nos forneciam
condigoes para que um dado espaco possua a propriedade de Schur. Todos estes espagos

terao, portanto, (DPH). Em particular, ¢; possui (DPH).

Teorema 3.2.3. ¢y possui (DPH).

*

*)n sequéncias fra-

Demonstracao. Seja X subespago fechado de ¢y e tomemos (z,), e (z
camente nulas em X e X* respectivamente. Denotaremos z, = (2)n. Se (2} (xy)), nao
converge a zero entao existe d > 0 tal que, passando a subsequéncia se necessario, podemos
supor

|z (z,)] > 6 (3.27)

para todo n € N. Podemos supor ||z,|| > ¢ para todo n € N pois, de (3.27), obtemos que

(n)n ndo pode convergir a zero ja que, se isto ocorresse, teriamos
|z (@) | < ] ||
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e portanto (z(x,)), convergiria a zero, visto que (z7),, é limitada por ser fracamente nula.

Mais ainda, como (), é limitada podemos supor ||z,| = 1.

Como 1 € ¢y, existe k1 € N tal que

llal

x71n| < o5 93 93

para todo m > kj.

Como (x,,), é fracamente nula, existe N; > 1 tal que

1
max {|z7],..., |z}, |} < |I1|| para todo n > Nj.
Com efeito, para cada i = 1,...,k;, P;(z,) — 0 onde
P:X — R

a=(n)m — o

Assim, para cadai = 1,..., k existe p; € Ntal que |z}'| < 57 para todo n > p;. Tomando

Ny = méx{p1,--+ ,pr, } temos

n ‘} <% para todo n > Nj.

max{|x’f|,

Tomemos n; = 1 e seja ny > N fixado. Como z,,, € ¢y, podemos escolher £y € N tal que

ko > ky e 22| < [l ]l n2H = 3¢ para todo m > k.

O mesmo argumento usado acima mostra que existe Ny € N tal que Ny > ngy e

4 ‘} <21—5 para todo n > Nj.

———
Observe que, como ny > Ny,

max{|$71‘2|,...,‘x ‘}< < |z, ||
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€ Como

|Tn, || = max{|x’f2| e ij‘},
é claro que
|z, || = max{|x212+1 ,,|xz22’}
Fixamos agora ng > Nj e escolhemos k3 € N tal que k3 > kg e 23] < Hm;?” = 2% para
todo m > k3. Seja N3 € N tal que N3 > nz e
max {|z}],..., |2}, |} < % para todo n > Ni.
Observe que, como n3 > N»,
1
max{|x7f3| e, ZL‘Z;"} < % < s ]
e, como
|Tns || = max{|x’f3| e ng‘},
é claro que
||| = max{|x’,;‘23+1 e |x2§‘} )
Por indugao construimos uma subsequéncia (z,,); de (z,). e, fazendo kg = 1, uma

sequéncia crescente (k;)52, C N tais que

— 5
Ja, || = max {2 .

1
}<gm

1
,...}<W.

g
ijil

nj
max |x1 |,...7

5 5
SUP V| Tk;+1| > |Th;+2

Para 7 =1,2,... seja



E claro que (u7)52, é uma sequéncia de blocos de (e;); tal que

sl = mas {32 feio |} = [l || =1 (3.28)
para todo 7 € N.
Pela Proposicao 1.2.17, (u;); é equivalente a (e;);.

Mostraremos agora que (u;); e (r,,); também sao sequéncias equivalentes para assim
concluir, junto ao tltimo resultado, que (z,,); ¢ uma sequéncia bdsica equivalente a base

unitaria de ¢g. Pelo Teorema 1.2.14, basta verificarmos que

f; [

sao os funcionais coeficientes da sequéncia basica (u;);. Primeiramente, vamos

*
uj

<1, (3.29)

*

onde u ;

analisar ‘

u||. Dado u = Zlajuj € {w;},], para j > 2 temos
J:

. 1 J j—1
uj(u)| = la;| = — Zaiui - Zaiui
gl |2 %~ 2
. 1 2 [|ull
)] < ( ) = gl

= Tl
3 (w)] = la;] < 2]ull. (3.30)

donde se obtém .
e

g QiU;

=1

J

Z a;U; || +

=1

e, utilizando a (3.28) concluimos que

Como a desigualdade ainda vale para j = 1 (argumento andlogo, ndo considerando o

segundo somatério) obtemos

*

uj

|

Além disso, observe que para cada j € N, utilizando as defini¢oes de (u;) e (zn,)

<2 (3.31)

k]—l o0
oy =l = [ et 3 wien| < 5
Uj — T, || = T, em T, €m S 5z
m=1 m=k;+1
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e entao, podemos escrever

(e.@)

*
> s = |||
j=1

o0

1 1
§22j+22:§<1’

i=1

Portanto, (z,,); e (u;); sdo sequéncias basicas equivalentes e, como esta tltima é equiva-
lente a base unitaria de co, entao (z,,); também o serd e, em particular, segue do Teorema

1.2.10 que [{xn]}j] é isomorfo a c¢y.

Dessa forma, as restricoes de z7, a [{xn] }J] podem ser vistas como elementos de ¢; e como

:U;';j ¢é fracamente nula, entao x* |-——— pode ser vista como uma sequéncia fracamente nula

Slirewy

em /1. Como ¢; possui a propriedade de Schur, obtemos que
‘ .

5]
j

*

" | [{m"f }J]

0

Assim,

= |T

<]

[l

e, utilizando o fato de (z,,); ser limitada e (7}, |, ]); convergir & zero, concluimos que
J

%*1] (‘/En]) xZA@

(] (n,)

*

(xnj(xnj)) ; também converge a zero, o que contradiz a hipétese. O

Da demonstracao do Teorema 3.1.39, segue o seguinte resultado que nos serd ttil.

Coroldrio 3.2.4. Se X ¢ espaco de Banach e (x,), C X é uma sequéncia bdasica, nor-
malizada e fracamente nula que nao admite subsequéncia equivalente a base unitdria de cy,

entao existe subsequéncia (xy, )i tal que [{x,, },] nao possui (DP) e, portanto, X ndo possui

(DPH).
Anteriormente, definimos a propriedade de Dunford-Pettis hereditaria. Apresentaremos
agora outras caracterizagoes e mais um exemplo de espaco que possui tal propriedade.

Proposicao 3.2.5. Um espago de Banach E possui (DPH) se, e somente se, toda sequéncia
normalizada e fracamente nula em E possui uma subsequéncia que € equivalente a base

unitdria de cy.
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Demonstracao. Seja E espago de Banach tal que toda sequéncia normalizada e fracamente
nula em FE possui uma subsequéncia que é equivalente a base unitaria de ¢y e seja F' um
subespago fechado de E. Afirmamos que F possui (DP). Tomemos (z,), e (z}), sequéncias
fracamente nulas em F' e F™* respectivamente e suponhamos que z}(z,) 4 0. Como no

Teorema 3.2.3, podemos supor que

|znl| =1 e que existe 6 > 0 tal que ||z} (z,)|| >0 ¥V neN. (3.32)

Por hipétese, (x,), admite subsequéncia (z,, ) equivalente a base unitaria de ¢, e entdo,

{zn,},] = H é isomorfo a cy, que possui (DP) pelo Corolario 3.1.7. Logo, como (zy, )i €

(x5, |#)k sd0 sequéncias fracamente nulas em H e H* entdo

z, |u(zn,) =0 = 2z (z,,)—0.

ng ng

Isto contraria (3.32). Logo, x}(z,) — 0 e F possui (DP).

Reciprocamente, suponha que E possua (DPH) e seja (z,), sequéncia normalizada e
fracamente nula. Pelo Principio da Selegao de Bessaga-Pelczynski ( Teorema 1.2.16 ), como
(n)n nao converge a zero na topologia da norma, (x,), possui subsequéncia bdsica (z,, ).
Como E possui (DPH) por hipétese, segue do Coroldrio 3.2.4 que (x,, ), possul subsequéncia

equivalente a base unitaria de cy. O

Teorema 3.2.6. Um espaco de Banach X possui (DPH) se, e somente se, existe uma
constante C > 0 tal que toda sequéncia normalizada fracamente nula em X possui uma
subsequéncia que é C-equivalente a base unitdria de cg.

Demonstragao. Veja [18], Teorema 3.1, p. 157.

]

Ja verificamos que ¢; possui (DPH). A seguir definiremos o espaco ¢1(E) e apresentaremos
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algumas de suas propriedades com o objetivo de mostrar que ¢;(F) possui (DPH) se, e

somente se, I/ também a possui.

Definicao 3.2.7. Dado um espago de Banach E, denotamos por {1(E) o espaco de todas
as sequéncias absolutamente somdveis x = (xy,),, onde x, € E para todo n € N, munido da

norma
[e9)
lzlly = llanl
n=1

Definigao 3.2.8. Dado um espago normado E denotamos por Lo (E) o espago de todas as

sequéncias limitadas x = (x,),, onde x, € E para todo n € N, munido com a norma

[l = sup [|2]]
n

Observamos que /1 (R) e ¢, (R) sao os espagos ¢ e {y introduzidos na Se¢ao 1.1. Argu-
mentos similares aos usados para mostrar que ¢; e £, sao espacos de Banach servem para

mostrar que /1 (F) e {o(F) sao espagos de Banach.
Proposicao 3.2.9. O espaco dual de ¢1(F) € isometricamente isomorfo a {o(E*).

Demonstracao. Dado x = (), € (1(F) € ¢ = (pn)n € loo(E*) definamos o operador linear
T, : ¢;(E) = R por

T@(l‘) = Z ().

E facil ver que T, é linear e como para cada = € {1(E) vale

To(@) < Y llenll llzall, <D supllenll lzall, = llell 2], < o0 (3.33)
n=1 n=1 "
temos que T, estd bem definida e é limitada. Portanto T, € (¢1(E))" e, de (3.33) temos
1Tl < llepll oo

Considere agora o operador linear v : (o (E*) — (¢1(E))" definido por ¢(p) = T,.

Afirmamos que, ¥ ¢ isomorfismo isométrico sobre (¢1(F))".
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Com efeito, de (3.33), segue que v é limitado com ||| < 1. Mais ainda, temos [[¢)|| = 1.
De fato,

ol = sup || T |-

(pr)nlloo=1

Dado entao x € F tal que ||z|| = 1, pelo Teorema de Hahn-Banach existe z* € E* de

norma unitéria e tal que x*(x) = ||z|| = 1. Assim, basta considerarmos
¢ = (2%,0,0,...) €ELo(E") e zg = (2,0,0,...) € {1(E)

para concluirmos que [|2)|| = 1. Resta portanto verificar que ¥ é sobrejetiva e, pelo Teorema
1.1.39, teremos o resultado.  Seja « € (¢1(E))* e, para cada n € N, consideremos o operador

linear j, : E — ¢1(F) definido por

jn(ZE) = (07 ) \l‘/ 707 )
j-ésima
Claramente tal operador linear ¢ limitado e portanto ¢, = (o j,) € E*. Como ||,|| =1

para todo n € N, temos que sup ||¢,|| < sup ||al| ||7.]] < ||a|| de modo que (@), € loo(E*).
Além disso, dado = = (z,,), € (1(E) temos

o) 00 k
T (@) = Y enlan) =) (aojn)(@) =lim}_a(j(x))
k
= lima(Zjn(x)>
Mas,

k
D gn(z) = (21,0,..) +(0,22,0,..) + ...+ (0,...,0,24,0,...)
: = ($1,$2,...,$k,0,...)
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k
e portanto, em {1, temos que lilgn > dn(x) = (x,),. Utilizando o fato de « ser limitado,
n=1

segue que
k
Logo, ¢(T(y,),) = o e concluimos o resultado. O

Precisaremos também do seguinte lema, que caracteriza convergéncias fracas em (1 (F) :

Lema 3.2.10. Uma sequéncia (z"), = ((«');) C ¢1(E) € fracamente convergente a zero se,

e somente se, as sequintes condigoes sao satisfeitas:

(i) (2, € fracamente convergente a zero em E para todo i € N.

(ii) Para cada € > 0 existe i, € N tal que Y ||| < € para todo n € N

1=t

Demonstracao. Seja (x™), = ((zI');) C ¢1(E) sequéncia fracamente convergente a zero. Dada
f € E*, segue que

©=1(0,..., \f/ ,0,...) € (LL(E))

i-ésima

e que o((a2"),) = f(z7) = 0. Portanto, vale (7).

Se (ii) nao ocorrer, entao existe €y > 0 tal que para cada k € N existe p € N tal que

> [l > eo. (3.34)
i=k

Tomando k = 1, por (3.34), existe n; = p; tal que

oo
> llzi > eo-
i=1
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oo
Como z™ = (x7"), € {1(F), temos que existe r; > ny tal que Y ||z;"| < %2 de modo

i=r1+1
que, por (3.34), temos
T1
€
> Ml > 5 (3.35)
i=1
oo
Assim, sem perda de generalidade podemos considerar ) ||z]"| = 0 ou, equivalente-
i=r1+1
mente, z;' = 0 para todo i > ry.
Pelo Teorema de Hahn-Banach ( Coroldrio 1.1.35) podemos tomar z7, ...,z € Sg« tais
que
z(x) = ||z para todo 1 <i <.

Temos entao

T1 T1 €o
S = e > 2.
=1 =1

Por outro lado, por (i) temos que z}(x7) = 0 para todo 1 < i < r; e consequentemente

existe my > max {ry,n1} tal que |z} (2})| < & para todo 1 <i <y e para todo n > m.

Portanto,

T1
Z |z} (2] < fl_g para todo n > my.
i=1

Tomando k = r; + 1, por (3.34) temos que

[e.9]

Sl > e (3.36)

i=r1+1

Seja ng = pr,41. Como 2" € (1(F), existe ry > max {ng, m1} (logo, ro > n; parai = 1,2
0o [

ery>my >r) tal que - 1 |zi*]| < 5 de modo que por (3.36) temos Z+1 |z7]] > 2 e,
i=ro+ =T

sem perda de generalidade, podemos supor z;* = 0 para todo ¢ > 5. Novamente usando o

Teorema de Hahn-Banach ( Coroldrio 1.1.35) podemos tomar x} ,,...,z;, € Sg- tais que

xi(x?) = ||z?]| para todo 1 +1 <i <.
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Além disso, por (i) temos que z}(x}) =+ 0 para todo 7, + 1 < i < 7y e consequentemente

existe mg > ry > max {ny, my} (portanto my > my e my > n; para i = 1,2 ) tal que

|z (2])| < 45‘;2 para todo 1 + 1 < i < ry e para todo n > msy. Portanto,

T2
Z |z} (2] < % para todo n > mo.
i=r1+1

Prosseguindo com este processo obtemos sequéncias estritamente crescentes (m;); e (7;);

em N e, para cada j € N, {x:fj_lﬂ, e ,xﬁj} C Sg+ tais que:

a) l<ry<mg<ry<mg<...

. T ) ,
b) Zﬂxf(x;”) = Z+1 ||| > 2 e 2}’ = 0 para todo i > r;.
i=rj_1 i=rj_1

c) 2 |z < %, para todo n > m; e para todo j € N.

Definamos y* = (y); por

x; se rj_1+1<¢<r;paraalgumje N

* 1
Y, = .
0 caso contrario
Como z; € Sg- para todo rj_; +1 < i < r; e para todo j € N, entao é claro que

Yy € lo(E7) = ((L(E))".

Lembrando que para cada j temos que z;’ = 0 para todo i > T, temos:

@)l = D w@) =] D, @i

=1 1=r;_1+1

Tj

= D2 wEn+ D )

=1 i=r;_1+1 i:Tj,1+1
Tj Jj—1 7
n;j n;
> > w@) =Y Y @)
’L'=7’j,1+1 =1 i=r;_1+1
j—1
€ 1 € € le 23€
> 0 _ - 0 > 0 _ 2 290
2 4 +1 2 412 48



e entao |y*(2")| > ¥ para todo j € N.

Como (2"); é subsequéncia de (z"), e y* € ((1(F))", isto contraria o fato de (z"), ser
fracamente nula, o que garante que (ii) ocorre. (Observe que cada z™ foi obtido a partir
de uma z" da sequéncia original através de uma perturbacao que consistiu em considerar

nulos todos os x] para i > ij e esta perturbacao nao afeta a convergeéncia fraca da sequéncia
n
(@")n)-

Reciprocamente, seja (2"),, C ¢1(F) sequéncia com as propriedades (i) e (ii). Afirmamos
que (z™), é fracamente nula. Para isso, tomemos z* = (z},...,7},...) € ((1(E))" = {(E*)

e e>0. Como z* € ((E*), existe M > 0 tal que sup ||z} || < M.

Por (i1), existe i. € N tal que

Z |zt < ﬁ para todo n € N,

1=l

Além disso, para cada 1 <14 < i, temos que (z7'), é fracamente nula e portanto (z;(z})),

converge a zero. Disto, obtemos indice ng € N tal que

|z} (2] < 2i para todo n >ng e 1 <i <.
/1/6

Logo, para n > nyg

(@) = Do ai(e)| <Y aien)| | 2
i=1 i=1 i=ie
€ =1 wii n € €
< gl <G4 g =
o que mostra que z*(z") — 0 e (2™),, é fracamente nula em ¢;(E). O

Observacao 3.2.11. Note que uma simples adaptacao na demonstracao feita acima nos

permite concluir que, ao trocarmos a convergéncia fraca em (i) por convergéncia em norma,
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obtemos que se uma sequéncia (z"), = ((z}):)n C lL(E) que satisfaz (ii) e € tal que (z}),
converge a zero em E para todo i € N, entdo esta sequéncia converge a zero em norma. Tal

fato serd utilizado no proximo teorema.

Teorema 3.2.12. ({(F) possui (DPH) se, e somente se, E também possui esta propriedade.

Demonstragao. Note que, se F nao possui (DPH) entéo ¢;(E) ndo pode possuir esta pro-
priedade também, ja que E é isomorfo a um subespago de ¢;(FE). A saber, basta considerar

X ={(z,0,0,...):x € E}.

Por outro lado, suponhamos que F possua (DPH) e seja C' > 0 a constante do Teorema
3.2.6. Para verificarmos que ¢;(F) possui (DPH), utilizaremos a Proposi¢ao 3.2.5. Seja
(™), C £1(F) uma sequéncia normalizada e fracamente nula onde 2" = (z');, para cada
n € N. Vamos mostrar que (z"), admite subsequéncia equivalente & base unitaria de c¢o.
Como 2™ 4 0, pelo lema 3.2.10, existe i € N tal que ||27| 4 0. De fato, como (z"), é
fracamente nula, entdo esta sequéncia possui a propriedade (i7) do lema anterior e, caso
tivéssemos ||zI'|| — 0 para todo i € N, pela Observagao 3.2.11 terfamos (z,,), convergindo a
zero em norma o que contradiz o fato da sequéncia (z"),, ser normalizada. Seja i; 0 menor
indice para o qual isto ocorre, isto &, H:r;?l H +# 0 quando n — oo e ||z!]| — 0 quando n — oo

para todo ¢ < i;. Passando a subsequéncia, se necessario, podemos supor que

mf Hx H > 0.

™

Neste caso, (72
x”

1

existe subsequéncia (7, o1(n )) de (27 ) tal que

)n € sequéncia normalizada e fracamente nula e pelo Teorema 3.2.6

n

N 11 H
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para toda sequéncia finita de escalares (a,). Mais ainda, como (xfll("))n ¢ fracamente nula,

entao € limitada e portanto, passando a subsequéncia se necessario, podemos supor que existe

lim x?ll(n) > 0.
n

Caso (x?l("))n nao convirja a zero para algum j > iy, tomemos i, > 7; 0 menor indice
tal que ‘x?;(n) + 0. Por argumento andlogo ao anterior, segue que existe subsequéncia

(z72™),, de (27*™),, com a propriedade de que

12 2
o2(n)
E anZ;,
n

< Csup |a,|sup ‘ xf;(")H

a2(n)
(L’iz

> 0.

para toda sequéncia finita de escalares (a,) e tal que existe lim ‘
n

Assim, prosseguindo com o processo acima, podemos obter sequéncia crescente (ig)ges
em N (onde J = {1,...,p} para algum p € N ou J = N) e uma familia de sequéncias em F,

{(xf:("))n kelJ } satisfazendo as seguintes condigoes:

ok—1(n)
(2

1. (xak("))n ¢ uma subsequéncia de (z )n para todo k € J (onde, 09 : N — N ¢

i

considerada a aplicagao identidade),

ai(n)
> and;,
n

para todo k € J,

fo(n)H para toda sequéncia finita de escalares (a,) e

< Csup |a,|sup ‘
n n

3. lim

n

4. lim

n

xfk’“(n) H > ( existe para todo k € J,

ok (n)

L

=0 paraj ¢ {i,: ke J}.

Definamos agora sequéncia (3"),, da seguinte forma: se J é finito, tomamos [ = max J e
fazemos 7" = 17" se J é infinito, facamos §" = 2°»(™. Em ambos os casos, (7"), ¢ uma

subsequéncia de (z™) satisfazendo:

(a) Para cada k € N || > an¥;

n>k
calares (a,) e para todo k € J

< Csup |ay,| sup Hg;jc || para toda sequéncia finita de es-
n>k n>k
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(b) lim ngj”H = 0; > 0 existe para todo j € I = {i), : k € J} ja que, por construcao, (ox(n)),
é subsequéncia de (o,(n)), sempre que k > p

(c) lim HQJ”H = 0 para todo j ¢ I por motivo andlogo ao que implicou no item (b).

Consideremos entao a sequéncia (y" ), onde, paracadan € N, y" = (y7,y5,...,9,0,0...).
Notemos que (y"),, satisfaz as condigbes (b) e (c) apresentadas acima. De fato, dado j € I
temos que j = in,. Como y7 =y para todo n > in, temos que (g™)n satisfaz a condigao
(b). Dado j ¢ I, como I é infinito temos que existe i,, € I tal que i,, > j. Como y? = y7
para todo n > i,,, temos que (y"), satisfaz (c). Além disso, notemos que, pela construgao
da sequéncia (y"),, fixado k € N, obtemos que y;, = 0 sempre que n < k e y' = g sempre

que n > k. Assim, para cada k € J temos

| Z any; Z any; || = Z an¥;,

n>k n>k
para toda sequéncia finita de escalares (a,). Portanto, temos que a sequéncia (y"),, satisfaz

< Csup!anlsup |7 || < CSUP\%\SHP wi |

as propriedades (b) e (c) ja citadas acima, e também a propriedade:

(a7)

yj(")H para toda sequéncia finita de escalares (a,) e para

2 any;"
todo j € I ={ix: k€ J}.

Note que podemos supor que a sequéncia (y"), possui a propriedade

Z ||y] H < 57 para todo j ¢ I

Com efeito, no caso de N\I ser finito, utilizando a propriedade (c), para cada k € N

obtemos p, € N tal que pr. > pr_1 €

H H < —— paratodo j ¢ I.

2’“2

Portanto (y”*); é uma subsequéncia de (y,) tal que para todo j & I
1 1
Z}ly 1l <sz2] <35
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e entao, a subsequéncia (yP*); possui a propriedade (d).

No caso de N\ I ser infinito, utilizaremos um processo de diagonalizagao da seguinte forma:

nl
suponhamos N\7 = {j; < j» < j3 < ...}. Pela propriedade (c), obtemos subsequéncia (y;* )

Agora, considerando a subsequéncia (y"}c)k de (y™)n, como esta ainda possui a propriedade

de (yj,)n tal que

<

1
Skoi  Para todo ke N.

1
n

k
Y

= 0 e, portanto, podemos novamente obter subsequéncia (y”i) . de (y"llc) K

Prosseguindo com este processo, obtemos para todo p € N subsequéncia (y”z)k de

p—
Ny

1
n

k
Yo

(¢), entao lillgn ‘

tal que

2
n

k
Yi,

1
ko, Para todo k€ N.

<

s (onde nd = ng) tal que

Portanto, dado j € I temos que existe p € N tal que j = j, e dai

>

(y

p
n

k
Yjp

< paratodo pe N e paratodo ke N.

2527

1 1
< = — paratodo jé&I

n¥ 1
yj p o 23

Assim, basta considerarmos a subsequéncia (y™);, de (y™),, que terd a propriedade (d).

Assumiremos que tal subsequéncia é a prépria sequéncia.

Utilizando a propriedade (b) e argumento andlogo ao feito acima, agora ao conjunto I,

obtemos subsequéncia (z"),, de (y"), tal que

(e) 5j_%<HZ§LH<5j+% paratodo n €N e paratodo jel.

Como z" € (1(F) para todo n € N, entao

2zl = > N1= ] < o0

jel jeN
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e isto, junto a (e), fornece
My=) 6 <o (3.37)
jel
Logo, como por (e),

susz?H <9, —i—% para todo j € I,

¢ claro que

ngszJ"H gZ((Sij%) < My+1=M < o0. (3.38)

jer jel
Por fim, pelo Principio da Selegao de Bessaga-Pelczynski (Teorema 1.2.16), podemos
assumir que (z"),, é uma sequéncia bésica. Afirmamos que (z"),, é equivalente a base unitéria
de ¢g. Com efeito, fixemos r € N e uma sequéncia finita (a,)!_; de escalares. Por (a‘), (d) e
(3.38), temos

,
E anz"
n=1

T

n
E anZj

n=1

,
n
E anZj

n=1

'
n
E anZj

n=1

-3

jel

2

J¢r

o0
j=1

< Cgm el Towlle s el 3ol

1

j¢l n=1
(3.38),(d) 1
<  CM sup l|a,| + sup |a,| Z—,
1<n<r 1<n<r — 2
sn< < e
< (CM +1) sup |a,|

1<n<r

Portanto, segue do Teorema 1.2.11 que (z"),, é subsequéncia de (y"),, equivalente a base
unitaria de ¢o. Afirmamos que a correspondente subsequéncia (z"), de (¢"), também é
equivalente a base unitaria de ¢y. De fato, pela observacao 1.2.12 basta verificarmos que

lim ||Z, — z,||; = 0. Por construgao temos que
n

n -n __ . . n_zn __ .n . .
z; —Zz; =0 vV 7<1, e zi =z =z vV J>1,

e, portanto,

ly" =51l = > o7l

J>in
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o0
Como (y1); € (1(E), entao Y- ||y < oo e como (iy), ¢ estritamente crescente, temos
j=1

tim [y~ 5[, = 0

e assim encerramos a demonstracgao.
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