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Existência de Funções Harmônicas Obtidas Por Deformação

Através do Fluxo do Calor

Adilson Lopes dos Santos

Orientador: Alexander Arbieto

As aplicações harmônicas são extremamente importantes. Não apenas por suas pro-

priedades, como também pelo fato destas poderem ser utilizadas para estudar a topologia

das variedades nas quais estas se encontram definidas ou tomam valores. Assim, torna-se

uma questão relevante saber quais são as condições necessárias para que as variedades

admitam alguma aplicação harmônica (não constante) definida entre elas. Também, e até

de maior relevância, é a questão de se saber, se uma aplicação cont́ınua qualquer entre

estas variedades, pode ou não, ser “deformada” de forma que se torne uma aplicação

harmônica.

O objetivo principal desta dissertação, é demonstrar o seguinte teorema devido a Eells

e Sampson (1964): “Se M e N são variedades Riemannianas compactas, e se além disto

N tem curvatura não-positiva. Então, toda aplicação cont́ınua f : M → N entre tais

variedades é livremente homotópica a uma aplicação harmônica g : M → N .”

Iniciamos definindo os conceitos de segunda forma fundamental e de campo de tensão,

a partir do que se define o conceito de aplicação harmônica para aplicações entre variedades
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Riemannianas. É definido o funcional energia de tais aplicações e em seguida seus pontos

cŕıticos são estudados. Prova-se a primeira e segunda fórmulas de variação de energia para

o funcional apresentado. Conclui-se que as aplicações harmônicas são os pontos cŕıticos de

tal funcional. São estudadas as aplicações totalmente geodésicas, as imersões e as funções

subharmônicas e superharmônicas.

Demonstramos o teorema de Eells e Sampson, utilizando para isto o método do fluxo

do calor e o teorema da função inversa em espaços de Banach. Prova-se ainda as fórmulas

de Weitzenböck para as soluções da equação do calor.
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Existence of harmonic functions obtained by deformation through

the heat flow

Adilson Lopes dos Santos

Advisor: Alexander Arbieto

Harmonic Functions are extremely important. Not only because of their proper-

ties, but also by the fact that they can be used to study the topology of the manifolds

where they are defined. So, it is a relevant question to known what are the necessarily

conditions to guarantee that manifolds with these conditions admit an harmonic function

(not constant). Even more relevant, is the question of whether a continuous function

between two manifolds can be deformed to an harmonic function.

The main objective of this dissertation is to prove the following theorem due to Eells

and Sampson (1964): ´´If M and N are two compact Riemannian manifolds, and N has

non-positive curvature then any continuous map f : M → N between such manifolds is

freely homotopic to an harmonic map g : M → N”.

We start defining the concepts of second fundamental form and tension field, hence, we

can define de notion of harmonic map between Riemannian manifolds. The energy func-

tional of such maps is defined and its critical points are studied. Also, we prove the first

and second variational formulae of the energy functional. It follows that harmonic maps
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are critical points of this functional. We also study totally geodesic maps, immersions

and subharmonic and superharmonic functions.

We prove the Eells-Sampson’s theorem using the heat flow and the inverse function

theorem between Banach spaces. We also prove Weitzenböck formulae for the solutions

of the heat equation.
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Introdução

Neste trabalho, procuramos definir o conceito de aplicações harmônicas entre variedades

Riemannianas. Obviamente, como não poderia deixar de ser, espera-se que tal definição

coincida com a definição prévia desta, feita para aplicações entre espaços euclidianos. Ou

seja, busca-se que a definição apresentada, estenda o conceito de função harmônica, as

aplicações entre variedades Riemannianas.

Observando o caso das aplicações f : R
n → R entre espaços euclidianos, para os quais

se define as aplicações harmônicas como sendo as que satisfazem a equação

traço∇2f = ∆f = 0,

constatamos que nesta particular situação, utiliza-se o conceito de Laplaciano, o qual, por

sua vez, faz uso dos conceitos de derivada segunda de aplicações (Hessiana) e do conceito

de traço.

Espelhando-nos então no caso apresentado, vemos que para o caso em que as aplicações

em questão estiverem definidas entre variedades Riemannianas, faz-se necessário a uti-

lização do conceito de conexão (uma vez que neste caso, as derivações segundas são na

realidade derivadas de campos de vetores) e também do conceito de métrica (métrica

fibrada), para que se possa ter a noção de traço.

Utilizando então estes conceitos (conexão e traço), definimos os conceitos de segunda

forma fundamental e de campo de tensão para aplicações entre variedades Riemannianas,

os quais estendem respectivamente para tais aplicações, os conceitos de Hessiana e de

Laplaciano, o qual inicialmente é dado para as aplicações da forma f : R
n → R.

Definimos então, o conceito de aplicação harmônica para aplicações entre variedades
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Riemannianas, como aquelas que possuem campo de tensão identicamente nulo. Mostramos

que as definições feitas estendem as definições prévias.

Passamos então a estudar tais aplicações harmônicas, mostrando que várias aplicações

importantes, tal é o caso das geodésicas, são aplicações deste tipo, e também, que tais

aplicações podem ser utilizadas para estudar a topologia das variedades nas quais estas

tomam valores.

É mostrado ainda, que em geral, tais aplicações harmônicas, possuem a propriedade

de serem minimizantes (de energia, área, etc). Assim, põe-se a questão de se saber (e sob

que condições), se uma dada aplicação cont́ınua entre tais variedades, pode ou não, ser

deformada homotopicamente de forma a se tornar uma aplicação harmônica.

Como mostraremos, sob as hipóteses de compacidade das variedades em questão e da

não-positividade da curvatura da variedade de chegada, tal deformação, de fato pode ser

realizada, como asserta o teorema de Eells e Sampson.

Para a demostração deste teorema, é empregado o “método do fluxo do calor”, o qual

reduz o problema de deformar homotopicamente uma aplicação dada até que esta se torne

uma aplicação harmônica, ao problema de obter uma solução global para um problema

de valor inicial envolvendo uma EDP parabólica não-linear.

De ińıcio, obteremos soluções locais para o problema dado (o que de fato pode ser

feito sem grandes restrições as variedades em questão), para o que é utilizado o teorema

da aplicação inversa em espaços de Banach, o qual reduz a resolução do problema de

EDP não-linear, a resolução de um linear, possibilitando assim que sejam empregados

teoremas de existência de soluções de EDP’s. Sendo tal equação uma EDP parabólica

não-linear, não podemos no entanto a partir disto, afirmar pela existência de uma solução

global para a mesma. Para se fazer uma tal afirmação, é necessário que se estimem

as taxas de crescimento de tais soluções locais, o que será feito utilizando a hipótese

da não-positividade da curvatura da variedade de chegada, bem como das fórmulas de

Weitzenböck válidas para as soluções da equação do calor, as quais, relacionam a curvatura

com as taxas de crescimento das soluções (locais) obtidas.

Obtida tal solução global (que de fato é única), mostra-se que a mesma produz a
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aplicação harmônica procurada.

Este trabalho está organizado da seguinte forma: No caṕıtulo 1, essencialmente é

feita uma revisão de alguns conceitos de Álgebra Multilinear, entre os quais, estão o de

produto tensorial. Tal caṕıtulo, tem por objetivo suavizar a introdução dos conteúdos

feitos posteriormente no texto, podendo a leitura da mesma ser omitida caso o leitor

tenha alguma familiaridade com o tema.

No caṕıtulo 2, são discutidos os conceitos de fibrados vetoriais, métricas fibradas e

conexões em fibrados vetoriais. Alguns fibrados importantes ao restante do texto são

introduzidos, tais são os casos do fibrado dual, fibrado induzido e fibrado tensorial. Para

cada um de tais fibrados vetoriais, métricas fibradas e conexões compat́ıveis são introduzi-

das. Para a maioria dos conceitos introduzidos, sua abordagem é feita em uma linguagem

bastante geométrica, o que de certa forma, facilita a compreensão dos mesmos.

No caṕıtulo 3, introduz-se o conceito de energia de aplicações entre variedades Rie-

mannianas. É mostrado, que tal funcional generaliza o conceito de energia das curvas das

variedades Riemannianas. São introduzidos também, os conceitos de segunda forma fun-

damental e de campo de tensão para tais aplicações, a patir do que definimos o conceito

de aplicação harmônica.

Neste caṕıtulo, estuda-se também, os pontos cŕıticos do funcional energia. A primeira

e segunda fórmulas de variação de energia são demonstradas, á partir do que, mostra-se

que as aplicações harmônicas são exatamente os pontos cŕıticos de tal funcional. Ainda

neste caṕıtulo, relacionamos os conceitos de segunda forma fundamental aqui definido,

com o conceito clássico deste, o qual é feito para imersões. Além disto, introduzi-se os

conceitos de funções subharmônicas e superharmônicas para as funções diferenciáveis das

variedades Riemannianas.

No caṕıtulo 4, é discutido o método do fluxo do calor. Prova-se o teorema de Cartan

(existência de geodésicas fechadas em variedades Riemannianas compactas). São provadas

também as fórmulas de Weitzenböck satisfeitas pelas soluções da equação parabólica das

aplicações harmônicas e da equação do calor. Neste caṕıtulo é provado o teorema de Eells

e Sampson.
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No caṕıtulo 5, são discutidas as hipóteses do teorema de Eells e Sampson. É mostrado

por exemplo, que a compacidade da variedade de chegada é imprescind́ıvel para a con-

clusão do teorema.

No apêndice, são expostos alguns resultados utilizados durante o texto, relacionados

com a teoria das medidas Riemannianas. São expostos também, vários resultados de

EDP, tendo como objetivo principal obter as estimativas de Schauder para as soluções

dos operadores diferenciais lineares eĺıpticos e parabólicos. É apresentada uma demon-

stração das estimativas de Schauder para as soluções dos operadores lineares parabólicos

(consequentemente também para as soluções dos operadores lineares eĺıpticos) utilizando

o prinćıpio do máximo.

Este tópico (tratando das EDP’s) inicia-se com uma breve revisão de alguns resulta-

dos clássicos, apresentando por exemplo algumas propriedades das equações de Laplace

e Poisson, a continuidade Hölder, bem como alguns teoremas de existência, unicidade

e regularidade de soluções para operadores diferenciais lineares eĺıpticos e parabólicos.

Encerra-se mostrando como os resultados obtidos (para espaços reais) podem ser esten-

didos para o caso em que as aplicações em questão forem entre variedades Riemannianas,

tratando de alguns destes, nesta situação espećıfica, tais como o prinćıpio do máximo para

a equação do calor e o teorema de regularidade das aplicações harmônicas.
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Caṕıtulo 1

Álgebra Multilinear

Introdução

Neste caṕıtulo, faremos uma breve abordagem do conteúdo dos fibrados vetoriais. Tal

discussão tem como objetivo não só relembrar ou introduzir tais conceitos, como também

introduzir parte da notação que será utilizada no decorrer do texto.

Como veremos, tais fibrados vetoriais são muito parecidos com o fibrado tangente,

sendo este um caso particular dos primeiros. A idéia é associarmos a cada ponto p ∈M ,

de uma variedade M , um espaço vetorial, o qual, não necessariamente precisa ser o espaço

tangente como ocorre no fibrado tangente. Obviamente, que estas referidas “associações”

não podem ser tão arbitrárias assim, se esperamos estudar as estruturas dos fibrados

assim obtidos (que são variedades como veremos a seguir) . Na verdade, exigiremos que

estas sejem diferenciáveis (em um sentido a ser esclarecido). Feito isto, procuraremos

introduzir uma “métrica” nestas novas variedades, o que nos possibilitará fazer geometria

neste, e uma conexão compat́ıvel com tal métrica, o que nos permitirá fazer derivações

nos mesmos. Para finalizar, serão introduzidos fibrados vetoriais um pouco mais gerais,

tais como o fibrado induzido e o produto tensorial, e também nestes casos, métricas e

conexões convenientes serão introduzidas.

Ressaltamos que tanto os conteúdos deste caṕıtulo, quanto sua forma de abordagem,
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serão em sua grande maioria um tanto quanto elementares, podendo pois serem omitidas

por um leitor que já tenha algum conhecimento a respeito dos fibrados vetoriais.

Como motivação, ou mesmo para ilustrar que os fibrados vetoriais (definidos formal-

mente adiante) surgem naturalmente no estudo das variedades Riemannianas, apresenta-

mos a seguir os produtos tensoriais, os quais darão origem aos fibrados tensoriais.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão m. Para cada p∈M , sabemos

que existe um espaço vetorial associado a este, a saber, o espaço tangente a M em p, o

qual denota-se por TpM . Sabemos também que a união destes espaços
⋃

p∈M

TpM = TM ,

dá origem a uma outra variedade TM de dimensão 2m, que é o fibrado tangente de M .

Mostraremos agora, que associados a p∈M , existem outros espaços vetoriais diferentes

de TpM , alguns deste inclusive originados deste último. Desta forma, pelo mesmo processo

com que obtemos TM á partir de TpM , obteremos novos e diferentes fibrados vetoriais á

partir deste espaços vetoriais descritos.

Os novos espaços vetoriais a que nos referimos, são os produtos tensoriais e espaços

duais, os quais definiremos neste caṕıtulo. Salientemos porém, que há muitos outros tipos

de espaços associados aos pontos de uma variedade, bem diferentes dos que descreveremos

aqui.

Podeŕıamos de inicio, definir o conceito de produto tensorial de espaços vetoriais,

tomando TpM como espaço de referência, e em seguida generalizar-mos o que foi feito

para espaços vetoriais quaisquer. Preferimos no entanto fazer o inverso, por achar que tal

generalidade permitirá ao leito perceber a essência do que está sendo feito, e somente ao

final, passamos a abordar o espaço TpM , mostrando que este é apenas um caso particular.

Passemos então as definições.

Dualidade

Seja V um espaço vetorial m-dimensional sobre R e f, g : V → R aplicações lineares

(as quais chamaremos de funcionais lineares, para contrastar com aquelas aplicações com
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valores em outros espaços vetoriais) e α∈R. Definimos

(f + g)(x) = f(x) + g(x) e αf(x) = α · f(x) x∈V.

É fácil ver que (f + g) e (αf) são também funcionais lineares, e portanto, temos que

de fato, isto definem operações sobre o conjunto das funcionais lineares do espaço V .

É posśıvel ver ainda que com tais operações, tal conjunto de funções é na realidade, um

espaço vetorial, o qual é chamado de espaço dual de V e denotado por V ∗. Nesta situação,

temos que V ∗ possui a mesma dimensão que V (dimV ∗ = m = dimV ). Temos também

que toda base de V determina uma base de V ∗. De fato, seja {v1, . . . , vm} uma base de

V , v =
∑m

i aivi∈V e f ∈V ∗. Então

f(v) =
m∑

i=1

aif(vi).

Isto mostra que um funcional linear, fica completamente determinado, se fixamos os

valores deste em uma base. Definine-mos então os seguintes funcionais lineares

vi(vj) = δij 1 ≤ i ≤ m.

Temos então que

vi(v) = vi

(
m∑

j=1

ajvj

)

=
m∑

j=1

(
ajv

i(vj)
)

= ai.

Portanto

f(v) =
m∑

i=1

aif(vi) =
m∑

i=1

f(vi)v
i(v) =

m∑

i=1

βiv
i(v).

onde βi = f(vi). Donde conclúımos que,

f =
m∑

i=1

βiv
i.

O que mostra que cada f ∈ V ∗, pode ser escrita como combinação linear dos funcionais

lineares {v1, . . . , vm}. Não é dif́ıcil ver também, que esta combinação linear é única.

Donde temos que {v1, . . . , vm}, é uma base para V ∗. Tal base é chamada de base dual

de {v1, . . . , vm}. Isto mostra ainda que, dimV ∗ = dimV . Na maioria das situações,

denotaremos os elementos de V ∗ por u∗, v∗.
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Sob as condições acima, podemos ver ainda que o espaço dual de V ∗ é o espaço V , ou

seja (V ∗)∗ = V . De fato, dado v∈V , mostremos que este define um funcional linear em

V ∗. Com efeito seja vf : V ∗ → R, tal que

vf (u
∗) = u∗(v) u∗∈V ∗. (1.1)

É fácil ver, usando a linearidade de u∗ que vf ∈ (V ∗)∗. Podemos na realidade mostrar que

todo funcional linear em V ∗ é da forma acima. De fato, dado g∈(V ∗)∗ um funcional linear

em V ∗. Seja v =
∑M

i=1 g(v
i)vi ∈ V , onde {vi}i∈{1,...,m} como antes é uma base qualquer de

V , e {vi}i∈{1,...,m} é sua base dual associada. Dado u∗ ∈ V ∗, temos que u∗ =
∑m

i=1 u
∗(vi)v

i.

Donde

g(u∗) = g

(
m∑

i=1

u∗(vi)v
i

)

=
m∑

i=1

u∗(vi)g(v
i)

=
m∑

i=1

u∗
[
g(vi)vi

]

= u∗

[
m∑

i=1

g(vi)vi

]

= u∗(v)

= vf (u
∗).

Assim, vemos que não somente cada vetor v∈V , determina um funcinoal linear em V ∗,

como também, que todos de tais funcionais são desta forma. Donde conclúımos que de

fato (V ∗)∗ = V . Na sequência não faremos distinção entre vf e v∈V , pois achamos não

haver perigo de confusão neste caso.

Produto Tensorial

De maneira análoga a que fizemos para os funcionais lineares do espaço V , pode

proceder também com os funcionais r-lineares de V .

Sejam V1, . . . , Vr espaços vetoriais, f, g : V1 × · · · × Vr → R funcionais r-lineares em
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V1 × · · · × Vr e α∈R um escalar. Definimos

(f + g)(v1, . . . , vr) = f(v1, . . . , vr) + g(v1, . . . , vr) e (1.2)

(αf)(v1, . . . , vr) = α · (f)(v1, . . . , vr).

É fácil ver (f + g) e (αf) assim definidos são funcionais r-lineares em V1 × · · · × Vr, ou

seja, tal soma e produto por escalar realmente definem operações no conjuto dos funcionais

r-lineares de V1×· · ·×Vr. Pode-se ver ainda, que com estas operações, tal conjunto torna-

se um espaço vetorial sobre o corpo R. Denotaremos este espaço por L(V1, . . . , Vr; R) ou

simplesmente por Lr(V ; R), no caso em que V1, . . . , Vr = V .

Na sequência definimos um operador

⊗ : V ∗
1 × · · · × V ∗

r → L(V1, . . . , Vr; R)

que associa a cada (u∗1, . . . , u
∗
r) ∈ (V ∗

1 × · · · × V ∗
r ) um funcional r-linear (u∗1 ⊗ · · · ⊗ u∗r) tal

que

(u∗1 ⊗ · · · ⊗ u∗r)(v1, . . . , vr) = u∗1(v1) · · · u∗r(vr) (v1, . . . , vr)∈(V1 × · · · × Vr).

É imediata a verificação de que u∗1 ⊗ · · · ⊗ u∗r assim definido é realmente um funcional

r-lineares de V1 × · · · × Vr em R. Também é de fácil verificação, que o operador ⊗ é

r-linear de V ∗
1 × · · · × V ∗

r em L(V1, . . . , Vr; R).

Sob as condições anteriores, definimos o produto tensorial V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r dos espaços

V ∗
1 , . . . , V

∗
r , como sendo o espaço vetorial sobre o corpo dos reais R, gerado por todos os

elementos da forma (u∗1 ⊗ · · · ⊗ u∗r), onde u∗i ∈ (V ∗
i )i∈{1,...,r}. Vemos pela definição dada

que V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r é um subespaço de L(V1, . . . , Vr; R). Ressaltamos no entanto que nem

todo elemento de V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r é da forma (u∗1 ⊗ · · · ⊗ u∗r), os que assim são, são ditos

reduzidos.

Para ilustrar esta situação, tomemos V1 = V2 = R
2 com sua base canônica {e1, e2}.

Então, neste caso

⊗ : (R2)∗ × (R2)∗ → L2(R
2; R).

Afirmamos que (e1⊗e1+e2⊗e2)∈(R2)∗⊗(R2)∗ não pode ser escrito na forma reduzida.

De fato, suponhamos que existissem u∗, v∗ ∈ (R2)∗ tais que u∗ ⊗ v∗ ≡ e1 ⊗ e1 + e2 ⊗ e2.
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Então, u∗(e1) · v∗(e1) = u∗ ⊗ v∗(e1, e1) = 1 = u∗ ⊗ v∗(e2, e2) = u∗(e2) · v∗(e2). Donde

u∗(e1) 6= 0 e v∗(e2) 6= 0. Por outro lado, u∗(e1) · v∗(e2) = u∗ ⊗ v∗(e1, e2) = 0, um absurdo.

Vemos assim, que (e1⊗e1+e2⊗e2)∈(R2)∗⊗(R2)∗ não pertence a imagem do operador

r-linear ⊗, o que mostra que ao contrário do que ocorre para os operadores lineares, a

imagem de um espaço vetorial por um operador r-linear nem sempre é um espaço vetorial

do contradomı́nio.

Fixemos bases {ujii }1≤ji≤mi
para os espaços (V ∗

i )1≤i≤r, com dimensões mi, respectiva-

mente. Dado v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗r ∈ (V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r ). Como por definição v∗i ∈ V ∗
i , temos que

existem {aji}1≤ji≤mi
∈ R, tais que v∗i =

∑mi

ji=1 ajiu
ji
i . Assim, pela linearidade do operador

⊗ temos que

v∗1 ⊗ · · · ⊗ v∗r =

(
m1∑

j1=1

aj1u
j1
1

)

⊗ · · · ⊗
(

mr∑

j1=r

ajru
jr
r

)

=
∑

j1,...,jr

(aj1 . . . ajr)u
j1
1 ⊗ · · · ⊗ ujrr .

Isto mostra que qualquer elemento de V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r que esteja na forma reduzida pode

ser escrito como combinação linear dos elementos

uj11 ⊗ · · · ⊗ ujrr 1 ≤ ji ≤ mi 1 ≤ i ≤ r. (1.3)

Como por definição, todos os elementos de V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r são combinações lineares de

elementos na forma reduzida, conclúımos que na realidade, todo elemento de V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r

pode ser escrito como combinação linear dos elementos apresentados em (1.3), ou seja,

que os elementos em (1.3), que são no total de dimV1 · · · dimVr = m1 · · ·mr, geram

V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r . Não é dif́ıcil ver que tais elementos são também linearmente independentes,

e que portanto, formam uma base para V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r . Dado um f ∈ L(V1, . . . , Vr; R),

sejam

fj1,...,jr = f(uj11 ⊗ · · · ⊗ uj11 )∈R 1 ≤ ji ≤ mi 1 ≤ i ≤ r. (1.4)

É fácil ver utilizando a linearidade de f , que esta pode ser escrita como combinação linear

dos elementos de (1.3), e que os coeficientes desta combinação são as constantes fj1,...,jr ∈R
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apresentadas em (1.4). Desta forma, temos que V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r , é mais que um simples

subespaço de f ∈L(V1, . . . , Vr; R), e que na realidade temos

V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r = L(V1, . . . , Vr; R). (1.5)

De forma inteiramente análoga, podemos definir o produto tensorial V1 ⊗ · · · ⊗ Vr , e

neste caso

V1 ⊗ · · · ⊗ Vr = L(V ∗
1 , . . . , V

∗
r ; R) (1.6)

pois como vimos Vi e V ∗
i são duais um do outro. É posśıvel ver ainda que V1 ⊗ · · · ⊗ Vr e

V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r , também são duais um do outro. De fato, consideremos a aplicação

〈 , 〉 : (V1 ⊗ · · · ⊗ Vr) × (V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r ) → R

tal que

〈
u1 ⊗ · · · ⊗ ur, v

1 ⊗ · · · ⊗ vr
〉

= v1(u1) · · · vr(ur) (1.7)

para quaisquer u1 ⊗ · · · ⊗ ur∈(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr) e v1 ⊗ · · · ⊗ vr∈(V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r ). É fácil ver

pela definição dada que 〈 , 〉 é um funcional bilinear em (V1⊗· · ·⊗Vr)×(V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r ).

Assim, de maneira análoga a que fizemos em (1.1), podemos associar a cada elemento

u1 ⊗ · · · ⊗ ur∈(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr) uma aplicação

u1 ⊗ · · · ⊗ ur : V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r → R (1.8)

tal que u1 ⊗ · · · ⊗ ur(v
1 ⊗ · · · ⊗ vr) = v1(u1) · · · vr(ur). É de fácil constatação a partir da

definição dada, que estas aplicações são em verdade funcionais r-lineares em V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r ,

donde se conclui que cada elemento de V1 ⊗ · · · ⊗ Vr determina um funcional r-linear em

V ∗
1 ⊗ · · ·⊗V ∗

r . Também, utilizando (1.7), podemos mostrar de maneira análoga ao que se

fez para o caso linear, que todos de tais funcionais lineares são de fato da forma acima, e

portanto tem-se que

(V ∗
1 ⊗ · · · ⊗ V ∗

r )∗ = V1 ⊗ · · · ⊗ Vr. (1.9)

De mesma forma, porém desta vez fixando-se os elementos de V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r na aplicação

dada em (1.7), concluir-se que

(V1 ⊗ · · · ⊗ Vr)
∗ = V ∗

1 ⊗ · · · ⊗ V ∗
r . (1.10)
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Donde se conclui a veracidade da afirmação de que V1⊗· · ·⊗Vr e V ∗
1 ⊗· · ·⊗V ∗

r , são duais

um do outro.

Tensores do tipo-(r, s)

De especial interesse, são os produtos tensoriais da forma

V ⊗ · · · ⊗ V
︸ ︷︷ ︸

r termos

⊗V ∗ ⊗ · · · ⊗ V ∗

︸ ︷︷ ︸

s termos

= V r
s (1.11)

os quais são chamados tensores tipo-(r, s) sobre V , onde r é a ordem contravariante

e s é a ordem covariante. Em particular, os elementos da forma V r
0 são ditos tensores

contravariantes de ordem r, os quais como vimos, podem ser indentificados com os ele-

mentos do espaço Lr(V ∗; R), enquanto que os da forma V 0
s são ditos tensores covariantes

de ordem s e se identificam com o espaço Ls(V ; R). É comum as seguintes convenções

V 0
0 = R, V 1

0 = V e V 0
1 = V ∗. Os elementos de V são chamados de contravetores, os de V ∗

covetores.

Para encerrar esta seção, como prometido no ińıcio, relacionaremos o que foi feito,

para o caso em que os espaços vetoriais em questão forem os espaços TpM tangentes a

M . Neste caso, o espaço dual TpM
∗ é chamado de espaço cotangente e os elementos deste

último espaços são chamados covetores.

Os produtos tensoriais da forma

TpM ⊗ · · · ⊗ TpM
︸ ︷︷ ︸

r termos

⊗TpM
∗ ⊗ · · · ⊗ TpM

∗

︸ ︷︷ ︸

s termos

= T sr (p)

são chamados tensores tipo-(r, s) sobre TpM e podem ser identificados, como sendo o

conjuto dos funcionais

T :TpM × · · · × TpM
︸ ︷︷ ︸

s termos

×TpM
∗ × · · · × TpM

∗

︸ ︷︷ ︸

r termos

→ R

os quais são r + s lineares.

12



Da mesma maneira a que se faz com os espaços tangentes, onde toma-se sua totalidade

TM =
⋃

p∈M

TpM , o qual é o fibrado tangente de M , também o faremos na próxima seção

como os espaços TM∗ =
⋃

p∈M

TpM
∗ e T rs =

⋃

p∈M

T rs (p), e também para outros mais, os quais

como veremos, constituem variedades de especial interesse para o estudo da variedade M .
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Caṕıtulo 2

Fibrados Vetoriais

Esperamos que os tópicos tratados na seção anterior, tenham servido para ilustrar,

o quão naturais são os fibrados vetoriais, os quais passaremos a abordar agora.

Aqui, a exemplo da seção anterior, abordaremos de ińıcio os casos mais gerais, e so-

mente ao final passamos aos casos que julgamos mais espećıficos, como o caso do fibrado

tangente e dos demais fibrados advindos deste, como o cotangente e outros mais a serem

introduzidos. Inclusive, em algumas destas situções, nossa abordagem terá como finali-

dade maior, mostrar que o que se fez anteriormente de fato são extensões do tema em

questão.

Definição 2.1. Sejam E e M variedades diferenciáveis. Dizemos que uma aplicação C∞

e sobrejetiva ζ : E →M é um fibrado vetorial (real) de dimensão m sobre M se:

1) Para cada p ∈ M a imagem inversa Ep = ζ−1(p) é um espaço vetorial (real) de

dimensão m.

2) Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança aberta U ⊂ M de p e um difeomorfismo

ΦU : ζ−1(U) → U × R
m com as seguintes propriedades:

(i) pr1 ◦ ΦU = ζ|ζ−1(U).

(ii) Para cada q ∈ U , Φ2
Uq

:= pr2 ◦ ΦU |Eq : Eq → R
m é um isomorfismo linear,

onde pr1 : U × R
m → U e pr2 : U × R

m → R
m são as projeções canônicas.
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Neste caso, dizemos que (U,ΦU) é uma trivialização local do fibrado ζ : E → M .

Dizemos também que E é o espaço total, M é base e ζ é a projeção do fibrado. Ep = ζ−1(p),

é dita a fibra sobre p ∈M do fibrado E.

Em alguns trabalhos um fibrado ζ : E → M é referido como uma tripla (ζ, E,M).

Aqui, por questão de simplicidade, um tal fibrado será denotado somente por fibrado E,

ou seja, pelo espaço total. Pela definição dada, vemos claramente que o fibrado tangente

TM é um fibrado vetorial, cuja fibra sobre p ∈M é o espaço tangente TpM .

Trabalhando-se com o fibrado tangente, vemos que os campos de vetores são uma

ferramenta muito útil para o estudo das aplicações definidas ou tomando valores em M .

Desta forma, vemos que talvez seja importante estender tal conceito para fibrados mais

gerais. Assim, seja ζ : E →M um fibrado vetorial sobre M . Dizemos que uma aplicação

diferenciável X : M → E é uma seção de E sobre M , se ζ ◦X(p) = p para todo p ∈ M .

Por tal definição, vemos que X(p) ∈ Ep, qualquer que seja p ∈ M , isto é, uma seção X

de E sobre M , nada mais é que uma aplicação, que associa a cada p ∈ M um elemento

(vetor) X(p) na fibra Ep, fato obviamente válido para os campos vetoriais, e portanto,

como pretend́ıamos, estes são casos particulares de seções (em TM). Denotaremos o

conjunto de todas as seções de um fibrado vetorial E sobre M por, Γ(E). Se no entanto

a aplicação X estiver definida apenas em um aberto U ⊂M , então X é dita ser um seção

de E sobre U e denotamos o conjunto de tais seções por Γ(E|U)

De posse então deste novo conjunto Γ(E), como é quase natural, e de costume, bus-

caremos definir operações neste, para de alguma maneira dar-lhe uma estrutura linear.

Observando porém a definição deste, vemos que um conjunto de escalares conveniente,

seria o dos funções reais diferenciáveis C∞(M) de M , as quais constituem um anel. Neste

sentido, utilizamos o conceito de módulo1.

Sejam então X,Y ∈ Γ(E) e f ∈ C∞(M). Definimos

(X + Y )(p) = X(p) + Y (p) e fX(p) = f(p)X(p) p ∈M. (2.1)

1Quando se define um espaço vetorial, utiliza-se de um corpo F (em geral C ou R), chamado de corpo

de escalares. Se no entanto, ao invés de um corpo, utilizar-mos um anel A em tal definição, então o

espaço linear (definido sobre o anel A) assim obtido, é dito ser um A-módulo.
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É fácil ver que isto de fato definem operações sobre Γ(E), (i.e, X + Y , fX ∈Γ(E)),

e que com tais operações Γ(E) é um C∞(M)-módulo. Obviamente, no caso de Γ(E|U),

o anel utilizado é C∞(U). Na próxima seção, esclareceremos um pouco mais, o uso do

conceito de módulo.

Métricas Fibradas e Conexões

Um outro conceito do fibrado tangente que estenderemos aos fibrados vetoriais é o

de métrica Riemanniana. Seja ζ : E → M um fibrado vetorial sobre M . Dizemos que g

é uma métrica fibrada de E, se para cada p ∈ M , g associa um produto interno (forma

bilinear, simétrica, positiva definida) na fibra Ep = ζ−1(p), tal que para toda X,Y ∈ Γ(E)

as funções g(X,Y ) : p 7→ g(X(p), Y (p))p são diferenciáveis. Adiante, quando já tivermos

definido ao noção de fibrados tensoriais, poderemos dar uma outra caracterização para as

métricas fibradas, a saber, as veremos como seções.

Por fim, como dito no ińıcio, introduzimos uma noção de derivação nos fibrados veto-

riais da forma que se segue.

Definição 2.2 (Conexão Linear). Seja ζ :E →M um fibrado vetorial sobreM . Definimos

uma conexão linear ∇ (neste fibrado) como sendo uma aplicação nos espaços de seções

∇ : Γ(TM) × Γ(E) → Γ(E)

com (X,Y ) 7→ ∇XY , tal que

a) ∇fX+gYZ = f∇XZ + g∇YZ

b) ∇X(Z +W ) = ∇XZ + ∇XW

c) ∇X(fZ) = f∇XZ +X(f)Z.

onde f, g∈C∞(M), X,Y ∈Γ(TM) e Z,W ∈Γ(E).

Caso o fibrado E possua uma métrica fibrada g definida em si, uma conexão ∇ em E, é

dita ser compat́ıvel com tal métrica fibrada, se para quaisquer X ∈ Γ(TM) e Y, Z∈Γ(E)
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tivermos

Xg(Y, Z) = g (∇XY, Z) + g (Y,∇XZ) . (2.2)

Passemos então a descrever alguns fibrados vetoriais.

Fibrados Duais

Recordemos que pela definição do fibrado vetorial ζ : E → M , temos que cada fibra

Ep = ζ−1(p), é um espaço vetorial. Assim, podemos considerar seu espaço dual E∗
p , isto é,

o conjunto de todas as aplicações lineares f : Ep → R definidas neste, o qual como vimos

na seção anterior, pode ser feito um espaço vetorial com respeito as operações

(f + g)(v) = f(v) + g(v) e (αf)(v) = α · f(v) (2.3)

onde f, g ∈ E∗
p , v ∈ Ep e α ∈ R. Desta forma, podemos considerar a totalidade destes

espaços, isto é

TM∗ =
⋃

p∈M

E∗
p = {(p, ω) | p∈M, ω∈E∗

p}

que, como pode ser visto sem dificuldade, possui uma estrutura de variedade diferenciável,

com dimensão igual a 2m (m é a dimensão de M). Podemos então considerar o fibrado

π :E∗ →M sobre M , tal que

π(p, ω) = p (p, ω)∈E∗

a qual é obviamente uma aplicação diferenciável de E∗ em M . As demais condições da

definição (2.1) são de verificação imediata. Tal fibrado é chamado de fibrado dual de E

sobre M , e este obviamente, tem como fibras os epaços E∗
p em cada ponto p ∈M . No

caso do fibrado tangente TM , o fibrado dual π∗ : TM∗ → M (ou simplesmente TM∗) é

chamado de fibrado cotangente de M .

Caso o fibrado E tenha uma métrica fibrada g definida em si, podemos definir uma

métrica fibrada g∗ em E∗ através desta. De fato, de ińıcio, podemos observar que, para

17



cada p ∈ M , gp induz um isomorfismo ♯ : E∗
p → Ep entre as fibras E∗

p e Ep, tal que dado

ω ∈ E∗
p , temos que ω♯ = ♯(ω), é tal que

g(ω♯, X)p = ω(X) (2.4)

qualquer que seja X ∈ Ep. Temos também que ♯−1 =♭ :Ep→E∗
p , é tal que, dado X ∈ Ep,

esta associa o funcional X♭ = ♭(X) ∈ E∗
p tal que

X♭(Y ) = g(X,Y )p Y ∈ TpM (2.5)

Assim, dados ω, η ∈ E∗
p , definimos

g∗(ω, η)p = g(ω♯, η♯)p p ∈M. (2.6)

Claramente podemos ver que g∗ assim definida é bilinear, simétrica, positiva e definida

em cada fibra E∗
p , e que portanto é uma métrica fibrada de E∗. Tal situação é particular-

mente interessante no caso do fibrado tangente TM , como veremos adiante.

Se E é um fibrado vetorial sobreM , então, pelo que vimos, E∗ também o é, logo, vemos

que faz sentido definir-mos uma conexão neste último, a qual deve satisfazer as condições

da definição (2.2). Caso, E possua uma conexão ∇ em si, então como mostraremos,

podemos utilizar desta para definir uma conexão ∇∗ em E∗ chamada conexão dual.

De ińıcio, observemos que os isomorfismos definidos em (2.4) e (2.5) da discussão

acima, induzem os isomorfismos

♭ : E → E∗ e ♯ : E∗ → E. (2.7)

Assim, definimos a conexão ∇∗, como uma aplicação

∇∗ : Γ(TM) × Γ(E∗) → Γ(E∗)

tal que

∇∗
Xω = (∇Xω

♯)♭. (2.8)

onde X∈Γ(E) , ω ∈ Γ(E∗) e ∇ é a conexão de E. É fácil ver utilizando os isomorfismos

dados em (2.7) e a hipótese de ∇ ser uma conexão de E, que ∇∗ assim definida, satisfaz as

18



condições do definição (2.2). Caso o fibrado E, além da conexão ∇, admita uma métrica

fibrada g compat́ıvel com esta (no sentido apresentado em (2.2)), então a conexão ∇∗ de

E∗, é compat́ıvel com a métrica fibrada g∗ dada em (2.6). Com efeito, dados X∈Γ(TM)

e ω, γ∈Γ(E∗) por (2.4) e (2.5) temos que
(
∇Xω

♯
)

= (∇∗
Xω)♯. Assim

Xg∗(ω, γ) = Xg
(
ω♯, γ♯

)
(2.9)

= g
(
∇Xω

♯, γ♯
)

+ g
(
ω♯,∇Xγ

♯
)

= g∗
((

∇∗
Xω

♯
)♭
,
(
γ♯
)♭
)

+ g∗
((
ω♯
)♭
,
(
∇Xγ

♯
)♭
)

= g∗ (∇∗
Xω, γ) + g∗ (ω,∇∗

Xγ) .

o que comprova a afirmação feita. Nesta situação, isto é, quando se tem também uma

métrica fibrada compat́ıvel envolvida, podemos ainda apresentar uma outra caracterização

para ∇∗. Com efeito, dados X∈Γ(TM) , ω ∈ Γ(E∗) e Y ∈Γ(E), temos então que

(∇∗
Xω)Y = g

(

(∇∗
Xω)♯ , Y

)

= g
(
∇Xω

♯, Y
)

= Xg(ω♯, Y ) − g
(
ω♯, (∇XY )

)

= Xω(Y ) − ω (∇XY ) . (2.10)

A caracterização acima, é bem útil para efetuar-se cálculos envolvendo a conexão ∇∗.

No que se segue, trabalharemos apenas com fibrados munidos de métricas fibradas, como

para estes a expressão anterior é sempre válida, adota-la-emos como definição de ∇∗.

Fibrados Induzidos

Outro fibrado vetorial de uso muito comum, são os fibrados induzidos que descreveremos

agora.

Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável entre as variedades M,N e ζ : E → N

um fibrado vetorial sobre N . Consideremos o conjunto

φ−1(E) = {(p, v); p ∈M e v ∈ Eφ(p) = ζ−1(φ(p))}.

Definamos uma aplicação

ζ∗φ : φ−1(E) →M (2.11)
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tal que

ζ∗φ(p, v) = p p ∈M e v ∈ Ep. (2.12)

Afirmamos que ζ∗φ : φ−1(E) → M , é um fibrado vetorial sobre M . Nesta situação,

podeŕıamos simplesmente dizer que φ−1(E) é um fibrado vetorial sobre M , cuja fibra

sobre p ∈M , é dada por Eφ(p) = ζ−1(φ(p)), a qual por definição é um espaço vetorial.

Preferimos no entanto, argumentar um pouco mais, pois este tipo de fibrado, desem-

penhará um papel determinante na próxima seção. Além disto, uma tal demonstração,

serve para ilustrar a forma de se proceder neste tipo de situação, sendo as demais citadas

neste caṕıtulo, feitas de forma análoga.

Dado p ∈M . como por hipótese ζ :E → N é um fibrado vetorial, temos que existe

um aberto U ⊂ N contendo φ(p) e uma trivialização ΦU : ζ−1(U) → U ×R
n. Definamos

então a aplicação

ψ : (ζ∗φ)−1
(
φ−1(U)

)
→ φ−1(U) × R

n

tal que

ψ(p, v) = (p, P2 ◦ ΦU(v)) .

Obviamente, ψ assim definida é diferenciável. Temos ainda que sua inversa é dada pela

aplicação ξ : φ−1(U) × R
n → (ζ∗φ)−1(φ−1(U)) tal que ξ(p, u) = (p,Φ−1

U (φ(p), u)), a qual,

é também diferenciável, implicando então que ψ é um difeomorfismo. É fácil ver que as

demais condições da definição (2.1) de fibrado vetorial são também satisfeitas, restando

apenas mostrar que φ−1(E) é uma variedade diferenciável, o que é quase evidente pelo

já feito, uma vez que podemos tomar uma vizinhança coordenada V de p, de forma

que φ(V ) ⊂ U , e neste caso, como (V × R
n) é isomorfo a φ−1(E) ∩ (V × ζ−1(U)) o

resultado segue. Pode-se mostrar que se E estiver munido uma métrica fibrada e uma

conexão, então estas induzem uma métrica fibrada e uma conexão em φ−1(E). Porém,

como neste trabalho, o uso deste tipo de fibrado (induzido) será restrito ao caso em que

E = TN , preferimos adiar as definições destas, apresentando-as adiante, quando então

trabalharemos com tal tipo de fibrado, em qual caso, seremos bem mais restritos e por

tal razão um pouco mais profundos na abordagem.
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Observação 2.1. É comum denotar-se o fibrado induzido por φ∗E ao invés de φ−1E,

como estamos fazendo. O motivo disto, é porque neste trabalho, o uso do asterisco esta

reservado ao caso em que trabalhar-mos com duais.

Fibrados Tensoriais

Dando prosseguimento as idéias tratadas no tópico anterior, passamos a descrever

agora, o conceito de fibrado tensorial. Como veremos , estes são de grande aux́ılio no

estudo dos operadores definidos nas seções dos fibrados vetoriais, tais são os casos da

métrica fibrada, conexões, curvaturas, etc, além de prover-nos de uma notação mais clara

e conveniente, permitindo que se perceba de fato a exata “ação” realizada por um tal

operador.

Sejam pois E1, . . . , Er, fibrados vetoriais sobre M . Neste caso, temos por definição que

para cada p ∈ M , as fibras E1
p , . . . , E

r
p , constituem espaços vetoriais. Logo, como vimos

na seção anterior, podemos considerar o produto tensorial E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p , o qual com as

operações de soma e produto por escalar lá definidas é um espaço vetorial, sendo pois

E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p constituido pelos funcionais r-lineares L(E1
p , . . . , E

r
p ; R). Podemos então

considerar a totalidade destes espaços

E1 ⊗ · · · ⊗ Er =
⋃

p∈M

E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p = {(p, E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p)}

o qual, como pode ser verificada de maneira análoga aos casos anteriores, constitui uma

variedade diferenciável. Podemos ver também, que a aplicação π : E1 ⊗ · · · ⊗Er →M ,

tal que

π(p, E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p) = p, (p, E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p)∈E1 ⊗ · · · ⊗ Er

é de fato um fibrado sobre M chamado de fibrado tensorial de E1, . . . , Er sobre M , cuja

fibra sobre p∈M é dada pelo espaço E1
p ⊗ · · · ⊗ Er

p .

Constatado então que E1⊗· · ·⊗Er é de fato um fibrado vetorial sobreM , faz então sen-

tido, considerarmos métricas fibradas e conexões neste. De fato, se os fibrados E1, . . . , Er,
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estiverem munidos das respectivas métricas fibradas g1, . . . , gr, então como mostraremos

agora, é posśıvel definir uma métrica fibrada em E1 ⊗ · · ·⊗Er, utilizando destas últimas.

De ińıcio, ressaltemos que apesar dos elementos de E1 ⊗ · · · ⊗ Er não serem neces-

sariamente da forma, v1⊗· · ·⊗vr, onde v1∈E1, . . . vr∈Er, para os efeitos da demonstração

seguinte, é suficiente que se mostre apenas para os deste tipo, uma vez que sendo os

primeiros combinações lineares dos do tipo utilizado, a conclusão segue, já que todas

as operações utilizadas serão lineares. Assim, dados u1 ⊗ · · · ⊗ ur e v1 ⊗ · · · ⊗ vr ∈
Γ(E1 ⊗ · · · ⊗ Er), onde u1, v1∈E1, . . . ur, vr∈Er, definimos

g⊗(u1 ⊗ · · · ⊗ ur, v1 ⊗ · · · ⊗ vr)(p) = g1(u1, v1)(p) · · · gr(ur, vr)(p) p ∈M.

Facilmente podemos constatar que g⊗ assim definida, de fato é uma métrica fibrada sobre

o fibrado E1 ⊗ · · · ⊗ Er.

Também, se os fibrados E1, . . . , Er admitem as respectivas conexões ∇1, . . . ,∇r, então,

podemos definir uma conexão

∇⊗ : Γ(TM) × Γ(E1 ⊗ · · · ⊗ Er) → Γ(E1 ⊗ · · · ⊗ Er)

tal que

∇⊗
X(Y1 ⊗ · · · ⊗ Yr) =

(
∇1
XY1

)
⊗ Y2 ⊗ · · · ⊗ Yr + · · · + Y1 ⊗ · · · ⊗ (∇r

XYr)

para quaisquer X ∈ Γ(TM) , Y1 ∈ Γ(E1), . . . , Yr ∈ Γ(Er). Um cálculo direto, mostra

que ∇⊗ assim definida, satisfaz todas as condições da definição 2.2. Se além disto os

fibrados E1, . . . , Er estiverem munidos das respectivas métricas fibradas g1, . . . , gr, de

forma que cada conexão ∇i seja compat́ıvel com a métrica fibrada gi, então a conexão

∇⊗ é compat́ıvel com a métrica fibrada g⊗ definida como antes, como pode ser facilmente

comprovado.

Obviamente, podeŕıamos utilizar nas definições acima os fibrados duais (Ei)
∗

em lugar

de quaisquer Ej que compõem o fibrado tensorial E1 ⊗ · · · ⊗ Er, não alterando qualquer

das situações tratadas, até por que, em cada caso, como já mostramos anteriormente,

haveriam métricas fibradas e conexões (compat́ıveis) se fosse o caso.
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De especial interesse são os fibrados da forma

E∗ ⊗ . . .⊗ E∗

︸ ︷︷ ︸

s vezes

⊗E ⊗ . . .⊗ E
︸ ︷︷ ︸

r vezes

cujas fibras sobre p ∈M podem ser vistas como sendo os espaços

E∗
p ⊗ . . .⊗ E∗

p
︸ ︷︷ ︸

s vezes

⊗Ep ⊗ . . .⊗ Ep
︸ ︷︷ ︸

r vezes

= L(Ep, . . . , Ep
︸ ︷︷ ︸

s vezes

, E∗
p , . . . , E

∗
p

︸ ︷︷ ︸

r vezes

; R).

Tais fibrados vetoriais são ditos do tipo-(r, s) de E sobre M .

Um fato importante sobre os fibrados tensoriais, é que o conjunto de suas seções

Γ(E1⊗· · ·⊗Ek), possui a estrutura de C∞(M) módulo com respeito as operações de soma

e produto por escalar, definidas de forma análoga a que fizemos em (2.1), porém utilizando

das operações definidas em (1.3) em cada um dos espaços L(Ep, . . . , Ep
︸ ︷︷ ︸

s vezes

, E∗
p , . . . , E

∗
p

︸ ︷︷ ︸

r vezes

; R).

Campos Tensoriais do tipo-(r, s)

Neste tópico, daremos continuidade ao que se fez no anterior, porém, aqui trataremos

somente do caso particular em que o fibrado vetorial em questão é o fibrado tangente

TM , em qual caso, denotamos um fibrado tensorial do tipo-(r, s) por

TM∗ ⊗ . . .⊗ TM∗

︸ ︷︷ ︸

s vezes

⊗TM ⊗ . . .⊗ TM
︸ ︷︷ ︸

r vezes

= T sr (M).

Uma seção deste fibrado é dita ser um campo tensorial do tipo-(r, s). Tais seções, nada

mais são que aplicações da forma

T : Γ(TM) × . . .× Γ(TM)
︸ ︷︷ ︸

s vezes

×Γ(TM∗) × . . .× Γ(TM∗)
︸ ︷︷ ︸

r vezes

→ C∞(M) (2.13)

satisfazendo além disto, a condição de serem C∞(M) linear com respeito a todas as

variáveis. Assim por exemplo, uma seção T ∈ C∞(T s1 (M)), é na realidade uma aplicação

s-linear, da forma

T : Γ(TM) × . . .× Γ(TM)
︸ ︷︷ ︸

s vezes

→ Γ(TM) (2.14)
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tal que para cada fi ∈ C∞(M) e Xi ∈ Γ(TM) temos

T (f1X1, . . . , fsXs)=f1 · f2 . . . fsT (X1, . . . , Xs).

É comum chamar as seções dos fibrados tensoriais do tipo-(0, s) simplesmente de ten-

sores de ordem s sobre M .

No que se segue, discutiremos as expressões locais dos campos tensoriais do tipo-(r, s)

(seções do fibrado tensorial T sr (M)). Mostraremos que as identificações desta dadas acima

em (2.13) e (2.14), podem de fato facilitar a obtenção de sua expressão local (em termo

de sistemas locais de coordenadas). Praticamente todo material exposto, será utilizado

adiante no texto.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m-dimensional. Dado um sistema local de

coordenadas (xi) em uma vizinhança U ⊂ M . Sabemos que esta dá origem as seções

(∂/∂xi)∈Γ(TM | U) e dxi∈Γ(TM∗ | U), de forma que para p∈M , temos que os vetores

{(
∂

∂xi

)

p

, . . . ,

(
∂

∂xm

)

p

}

formam uma base do espaço TpM , e que também o conjunto

{(dx1)p, . . . , (dxm)p}

forma uma base para o espaço TpM
∗, sendo esta, a base dual associada a base anterior

do espaço tangente, isto é

((dxi)p

((
∂

∂xi

)

p

)

= δij 1 ≤ i, j ≤M.

Desta forma, como vimos anteriormente, para cada p∈U temos que os vetores

(
∂

∂xi1

)

p

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)

p

⊗ (dxj1)p ⊗ · · · ⊗ (dxjs)p 1 ≤ i1,. . ., is, j1,. . ., jr ≤ m

formam uma base para os espaços T sr (p) = TpM ⊗ · · · ⊗ TpM
︸ ︷︷ ︸

r termos

⊗T ∗
pM ⊗ · · · ⊗ T ∗

pM
︸ ︷︷ ︸

s termos

, que é

como vimos, a fibra sobre p∈M do fibrado tensorial T sr (M). Se X∈Γ (T sr (M |U)), então,

para cada p∈U , X(p) é um elemento do espaço T sr (p). Portanto, devem existir xj1,...,jri1,...,is
,
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que são as componentes de X(p) nesta base, tais que

X(p) =
∑

j1,...,jr
i1,...,is

xj1,...,jri1,...,is

(
∂

∂xi1

)

p

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)

p

⊗ (dxj1)p ⊗ · · · ⊗ (dxjs)p.

Valendo isto para cada p∈U , vemos pois que isto dá origem a mr+s funções diferen-

ciáveis xj1,...,jri1,...,is
∈C∞(M), chamadas de as componentes locais da seçãoX, na parametrização

(xi). De fato, a diferenciabilidade das componentes, é uma consequência de que por

definição toda seção X∈Γ (T sr (M)) é uma aplicação diferenciável.

Desta forma, vemos que os campos

(
∂

∂xi1

)

⊗ · · · ⊗
(

∂

∂xir

)

⊗ dxj1 ⊗ · · · ⊗ dxjs ∈ Γ (T sr (M | U)),

podem ser vistos, como bases (locais) para as seções X ∈Γ (T sr (M)), o qual como vimos

tem uma estrutura de C∞(M)-módulo com as operações definidas em (2.1).

Ante tudo que foi dito acima, podemos passar as caracterizações locais dos cam-

pos tensores como hav́ıamos prometido. Iniciemos então com as métricas Riemannianas.

Como sabemos, se g é uma métrica Riemanniana na variedade M , então, a cada p∈M
esta associa uma aplicação gp∈L(TpM,TpM ; R). Assim, pelas identificações feitas neste

caṕıtulo, temos que, g ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗). Logo, pelo dito acima, temos que existem

funções (aij)∈C∞(U), tais que

g =
m∑

ij=1

aijdxi ⊗ dxj.

Utilizando então do fato de {dxi}(p) ser base dual de
(

∂
∂xi

)

(p)
, podemos por um simples

cálculo, obter que as funções componentes (aij) de g no sistema local de coordenadas (xi)

são tais que

aij = g

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

as quais, como de usual, são denotadas por gij = g( ∂
∂xi
, ∂
∂xj

), e portanto

g =
m∑

i,j=1

gijdxi ⊗ dxj

ou como é de costume
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g =
m∑

i,j=1

gijdxidxj.

Sendo gp por definição uma forma bilinear, simétrica e positiva, temos pois que esta

dá origem a uma matriz deste mesmo tipo, a qual neste caso, como pode ser facilmente

constatado, admite como componentes, exatamente gij(p) (funções coordenadas de g em

p). Obviamente, a matriz (gij(p)), admite uma matriz inversa, a qual denoteremos por

(gij(p)). Como veremos em seguida, as componentes desta matriz (gij(p)), são exata-

mente as funções componentes da métrica dual g∗. Com efeito, sendo por definição

g∗p∈L(TpM
∗, TpM

∗; R), temos novamente pelas identificações feitas anterior-

mente g ∈ Γ(TM ⊗ TM), donde, pelo que dissemos acima, devem existir funções bij ∈
C∞(U), tais que

g∗ =
m∑

i,j=1

bij

(
∂

∂xi
⊗ ∂

∂xj

)

onde temos que

bij = g∗(dxi, dxj).

Então, utilizando da definição (2.6), bem como das expressões (2.4) e (2.5), obtemos que

bij = g∗(dxi, dxj) = g

((
∂

∂xi

)♯

,

(
∂

∂xj

)♯
)

(2.15)

= g

(
m∑

k=1

gik
(

∂

∂xk

)

,
m∑

l=1

gjl
(
∂

∂xl

))

=
m∑

k,l=1

gikgjlgkl

=
m∑

k=1

gikδjk

= gij.

Como afirmado. Detaquemos que o uso das expressões (2.4) e (2.5), como fizemos acima,

são de fato a pricipal ferramenta quando se trabalha com operadores duais, tais como a

métrica e conexão de TM∗. Como ilustração deste fato, apresentemos uma outra situação

na qual isto ocorre.
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Seja X∈TpM e ω∈TpM∗, tais que

X =
m∑

i=1

X i
( ∂

∂xi

)

p
e ω =

m∑

j=1

ωj(dxi)p

então, uma aplicação direta das expressões (2.4) e (2.5) implica que

X♭ =
m∑

i

( m∑

j

gij(p)X
j
)

(dxi)p e ω♯ =
m∑

i

( m∑

j

gij(p)ωj

)( ∂

∂xi

)

p
. (2.16)

Isto mostra que por exemplo (dxi)
♯ =

m∑

k=1

gik(∂/∂xk), como inclusive já utilizamos em

(2.15).

De um forma geral, o procedimento de obtenção das expressões locais são análogos

aos que foram feitos aqui, no decorrer do texto outros casos serão apresentados.

Para encerrar este tópico, relembramos o importante conceito de diferencial covariante

de campos tensoriais do tipo-(r, s), a qual a cada T ∈ Γ(T sr (M)), esta associa o campo

tensorial ∇T ∈Γ(T s+1
r (M)), tal que

∇T (X,Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr)=XT (Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr) (2.17)

−T (∇XY1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr) · · · − T (Y1, . . . , Ys, ω1, . . . ,∇∗
Xωr)

para X,Y1, . . . , Ys ∈ Γ(TM) e ω1, . . . , ωr ∈ Γ(TM∗). Utilizando a definição anterior,

introduzimos o conceito de derivada covariante de campos tensoriais, tal que se K ∈
Γ(T sr (M)) então definimos

(∇XK)(Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr) = ∇K(X,Y1, . . . , Ys, ω1, . . . , ωr) (2.18)

para X,Y1, . . . , Ys ∈ Γ(TM) e ω1, . . . , ωr ∈ Γ(TM∗). Ou seja, para cada X ∈ Γ(TM)

temos que (∇XK)∈Γ(T sr (M)).

Expressões Locais no Fibrado Induzido

Nesta seção retomaremos a abordadagem dos fibrados induzidos por uma aplicação

φ : M → N sobre M , desta vez porém utilizando do fibrado tangente TN de N . Os
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fatos aqui apresentados, poderiam na realidade, serem descritos como casos espećıficos de

idéias mais gerais, válidas para fibrados vetoriais genéricos, definidos sobre a variedade N ,

podendo pois, terem sidos desenvolvidos nas seções anterioriores. Optamos pelo contrário,

para termos a oportunidade de investigar mais de perto os fatos descritos, apresentando

provas e expressões espećıficas para este caso.

De qualquer forma, quando julgar-mos necessário, afirmaremos simplesmente que tais

fatos seguem dos já discutidos anterioriormente. Um outro motivo para nossa escolha, é

que os conteúdos abordados, serão utilizados quase que integralmente no próximo tópico,

assim, pensamos que tal escolha possa auxiliar bastante no encadeiamento e interligação

das idéias.

No que se segue, suporemos que (M, g) e (N, h), são variedades Riemannianas munidas

das respectivas conexões compat́ıveis, apesar de as definições seguintes, como já vimos no

caṕıtulo anterior, valerem para situações bem menos restritas.

Como vimos anteriormente, dada uma aplicação diferenciável φ : M → N , definida

entre variedades diferenciáveis e um fibrado vetorial ζ : E → N sobre N , podemos definir

o fibrado induzido ζ∗φ : φ−1 (E) → M sobre M , onde φ−1(E) = {(q, v); q ∈ M e v ∈
Eq = ζ−1(q)}. Sendo TN um fibrado deste tipo, podemos utilizar tal resultado para

justificar a seguinte definição.

Definição 2.3. Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável entre as variedades M,N

de dimensões m e n respectivamente. Definimos o fibrado induzido de TN por φ, como

sendo o fibrado ζ : φ−1(TN) →M sobre M , onde

φ−1(TN) = {(p, v) | p ∈M e v ∈ Tφ(p)N}

e

ζ(p, v) = p.

Neste caso, temos que a fibra de φ−1(TN) sobre p ∈ M é dada (na realidade isomorfa)

pelo espaço vetorial n-dimensional Tφ(p)N . Uma seção de φ−1(TN) é uma aplicação
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X : M → φ−1 (TN), tal que, X(p) ∈ Tφ(p)N para todo p ∈ M . Denotaremos por

Γ(φ−1(TN)) o conjunto de tais seções.

Uma forma simples de definirmos seções em φ−1(TN), é utilizando-se das seções de

TM e TN . Dada XM ∈Γ(TM), podemos definir uma seção XN ∈Γ(φ−1(TN)) tomando

por exemplo

XN(p) = dφp(XM(p)), p ∈M.

Também, dada YN ∈Γ(TN), definimos YM ∈Γ(φ−1(TN)), tomando

YM(p) = YN(φ(p)) p ∈M.

Para facilitar a compreensão, denotaremos uma seção deste último tipo por φ−1(YN)

ou simplesmente por Y ◦ φ.

Observando a forma como foi definido o fibrado induzido, vemos que o modo mais

simples de definir-se uma métrica fibrada neste, seria através da métrica de TN . Assim,

definiremos uma métrica fibrada em φ−1(TN), a qual denotaremos por φ−1h ou h ◦ φ,

tomando

φ−1h(X,Y )(p) = h(X(p), Y (p))φ(p)

para p ∈M e X,Y ∈Γ(φ−1(TN)). Não é dif́ıcil ver, que φ−1h assim definida é de fato uma

métrica fibrada em φ−1(TN). Nossa intensão agora é definir uma conexão em φ−1(TN),

que seja compat́ıvel com tal métrica fibrada. Assim, sejam como antes φ : M → N uma

aplicação diferenciável e ∇N a conexão Riemanniana de N . Definimos uma conexão ∇φ

no fibrado induzido φ−1(TN) como sendo uma aplicação

∇φ : Γ(TM) × Γ(φ−1(TN)) → Γ(φ−1(TN))

tal que

∇φ
XY = ∇N

dφ(X)Y

para X ∈Γ(TM) e Y ∈Γ(φ−1(TN)). A verificação de que ∇φ assim definida é realmente

uma conexão em φ−1(TN), bem como de que esta é compat́ıvel com a métrica fibrada
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φ−1h não é dif́ıcil, e é feita utilizando-se do fato de que ∇N é a conexão Riemanniana de

(N, h).

Obviamente, não faz sentido falar-mos em conexões simétricas em φ−1h (ou em qual-

quer outro fibrado sobre M , diferente de TM). Porém, podemos ver que ∇φ definida como

antes, satisfaz uma propriedade semelhante a esta, como veremos no próximo resultado.

Proposição 2.1. Seja φ : M → N uma aplicação diferenciável e X,Y ∈ Γ(TM), então

∇φ
Xdφ(Y ) −∇φ

Y dφ(X) − dφ(([X,Y ]) = 0.

Demonstração: Como a expressão acima é tensorial em X e Y , vemos que é suficiente

mostrar a validade de tal afirmação tomando X = ∂
∂xi

e Y = ∂
∂xj

para coordenadas locais

(xi) de uma parametrização de uma vizinhança de p ∈ M . Desta forma, tomamos uma

parametrização local (yα) de uma vizinhança de y = φ(x). Obtemos que

∇φ
∂

∂xi

dφ(
∂

∂xj
) −∇φ

∂
∂xj

dφ(
∂

∂xi
) =

n∑

α=1

∇φ
∂

∂xi

∂φα

∂xj

∂

∂yα
−
∑

α=1

∇φ
∂i

∂φα

∂xi

∂

∂yα

=
n∑

α=1

( ∂2φα

∂xi∂xj
− ∂2φα

∂xj∂xi

) ∂

∂yα

+
n∑

α=1

(∂φα

∂xj
∇φ

∂
∂xi

∂

∂yα
− ∂φα

∂xi
∇φ

∂
∂xj

∂

∂yα

)
.

Sendo φ por hipótese diferenciável, temos por Schwarz, que todas as suas derivadas se-

gundas são simétricas, isto implica que o primeiro termo da soma da última expressão

vale zero. Afirmamos que o segundo também tem este mesmo valor, com efeito

n∑

α=1

∂φα

∂xj
∇φ

∂
∂xi

∂

∂yα
=

n∑

α,β=1

∂φα

∂xj

∂φβ

∂xi
∇N

∂
∂yβ

∂

∂yα

=
n∑

α,β=1

∂φα

∂xj

∂φβ

∂xi
∇N

∂
∂yα

∂

∂yβ

=
n∑

β=1

∂φβ

∂xi
∇φ

∂
∂xj

∂

∂yβ
.

Como [ ∂
∂xi
, ∂
∂xj

] = 0, conclúımos o resultado.

Como conseqüência direta da definição ∇φ, temos em primeiro lugar que ∇φ
XY (p) só

depende do valor de X(p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X(p). Isto
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provém de fato análogo válido para ∇N . Com efeito, seja X ∈Γ(TM), Y ∈Γ(φ−1(TN))

e p ∈ M . Seja também γ : (−ǫ, ǫ) → M uma curva tal que γ(0) = p e γ′(0) = X(p).

Sabemos que φ ◦ γ é uma curva em N , tal que φ ◦ γ(0) = φ(p) e que d
dt
φ ◦ γ |t=0=

dφp(X(p)) = ∂φ
∂X

(p). Portanto considerando Y |γ(t), obtemos um campo de vetores em N

ao longo da curva γ : (−ǫ, ǫ) →M e assim

∇φ
XY (p) = ∇N

dφ(X)Y (p) =
d

dt
(Y ◦ γ(t)) |t=0 .

Também, dado Z ∈ Γ(TN), então como φ−1(Z) ∈ Γ(φ−1(TN)), temos que

∇φ
Xφ

−1(Z) = φ−1
(
∇N
dφ(X)Z

)
.
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Caṕıtulo 3

Aplicações Harmônicas

Introdução

Quando se estudam as curvas em um variedade Riemanniana, vê-se que as geodésicas

surgem de maneira natural como os pontos cŕıticos do funcional energia. Este fato por

si só, justifica tal tipo de estudo. Além disto, como se sabe, estas curvas são de extrema

importância ao estudo (inclusive da topologia) das variedades Riemannianas.

Gostaŕıamos então de generalizar tal estudo às aplicações diferenciáveis entre var-

iedades. Como este intuito, definiremos de forma conveniente um funcional (o qual

chamaremos de funcional energia), nos espaços C∞(M,N) das aplicações diferenciáveis

de M em N . Feito isto, buscaremos determinar os pontos cŕıticos deste funcional, nos

valendo para este fim, da fórmula da primeira variação de energia.

Durante tal estudo, uma aplicação, a qual chamaremos de segunda forma fundamental,

surge, e devida a sua destacada importância, faremos sua abordagem de forma separada,

durante a qual, surge o que denominaremos, campo de tensão da aplicação.

Utilizando de tais campos, definiremos o conceito de aplicação harmônica. Como

teremos a oportunidade de mostrar, tal definição estende (em um certo sentido a ser

esclarecido) às aplicações entre variedades, o conceito de aplicação harmônica; definido

previamente para aplicações em espaços euclidianos. Veremos ainda, que no caso em que
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a variedade M é compacta, tais aplicações são em verdade os pontos cŕıticos do funcional

energia.

Energia de Aplicações

Neste tópico, “construiremos” o funcional energia, o qual anunciamos no ińıcio.

Daremos ainda uma interpretação geométrica deste, o que mostrará que de fato, tal

funcional serve aos nossos propósitos.

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas de dimensões m e n respectivamente e

φ :M → N uma aplicação diferenciável entre estas variedades, em qual caso denotaremos

φ ∈C∞(M,N). Mostraremos que a diferencial dφ desta aplicação, pode ser vista como

uma seção de um fibrado conveniente.

Tomemos pois sistemas locais de coordenadas (xi) e (yα) em abertos U ⊂M e V ⊂ N

respectivamente, de forma que φ(U)⊂V . Assim, para cada p ∈ U temos que

φ(p) = (φ1(p1, . . . , pm), . . . , φn(p1, . . . , pm)) (3.1)

onde p1, . . . , pm são as coordenadas locais de p, e as φα = yα ◦φ, são funções diferenciáveis

que determinam as coordenadas locais de φ(p).

Sabemos que para cada p ∈M , tem-se

dφp : TpM → Tφ(p)N

é uma aplicação linear do espaço tangente TpM no espaço Tφ(p)N , a qual pode ser repre-

sentada por uma matriz n×m, com componentes aiα = (∂φα/∂xi)(p), obtida utilizando

as coordenadas locais em U . De fato, por (3.1) temos que

dφp

(( ∂

∂xi

)

p

)

=
n∑

α=1

∂φα

∂xi
(p)
( ∂

∂yα

)

φ(p)
1 ≤ i ≤ m.

Por outro lado, como chegamos a comentar anteriormente, os espaços L(TpM,Tφ(p);N)

e TpM
∗ ⊗ Tφ(p)N , são linearmente isomorfos. Com efeito, a cada f ∈ L(TpM,Tφ(p)N),

podemos associar a aplicação f⊗∈TpM∗ ⊗ Tφ(p);N , tal que

f⊗(v, ω) = ω(f(v)) v ∈ TpM e ω ∈ Tφ(p)N
∗.
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Sendo dφp ∈ L(TpM,Tφ(p)N), pela identificação que acabamos de descrever, para todo

p ∈M , temos que

dφp ∈ (TpM
∗ ⊗ Tφ(p)N).

Como {(dxi(p))}{1≤i≤m} e {(∂/∂yα)(φ(p))}{1≤α≤n} são bases para TpM
∗ e Tφ(p)N re-

spectivamente, temos que

(dxi(p)) ⊗ (∂/∂yα) (φ(p)) 1 ≤ i ≤ m 1 ≤ α ≤ n

constituem uma base para TpM
∗ ⊗ Tφ(p)N . Assim, temos que dφp admite uma repre-

sentação da forma
m∑

i=1

n∑

α=1

ciα(dxi(p)) ⊗ (∂/∂yα)(φ(p)).

Por um cálculo simples obtemos

m∑

i=1

n∑

α=1

(
∂φα

∂xi
(p)

)

(dxi(p)) ⊗ (∂/∂yα)(φ(p)). (3.2)

Pelo caṕıtulo anterior, sabemos que o fibrado φ−1(TN) sobre M , é tal que sua fibra

sobre p ∈M , é dada pelo espaço vetorial Tφ(p)N , logo, neste caso, podemos ver que o

fibrado TM∗⊗φ−1(TN), é tal que sua fibra sobre p ∈M , é dada por TpM
∗⊗Tφ(p)N . Por

outro lado, como tivemos a oportunidade de mostrar, para cada p ∈ M , dφ ∈ TpM
∗ ⊗

Tφ(p)N , donde conclúımos que dφ ∈ Γ(TM∗ ⊗ φ−1(TN)).

Ainda pelo caṕıtulo anterior, sabemos que se os fibrados vetoriais que compõem um

produto tensorial admitem métricas fibradas definidas em si, então o mesmo pode ser dito

para este último. Desta forma, definimos uma métrica fibrada g⊗ em TM∗ ⊗ φ−1(TN),

tal que

g⊗(v1 ⊗ ω1, v2 ⊗ ω2)(p) = g∗(v1, v2)(p) · h(ω1, ω2)(φ(p)) p ∈M,

para v1, v2∈Γ(TM∗), ω1, ω2∈Γ(φ−1(TN)).

Sendo dφ∈Γ(TM∗ ⊗ φ−1(TN)), podemos utilizar da métrica fibrada g⊗ para definir

a norma de dφ, tal que

|dφ|2p = g⊗(dφp, dφp)p p ∈M.
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Assim, por (3.2) temos que

|dφ|2p = g⊗(dφp, dφp)p

= g⊗

(
m∑

i=1

n∑

α=1

(
∂φα

∂xi

)

(p)(dxi)p ⊗
( ∂

∂yα

)

φ(p)
,
m∑

j=1

n∑

β=1

(
∂φβ

∂xj

)

(p)(dxj)p ⊗
( ∂

∂yβ

)

φ(p)

)

p

=
m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

(
∂φα

∂xi
(p)

)(
∂φβ

∂xj
(p)

)

g⊗
(

(dxi)p ⊗
( ∂

∂yα

)

φ(p)
, (dxj)p ⊗

( ∂

∂yβ

)

φ(p)

)

p

=
m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

(
∂φα

∂xi
(p)

)(
∂φβ

∂xj
(p)

)

g∗((dxi)p, (dxj)p)p · h
(( ∂

∂yα

)

φ(p)
,
( ∂

∂yβ

)

φ(p)

)

φ(p)

=
m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

∂φα

∂xi
(p)

∂φβ

∂xj
(p)gij(p) · hαβ(φ(p)).

Sob tais observações, passemos as definições.

Definição 3.1. Seja φ :M → N uma aplicação diferenciável entre as variedades Rieman-

nianas (M, g) e (N, h). Definimos uma função e(φ)∈C∞(M) por

e(φ)(p) =
1

2
|dφ|2 (p), p∈M,

chamada de função densidade de energia da aplicação φ.

Pela defnição dada, podemos ver que de fato e(φ) ∈ C∞(M). Para melhor entender

e(φ), tomemos bases ortonormais (e1, . . . , em) e (v1, . . . , vn) para TpM e Tφ(p)N respecti-

vamente . Temos pois que

dφp(ei) =
n∑

α=1

aiαvα i = 1, . . . ,m

Assim pela expressão (3.3) temos que

|dφ|2 (p) =
m∑

i=1

n∑

α=1

(aiα)
2.

Por outro lado, temos que
n∑

α=1

(ai,α)
2 = |dφ(ei)|2 (p) = (|dφ(ei)| (p)/ |ei|)2 .

Por esta última expressão, vemos que |dφ(ei)|2 (p), é na realidade, o quadrado da taxa de

expansão de dφp na direção ei. Assim, |dφ|2 (p) pode ser interpretada, como sendo a soma

dos quadrados das taxas de expansão de dφp em direções ortogonais (de TpM). Sob tais

considerações, definamos a energia da aplicação φ da seguinte forma:
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Definição 3.2. Seja (M, g), uma variedade Riemanniana compacta. Então a integral de

e(φ) sobre M dada por

E(φ) =

∫

M

e(φ)dµg

é chamada de energia da aplicação φ. Onde µg é a medida padrão induzida em M pela

métrica Riemanniana g (ver apêndice ).

Pela definição anterior, vemos que se a variedade M é compacta, então a energia das

aplicações pode ser considerada como um funcional

E : (M,N) → R

o qual chamaremos de funcional energia.

No que se segue, procuraremos identificar, quais aplicações são pontos cŕıticos para o

funcional E (num sentido que será melhor esclarecido), o que será feito através da primeira

fórmula de variação de energia. Para este fim, necessitaremos do que chamaremos, segunda

forma fundamental de uma aplicação e de seu campo de tensão, conteúdos que passaremos

a abordar na próxima seção.

Segunda Forma Fundamental e Campo de Tensão

Diferentemente do que é feito em outros trabalhos, onde a segunda forma funda-

mental é definida somente para imersões, aqui, seremos um pouco menos restritivos e

definiremos esta última para aplicações um pouco mais gerais. Adiante, neste mesmo

caṕıtulo, veremos como a definição aqui apresentada se relaciona com a definição clássica.

Veremos também, que o estudo desta, revela não somente o comportamento da aplicação

que lhe deu origem, como também o comportamento da própria variedade na qual esta

se acha definida. Durante toda esta seção, utilizaremos de forma exaustiva das idéias

apresentadas nas seções anteriores.

Sejam como antes (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas e φ :M → N uma aplicação

diferenciável entre tais variedades.
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Na seção anterior, vimos que era posśıvel definir-se a métrica fibrada g⊗ no fibrado

tensorial TM∗ ⊗ φ−1TN , e que tal definição era dada, à partir das métricas fibradas g∗ e

φ−1h dos fibrados que compunham o produto tensorial acima. Dando prosseguimento ao

que foi feito, definiremos uma conexão ∇̂ compat́ıvel com g⊗ no fibrado TM∗ ⊗ φ−1TN ,

isto é

∇̂ :Γ(TM∗ ⊗ φ−1TN) × Γ(TM) → Γ(TM∗ ⊗ φ−1TN).

Com efeito, como cada um dos fibrados compondo TM∗ ⊗ φ−1TN , no caso TM∗ e

φ−1(TN), admitem conexões compat́ıveis com suas respectivas métricas fibradas, pelo

caṕıtulo anterior, temos que é posśıvel definirmos uma conexão ∇̂ em TM∗⊗φ−1TN , tal

que

∇̂X(du⊗ V ) = (∇∗
Xdu) ⊗ V + du⊗

(

∇φ
XV
)

para X ∈ Γ(TM), du ∈ Γ(TM∗) e V ∈ Γ(φ−1(TN)), e que além disto, a conexão assim

definida é compat́ıvel com a métrica fibrada g⊗.

Como pela seção anterior dφ∈Γ(TM∗⊗φ−1TN), vemos então que é posśıvel considerar

a diferencial covariante desta com respeito a ∇̂, obtendo a seção

∇̂dφ∈Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ φ−1TN).

a qual chamamos de segunda forma fundamental da aplicação φ.

Pelas identificações feitas no caṕıtulo anterior, vemos que ∇̂dφ assim definida, tanto

pode ser vista como uma seção ∇̂dφ ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ φ−1TN), quanto como uma

aplicação diferenciável bilinear em Γ(TM) × Γ(TM) com valores em Γ(φ−1(TN)), isto

é, ∇̂dφ ∈ L(TM, TM ;φ−1TN). Ambas identificações são importantes e de fato serão

utilizadas no que se segue. Utilizando por exemplo a última destas, mostraremos um

resultado que será de grande utilidade nas próximas seções.

Lema 3.1. Seja φ∈C∞(M,N) e X,Y ∈ Γ(TM). Então temos que

∇̂dφ(X,Y ) = ∇φ
Xdφ(Y ) − dφ(∇XY ).
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Demonstração: Como dφ ∈ Γ(TM∗ ⊗ φ−1(TN)), temos então que esta pode ser es-

crita como combinação linear de elementos da forma du ⊗ V com du ∈ Γ(TM∗) e V ∈
Γ(φ−1(TN)), donde temos que é suficiente mostrar-mos o resultado para os elementos do

tipo du⊗ V . Neste caso, temos que

[

∇̂du⊗ V
]

(X,Y ) =
[

∇̂X (du⊗ V )
]

(Y )

=
[

(∇∗
Xdu) ⊗ V + du⊗

(

∇φ
XV
)]

(Y )

= (∇∗
Xdu) (Y ) · V + du(Y ) ·

(

∇φ
XV
)

= (Xdu(Y ) − du (∇XY ))V + du(Y ) ·
(

∇φ
XV
)

= du(Y )
(

∇φ
XV
)

+X (du(Y ))V − du (∇XY )V

= ∇φ
X [du(Y )V ] − du (∇XY )V.

Portanto

∇̂dφ(X,Y ) = ∇φ
Xdφ(Y ) − dφ (∇XY ) .

Como queŕıamos demonstrar.

Utilizando deste último lema, podemos mostrar que ∇̂dφ é simétrica e tensorial. Com

efeito, pela proposição 2.1 temos

∇̂dφ(fX + gY, Z) = ∇φ
(fX+gY )dφ(Z) − dφ(∇M

(fX+gY )Z)

= ∇N
dφ(fX+gY )dφ(Z) − dφ(f∇M

X Z + g∇M
Y Z)

= ∇N
fdφ(X)+gdφ(Y )dφ(Z) − fdφ(∇M

X Z) − gdφ(∇M
Y Z)

= [f∇N
dφ(X)dφ(Z) − fdφ(∇M

X Z)] + [g∇N
dφ(Y )dφ(Z)

− gdφ(∇M
Y Z)]

= f∇̂dφ(X,Z) + g∇̂dφ(Y, Z)

paraX,Y ∈ Γ(TM) e f, g ∈ C∞(M). O mesmo procedimento pode ser aplicado a segunda

variável, mostrando que é tensorial. Quanto a simetria, novamente pela proposição 2.1
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temos

∇̂dφ(X,Y ) = ∇φ
Xdφ(Y ) − dφ(∇M

X Y )

= ∇φ
Y dφ(X) + dφ[X,Y ] − dφ(∇M

X Y )

= ∇φ
Y dφ(X) − dφ(∇M

X Y − [X,Y ])

= ∇φ
Y dφ(X) − dφ(∇M

Y X)

= ∇̂dφ(Y,X)

para X,Y ∈ Γ(TM), como afirmado.

Por outro lado, utilizando das caracterizações de dφ e ∇̂dφ como seções, podemos

obter mais facilmente, as expressões destas em sistemas locais de coordenadas. Com

efeito, seja (xi) e (yα) sistemas locais de coordenadas de (M, g) e (N, h) respectivamente.

Sendo dφ ∈ Γ(TM) e ∇̂dφ ∈ Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ φ−1TN) temos que

dφ =
m∑

i=1

n∑

α=1

∇iφ
α · dxi ⊗

(
∂

∂yα

)

◦ φ (3.3)

∇̂dφ =
m∑

i,j=1

n∑

α=1

∇i∇jφ
α · dxi ⊗ dxj ⊗

(
∂

∂yα

)

◦ φ (3.4)

onde ∇iφ
α e ∇i∇jφ

α são as funções componentes de dφ e ∇̂dφ nas parametrizações locais

fixadas, as quais são localmente diferenciáveis em M . Como vimos em (3.2)

∇iφ
α =

(
∂φα

∂xi

)

(3.5)

Calculemos então as componentes ∇i∇jφ
α. Por questão de simplicidade, nos cálculos

abaixo denotaremos ∂/∂yα ◦ φ = y−1
α e dyα ◦ φ = dy−1

α . Também, utilizaremos o mesmo

śımbolo ∇ para as diversas conexões utilizadas. Pelas definições dadas temos que

∇i∇jφ
α = ∇̂dφ

(
∂

∂xi
,
∂

∂xj
, dy−1

α

)

=

(
∂

∂xi

)

dφ

(
∂

∂xj
, dy−1

α

)

− dφ

(

∇ ∂
∂xi

∂

∂xj
, dy−1

α

)

− dφ

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi

dy−1
α

)

=

(
∂

∂xi

)
∂φα

∂xj
− dφ

(
m∑

l=1

Γlij
∂

∂xl
, dy−1

α

)

− dφ

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi

dy−1
α

)

=

(
∂

∂xi

)
∂φα

∂xj
−

m∑

l=1

Γlijdφ

(
∂

∂xl
, dy−1

α

)

− dφ

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi

dy−1
α

)

=
∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

l=1

Γlij
∂φα

∂xl
− dφ

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi

dy−1
α

)

. (3.6)
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É posśıvel ver também que

dφ

(
∂

∂xj
,∇ ∂

∂xi

dy−1
α

)

=
(

∇ ∂
∂xi

dy−1
α

)(

dφ

(
∂

∂xj

))

=
(

∇ ∂
∂xi

dy−1
α

)
(

n∑

β=1

∂φβ

∂xj
y−1
β

)

=
n∑

β=1

∂φβ

∂xj

[(

∇ ∂
∂xi

dy−1
α

) (
y−1
β

)]

=
n∑

β=1

∂φβ

∂xj

[
∂

∂xi

(
dy−1

β

(
y−1
α

))
− dy−1

α

(

∇ ∂
∂xi

y−1
β

)]

=
n∑

β=1

∂φβ

∂xj

[

∂

∂xi
(δαβ) − dy−1

α

(
n∑

γ=1

n∑

ρ=1

NΓγρβ
∂φρ

∂xi
y−1
γ

)]

= −
n∑

β=1

∂φβ

∂xj

(
n∑

γ=1

n∑

ρ=1

NΓγρβ
∂φρ

∂xi
dy−1

α

(
y−1
γ

)

)

= −
n∑

β=1

∂φβ

∂xj

n∑

ρ=1

NΓαρβ
∂φρ

∂xi

= −
n∑

β=1

n∑

ρ=1

∂φβ

∂xj

∂φρ

∂xi
NΓαρβ. (3.7)

Aplicando (3.7) em (3.6) temos que

∇i∇jφ
α = =

∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

l=1

Γlij
∂φα

∂xl
−

n∑

β=1

n∑

γ=1

∂φγ

∂xi

∂φβ

∂xj
NΓαγβ.

Donde concluimos que

∇̂dφ =
n∑

i,j=1

n∑

α=1

(

∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

k=1

Γkij
∂φα

∂xk
+

n∑

β,γ=1

∂φγ

∂xi

∂φβ

∂xj
NΓαγβ

)

dxi ⊗ dxj ⊗ y−1
α .

Sob as considerações feitas, estamos prontos para definir o conceito de campo de tensão

de uma aplicação.

Seja {ei, · · · , em} uma base ortonormal de TpM . Podemos ver que o vetor dado por
m∑

i=1

∇̂dφ(p)(ei, ei) ∈ Tφ(p)N

não depende da particular escolha da base ortonormal de TpM . Assim, podemos definir

uma seção traço∇̂dφ ∈ Γ(φ−1(TN)) tal que

traço∇̂dφ(p) =
m∑

i=1

∇̂dφ(p)(ei, ei).
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É fácil ver que traço∇̂dφ assim definida, de fato é uma seção de φ−1TN . Utilizando de

(3.4), vemos que traço∇̂dφ pode ser expresso em termo dos sistemas locais de coordenadas

(xi) e (yα) de M e N respectivamente por

traço∇̂dφ =
n∑

α=1

(
m∑

i=1

gij∇i∇jφ
α

)(
∂

∂yα

)

◦ φ ∈ Γ(φ−1(TN)). (3.8)

Assim, podemos finalmente definir.

Definição 3.3. Dada uma aplicação diferenciável φ∈C∞(M,N). Dizemos que

τ(φ) = traço(∇̂dφ)

é o campo de tensão da aplicação φ.

Na próxima seção, utilizaremos o conceito de campo tensão das aplicações, para definir

as aplicações harmônicas entre variedades Riemannianas.

Adiante, ainda neste caṕıtulo, reobteremos a definição clássica de segunda forma fun-

damental válida para imersões. Na ocasião, apresentaremos ainda uma interpretação

geométrica desta.

Aplicações Harmônicas

Nesta seção definiremos o importante conceito de aplicação harmônica entre variedades

Riemannianas. Feito isto, passaremos a estudar algumas propriedades destas, utilizando

para este fim, dos conceitos e definições apresentados nos tópicos anteriores, bem como

de alguns que apresentaremos no que se segue.

Iniciaremos por definir o que venha ser uma aplicação harmônica entre variedades

Riemannianas.

Definição 3.4. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas. Dizemos que uma

aplicação φ : M → N é harmônica, se o campo de tensão desta é identicamente nulo, isto

é

τ(φ) = 0.
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Posteriormente, quando então tratar-mos da regularidade das aplicações harmônicas

(ver teorema (5.17)) mostremos que tal definição pode ser na realidade feita para as

aplicações que são C2(M,N).

Um conjunto mais restrito de aplicações, porém com muitas propriedades semelhantes

ao das aplicações harmônicas é o das totalmente geodésicas, as quais são aplicações

φ : M → N , entre variedades Riemannianas cujas segundas formas fundamentais são

identicamente nulas, isto é:

∇̂dφ = 0.

Tal conjunto de aplicações, desempenha um papel extremamente importante na teoria

das variedades Riemannianas, pois entre outras, estas possuem a propriedade de levarem

geodésicas em geodésicas , como será mostrado (ver exemplo (3.5)). Uma outra pro-

priedade também bastante importante destas, é que a composição de aplicações total-

mente geodésicas ainda é uma aplicação deste mesmo tipo. Com efeito

Proposição 3.1. Sejam M,N e P variedades Riemannianas e φ :M→ N e ψ :N→P

aplicações diferenciáveis entre estas. Denotando a seção dψ(∇̂dφ(·, ·)) por dψ(∇̂dφ) e

∇̂dψ(dφ(·), dφ(·)) por ∇̂dψ(dφ, dφ) temos

∇̂d(ψ ◦ φ) = dψ(∇̂dφ) + ∇̂dψ(dφ, dφ).

Demonstração: Dados X,Y ∈ Γ(TM) temos que

dψ
[

∇̂dφ(X,Y )
]

= dψ
[

∇φ
Xdφ(Y ) − dφ

(
∇M
X Y
)]

= dψ
(

∇φ
Xdφ(Y )

)

− dψ
(
dφ
(
∇M
X Y
))

também

∇̂dψ(dφ(X), dφ(Y )) = ∇ψ
dφ(X)dψ(dφ(Y )) − dψ

(
∇N
dφ(X)dφ(X)

)

= ∇ψ
dφ(X)dψ(dφ(Y )) − dψ(∇φ

Xdφ(Y )).
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Logo

dψ
[

∇̂dφ(X,Y )
]

+ ∇̂dψ(dφ(X), dφ(Y )) = ∇ψ
dφ(X)dψ(dφ(Y )) − dψ

(
dφ
(
∇M
X Y
))

= ∇P
dψ(dφ(X))dψ(dφ(Y )) − dψ

(
dφ
(
∇M
X Y
))

= ∇P
d(ψ◦φ)(X)d(ψ ◦ φ)(Y ) − dψ

(
dφ
(
∇M
X Y
))

= ∇ψ◦φ
X d(ψ ◦ φ)(Y ) − d(ψ ◦ φ)

(
∇M
X Y
)

= ∇̂d(ψ ◦ φ)(X,Y ).

Isto encerra a demostração.

Assim, pela proposição anterior, podemos ver que de fato a composição de aplicações

totalmente geodésicas ainda é uma aplicação deste mesmo tipo. Ressaltamos que em

geral, isto não é válido para aplicações harmônicas. De fato.

Proposição 3.2. Sejam M,N e P variedades Riemannianas e φ :M→N , ψ : N → P

aplicações diferenciáveis entre estas, então

τ(ψ ◦ φ) = dψ(τ(dφ) + traço(∇̂dψ(dφ, dφ)).

Demonstração: Utilizando da mesma notação da proposição anterior temos

τ(ψ ◦ φ) = traço∇̂(dψ ◦ dφ)

= traço
[

dψ
(

∇̂(dφ)
)

+ ∇̂dψ(dφ, dφ)
]

= traço
[

dψ
(

∇̂(dφ)
)]

+ traço
[

∇̂dψ(dφ, dφ)
]

= dψ
[

traço∇̂(dφ)
]

+ traço
[

∇̂dψ(dφ, dφ)
]

= dψ(τ(dφ) + traço
[

∇̂dψ(dφ, dφ)
]

onde na última passagem utilizamos que traço(dψ(∇̂(dφ)) = dψ(traço∇̂(dφ). De fato,

traço
(

dψ(∇̂(dφ))
)

=
m∑

i,j=1

gijdψ
[

(∇̂dφ)
]

(ei, ej)

=
m∑

i,j=1

gijdψ
[

(∇̂dφ)(ei, ej)
]

= dψ

[
m∑

i,j=1

gij(∇̂dφ)(ei, ej)

]

= dψ(traço∇̂dφ).
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O que confirma o resultado.

Passaremos agora à abordagem direta das aplicações harmônicas. Iniciaremos por

mostrar, que de fato, o conceito de campo de tensão é o modo apropriado de generalizar

o conceito de função harmônica. De ińıcio, mostremos este fato para o caso das funções

reais.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e φ : M → R uma função real diferenciável

definida nesta. Tomando uma base (local) ortonormal (ei) para no espaço tangente TM

de M temos que

τ(f) = traço(∇̂df) (3.9)

=
m∑

i=1

∇̂dφ(ei, ei)

=
m∑

i=1

(
∇f
ei
df(ei) − df

(
∇M
ei
ei
))

=
m∑

i=1

(ei(ei(f)) −∇M
ei
ei(f))

=
m∑

i=1

g(∇M
ei
grad(f), ei)

= div(grad(f))

= ∆Mf. (3.10)

onde ∆M é o operador de Laplace-Beltrami de M . Portanto, vemos que uma função real

possui um campo de tensão identicamente nulo, se e somente se seu Laplaciano também

o for, isto é

τ(f) = 0 ⇔ ∆Mf = 0.

Para mostrar-mos a validade do resultado anterior para outras situações, precisaremos

de mais alguns resultados. No que se segue, abteremos a expressão local de τ(φ) em

parametrizaçõe locais (xi) e (yα) de (M, g) e (N, h) respectivamente. Por definição temos
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que

τ(φ) = traço∇̂dφ

=
m∑

i,j=1

gij∇̂dφ
(
∂

∂xi
,
∂

∂xj

)

=
m∑

i,j=1

gij
[

∇φ
∂

∂xi

dφ(
∂

∂xj
) − dφ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

]

=
m∑

i,j=1

gij

[

∇φ
∂

∂xi

(
n∑

γ=1

∂φγ

∂xj

∂

∂yγ
) − dφ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

]

=
m∑

i,j=1

gij

[
n∑

γ=1

(
∂φγ

∂xj
∇φ

∂
∂xi

∂

∂yγ
) +

∂

∂xi
(
∂φγ

∂xj
)
∂

yγ
) − dφ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

]

=
m∑

i,j=1

gij

[
n∑

γ=1

(
∂φγ

∂xj
∇N

dφ
(

∂
∂xi

)
∂

∂yγ
) +

∂

∂xi
(
∂φγ

∂xj
)
∂

yγ
) − dφ(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)

]

=
m∑

i,j=1

gij

{
n∑

γ=1

[

∂φγ

∂xj

(

∇N
∑n

β=1
∂φβ

∂xi

∂
∂yβ

∂

∂yγ

)

+ (
∂2φγ

∂xi∂xj
)
∂

yγ

]}

−
m∑

i,j,k=1

gij MΓkijdφ(
∂

∂xk
)

=
m∑

i,j=1

gij

[
n∑

γ,β=1

∂φγ

∂xj

∂φβ

∂xi

(

∇N
∂

∂yβ

∂

∂yγ

)
]

+
∑

i,j,γ=1

gij
∂2φγ

∂xi∂xj

∂

yγ

−
∑

i,j,k,α=1

gij MΓkij
∂φα

∂xk

∂

∂yα

=
∑

i,j,γ,βα=1

[

gij NΓαβγ
∂φγ

∂xj

∂φβ

∂xi

∂

∂yα

]

+
∑

i,j,α=1

gij
∂2φα

∂xi∂xj

∂

∂yα

−
∑

i,j,k,α=1

gij MΓkij
∂φα

∂xk

∂

∂yα

=
n∑

α=1

[
∑

i,j,γ,β=1

gij

(

NΓαβγ
∂φγ

∂xj

∂φβ

∂xi
+

m∑

i,j=1

∂2φα

∂xi∂xj

)

−
m∑

i,j,k=1

gij MΓkij
∂φα

∂xk

]

∂

∂yα

portanto

τ(φ)α =
∑

i,j,γ,β=1

gij NΓαβγ
∂φγ

∂xj

∂φβ

∂xi
+

m∑

i,j=1

gij
∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

i,j,k=1

gij MΓkij
∂φα

∂xk

= ∆M(φ)α +
∑

i,j,γ,β=1

gij NΓαβγ
∂φγ

∂xj

∂φβ

∂xi
(3.11)

onde na última passagem utilizamos que ∆M(φ)α =
m∑

i,j=1

gij ∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

i,j,k=1

gij MΓki,j
∂φα

∂xk
. De
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fato, pelo visto anteriormente, para o caso das funções reais, temos que ∆M(φ)α = τ(φα).

Mas

τ(φα) = traço∇̂dφα

=
m∑

i,j=1

gij∇̂dφα( ∂

∂xi
,
∂

∂xj
)

=
m∑

i,j=1

gij[∇φα

∂
∂xi

dφα(
∂

∂xj
) − dφα(∇M

∂
∂xi

∂

∂xj
)]

=
m∑

i,j=1

gij[∇φα

∂
∂xi

∂φα

∂xj
] −

m∑

i,j,k=1

gij MΓkijdφ
α(

∂

∂xk
)

=
m∑

i,j=1

gij
∂2φα

∂xi∂xj
−

m∑

i,j,k=1

gij MΓkij
∂φα

∂xk
.

Donde vemos a validade da expressão anterior.

Apresentemos então alguns exemplos de aplicações harmônicas.

Exemplo 3.1 (Aplicações constantes). Como não poderia deixar de ser, mostremos que

as aplicações constantes entre variedades Riemannianas são aplicações harmônicas. Com

efeito, seja φ : M → N uma aplicação constante. Neste caso, existe um ponto q ∈ N tal

que

φ(x) = q x ∈M.

Assim, temos que a diferencial dφ de φ é identicamente nula (i.e dφ = 0). Donde

temos que o campo de tensão de φ também o é, ou seja, τ(φ) = 0. O que mostra que φ

de fato é harmônica.

Exemplo 3.2 (Aplicação Identidade). Afirmamos que também a aplicação identidade

entre variedades Riemannianas Id : M → M , é uma aplicação harmônica. Com efeito,

para toda aplicação φ : M →M da variedade M nela mesma, temos que:

τ(φ) =
m∑

i=1

∇̂dφ(ei, ei) = ∇φ
ei
dφ(ei) − dφ

(
∇M
ei
ei
)

(3.12)

= ∇M
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ
(
∇M
ei
ei
)

onde como antes, (ei) é uma base ortonormal do espaço tangente TxM para cada x ∈M .

Assim, se φ = Id, isto é

φ(x) = x x ∈M.
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Então, neste caso, para cada x ∈ M temos que a aplicação dφx : TxM → TxM é a

aplicação identidade, donde por (3.12) temos que

τ(Id) = ∇M
ei
ei −∇M

ei
ei = 0,

o que confirma a afirmação feita.

Utilizando da expressão local para o campo de tensão apresentada em (3.11), podemos

apresentar mais algumas situações.

Exemplo 3.3 (Funções harmônicas). Seja φ : M → R
n uma aplicação diferenciável.

Neste caso temos que NΓkij = 0, logo pela expressão (3.11), temos

τ(φ) = (∆M(φ1), · · · ,∆M(φN)).

Portanto, φ é harmônica se e somente se cada uma de suas funções coordenadas o é. Em

particular, se M é compacto, então como veremos, pelo prinćıpio do máximo φ é cte.

Exemplo 3.4 (Geodésicas). Seja I um intervalo aberto de R, γ : I → M uma curva

regular e (xk) um sistema de coordenadas em M . Logo pelo que vimos temos que

τ(γ)k =
d2γk

dt2
+

m∑

i,j

MΓkij
d γi

dt

dγj

dt
=
D

dt
(γ′(t))k.

Portanto, dizer que uma curva γ de M é harmônica, significa dizer que esta é geodésica.

Exemplo 3.5 (Aplicações totalmente geodésicas). Seja φ : M → N uma aplicação total-

mente geodésica entre as variedades RiemannianasM eN , isto é, φ possui a segunda forma

fundamental identicamente nula ∇dφ = 0. Mostremos que a imagem de uma geodésica de

M por φ é uma geodésica de N , ou seja, que φ leva geodésicas em geodésicas. A rećıproca

também é verdadeira.

Com efeito, seja I um intervalo aberto e α : I →M uma geodésica de M . Neste caso,

como vimos no exemplo anterior, α é uma aplicação harmônica, isto é τ(α) = 0. Assim,

pela proposição (3.2) temos que a curva α̃ = φ ◦ α : I → N é tal que

τ(α̃) = τ(φ ◦ α) = dφ(τ(α)) + ∇dφ(
dα

dt
,
dα

dt
). (3.13)
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Assim, se φ é totalmente geodésica, então ∇dφ = 0, logo τ(α̃) = 0, e portanto a curva

α̃ : I → N é uma geodésica de N .

Reciprocamente, suponhamos que a aplicação φ : M → N , tenha a propriedade de

levar cada geodésica de M em uma geodésica de N . Isto é, para cada curva α : I →M é

tal que τ(α) = 0, temos que τ(α̃) = 0. Neste caso, por (3.13) temos que

∇dφ(
dα

dt
,
dα

dt
) ≡ 0,

isto é

∇dφ(
dα

dt
,
dα

dt
)(x) = 0 para todo x ∈M (3.14)

Por outro lado, para cada x ∈ M e v ∈ TxM , existe uma geodésica α de M , tal que

α(0) = x e dα
dt

∣
∣
t=0

= v, donde conclui-se de (3.14) que

dφ(v, v)(x) = 0 x ∈M.

Afirmamos que isto implica que

∇dφ(x) = 0 x ∈M.

De fato, sendo ∇dφ simétrica e tensorial, temos que

∇dφ(u, v)(x) = −1

2
∇dφ(u− v, u− v)(x) = 0,

para todo u, v ∈ TxM , dáı o afirmado.

Exemplo 3.6. Seja φ : M → Sn−1 uma aplicação com valores na esfera unitária, i :

Sn−1 → R
n a aplicação inclusão e φ̂ = i ◦ φ. Então, pela proposição 3.2 temos que

τ(φ̂) = di(τ(φ)) + traço(∇̂di(dφ, dφ)).

Observando a equação acima vemos que o primeiro termo do lado direito é tangente a

esfera unitária e como “i′′ óbviamente uma imersão isométrica, temos pela identificação

feita anteriormente que o segundo termo é ortonormal a esta. Assim φ é harmônica

se somente se a parte tangencial de τ(φ̂) se anula. Tomemos f : R
n → R, tal que
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f(x) = ‖x‖2, então

0 = ∇M(f ◦ φ̂) = τ(f ◦ φ̂) = df(τ(φ̂)) + traço(∇̂df(dφ̂, dφ̂))

=
〈

grad(f), τ(φ̂)
〉

+ traço(∇̂df(dφ̂, dφ̂))

= 2(
〈

φ̂, τ(φ̂)
〉

+ |dφ|2).

Assim temos que φ é harmônica se somente se τ(φ̂) = − |dφ|2 φ̂.

Exemplo 3.7. Seja π :Rn/{0} → Sn−1, tal que φ(x) = x
|x|

. Pelo exemplo anterior temos

que

τ(π̂) = −(n− 1) |x|−2 π̂(x),

Assim temos que π é harmônica e |dπx|2 = (n− 1) |x|−2 .

A t́ıtulo de informação, apresentaremos sem demonstração, dois resultados relaciona-

dos com os conceitos de aplicações harmônicas aqui apresentados. O primeiro de tais

resultados foi provado por Sampson e pode ser encontrado em [35].

Teorema 3.1 (Continuação Única). Sejam f, g : M → N duas aplicações harmônicas.

Se estas coincidem em algum aberto então estas são idênticas; na relidade tal conclusão

é válida se estas possuem todas as suas derivadas parciais e de todas as ordens iguais

em algum ponto. Em particular, se uma aplicação harmônica é constante em um aberto,

então esta é constante em toda M .

Um outro resultado também muito importante é o seguinte:

Teorema 3.2. Para cada x ∈M existe um sistema local de coordenadas (U, xi) em uma

vizinhança U de p, tal que todas as funções coordenadas são harmônicas.

Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [17].

Na próxima seção, quando então tratar-mos da variação de energia das aplicações,

apresentaremos mais algumas noções geométricas do conceito de aplicação harmônica.

Em tal situação, seremos capazes de apresentar mais algumas propriedades importantes

destas.
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Fórmulas de Variação de Energia

Nesta seção, retomaremos o estudo do funcional energia E, definido no ińıcio do

caṕıtulo. Agora que já possuimos as ferramentas apropridas, podemos passa ao estudo

dos pontos cŕıticos deste. Mostraremos que tais pontos cŕıticos são aplicações harmônicas.

Em verdade, historicamente as aplicações harmônicas foram introduzidas como soluções

deste problema variacional envolvendo o funcional energia. De fato, no caso em que a

variedade M é compacta, estes conceitos são na realidade equivalentes, como teremos a

oportunidade de ver, podendo mesmo a definição de aplicação o harmônica ser dada desta

forma.

Definição 3.5. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, com M além disto com-

pacta. Dada uma aplicação diferenciável φ ∈ C∞(M,N). Dizemos que uma aplicação

F : (−ǫ, ǫ) ×M → N é uma variação de φ, se

F (0, x) = φ(x) x ∈M.

Denotando F (t, x) = φt(x) para x ∈ M, t ∈ I = (−ǫ, ǫ), vemos pela definição que

{φt}t∈I constitui uma famı́lia de aplicações diferenciáveis, isto é, φt ∈ C∞(M,N) ∀t ∈ I

e φo = φ.

Fixado x∈M , vemos que φt(x)=φ(t, x) :I → N , define uma curva diferenciável em N ,

a qual passa por φ(x) em t = 0. Consequentemente, os vetores tangentes a estas curvas,

os quais denotaremos por

V (x) =
dφt(x)

dt

∣
∣
∣
t=0

=
∂φ(0, x)

∂t
∈ Tφ(x)N x ∈M

dão origem a uma seção V ∈ Γ(φ−1(TN)). Tal seção é denominada Campo Variacional de

F . Desta forma, vemos que cada variação de φ, dá origem a uma seção V ∈ Γ(φ−1(TN)).

Afirmamos que a rećıproca neste caso também é verdadeira.

Proposição 3.3. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, com M compacta.

Seja φ ∈ C∞(M,N) uma aplicação diferenciável e V ∈ Γ(φ−1(TN)) uma seção do fibrado

induzido. Então existe uma variação F = φt : I ×M → N tal que

∂φt(x)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= V (p).
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Demonstração: Utilizando da compacidade de M , bem como da continuidade do campo

V , podemos obter um ǫ > 0 suficientemente pequeno, tal que a aplicação expφ(x)(tV (x))

esteja definida para cada t ∈ (−ǫ, ǫ) = I e x ∈M . Definamos

F (t, x) = expφ(x)(tV (x)) (t, x) ∈ I ×M.

É fácil ver que F assim definida constitui uma variação de φ, e que

V (x) =
∂φt(x)

∂t

∣
∣
∣
t=0

x ∈M.

O que confirma a afirmação feito.

Fórmula da Primeira Variação de Energia

Passamos agora a estudar a energia das variações. Seja F = {φt}t∈I como antes, uma

variação de φ. Como por definição φt ∈ C∞(M,N) para cada t ∈ I, podemos considerar

a energia de cada uma das funções desta famı́lia, ou seja

E(φt) =
1

2

∫

M

|dφt|2 dµg.

Temos então, que restrita a esta famı́lia, E(φt) torna-se uma função em t. Assim, podemos

considerar a variação de E(φt).

Teorema 3.3 (Fórmula da Primeira Variação de Energia). Seja F = {φt}t∈I uma

variação da aplicação φ ∈ C∞(M,N). Então

d

dt
E(φt)

∣
∣
∣
t=0

= −
∫

M

〈V, τ(φ)〉 dµg,

onde V é o campo variacional de F , τ(φ) é o campo de tensão de φ e 〈 , 〉 é a métrica

do fibrado induzido φ−TN , a qual também denotaremos por h.

Demonstração: Sendo (M, g) uma variedade Riemanniana com uma conexão compat́ıvel

definida em si, então o mesmo pode ser dito para (I×M), ou seja, (I×M) é uma variedade

diferenciável e admite uma métrica e uma conexão compat́ıvel com esta última definidas

em si, as quais por motivo de simplicidade denotaremos por 〈 , 〉 e ∇. Neste caso, temos
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também que T(t,x)(I ×M) ∼= TxM ⊕ TtI. Tomemos uma base local ortonormal (ei) do

fibrado tangente TM , e denotemos ei = (0, ei) ∈ Γ(T (I ×M)). Como [(0, ei), (d/dt, 0)] =

0, pela proposição 2.1 temos que

∇Φ
∂
∂t

dΦ(ei) = ∇Φ
ei
dΦ(

∂

∂t
).

Definamos implicitamente o campo de vetores (0, Xt)∈ Γ(T ((I×M)) onde Xt ∈ Γ(TM)

para t∈I tal que

〈Xt, (0, Y )〉 = h(dΦ(
∂

∂t
), dΦ(Y ))

para Y ∈ Γ(TM). Assim temos que

1

2

d

dt

m∑

i=1

h(dΦ(ei), dΦ(ei)) =
m∑

i=1

h(∇Φ
∂
∂t

dΦ(ei), dΦ(ei)) =
m∑

i

h(∇Φ
ei
dΦ(

∂

∂t
), dΦ(ei))

=
m∑

i=1

eih(dΦ(
∂

∂t
), dΦ(ei)) − h(dΦ(

∂

∂t
),∇Φ

ei
dΦ(ei))

=
m∑

i=1

eih(dΦ(
∂

∂t
), dΦ(ei)) − h(dΦ(

∂

∂t
), dΦ(∇M

ei
ei))

−
m∑

i=1

h(dΦ(
∂

∂t
), ∇̂dΦ(ei, ei))

=
m∑

i=1

ei 〈Xt, ei〉 − h(dΦ(
∂

∂t
), dΦ(∇M

ei
ei))

−
m∑

i=1

h(dΦ(
∂

∂t
), ∇̂dΦ(ei, ei))

=
m∑

i=1

[ei 〈Xt, ei〉 − h(dΦ(
∂

∂t
), dΦ(∇M

ei
ei))]

−
m∑

i=1

h(dΦ(
∂

∂t
), ∇̂dΦ(ei, ei))

= div(Xt) −
m∑

i=1

h(dΦ(
∂

∂t
), ∇̂dΦ(ei, ei))

= div(Xt) − h(dΦ(
∂

∂t
),

m∑

i=1

∇̂dΦ(ei, ei))

= div(Xt) − h(dΦ(
∂

∂t
), τ(Φ)).

Portanto
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d

dt
E(Φt) =

d

dt

∫

M

1

2
〈dΦ, dΦ〉 dµg =

∫

M

1

2

d

dt
〈dΦ, dΦ〉 dµg

=

∫

M

1

2

d

dt

m∑

i=1

h(dΦ(ei), dΦ(ei))dµg

=

∫

M

div(Xt)dµg − h(dΦ(
∂

∂t
), τ(Φ))dµg

=

∫

M

div(Xt)dµg −
∫

M

h(
∂φt
∂t

, τ(Φ))dµg.

Sendo M por hipótese compacta, pelo teorema de divergência (ver apêndice), temos que

a primeira das integrais acima se anula. Assim, temos

d

dt
E(Φt)

∣
∣
∣
t=0

= −
∫

M

h(
∂φt
∂t

∣
∣
∣
t=0
, τ(Φ))dµg.

Como afirmado.

Utilizando o teorema anterior, podemos obter o seguinte resultado:

Corolário 3.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades de Riemannianas, com M compacta

e φ ∈ C∞(M,N). Uma condição necessária e suficiente para que d
dt
E(φt)

∣
∣
∣
t=0

= 0, para

qualquer que seja a variação F = {φt}t de φ, é que tenhamos o campo tensão de φ

identicamente nulo, isto é τ(φ) ≡ 0.

Demonstração: A condição é realmente necessária, de fato, como vimos, dado um campo

V ∈ Γ(φ−1(TN)), existe uma variação F de φ, cujo campo variacional é V . Assim, sendo

τ(φ) um de tais campos, podeŕıamos tomar uma variação de φ cujo campo variacional fosse

τ(φ), logo pelo teorema anterior, teŕıamos que τ(φ) ≡ 0. A suficiência é imediata.

A partir do corolário 3.1, podemos como dito no ińıcio, caracterizar as aplicações

harmônicas (definidas em variedades compactas), como os pontos cŕıticos do funcional

energia E.

Corolário 3.2. Sejam (M, g) e (N, h) variedades de Riemannianas, com M compacta.

Então, uma aplicação φ∈C∞(M,N) é harmônica se e somente se é um ponto cŕıtico para

o funcional energia.
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Observação 3.1. No resultado anterior, bem como no restante deste e do próximo tópico,

podeŕıamos nos restringir as aplicações de suporte compacto (neste caso as variações

utilizadas seriam de suporte compacto), ao invés de exigir que a variedade de partida M

fosse compacta. Preferimos fazer desta forma, pois para os nossos propósitos posteriores

estas restrição será necessária.

Fórmula da Segunda Variação de Energia

Na sequência, apresentaremos a segunda fórmula de variação de energia, para aplicações

harmônicas entre variedades Riemannianas.

Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta de dimensão m, (N, h) uma variedade

Riemanniana de dimensão n, φ ∈ C∞(M,N) uma aplicação harmônica entre tais var-

iedades, I = (−ǫ, ǫ) um intervalo aberto e F = {ut}t∈I uma variação diferenciável de φ,

cujo campo variacional é dado por

V =
dφt(x)

dt

∣
∣
∣
t=0

=
∂φ(0, x)

∂t
∈ Tφ(x)N ∈ Γ

(
φ−1TN

)
.

Temos então o seguinte resultado:

Teorema 3.4 (Fórmula da Segunda Variação de Energia). Seja u ∈ C∞(M,N) uma

aplicação harmônica e F = {ut}t∈I uma variação diferenciável de φ. Então

d2E(ut)

dt2

∣
∣
∣
∣
t=0

= −
∫

M

h
(
V, traço

(
RN (V, φ)φ+ ∇∇V

))
dµg,

onde V é o campo variacional de φ e RN é o tensor curvatura de N .

Demonstração: De forma análoga a que fizemos na demonstração da primeira fórmula

de variação de energia, consideraremos a variedade produto I ×M , munida da métrica

produto e da conexão compat́ıvel com esta, consideraremos ainda, o produto tenso-

rial T (I ×M)∗ ⊗ F−1TN , o qual, como vimos, também admite uma métrica fibrada

e uma conexão compat́ıvel com esta. Tomemos ainda, da mesma forma que fizemos

anteriormente, uma base local ortonormal (ei) do fibrado tangente TM , e denotemos

54



ei = (0, ei) ∈ T(t,p)(I ×M). Temos então que:

d2E(ut)

dt2
=

d

dt

(
dE(ut)

dt

)

(3.15)

=
d

dt

(
∫

M

h

(

du

(
∂

∂t

)

,
m∑

i=1

∇du(ei, ei)
)

dµg

)

=

∫

M

m∑

i=1

d

dt
h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇du(ei, ei)
)

dµg

=

∫

M

m∑

i=1

[

h

(

∇( ∂
∂t)
du

(
∂

∂t

)

,∇du(ei, ei)
)

+ h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)

∇du(ei, ei)
)]

dµg.

Mas pelo lema (3.1) temos que

∇du(ei, ei) = ∇ei
du(ei) − du

(
∇M
ei
ei
)
.

Donde

∇( ∂
∂t)

∇du(ei, ei) = ∇( ∂
∂t)

∇ei
du(ei) −∇( ∂

∂t)
du
(
∇M
ei
ei
)
.

E portanto

h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)

∇du(ei, ei)
)

= h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)

∇ei
du(ei)

)

− h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)
du
(
∇M
ei
ei
)
)

. (3.16)

Por outro lado, por definição temos que

RN

(

du

(
∂

∂t

)

, du(ei)

)

du(ei) = ∇N
du( ∂

∂t)
∇N
du(ei)

du(ei) −∇N
du(ei)

∇N
du( ∂

∂t)
du(ei)

− ∇N

[du( ∂
∂t),du(ei)]

du(ei)

Porém, como pode ser facilmente verificado com o aux́ılio da proposição (2.1)

[

du

(
∂

∂t

)

, du(ei)

]

= 0.

Donde temos que

∇N
du( ∂

∂t)
∇N
du(ei)

du(ei) = RN

(

du

(
∂

∂t

)

, du(ei)

)

du(ei) + ∇N
du(ei)

∇N
du( ∂

∂t)
du(ei).(3.17)

Mostremos também que

(

∇∇du
(
∂

∂t

))

(ei, ei) = ∇du(ei)∇du(ei)du

(
∂

∂t

)

−∇∇M
ei
ei
du

(
∂

∂t

)
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De fato, temos que

∇∇du
(
∂

∂t

)

(ei, ei) =

[

∇
(

∇du
(
∂

∂t

))]

(ei, ei)

= ∇ei

[(

∇du
(
∂

∂t

))

(ei)

]

−
[

∇du
(
∂

∂t

)]
(
∇M
ei
ei
)

= ∇ei
∇ei

du

(
∂

∂t

)

−∇∇M
ei
ei
du

(
∂

∂t

)

= ∇ei
∇( ∂

∂t)
du(ei) −∇( ∂

∂t)
du
(
∇M
ei
ei
)
.

Onde na última passagem utilizamos a simetria provinda proposição (2.1). Logo temos

que

∇( ∂
∂t)
du
(
∇M
ei
ei
)

= ∇ei
∇( ∂

∂t)
du(ei) −∇∇du

(
∂

∂t

)

(ei, ei). (3.18)

Substituindo então (5.22) e (5.23) em (5.21) obtemos que

h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)

∇du(ei, ei)
)

= h

[

du

(
∂

∂t

)

, RN

(

du

(
∂

∂t

)

, du(ei)

)

du(ei) + ∇N
du(ei)

∇N
du( ∂

∂t)
du(ei)

]

−h
[

du

(
∂

∂t

)

,∇ei
∇( ∂

∂t)
du(ei) −∇∇du

(
∂

∂t

)

(ei, ei)

]

.

Donde

h

(

du

(
∂

∂t

)

,∇( ∂
∂t)

∇du(ei, ei)
)

= h

[

du

(
∂

∂t

)

, RN

(

du

(
∂

∂t

)

, du(ei)

)

du(ei)

]

+ h

[

du

(
∂

∂t

)

,∇∇du
(
∂

∂t

)

(ei, ei)

]

Assim por (3.15) temos que

d2E(ut)

dt2
=

∫

M

m∑

i=1

h

(

∇( ∂
∂t)
du

(
∂

∂t

)

,∇du(ei, ei)
)

dµg

−
∫

M

m∑

i=1

h

[

du

(
∂

∂t

)

, RN

(

du(ei), du

(
∂

∂t

))

du(ei) + ∇∇du
(
∂

∂t

)

(ei, ei)

]

dµg

=

∫

M

h

(

∇( ∂
∂t)
du

(
∂

∂t

)

,
m∑

i=1

∇du(ei, ei)
)

dµg

−
∫

M

h

[

du

(
∂

∂t

)

,

m∑

i=1

RN

(

du(ei), du

(
∂

∂t

))

du(ei) +
m∑

i=1

∇∇du
(
∂

∂t

)

(ei, ei)

]

dµg

=

∫

M

h

(

∇( ∂
∂t)
du

(
∂

∂t

)

, τ(ut)

)

dµg

−
∫

M

h

[

du

(
∂

∂t

)

, traço

(

RN

(

du

(
∂

∂t

)

, dut

)

dut + ∇∇dut
(
∂

∂t

))]

dµg
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Assim em t = 0 temos que

d2E(ut)

dt2

∣
∣
∣
∣
∣
t=0

=

∫

M

h

(

∇( ∂
∂t)
du

(
∂

∂t

) ∣
∣
∣
t=0
, τ(φ)

)

dµg

−
∫

M

h

(
∂u

∂t

∣
∣
∣
t=0
, traço

(

RN

(
∂u

∂t

∣
∣
∣
t=0
, du0

)

du0 + ∇∇∂u

∂t

∣
∣
∣
t=0

))

dµg

Sendo φ por hipótese harmônica, temos que τ(φ) = 0, e portanto

d2E(ut)

dt2

∣
∣
∣
∣
∣
t=0

= −
∫

M

h
(
V, traço

(
RN (V, dφ) dφ+ ∇∇V

))
dµg.

Como queŕıamos demonstrar.

Imersões

Neste tópico, estudaremos o caso em que φ∈C∞(M,N) é uma imersão. Aqui teremos

finalmente a oportunidade de relacionar-mos, como prometido, a definição clássica da

segunda forma fundamental, válida para imersões, com a definição desta apresentada

nas seções anteriores. Algumas propriedades minimizantes das aplicações harmônicas,

também serão apresentadas.

Sejam Mm e Nm+k=n variedades de Riemannianas e φ ∈ C∞(M,N) uma imersão

isométrica. Podemos então identificar X∈Γ(TM) com dφ(X) ∈ Γ(φ−1(TN)) e considerar

TpM como sendo um subespaço de Tφ(p)N onde p ∈M . Desta forma, podemos utilizar o

produto interno definido em Tφ(p)N para decompor este em soma direta

Tφ(p)N = TpM ⊕ TpM
⊥

onde TpM
⊥ é o complemento ortogonal de TpM em Tφ(p)N . Assim, temos que se v ∈ TpM

então

v = vT + vN , onde vT ∈ TpM e vN ∈ TpM
⊥

e vT , vN são únicos. Dados pois X,Y ∈ Γ(φ−1(TN)), então pela proposição 3.1 temos

∇̂dφ(X,Y ) = ∇N
dφ(X)dφ(Y ) − dφ(∇M

X Y ).
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Portanto

∇N
dφ(X)dφ(Y ) = ∇̂dφ(X,Y ) + dφ(∇M

X Y ).

Assim, vemos que neste caso, ∇̂dφ é a segunda forma fundamental de M no sentido

clássico, ou seja, ∇̂dφ(X,Y ) é a projeção de ∇N
XY no espaço TpM

⊥ (isto é, a projeção

ortogonal de ∇N
XY ), de acordo com as identificações feitas. Relembremos ainda, que neste

caso, podemos definir o conceito de vetor curvatura média H de M em N , como sendo o

traço da segunda forma fundamental dividido por m. Passemos então a estudar algumas

propriedades minimizantes das aplicações harmônicas.

Definição 3.6. Seja φ : M → N uma imersão isométrica. Dizemos que φ é uma imersão

mı́nima de M em N , se o vetor curvatura média é tal que H(p) = 0 para todo p ∈M .

O motivo da palavra mı́nima na definição acima, é que estas possuem a propriedade

de minimizarem volume. Mais especificamente falando, temos que; se M ⊂ N é uma

imersão mı́nima e P ⊂ M é um domı́nio sulficientemente pequeno tal que ∂P é regular,

então, o volume de P vista como subvariedade de N , isto é, com a métrica induzida de

N , é menor que o volume de qualquer outra subvariedade de N que tenha este mesmo

bordo (ver [30]). Pelo que foi dito temos:

Teorema 3.5. Seja φ :M→ N uma imersão isométrica. Então, φ é uma imersão mı́nima

de M em N , se e somente se φ é harmônica.

Demonstração: Com efeito, sendo φ uma imersão isométrica, temos que a segunda

forma fundamental ∇̂dφ coincide com a segunda forma fundamental clássica. Neste caso,

o vetor curvatura média H de M em N é tal que

H =
traço∇̂dφ

m
=
τ(φ)

m
.

Assim temos que φ é imersão mı́nima, se e somente se

τ(φ)

m
= H ≡ 0 ⇔ τ(φ) ≡ 0

o que mostra afirmado.
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Pode-se ver também, que, dada uma variação F = {φt}t∈I : I × M → N de φ por

imersões (i.e φt : M → N é uma imersão para cada t ∈ I fixado). Então

d

dt
(

∫

M

dµφ−1h)
∣
∣
∣
t=0

= −
∫

M

〈
∂φt
∂t

∣
∣
∣
t=o
, τ(φ)

〉

dµφ−1h

onde dµφ−1h é a medida padrão de M associada com a métrica induzida g = φ−h. Uma

demonstração deste fato pode ser encontrada em [8].

Definição 3.7. Dizemos que φ : M → N é uma aplicação conforme, se existe uma função

positiva λ : M → R
∗
+ tal que para todo p ∈M e X,Y ∈ Γ(TM) tenhamos

g(X,Y )(p) = λ2(p)h(dφ(X), dφ(Y ))φ(p).

Neste caso, λ é chamado de fator de conformalidade de φ. Nesta situação, podemos

então definir uma nova métrica g̃ em M tomando g̃ = λ2g, neste caso, temos que g̃

coincide com a métrica induzida φ−1h em M por φ. Sendo (M, g̃) uma variedade de

Riemanniana, temos que esta admite uma conexão de Levi-Civita, a qual denotaremos

por ∇̃. Relacionamos as duas conexões ∇̃ e ∇ (onde ∇ é a conexão de Levi-Civita de

(M, g)) através do seguinte resultado.

Lema 3.2. Sejam ∇̃ e ∇ as conexões de Levi-Civita de (M, g̃) e (M, g) respectivamente,

onde g̃ = λ2g. Então

∇̃XY = ∇XY +
λ−2

2
X(λ2)Y +

λ−2

2
Y (λ2)X − λ−2

2
g(X,Y )gradg(λ

2)

para X,Y ∈ Γ(TM). Onde gradg é o gradiente em (M, g).

Demonstração: Fixado p ∈ M . Tomemos um referencial (local) geodésico em p com

respeito a métrica g, isto é, g(Xi, Xj) = δij em uma vizinhança de p e ∇M
Xi
Xj(p) = 0.

Sejam pois

X =
m∑

i=1

aiXi e ∇̃XY (p) =
m∑

j=1

bjXj(p).

Assim, afim de determinar-mos ∇̃XY (p), é suficiente que determine-mos as componentes

(bi), da combinação anterior. Como ∇̃XY (p) =
∑m

j=1 bjXj(p) então bk = g(Xk(p), ∇̃XY (p).

Portanto

bkλ
2(p) = λ2(p)g(Xk(p), ∇̃XY (p))

= g̃(Xk, ∇̃XY )(p).
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Como por hipótese ∇̃ é a conexão de Levi-Civita de (M, g̃), temos pela fórmula de

Koszul que

bkλ
2(p) = g̃(Xk, ∇̃XY )(p)

=
1

2
{Xg̃(Y,Xk) + Y g̃(Xk, X) −Xkg̃(X,Y )

− g̃([X,Xk], Y ) − g̃([Y,Xk], X) − g̃([X,Y ], Xk)}

=
1

2
{X[λ2g(Y,Xk)] + Y [λ2g(Xk, X)] −Xk[λ

2g(X,Y )]}

− λ2g([X,Xk], Y ) − λ2g([Y,Xk], X) − λ2g([X,Y ], Xk)}

=
1

2

{[
X(λ2)g(Y,Xk) + λ2Xg(Y,Xk)

]

+
[
Y (λ2)g(Xk, X) + λ2Y g(Xk, X)

−
[
Xk(λ

2)g(X,Y ) − λ2Xkg(X,Y )

− λ2g([X,Xk], Y ) − λ2g([Y,Xk], X) − λ2g([X,Y ], Xk)
}

.

Temos então que

bk =
1

2

{

Xg(Y,Xk)
]
+ Y g(Xk, X) −Xkg(X,Y )

− g([X,Xk], Y ) − g([Y,Xk], X) − g([X,Y ], Xk)
}

+ λ−2 1

2

{[
X(λ2)g(Y,Xk) +

[
Y (λ2)g(Xk, X) −

[
Xk(λ

2)g(X,Y )
}

= g
(
Xk(p),∇XY (p)

)
+ λ−2 1

2

{[
X(λ2)g(Y,Xk) +

[
Y (λ2)g(Xk, X) −

[
Xk(λ

2)g(X,Y )
}

.

Portanto

∇̃YX(p) =
m∑

i=1

biXi

=
m∑

i=1

g
(
Xi(p),∇XY (p)

)
Xi

+ λ−2

m∑

i=1

1

2

{[
X(λ2)g(Y,Xi) +

[
Y (λ2)g(Xi, X) −

[
Xi(λ

2)g(X,Y )
}

Xi

= ∇XY (p) +
λ−2

2
X(λ2)Y (p) +

λ−2

2
Y (λ2)X(p) − λ−2

2
g(X(p), Y (p))gradg(λ

2).

Como isto é válido para todo p∈M , o resultado segue.

Mostraremos agora que o teorema (3.5) pode ser generalizado para as imersões con-

formes.
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Teorema 3.6. Sejam (Mm, g), (Nn, h) variedades Riemannianas, com m ≥ 2 e φ :

M → N uma imersão conforme. Então

a) Se m = 2 então φ é harmônica se somente se M é mı́nima em N .

b) Se m > 2 então duas das condições seguintes implicam na terceira:

1) φ é harmônica,

2) M é mı́nima em N ,

3) φ é uma homotetia (i.e. seu fator de conformalidade é constante).

Demonstração: Sejam (M, g), (M, g̃) e ∇M ,∇M̃ como no lema anterior, suas respectivas

conexões Riemannianas. Suponhamos que λ seja o fator de conformalidade de φ. Logo

pelo lema anterior temos

∇M̃
X Y = ∇M

X Y +
λ−2

2
X(λ2)Y +

λ−2

2
Y (λ2)X − λ−2

2
g(X,Y )gradg(λ

2) (3.19)

para X,Y ∈ Γ(TM). Tomando então um referencial local geodésico {ei} em TM temos

∇M̃
ei
ei = ∇M

ei
ei + λ−2ei(λ

2)ei −
λ−2

2
gradg(λ

2) i = 1, · · · ,m.

Pelo lema 3.1, temos que

∇̂M̃dφ(ei, ei) = ∇N
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ(∇M̃
ei
ei).

Assim

τ̃(φ) =
m∑

i=1

∇̂M̃dφ(ei, ei) =
m∑

i=1

∇N
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ(∇M̃
ei
ei).

Por outro lado, utilizando 3.19 obtemos que

∇̂M̃dφ(ei, ei) = ∇N
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ(∇M̃
ei
ei)

= ∇N
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ(∇M
ei
ei)

+ dφ(λ−2ei(λ
2)ei −

λ−2

2
gradg(λ

2))

= ∇N
dφ(ei)

dφ(ei) − dφ(∇M
ei
ei)

+
λ−2

2
dφ(

1

2
ei(λ

2)ei − gradg(λ
2)).

Somando em i, obtemos
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mH = τ(φ) +
λ−2

2
(m− 2)dφ(gradg(λ

2)

onde no lado esquerdo utilizamos que φ : (M, g̃) → (N, h) é imersão isométrica, donde

como vimos τ̃(φ) = mH. Por esta última equação, concluimos o afirmado.

Funções Subharmônicas e Superharmônicas

Nesta seção, faremos uma breve abordagem das funções subharmônicas e super-

harmônicas (definidas no que se segue), apresentando alguns resultados a respeito destas.

Definição 3.8. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma aplicação difer-

enciável f : M → R é subharmônica se

∆f ≥ 0.

onde ∆ é o operador Laplaciano de M . Se pois, −f é subharmônica, então f é dita ser

superharmônica.

Nosso próximo resultado é de grande utilidade no estudo das aplicações subharmônicas,

uma vez que pode dizer muito sobre a topologia das variedades nas quais estas se acham

definidas.

Teorema 3.7. Seja (M, g) uma variedade compacta. Então, toda aplicação f : M → R

subharmônica em M é constante.

Demonstração: Dada uma aplicação diferenciável f : M → R, como vimos em 3.10,

neste caso ∆f = div(grad(f)), assim, sendo (M, g) por hipótese compacta, pelo teorema

de divergência (ver apêndice), temos que

∫

M

∆fdµg = 0. (3.20)

Como por definição ∆f ≥ 0, (pois por hipótese f é subharmônica), conclúımos por 3.20

que ∆f = 0.

Por outro lado, dadas h, g∈C∞(M), temos que
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∆(h · g) = h∆g + g∆h+ 2g(grad (h), grad (g)).

Assim, tomando h = f/2 e g = f na equação acima obtemos

∆(f 2/2) = (f/2)∆(f) + f∆(f/2) + 2g(f/2, f)

= f∆f + g(grad (f), grad (f))

= f∆f + ‖grad (f)‖2 .

Portanto

∆(f 2/2) = ‖grad (f)‖2 ≥ 0.

Donde temos que f 2/2, também é subharmônica. Utilizando-a em 3.20, obtemos que

∫

M

‖grad (f)‖2 dµg =

∫

M

∆(f 2/2)dµg = 0.

Como obviamente ‖grad (f)‖2 ≥ 0, temos por esta última equação que grad (f) = 0, e

portanto f é constante.

Observando a demonstração do teorema anterior, vemos que no caso em que M é

compacta e orientada, as definições de aplicação harmônica e subharmônica são equiv-

alentes. Também neste caso, temos pelo teorema, que as únicas funções harmônicas de

tais superf́ıcies são essencialmente as funções constantes. Uma outra conseqüência direta

do teorema acima é que os espaços R
n não admitem subvariedades compactas que sejam

mı́nimas.
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Caṕıtulo 4

Existência de Aplicações Harmônicas

Introdução

Como vimos nos caṕıtulos iniciais deste trabalho, as aplicações harmônicas são ex-

tremamente importantes. Não apenas por suas propriedades, como também pelo fato

destas poderem ser utilizadas para se estudar a topologia das variedades nas quais es-

tas se encontram definidas ou tomam valores. Assim, torna-se uma questão relevante se

saber, quais são as condições necessárias para que as variedades admitam alguma aplicação

harmônica (não constante) definida entre elas. Também, e até de maior relevância, é a

questão de se saber, se uma aplicação cont́ınua qualquer entre estas variedades, pode ou

não, ser “deformada” de forma que se torne uma aplicação harmônica.

Como veremos na próxima seção, para a situação espećıfica das curvas em variedades

Riemannianas (ou seja, quando a variedade de partida é um intervalo da reta), as questões

acima levantadas podem ser integralmente respondidas. Inclusive, historicamente isto foi

o que mais motivou tais questionamentos.

Na realidade, o intuito principal deste texto, é generalizar os resultados previamente

obtidos (e demonstrados na próxima seção) no caso das curvas (em qual caso, as aplicações

harmônicas são exatamente as geodésicas), para situações mais gerais de aplicações entre

variedades Riemannianas.
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Existência de Geodésicas Fechadas

Iniciemos revisando alguns conceitos, os quais serão necessários para o que se segue.

Definição 4.1. Dadas dois caminhos cont́ınuos e fechados c0 : [0, a] →M e c1 : [0, a] →M

na variedade M (isto é, ci(0) = ci(a), i = 0, 1). Dizemos que uma aplicação cont́ınua

f : [0, a] × [0, 1] →M é uma homotopia livre entre c0 e c1 se:

i) f(t, 0) = c0(t), f(t, 1) = c1(t) t ∈ [0, a],

ii) f(0, s) = f(a, s) s ∈ [0, 1].

Nesta situação, dizemos que c0 e c1 são livremente homotópicas e denotamos c0 ≃ c1.

Como pode ser mostrado, a relação de dois caminhos fechados de M serem livremente

homotópicos, é uma relação de equivalência. Assim, dado um caminho fechado c de M ,

temos a seguinte classe de equivalência

[c] = {c1 (caminhos fechados de M) | c ≃ c1}.

Denotamos o conjunto de tais classes por C1(M). A classe das aplicações que são

livremente homotópicas a uma aplicação constante, é dita ser a classe trivial.

Outros dois conceitos importantes, são os de laço geodésico e o de geodésica fechada.

Dizemos que um caminho fechado c : [0, a] → M de M é um laço geodésico em M se

c é uma geodésica (logo C∞) em todos menos um de seus pontos, onde este deixa de ser

regular. Em geral, nesta situação tem-se c′(0) 6= c′(a). Por outro lado, uma geodésica

fechada de M , é um caminho fechado c : [0, a] → M de M , que é geodésica em todos

os seus pontos (neste caso c′(0) = c′(a)). Feitas tais observações, passemos a analisar a

existência de geodésicas fechadas.

Teorema 4.1 (Cartan). Se (M, g) é uma variedade Riemanniana compacta, e L ∈ C1(M)

não é a classe trivial (constante), então existe uma geodésica fechada de M na classe L.

Demonstração: Seja d o ı́nfimo dos comprimentos L(γ) das curvas fechadas diferenciáveis

por parte da classe L. Tomemos uma sequência {ci} ⊂ L de curvas fechadas diferenciáveis
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por parte da classe L, tal que

L(ci) → d = inf L(γ).

Podemos sem perda de generalidade supor que cada cj seja uma curva parametrizada

pelo comprimento de arco, definida em [0, 1], e tal que a restrição cj|[tj−1,tj ] seja uma

geodésica (i.e cj é uma geodésica quebrada). Uma argumentação da suposição anterior,

pode ser feita utilizando-se de vizinhanças totalmente normais de maneira análoga a que

faremos abaixo. Seja Lj = L(cj) e L = inf(Lj). Assim, se 0 ≤ t1 < t2 ≤ 1 então

d(cj(t1), cj(t2)) ≤
∫ t2

t1

∣
∣c′j(t)dt

∣
∣ ≤ L(t2 − t1).

Assim, temos que {cj} é uma famı́lia equicont́ınua. Como M por hipótese é compacta,

por Arzelá-Ascoli, temos que existe uma subsequência de {cj}, a qual também denotare-

mos por {cj}, que converge para uma curva cont́ınua e fechada c0 : [0, 1] → M , e como

pode ser mostrado c0 ∈ L .

Como a imagem c0([0, 1]) é um compacto da variedade M , podemos tomar uma

partição 0 = t0 < t1 < · · · < tk = 1 do intervalo [0, 1], de forma que cada c0 |[ti−1,ti]

esteja contida em uma vizinhança totalmente normal Wi. Trocando então c0 |[ti−1,ti] pela

geodésica minimizante ci que liga os pontos c0(ti−1) e c0(ti) emWi, obtemos que uma curva

fechada diferenciável por partes c : [0, 1] →M em M , tal que c|[ti−1,ti] = ci (geodésica min-

imizante), para cada i = 1, . . . , k. Por construção, temos que c é livremente homotópica

a c0. Logo, temos que c ∈ L, donde seu comprimento é tal que L(c) ≥ d. Mostremos que

L(c) = d.

Com efeito, suponhamos que L(c) > d, seja então ǫ = (L(c) − d)/(2k + 1) > 0. Pela

definição de d e pelo fato de {cj} convergir uniformemente para c0, podemos tomar um j

suficientemente grande, de forma que

L(cj) < d+ ǫ, d(cj(t), c0(t)) < ǫ t ∈ [0, 1].
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Denotando cij = cj|[ti−1,ti], temos que

k∑

i=1

(
L(cij) + 2ǫ

)
= L(cj) + 2kǫ < d+ (2k + 1)ǫ

= L(c) =
k∑

i=1

L(ci).

Donde temos que

L(cij) + 2ǫ < L(ci), 1 ≤ i ≤ k.

Isto mostra que o comprimento da curva diferenciável por partes obtida unindo a geodésica

mı́nimizante que liga c0(ti−1) e cj(ti−1), a curva cij e a geodésica mı́nimizante que liga c0(ti),

e cj(ti), possui comprimento menor que c, isto contradiz o fato de ci ser minimizante e

portanto temos que L(c) = d.

Como por hipótese L não é a classe trivial de homotopia, temos que L(c) = d > 0.

Assim, parametrizando c pelo comprimento de arco, temos que c : [0, d] → M é uma

curva fechada diferenciável por partes, tal que ci = c|[ti−1,ti] é uma geodésica, e que c tem

o menor comprimento entre todas as curvas da classe L. Assim, resta somente verificar

que c é regular (C∞) em cada ponto pi = c(ti), i = 0, . . . , k.

Suponhamos que c não fosse regular em algum dos pontos pi. Ou seja, estamos supondo

que ci−
′
(ti) 6= ci+

′
(ti). Neste caso, consideremos uma bola convexa B centrada em pi, com

raio suficientemente pequeno. Tomando então dois pontos q1, q2 ∈ c([ti−1, ti])∩B próximos

de pi e em seguida ligando-os por uma geodésica minimizante em B, obtemos uma curva

fechada diferenciável por partes de comprimento menor que c, o que contradiz o fato de

c ser minimizante. Portanto, c é regular em pi.

Infelizmente, para situações mais gerais que a das curvas, o problema posto não pode

ser abordado da forma que fizemos acima. Inclusive, uma tal afirmação com respeito

a existência como a feita, não é necessariamente verdadeira, sem que se façam maiores

restrições as variedades dadas.

Como veremos neste caṕıtulo, sob as hipóteses de compacidade das variedades, e de

não-positividade da curvatura da variedade de chegada, então a resposta para a segunda

questão acima a respeito da existência (e com maior razão para a primeira) é sim.
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A demonstração deste fato, foi primeiro apresentada em 1964 por Eells e Sampson,

os quais utilizaram para este propósito de uma técnica conhecida como método do fluxo

do calor, que explicaremos na sequência. Neste texto, daremos uma demonstração deste

resultado, na qual utilizaremos o teorema da aplicação inversa em espaços de Banach.

O Método do Fluxo do Calor

Podemos sintetizar as idéias acima no seguinte teorema devido a Eells e Sampson,

cuja demonstração é o objetivo principal deste texto.

Teorema 4.2 (Eells e Sampson). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas com-

pactas, onde N além disto tem curvatura não-positiva. Então, qualquer aplicação cont́ınua

f : M → N , é livremente homotópica a uma aplicação harmônica g : M → N .

A expressão “f e g são livremente homotópicas”, quer dizer que existe uma aplicação

cont́ınua u : M × [0, 1] → N tal que

u(x, 0) = f(x) e u(x, 1) = g(x), x ∈M.

Lembramos também, que N possuir curvatura não-positiva, quer dizer que para cada

q ∈N e para cada subsespaço bidimensional σ ⊂ TqN tem-se que a curvatura seccional

K(σ) ≤ 0. No que se segue, representaremos este fato simplesmente dizendo que KN ≤ 0.

Como já dissemos, um ponto importante na demonstração do teorema acima, é a

utilização que se faz do método do fluxo do calor que passaremos a descrever. De ińıcio,

daremos apenas as idéias intuitivas e geométricas deste, desconsiderando os posśıveis

detalhes e entraves, os quais posteriormente serão esclarecidos ou mesmo definidos.

Relembrando as definições apresentadas nos caṕıtulos anteriores, temos que dada uma

aplicação φ∈C∞(M,N), define-se uma variação desta, como sendo uma aplicação difer-

enciável F = {ut}t∈I , tal que a cada t ∈ I = (−ǫ, ǫ), esta associa diferenciavelmente uma

aplicação ut∈C∞(M,N), isto é

F : I → C∞(M,N) (4.1)
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e que além disto u0 = φ. Vimos também, que ssociado a cada de tais aplicações, temos

um campo

V =
dut
dt

∣
∣
∣
t=0

∈ Γ(φ−1TN) (4.2)

chamado de campo variacional.

Sendo M compacta, podemos também definir o funcional energia E nos espaços das

aplicações diferenciáveis

E : C∞(M,N) → R

tal que a cada φ ∈ C∞(M,N), esta associa um número real. Portanto, pelo dito em

(4.1), podemos considerar uma variação como uma famı́lia de aplicações diferenciáveis

F = {ut}t∈I , tal que o funcional energia E, restrito a esta torna-se pois uma aplicação

E(ut) : I → R

a qual a cada t ∈ I, associa um número real. Assim, podemos considerar a derivada de

E(ut) em t = 0, que é a primeira variação

d

dt
E(ut)

∣
∣
t=0

= −
∫

M

〈V, τ(φ)〉 dµg. (4.3)

Desta forma, se considerarmos M = C∞(M,N) como uma variedade, temos que

cada aplicação φ ∈ C∞(M,N), pode então ser pensada como um ponto desta. Neste

caso, temos também, que cada variação pode ser pensada como uma curva em M, e que

o funcional energia E : C∞(M,N) → R é pois um funcional em M.

Sob estas considerações, vemos por (4.2) que um campo variacional V ∈Γ(φ−1(TN)),

nada mais é que um vetor tangente a curva (variação) F de M no ponto φ. Por outro lado,

como foi mostrado no caṕıtulo 2, todo campo V ∈Γ(φ−1(TN)), define uma variação F de

φ (isto é, dada V ∈Γ(φ−1(TN)), existe uma variação F de φ, tal que o campo variacional

de F seja exatamente V ), e portanto, podemos considerar o espaço tangente TφM de M
em φ, como sendo o próprio Γ(φ−1(TN)). A este espaço, associamos o produto interno

〈〈 , 〉〉, tal que

〈〈V1, V2〉〉 =

∫

M

〈V1, V2〉 dµg (4.4)
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onde V1, V2∈Γ(φ−1(TN)), 〈 , 〉 é a métrica fibrada do fibrado induzido φ−1(TN) e µg é

a medida padrão induzida pela métrica g em M .

De maneira geral, se f ∈C∞(M,R) é uma função diferenciável em uma variedade M ,

então sua derivada direcional dfp(V ), em um ponto p∈M na direção V ∈TpM , é definida

por
d

dt
(f ◦ α)

∣
∣
t=0

, onde α : I → M é uma curva diferenciável qualquer de M , tal que

α(0) = p e α′(0) = V . Portanto, pelas considerações anteriores, temos que a variação
d

dt
E(ut)

∣
∣
t=0

, pode então ser pensada como a derivada direcional do funcional E no ponto

φ∈M, tomada na direção do campo variacional V , e portanto, por (4.3) temos que

dEφ(V ) = −
∫

M

〈V, τ(φ)〉 dµg = −〈〈v, τ(φ)〉〉 .

Vemos então pela expressão acima, que o campo de tensão τ(φ), nada mais é que o

gradiente do funcional −E tomado no ponto φ∈M, isto é

−grad E(φ) = τ(φ). (4.5)

Desta forma, sob as indentificações feitas, vemos que as aplicações harmônicas entre as

variedades M,N , são na realidade as singularidades do campo gradiente grad E do fun-

cional energia E.

Sendo pois o funcional energia E não-negativo, o nosso problema de deformar uma

aplicação dada até que se obtenha uma aplicação harmônica (ou mesmo saber se isto

é posśıvel), por nossas identificações, torna-se de certa forma (não necessariamente)

um problema de minimização, isto é, busca-se por uma curva que passe por um ponto

(aplicação inicial dada), e tal que restrita a esta o funcional energia E, assuma seu valor

mı́nimo. Como sabemos, isto pode ser feito utilizando-se do campo gradiente. Isto é, em

se buscando obter o mı́nimo de um funcional (no caso E), tendo-se por condição incial um

ponto φ∈M, o melhor a se fazer é seguir na direção oposta ao campo gradiente (neste

caso o campo de tensão τ). Assim, devemos buscar uma curva {ut}{t∈I} em M, tal que

seu campo direcional coincida em cada ponto ut com o campo determinado pelo campo

de tensão τ(ut), ou posto de outra forma, devemos buscar pelas curvas integrais do campo

de tensão τ = −grad E, logo, a curva procurada deve ser tal que

∂ut
∂t

= τ(ut). (4.6)
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Como vimos anteriormente, o campo de tensão de uma aplicação φ∈C∞(M,N), pode

ser pensado como uma generalização do Laplaciano ∆f das funções f ∈C∞(M,Rn). Desta

forma, vemos que a equação (4.6) acima, pode ser identificada com a equação do calor (ver

apêndice), sendo no entanto não-linear. Por este motivo, o método de se obter aplicações

harmônicas a partir de uma aplicação dada, deformando-a na direção do campo de tensão,

recebe o nome de método do fluxo do calor. Como veremos, tal método é muito eficiente

para a finalidade proposta, que é a de obter uma aplicação harmônica a partir de uma

aplicação cont́ınua dada.

Diante das observações feitas, passemos a considerar o problema de valor inicial






∂ut

∂t
(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x)
(4.7)

onde T > 0 e f ∈C∞(M,N) é a condição inicial do problema. Uma aplicação u é dita

solução deste problema, se

u ∈ C0(M × [0, T ), N) ∩ C∞(M × (0, T ), N)

e além disto u satisfizer (4.7). O sistema parabólico de equações diferenciais parciais

não-linear (4.7), é chamado de equação parabólica das aplicações harmônicas.

Por intermédio do problema (4.7) provaremos o teorema (4.2). Nossa estratégia será

a seguinte:

1) Mostraremos que o problema (4.7) admite uma solução global u : M × [0,∞)→N ,

e isto será feito em duas etapas:

i) Mostraremos que o problema (4.7) admite solução local.

ii) Mostraremos (utilizando o item i, e estimativas provindas da hipótese de

curvatura) que o problema (4.7) admite solução global.

2) Mostraremos que a aplicação u∞ = limt→∞ u(x, t) é harmônica, e que f = u0

(condição inicial) é livremente homotópica a ela.

Para a obtenção da solução global u∞ (que será obtida a partir das soluções locais),

faremos uso de uma ferramenta muito importante, que são as fórmulas de Weitzenböck
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satisfeitas pelas soluções da equação parabólica das aplicações harmônicas, as quais apre-

sentaremos na próxima seção.

Fórmulas de Weitzenböck

Nesta seção, demonstraremos as fórmulas de Weitzenböck, bem como alguns impor-

tantes resultados derivados destas, os quais serão largamente utilizados durante o texto.

Tais fórmulas, são essenciais ao método de demonstração do teorema de Eells e Samp-

son feito neste trabalho utilizando o método do fluxo do calor, pois são através destas, que

podemos obter uma solução global para o problema de valor inicial da equação parabólica

das aplicações harmônicas, a qual por sua vez dá origem a aplicação harmônica necessária

a demonstração do teorema.

De fato, como teremos a oportunidade de mostrar, a maior importância destas fórmulas,

reside no fato de estas relacionarem as taxas de variações das aplicações obtidas como

soluções para o problema de valor inicial (4.7), acima citado, com a curvatura da var-

iedade N , o que nos permitirá inferir algumas importantes conclusões a respeito de tais

soluções.

Destaquemos porém, que as fórmulas de Weitzenböck aqui apresentadas, são válidas

apenas para as soluções do problema de valor inicial (4.7).

Antes de apresentarmos tais fórmulas, revisemos alguns dos conceitos utilizados.

Sejam (xi) e (yα) sistemas de coordenadas locais em (M, g) e (N, h) respectivamente.

Dada uma solução u(x, t) (a qual também iremos denotar ut(x)) para o problema (4.7),
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definimos

κ(ut) =
1

2

∣
∣
∣
∣

∂ut
∂t

∣
∣
∣
∣

2

=
n∑

α,β=1

hαβ(ut)
∂uαt
∂t

∂uβt
∂t

,

K(ut) =

∫

M

κ(ut)dµg, (4.8)

e(ut) =
1

2
|dut|2 =

m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

gijhαβ(ut)
∂uαt
∂xi

∂uβt
∂xj

,

E(ut) =

∫

M

e(ut)dµg,

onde como antes, E(ut) e e(ut) são respectivamente, a energia e a densidade de energia de

cada uma das aplicações ut∈C∞(N,N), e K(ut) e κ(ut) (agora definidos), são respecti-

vamente a energia cinética e a densidade de energia cinética da deformação determinada

por ut.

Relembremos também, que dada uma aplicação u ∈ C∞(M,N), podemos definir a

aplicação ∇du∈Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ u−1TN).

De mesma forma, podemos considerar a diferencial de segunda ordem da aplicação

du∈Γ(TM∗ ⊗ u−1TN), a qual é neste caso tal que

∇∇du∈Γ(TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ TM∗ ⊗ u−1TN). (4.9)

De maneira análoga a que fizemos para ∇du (ver lema(3.1)), podemos ver que

∇∇du(X,Y, Z) = (∇X (∇Y du)) (Z) − (∇∇XY du) (Z), .

para X,Y e Z ∈ Γ(TM). Por (4.9), temos que em coordenadas locais ∇∇du pode ser

expressa da seguinte forma

∇∇du =
m∑

i,j,k=1

n∑

α=1

aijkαdxi ⊗ dxj ⊗ dxk ⊗
∂

∂yα
(u)

onde os a′ijkαs são as fuções coordenadas da representação.

Relacionando tais funções coordenadas, temos o importante resultado denominada a

identidade de Ricci, a qual asserta que

aijkα − ajikα = −
m∑

l=1

MRl
ijk

∂uα

∂xl
+

n∑

β,γ,δ=1

NRα
β,γ,δ

∂uβ

∂xi

∂uγ

∂xj

∂uδ

∂xk
. (4.10)
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onde MR e NR são os tensores curvatura de M e N .

Postas tais considerações, podemos apresentar então as fórmulas de Weitzenböck da

maneira que se segue.

Proposição 4.1. Seja u∈C0(M×[0, T ), N)∩C∞(M×(0, T ), N) uma solução de equação

parabólica (4.7) das aplicações harmônicas. Então, para os pontos (x, t)∈M×(0, T ) temos

(1) (Fórmula de Weitzenböck para κ(ut))

∂κ(ut))

∂t
= ∆κ(ut) −

∣
∣
∣
∣
∇∂ut
∂t

∣
∣
∣
∣

2

+
m∑

i=1

〈

RN

(

dut(ei),
∂ut
∂t

)
∂ut
∂t

, dut(ei)

〉

.

(4.11)

(2) (Fórmula de Weitzenböck para e(ut))

∂e(ut))

∂t
= ∆e(ut) − |∇dut|2 −

m∑

i=1

〈

dut

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, dut(ei)

〉

+
m∑

i,j=1

〈
RN(dut(ei), dut(ej))dut(ej), dut(ei)

〉
. (4.12)

onde RicM e RN são respectivamente o tensor de Ricci de M e o tensor curvatura de N ,

e {ei} é uma base ortonormal do espaço tangente TxM em cada x∈M .

Demonstração: (1) Aqui, a exemplo do que fizemos na demonstração do teorema (3.3)

da primeira fórmula de variação de energia , trabalharemos com a variedade produto

M × (0, T ), utilizando pois que a mesma admite uma conexão compat́ıvel com a métrica

produto anteriormente introduzida. Fixado um referencial (local) geodésico {ei} em p∈M
(neste caso ∇ei

ej
∣
∣
p

= 0), temos que

κ(ut) =
1

2

∣
∣
∣
∣

∂ut
∂t

∣
∣
∣
∣

2

=
1

2
h

(

dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

))

.

Assim temos que

∂κ(ut)

∂t
= h

(

∇( ∂
∂t)
dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

))

. (4.13)
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Por outro lado, como ∇ei
ej
∣
∣
p

= 0, temos que

∆κ(ut) =
m∑

i=1

ei (ei κ(ut)) =
1

2

m∑

i=1

ei

(

ei h

(

dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

)))

=
m∑

i=1

ei h

(

∇ei
dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

))

=
m∑

i=1

h

(

∇ei
∇ei

dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

))

+ h

(

∇ei
dut

(
∂

∂t

)

,∇ei
dut

(
∂

∂t

))

.

Observemos no entanto que

h

(

∇ei
∇ei

dut

(
∂

∂t

)

, dut

(
∂

∂t

))

= h

(

∇( ∂
∂t)

∇ei
dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

−
〈

RN

(

dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

dut

(
∂

∂t

)

, dut(ei)

〉

.

Como neste caso tem-se que

∇ei
dut(ei) = ∇dut(ei, ei).

Então

∆κ(ut) =
m∑

i=1

h

(

∇( ∂
∂t)

∇dut(ei, ei), dut
(
∂

∂t

))

+
m∑

i=1

h

(

∇ei
dut

(
∂

∂t

)

,∇ei
dut

(
∂

∂t

))

−
m∑

i=1

〈

RN

(

dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

dut

(
∂

∂t

)

, dut(ei)

〉

= h

(

∇( ∂
∂t)

m∑

i=1

∇dut(ei, ei), dut
(
∂

∂t

))

+

∣
∣
∣
∣
∇dut

(
∂

∂t

)∣
∣
∣
∣

2

(4.14)

−
m∑

i=1

〈

RN

(

dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

dut

(
∂

∂t

)

, dut(ei)

〉

= h

(

∇( ∂
∂t)
τ(ut), dut

(
∂

∂t

))

+

∣
∣
∣
∣
∇dut

(
∂

∂t

)∣
∣
∣
∣

2

−
m∑

i=1

〈

RN

(

dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

dut

(
∂

∂t

)

, dut(ei)

〉

onde em (4.14) utilizamos

m∑

i=1

h

(

∇ei
dut

(
∂

∂t

)

,∇ei
dut

(
∂

∂t

))

=

∣
∣
∣
∣
∇dut

(
∂

∂t

)∣
∣
∣
∣

2
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o que pode ser facilmente comprovado. Como por hipótese u é solução do problema (4.7),

temos que

∂ut
∂t

= τ(ut)

e portanto

h

(

∇( ∂
∂t)
τ(ut), dut

(
∂

∂t

))

= h

(

∇( ∂
∂t)
∂ut
∂t

, dut

(
∂

∂t

))

.

Assim por (4.13) temos que

h

(

∇( ∂
∂t)
τ(ut), dut

(
∂

∂t

))

=
∂κ(ut)

∂t
.

Portanto

∆κ(ut) =
∂κ(ut)

∂t
+

∣
∣
∣
∣
∇dut

(
∂

∂t

)∣
∣
∣
∣

2

−
m∑

i=1

〈

RN

(

dut(ei), dut

(
∂

∂t

))

dut

(
∂

∂t

)

, dut(ei)

〉

.

Donde se conclui o afirmado.

(2) Tomemos como antes, um referencial (local) geodésico (ei) em uma vizinhança

de p ∈M (neste caso, ∇ei
ej
∣
∣
p

= 0). Temos então que

e(ut) =
m∑

j=1

1

2
h (dut(ej), dut(ej)) .

Assim temos que

∂e(ut)

∂t
=

m∑

j=1

h
(

∇( ∂
∂t)
dut(ej), dut(ej)

)

=
m∑

j=1

h

(

∇ej
dut

(
∂

∂t

)

, dut(ej)

)

. (4.15)

Como ∇ei
ej
∣
∣
p

= 0, temos que

τ(ut) =
m∑

i=1

∇dut(ei, ei) =
m∑

i=1

∇ei
dut(ei).

Também, sendo u por hipótese solução para a equação parabólica das aplicações harmônicas,

temos que

dut

(
∂

∂t

)

=
∂ut
∂t

= τ(ut).
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Logo,

dut

(
∂

∂t

)

=
m∑

i=1

∇ei
dut(ei).

Portanto, temos que

∂e(ut)

∂t
=

m∑

j=1

h

[(

∇ej

(
m∑

i=1

∇ei
dut(ei)

)

, dut(ej)

)]

=
m∑

i,j=1

h
(
∇ej

∇ei
dut(ei), dut(ej)

)
. (4.16)

Por outro lado

∆e(ut) =
m∑

i=1

ei {ei [e(ut)]}

=
m∑

i=1

ei

{

ei

[
m∑

j=1

1

2
h (dut(ej), dut(ej))

]}

=
m∑

i=1

ei

{
m∑

j=1

h [∇ei
dut(ej), dut(ej)]

}

=
m∑

i,j=1

h (∇ei
∇ei

dut(ej), dut(ej)) (4.17)

+
m∑

i,j=1

h (∇ei
dut(ej),∇ei

dut(ej)) .

É fácil ver que
m∑

i,j=1

h (∇ei
dut(ej),∇ei

dut(ej)) = |∇dut|2 . (4.18)

Também, pela identidade de Ricci (ver (4.10)), temos que

∇ei
∇ei

dut(ej) = ∇ej
∇ei

dut(ei) −
n∑

α=1

m∑

r=1

MRr
i,j,i

∂uαt
∂xr

+
n∑

α,γ,δ,ǫ=1

NRα
γ,δ,ǫ

∂uγt
∂xi

∂uδt
∂xj

∂uǫt
∂xi

yα ◦ ut.

Logo

h (∇ei
∇ei

dut(ej), dut(ej)) = h
(
∇ej

∇ei
dut(ei), dut(ej)

)
−

n∑

α,β=1

m∑

r=1

MRr
i,j,i

∂uαt
∂xr

∂uβt
∂xj

hαβ(ut)

+
n∑

α,β,γ,δ,ǫ=1

NRα
γ,δ,ǫ

∂uγt
∂xi

∂uδt
∂xj

∂uǫt
∂xi

∂uβt
∂xj

hαβ(ut).
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Assim, temos que

m∑

i,j=1

h (∇ei
∇ei

dut(ej), dut(ej)) =
m∑

i,j=1

h
(
∇ej

∇ei
dut(ei), dut(ej)

)

−
m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

m∑

r=1

MRr
i,j,i

∂uαt
∂xr

∂uβt
∂xj

hαβ(ut)

+
m∑

i,j=1

n∑

α,β,γ,δ,ǫ=1

NRα
γ,δ,ǫ

∂uγt
∂xi

∂uδt
∂xj

∂uǫt
∂xi

∂uβt
∂xj

hαβ(ut).

Utilizando então que (ei) é ortonormal, temos que

m∑

i,j=1

h (∇ei
∇ei

dut(ej), dut(ej)) =
m∑

i,j=1

h
(
∇ej

∇ei
dut(ei), dut(ej)

)

−
m∑

i,j=1

n∑

α,β=1

gijhαβ(ut)

{
m∑

r=1

(
m∑

k,l=1

gkl MRr
k,i,l

)

∂uαt
∂xr

}

∂uβt
∂xj

+
n∑

α,β=1

hαβ(ut)

(
m∑

i,j,k,l=1

n∑

γ,δ,ǫ=1

gijgkl NRα
γ,δ,ǫ

∂uγt
∂xi

∂uδt
∂xj

∂uǫt
∂xi

∂uβt
∂xj

)

=
m∑

i,j=1

h
(
∇ej

∇ei
dut(ei), dut(ej)

)

+
m∑

i=1

〈

dut

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, dut(ei)

〉

−
m∑

i,j=1

〈
RN(dut(ei), dut(ej))dut(ej), dut(ei)

〉
.

Assim, utilizando (4.16) nesta última expressão, vemos por (4.17) e (4.18) que

∆e(ut) =
∂e(ut)

∂t
+ |∇dut|2 +

m∑

i=1

〈

dut

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, dut(ei)

〉

−
m∑

i,j=1

〈
RN(dut(ei), dut(ej))dut(ej), dut(ei)

〉
.

O que encerra a demonstração.

A partir deste resultado, podemos derivar alguns outros, os quais relacionam o com-

portamento do funcional energia E, com a curvatura da variedade N .

Proposição 4.2. Seja u :M × [0, T ) → N uma solução da equação parabólica (4.7) das

aplicações harmônicas. Então para os pontos (x, t)∈M × (0, T ) temos
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(1) Se KN ≤ 0, então

∂κ(ut))

∂t
≤ ∆κ(ut).

(2) Se KN ≤ 0, e existir uma constante C, tal que RicM ≥ −Cg, então

∂e(ut))

∂t
≤ ∆e(ut) + 2Ce(ut).

Demonstração: (1) Segue direto do item (1) da proposição(4.1).

(2) Se RicM ≥ −Cg, temos que

dut

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

≥ −Cdut(ei).

Assim, pelo item (2) da proposição(4.1) temos que

∂e(ut))

∂t
≤ ∆e(ut) − |∇dut|2 + C

m∑

i=1

〈dut(ei), dut(ei)〉

+
m∑

i,j=1

〈
RN(dut(ei), dut(ej))dut(ej), dut(ei)

〉

≤ ∆e(ut) + C |dut|2

+
m∑

i,j=1

〈
RN(dut(ei), dut(ej))dut(ej), dut(ei)

〉
.

Como também KN ≤ 0, temos que o último termo da expressão acima é ≤ 0, logo

∂e(ut))

∂t
≤ ∆e(ut) + C |dut|2

= ∆e(ut) + 2Ce(ut).

Mostrando o afirmado.

Observemos que, sendo M por hipótese compacta, então, de fato sempre existe uma

constante Cg tal que RicM ≥ Cg. Utilizando a proposição (4.2), podemos demonstrar o

seguinte resultado

Proposição 4.3. Seja u :M × [0, T ) → N uma solução da equação parabólica (4.7) das

aplicações harmônicas. Então para os pontos (x, t)∈M × (0, T ) temos:
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(1) E(ut) é uma função monótona não-crescente, isto é

d

dt
E(ut) = −2K(ut) ≤ 0.

(2) Se N possui curvatura não-positiva KN ≤ 0, então

d2

dt2
E(ut) = −2

d

dt
K(ut) ≥ 0.

Demonstração: (1) Pela fórmula da primeira variação de energia dada no teorema

(3.3), temos que

d

dt
E(ut) = −

∫

M

〈
∂ut
∂t

, τ(ut)

〉

dµg

= −
∫

M

〈
∂ut
∂t

,
∂ut
∂t

〉

dµg

= −
∫

M

∣
∣
∣
∣

∂ut
∂t

∣
∣
∣
∣

2

dµg

= −2K(ut) ≤ 0.

(2) Pelo item (1) da proposição (4.2) temos que

d

dt
K(ut) =

d

dt

∫

M

κ(ut)dµg

=

∫

M

∂κ(ut)

∂t
dµg

≤
∫

M

∆κ(ut)dµg

= 0

onde na última igualdade utilizamos Green. Portanto o resultado segue.

Passemos então a obtenção de soluções para o problema (4.3).

Existência de Soluções Locais

O objetivo desta e da próxima seção, é encontrar uma solução global u : M×[0,∞) → N

para o problema de valor inicial
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∂ut

∂t
(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x)
(4.19)

onde T > 0 e f ∈C0(M,N) é a condição inicial dada. De ińıcio , como é comum para

problemas de EDP, seremos capazes de apresentar somente soluções locais para o problema

dado. Na próxima seção, apresentaremos algumas condições suficientes para afirmarmos

a existência de soluções globais para o mesmo.

Ressaltemos que durante o processo de obtenção de tais soluções, por vezes fugiremos

das condições iniciais originais dadas. Por exemplo, em algumas situações, exigiremos

que a aplicação f , dada como valor inicial, possua uma regularidade um pouco maior

(de ińıcio esta é somente cont́ınua). O motivo disto, é para que possamos “enquadrar” o

problema de valor incial (4.19), nas condições exigidas pelos teoremas clássicos de EDP.

Porém, como veremos, isto não trará nenhum prejúızo a conclusão do teorema.

Para atingir nosso objetivo, a prinćıpio apresentaremos um outro problema de valor

inicial, o qual como provaremos, é equivalente ao problema (4.19), no sentido de que para

obtermos a solução de um deste problemas, e suficiente que obtenhamos uma solução para

o outro.

Na realidade, o que faremos de fato, é reescrever o problema dado, de forma a colocá-lo

em um formato um pouco mais trabalhável, para o qual podemos obter soluções mais facil-

mente. Para este fim, usaremos o mergulho de Nash [28], o qual afirma que toda variedade

Riemanniana compacta pode ser isometricamente mergulhada em um espaço euclidiano

de dimensão suficientemente alta. Isto é, toda variedade Riemannianna compacta (N, h),

pode ser idealizada como sendo uma subvariedade de algum espaço euclidiano R
q, para

algum q ∈ N suficientemente grande e tal que a métrica h, é pois a métrica induzida a

partir de R
q. Denotaremos tal mergulho por

l : N → R
q.

Seja Nǫ a vizinhança tubular da subvariedade compacta l(N) ⊂ R
q, isto é, Nǫ é o conjunto

aberto de R
q definido por

Nǫ = {p+ v ∈ R
q| p ∈ l(N) e v ∈ (Tpl(N))⊥; |v| < ǫ}.
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Defina-mos então a projeção

π : Nǫ → l(N),

tal que a cada p ∈ Nǫ, π associa um ponto π(p) = b ∈ N , de forma que b seja o ponto de

l(N) mais próximo de p.

Seja u : M × [0, T ) → Nǫ, uma aplicação com valores em R
q. Seja também (xi) um

sistema de coordenadas locais em M , e (zA) as coordenadas cartesianas de R
q. Expressas

nestes sistemas de coordenadas, as aplicações π(u) e u(x, t) descritas acima ficam da forma

π(z) = (π1(z1, . . . , zq), . . . , πq(z1, . . . , zq)) =
(
πA(zB)

)

u(x, t) = (u1(x1, . . . , xm, t), . . . , uq(x1, . . . , xm, t)) =
(
uA(xi, t)

)
.

Definamos a aplicação Π(u)(du, du) : M × [0, T ) → R
q, tal que

(Π(u)(du, du))A =
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(u)

∂uB

∂xi

∂uC

∂xj
1 ≤ A ≤ q. (4.20)

Feitas as devidas definições, consideremos o sistema parabólico de EDP com valor

inicial







∆u(x, t) − ∂ut

∂t
(x, t) = Π(u)(du, du)(x, t) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = l ◦ f(x)
(4.21)

onde f é a aplicação dada como condição inicial para o problema (4.19) e ∆ é o Laplaciano

de M .

Para o problema (4.21), consideraremos somente soluções da forma

u ∈ C0(M × [0, T ), Nǫ) ∩ C(2,1)(M × (0, T ), Nǫ).

Nosso próximo resultado, mostrará que os problemas (4.19) e (4.21), são como pre-

tend́ıa-mos equivalentes. Antes disto, observe-mos que a aplicação Π(u)(du, du), definida

em (4.20), pode ser também representada da seguinte forma

Π(u)(du, du) = traço∇dπ(du, du), (4.22)
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o que pode ser comprovado facilmente a partir da caracterização da segunda forma fun-

damental, apresentada em (3.8).

Esta nova caracterização de Π(u)(du, du) será útil nas demonstrações dos resultados

que se seguem.

Proposição 4.4. Seja ũ ∈ C0(M × [0, T ), Nǫ) ∩C(2,1)(M × (0, T ), Nǫ) uma solução para

o problema (4.21). Então ũ(M × [0, T )) ⊂ l(N) e ũ = l ◦u, onde u ∈ C0(M × [0, T ), N)∩
C(2,1)(M × (0, T ), N) é solução do problema (4.19). A rećıproca também é verdadeira.

Demonstração: Seja ũ ∈ C0(M × [0, T ), Nǫ) ∩ C(2,1)(M × (0, T ), Nǫ) uma solução para

o problema (4.21), mostremos que ũ(M × [0, T )) ⊂ l(N). Com efeito, seja η : Nǫ → R
q

tal que

η(z) = z − π(z).

Defina-mos a aplicação h : M × [0, T ) → R, tal que

h(x, t) = |η(ũ(x, t))|2 (x, t) ∈M × [0, T ).

Isto é, h mede o quadrado da distância de ũ(x, t) a l(N). Assim, afim de mostrar que

ũ(M × [0, T )) ⊂ l(N), é suficiente mostrar que h(x, t) = 0.

Como por hipótese ũ é solução do problema (4.21), temos que

∂h

∂t
=

∂

∂t
〈η(ũ), η(ũ)〉 = 2

〈

dη

(
∂ũ

∂t

)

, η(ũ)

〉

= 2 〈dη (∇ũ− Π(ũ)(dũ, dũ)) , η(ũ)〉 ,

∆h = ∆ 〈η(ũ), η(ũ)〉

= 2 〈∆ η(ũ), η(ũ)〉 + 2 |∇η(ũ)|2 .

Por outro lado, pela proposição (3.2) temos que

∆η(ũ) = dη(∆ũ) + traço∇dη(dũ, dũ).

Como por definção η(z)+π(z) = z, temos que dη+dπ = Id (identidade), dáı ∇dη+∇dπ =
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0. Sendo também dπ e η ortogonais, temos que 〈dη, η〉 = 〈I − dπ, η〉 = 〈I, η〉, e portanto

∆h = 2 〈dη(∆ η(ũ)) − traço∇dπ(dũ, dũ), η(ũ)〉 + 2 |∇η(ũ)|2

= 2 〈dη(∆ η(ũ) − traço∇dπ(dũ, dũ)), η(ũ)〉 + 2 |∇η(ũ)|2

= 2 〈dη (∆ η(ũ) − Π(ũ)(dũ, dũ)) , η(ũ)〉 + 2 |∇η(ũ)|2 .

Donde temos que

∂h

∂t
= ∆h− 2 |∇η(ũ)|2 .

Assim, como M não tem bordo, otemos que se t ∈ (0, T ) então

d

dt

∫

M

h(·, t)dµg =

∫

M

∂h

∂t
(·, t)dµg = −2

∫

M

|∇η(ũ)|2 dµg ≤ 0.

donde temos que

∫

M

h(·, t)dµg ≤
∫

M

h(·, 0)dµg,

como por hipótese ũ(x, 0) = l ◦ f(x) ∈ l(N), temos que h(x, 0) = 0, e portanto

h(x, t) = 0.

Isto mostra que ũ(M×[0, T )) ⊂ l(N). Assim, temos que toda solução ũ : M×[0, T ) → Nǫ

para o problema (4.21) é da forma ũ = l ◦ u : M × [0, T ) → l(N), onde u ∈ C0(M ×
[0, T ), N)∩C(2,1)(M×(0, T ), N). Resta então mostrar que ũ é solução do problema (4.21)

se e somente se u é solução do problema (4.19).

Com efeito, como l = π ◦ l, temos pelas proposições (3.1) e (3.2) que

∆ũ = ∆(l ◦ u) = dl(τ(u)) + traço ∇dl(du, du) (4.23)

traço ∇dl = traço ∇d(π ◦ l) = dπ(traço ∇dl) + traço ∇dπ(dl, dl). (4.24)

Sendo l : N → R
q, uma imersão isométrica, temos que ∇dl é ortogonal a l(N) em cada

ponto, dáı traço∇dl também o é, e portanto, dπ(traço ∇dl) = 0, logo temos por (4.24)

que

traço ∇dl = traço ∇dπ(dl, dl))
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e portanto, por (4.23)

dl(τ(u)) = ∆ũ− traço ∇dπ(dl(du), dl(du))

= ∆ũ− traço ∇dπ(dũ, dũ). (4.25)

Por outro lado, temos que

dl

(
∂u

∂t

)

= dl

(

du

(
∂

∂t

))

= d(l ◦ u)
(
∂

∂t

)

= dũ

(
∂

∂t

)

=

(
∂ũ

∂t

)

.

Logo

dl

(

τ(u) − ∂u

∂t

)

= dl(τ(u)) −
(
∂ũ

∂t

)

= ∆ũ−
(
∂ũ

∂t

)

− traço (dũ, dũ)

= ∆ũ−
(
∂ũ

∂t

)

− Π(ũ)(dũ, dũ).

Assim, se ũ é solução de (4.21), então

dl

(

τ(u) − ∂u

∂t

)

= 0

e portanto, pela injetividade de dl conclúımos que

∂u

∂t
= τ(u)

mostrando pois que u é solução para o problema (4.19). A prova da rećıproca é análoga.

Assim, vemos que afim de encontrarmos soluções para o problema (4.19), é suficiente

que encontremos soluções para este novo problema (4.21), e isto é nosso próximo objetivo.

Para resolver o problema (4.21), utilizaremos o teorema da função inversa em espaços

de Banach. Nosso objetivo com isso, é tentar reduzir à solubilidade de uma EDP não-

linear, a solubilidade de uma equação linear.

Teorema 4.3. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. A cada

aplicação f ∈ C(2+α)(M,N) dada, temos que existe um ǫ = ǫ(M,N, f, α) > 0 e uma

aplicação u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0, ǫ], Nǫ), solução em M × [0, ǫ), para o problema (4.21).
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A idéia da prova é a seguinte: Consideraremos o operador diferencial P (u) = ∆u−∂tu−
Π(u)(du, du). Afim de resolvermos o problema dado, é suficiente então que apresentar uma

aplicação u tal que P (u) = 0. Com este intuito, iniciaremos apresentando uma aplicação

v, que de certa forma estará próxima de u em t = 0. Como mostraremos, esta aplicação

v também é tal que sua a imagem P (v) pelo operador P , satisifaz a condição de que

P (v)(x, 0) = 0. Desta forma, para obter a conclusão desejada, necessitamos mostrar

que para valores relativamente pequenos de t, o operador P satisfaz a condição de ser

sobrejetivo em uma vizinhança da origem, o que por sua vez será feito através do teorema

da função inversa em espaços de Banach.

Demonstração: De ińıcio, estenderemos a aplicação π : Nǫ → l(N), a todo o espaço R
q,

de forma que π : R
q → R

q seja diferenciável. Isto de fato pode ser feito, uma vez que

como N por hipótese é compacta (dáı l(N) ⊂ R
q também o é), podemos tomar uma bola

B ⊂ R
q suficientemente grande, de forma que Nǫ ⊂ B ⊂ R

q. Assim, podemos estender

π de forma que esta seja constante fora de B. Feito isto, passamos então a considerar

a definição de Π(u)(du, du) para a aplicação π estendida, usando para isto a expressão

(4.20). Fixemos então 0 < α′ < α < 1.

Como primeiro passo, apresentamos , uma solução aproximada para o problema (4.21).

Para este fim, consideramos o sistema linear parabólico de EDP com valor inicial






∆v(x, t) − ∂tv(x, t) = Π(f)(df, df)(x) (x, t)∈M × (0, 1)

v(x, 0) = f(x)
(4.26)

onde estamos identificando f com l ◦f . Como por hipótese f ∈ C(2+α)(M,Rq), temos que

Π(f)(df, df) ∈ C(1+α)(M,Rq).

Logo, pelo teorema (5.18) de existência e unicidade de soluções locais para equações

diferenciais parciais parabólicas, temos que existe uma única solução

v ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0, 1],Rq)

para o problema (4.26). Se u é uma solução para o problema (4.21), temos que

v(x, 0) = u(x, 0) e ∂tv(x, 0) = ∂tu(x, 0)
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o que mostra que v de fato é uma aproximação da solução u em t = 0, encerrando então

esta primeira etapa.

Para o próximo passo, consideremos o operador diferencial

P (u) = ∆u− ∂tu− Π(u)(du, du).

Vemos então, que encontrar uma solução para o problema (4.21), é equivalente a encontrar

uma aplicação u ∈ C(2+α,1+α/2)(M×[0, ǫ],Rq), tal que P (u) = 0, e que além disto, satisfaça

a condição de que u(x, 0) = f(x).

Como pode ser facilmente comprovado, P (v)(x, 0) = 0, o que de certa forma mostra

que a imagem de v pelo operador P , também aproxima a imagem da solução u.

Nosso próximo objetivo, será mostrar que existem vizinhanças (em espaços de funcões

convenientes) de v e P (v), tal que restrito a estas, o operador P é bijetivo. Faremos isto,

utilizando o teorema da aplicação inversa em espaços de Banach, o que por sua vez exige

que se calcule a derivada do operador P no ponto v, o que faremos na sequência.

Seja Q = M × [0, 1], definamos os sequintes subespaços X,Y dos respectivos espaços

de funções C(2+α′,1+α′/2)(Q,Rq) e C(α′,α′/2)(Q,Rq), tais que

X = {z ∈ C(2+α′,1+α′/2)(Q,Rq)| z(x, 0) = 0, ∂tz(x, t) = 0}

Y = {ω ∈ C(α′,α′/2)(Q,Rq)| ω(x, 0) = 0, }.

É fácil ver queX,Y são subespaços fechados dos espaços dados, e que portanto são espaços

de Banach. Definamos então o operador

D(z) = P (v + z) − P (v) z ∈ X. (4.27)

o qual como mostremos, é tal que D : X → Y .

Pela definição dada, vemos que estudar a diferenciabilidade do operador P em uma

vizinhança (contida em X) de v, é equivalente a fazê-lo a D em uma vizinhança de z = 0.

Como além disso D(0) = 0, vemos também que calcular a derivada Fréchet D′(0) : X → Y

equivale a calcular a derivada Fréchet do operador P em v. Passemos então a estudar D.

Por (4.27) temos que

D(z) = ∆z − ∂tz − Π(z + v)(d(z + v), d(z + v)) + Π(v)(dv, dv). (4.28)
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Observemos também, que como v(x, 0) = f(x), temos que se t = 0 então

Π(v)(dv, dv) = Π(f)(df, df). (4.29)

Assim, para todo z ∈ X (neste caso por definição z(x, 0) e ∂t(x, 0)), temo por (4.28) e

(4.29) que

D(z)(x, 0) = 0.

Como além disto D(z) ∈ C(α′,α′/2)(Q,Rq), temos que D(z) ∈ Y para todo z∈X tomado, e

portanto D : X → Y é um operador entre os espaços de Banach X e Y . É fácil ver ainda

que D(0) = 0 e que D é Fréchet-diferenciável em uma vizinhança de z = 0. Utililizemos

então a definição de D para calcularmos a derivada Fréchet D′(0) : X → Y .

Para cada Z ∈ X, temos que

D′(0)Z = lim
h→0

1

h
(D(hZ) −D(0))

= lim
h→0

D(hZ)

h
.

Por (4.28) temos que

lim
h→0

D(hZ)

h
= lim

h→0

1

h

[

∆(hZ) − ∂t(hZ) − Π(hZ + v) (d(hZ + v), d(hZ + v))

+ Π(v(dv, dv)
]

= ∆Z − ∂tZ

+ lim
h→0

1

h
[Π(v)(dv, dv) − ∆(hZ) − ∂t(hZ) − Π(hZ + v) (d(hZ + v), d(hZ + v))] .

Calculemos então este último limite. Por (4.20) temos que

lim
h→0

1

h
[∆(hZ) − ∂t(hZ) − Π(hZ + v) (d(hZ + v), d(hZ + v))]A

= lim
h→0

1

h

[
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v)

∂(hZ + v)B

∂xi

∂(hZ + v)C

∂xj

]

=
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij lim
h→0

1

h

{
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v)

[(

h
∂ZB

∂xi
+
∂vB

∂xi

)(

h
∂ZC

∂xj
+
∂vC

∂xj

)]}

=
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v)

(
∂ZB

∂xi

∂ZC

∂xj
+
∂ZB

∂xi

∂vC

∂xj
+
∂vB

∂xi

∂ZC

∂xj

)

+
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂vB

∂xi

∂vC

∂xj
· lim
h→0

1

h

(
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v)

)

.
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Como

Π(v)(dv, dv)A =
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(v)

∂vB

∂xi

∂vC

∂xj

Temos então que

lim
h→0

1

h

[

Π(v)(dv, dv)A − Π(hZ + v) (d(hZ + v), d(hZ + v))A
]

= −
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v)

(
∂ZB

∂xi

∂ZC

∂xj
+
∂ZB

∂xi

∂vC

∂xj
+
∂vB

∂xi

∂ZC

∂xj

)

−
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij lim
h→0

1

h

(
∂2πA

∂zB∂zC
(hZ + v) − ∂2πA

∂zB∂zC
(v)

)

·
(
∂vB

∂xi

∂vC

∂xj

)

= −2 (Π(v)(dv, dZ))A − ∂

∂Z
(Π(v)(dv, dv))A .

Portanto, temos que

lim
h→0

1

h
[Π(v)(dv, dv) − Π(hZ + v) (d(hZ + v), d(hZ + v))]

= −2Π(v)(dv, dZ) −
q
∑

A=1

∂AΠ(v)(dv, dv) · ZA.

Donde temos que

D′(0)Z = ∆Z − ∂tZ − 2Π(v)(dv, dZ) −
q
∑

A=1

∂AΠ(v)(dv, dv) · ZA. (4.30)

Para utilizar o teorema da função inversa, resta então mostrar que D′(0) : X → Y

é um isomorfismo. Com efeito, afirmamos que D′(0) é sobrejetivo, de fato, como v ∈
C(2+α,1+α/2)(Q,Rq), temos que todos os termos da lado direito na equação (4.30), são no

mı́nimo C(α′,α′/2)(Q,Rq), com além disto, tal equação é uma EDP linear parabólica, temos

pelo teorema (5.18), que para cadaW ∈ Y dado, existe uma única Z ∈ C(2+α′,1+α′/2)(Q,Rq),

tal que







D′(0)(Z)(x, t) = W (x, t) (x, t)∈M × (0, T )

Z(x, 0) = 0

Onde, além disto, tem-se que

|Z|(2+α′,1+α′/2)
Q ≤ C |W |(α′,α′/2)

Q . (4.31)
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Para concluirmos então a sobrejetividade, resta mostrar que Z ∈ X. De fato, como

Z(x, 0) = 0, temos que as duas últimas parcelas de (4.30) são iguais a zero, logo ∂tZ(x, 0) =

D′(0)(Z)(x, 0) = W (x, 0) = 0. Dáı Z ∈ X, e portanto D′(0) é sobrejetivo como afirmamos.

Por outro lado, por (4.31) podemos ver que D′(0) é injetivo, é que além disto este

possui inversa cont́ınua (pois é linear limitada). Assim, pelo teorema da aplicação aberta

(ver [22]), conclúımos que o próprio D′(0) é cont́ınuo e que portanto é um isomorfismo.

Reunidas todas as condições, podemos então aplicar o teorema da função inversa em

espaços de Banach para concluir que existem vizinhanças V de 0∈X e W de 0∈Y tais

que D : V →W seja um homeomorfismo. Portanto, temos que existe δ = δ(M,N, f) > 0,

tal que se κ ∈ Y (isto é, κ ∈ C(α′,α′/2)(Q,Rq) e κ(x, 0) = 0), com |κ|(α′,α′/2)
Q < δ, então,

existe uma única z∈V ⊂ X, tal que

D(z) = κ. (4.32)

Tomando u = v + z e ω = P (v), temos que u ∈ C(2+α′,1+α′/2)(Q,Rq) e que além disto, é

tal que






P (u)(x, t) = (ω + κ)(x, t) (x, t)∈M × (0, 1)

u(x, 0) = f(x).

Feito isto, mostramos em seguida, que existe um ǫ > 0 suficientemente pequeno, tal

que se t ∈ [0, ǫ] então, −ω tem norma pequena o bastante para pertencer a W . Com

efeito, dado ǫ > 0, consideremos a aplicação auxiliar ξ ∈ C∞(R,R), tal que ξ(t) = 1 se

t ≤ ǫ, ξ(t) = 0 se t ≥ 2ǫ, 0 ≤ ξ(t) ≤ 1 e |ξ′(t)| ≤ 2/ǫ ∀ t∈ R. Observemos que como

v∈C(2+α,1+α/2)(Q,Rq) então, ω = P (v)∈C(α,α/2)(Q,Rq), dáı como 0 < α′ < α < 1, temos

então que ω ∈C(α′,α′/2)(Q,Rq). Assim, pelo lema (5.9), temos que existe C > 0 (o qual

não depende de ǫ), tal que

|ξω|(α′,α′/2)
Q ≤ Cǫ(α−α

′)/2 |ω|(α,α/2)Q . (4.33)

Tomando então κ = −ξω, temos pela expressão acima que |ω|(α′,α′/2)
Q < δ se ǫ é suficien-

temente pequeno. Como além disto κ(x, 0) = −ω(x, 0) = 0, temos então que existe uma

aplicação u ∈ C(2+α′,1+α′/2)(M × [0, ǫ],Rq) tal que






P (u)(x, t) = 0 (x, t)∈M × (0, ǫ)

u(x, 0) = f(x)
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ou seja, temos que existe uma aplicação u∈C(2+α′,1+α′/2)(M × [0, ǫ],Rq), que é pois uma

solução do problema de valor inicial






∆u(x, t) − ∂t(x, t) = Π(u)(du, du)(x, t) (x, t)∈M × (0, ǫ)

u(x, 0) = f(x)

Como f ∈ C(2+α)(M,Rq) e Π(u)(du, du) ∈ C(α,α/2)(M × [0, ǫ],Rq), temos pelo teorema

(5.18) de existência, unicidade e regularidade das soluções das EDP’s lineares parabólicas

que

u∈C(2+α,1+α/2)(M × [0, ǫ],Rq).

Tomando ǫ um pouco menor se necessário, podemos fazer com que u(M × [0, ǫ]) ⊂ Nǫ,

que é a vizinhança tubular da subvariedade l(N). E portanto, temos que u é uma solução

para o problema (4.21) em M × [0, ǫ] (onde ǫ > 0 só depende de M,N, f e α) como

queŕıamos demostrar.

Combinando então o teorema (4.3) com a proposição (4.4), obtemos o seguinte resul-

tado

Corolário 4.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Dada uma

f ∈ C(2+α)(M,N), temos que existem um T = T (M,N, f, α) > 0 e uma aplicação u ∈
C(2+α,1+α/2)(M × [0, T ], N) tais que







∂u
∂t

(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x).

Para encerrar esta seção, apresentaremos um resultado a respeito da regularidade das

soluções da equação parabólica das aplicações harmônicas. Para isto, utilizaremos do

teorema de regularidade das soluções das EDP lineares parabólicas.

Teorema 4.4. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Dada uma

f ∈ C(2+α)(M,N), temos que existem um T = T (M,N, f, α) > 0 e uma aplicação u ∈
C(2+α,1+α/2)(M × [0, T ], N) ∩ C∞(M × (0, T ), N) tais que







∂u
∂t

(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x).
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Demonstração: Seja T > 0 e u∈C(2+α,1+α/2)(M × [0, T ], N), como no corolário (4.1).

Para concluirmos a prova do teorema, resta apenas mostrar que u é diferenciável em cada

ponto (x, t) ∈M × (0, T ). Para este fim, tomemos sistemas locais de coordenada (xi) e

(yα) em x e u(x, t) respectivamente. Expressa nestes sistemas de coordenadas, a equação

parabólica das aplicações harmônicas assume a seguinte forma

∆uα − ∂uα

∂t
=

m∑

i,j=1

n∑

β,γ=1

gij NΓαβγ(u)
∂uβ

∂xi

∂uγ

∂xj
.

Pelas hipótese feitas em u, temos que o lado direito da equação acima é C(1+α,α/2), donde

pelo teorema de regularidade das soluções das EDP’s lineares parabólicas (ver teorema

(5.16)), temos que u∈C(3+α,1+α/2). Logo, temos então que o lado direito é C(2+α,1+α/2),

implicando então que u ∈ C(4+α,1+α/2). Assim por repetições sucessivas do argumento

anterior, conclúımos que u é C∞ em uma vizinhança de cada ponto (x, t)∈M × (0, T ), o

que confirma o resultado.

Existência de Soluções Globais

Nesta seção iremos demonstrar a existência de soluções globais u : M × [0,∞) → N

para a equação parabólica das aplicações harmônicas







∂ut

∂t
(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x).
(4.34)

A razão disto, como provaremos na próxima seção, é que uma tal solução fornece de

fato uma solução para o nosso teorema principal (4.2). Na realidade, como veremos, a

existência de tal solução global é necessária para demonstração do teorema (4.2) aqui

apresentada utilizando o método do fluxo do calor.

Tendo já demonstrado a existência local de soluções para o problema acima, podeŕıamos

então ser tentados a afirmar a existência de uma solução global para o problema dado.

Isto no entanto não é necessariamente verdadeiro, e a razão disto é que o problema (5.1)

acima, é um sistema não-linear de equações diferenciais parciais, e portanto, o simples fato

de se saber previamente da existência de soluções locais para o mesmo, não garante que
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este de fato admita uma solução global. Para fazer tal afirmação, necessitamos estimar a

taxa de crescimento das soluções obtidas.

Para este fim, acrescentaremos uma hipótese adicional a variedade N , exigindo-se além

de sua compacidade, que esta também tenha curvatura não-positiva.

Ressaltemos no entanto, que tais condições não são em verdade imprescid́ıveis para a

conclusão do teorema (4.2), como mostram alguns exemplos apresentados adiante.

Observemos ainda, que em momento algum do processo de obtenção de soluções locais

para o problema (5.1), feita na seção anterior, é utilizada esta, ou qualquer outra restrição

a curvatura da variedade N .

Para o que se segue, nossa estratégia será estudar como é posśıvel utilizar o fato de

a curvatura de N ser não positiva, para controlar as taxas de crescimento das soluções

locais obtidas. De fato, nossa necessidade principal é controlar os termos não-lineares

da equação dada. Para isto, faremos uso das fórmulas de Weitzenböck, bem como do

prinćıpio do máximo para a equação do calor (ver lema (5.7)).

Nos próximos dois resultados faremos uso dos conceitos de densidade de energia e(ut)

e de densidade de energia cinética κ(ut) das aplicações ut, os quais foram definidos em

(5.17).

Proposição 4.5. Seja u ∈ C(2,1)(M × [0, T ), N) ∩ C∞(M × (0, T ), N) uma solução para

(5.1). Se a curvatura de N é não-positiva KN ≤ 0, então, para cada (x, t)∈M × (0, T )

temos que
∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(x, t)

∣
∣
∣
∣
≤ sup

x∈M

∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(x, 0)

∣
∣
∣
∣
.

Demonstração: Pela proposição (4.2)-(1), temos que a densidade de energia cinética

κ(ut) da aplicação ut é tal que

Lκ(ut) = ∆κ(ut) −
∂κ(ut)

∂t
≥ 0

onde L = ∆− ∂t é o operador do calor. Logo, pelo prinćıpio do máximo para equação do

calor, dado no lema (5.7), o resultado segue.
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Ainda utilizando das fórmulas de Weitzenböck, obteremos um outro resultado relacio-

nando a curvatura de N com a taxa de crescimento das soluções locais de (5.1).

Proposição 4.6. Seja u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0, T ], N)∩C∞(M × (0, T ), N) uma solução

para (5.1). Suponhamos que a curvatura de N seja não-positiva KN ≤ 0, e que o tensor

de Ricci da variedade M seja tal que RicM ≥ −CM , onde CM ∈ R é uma constante.

Então, para todo 0 < ǫ < T temos que os seguites fatos são verdadeiros para a densidade

de energia e(u) da aplicação u:

i) Para todo (x, t) ∈M × (0, T ) tem-se que

e(ut)(x) ≤ exp (2CM t) sup
x∈M

e(f)(x).

ii) Existe uma constante C = C(M, ǫ), tal que para todo (x, t)∈M × [ǫ, T ) tem-se

e(ut)(x) ≤ CE(f).

Demonstração: Pela proposição (4.2)-(2), temos que

L(e(ut)) = ∆e(ut) − ∂te(ut) ≥ −2CMe(ut). (4.35)

Tomando então v(x, t) = exp (−2CM t)e(ut), temos pois que

L(v) = exp (−2CM t)

(

∆e(ut) −
∂e(ut)

∂t

)

+ 2CM exp (−2CM t)e(ut)

≥ exp (−2CM t) (−2CMe(ut)) + 2CM exp (−2CM t)e(ut)

= 0.

Portanto pelo pelo prinćıpio do máximo para a equação do calor (lema (5.7)), temos que

exp (−2CM t)e(ut) = v(x, t) ≤ max
x∈M

v(x, 0) = max
x∈M

e(u0)(x) = max
x∈M

e(f)(x)

para todo (x, t) ∈M × [0, T ), onde na última igualdade da expressão acima, utilizamos

que u(x, t) é solução do problema (5.1), e portanto u0(x) = u(x, 0) = f(x). Isto prova o

primeiro item.

Para a demonstração do segundo item, faremos uso da solução fundamental da equação

do calor H(x, y, s), bem como de algumas de suas propriedades.
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Dado (x, t)∈M × (0, T ), tomemos ǫ tal que 0 < ǫ ≤ t < T . Consideremos pois E(ut) e

e(ut) como funções de t e (x, t) respectivamente, donde passamos a denota-las por E(u)(t)

e e(u)(x, t). Definimos então

v1(x, s) =

∫

M

H(x, y, s) exp [−2CM(t− ǫ)]e(u)(y, t− ǫ)dµg(y).

Pela definição dada podemos ver facilmente que







∆v1(x, s) − ∂v1
∂t

(x, s) = 0 (x, t)∈M × (0, T )

lim
s→0+

v1(x, s) = exp [−2CM(t− ǫ)]e(u)(x, t− ǫ)
(4.36)

Defina-mos também

v2(x, s) = exp [−2CM(s+ t− ǫ)]e(u)(x, s+ t− ǫ).

Temos que

L(v2) = exp [−2CM(s+ t− ǫ)]

(

∆e(u)(x, s+ t− ǫ) − ∂e(u)

∂t
(x, s+ t− ǫ)

)

+ 2CM exp [−2CM(s+ t− ǫ)]e(u)(x, s+ t− ǫ)

≥ exp [−2CM(s+ t− ǫ)] (−2CMe(u)(x, s+ t− ǫ))

+ 2CM exp [−2CM(s+ t− ǫ)]e(u)(x, s+ t− ǫ)

= 0

para quaisquer (x, t)∈M × (0, T ). Temos também que

lim
s→0+

v2(x, s) = exp [−2CM(t− ǫ)]e(u)(x, t− ǫ).

Em suma v2(x, s) é tal que







∆v2(x, s) − ∂v2
∂t

(x, s) ≥ 0 (x, t)∈M × (0, T )

lim
s→0+

v2(x, s) = exp [−2CM(t− ǫ)]e(u)(x, t− ǫ)
(4.37)

Tomando então v3 = v2 − v1, temos que

Lv3 = Lv2 − Lv1 = Lv2 ≥ 0.

Portanto pelo prinćıpio do máximo (lema (5.7)), temos que

max
M×[0,T ]

v3 = max
M×{0}

v3.
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Como porém v3(x, 0) = 0, temos então que

max
M×[0,T ]

v3 = 0.

Donde temos que v3 ≤ 0, e portanto

v2(x, s) ≤ v1(x, s) (x, s)∈M × [0, T ).

Tomando então s = ǫ na desigualdade acima, obtemos que

e(u)(x, s) ≤ exp (2ǫCM)

∫

M

H(x, y, ǫ)e(u)(y, t− ǫ)dµg(y) (4.38)

para quaisquer (x, t)∈M × [ǫ, T ).

Também, por uma das propriedades da solução fundamental da equação do calor, a

cada ǫ > 0 dado, temos que existe uma constante c = c(M, ǫ) > 0, tal que

H(x, y, ǫ) ≤ c(M, ǫ).

Utilizando então este último resultado em (4.38), obtemos que

e(u)(x, t) ≤ exp (2ǫCM)c(M, ǫ)

∫

M

e(u)(y, t− ǫ)dµg(y) (4.39)

= exp (2CMǫ)c(M, ǫ)E(u)(t− ǫ).

Por outro lado, pelas condições iniciais, temos pela proposição (4.3) que E(u)(t) é uma

função (em t) monótona não-crescente, dáı

E(u)(t−ǫ) ≤ E(u)(t=0)=E(f).

Logo, por (4.39) temos que

e(u)(x, t) ≤ exp (2ǫCM)c(M, ǫ)E(f).

Tomando então C(M, ǫ)=exp (2ǫCM)c(M, ǫ), obtemos o resultado desejado.

Utilizando então as proposições (4.5) e (5.81) podemos estimar as taxas de crescimento

das soluções do problema (5.1). Em verdade seremos capazes de limita-las de maneira

uniforme.
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Proposição 4.7. Seja u ∈ C(2+α,1+α/2)(M× [0, T ), N)∩C∞(M×(0, T ), N), uma solução

para o problema (5.1). Se a variedade N possui curvatura não-positiva KN ≤ 0, então,

existe C = C(M,N,F, α) > 0 tal que

|u(·, t)|C(2+α)(M,N) +

∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(·, t)

∣
∣
∣
∣
C(α)(M,N)

≤ C.

Demonstração: Para facilitar a demonstração, vamos supor, assim como fizemos na

seção anterior, que N é uma subvariedade de um espaço euclidiano R
q, o que, como

vimos, é feito através da identificação desta com sua imagem pelo mergulho isométrico

l : N → R
q. Neste caso, como vimos, u pode ser considerada como uma função com o

valores em R
q, isto é u : M → R

q, a qual é solução do problema (4.21). Olhando então

∂u
∂t

como uma aplicação (neste caso em C(2+α,α/2)(M × [0, T ), N) ∩ C∞(M × (0, T ), N)),

podemos pensar em u como uma solução para o sistema eĺıptico de EDP

∆u = Π(u)(du, du) +
∂u

∂t
. (4.40)

Assim, vemos pelas definições de Π(u)(du, du) e e(u), juntamente com as proposições

(4.5) e (5.81), que o lado direito da expressão acima, pode ser limitado uniformemente

em M × [0, T ), isto é,

∣
∣
∣
∣
Π(u)(du, du)(·, t) +

∂u

∂t
(·, t)

∣
∣
∣
∣
L∞(M,Rq)

≤ C1(M,N, f)

e tal limitante, não depende do t ∈ [0.T ) tomado. Temos também que u é tal que suas

imagens estão no compacto l(N) ⊂ R
q, assim temos que

|u(·, t)|L∞(M,Rq) ≤ C2(N)

onde novamente, o limitante não depende do t∈ [0, T ) tomado. Assim, pelas estimativas

de Schauder para soluções de equações diferenciais parciais eĺıpticas vistas no teorema

(5.6), temos que

|u(·, t)|C(1+α)(M,Rq) ≤ C3(M,α)

(

sup
t∈[0,T )

∣
∣
∣
∣
Π(u)(du, du)(·, t) +

∂u

∂t
(·, t)

∣
∣
∣
∣
L∞(M,Rq)

+ sup
t∈[0,T )

|u(·, t)|L∞(M,Rq)

)

(4.41)

≤ C4(M,N, f, α)

97



sendo tal limitante independente do t∈ [0, T ) tomado.

Por outro lado, u também pode ser considerado como sendo solução do sistema

parabólico de EDP

Lu = Π(u)(du, du)

onde L = ∆ − ∂t em M . Recordemos que por definição

(Π(u)(du, du))A =
m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(u)

∂uB

∂xi

∂uC

∂xj
1 ≤ A ≤ q.

Donde podemos ver que a norma Cα de Π(u)(du, du) pode ser majorada pela norma C1+α

de u, e que isto não depende do t∈ [0, T ) tomado. Assim, por (4.41), temos que

|Π(u)(du, du)(·, t)|Cα(M,Rq) ≤ C5(M,N, f, α).

Portanto, pelas estimativas de Schauder para soluções de EDP parabólicas vistas no teo-

rema (5.14), temos que

|u(·, t)|C(2+α)(M,Rq) +

∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(·, t)

∣
∣
∣
∣
Cα(M,Rq)

≤ C6(M,α)

(

sup
t∈[0,T )

|Π(u)(du, du)(·, t)|Cα(M,Rq)

+ sup
t∈[0,T )

|u(·, t)|L∞(M,Rq)

)

≤ C7(M,N, f, α).

e novamente o limitante não depende do t∈ [0, T ) tomado.

Como dissemos no ińıcio, uma limitação como a que acabamos de obter, pode ser

utilizada para provar a existência de soluções globais para o problema dado. Antes disto no

entanto, mostraremos um resultado sobre a unicidade de soluções da equação parabólica

das aplicações harmônicas.

Teorema 4.5. Seja (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Suponhamos

que u1, u2∈C0(M × [0, T ), N)∩C(2,1)(M × (0, T ), N), sejam ambas, soluções da equação

parabólica das aplicações harmônicas

∂u

∂t
(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0, T )

tais que u1(x, 0) = u2(x, 0) para todo x∈M . Então, u1 ≡ u2 em M × [0, T ).
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Demonstração: Assim como fizemos na demonstração da proposição (4.7), vamos supor

que u1, u2 : M → l(N), são funções com valores em R
q, e portanto neste caso, u1 e u2 são

ambas soluções para o problema (4.21). Seja então h :M × [0, T ) → R, tal que

h(x, t) = |u1(x, t) − u2(x, t)|2 (x, t)∈M × [0, T ).

Para concluir o teorema, é suficiente mostrar que h(x, t) = 0, o que faremos (de maneira

indireta) utilizando o prinćıpio do máximo. Com efeito, pelas definições feitas temos que

∆h− ∂h

∂t
=

(
2 〈∆u1 − ∆u1, u1 − u2〉 + 2 |d(u1 − u2)|2

)

− 2

〈
∂u1

∂t
− ∂u2

∂t
, u1 − u2

〉

= 2

〈(

∆u1 −
∂u1

∂t

)

−
(

∆u2 −
∂u2

∂t

)

, u1 − u2

〉

+ 2 |d(u1 − u2)|2

= 2 〈Π(u1)(du1, du1) − Π(u2)(du2, du2), u1 − u2〉

+ 2 |d(u1 − u2)|2 . (4.42)

Neste ponto, estendemos pois a definição de Π(u)(du, du) para o caso em que tenhamos

três aplicações u1, u2 e u3 :M → N , de forma que possamos falar em Π(u1)(du2, du3), tal

que

(Π(u1)(du2, du3))
A =

m∑

i,j=1

q
∑

B,C=1

gij
∂2πA

∂zB∂zC
(u1)

∂uB2
∂xi

∂uC3
∂xj

1 ≤ A ≤ q. (4.43)

É fácil ver que Π assim definida é bilinear nas duas últimas variáveis. Pela definição dada,

podemos ver que

Π(u1)(du1, du1) − Π(u2)(du2, du2) = Π(u1)(du1, du1) − Π(u2)(du1, du1)

+ Π(u2)(du1 − du2, du1) + Π(u2)(du2, du1 − du2).

Substituindo este último resultado em (4.42) e aplicando Cauchy-Schwarz, obtemos que

∣
∣
∣
∣
∆h− ∂h

∂t

∣
∣
∣
∣

≤ |u1 − u2| |Π(u1)(du1, du1) − Π(u2)(du1, du1)| (4.44)

+ |Π(u2)(du1 − du2, du1)| + |Π(u2)(du2, du1 − du2)| + 2 |d(u1 − u2)|2 .
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Aplicando então o teorema do valor médio obtemos que

|u1 − u2| |Π(u1)(du1, du1) − Π(u2)(du1, du1)| + |Π(u2)(du1 − du2, du1)|

+ |Π(u2)(du2, du1 − du2)|

≤ k1 |u1 − u2| |du1|2 + k2 |du1 − du2| |du1| + k3 |du1 − du2| |du2|

≤ k4 (|u1 − u2| + |du1 − du2|) .

Donde temos que

∆h− ∂h

∂t
≥ −k4 |u1 − u2| (|u1 − u2| + |du1 − du2|) + 2 |d(u1 − u2)|2 .

Denotando |u1 − u2| = a e |d(u1 − u2)| = b e usando a desigualdade ab ≤ ǫa2 + ǫ−1b2

(válida para qualquer ǫ > 0), temos então que

−k4a(a+ b) + 2b2 ≥ −k4a
2 − k4ǫa

2 − k4ǫ
−1b2 + 2b2.

Tomando então ǫ = k4/2, obtemos que

−k4a(a+ b) + 2b2 ≥ −k4a
2 − k2

4

2
a2 = −k5a

2.

E portanto

∆h− ∂h

∂t
≥ −k5h

onde k4 e k5 dependem somente das derivadas terceiras da projeção π : Nǫ → l(N) da

vizinhaça tubular de l(N), e dos valores máximos atingidos por e(u1) e e(u2) emM×[0, T ).

Como h(x, 0) = 0, conclúımos pelo prinćıpio do máximo (ver lema (5.8)) que h(x, t) =

0, dáı temos que u1 ≡ u2 como afirmado.

Teorema 4.6. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N além

disto de curvatura não-positiva KN ≤ 0. Então, para toda f ∈ C2+α(M,N) dada, existe

uma única u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0,∞), N) ∩ C∞(M × (0,∞), N), tal que







∂u
∂t

(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0,∞)

u(x, 0) = f(x).
(4.45)
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A idéia da prova é basicamente mostrar que uma vez que já se sabe que o problema

admite solução e que tal solução não exploda em vizinhança de ponto algum, então tal

solução pode ser estendida a toda reta.

Demonstração: Pelo teorema (4.4) da seção anterior, temos que existe uma constante

T = T (M,N, f, α) > 0 e uma aplicação u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0, T ), N) que é solução

local para o problema (4.45), onde neste caso a igualdade ∂ut

∂t
(x, t) = τ(u(x, t)) somente

é exigida para os pontos (x, t) ∈ M × (0, T ). Destaquemos ainda que a existência de

tal solução, não depende da particular condição dada a curvatura da variedade N . Se

no entanto tivermos que tal curvatura é não-positiva KN ≤ 0 (donde podemos utilizar a

proposição (4.7)), mostremos que tal solução pode ser estendida a M × [0,∞). Seja

T0 = sup{t ∈ [0,∞), tal que (4.45) tenha solução em M × [0, t)}

mostremos que T0 = ∞. Com efeito, suponhamos por um absurdo, que T0 <∞. Tomemos

então um sequência {ti}, tal que ti → T0. Novamente, assim como fizemos na proposição

(4.7), vamos supor que N seja uma subvariedade de um espaço euclidiano R
q, e neste

caso, cada u(·, ti)∈C∞(M,N) pode ser consideranda como uma função u : M → R
q com

valores em R
q.

Como a curvatura de N por hipótese é não positiva KN ≤ 0, temos então pela

proposição (4.7) que as sequências de aplicações

{u(·, ti)} e {∂u
∂t

(·, ti)}

são subconjuntos uniformemente limitados dos respectivos espaços de funções C2+α(M,Rq)

e Cα(M,Rq), uma vez que como vimos, a limitação imposta, não depende do particular

t tomado no intervalo de solução. Assim, por Arzelá-Ascoli, temos que existe uma sub-

sequência {tik} de {ti} e funções

u(·, T0)∈C2+α(M,Rq) e
∂u

∂t
(·, T0)∈Cα(M,Rq),

tais que as subsequências

{u(·, tik)} e {∂u
∂t

(·, tik)}

101



convirjam uniformemente para u(·, T0) e ∂u
∂t

(·, T0) respectivamente, quando tik → T0.

Como para cada tik tem-se que

∂ut
∂t

(·, tik) = τ(u(·, tik))

então pela convergência uniforme temos pois que

∂ut
∂t

(·, T0) = τ(u(·, T0)).

Assim, temos que o problema (4.45) admite uma solução em M× [0, T0], a qual além disto

satisfaz a igualdade

∂ut
∂t

(·, T0) = τ(u(·, T0)) para t = T0.

Aplicando o teorema (4.4) a condição inicial u(·, T0)∈C2+α(M,N), temos então que existe

um ǫ > 0 tal que o problema de valor inicial






∂ũ
∂t

(x, t) = τ(ũ(x, t)) (x, t)∈M × (T0, T0 + ǫ)

ũ(x, 0) = u(x, T0).

admita uma solução ũ ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [T0, T0 + ǫ], N) em [T0, T0 + ǫ]. Podemos ver

então que u e ũ, coincidem em M × T0. Além disto, estas dão origem a uma solução

v ∈C(2+α,1+α/2)(M × [0, T0 + ǫ], N) para o problema de valor inicial (4.45). Neste caso,

ainda pelo mesmo teorema (4.4), temos que v ∈C∞(M × (0, T0 + ǫ), N). Portanto, v é

uma solução para (4.45) em M × [0, T0 + ǫ], o que contradiz nossa hipótese inicial sobre

T0, e portanto T0 = ∞. Quanto a unicidade, esta segue direto do teorema (4.5).

Existência de Aplicações Harmônicas

Nesta seção, finalmente provaremos o teorema (4.2) de Eells e Sampson, enunciado

no inicio. Nosso objetivo será mostrar que a aplicação u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0,∞), N) ∩
C∞(M × (0,∞), N) obtida na seção anterior como solução global para o problema de

valor inicial






∂u
∂t

(x, t) = τ(u(x, t)) (x, t)∈M × (0,∞)

u(x, 0) = f(x)
(4.46)
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de fato, pode ser utilizada para obter-se uma aplicação harmônica, que seja livremente

homotópica a aplicação f ∈C0(M,N), dada no teorema (4.2) (e utilizada como condição

inicial para o problema (4.46)), o que aliás, era o que de fato buscávamos quando uti-

lizamos o método do fluxo do calor.

Para obter a conclusão acima referida, faremos uso das fórmulas de Weitzenböck, bem

como de alguns outros resultados derivados destas.

Lema 4.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N de cur-

vatura não-positiva KN ≤ 0. Se u ∈ C(2+α,1+α/2)(M × [0,∞), N) ∩C∞(M × (0,∞), N) é

a solução global para o problema (4.46), então temos que

∂ut
∂t

→ 0 se t→ ∞.

Demonstração: Como por hipótese a curvatura de N é não positiva KN ≤ 0, temos

pela proposição (4.3), que o funcional energia E : C∞(M,N) → R restrito a u, isto é,

E(ut) : [0,∞) → R, é tal que

d

dt
E(ut) ≤ 0 e

d2

dt2
E(ut) ≥ 0.

Donde temos que a função d
dt
E(ut) é monótona (não-decrescente) e limitada. Logo, existe

b ≤ 0 tal que

lim
t→+∞

d

dt
E(ut) = b.

Afirmamos que b = 0. Com efeito, se b < 0, então

d

dt
E(ut) < b < 0 ∀t∈ [0,∞).

Donde teŕıamos que

E(u)(t) ≤ bt+ E(u)(0)

e portanto lim
t→+∞

E(u)(t) = −∞, o que é um absurdo, uma vez que E(u)(t) ≥ 0 para todo

t∈ [0,∞). Assim, de fato temos que

lim
t→+∞

d

dt
E(ut) = 0.

103



Por outro lado, por outro lado, sendo u uma solução de (4.46), temos por (4.5) que

d

dt
E(ut) = −

∫

M

〈
∂ut
∂t

, τ(ut)

〉

dµg = −
∫

M

〈
∂ut
∂t

,
∂ut
∂t

〉

dµg = −
∣
∣
∣
∣

∂ut
∂t

∣
∣
∣
∣

2

donde temos que

lim
t→+∞

∂ut
∂t

= 0

como afirmamos.

Utilizando o resultado anterior, podemos mostrar que a solução global u converge

para uma aplicação harmônica livremente homotópica a aplicação f , dada como condição

inicial.

Proposição 4.8. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N

além disto de curvatura não-positiva KN ≤ 0. Dada uma condição inicial f ∈C2+α(M,N),

seja u : M × [0,∞) → N a solução global para o problema (4.46). Então, existe uma

sequência {ti}∈R com ti→∞, tal que a sequência de aplicações {u(·, ti)} converge para

uma aplicação harmônica u∞∈C∞(N,N), a qual é livremente homotópica a f .

Demonstração: Da hipótese de N possuir curvatura não-positiva KN ≤ 0, temos pela

proposição (4.7), que as famı́lias de aplicações

{u(·, t)} e {∂u
∂t

(·, t)}

são subconjuntos uniformemente limitados dos espaços de aplicações C2+α(M,N) e Cα(M,N).

Assim, por Arzelá-Ascoli, temos que existe uma sequência ti→∞ e aplicações

u∞∈C2+α(M,N) e ∂tu∞∈Cα(M,N)

tais que as sequências

{u(·, ti)} e {∂u
∂t

(·, ti)}

convergem uniformemente para u∞ e ∂tu∞ quando ti → ∞. Como porém para cada ti

tem-se que

∂u

∂t
(·, ti) = τ(u(·, ti))
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temos então que

∂tu∞ = τ(u∞).

Por outro lado, pelo lema (4.47) acima, temos que

∂tu∞ = lim
ti→∞+

∂u

∂t
(·, ti) = 0.

Donde temos que

τ(u∞) = 0.

Como além disto u∞∈C2+α(M,N), temos pelo teorema (5.17) de regularidade de aplicações

harmônicas, que u∞∈C∞(M,N), donde temos que u∞ é uma aplicação harmônica.

Resta então mostrar que u∞ é livremente homotópica a f . De fato, como a sequência

{uti} converge uniformemente para aplicação u∞, podemos então pela compacidade da

variedadeN , tomar um ti suficientemente grande, de forma que u(x, ti) e u∞(x) pertençam

a mesma vizinhança coordenada. Com M também é compacta, podemos então construir

uma uma homotopia livre entre uti e u∞.

Também, sendo u cont́ınua em t, temos pois que f = u0 e uti são livremente ho-

motópicas, o que mostra que f e u∞ são livremente homotópicas.

Lema 4.2. Sejam M e N variedades diferenciáveis compactas. Então, toda aplicação

cont́ınua f ∈C0(M,N) é livremente homotópica a uma aplicação g∈C∞(M,N).

Uma demonstração deste fato pode ser encontrada em ([11]).

Com este último resultado, podemos concluir a demonstração do teorema (4.2).

Teorema 4.7 (Eells e Sampson). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas com-

pactas, sendo N além disto de curvatura não-positiva. Então, para qualquer aplicação

cont́ınua f : M → N , existe uma aplicação harmônica u∞ : M → N livremente ho-

motópica a f .

Demonstração: Pelo lema (4.2), temos que f ∈ C0(M,N) é livremente homotópica a

uma aplicação f̃ ∈C∞(M,N), portanto, aplicando o teorema (5.82) a f̃ , conclúımos que

f̃ é livremente homotópica a uma aplicação harmônica, e portanto, f também o é, o que

conclui o resultado.
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Caṕıtulo 5

Comentários Finais

Sobre a Eficiência do Método do Fluxo do Calor

Provada a existência de aplicações harmônicas (sob as condições postas), uma pergunta

natural seria: Esta é única?

Obviamente que no caso em que tal aplicação harmônica for constante, não se tem uni-

cidade. Também no caso em que a aplicação harmônica obtida for uma geodésica fechada,

não se tem unicidade. Porém, como mostra o próximo resultado devido a Hartman, a

menos deste casos, pode-se afirmar a unicidade de tais aplicações. Ou seja, a menos dos

casos supracitados, temos unicidade das soluções do teorema de Eells e Sampson.

Teorema 5.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N além

disto de curvatura não positiva. Então temos que:

(1) Sejam u0, u2 ∈ C∞(M,N) aplicações harmônicas livremente homotópicas. Então,

existe uma homotopia livre u : M × [0, 1] → N entre u0 e u2, tal que cada aplicação

da famı́lia {us| s ∈ [0, 1]} ⊂ C∞(M,N) seja uma aplicação harmônica. Ou seja,

o conjunto das aplicações harmônicas livremente homotópicas a u0 é um conjunto

conexo.

(2) Se N é de curvatura negativa (i.e KN < 0), então, temos a unicidade de aplicações

harmônicas no seguinte sentido. Se u0, u2 ∈ C∞(M,N) são aplicações harmônicas
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livremente homotópicas, então, u0 = u1 exceto para os casos (i) e (ii) abaixo:

(i) u0 é uma aplicação constante. Neste caso, apesar de não necessariamente se

ter u0 = u1, porém, ainda sim temos que u1 também é uma aplicação constante.

(ii) A imagem u0(M) de M por u0 é uma geodésica fechada γ. Neste caso, apesar

de não necessariamente ter-mos u0 = u1, porém, ainda sim, temos que u1(M) = γ

e além disto, para cada x ∈ M temos que u1(x) pode ser obtido de u0(x) por um

movimento constante ao longo de γ e no mesmo sentido.

Uma demontração deste resultado, pode ser encontrada em [18].

Sobre as Hipóteses do Teorema de Eells e Sampson

A compacidade de N é Necessária

Seja M a superf́ıcie de revolução obtida girando uma função positiva estritamente

decrescente v = v(u), em torno do eixo u; seja φ o ângulo de revolução. Tomando então

uma aplicação do ćırculo unitário f : S1 →M parametrizada pelo ângulo central θ, então

neste caso, a equação do calor assume a seguinte forma

∂u

∂t
=

∂2u

∂θ2
+

v′v′′

1 + (v′)2

(
∂u

∂θ

)2

− vv′

1 + (v′)2

(
∂φ

∂θ

)2

∂φ

∂t
=

∂2φ

∂θ2
+ 2

v′

v

(
∂u

∂θ

)(
∂φ

∂θ

)

.

Logo, se f satisfaz as condições iniciais
∂u

∂θ
= 0, φ = θ quando t = 0, então o mesmo

ocorre com a solução ft para os demais valores de t. Assim, se tomar-mos v(u) = 1+ e−u,

então, RM
1212 = − 1 + eu

1 + e2u
< 0, e portanto a equação do calor assume a forma

∂u

∂t
=

1 + eu

1 + e2u
.

Assim, temos que eu+u−2 log(eu+1) = t+const.; em particular, u→ ∞ quando t→ ∞.

Assim, vemos que M não possui geodésicas fechadas, e portanto para este caso, temos

que qualquer aplicação cont́ınua, que não esteja na classe tivial de homotopia, não pode

ser livremente homotópica a nenhuma aplicação harmônica.
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Implicações do Teorema de Eells e Sampson

Utilizando dos conteúdos apresentados anteriormente, bem como de alguns outros que

são clássicos em EDP (ver apêndice), podemos obter alguns fatos importantes a respeito

das aplicações harmônicas entre variedades Riemannianas.

Nosso próximo resultado por exemplo, pode ser utilizado (o que de fato faremos na

sequência), para mostrar como as propriedades das variedades em questão, tal é o caso

da curvatura, podem ser utilizadas para se estudar as aplicações harmônicas entre estas

variedades.

Proposição 5.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas de dimensões m e

n respectivamente. Então, para toda aplicação harmônica φ : M → N , temos que a

densidade de energia e(φ) de φ é tal que:

∆e(φ) = |∇φ|2 +Q(dφ), (5.1)

para Q(dφ) dada por

Q(dφ) =
m∑

i=1

〈

dφ

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, dφ(ei)

〉

−
m∑

i,j=1

〈
RN(dφ(ei), dφ(ej))dφ(ej), dφ(ei)

〉
.

onde RicM e RN são respectivamente o tensor de Ricci de M e o tensor curvatura de N

e {ei} é uma base ortonormal de TpM para cada p ∈M .

Demonstração: Seja F = {ut}t∈I : I× M → N uma variação diferenciável de φ, tal

que além disto, ut(x) = u(t, x) satisfaça a equação parabólica das aplicações harmônicas.

Tomando um referencial (local) geodésico (ei) em uma vizinhança de p ∈M , temos então

que

e(ut) =
m∑

j=1

1

2
h (dut(ej), dut(ej)) .
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Assim temos que

∂e(ut)

∂t
=

m∑

j=1

h
(

∇( ∂
∂t)
dut(ej), dut(ej)

)

=
m∑

j=1

h

(

∇ej
dut

(
∂

∂t

)

, dut(ej)

)

=
m∑

j=1

h

(

∇ej

∂ut
∂t

, dut(ej)

)

,

onde na segunda igualdade, utilizamos a proposição (2.1), que juntamente com Schwarz,

implica neste caso na simetria das derivadas tomadas. Como por hipótese u satifaz a

equação parabólica das aplicações harmônicas, temos que

∂ut
∂t

= τ(ut)

e portanto

∂e(ut)

∂t
=

m∑

j=1

h
(
∇ej

τ(ut), dut(ej)
)
.

Sendo φ = u0 harmônica, temos que τ(u0) = τ(φ) = 0, logo

∂e(ut)

∂t

∣
∣
∣
t=0

= 0.

Assim, pela fórmula de Weitzenböck para e(ut) (ver proposição (4.1-(2)), temos que

∆e(φ) = |∇dφ|2 +
m∑

i=1

〈

dφ

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, dφ(ei)

〉

−
m∑

i,j=1

〈
RN(dφ(ei), dφ(ej))dφ(ej), dφ(ei)

〉
.

Utilizando então desta última proposição, podemos provar o próximo resultado.

Proposição 5.2. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, onde M é compacta

com RicM ≥ 0 e N é de curvatura não-positiva (i.e. KN ≤ 0). Então, para toda aplicação

harmônica u : M → N temos que:

(1) u é totalmente geodésica, isto é, ∇du = 0.

109



(2) A densidade de energia e(u) de u é constante.

(3) Se o tensor de Ricci de M é positivo definido, isto é, RicM(x) > 0 em um ponto

x ∈M , então u é constante.

(4) Se N é de curvatura negativa KN < 0, então, ou u é uma aplicação constante, ou

sua imagem é uma geodésica fechada de N .

Demonstração: (1) Pelo teorema de Green, temos que

∫

M

∆e(u)dµg = 0.

Assim, pela expressão (5.1) da proposição anterior, temos que

∫

M

m∑

i=1

|∇u|2 +Q(du)dµg = 0.

Sendo ambos os termos do integrando anterior não-negativos (pois por hipóteseRicM(x) ≥
0 e KN < 0), conclúımos que ∇du = 0 e Q(du) = 0.

(2) Sendo RicM(x) ≥ 0 e KN < 0, temos pela proposição (5.1) que ∇e(u) ≥ 0, ou seja,

que e(u) é uma função subharmônica. Como M é compacta, temos pelo teorema (3.7)

que e(u) é constante.

(3) Como pelo item anterior Q(du) = 0, temos então que

m∑

i=1

〈

du

(
m∑

j=1

RicM(ei, ej)ej

)

, du(ei)

〉

= 0.

Assim, se RicM(x) > 0 para algum x ∈ M , então du(x) = 0, donde e(u)(x) =. Como

pelo item anterior e(u) é constante, conclúımos que e(u) ≡ 0.

(4) Como Q(du) = 0, então, para toda base ortonormal {ei} do espaço tangente TxM em

x ∈M , temos que

〈
RN(du(ei), du(ej))du(ej), du(ei)

〉
= 0, 1 ≤ i, j ≤ m.

Por outro lado, se N é de curvatura negativa (i.e KN < 0), então, para todo subespaço

bidimensional σ ⊂ TxM de TxM , temos que sua curvatura seccional K(σ) < 0 é negativa.

Donde neste caso, devemos ter que du(ei) e du(ej) são sempre linearmente dependente
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(não podem gerar um subespaço de bidimensional). E portanto, neste caso, em cada

x ∈M devemos ter que

dim dux(TxM) ≤ 1,

Se dim dux(TxM) = 0, então u é constante. Se por outro lado, dim dux(TxM) = 1, então,

u(M) ⊂ N é uma curva de N . Como além disto, u é totalmente geodésica, então, nesta

situação, afirmamos que u(M) é uma geodésica fechada de N . Com efeito, tomando uma

geodésica fechada em M (cuja existência é assegurada pelo teorema de Cartan (4.1), uma

vez que M é compacta), então devemos ter que a imagem desta geodésica fechada por

u é também uma geodésica fechada de N , pois u é totalmente geodésica e portanto leva

geodésicas em geodésicas, isto então confirma o afirmado e encerra a demonstração.
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Apêndice

Medidas Riemannianas

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensão m. Mostremos que é posśıvel

introduzir-se uma noção de medida nesta. Denotemos por C0(M), o espaço das funções

reais com suporte compacto em (M, g). Podemos definir uma métrica em C0(M), tomando

‖f‖ := sup{|f(p)| ; p ∈M}. Posto isto, podemos passar as definições.

Definição: : Seja V : C0(M) → R um funcional linear. Dizemos que V é uma medida

de Radon em M , se para todo compacto K ⊂M , existir um ak > 0, tal que

|V (f)| ≤ ak ‖f‖ f ∈ C0(M), suppf ⊂ K.

Tal medida é dita positiva, se V (f) ≥ 0, para toda f > 0. Caso M seja compacta, temos

que C0(M) = C(M) (espaço das funções reais e cont́ınuas em M) é um espaço de Banach

com a norma definida acima. Neste caso, uma medida de Radon em M , nada mais é que

um funcional linear limitado em C(M).

Dados uma estrutura diferenciável {Uα, xα} de M , e uma partição d unidade {ρα}
subordinada a cobertura {xα(Uα)}. Para cada f ∈ C0(M) definimos

µg(f) :=
∑

α

∫

Uα

(

ρα · f ·
√

det(gαij)
)

◦ xα dx1
α, . . . , dx

1
α

onde (gαij), é a matriz consistindo das componentes de g, com respeito ao sistema local de

coordenadas (xα). A integral do lado direito, representa a integral de Lebesgue de funções

cont́ınuas com suporte compacto, definidas em subconjuntos Uα de R
n. Observemos que

a soma dada acima, é na verdade finita, pois por hipótese supp f é compacto.
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Mostremos que a definição dada, não depende da particular escolha da estrutura difer-

enciável {Uα, xα}. Com efeito, seja {Vβ, yβ}, uma outra estrutura diferenciável e {τβ} a

partição da unidade subordinada a {yβ(Vβ)}. Neste caso temos que

√

det(gβij)(p) = J
√

det(gαij)(p) p ∈ xα(Uα) ∩ yβ(Vβ)

onde J = det

(

∂xα
i

∂yβ
j

)

= det(dx−1
α ◦ dyβ)(y−1

β ). Portanto, denotando por Wαβ = xα(Uα) ∩

yβ(Vβ), temos que

∑

β

∫

Vβ

(

τβ · f ·
√

det(gβij)

)

◦ yβdy1
β, . . . , dy

m
β

=
∑

αβ

∫

y−1
β

(Wαβ)

(

τβ · ρα · f ·
√

det(gβij)

)

◦ yβdy1
β, . . . , dy

m
β

=
∑

αβ

∫

y−1
β

(Wαβ)

(

τβ · ρα · f ·
√

det(gαij)
)

◦ yβ · Jdy1
β, . . . , dy

m
β

(Pela fórmula de mudança de variáveis para integrais em R
n)

=
∑

αβ

∫

x−1
α (Wαβ)

(

τβ · ρα · f ·
√

det(gαij)
)

◦ xα · Jdx1
α, . . . , dx

m
α

=
∑

α

∫

Uα

(

ρα · f ·
√

det(gαij)
)

◦ xα · Jdx1
α, . . . , dx

m
α .

Podemos ver ainda que µg é uma medida de Radon positiva em M , a qual é chamada de

medida padrão induzida pela métrica g em M . Denotamos µg(f) por
∫

M
fdµg, a qual é

dita ser a integral de f sobre M .

Pode-se mostrar ainda, que são válidos os seguintes resultados

Teorema 5.2 (Divergência). Seja X ∈ Γ(TM) um campo de vetores com suporte com-

pacto na variedade Riemanniana (M, g). Então

∫

M

div(X)dµg = 0.

De uso frequênte neste texto será o seguinte resultado, o qual é uma implicação ime-

diata do teorema anterior
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Corolário 5.1. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Então para todo

X ∈ Γ(TM) temos
∫

M

div(X)dµg = 0.

Não daremos a demonstração destes fatos, ao leitor interessado sugerimos [34], onde

é feita uma exposição dos conteúdos das medidas Riemannianas.

Resultados Gerais de EDP

Neste caṕıtulo faremos uma breve revisão de alguns resultados de EDP utilizados

no restante do texto. Tais resultados são em sua grande maioria bem clássicos, sendo

portanto esperados serem do conhecimento da maioria dos leitores. Assim, para um leitor

que tenha algum conhecimento a respeito do assunto, ou mesmo que não o tenha e não

esteja interessado no momento nestes, recomendamos que avance para o próximo caṕıtulo,

retornando ao atual somente para conferir algum dos resultados utilizados adiante, caso

julgue necessário.

Como dissemos, nossa intensão é apenas fazer um apanhado geral da teoria de EDP

utilizada durante o texto. Desta forma, os tópicos tratados, serão abordados de forma

sucinta, muitas vezes sem serem demonstrados. De qualquer forma, fontes serão citadas

para que o leitor interessado possa consultar afim de obter maiores informações a respeito

dos tópicos expostos.

Nosso objetivo principal aqui, será obter as estimativas de Schauder para as soluções

das EDPs lineares eĺıpticas e parabólicas (a serem definidas), as quais são imprescind́ıveis

ao estudo da existência e regularidade das soluções de tais EDPs. Em ambos os casos

(eĺıptico e parabólico), nosso ponto de partida serão os casos mais simples (respectiva-

mente equação de Poisson e do calor), estendendo posteriormente os resultados obtidos

aos casos mais gerais.

Ao final, mostraremos como os resultados obtidos (para espaços reais) podem ser esten-

didos para o caso em que as aplicações em questão forem entre variedades Riemannianas,
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tratando de alguns destes resultados nesta situação espećıfica, tal é o caso do teorema

de regularidade das aplicações harmônicas e do prinćıpio do máximo para a equação do

calor. Aproveitamos a oportunidade para demonstrar também alguns resultados que serão

utilizados no próximo caṕıtulo.

EDPs Lineares Eĺıpticas

Nesta seção, abordaremos as EDPs lineares eĺıpticas de segunda ordem. Nossa es-

tratégia será de ińıcio supor a existência de soluções (com a regularidade pretendida)

para as equações dadas, e obter então estimativas para estas. Em seguida, utilizando

das estimativas obtidas, que são neste caso chamadas de estimativas a priori, passamos a

estudar a existência e regularidade de tais soluções.

No que se segue, revisaremos alguns resultados a respeito das soluções da equação de

Laplace, a qual como dissemos, é o protótipo mais simples das EDPs lineares eĺıpticas de

segunda ordem. A maioria dos resultados expostos nesta seção podem ser encontrados

em [16].

Equação de Laplace

Por questão de comodidade, durante todo este tópico, utilizaremos como domı́nio de

nossas funções, uma região Ω ⊂ R
n, a qual é aberta, conexa e com fronteira de classe no

mı́nimo C1. Nos tópicos subsequêntes utilizaremos conjuntos menos restritos.

Seja u ∈ C2(Ω) uma função. Então, o Laplaciano de u, o qual denotamos ∆u, é

definido por

∆u =
n∑

i=1

Diiu = div(Du).

Utilizando deste, definimos a equação

∆u = 0
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chamada de equação de Laplace. Tal equação, admite como solução a função

Γ(x− y) = Γ(|x− y|) =







1
n(2−n)ωn

|x− y|2−n , n > 2

1
2π

log |x− y|, n = 2

onde ωn é o volume da bola unitária de R
n. Tal função é chamada de solução fundamental

da equação de Laplace.

A partir da solução fundamental, podemo obter as fórmula de representação de Green:

u(y) =

∫

∂Ω

(

u
∂Γ

∂ν
(x− y) − Γ(x− y)

∂u

∂ν

)

ds+

∫

Ω

Γ(x− y)∆u dx, y ∈ Ω (5.2)

para toda u ∈ C2(Ω̄).

Utilizando desta fórmula, bem como das fórmulas de Green, podemos resolver o prob-

lema de Dirichlet para bolas, como mostra o teorema:

Teorema 5.3. Seja B = B(0, R) e φ uma função cont́ınua em ∂B. Então a função

definida por

u(x) =







R2−|x|2

nωnR

∫

∂B
φ(y)

|x−y|n
dSy x ∈ B

φ(x), x ∈ ∂B
(5.3)

pertence a C2(B) ∩ C0(B̄) e satisfaz a equação ∆u = 0 em B.

Operadores Diferenciais Lineares Eĺıpticos

Seja Ω um domı́nio conexo e limitado de R
n(n ≥ 2). Consideremos o operador

diferencial linear eĺıptico L em Ω

Lu =
n∑

i,j=1

aij(x)Diju+
n∑

i=1

bi(x)Diu+ c(x)u aij = aji

para u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄). L é dito ser eĺıptico em um ponto x ∈ Ω, se os coeficientes da

matriz [aij(x)] são positivos, ou seja, se

0 < λ(x) |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ(x) |ξ|2 ξ ∈ R
n − {0}.

onde λ(x) e Λ(x), são respectivamente o menor e o maior autovalor de [aij(x)].
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Durante todo este caṕıtulo, assumiremos que os coeficientes aij, bi e c, são no mı́nimo

cont́ınuos, donde limitados em Ω̄. Neste caso, L é dito ser uniformemente eĺıptico em Ω

se:

n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≥ λ |ξ|2 x ∈ Ω e ξ ∈ R
n − {0}

onde λ é uma constante positiva.

Uma propriedade importane dos operadores lineares eĺıpticos de segunda ordem, é que

suas soluções, assim como as soluções do operador de Laplace, satisfazem o prinćıpio do

máximo. Esta importante caracteŕıstica, possibilita que se estude de forma mais simples

este tipo de operadores, pois entre outras coisas, esta propriedade permite estimar mais

facilmente as soluções dos mesmos, tal por exemplo é o caso do resultado abaixo.

Proposição 5.3 (Estimativas a priori). Seja u ∈ C2(Ω) ∩ C(Ω̄) uma solução para o

problema







Lu = f em Ω

u = φ, em ∂Ω
(5.4)

com f ∈ C(Ω̄) e φ ∈ C(∂Ω). Se c(x) ≤ 0, então

|u(x)| ≤ max
∂Ω

|φ| + Cmax
Ω

|f | para todo x ∈ Ω

onde C é uma constante positiva dependente somente de λ, Λ e do diam(Ω).

Hölder Continuidade

Neste tópico, introduziremos a classe das funções Hölder cont́ınuas, as quais como

veremos, são muito convenientes para o tipo de estudo que faremos neste texto, tal por

exemplo é o caso da regulariddade das soluções dos operadores diferenciais.

Definição 5.1. Seja f : Ω → R, x0 ∈ Ω e α ∈ (0, 1). Então f é dita ser Hölder cont́ınua

em x0 com expoente α se

[f ]α;x0 = sup
x∈Ω\{x0}

|f(x) − f(x0)|
|x− x0|α

<∞. (5.5)
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Se (5.5) ocorre para α = 1, então f é dita ser Lipschitz cont́ınua em x0.

Tal definição pode ser estendida a todo conjunto Ω. Para isto, definimos a seminorma

Hölder (de expoente α) por

[f ]α;Ω = sup
x,y∈Ω
x 6=y

|f(x) − f(y)|
|x− y|α . (5.6)

Caso tal valor seja finito, f é dita ser uniformemente Hölder cont́ınua com expoente α

em Ω. Caso f seja uniformemente Hölder cont́ınua com expoente α em cada subconjunto

compacto de Ω, então f é dita ser localmente Hölder cont́ınua com expoente α em Ω.

Definimos os espaços Hölder Ck+α(Ω̄) (resp. Ck+α(Ω)), como sendo os espaços das

funções f ∈ Ck(Ω̄) (resp. f ∈ Ck(Ω)), cujas k-ésimas derivadas parciais são uniforme-

mente Hölder cont́ınuas (resp. localmente Hölder cont́ınuas). Definimos também o espaço

Ck+α
0 (Ω), que é formado pelas funções de Ck+α(Ω) que possuem suporte compacto em Ω

(i.e supp f ⊂⊂ Ω).

Definimos também as seminormas

[u]Ck(Ω) = sup
|β|=k

sup
Ω

∣
∣Dβu

∣
∣ , k = 0, 1, 2, . . . (5.7)

[u]Ck+α(Ω) = sup
|β|=k

[Dβu]α;Ω.

A partir das quais definimos as normas nos respectivos espaços Ck(Ω̄) e Ck+α(Ω̄), tais

que

‖u‖Ck(Ω) =
k∑

j=0

[u]Cj(Ω) (5.8)

‖u‖Ck+α(Ω) = ‖u‖Ck(Ω) + [u]Ck+α(Ω).

Podemos ainda definir outras normas nos espaços Ck(Ω̄) e Ck+α(Ω̄), as quais serão úteis

no que se segue. Seja Ω limitado, com diam Ω = d, definimos

‖u‖′

Ck(Ω) =
k∑

j=0

dj[u]Cj(Ω) (5.9)

‖u‖′

Ck+α(Ω) = ‖u‖′

Ck(Ω) + dk+α[u]Ck+α(Ω).

Pode-se mostrar que com as normas definidas em (5.9) e (5.10), Ck(Ω̄) e Ck+α(Ω̄) são

espaços de Banach.
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Podemos definir mais algumas normas em Ck(Ω) e Ck+α(Ω), as quais serão bas-

tante convenientes para o que se segue. Dados x, y ∈ Ω, seja dx = dist(x, ∂Ω), dx,y =

min(dx, dy) e σ ∈ R, definimos as seguintes seminormas

[u]∗Ck(Ω) = sup
x∈Ω
|β|=k

dkx
∣
∣Dβu(x)

∣
∣ , [u]∗Ck+α(Ω) = sup

x,y∈Ω
|β|=k

dk+αx

Dβu(x) −Dβu(y)

|x− y|α , (5.10)

[u]
(σ)

Ck(Ω)
= sup

x∈Ω
|β|=k

dk+σx

∣
∣Dβu(x)

∣
∣ e [u]

(σ)

Ck+α(Ω)
= sup

x,y∈Ω
|β|=k

dk+α+σ
x

Dβu(x) −Dβu(y)

|x− y|α .

A partir das quais definimos as normas nos respectivos espaços Ck(Ω̄) e Ck+α(Ω̄), tais

que

‖u‖∗Ck(Ω) =
k∑

j=0

[u]∗Cj(Ω), ‖u‖∗Ck+α(Ω) = ‖u‖∗Ck(Ω) + [u]∗Ck+α(Ω), (5.11)

‖u‖(σ)

Ck(Ω)
=

k∑

j=0

[u]
(σ)

Cj(Ω)
e ‖u‖(σ)

Ck+α(Ω)
= ‖u‖(σ)

Ck(Ω)
+ [u]

(σ)

Ck+α(Ω)
.

De posse destas novas definições, podemos apresentar o próximo teorema, o qual nos

será útil na sequência.

Teorema 5.4. Seja Ω um aberto de R
n e f ∈ Cα(Ω). Suponhamos que u ∈ C2(Ω) e que

u satisfaça a equação ∆u = f . Então, existe C = C(n, α) tal que

‖u‖∗C2+α(Ω) ≤ C
(

‖u‖C0(Ω) + ‖f‖(2)
Cα(Ω)

)

. (5.12)

Ressaltemos que este últimos resultado, é de extrema importância ao estudo das

soluções da equação de Poisson, pois este nos fornece limitações para as derivadas Du

e D2u, e para os coeficientes Hölder de D2u em subconjuntos compactos de Ω, o que nos

possibilita utilizar argumentos de compacidade para tais soluções, sendo uma de suas im-

plicações diretas, a equicontinuidade das derivadas primeiras e segundas em subcojuntos

compactos de Ω, de qualquer conjunto de soluções da equação de Poisson.

Estimativas de Schauder

Neste tópico, apresentaremos algumas estimativas para as soluções dos operadores li-

neares eĺıpticos de segunda ordem com coeficientes Hölder cont́ınuos, as quais possibilitam
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que utilizemos argumentos de compacidade (ver comentário após o teorema (5.4)), que

são essenciais para teoria de existência e regularidade de soluções.

Na realidade, o que faremos aqui é basicamente estender os resultados obtidos na seção

anterior (para as soluções da equação de Poisson), para as equações eĺıpticas de segunda

ordem. Assim, iniciamos apresentando tal extensão para o caso mais simples das equações

lineares eĺıpticas de segunda ordem com coeficientes constantes.

Lema 5.1. Consideremos a equação

L0u =
n∑

i,j=1

AijDiju = f(x), Aij = Aji, (5.13)

onde [Aij] é uma matriz constante tal que

λ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

Aijξiξj ≤ Λ |ξ|2 , ∀ξ ∈ R
n

para constantes positivas λ,Λ. Suponhamos que u ∈ C2(Ω) satisfaça a equação L0u = f ,

onde Ω é um aberto de R
n e f ∈ Cα(Ω). Então, existe C = C(n, α, λ,Λ) tal que

‖u‖∗C2+α(Ω) ≤ C
(

‖u‖C0(Ω) + ‖f‖(2)
Cα(Ω)

)

. (5.14)

A demonstração deste resultado segue direto do teorema (5.4), fazendo-se o uso de

mudanças de coordenadas convenientes, a qual leva ∆ em L0 .

Utilizando então o resultado acima, podemos obter as estimativas de Schauder para

as soluções da equação Lu = f . De fato, nosso objetivo principal é apresentar estimativas

para a norma ‖u‖∗C2+α(Ω) de tais soluções.

Para facilitar esta tarefa, é comum utilizar-se as seguintes desigualdades de inter-

polação.

Lema 5.2. Seja Ω um aberto de R
n e 0 ≤ α, 0 ≤ β tais que j + β < k + α, para

j, k = 0, 1, 2, . . . ,. Suponhamos que u ∈ Ck+α(Ω), então, para todo ǫ > 0 dado, temos que

existe uma constante C = C(ǫ, j, k) tal que

[u]∗Cj+β(Ω) ≤ C ‖u‖C0(Ω) + ǫ[u]∗Ck+α(Ω) (5.15)

‖u‖∗Cj+β(Ω) ≤ C ‖u‖C0(Ω) + ǫ ‖u‖∗Ck+α(Ω) .
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Para o nosso próximo resultado precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.3. Sejam f, g ∈ Cα(Ω) onde Ω é um aberto de R
n. Então, para todos σ + τ ≥ 0

temos que

‖fg‖(σ+τ)
Cα(Ω) ≤ ‖f‖(σ)

Cα(Ω) ‖g‖
(τ)
Cα(Ω) . (5.16)

Este fato pode ser facilmente verificado a partir das definições feitas em (5.10).

Mediante tais considerações, é posśıvel estabelecer-se as seguintes estimativas de Schauder.

Teorema 5.5. Seja Ω um aberto de R
n, e u ∈ C2+α(Ω) uma solução limitada em Ω da

equação

Lu =
n∑

i,j=1

aijDiju+
n∑

i=1

biDiu+ cu = f,

onde f ∈ Cα(Ω) e existem constantes positiva λ,Λ, tais que para todo x ∈ Ω e ξ ∈ R
n os

coeficientes do operador L satisfaçam

n∑

i,j=1

aijξiξj ≥ λ |ξ|2 e ‖aij‖(0)
Cα(Ω) , ‖bi‖(1)

Cα(Ω) , ‖c‖(2)
Cα(Ω) ≤ Λ. (5.17)

Então, temos que existe C = C(n, α, λ,Λ) tal que

‖u‖∗C2+α(Ω) ≤ C
(

‖u‖C0(Ω) + ‖f‖(2)
Cα(Ω)

)

. (5.18)

Salientemos novamente, que estimativas como as que acabamos de apresentar, são

essenciais a teoria de existência e regularidade de soluções como a aqui descritas.

Uma situção que ilustra bem a força deste tipo de estimativa, é o caso em que as

mesmas são utilizadas para se demonstrar a equicontinuidade das derivadas de ordem até

dois, dos conjuntos de soluções da equação Lu = f , donde se pode obter resultados a

respeito da convergência das mesmas em subconjuntos compactos de Ω. Para este tipo

de aplicação do teorema anterior, é mais coveniente que utilizemos uma outra formulação

(porém equivalente) do mesmo, a qual é apresentada no próximo resultado.

Corolário 5.2. Seja Ω um domı́nio limitado de R
n, no qual L satisfaça as condições do

teorema (5.5) e que seus coeficientes estejam em Cα(Ω̄). Suponhamos que u ∈ C2+α(Ω)
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satisfaça a equação Lu = f em Ω. Então, para todo Ω
′ ⊂⊂ Ω, com dist(Ω

′
, ∂Ω) ≥ d,

existe C dependente somente de n, α, λ, do diâmetro de Ω e das normas Cα(Ω̄) dos

coeficientes de L, tal que

d ‖Du‖C0(Ω
′
) + d2

∥
∥D2u

∥
∥
C0(Ω

′
)
+ d2+α[D2u]Cα(Ω

′
) ≤ C

(

‖u‖C0(Ω) + ‖f‖Cα(Ω)

)

. (5.19)

Sumariando tudo que foi dito acima com respeito as estimativas de Schauder para as

soluções de EDPs lineares eĺıpticas, podemos então apresentar nosso próximo resultado,

qual trata do caso mais simples, onde nosso domı́nio Ω = B uma bola.

Dados r > 0 e 0 < α < 0, seja B(0, r) = {x ∈ R
n; |x| < r}. Suponhamos que

aij, bi, d ∈ Cα(B(0, r)), 1 ≤ i, j ≤ n,

e que

λ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ |ξ|2

onde as constantes acima são tais que 0 < λ ≤ Λ <∞, x ∈ B(0, r) e ξ ∈ R
m. Considere-

mos o operador diferencial parcial linear eĺıptico

L =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
+ d(x),

temos então o seguinte resultado

Teorema 5.6. Seja f ∈ Cα(B(0, r)). Se u ∈ C2(B(0, r)) é solução da equação

Lu(x) = f(x),

então, u ∈ C2+α(B(0, r)) e

|u|C1+α(B(0,r/2)) ≤ C
(

|f |L∞(B(0,r)) + |u|L∞(B(0,r))

)

|u|C2+α(B(0,r/2)) ≤ C
(

|f |Cα(B(0,r)) + |u|L∞(B(0,r))

)

onde C, é uma constante dependente somente de n, α,Λ/λ, |aij|Cα(B(0,r)) , |bi|Cα(B(0,r)) , |d|Cα(B(0,r)).

Por hora, interromperemos o estudo das estimativas das soluções da equação Lu = f ,

para apresentar alguns resultados de existência de solução para a mesma, o que faremos

no próximo tópico. Posteriormente, retomaremos o estudo aqui feito, apresentando alguns

resultados que utilizam tais estimativas para estudar a regularidade das soluções obtidas.
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Existência de Soluções

Neste tópico, trataremos da existência de soluções para o problema de Dirichlet da

equação Lu = f , para domı́nios e condições de bordo suficientemente suaves. Na verdade,

o que faremos aqui, é como já dissemos, somente apresentar um esboço de um posśıvel

caminho a ser seguido para se chegar ao resultado pretendido, apresentando os resultados

utilizados e qual o motivo de sua utilização. Uma versão completa do que trataremos

pode ser encontrada em [16].

Nos casos aqui apresentados, nos restringiremos a situção em que c ≤ 0, o que para

nossos propósitos são suficientes, uma vez que para os demais casos (i.e c > 0), pode-se

mostrar através de exemplos, que o problema proposto, em geral não admite solução.

Teorema 5.7. Seja Ω um domı́nio C2+α de R
n, L um operador estritamente eĺıptico em

Ω cujos coeficientes são Cα(Ω̄) e tal que c ≤ 0. Logo, se o problema de Dirichlet para

equação de Poisson, ∆u = f em Ω, u = φ em ∂Ω, tem uma solução C2+α(Ω̄) para toda

f ∈ Cα(Ω̄) e φ ∈ C2+α(Ω̄), então o problema

Lu = f em Ω, u = φ em ∂Ω, (5.20)

também admite uma (única) solução C2+α(Ω̄) para toda f e φ.

Um resultado relacionado com ao dado acima é o que se segue.

Lema 5.4. Seja B uma bola em R
n e φ ∈ C0(∂B). Logo, se L satisfaz as condições do

teorema (5.7) em B, e f ∈ Cα(Ω̄), então o problema de Dirichlet, Lu = f em Ω, u = φ

em ∂B, tem uma (única) solução C2+α(B) ∩ C0(B̄).

Regularidade das Soluções

Neste tópico, analisaremos como a regularidade da função f e dos coeficientes do

operador L, influenciam na regularidade das soluções da equação Lu = f . Enfatizamos

que tal análise é feita utilizando as estimativas de Schauder para tais soluções, mostradas

anteriormente.
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Isto contrasta com o que viemos fazendo até o presente momento, pois até então,

sempre t́ınhamos por hipótese que tanto f quanto os coeficientes de L eram Cα(Ω), e que

as soluções da equação apresentada eram C2+α(Ω).

De ińıcio, veremos que na situação acima, onde f e os coeficientes de L são Cα(Ω),

é suficiente supor que as soluções da equação Lu = f , sejam somente C2(Ω), pois neste

caso, estas são automaticamente C2+α(Ω), como mostra o próximo resultado.

Lema 5.5. Seja Ω um conjunto aberto de R
n, L um operador eĺıptico cujos coeficientes

são Cα(Ω) e f ∈ Cα(Ω). Suponhamos que u ∈ C2(Ω) seja uma solução da equação

Lu = f . Então, u ∈ C2+α(Ω).

Ressaltemos, que em momento algum da demonstração do resultado anterior, é feita

qualquer retrição ao sinal de c, o mesmo ocorrendo para os demais resultados deste tópico.

Utilizando o lema anterior, bem como as estimativas de Schauder, pode-se apresentar

situações de regularidades maiores para as soluções da equação Lu = f .

Teorema 5.8. Seja Ω um conjunto aberto de R
n, f ∈ Ck+α(Ω) e L um operador linear

eĺıptico cujos coeficientes são Ck+α(Ω). Suponhamos que u ∈ C2(Ω) seja uma solução da

equação Lu = f . Então, u ∈ Ck+2+α(Ω). E se f e os coeficientes de L são C∞(Ω), então

u ∈ C∞(Ω).

EDPs Lineares Parabólicas

Neste tópico, basicamente nos restringiremos a demosntrar as estimativas de Schauder

para as soluções das EDPs lineares parabólicas. Alguns outros resultados que serão uti-

lizados no restante do texto, tal é o caso da solução fundamental da equação do calor,

serão simplesmente enunciados. Também não serão feitas grandes considerações a re-

speito da existência e regularidade das soluções das EDPs lineares parabólicas, pois além

de serem resultados um tanto clássicos, o processo de demonstração dos mesmos seguem

nas linhas do que sugerimos na seção anterior para o caso eĺıptico. De qualquer forma,

algumas fontes sobre o assunto serão sugeridas.
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Equação do calor

Seja Ω ⊂ R
n um aberto e (0, T ) ⊂ R ∪ {∞}. Denotemos

ΩT = Ω × (0, T ) e ∂ΩT =
(
Ω̄ × {0}

)
∪
(
∂Ω × ¯(0, T )

)
.

∂Ω é chamada de fronteira reduzida de ΩT . Definimos um operador L chamado de oper-

ador do calor, agindo no conjunto das funções C2,1(ΩT ), isto é, no conjunto das funções

u : Ω × (0, T ) → R, onde para cada t ∈ (0, T ) temos que u(x, t) ∈ C2(Ω) e para cada

x ∈ Ω, temos que u(x, t) ∈ C1((0, T )), tal que

Lu = ∆ − ∂

∂t
. (5.21)

O caso particular (homogêneo)

L = 0 (5.22)

é chamada de equação do calor.

Dada uma aplicação f ∈ C0(∂ΩT ) podemos considerar o problema de valor inicial






ut(x, t) = ∆xu(x, t) (x, t) ∈ ΩT

u(x, t) = f(x, t) (x, t) ∈ ∂ΩT

. (5.23)

Dados x, y ∈ R
n, t, t0 ∈ R, t 6= t0 definimos o núcleo do calor em (y, t0) como

K(x, y, t, t0) =
1

(4π |t− t0|)n/2
e
− |x− y|2
4(t− t0)

. (5.24)

Pode ser mostrado, que o núcleo do calor é uma solução para a equação (5.22). Como

veremos na sequência, o núcleo do calor K é tão importante para equação do calor, quanto

a solução fundamental Γ o é para a equação de Laplace.

Para a situação em que t0 = 0, temos que

H(x, y, t) = K(x, y, t, 0) =
1

(4πt)n/2
e
− |x− y|2

4t
(5.25)

chamada de solução fundamental da equação do calor. Tal função é C2 em x ∈ R
n e

C1 em t ∈ (0, T ). Também, dada uma função f cont́ınua e limitada em R
n, temos que a

convolução

u(x, t) =

∫

Rn

H(x, y, t)f(y)dy
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é tal que u ∈ C∞(Rn × (0, T )), u é uma solução da equação do calor ut = ∆u e

lim
t→0+

u(x, t) = lim
t→0+

∫

Rn

H(x, y, t)f(y)dy = f(x).

Para a solução fundamental, temos ainda os seguintes resultados. Dados x, y ∈ Ω e

t, s > 0 então:

i) =

∫

Rn

H(x, y, t)dy = 1,

ii) = H(x, y, t) = H(y, x, t) (simetria).

Estimativas Schauder para EDPs Parabólicas

Neste tópico, apresentaremos as estimativas de Schauder para as soluções de EDP’s

lineares parabólicas.

Em geral, da mesma forma que se faz para as soluções das EDP’s lineares eĺıpticas,

onde tais estimativas são derivadas de estimativas semelhantes obtidas para soluções de

casos mais simples (no caso das EDP’s lineares eĺıpticas, isto é feito para a solução fun-

damental da equação de Poisson), também para o caso parabólico, é comum se obter tais

estimativas por um processo semelhante, estima-se a prinćıpio a solução fundamental da

equação do calor, e com isto estimam-se as soluções gerais, uma vez que estas podem ser

representadas por meio da solução fundamental através de integrais. De fato, tal pro-

cesso é bem instrutivo, pois permite que se compreenda melhor o comportamento de tais

soluções, podendo o leitor interessado consultar Friedman [14], onde é feita uma excelente

exposição do mesmo.

Aqui no entanto, preferimos apresentar uma demonstração uma pouco diferente deste

fato, tendo esta a vantagem de ser muito mais simples e direta que a usual, uma vez que

por exemplo, a mesma não faz uso do conceito de solução fraca e desde o ińıcio faz uso

do conceito de continuidade Hölder, que é de fato o que aqui nos interessa.

A demonstração que apresentaremos, é devida a Brandt [1] e se baseia na continuidade

Hölder em x (com expoente α) de cada uma das derivadas D2
xu da solução, tendo como

principal argumento o prinćıpio do máximo forte. Nossa estratégia aqui será aplicar o
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prinćıpio do máximo a um operador conveniente (definido em dimensões maiores), obtendo

assim um importante resultado que chamaremos de “Resultado Fundamental”, que é na

realidade a estimativa Schauder para este caso particular. Em seguida, utilizando tal

resultado, obteremos estimativas para “perturbações” do caso apresentado, e com isto

obteremos o que desejamos.

Resultado Fundamental

Durante toda esta seção, utilizaremos as seguintes notações. Para o domı́nio das nossas

funções utilizaremos sempre um domı́nio limitado Ω de R
n
1 = R

n × R, e para qualquer

ponto P em Ω denotaremos por T (P ) o conjunto dos pontos Q no bordo de Ω que podem

ser conectados a P por um caminho simples cont́ınuo, ao longo do qual a coordenada t seja

não-decrescente de Q para P . Os pontos Q de Ω que podem ser conectados a P (através

de caminhos com as mesmas condições anteriores) serão denotados por S(P ). Como de

praxe, denotaremos por ek o vetor unitário na k-ésima direção de R
n
1 . Utilizaremos a

seguinte métrica

|P −Q| = max
{∣
∣
∣xP1 − xQ1

∣
∣
∣ , . . . ,

∣
∣xPn − xQn

∣
∣ ,
∣
∣tP − tQ

∣
∣
1/2 · 4

√
n+ 1

}

(5.26)

para todo P = (xP1 , . . . , x
P
n , t

P ) e Q = (xQ1 , . . . , x
Q
n , t

Q) em Ω. Também, tomaremos

dP = inf
Q∈T (P )

|P −Q| e dPQ = min {dP , dQ}. (5.27)

Para 0 < α < 1, σ = 0, 1, 2 e qualquer função suave u : Ω → R definimos

‖dσu‖C0(Ω∗) = ‖u‖(σ)

C0(Ω∗) = sup
P∈Ω

|dσPu(P )| (5.28)

[dσu]Cα(Ω∗) = sup
P,Q∈Ω

dσ+α
PQ

|u(P ) − u(Q)|
|P −Q|α (5.29)

‖dσu‖Cα(Ω∗) = ‖dσu‖C0(Ω∗) + [dσu]Cα(Ω∗) (5.30)

‖u‖C2+α(Ω∗) = ‖u‖Cα(Ω∗)+
n∑

i=1

‖dDxi
u‖Cα(Ω∗)+

∑

|β|=2

∥
∥d2Dβ

xu
∥
∥
Cα(Ω∗)

+
∥
∥d2Dtu

∥
∥
Cα(Ω∗)

(5.31)

onde todos os supremos acima são tomados sobre os pontos P, Q ∈ Ω tais que P = Q+ηek

para algum escalar η e inteiro k, 1 ≤ k ≤ n.

Na definição anterior, bem como no restante deste caṕıtulo, o asterisco (∗) acrescentado

ao conjunto Ω (em Ω∗), tem por finalidade indicar que os pontos P e Q tomados, possuem
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a mesmo parâmetro t. As normas assim obtidas, são bastante convenientes, quando se

deseja estudar a continuidade Hölder na variável x, sem se importar com a mesma em t.

Ressaltemos também, que muitas das normas e seminormas definidas na seção anterior,

como por exemplo em (5.8), (5.9), (5.10) e (5.10), serão utilizadas adiante com a restrição

que acabamos de dizer, e em tais situções não faremos mais este tipo de comentário.

Para cada função u(x, t) : R
n × R → R, η escalar e 1 ≤ k ≤ n definimos

δk(η)u(x, t) =
1

2
[u(x+ ηek) − u(x− ηek)]

µk(η)u(x, t) =
1

2
[u(x+ ηek) + u(x− ηek)] .

Pela definição dada, pode-se mostrar que

δk [u · v] = δku · µkv + µku · δkv. (5.32)

Também, dados k = (k1, k2, k3) e y = (y1, y2, y3) ∈ R
3, definamos o operador

δ3
k(y) = δk1(y1)δk2(y2)δk3(y3) (5.33)

o qual é tal que

δ3
k(y)u(x, t) =

1

8
{u(x+ y1ek1 + y2ek2 + y3ek3 , t) − u(x− y1ek1 + y2ek2 + y3ek3 , t)

−u(x+ y1ek1 − y2ek2 + y3ek3 , t) + u(x− y1ek1 − y2ek2 + y3ek3 , t)

−u(x+ y1ek1 + y2ek2 − y3ek3 , t) + u(x− y1ek1 + y2ek2 − y3ek3 , t)

+u(x+ y1ek1 − y2ek2 − y3ek3 , t) − u(x− y1ek1 − y2ek2 − y3ek3 , t)}.

No que se segue, estudaremos a equação parabólica

Lu = ut −
n∑

i,j=1

aij(x, t)Diju+
n∑

i=1

bi(x, t)Diu+ c(x, t)u = f(x, t) (5.34)

onde os coeficiente em (5.34) são assumidos serem de forma que aij(x, t) = aji(x, t),

c(x, t) ≤ 0 e existem constantes λ, Λ > 0 e 0 < α < 1 tais que

‖aij‖Cα(Ω∗), ‖bi‖(1)
Cα(Ω∗), ‖c‖(2)

Cα(Ω∗) ≤ Λ, (5.35)
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o operador L será assumido ser unifomemente eĺıptico, isto é

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ λ |ξ|2 (x, t) ∈ Ω e ξ ∈ R
n − {0} (5.36)

e o termo não-homogêneo será no mı́nimo de forma que

‖f‖(2)
Cα(Ω) <∞ (5.37)

onde na norma acima não impomos condições a P e Q como em (5.30).

O prinćıpio do Máximo

Neste tópico, recordaremos o prinćıpio do máximo para equações parabólicas como

em (5.34). Em verdade, para as situações aqui tratadas, necessitaremos apenas de um

caso particular do mesmo, a saber, no caso em que L possui somente sua parte principal

e cujos coeficientes sejam independentes de x.

Teorema 5.9 (Prinćıpio do Máximo Forte). Se Lu ≥ 0 em Ω e se u tem um máximo

positivo em (x0, t0) ∈ Ω então u(x, t) = u(x0, t0) para todo (x, t) ∈ S(x0, t0).

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em Friedman ([14]) pag. 34, e

também em Evans ([10]) pag. 376.

Para o que se segue, necessitaremos de uma variação do teorema acima, que é na

realidade uma versão um pouco mais fraca do mesmo.

Corolário 5.3. Seja Ω um domı́nio limitado e φ, ψ funções cont́ınuas no bordo deste.

Suponhamos que Lψ ≤ − |Lφ| e que ψ ≥ |φ| em T (P ) para P ∈ Ω. Então, ψ(P ) ≥ |φ(P )|.

Seja E o cilindro em R
n × R dado por

E =

{

(x, t) ∈ R
n × R; |x| ≤ d, − d2

4
√
n+ 1

< t < 0

}

.

Consideremos o operador parabólico

L0u =
n∑

i,j=1

aij(x, t)Diju− ut (5.38)
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onde aij = aji,
∑n

i,j=1 aij(t)ξiξj ≥ λ |ξ|2 para todo ξ ∈ R
n−{0} e

∑n
1=1 aii(t) ≤ ā, onde ā

é uma constante positiva.

Sob tais considerações, podemos apresentar nosso próximo resultado.

Teorema 5.10 (Resultado Fundamental). Seja f ∈ Cα(Ω). Suponhamos que u seja uma

solução suave da equação parabólica L0u = f(x, t) em E, então para todo 1 ≤ k ≤ n e

0 < η ≤ d temos que

|δk(η)D2u(0, 0)|
ηα

≤
(
Cα
λ

)

[f ]α,η + (4 +W ) η1−αd−1[u]C2(Ω) (5.39)

onde

[f ]α,η = sup
k,η,x,t

|δk(η)f(x, t)|
ηα

, [u]C2(Ω) = sup
|β|=2

sup
(x,t)∈Ω

∣
∣Dβ

xu(x, t)
∣
∣

e

Cα = 6(1 − α2)
−1

31/α, W = λ−1(16c̄+ 2
√

(n+ 1).

Demonstração: Seja D2
xu = ∂2u

∂xk1
∂xk2

para 1 ≤ k1, k2 ≤ n.

Nosso objetivo é mostrar que qualquer das derivadas segundas ∂2u
∂xk1

∂xk2
(0, 0) (para

quaisquer 1 ≤ k1, k2 ≤ n) satisfaz (5.39) para qualquer direção ek3 (k = k3) tomada. Ou

seja

|δk3(y3)D
2u(0, 0)|

yα3
≤ C

para 0 < y3 ≤ d, onde C = Cαλ
−1[f ]α,y3 +(4 +W ) y1−α

3 d−1[u]C2(Ω). Para o que é suficiente

que mostremos que

|δk3(y3)D
2u(x, t)|

yα3
≤ C + g(x, t)

onde g(0, 0) = 0. Isto é

∣
∣
∣
∣

∂2u(x+ δk3ek3 , t)

∂xk1∂xk2
− ∂2u(x+ δk3ek3 , t)

∂xk1∂xk2

∣
∣
∣
∣
≤ yα3C1

onde C1 = C + g. Neste caso devemos ter

∣
∣
∣
∣

lim
y1,y2→0

(
δk1(y1)δk2(y2)u(x+ δk3ek3 , t)

y1y2

)

− lim
y1,y2→0

(
δk1(y1)δk2(y2)u(x− δk3ek3 , t)

y1y2

)∣
∣
∣
∣
≤ yα3C1
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para 0 < y1, y2, y3 ≤ d, onde

δk1(y1)δk2(y2)u(x, t) =
1

4
{u(x+ y1ek1 + y2ek2 , t) − u(x− y1ek1 + y2ek2 , t)

+u(x− y1ek1 − y2ek2 , t) − u(x+ y1ek1 − y2ek2 , t)}.

Este último fato, nos sugere que é suficiente que tenhamos

∣
∣δ3
k(y)u(x, t)

∣
∣ ≤ yα3 y1y2C2 (5.40)

para quaisquer k = (k1, k2, k3) e y = (y1, y2, y3), onde

lim
y1,y2→0

C2 = C1 =

(
Cα
λ

)

[f ]α,y3 + (4 +W ) y1−α
3 d−1[u]C2(Ω) + g(x, t). (5.41)

com g(0, 0) = 0. Como uma primeira tentativa, podeŕıamos sugerir que C2(x, t, y) tivesse

a forma

C2(x, t, y) = Cαλ
−1g1(y)λ

−1[f ]α,y3 + d−1g2(y)[u]C2(Ω) + g3(y)g(x, t) (5.42)

onde

lim
y1,y2→0

g1(y) = 1 e lim
y1,y2→0

g2(y) = y1−α
3 (4 +W ). (5.43)

Seja Q o domı́nio em R
n × R × R

3 definido por

Q =

{

(x1, . . . , xn, t, y1, y2, y3); |xj| <
d

4
, −t0 < t < 0, 0 < yl <

d

4

}

t0 =
d2

4
√
n+ 1

no qual definimos as funções

φ(x, t, y) = δ3
k(y)u(x, t) = δk1(y1)δk2(y2)δk3(y3)u(x, t) (5.44)

F (x, t, y) = δ3
k(y)f(x, t) = δk1(y1)δk2(y2)δk3(y3)f(x, t). (5.45)

Pela definição dada, podemos ver que

|F (x, t, y)| ≤ [f ]α,ηy
∗
α em Q (5.46)

onde y∗ = min (y1, y2, y3).

Também, pelo teorema do valor médio temos que

|φ(x, t, y)| ≤ [u]C2(Ω)ykyl, em Q (5.47)
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para (k, l) = (1, 2), (2, 3) ou (3, 1). Aplicando o operador δ3
k(y) = δk1(y1)δk2(y2)δk3(y3) a

(5.38), obtemos que

L∗φ = F em Q (5.48)

onde L∗ denota o operador parabólico

L∗ = L0 +
λ

4

3∑

l=1

(

∂2

∂y2
l

− ∂2

∂x2
kl

)

. (5.49)

Assim, por (5.46) temos que

|L∗φ| ≤ [f ]α,ηy
α
∗ . (5.50)

Nossa intensão é provar (5.40), aplicando o prinćıpio do máximo (na realidade o

corolário (5.3)) ao operador L∗. Para isto, é necessário que h(x, t, y) = yα3 y1y2C2, sat-

isfaça (5.41), com (5.42) e (5.43) ainda válidas, e que além disso tenhamos

h ≥ |φ| em ∂Q (5.51)

e também

L∗h ≤ − |L∗φ| . (5.52)

Ou seja, h deve ser tal que

lim
y1,y2→0

h(x, t, y)

y1y2

= yα3C1 = yα3Cαλ
−1[f ]α,y3 + yα3 (4 +W ) y1−α

3 d−1[u]C2(Ω) + yα3 g(x, t).(5.53)

com g(0, 0) = 0, tendo h a forma

h(x, t, y) = Cαλ
−1h1(y)λ

−1[f ]α,y3 + d−1h2(y)[u]C2(Ω) + h3(y)g(x, t) (5.54)

onde

h1(y) = y1y2y
α
3 g1(y) e h2(y) = y1y2y

α
3 g2(y)

e portanto

lim
y1,y2→0

h1(y)

y1y2

= yα3 e lim
y1,y2→0

h2(y)

y1y2

= y1
3(4 +W ) (5.55)
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e que além disto h satisfaça (5.51) e (5.52).

Definamos as funções ψ, w e v em Q, da forma que se segue:

ψ = Cαλ
−1y1y2y3 (yα1 + yα2 + yα3 )1−1/α

w = d−1y1y2y3

[

4 +W (1 − 4

d
y1)

]

v = y2y3

[

16

d2

n∑

j=1

x2
j −

t

t0

]

,

a partir das quais definimos a função

h = [f ]α,ηψ + [u]C2(Ω)w + [u]C2(Ω)v (5.56)

chamada de função de comparação.

É fácil ver que h assim definida satisfaz (5.53). Resta então mostrar, que esta também

satisfaz (5.51) e (5.52).

De ińıcio, mostremos (5.51), isto é, que h ≥ |φ| na fronteira parabólica de Q. Com

efeito, pelas definições dadas, podemos ver ψ, w, v ≥ 0 em Q̄, e que além disso tem-se

h ≥ |φ| = 0 em Q1 = Q̄ ∩
3⋃

l=1

{yl = 0},

h ≥ [u]C2(Ω)w ≥ 4

d
[u]C2(Ω)y1y2y3 ≥ [u]C2(Ω)ykyl em Q2 = Q̄ ∩

3⋃

l=1

{yl
4

d
},

h ≥ [u]C2(Ω)v ≥ [u]C2(Ω)y2y3 em Q3 = Q̄ ∩
(

{t = −t0} ∪
n⋃

j=1

{

|xj| =
4

d

})

assim, por (5.47) temos que

h ≥ |φ| em ∂Q = Q1 ∪Q2 ∪Q3 (5.57)

o que termina esta parte, resta assim mostrar-mos (5.52). Calculemos então L∗ψ, L∗w e

L∗v.

Por derivação direta, obtemos que

L∗v ≤ d−2y2y3(32ā+ a0) = −L∗w (5.58)
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e

L∗ψ ≤ −1

4
Cα(1 − α2) (yα1 + yα2 + yα3 )1−1/α

∑

σ(k,l,m)

yα−1
k yly

α+1
m (5.59)

em Q, onde σ(k, l,m) é uma permutação de (1, 2, 3), e
∑

σ(k,l,m) indica a soma de todas

de tais permutações. Tomando então y∗ = yk ≤ yl ≤ ym, obtemos que

L∗ψ ≤ −1

4
Cα(1 − α2)(3yαm)−(1+α)/α (yα1 + yα2 + yα3 )1−1/α yα+1

m (5.60)

= −1

2

(
ykα−1yl + ylα−1yk

)

≤ −y∗α.

Juntando então (5.50), (5.56), (5.58), (5.59) e (5.60) obtemos que

L∗h ≤ |L∗φ| . (5.61)

Assim, por (5.57) e (5.61) temos pelo prinćıpio do máximo (corolário (5.3)) que h ≥ |φ|
em Q. Em particular, tomando x1 = · · · = xn = t = 0 temos que

|φ(0, 0, y)| ≤ h(0, 0, y) = [f ]α,ηψ + [u]C2(Ω)w. (5.62)

isto é

|φ(0, 0, y)| ≤ [f ]α,ηCαλ
−1y1y2y3 (yα1 + yα2 + yα3 )1−1/α + [u]C2(Ω)d

−1y1y2y3

[

4 +W (1 − 4

d
y1)

]

.

Dividindo então por y1y2y
α
3 e fazendo y1 e y2 tenderem a zero, obtemos (5.39) para k = k3

e η = y3 ≤ d
4
. Para η ≥ d

4
, (5.39) segue diretamente da definição de [u]C2(Ω).

Estimativas de Schauder Por Perturbações

Em vista do resultado anterior (teorema (5.10)), no que se segue, utilizaremos o

argumento de perturbação padrão (ver Friedman [14]) para alcançar nosso objetivo.

O que faremos basicamente, é obter estimativas para o operador geral Lu = f , uti-

lizando para isto do conhecimento prévio que temos a respeito do operador L0u = f ′, o

que será feito tomando f ′ = f − Lu+ L0u (a qual não depende de Dtu) aplicando então

o resultado anterior (teorema (5.10)) que temos para este caso espećıfico.
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Como em (5.34), (5.35) e (5.36) consideremos o operador uniformemente eĺıptico tal

que

Lu = ut −
n∑

i,j=1

aij(x, t)Diju+
n∑

i=1

bi(x, t)Diu+ c(x, t)u aij = aji c ≤ 0 (5.63)

onde temos que

‖aij‖Cα(Ω∗), ‖bi‖(1)
Cα(Ω∗), ‖c‖(2)

Cα(Ω∗) ≤ Λ, (5.64)

e também

n∑

i,j=1

aij(x, t)ξiξj ≥ λ |ξ|2 . (x, t) ∈ Ω e ξ ∈ R
n − {0} (5.65)

Introduzamos também os seguintes limitantes

B = sup
P∈Ω

dP

n∑

i=1

|bi(P )| , A =
1

2
a0 + 16 sup

P∈Ω

n∑

i=1

aii(P )

e

K1+α = sup
P,Q∈Ω

d1+α
PQ

n∑

i=1

|bi(P ) − bi(Q)|
|P −Q|α , K2+α = sup

P,Q∈Ω
dαPQ

n∑

i,j=1

|aij(P ) − aij(Q)|
|P −Q|α

onde como antes, todos os supremos acima são tomados sobre os pontos P, Q ∈ Ω tais

que P = Q+ ηek para algum escalar η e inteiro k, 1 ≤ k ≤ n.

Teorema 5.11. Suponhamos que Lu = f , e que [f ]
(2)
Cα(Ω∗), A,B <∞. Então

[u]∗C2+α(Ω∗) ≤ 7Cαλ
−1N + 5ν−1(4 + λ−1A)[u]∗C2(Ω∗) + 7Cαλ

−1[f ]
(2)
Cα(Ω∗) (5.66)

onde

N = (K2+α +K1)[u]
∗
C2(Ω∗) + (K1+α + [c]

(2)
Cα(Ω∗))[u]

∗
C1(Ω∗) + [c]

(2)
Cα(Ω∗) ‖u‖

∗
C0(Ω∗) (5.67)

e

ν = min

{

1

2
,

2

3

(
9

2
nCαλ

−1K2+α

)−1/α
}

(5.68)
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Demonstração: Seja ν1 = ν/(1 + ν). Dado 1/2 < s < 1, por definição, temos que

existem dois pontos P,Q com P = Q+ ηek e 1 ≤ k ≤ n, tais que

s[u]∗C2+α(Ω∗) ≤ d2+α
PQ max

|β|=2

∣
∣Dβu(P ) −Dβu(Q)

∣
∣

|P −Q|α .

Tomemos R = (Q+ P )/2 = Q+ 1/2ηek. Se pois tivermos que η ≥ 2ν1dR, então

d2+α
PQ max

|β|=2

∣
∣Dβu(P ) −Dβu(Q)

∣
∣

|P −Q|α ≤
(
dPQ
η

)α

· 2[u]∗C2(Ω∗) ≤
(
dR + η/2

η

)α

· 2[u]∗C2(Ω∗)

≤ 2ν−1[u]∗C2(Ω∗)

mostrando a validade de (5.66). Resta então mostrar a validade da afirmação anterior

para o caso em que η < 2ν1dR. Consideremos então o cilindro E em R
n × R dado por

E =

{

(x, t) ∈ R
n × R; |x| ≤ d, − d2

4
√
n+ 1

< t < 0

}

.

onde d = ν1dR. É fácil ver que P,Q ∈ E. Seja como em (5.38)

L0u =
n∑

i,j=1

aij(x
R, t)Diju− ut

e

f ′(x, t) =
n∑

i,j=1

[
aij(x

R, t) − aij(x, t)
]
Diju−

n∑

i=1

bi(x, t)Diu− c(x, t)u+ f(x). (5.69)

Aplicando então o teorema (5.10) a equação L0u = f ′ em E obtemos

d2+α
PQ max

|β|=2

∣
∣Dβu(P ) −Dβu(Q)

∣
∣

|P −Q|α ≤ d2+α
PQ

{
Cαλ

−1hf ′ + (4 + λ−1A)(2d)−αm2

}
(5.70)

onde

hf ′ = sup
(x,t)∈E

|δk(ζ)f ′(x, t)|
(2ζ)α

, dν = inf
S∈E

dS ≥ dR − d = d/ν e (5.71)

m2 = sup
(x,t)∈E

|β|=2

∣
∣Dβu(x, t)

∣
∣ ≤ d−2

ν [u]∗C2(Ω∗). (5.72)

Aplicando então (5.32) a cada um dos termos de f ′(x, t), obtemos que

hf ′ ≤ d−(2+α)
ν

(

ναnK2+α[u]
∗
C2+α(Ω∗) +N + [f ]

(2)
Cα(Ω∗)

)

. (5.73)

Juntando então todas estas estimativas, e o fato de que dPQ ≤ dR ≤ 3/2ν−1d, obtemos

então

s[u]∗C2+α(Ω∗) ≤ d2+α
PQ max

|β|=2

∣
∣Dβu(P ) −Dβu(Q)

∣
∣

|P −Q|α

≤
(

3

2

)2+α {

Cαλ
−1
(

ναnK2+α[u]
∗
C2+α(Ω∗) +N + [f ]

(2)
Cα(Ω∗)

)

+ (4 + λ−1A) (2ν)−α
}

.
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Por (5.68) e (5.67) temos que os coeficientes de [u]∗C2+α(Ω∗) não são maiores que 1/2. Donde

o resultado segue.

Para apresentar então o resultado pretendido em sua forma clássica (em termo das

normas C0 de u e Cα de f), utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 5.6. Sejam 0 < β ≤ 1, q > 0 (inteiro) e u ∈ Cq+β(Ω). Então, para todo 0 < σ < 1

temos que

[u]∗Cq(Ω∗) ≤ (1 − σ)−(q+β)σβ[u]∗Cq+β(Ω∗) + (1 − σ)(−q+1)σ−1[u]∗Cq−1(Ω∗). (5.74)

A demonstração deste resultado pode ser feita por um simples cálculo.

Fixemos σ ≤ 1/100. Tomando então ρ = 100/99, pelo lema anterior temos que

[u]∗C1(Ω∗) ≤ ρ2σ̄[u]∗C2(Ω∗) + σ̄−1[u]∗C0(Ω∗), [u]∗C2(Ω∗) ≤ ρ3σα[u]∗C2+α(Ω∗) + ρσ−1[u]∗C1(Ω∗).

Tomando então σ̄ = 1/3ρ−3σ obtemos que

[u]∗C1(Ω∗) ≤ σ1+α[u]∗C2+α(Ω∗) + 5σ−1 ‖u‖∗C0(Ω∗) , (5.75)

[u]∗C2(Ω∗) ≤ 2σα[u]∗C2+α(Ω∗) + 5σ−2 ‖u‖∗C0(Ω∗) . (5.76)

Sejam

σ1 = min

{[

21Cαλ
−1
(

K1+α + ‖c‖(2)

C0(Ω∗)

)]−1/(1+α)

, 1/100

}

σ2 =
[
42Cαλ

−1 (K2+α +B) + 30ρ−1
(
4 + λ−1A

)]−1/α
.

Tomando então σ = σ1 em (5.75) e σ = σ2 em (5.76) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.12. Suponhamos que ‖c‖(2)

C0(Ω∗) , A,B,Kq+α, [u]
∗
Cq(Ω∗), [u]

∗
Cq+α(Ω∗) para q = 0, 1, 2,

sejam finitos e que Lu = f , então

[u]∗C2+α(Ω∗) ≤ C
(

‖u‖∗C0(Ω∗) + [f ]
(2)
Cα(Ω∗)

)

(5.77)

onde C = max
{

5/2σ2
−(2+α) + 5σ1

−(2+α) + 21Cαλ
−1[c]

(2)
Cα(Ω∗), 21Cαλ

−1
}

.

Observando (5.75) e (5.76), vemos que [u]∗C1(Ω∗) e [u]∗C2(Ω∗), também são estimadas pelo

teorema anterior. Em suma, temos o seguinte resultado.
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Teorema 5.13 (Estimativas de Schauder). Seja u : Ω → R uma solução clássica de (5.34)

em Ω, onde (5.35) e (5.36) ocorram. Então, existe uma constante C = C(n, α, λ,Λ) > 0,

dependente somente de n, α, λ e Λ (mas não de u), tal que

‖u‖Cα(Ω∗)+
n∑

i=1

‖dDxi
u‖Cα(Ω∗)+

∑

|β|=2

∥
∥d2Dβ

xu
∥
∥
Cα(Ω∗)

+
∥
∥d2Dtu

∥
∥
Cα(Ω∗)

≤C
(

‖u‖∗C0(Ω∗)+[f ]
(2)
Cα(Ω∗)

)

.

A partir do teorema anterior, podemos apresentar o nosso próximo resultado, o qual

é uma versão para o caso parabólico do teorema (5.6) apresentado para o caso eĺıptico.

Dados r > 0 e 0 < α < 0, seja B(0, r) = {x ∈ R
n; |x| < r}. Suponhamos que

aij, bi, d ∈ Cα(B(0, r)), 1 ≤ i, j ≤ n,

e que

λ |ξ|2 ≤
n∑

i,j=1

aij(x)ξiξj ≤ Λ |ξ|2

onde as constantes acima são tais que 0 < λ ≤ Λ < ∞, x ∈ B(0, r) e ξ ∈ R
n. Considere-

mos o operador diferencial parcial linear parabólico

L =
n∑

i,j=1

aij(x)
∂2

∂xi∂xj
+

n∑

i=1

bi(x)
∂

∂xi
+ d(x) − ∂

∂t
.

Temos então o seguinte resultado

Teorema 5.14. Seja T > 0, tal que u : Q → R, onde Q = Ω × (0, T ) e B(0, r) ⊂ Ω.

Dado 0 ≤ t ≤ T , suponhamos que f(·, t) ∈ Cα(B(0, r)) e u(·, t) ∈ C2(B(0, r)) satisfaz a

equação diferencial parcial linear parabólica

Lu(x, t) = f(x, t)

então, u(·, t) ∈ C2+α(B(0, r)) e

|u(·, t)|Cα(B(0,r/2)) ≤ C

(

sup
t∈[0,T ]

|f(·, t)|L∞(B(0,r))+ sup
t∈[0,T ]

|u(·, t)|L∞(B(0,r))

)

|u(·, t)|C2+α(B(0,r/2))+

∣
∣
∣
∣

∂u

∂t
(·, t)

∣
∣
∣
∣
Cα(B(0,r/2))

≤ C

(

sup
t∈[0,T ]

|f(·, t)|Cα(B(0,r))+ sup
t∈[0,T ]

|u(·, t)|L∞(B(0,r))

)

onde C, é uma constante dependente somente de n, α,Λ/λ, |aij|Cα(B(0,r)) , |bi|Cα(B(0,r)) , |d|Cα(B(0,r)).
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Existência de Soluções Para Operadores Lineares Parabólicos

A respeito da existência de soluções para operadores lineares parabólicos, temos o

seguinte teorema, o qual é suficiente para o que necessitaremos neste texto:

Teorema 5.15. Seja como antes Ω um domı́ni de R
n, e seja ΩT = Ω× (0, T ). Dada uma

função u : ΩT → R
q, seja

Lu = ∆u+ a · ∇ + b · u− ∂tu

o operador diferencial parcial parabólico, consideremos então o problema de valor inicial






 L(u)(x, t) = f(x, t) (x, t)∈Ω × (0, T )

u(x, 0) = φ(x).
(5.78)

Onde neste caso as componentes de ∆u, a ·∇, bu, ∂tu são definidas respectivamente por

∆uA,

q
∑

B=1

n∑

i=1

aiAB (x, t)
∂uB

∂xi
,

q
∑

B=1

bAB(x, t)uB,
∂uB

∂t
.

Logo se

aiAB , bBA ∈ Cα,α/2(Ω̄T ,R), 1 ≤ n, 1 ≤ A,B ≤ q,

para algun 0 < α < 1, então, para quaisquer

f ∈ Cα,α/2(Ω̄T ,R
q), φ ∈ C2+α(Ω̄,Rq),

existe uma unique solução u ∈ C(2+α,1+α/2)(Ω̄T ,R
q) para (5.82), tal que

|u|(2+α,1+α/2)ΩT
≤ C(|f |(α,α/2)ΩT

+ |φ|(2+α)
Ω ),

onde C = C(Ω, L, q, T, α) é uma constante.

Uma demonstração deste teorema pode ser encontrada em [23].

Regularidade das Soluções de Operadores Lineares Parabólicos

Como dissemos na introdução, para o caso parabólico a regularidade das soluções

podem ser tratadas de forma semelhante a que se faz para o caso eĺıptico. Antes no
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entanto, façamos algumas considerações. Dado um T > 0, façamos Q = Ω× (0, T ). Dada

então uma função u : Q→ R, definimos as seminormas

|u|αx = sup
(x,t),(x′,t)∈Q

x 6=x′

|u(x, t) − u(x′, t)|
|x− x′|α

|u|αt = sup
(x,t),(x,t′)∈Q

x 6=x′

|u(x, t) − u(x, t′)|
|t− t′|α .

A partir das definições acima, definimos as normas |u|(α,α/2)Q e |u|(2+α,1+α/2)Q , tais que

|u|Q = sup
(x,t)∈Q

|u(x, t)|

|u|(α,α/2)Q = |u|Q + |u|(α)
x + |u|(α/2)t

|u|(2+α,1+α/2)Q = |u|Q + |∂tu|Q + |Dxu|Q +
∣
∣D2

xu
∣
∣
Q

+ |∂tu|(α/2)t + |Dxu|(1/2+α/2)t +
∣
∣D2

xu
∣
∣
(α/2)

t

+ |∂tu|(α)
x +

∣
∣D2

xu
∣
∣
(α)

x
.

As normas acima, por sua vez, dão origem aos espaços de funções

Cα,α/2(Q̄), C2+α,1+α/2(Q̄) e Cα,α/2(Q), C2+α,1+α/2(Q).

Feitas tais considerações, podemos apresentar o seguinte resultado:

Teorema 5.16. (1) Dado 0 < α < 1, suponhamos que aij, bi, d ∈ Cα(Ω) e f ∈
Cα,α/2(Q). Neste caso, se u ∈ C2,1(Q) é uma solução da equação diferencial parcial linear

parabólica

Lu(x, t) − ∂u

∂t
(x, t) = f(x, t) (5.79)

então, u ∈ C2+α,1+α(Q).

(2)Sejam p, q, sao inteiros não negativos. Dados β, κ, com |β| ≤ p, |β| + 2κ ≤ p, κ ≤ q.

Suponhamos que Dβ
xa

ij, Dβ
xb
i, Dβ

xd ∈ Cα(Ω). Assim, se u é uma solução de (1), então,

temos que Dβ
xD

κ
t u ∈ Cα,α/2(Q) para quaisquer |β|+2κ ≤ p+2 e κ ≤ q+1. Em particular,

se aij, bi, d ∈ C∞(Ω) e f ∈ C∞(Q), então u ∈ C∞(Q)

Uma demonstração deste resultado pode ser encontrada em [23].
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Resultados em Variedades Riemannianas

Sejam M e N uma variedades Riemannianas. Utilizando partição da unidade, pode-se

estender os conceitos definidos acima (inicialmente para aplicações de abertos Ω ⊂ R
m em

R) para as aplicações entre as variedades M e N , obtendo assim noções de seminormas,

normas e espaços de funções nestas. O que é feito da seguinte forma:

Seja 0 < α < 1 e T > 0, tomemos Q = M×[0, T ]. Dada então uma função u : Q→ R
q,

definimos as seminormas

|u|αx = sup
(x,t),(x′,t)∈Q

x 6=x′

|u(x, t) − u(x′, t)|
d(x, x′)α

|u|αt = sup
(x,t),(x,t′)∈Q

x 6=x′

|u(x, t) − u(x, t′)|
|t− t′|α .

A partir das definições acima, definimos as normas |u|(α,α/2)Q e |u|(2+α,1+α/2)Q , tais que

|u|Q = sup
(x,t)∈Q

|u(x, t)|

|u|(α,α/2)Q = |u|Q + |u|(α)
x + |u|(α/2)t

|u|(2+α,1+α/2)Q = |u|Q + |∂tu|Q + |Dxu|Q +
∣
∣D2

xu
∣
∣
Q

+ |∂tu|(α/2)t + |Dxu|(1/2+α/2)t +
∣
∣D2

xu
∣
∣
(α/2)

t

+ |∂tu|(α)
x +

∣
∣D2

xu
∣
∣
(α)

x
.

As normas acima, por sua vez, dão origem aos espaços de funções Cα,α/2(Q,Rq) e C2+α,1+α/2(Q,Rq),

os quais são definidos por

Cα,α/2(Q,Rq) = {u ∈ C0(M × [0, T ]); |u|(α,α/2)Q <∞}

C2+α,1+α/2(Q,Rq) = {u ∈ C2,1(M × [0, T ]); |u|(2+α,1+α/2)Q <∞}.

Temos que Cα,α/2(Q,Rq) e C2+α,1+α/2(Q,Rq) assim definidos são espaços de Banach re-

speito as respectivas normas |u|(α,α/2)Q e |u|(2+α,1+α/2)Q . Tais espaços são chamados de

espaços Hölder em Q = M × [0, T ].

Definimos então

C2+α,1+α/2(Q,N) = {u ∈ C2+α,1+α/2(Q,Rq); u(Q) ⊂ N}.
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Pode ser mostrado que C2+α,1+α/2(Q,N) é um subespaço fechado de C2+α,1+α/2(Q,Rq),

donde é também um espaço de Banach.

A partir desta considerações, podemos estender as variedades Riemannianas, os con-

ceitos de operadores diferenciais parciais, e também, os teoremas clássicos de EDP. No

que se segue, apresentaremos apenas os principais, os quais utilizamos durante o texto.

No que se segue, demonstraremos alguns resultados, os quais serão utilizados

durante o texto.

Nosso primeiro resultado, trata da regularidade das aplicações harmônicas entre as

variedades Riemannianas (M, g) e (N, h).

Tal resultado, mostrará que a definição de aplicação harmônica, que em prinćıpio só

é feita para aplicações C∞(M,N), pode na realidade ser feita para aplicações de classe

C2(M,N).

A idéia é mostrar que toda aplicação C2(M,N) que satisfaça a equação para aplicações

harmônicas (ver 3.11), é na realidade C∞(M,N), donde como vimos, é harmônica.

Teorema 5.17. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas de dimensões

m e n respectivamente. Se uma aplicação u ∈ C2(M,N), satisfaz a equação para aplicações

harmônicas

τ(u) = 0, (5.80)

então u ∈ C∞(M,N).

Demonstração: Afim de mostrar a afirmação feita, é sulficiente mostra-la para cada

ponto p ∈ M . Tomemos então sistemas locais de coordenadas (xi) e (yα) em p e u(p).

Como vimos em (3.11), expressa nestes sistemas locais, a equação (5.7) assume a forma

∆uα = −
m∑

i,j=1

n∑

β,γ=1

gij NΓαβγ(u)
∂uβ

∂xi

∂uγ

∂xj
. (5.81)

Logo, como por hipótese u satisfaz (5.7), temos que u satisfaz a equação (5.81). Como

além disto u ∈ C2(M,N), temos que o lado direito da equação (5.81) acima, é uma

aplicação C1(M,N), e com maior razão Cα(M,N), para 0 < α < 1. Assim, pelo teorema
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de regularidade das soluções de EDP lineares eĺıpticas (ver Teorema (5.8)), temos que

u ∈ C2+α(M,N). Mas então, neste caso, temos que o lado direito da equação (5.81) é uma

aplicação C1+α(M,N), donde pelo mesmo teorema, temos que u ∈ C3+α(M,N). Assim,

por repetições sucessivas do argumento anterior, conclúımos que u ∈ C∞(M,N).

Obs: Na demonstração acima, utilizamos um truque clássico em EDP. Iniciamos supondo

que a equação (5.7) tenha solução u, neste caso, tal solução também satisfaz a equação

(5.81). A partir disto, passamos a olhar o lado direito da equação (5.81) como uma

aplicação (neste caso Cα(M,N)), que não depende de u. Assim, podemos concluir o

resultado, utilizando o teorema de regularidade das soluções de EDP lineares eĺıpticas.

Um outro resultado importante é o que se segue, o qual trata da existência e unicidade

de soluções de EDP’s lineares parabólicas o qual é o análogo para o caso de aplicações

entre variedades Riemannianas, do teorema (5.15) apresentado anteriormante.

Teorema 5.18. Seja (M, g), uma variedade Riemanniana compacta, e seja Q = M ×
[0, T ]. Dada uma função u : Q→ R

q, seja

Lu = ∆u+ a · ∇ + b · u− ∂tu

o operador diferencial parcial parabólico, consideremos então o problema de valor inicial







 L(u)(x, t) = F (x, t) (x, t)∈M × (0, T )

u(x, 0) = f(x).
(5.82)

Onde neste caso as componentes de ∆u, a ·∇, bu, ∂tu são definidas respectivamente por

∆uA,

q
∑

B=1

m∑

i=1

aiAB (x, t)
∂uB

∂xi
,

q
∑

B=1

bAB(x, t)uB,
∂uB

∂t
.

Logo se

aiAB , bBA ∈ Cα,α/2(Q,Rq), 1 ≤ m, 1 ≤ A,B ≤ q,

para algun 0 < α < 1, então, para quaisquer

F ∈ Cα,α/2(Q,Rq), f ∈ C2+α(M,Rq),
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existe uma unique solução u ∈ C(2+α,1+α/2)(Q,Rq) para (5.82), tal que

|u|(2+α,1+α/2)Q ≤ C(|F |(α,α/2)Q + |f |(2+α)
M ),

onde C = C(M,L, q, T, α) é uma constante.

Nosso próximo resultado, é o prinćıpio do máximo para equação do calor, o qual

é um caso particular do prinćıpio do máximo válido para soluções de EDP’s parabólicas.

No caso, aqui consideramos o operador do calor L = ∆ − ∂
∂t

.

Lema 5.7. Seja u∈C0(M × [0, T ),R)∩C2,1(M × (0, T ),R). Se Lu ≥ 0 em M × (0, T ),

então

max
M×[0,T ]

u = max
M×{0}

u.

Demonstração: Dados ǫ1, ǫ2 > 0, seja

ũ(x, t) = u(x, t) − ǫ1t (x, t)∈Q = M × [0, T − ǫ2].

Iremos mostrar que

max
M×[0,T−ǫ2]

ũ = max
M×{0}

ũ. (5.83)

De fato, como ũ é cont́ınua e Q é compacto, temos que ũ atinge seu valor máximo em

algum ponto (x0, t0)∈Q = M×[0, T−ǫ2]. Afirmamos que t0 = 0. Com efeito, suponhamos

que t0 > 0. Neste caso, temos que ∆u(x0, t0) −
∂u

∂t
(x0, t0) = Lu(x0, t0) ≥ 0. Logo, temos

que

∆ũ− ∂ũ

∂t
= ∆u− ∂u

∂t
+ ǫ1 ≥ ǫ1.

Assim, para todo sistema local de coordenadas tomado em uma vizinhança de (x0, t0),

temos

∂ũ

∂t
≤

m∑

i,j=1

gij

{

∂2ũ

∂xi∂xj
−

m∑

k=1

Γkij
∂ũ

∂xk

}

− ǫ1 (5.84)
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em (x0, t0). Por outro lado, como ũ(x0, t0) é o máximo da aplicação ũ em Q, temos que

∂ũ

∂t
(x0, t0) ≥ 0,

∂ũ

∂xi
(x0, t0) = 0

e a matriz

(
∂2v

∂xi∂xj
(x0, t0)

)

é semi-negativa definida. Neste caso, por (5.84) temos que

ǫ1 ≤ 0, o que é um absurdo. Como (5.83) ocorre para todo ǫ1, ǫ2 > 0 tomados, o resultado

segue.

Um outro resultado relacionado a este o qual é utilizado durante o texto é o que se

segue.

Lema 5.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Dada C∈R, suponhamos

que uma aplicação u∈C0(M × [0, T ),R) ∩ C2,1(M × (0, T ),R) seja tal que

∂u

∂t
≤ ∆u+ Cu

em M × (0, T ), e que além disto, u ≤ 0 em M × {0}. Então, u ≤ 0 em M × [0, T ).

Demonstração: Fixado ǫ > 0, seja

ũ(x, t) = exp [−(C + 1)t]u(x, t), (x, t)∈Q = M × [0, T − ǫ].

Temos então que

∆ũ− ∂ũ

∂t
− ũ = exp [−(C + 1)t]

(

∆u+ (C + 1)u− ∂u

∂u
− u

)

= exp [−(C + 1)t]

(

∆u− ∂u

∂u
+ Cu

)

≥ 0

em M × (0, T ), pois por hipótese ∆u − ∂u
∂t

+ Cu ≥ 0 em M × (0, T ). Isto mostra que

para os pontos de M × (0, T ) (e com maior razão para os de M × (0, T − ǫ]), aplicação ũ

satisfaz a desigualdade

∂ũ

∂t
≤ ∆ũ− ũ. (5.85)

Como ũ cont́ınua e Q = M × [0, T − ǫ] é compacto, temos que ũ atinge seu valor máximo

em algum ponto (x0, t0)∈Q.
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Como ũ e u tem o mesmo sinal em Q, para provar o afirmado, é suficiente que mostrar

que ũ(x, t) ≤ 0, ou com mais forte razão que ũ(x0, t0) ≤ 0. De fato, uma vez demonstrado

que isto é válido para cada ǫ > 0 tomado, o resultado segue.

Suponhamos então que ũ(x0, t0) > 0. Como ũ e u tem o mesmo sinal em Q, e por

hipótese u ≤ 0 em M × {0}, temos que t0 > 0. Afirmamos que isto é um absurdo. Com

efeito, neste caso por (5.85) temos que

∂ũ

∂t
(x0, t0) ≤ ∆ũ(x0, t0) − ũ(x0, t0).

Tomando então um sistema local de coordenadas em uma vizinhança de (x0, t0), temos

que

∂ũ

∂t
≤

m∑

i,j=1

gij

{

∂2ũ

∂xi∂xj
−

m∑

k=1

Γkij
∂ũ

∂xk

}

− ũ (5.86)

no ponto (x0, t0). Por outro lado, sendo ũ(x0, t0) o máximo da aplicação ũ em Q, temos

que

∂ũ

∂t
(x0, t0) ≥ 0,

∂ũ

∂xi
(x0, t0) = 0

e a matriz

(
∂2ũ

∂xi∂xj
(x0, t0)

)

é semi-negativa definida. Donde por (5.86) temos que neces-

sariamente ũ(x0, t0) < 0, o que contradiz nossa hipótese. Assim, t0 = 0, é portanto o

resultado segue.

Para encerrar este tópico, provaremos mais um resultado.

Lema 5.9. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e Q = M× [0, 1]. Dado ǫ > 0,

consideremos uma aplicação ξ∈C∞(R,R), tal que ξ(t) = 1 se t ≤ ǫ, ξ(t) = 0 se t ≥ 2ǫ,

0 ≤ ξ(t) ≤ 1 e |ξ′(t)| ≤ 2/ǫ ∀ t∈ R. Suponhamos que 0 < α′ < α. Seja ω uma aplicação

tal que ω∈C(α,α/2)(Q,Rq) e que ω(x, 0) = 0. Então, existe uma constante C > 0, a qual

não depende de ǫ e ω, tal que

|ξω|(α′,α′/2)
Q ≤ Cǫ(α−α

′)/2 |ω|(α,α/2)Q .
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Demonstração: Por definição temos que |ξω|(α′,α′/2)
Q = |ξω|Q + |ξω|α′

x + |ξω|α′/2
x . Assim,

para demonstrar-mos a desigualdade indicada, é sulficiente que a demonstremos para cada

uma das parcelas da soma apresentada, o que faremos no que se segue.

Para as parcelas |ξω|Q e |ξω|α′

x , a demonstração será feita dividindo-se os casos em que

d(x, x′) ≤ ǫ1/2 e d(x, x′) ≥ ǫ1/2. Iniciemos então por |ξω|Q.

Se pois, d(x, x′) ≤ ǫ1/2, então
ǫ1/2

d(x, x′)
≥ 1 e portanto

ǫα/2

d(x, x′)α
≥ 1. Como ω ∈

C(α,α/2)(Q,Rq) e ω(x, 0) = 0, temos então que

|ξ(t)ω(x, t)| ≤ |ω(x, t)| = |ω(x, t) − ω(x, 0)|

≤ |ω(x, t) − ω(x, 0)|
d(x, x′)α

· ǫα/2

≤ |ω|(α,α/2)Q ǫα/2.

Se no entanto d(x, x′) ≥ ǫ1/2. Então, como M é compacta, temos que d(x, x′) ≤ k ≤
C1ǫ

1/2 para uma constante C1. Assim, temos que

|ξ(t)ω(x, t)| ≤ |ω(x, t) − ω(x, 0)|
d(x, x′)α

d(x, x′)α

≤ C1ǫ
α/2 |ω|(α,α/2)Q .

Portanto, tomando C2 = max {C1, 1}, temos que

|ξω|Q = sup
(x,t)∈Q

|ξ(t)ω(x, t)| ≤ C2ǫ
α/2 |ω|(α,α/2)Q

≤ C3ǫ
(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q .

onde C3 = C2ǫ
−α′/2. De mesma forma, procedemos com a parcela |ξω|α′

x .

Se pois d(x, x′) ≥ ǫ1/2, então como antes, temos que d(x, x′) ≤ C1ǫ
1/2, donde 1 ≤

C1ǫ
α/2/d(x, x′)α. Logo

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t)ω(x′, t)| ≤ |ω(x, t) − ω(x′, t)|

≤ |ω(x, t) − ω(x′, t)|
d(x, x′)α

C1ǫ
α/2

≤ C1ǫ
α/2 |ω|(α,α/2)Q .
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Como também
1

d(x, x′)α′ ≤ ǫ−α
′/2, temos que

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t)ω(x′, t)|
d(x, x′)α′ ≤ C1ǫ

(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q .

Se por outro lado, d(x, x′) ≤ ǫ1/2, então d(x, x′)(α−α′) ≤ ǫ(α−α
′)/2. Assim, como

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t)ω(x′, t)| ≤ |ω(x, t) − ω(x′, t)|
d(x, x′)α

d(x, x′)α.

Temos pois que

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t)ω(x′, t)|
d(x, x′)α′ ≤ |ω(x, t) − ω(x′, t)|

d(x, x′)α
d(x, x′)(α−α′)

≤ ǫ(α−α
′)/2 |ω|(α,α/2)Q .

Donde temos que

|ξω|α′

x = sup
(x,t),(x′,t)∈Q

x 6=x′

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t)ω(x′, t)|
d(x, x′)α′

≤ C2 ǫ
(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q .

O que mostra a validade da afirmação para parcela |ξω|α′

x . Resta então somente mostrar-

mos a desilgualdade apresentada para a parcela |ξω|α′/2
x . Com efeito, suponhamos que

0 ≤ t < t′ ≤ /2ǫ (caso contrário, a afirmação é imediata). Como, ω(x, 0) = 0, temos pois

que

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t′)ω(x, t)| ≤ |ξ(t)ω(x, t) − ω(x, t′)|

+ |(ξ(t) − ξ(t′))(ω(x, t′) − ω(x, 0))|

≤ |ξ(t)| |ω(x, t) − ω(x, t′)|
|t− t′|α/2

|t− t′|α/2

+ |ξ(t) − ξ(t′)| |(ω(x, t′) − ω(x, 0))|
|t′ − 0|α/2

|t′ − 0|α/2

≤ |ξ(t)| |ω|(α,α/2)Q |t− t′|α/2 + 2ǫ−1 |t− t′| |ω|(α,α/2)Q |t′|α/2 .

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por |t− t′|α′/2 obtemos

|ξ(t)ω(x, t) − ξ(t′)ω(x, t)|
|t− t′|α′/2

≤ |ω|(α,α/2)Q (2ǫ)(α−α′)/2 + (2ǫ)−α
′/2 |ω|(α,α/2)Q (2ǫ)α/2

= 2(2ǫ)(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q

≤ C4 (ǫ)(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q .

Donde temos que |ξω|α′/2
x ≤ C4 (ǫ)(α−α′)/2 |ω|(α,α/2)Q . Donde o resultado segue.
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