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Existéncia de Fungoes Harmonicas Obtidas Por Deformacao
Através do Fluxo do Calor

Adilson Lopes dos Santos

Orientador: Alexander Arbieto

As aplicacoes harmonicas sao extremamente importantes. Nao apenas por suas pro-
priedades, como também pelo fato destas poderem ser utilizadas para estudar a topologia
das variedades nas quais estas se encontram definidas ou tomam valores. Assim, torna-se
uma questao relevante saber quais sao as condigoes necessarias para que as variedades
admitam alguma aplica¢do harmoénica (nao constante) definida entre elas. Também, e até
de maior relevancia, é a questao de se saber, se uma aplicagao continua qualquer entre
estas variedades, pode ou nao, ser “deformada” de forma que se torne uma aplicacao

harmonica.

O objetivo principal desta dissertacao, é demonstrar o seguinte teorema devido a Eells
e Sampson (1964): “Se M e N sdo variedades Riemannianas compactas, e se além disto
N tem curvatura nao-positiva. FEntao, toda aplicacao continua f : M — N entre tais

variedades € livremente homotopica a uma aplicagao harmonica g : M — N.”

Iniciamos definindo os conceitos de segunda forma fundamental e de campo de tensao,

a partir do que se define o conceito de aplicacao harmonica para aplicacoes entre variedades
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Riemannianas. E definido o funcional energia de tais aplicagoes e em seguida seus pontos
criticos sao estudados. Prova-se a primeira e segunda férmulas de variacao de energia para
o funcional apresentado. Conclui-se que as aplicacoes harmonicas sao os pontos criticos de
tal funcional. Sao estudadas as aplicagoes totalmente geodésicas, as imersoes e as funcoes

subharmonicas e superharmonicas.

Demonstramos o teorema de Eells e Sampson, utilizando para isto o método do fluxo
do calor e o teorema da fung¢ao inversa em espacos de Banach. Prova-se ainda as férmulas

de Weitzenbock para as solugoes da equagao do calor.
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Existence of harmonic functions obtained by deformation through
the heat flow

Adilson Lopes dos Santos

Advisor: Alexander Arbieto

Harmonic Functions are extremely important. Not only because of their proper-
ties, but also by the fact that they can be used to study the topology of the manifolds
where they are defined. So, it is a relevant question to known what are the necessarily
conditions to guarantee that manifolds with these conditions admit an harmonic function
(not constant). Even more relevant, is the question of whether a continuous function

between two manifolds can be deformed to an harmonic function.

The main objective of this dissertation is to prove the following theorem due to Eells
and Sampson (1964): ““If M and N are two compact Riemannian manifolds, and N has
non-positive curvature then any continuous map f : M — N between such manifolds is

freely homotopic to an harmonic map g : M — N”.

We start defining the concepts of second fundamental form and tension field, hence, we
can define de notion of harmonic map between Riemannian manifolds. The energy func-
tional of such maps is defined and its critical points are studied. Also, we prove the first

and second variational formulae of the energy functional. It follows that harmonic maps
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are critical points of this functional. We also study totally geodesic maps, immersions

and subharmonic and superharmonic functions.

We prove the Eells-Sampson’s theorem using the heat flow and the inverse function
theorem between Banach spaces. We also prove Weitzenbock formulae for the solutions

of the heat equation.
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Introducao

Neste trabalho, procuramos definir o conceito de aplicagoes harmonicas entre variedades
Riemannianas. Obviamente, como nao poderia deixar de ser, espera-se que tal definigao
coincida com a defini¢ao prévia desta, feita para aplicacoes entre espacos euclidianos. Ou
seja, busca-se que a definicao apresentada, estenda o conceito de fungao harmonica, as

aplicacoes entre variedades Riemannianas.

Observando o caso das aplicacoes f : R — R entre espacos euclidianos, para os quais

se define as aplicagoes harmonicas como sendo as que satisfazem a equacao
tracoV2f = Af =0,

constatamos que nesta particular situacao, utiliza-se o conceito de Laplaciano, o qual, por
sua vez, faz uso dos conceitos de derivada segunda de aplicagoes (Hessiana) e do conceito

de traco.

Espelhando-nos entao no caso apresentado, vemos que para o caso em que as aplicacoes
em questao estiverem definidas entre variedades Riemannianas, faz-se necessario a uti-
lizagao do conceito de conexao (uma vez que neste caso, as derivagoes segundas sao na
realidade derivadas de campos de vetores) e também do conceito de métrica (métrica

fibrada), para que se possa ter a nogao de trago.

Utilizando entao estes conceitos (conexao e trago), definimos os conceitos de segunda
forma fundamental e de campo de tensao para aplicacoes entre variedades Riemannianas,
os quais estendem respectivamente para tais aplicacoes, os conceitos de Hessiana e de

Laplaciano, o qual inicialmente é dado para as aplica¢oes da forma f : R" — R.

Definimos entao, o conceito de aplicagao harmonica para aplicagoes entre variedades



Riemannianas, como aquelas que possuem campo de tensao identicamente nulo. Mostramos

que as definicoes feitas estendem as defini¢oes prévias.

Passamos entao a estudar tais aplicagoes harmonicas, mostrando que varias aplicagoes
importantes, tal é o caso das geodésicas, sao aplicagoes deste tipo, e também, que tais
aplicagoes podem ser utilizadas para estudar a topologia das variedades nas quais estas

tomam valores.

E mostrado ainda, que em geral, tais aplicagoes harmonicas, possuem a propriedade
de serem minimizantes (de energia, area, etc). Assim, poe-se a questao de se saber (e sob
que condigoes), se uma dada aplicacao continua entre tais variedades, pode ou nao, ser

deformada homotopicamente de forma a se tornar uma aplicacao harmonica.

Como mostraremos, sob as hipoteses de compacidade das variedades em questao e da
nao-positividade da curvatura da variedade de chegada, tal deformacao, de fato pode ser

realizada, como asserta o teorema de Eells e Sampson.

Para a demostragao deste teorema, é empregado o “método do fluxo do calor”, o qual
reduz o problema de deformar homotopicamente uma aplicacao dada até que esta se torne
uma aplicacao harmonica, ao problema de obter uma solucao global para um problema

de valor inicial envolvendo uma EDP parabdlica nao-linear.

De inicio, obteremos solugoes locais para o problema dado (o que de fato pode ser
feito sem grandes restrigoes as variedades em questao), para o que é utilizado o teorema
da aplicacao inversa em espacgos de Banach, o qual reduz a resolucao do problema de
EDP nao-linear, a resolucao de um linear, possibilitando assim que sejam empregados
teoremas de existéncia de solugoes de EDP’s. Sendo tal equagao uma EDP parabdlica
nao-linear, nao podemos no entanto a partir disto, afirmar pela existéncia de uma solucao
global para a mesma. Para se fazer uma tal afirmacao, é necessario que se estimem
as taxas de crescimento de tais solugoes locais, o que serd feito utilizando a hipotese
da nao-positividade da curvatura da variedade de chegada, bem como das férmulas de
Weitzenbock validas para as solugoes da equagao do calor, as quais, relacionam a curvatura

com as taxas de crescimento das solugoes (locais) obtidas.

Obtida tal solugao global (que de fato é tunica), mostra-se que a mesma produz a



aplicagao harmonica procurada.

Este trabalho estd organizado da seguinte forma: No capitulo 1, essencialmente é
feita uma revisao de alguns conceitos de Algebra Multilinear, entre os quais, estao o de
produto tensorial. Tal capitulo, tem por objetivo suavizar a introdugao dos conteudos
feitos posteriormente no texto, podendo a leitura da mesma ser omitida caso o leitor

tenha alguma familiaridade com o tema.

No capitulo 2, sao discutidos os conceitos de fibrados vetoriais, métricas fibradas e
conexbes em fibrados vetoriais. Alguns fibrados importantes ao restante do texto sao
introduzidos, tais sao os casos do fibrado dual, fibrado induzido e fibrado tensorial. Para
cada um de tais fibrados vetoriais, métricas fibradas e conexoes compativeis sao introduzi-
das. Para a maioria dos conceitos introduzidos, sua abordagem ¢ feita em uma linguagem

bastante geométrica, o que de certa forma, facilita a compreensao dos mesmos.

No capitulo 3, introduz-se o conceito de energia de aplicagoes entre variedades Rie-
mannianas. E mostrado, que tal funcional generaliza o conceito de energia das curvas das
variedades Riemannianas. Sao introduzidos também, os conceitos de segunda forma fun-
damental e de campo de tensao para tais aplicacoes, a patir do que definimos o conceito

de aplicagao harmonica.

Neste capitulo, estuda-se também, os pontos criticos do funcional energia. A primeira
e segunda férmulas de variacao de energia sao demonstradas, & partir do que, mostra-se
que as aplicagbes harmonicas sao exatamente os pontos criticos de tal funcional. Ainda
neste capitulo, relacionamos os conceitos de segunda forma fundamental aqui definido,
com o conceito classico deste, o qual é feito para imersoes. Além disto, introduzi-se os
conceitos de fungoes subharmonicas e superharmonicas para as fungoes diferenciaveis das

variedades Riemannianas.

No capitulo 4, é discutido o método do fluxo do calor. Prova-se o teorema de Cartan
(existéncia de geodésicas fechadas em variedades Riemannianas compactas). Sao provadas
também as férmulas de Weitzenbock satisfeitas pelas solugoes da equacgao parabdlica das
aplicacoes harmonicas e da equacao do calor. Neste capitulo é provado o teorema de Eells

e Sampson.



No capitulo 5, sao discutidas as hipdteses do teorema de Eells e Sampson. E mostrado
por exemplo, que a compacidade da variedade de chegada é imprescindivel para a con-

clusao do teorema.

No apeéndice, sao expostos alguns resultados utilizados durante o texto, relacionados
com a teoria das medidas Riemannianas. Sao expostos também, varios resultados de
EDP, tendo como objetivo principal obter as estimativas de Schauder para as solugoes
dos operadores diferenciais lineares elipticos e parabdlicos. E apresentada uma demon-
stracao das estimativas de Schauder para as solucoes dos operadores lineares parabdlicos
(consequentemente também para as solugoes dos operadores lineares elipticos) utilizando

o principio do maximo.

Este tépico (tratando das EDP’s) inicia-se com uma breve revisao de alguns resulta-
dos cléssicos, apresentando por exemplo algumas propriedades das equacoes de Laplace
e Poisson, a continuidade Holder, bem como alguns teoremas de existéncia, unicidade
e regularidade de solugoes para operadores diferenciais lineares elipticos e parabdlicos.
Encerra-se mostrando como os resultados obtidos (para espagos reais) podem ser esten-
didos para o caso em que as aplicagoes em questao forem entre variedades Riemannianas,
tratando de alguns destes, nesta situacao especifica, tais como o principio do maximo para

a equacao do calor e o teorema de regularidade das aplicagoes harmonicas.



Capitulo 1

Algebra Multilinear

Introducao

Neste capitulo, faremos uma breve abordagem do contetido dos fibrados vetoriais. Tal
discussao tem como objetivo nao s6 relembrar ou introduzir tais conceitos, como também

introduzir parte da notacao que sera utilizada no decorrer do texto.

Como veremos, tais fibrados vetoriais sao muito parecidos com o fibrado tangente,
sendo este um caso particular dos primeiros. A idéia é associarmos a cada ponto p € M,
de uma variedade M, um espagco vetorial, o qual, nao necessariamente precisa ser o espaco
tangente como ocorre no fibrado tangente. Obviamente, que estas referidas “associacoes”
nao podem ser tao arbitrarias assim, se esperamos estudar as estruturas dos fibrados
assim obtidos (que sao variedades como veremos a seguir) . Na verdade, exigiremos que
estas sejem diferencidaveis (em um sentido a ser esclarecido). Feito isto, procuraremos
introduzir uma “métrica” nestas novas variedades, o que nos possibilitard fazer geometria
neste, e uma conexao compativel com tal métrica, o que nos permitira fazer derivagoes
nos mesmos. Para finalizar, serao introduzidos fibrados vetoriais um pouco mais gerais,
tais como o fibrado induzido e o produto tensorial, e também nestes casos, métricas e

conexoes convenientes serao introduzidas.

Ressaltamos que tanto os conteidos deste capitulo, quanto sua forma de abordagem,



serao em sua grande maioria um tanto quanto elementares, podendo pois serem omitidas

por um leitor que ja tenha algum conhecimento a respeito dos fibrados vetoriais.

Como motivagao, ou mesmo para ilustrar que os fibrados vetoriais (definidos formal-
mente adiante) surgem naturalmente no estudo das variedades Riemannianas, apresenta-

mos a seguir os produtos tensoriais, os quais darao origem aos fibrados tensoriais.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao m. Para cada p€ M, sabemos
que existe um espago vetorial associado a este, a saber, o espaco tangente a M em p, o

qual denota-se por 7,M. Sabemos também que a uniao destes espacos U T,M =TM,

M
da origem a uma outra variedade T'M de dimensao 2m, que é o fibrado tangente de M.

Mostraremos agora, que associados a p € M, existem outros espacos vetoriais diferentes
de T),M, alguns deste inclusive originados deste ultimo. Desta forma, pelo mesmo processo
com que obtemos T'M & partir de T, M, obteremos novos e diferentes fibrados vetoriais &

partir deste espacos vetoriais descritos.

Os novos espacos vetoriais a que nos referimos, sao os produtos tensoriais e espagos
duais, os quais definiremos neste capitulo. Salientemos porém, que ha muitos outros tipos
de espacos associados aos pontos de uma variedade, bem diferentes dos que descreveremos

aqui.

Poderiamos de inicio, definir o conceito de produto tensorial de espagos vetoriais,
tomando T, M como espago de referéncia, e em seguida generalizar-mos o que foi feito
para espacos vetoriais quaisquer. Preferimos no entanto fazer o inverso, por achar que tal
generalidade permitira ao leito perceber a esséncia do que esta sendo feito, e somente ao
final, passamos a abordar o espago 1), M, mostrando que este é apenas um caso particular.

Passemos entao as definigoes.

Dualidade

Seja V' um espago vetorial m-dimensional sobre R e f,g:V — R aplicacoes lineares

(as quais chamaremos de funcionais lineares, para contrastar com aquelas aplicagoes com



valores em outros espagos vetoriais) e a € R. Definimos

(f+9) ()= f(x)+gx) e af(x)=a-f(z) zeV.

E facil ver que (f + g) e (af) sdo também funcionais lineares, e portanto, temos que
de fato, isto definem operagoes sobre o conjunto das funcionais lineares do espago V.
E possivel ver ainda que com tais operacoes, tal conjunto de fungoes é na realidade, um
espaco vetorial, o qual é chamado de espaco dual de V' e denotado por V*. Nesta situacao,
temos que V* possui a mesma dimensao que V' (dimV* = m = dimV'). Temos também
que toda base de V' determina uma base de V*. De fato, seja {vy,...,v,,} uma base de
V,v=>3"auv,eV e feV* Entao

m

fv) = Z ai f(vi).

i=1

Isto mostra que um funcional linear, fica completamente determinado, se fixamos os

valores deste em uma base. Definine-mos entao os seguintes funcionais lineares
UZ(UJ‘) = 5@‘ 1 S ) S m.

Temos entao que
v (v) = ' (Z ajvj> = Z (a;0'(v;)) = a;.
j=1 j=1

Portanto

fo) =Y aif(vi) =Y flo)v'(v) = fiv'(v).

=1 i=1 =1

onde 3; = f(v;). Donde concluimos que,

[= Z Biv',
i=1

O que mostra que cada f € V™, pode ser escrita como combinagao linear dos funcionais

lineares {v',... ,v™}. Nao ¢ dificil ver também, que esta combinagdo linear ¢ tnica.
Donde temos que {v!,...,v™}, é uma base para V*. Tal base é chamada de base dual
de {v1,...,v,}. Isto mostra ainda que, dimV* = dimV. Na maioria das situagoes,

denotaremos os elementos de V* por u*, v*.



Sob as condigoes acima, podemos ver ainda que o espaco dual de V* é o espago V, ou
seja (V*)* = V. De fato, dado v €V, mostremos que este define um funcional linear em

V*. Com efeito seja vy : V* — R, tal que
ve(u®) = u*(v) ureVr. (1.1)

E fécil ver, usando a linearidade de u* que v s € (V*)". Podemos na realidade mostrar que
todo funcional linear em V* é da forma acima. De fato, dado g € (V*)* um funcional linear
em V*. Sejav = Zi\il g(v")v; € V, onde {v;}ieq1,..m) como antes é uma base qualquer de
V,e {Ui}i€{17.,_’m} é sua base dual associada. Dado u* € V*, temos que u* = > " u*(v;)v".

Donde

o) = g (Z <>>

Assim, vemos que nao somente cada vetor v € V', determina um funcinoal linear em V*,
como também, que todos de tais funcionais sao desta forma. Donde concluimos que de
fato (V*)* = V. Na sequéncia nao faremos distin¢ao entre vy e v €V, pois achamos nao

haver perigo de confusao neste caso.

Produto Tensorial

De maneira andloga a que fizemos para os funcionais lineares do espaco V', pode

proceder também com os funcionais r-lineares de V.

Sejam Vi,...,V, espagos vetoriais, f,g:V; X --- x V, — R funcionais r-lineares em



Vi x - xV,eaceR um escalar. Definimos

(f+9)(v1,...,0) = f(vr,...,0.) +g(vg,...,0.) e (1.2)
(af)(vr, ... v) =a- (f)(vr,...,00).

E facil ver (f + g) e (of) assim definidos sdo funcionais r-lineares em Vi x --- x V., ou
seja, tal soma e produto por escalar realmente definem operacoes no conjuto dos funcionais
r-lineares de V| x - - - x V,.. Pode-se ver ainda, que com estas operagoes, tal conjunto torna-
se um espago vetorial sobre o corpo R. Denotaremos este espago por L(Vi,...,V,;R) ou

simplesmente por £,(V;R), no caso em que Vi,...,V, =V.

Na sequéncia definimos um operador
Q:VIx- o x V= L(W,...,V;R)

que associa a cada (uj,...,us) € (Vi X -+ x V*) um funcional r-linear (u} ® - -- ®@ u}) tal

que
(Ui @ - @u)(v1,...,v.) = uj(vy) - ui(v,) (v1,...,0.)€(Vp X - X V).

E imediata a verificacao de que u] ® --- ® u) assim definido é realmente um funcional
r-lineares de V4 x -+ x V. em R. Também é de facil verificacao, que o operador ® é

r-linear de Vi* x -+« x V*em L(V},...,V,;R).

Sob as condicoes anteriores, definimos o produto tensorial Vi* @ --- ® V.* dos espagos
Vi, ..., V5, como sendo o espaco vetorial sobre o corpo dos reais R, gerado por todos os
elementos da forma (uj ® --- ® u)), onde u; € (V;*)icq1,..r}. Vemos pela definicao dada
que V' ® - @ V* é um subespaco de L(V7,...,V,;R). Ressaltamos no entanto que nem

todo elemento de Vi* ® --- @ V* é da forma (u] ® --- ® u}), os que assim sdo, sao ditos

reduzidos.

Para ilustrar esta situacao, tomemos V; = V5 = R? com sua base canonica {e1,es}.

Entao, neste caso

®: (R*)* x (R?)* — Ly(R*;R).

Afirmamos que (e;®e;+ea®es) € (R?)*®@ (R?)* ndo pode ser escrito na forma reduzida.

De fato, suponhamos que existissem u*,v* € (RQ)* tais que u* ® v* = €1 ® e + €3 ® eo.

9



Entao, u*(e1) - v*(e1) = u* @ v*(e1,e1) = 1 = u* ® v*(eq,€2) = u*(ez) - v*(ey). Donde

u*(e1) # 0 e v*(ez) # 0. Por outro lado, u*(e1) - v*(e2) = u* @ v*(e1, e2) = 0, um absurdo.

Vemos assim, que (e; @e; +ex®es) € (R?)* @ (R?)* nao pertence a imagem do operador
r-linear ®, o que mostra que ao contrario do que ocorre para os operadores lineares, a
imagem de um espaco vetorial por um operador r-linear nem sempre é um espago vetorial

do contradominio.

Fixemos bases {u]*}1<j,<m, para os espacgos (V;*)i<;<,, com dimensoes m;, respectiva-
mente. Dado v] ® --- @ vl € (Vi ®---® V*). Como por definicio v} € V*, temos que
i

existem {aj, b1<ji<m, € R, tais que vf = > 7" aj,u;". Assim, pela linearidade do operador

& temos que

mi ez
MR- Quy = (Z aj1u711> ®-® (Z ajruff>

Ji=1 Ji=r

= > (4 a )i @@

j17~--’j7‘
Isto mostra que qualquer elemento de V" ® --- ® V.* que esteja na forma reduzida pode

ser escrito como combinacao linear dos elementos
ul' ® - @ulr 1<, <my 1<i<r. (1.3)

Como por definicao, todos os elementos de V" @ --- ® V¥ sao combinacoes lineares de
elementos na forma reduzida, concluimos que na realidade, todo elemento de V;*®---@V*
pode ser escrito como combinacao linear dos elementos apresentados em (1.3), ou seja,
que os elementos em (1.3), que sdao no total de dimVy---dimV, = mq---m,, geram
Vi'®---@V*. Nao é dificil ver que tais elementos sao também linearmente independentes,
e que portanto, formam uma base para Vi* ® --- @ V* . Dado um fe€ L(V4,...,V,;R),

sejam
i =fW] @ - @ul)eR 1<, <m; 1<i<r (1.4)

E facil ver utilizando a linearidade de f, que esta pode ser escrita como combinacao linear

dos elementos de (1.3), e que os coeficientes desta combinacao sao as constantes f;, ; €R
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apresentadas em (1.4). Desta forma, temos que Vi* ® --- ® V*, é mais que um simples

subespago de fe L(Vy,...,V,;R), e que na realidade temos

Vi@ @V =LVi,... ViR). (1.5)

De forma inteiramente andloga, podemos definir o produto tensorial Vi ® ---®@ V,. , e

neste caso
Ve ---eV,.=LV...,V:R) (1.6)

pois como vimos V; e V.* sao duais um do outro. E possivel ver ainda que V1 ® ---®@V, e

Vi®--®@Vr, também sao duais um do outro. De fato, consideremos a aplicacao
(, )y eV)x(We --aV)—R
tal que
(W@ Qupv' @ @v") =0 (ug) v (u,) (1.7)

para quaisquer u; @ --- @ u, € (V1 ®---@V,) e v! @---®@v € (Vi @---®V*). E facil ver
pela definigdo dada que { , ) é um funcional bilinear em (Vi ®---@V,) x (V*®---@ V).
Assim, de maneira andloga a que fizemos em (1.1), podemos associar a cada elemento

U @ Qu, (Vi ®---®V,) uma aplicagao
U Q@ Qu V@@V =R (1.8)

tal que u1 @ - Qu, (V! ®@ -+~ @ v") = vl(uy) - - - v (u,). E de facil constatacao a partir da
definicao dada, que estas aplicagoes sao em verdade funcionais r-lineares em V;*®@---@ V¥,
donde se conclui que cada elemento de V; ® - - - ® V,. determina um funcional r-linear em
ViF®---®@V*. Também, utilizando (1.7), podemos mostrar de maneira andloga ao que se
fez para o caso linear, que todos de tais funcionais lineares sao de fato da forma acima, e

portanto tem-se que

V'@ V) =V V. (1.9)

De mesma forma, porém desta vez fixando-se os elementos de V*®- - -®@V* na aplicacao
’ 1 r 1

dada em (1.7), concluir-se que

Ve V) =e---eV (1.10)

r
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Donde se conclui a veracidade da afirmacao de que V1 ®--- @V, e Vi*®---®@V*, sao duais

um do outro.

Tensores do tipo-(r, s)

De especial interesse, sao os produtos tensoriais da forma

Ve VeV @ -V =V (1.11)
T te:“,mos s te;’,mos

os quais sao chamados tensores tipo-(r,s) sobre V| onde r é a ordem contravariante
e s ¢ a ordem covariante. Em particular, os elementos da forma V sao ditos tensores
contravariantes de ordem r, os quais como vimos, podem ser indentificados com os ele-
mentos do espaco £,(V*;R), enquanto que os da forma V? sido ditos tensores covariantes
de ordem s e se identificam com o espago L (V;R). E comum as seguintes convencoes
Ve =R, V! =V eV =V* Oselementos de V sao chamados de contravetores, os de V*

covetores.

Para encerrar esta se¢ao, como prometido no inicio, relacionaremos o que foi feito,
para o caso em que os espacos vetoriais em questao forem os espacos 7,M tangentes a
M. Neste caso, o espago dual T,M* ¢ chamado de espago cotangente e os elementos deste

ultimo espagos sao chamados covetores.

Os produtos tensoriais da forma

ITIM®@--- @T,MT,M" ®@---@T,M" =T:(p)
r te‘r,mos S te;",mos

sdo chamados tensores tipo-(r,s) sobre T,M e podem ser identificados, como sendo o

conjuto dos funcionais

T:T,Mx - xT,MxT,M*x---xT,M*—R

Vo Vo
s termos r termos

0s quais sao r + s lineares.
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Da mesma maneira a que se faz com os espagos tangentes, onde toma-se sua totalidade

TM = U T,M, o qual é o fibrado tangente de M, também o faremos na préxima segao
PEM
como os espagos TM™* = U T,M*eT, = U T7(p), e também para outros mais, os quais
peEM

como veremos, constituem variedades de especial interesse para o estudo da variedade M.
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Capitulo 2

Fibrados Vetoriais

Esperamos que os topicos tratados na secao anterior, tenham servido para ilustrar,

0 quao naturais sao os fibrados vetoriais, os quais passaremos a abordar agora.

Aqui, a exemplo da secao anterior, abordaremos de inicio os casos mais gerais, e so-
mente ao final passamos aos casos que julgamos mais especificos, como o caso do fibrado
tangente e dos demais fibrados advindos deste, como o cotangente e outros mais a serem
introduzidos. Inclusive, em algumas destas situgoes, nossa abordagem tera como finali-
dade maior, mostrar que o que se fez anteriormente de fato sao extensoes do tema em

questao.

Definicao 2.1. Sejam F e M variedades diferencidveis. Dizemos que uma aplicacao C*°

e sobrejetiva ¢ : E'— M é um fibrado vetorial (real) de dimensao m sobre M se:

1) Para cada p € M a imagem inversa E, = (~'(p) é um espago vetorial (real) de

dimensao m.

2) Para cada p € M, existe uma vizinhanga aberta U C M de p e um difeomorfismo

Oy : (HU) — U x R™ com as seguintes propriedades:

(i) prio @y = ¢|CH(U).
(11) Para cada q € U, <I>2Uq = pry o ®y|E, : B, — R™ é um isomorfismo linear,

onde pri : U X R™ — U e pry: U x R™ — R™ sao as projegoes canonicas.
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Neste caso, dizemos que (U, @) é uma trivializagdo local do fibrado ¢ : E — M.
Dizemos também que E é o espago total, M é base e ¢ é a projecao do fibrado. E, = (~*(p),
é dita a fibra sobre p € M do fibrado E.

Em alguns trabalhos um fibrado ¢ : E — M é referido como uma tripla (¢, E, M).
Aqui, por questao de simplicidade, um tal fibrado sera denotado somente por fibrado F,
ou seja, pelo espaco total. Pela definicao dada, vemos claramente que o fibrado tangente

TM é um fibrado vetorial, cuja fibra sobre p € M é o espacgo tangente 7,,M.

Trabalhando-se com o fibrado tangente, vemos que os campos de vetores sao uma
ferramenta muito util para o estudo das aplicacoes definidas ou tomando valores em M.
Desta forma, vemos que talvez seja importante estender tal conceito para fibrados mais
gerais. Assim, seja ( : F — M um fibrado vetorial sobre M. Dizemos que uma aplicacao
diferencidvel X : M — E é uma se¢ao de E sobre M, se ( o X(p) = p para todo p € M.
Por tal defini¢ao, vemos que X (p) € E,, qualquer que seja p € M, isto é, uma segao X
de F sobre M, nada mais é que uma aplicagao, que associa a cada p € M um elemento
(vetor) X(p) na fibra E,, fato obviamente vélido para os campos vetoriais, e portanto,
como pretendiamos, estes sao casos particulares de se¢oes (em T'M). Denotaremos o
conjunto de todas as se¢oes de um fibrado vetorial E sobre M por, I'(E). Se no entanto
a aplicacao X estiver definida apenas em um aberto U C M, entao X ¢ dita ser um secao

de E sobre U e denotamos o conjunto de tais se¢oes por I'( E|U)

De posse entao deste novo conjunto I'(E), como é quase natural, e de costume, bus-
caremos definir operagoes neste, para de alguma maneira dar-lhe uma estrutura linear.
Observando porém a definicao deste, vemos que um conjunto de escalares conveniente,
seria o dos fungoes reais diferencidaveis C*°(M) de M, as quais constituem um anel. Neste

sentido, utilizamos o conceito de médulo?.

Sejam entao X,Y € I'(E) e f € C*(M). Definimos

(X+Y)(p)=X(p) +Y(p) e fX(p)=[fp)Xp peM (2.1)

!Quando se define um espago vetorial, utiliza-se de um corpo F (em geral C ou R), chamado de corpo

de escalares. Se no entanto, ao invés de um corpo, utilizar-mos um anel A em tal definigao, entao o

espaco linear (definido sobre o anel A) assim obtido, é dito ser um A-mdédulo.
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E fcil ver que isto de fato definem operacoes sobre T'(E), (i.e, X + Y, fX e (E)),
e que com tais operagoes I'(E) é um C*°(M)-mdédulo. Obviamente, no caso de I'(E|U),
o anel utilizado é C*°(U). Na proxima secao, esclareceremos um pouco mais, o uso do

conceito de maédulo.

Métricas Fibradas e Conexoes

Um outro conceito do fibrado tangente que estenderemos aos fibrados vetoriais é o
de métrica Riemanniana. Seja ¢ : £ — M um fibrado vetorial sobre M. Dizemos que g
¢ uma métrica fibrada de E, se para cada p € M, g associa um produto interno (forma
bilinear, simétrica, positiva definida) na fibra E, = (~'(p), tal que para toda X,Y € T'(E)
as fungoes g(X,Y) : p— g(X(p),Y(p)), sao diferenciaveis. Adiante, quando ja tivermos
definido ao nocao de fibrados tensoriais, poderemos dar uma outra caracterizagao para as

métricas fibradas, a saber, as veremos como secoes.

Por fim, como dito no inicio, introduzimos uma nocao de derivacao nos fibrados veto-

riais da forma que se segue.

Definig¢ao 2.2 (Conexao Linear). Seja ¢ : ' — M um fibrado vetorial sobre M. Definimos

uma conezxao linear V (neste fibrado) como sendo uma aplicagao nos espagos de segoes
V:INTM) xT'(E) - I'(E)
com (X,Y) — VY, tal que
a) vaJrgYZ = fVXZ + gVyZ

b) Vx(Z+W)=VxZ+VxW

c) Vx(fZ2)=fVxZ + X(f)Z.
onde f,geC>®(M), X, Yel'(TM) e Z Wel(E).

Caso o fibrado F possua uma métrica fibrada g definida em si, uma conexao V em FE, é

dita ser compativel com tal métrica fibrada, se para quaisquer X € I'(T'M) e Y, Z€'(F)
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tivermos

Xg(Y,Z) =g (VxY,Z2) +g(Y,VxZ). (2.2)

Passemos entao a descrever alguns fibrados vetoriais.

Fibrados Duais

Recordemos que pela definicao do fibrado vetorial ( : E — M, temos que cada fibra
E, = ('(p), 6 um espago vetorial. Assim, podemos considerar seu espago dual E}, isto ¢,
o conjunto de todas as aplicagoes lineares f : £, — R definidas neste, o qual como vimos

na secao anterior, pode ser feito um espaco vetorial com respeito as operacoes

(f+9)w) = flv) +g(v) e (af)(v)=a-f(v) (2.3)

onde f,g € Ej, v € E, e a € R. Desta forma, podemos considerar a totalidade destes

espacos, isto é

T™M* = | J E; = {(p,w) |[pEM, weE}}

peEM

que, como pode ser visto sem dificuldade, possui uma estrutura de variedade diferenciavel,

com dimensao igual a 2m (m é a dimensao de M). Podemos entao considerar o fibrado

m: E* — M sobre M, tal que

m(p,w) =p (p,w)€L”

a qual é obviamente uma aplicacao diferenciavel de E* em M. As demais condigoes da

defini¢ao (2.1) sao de verificacdo imediata. Tal fibrado é chamado de fibrado dual de E
sobre M, e este obviamente, tem como fibras os epagos £ em cada ponto p € M. No
caso do fibrado tangente TM, o fibrado dual 7* : TM* — M (ou simplesmente T M*) é

chamado de fibrado cotangente de M.

Caso o fibrado E tenha uma métrica fibrada g definida em si, podemos definir uma

métrica fibrada ¢* em E* através desta. De fato, de inicio, podemos observar que, para
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cada p € M, g, induz um isomorfismo £ : £ — E, entre as fibras E} e F,, tal que dado

w € By, temos que wf = 4(w), é tal que
9(w, X), = w(X) (2.4)

qualquer que seja X € E,. Temos também que £~ :b:Ep—>E;, ¢ tal que, dado X € £,

esta associa o funcional X” =b(X) € E7 tal que

X(Y)=g(X,Y), YeT,M (2.5)

Assim, dados w,n € Ey, definimos

g (w, n)p = g(wﬁa nﬁ)p pe M. (2.6)

Claramente podemos ver que g* assim definida é bilinear, simétrica, positiva e definida
em cada fibra £, e que portanto ¢ uma métrica fibrada de £*. Tal situagao é particular-

mente interessante no caso do fibrado tangente 7'M, como veremos adiante.

Se E é um fibrado vetorial sobre M, entao, pelo que vimos, E* também o é, logo, vemos
que faz sentido definir-mos uma conexao neste ultimo, a qual deve satisfazer as condigoes
da definigao (2.2). Caso, E possua uma conexao V em si, entdo como mostraremos,

podemos utilizar desta para definir uma conexao V* em E* chamada conezxdo dual.

De inicio, observemos que os isomorfismos definidos em (2.4) e (2.5) da discussao

acima, induzem os isomorfismos
b: E—E* e #:E"—E. (2.7)
Assim, definimos a conexao V*, como uma aplicacao
V*:I(TM) x '(E") — T'(E7)
tal que
Viw = (Vxw). (2.8)

onde X €(E) , weT(E*) eV éaconexio de E. E ficil ver utilizando os isomorfismos

dados em (2.7) e a hipétese de V ser uma conexao de E, que V* assim definida, satisfaz as
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condigoes do defini¢ao (2.2). Caso o fibrado E, além da conexao V, admita uma métrica
fibrada g compativel com esta (no sentido apresentado em (2.2)), entdo a conexao V* de
E*, é compativel com a métrica fibrada ¢* dada em (2.6). Com efeito, dados X € I'(T'M)
e w,y€T(E*) por (2.4) e (2.5) temos que (Vyw?) = (Viw):. Assim
Xg'(w, ) = Xg () (2.9)
=9 (waﬁﬁﬁ) + g (o, VX'Yﬁ)
o () )+ () (7))

= ¢ (Vxw,7) + 9" (w, V7).

o que comprova a afirmacao feita. Nesta situacao, isto é, quando se tem também uma
métrica fibrada compativel envolvida, podemos ainda apresentar uma outra caracterizagao

para V*. Com efeito, dados X €e['(TM) , w € I'(E*) e Y €I'(F), temos entao que
(Vi)Y = g((Viw),Y) =g (Vxuh,Y)
= Xg(hY) — g (&, (VaY))
= XwY)—-w(VxY). (2.10)
A caracterizagao acima, é bem 1til para efetuar-se calculos envolvendo a conexao V*.

No que se segue, trabalharemos apenas com fibrados munidos de métricas fibradas, como

para estes a expressao anterior é sempre valida, adota-la-emos como definicao de V*.

Fibrados Induzidos

Outro fibrado vetorial de uso muito comum, sao os fibrados induzidos que descreveremos

agora.

Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferenciavel entre as variedades M, N e ( : E — N

um fibrado vetorial sobre N. Consideremos o conjunto

¢ (E)={(p,v); p€E M ev € Eyp = (o(p))}-

Definamos uma aplicacao
(oo H(E)— M (2.11)
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tal que

Co(p,v) =p peEM e veE, (2.12)

Afirmamos que (*¢ : ¢~1(E) — M, é um fibrado vetorial sobre M. Nesta situagao,
poderfamos simplesmente dizer que ¢~'(E) é um fibrado vetorial sobre M, cuja fibra

sobre p € M, é dada por Eg,) = ¢ (¢(p)), a qual por definigao é um espago vetorial.

Preferimos no entanto, argumentar um pouco mais, pois este tipo de fibrado, desem-
penhara um papel determinante na proxima secao. Além disto, uma tal demonstracao,
serve para ilustrar a forma de se proceder neste tipo de situagao, sendo as demais citadas

neste capitulo, feitas de forma analoga.

Dado p € M. como por hipétese ( : E — N é um fibrado vetorial, temos que existe
um aberto U C N contendo ¢(p) e uma trivializagao &y : (—1(U) — U x R". Definamos
entao a aplicacao

V(o) (0TI (U)) = ¢ (U) x R"
tal que
U(p,v) = (p. P o Py (v)).

Obviamente, ¥ assim definida é diferencidavel. Temos ainda que sua inversa é dada pela
aplicacio & : ¢~ (U) x R" — (¢"¢) (¢ (1)) tal que &(p,u) = (p, D' (¢(p), u)), a qual,
é também diferenciavel, implicando entao que ¢ é um difeomorfismo. E facil ver que as
demais condicoes da definigao (2.1) de fibrado vetorial sdo também satisfeitas, restando
apenas mostrar que ¢~ '(FE) ¢ uma variedade diferencidvel, o que é quase evidente pelo
ja feito, uma vez que podemos tomar uma vizinhanca coordenada V' de p, de forma
que ¢(V) C U, e neste caso, como (V x R™) é isomorfo a ¢~ (E) N (V x ("1(U)) o
resultado segue. Pode-se mostrar que se E estiver munido uma métrica fibrada e uma
conexao, entao estas induzem uma métrica fibrada e uma conexao em ¢~ '(E). Porém,
como neste trabalho, o uso deste tipo de fibrado (induzido) serd restrito ao caso em que
E = TN, preferimos adiar as defini¢oes destas, apresentando-as adiante, quando entao
trabalharemos com tal tipo de fibrado, em qual caso, seremos bem mais restritos e por

tal razao um pouco mais profundos na abordagem.
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Observacao 2.1. E comum denotar-se o fibrado induzido por ¢*E ao invés de ¢,
como estamos fazendo. O motivo disto, é porque neste trabalho, o uso do asterisco esta

reservado ao caso em que trabalhar-mos com duais.

Fibrados Tensoriais

Dando prosseguimento as idéias tratadas no tépico anterior, passamos a descrever
agora, o conceito de fibrado tensorial. Como veremos , estes sao de grande auxilio no
estudo dos operadores definidos nas secoes dos fibrados vetoriais, tais sao os casos da
métrica fibrada, conexoes, curvaturas, etc, além de prover-nos de uma notacao mais clara

e conveniente, permitindo que se perceba de fato a exata “acao” realizada por um tal

operador.
Sejam pois B, ..., E", fibrados vetoriais sobre M. Neste caso, temos por definicao que
para cada p € M, as fibras E;, ..., B, constituem espagos vetoriais. Logo, como vimos

na secao anterior, podemos considerar o produto tensorial E; ®---® B}, o qual com as
operacoes de soma e produto por escalar 14 definidas é um espaco vetorial, sendo pois
E; ® -+ ® E) constituido pelos funcionais r-lineares E(E;, ..., B R). Podemos entao

considerar a totalidade destes espagcos
E'® - @F =|JE® - @E ={(pE o - ®E)))}
M

o qual, como pode ser verificada de maneira analoga aos casos anteriores, constitui uma

variedade diferencidvel. Podemos ver também, que a aplicacao 7 : E'®@--- @ E" — M,

tal que
w(p, EL®@-- ® E) =p, (pE'®--@E)cE' @0 1
é de fato um fibrado sobre M chamado de fibrado tensorial de E*, ... E" sobre M, cuja

fibra sobre pe M é dada pelo espaco E; Q- Ep.

Constatado entao que F'®- - -®@E" é de fato um fibrado vetorial sobre M, faz entao sen-

tido, considerarmos métricas fibradas e conexoes neste. De fato, se os fibrados E!, ..., E",
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estiverem munidos das respectivas métricas fibradas ¢, ..., g,, entdo como mostraremos

agora, é possivel definir uma métrica fibrada em E'®---® E", utilizando destas tltimas.

De inicio, ressaltemos que apesar dos elementos de E! ® --- ® E” nao serem neces-
sariamente da forma, v;®- - -®v,., onde v; € E', ... v, € E”, para os efeitos da demonstracao
seguinte, é suficiente que se mostre apenas para os deste tipo, uma vez que sendo os
primeiros combinagoes lineares dos do tipo utilizado, a conclusao segue, ja que todas
as operagoes utilizadas serao lineares. Assim, dados v ® -+ - @ u, e v @ -+ v, €

I'NE'®---® E"), onde uy,vi € B, ... u,,v, € E", definimos

PP @ Qup, 01 ® -+ @0,)(p) = g1(ur, v1)(p) -+ gr(ur, v)(p) P E M.

Facilmente podemos constatar que g% assim definida, de fato é uma métrica fibrada sobre

o fibrado ' ®---® E".

Também, se os fibrados E*, ..., E" admitem as respectivas conexoes V!, ..., V", entao,

podemos definir uma conexao
VO T(TM)xT(F'®---®@E") - T(E'®---®@ E")

tal que

v%(ﬁ@-..@)}/}):(V§(K>®Y2®“-®K+---+}q®...®(vrxyr)

para quaisquer X € I(TM) , Y, € T(EY),...,Y, € [(E"). Um cédlculo direto, mostra

que V® assim definida, satisfaz todas as condicoes da definicao 2.2. Se além disto os
fibrados E!,..., E" estiverem munidos das respectivas métricas fibradas g¢i,...,g,, de
forma que cada conexao V’ seja compativel com a métrica fibrada g;, entdo a conexao
V® é compativel com a métrica fibrada ¢® definida como antes, como pode ser facilmente

comprovado.

Obviamente, poderfamos utilizar nas defini¢oes acima os fibrados duais (E*)" em lugar
de quaisquer E’/ que compoem o fibrado tensorial ' ® --- ® E", nao alterando qualquer
das situacoes tratadas, até por que, em cada caso, como ja mostramos anteriormente,

haveriam métricas fibradas e conexdes (compativeis) se fosse o caso.
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De especial interesse sao os fibrados da forma

E®. 9FQE®..QF

N~ g
S vezes T vezes

cujas fibras sobre p € M podem ser vistas como sendo os espagos

35;®...®E;J®Ep®...®Eg:£(\Ep,...,E€,E;,...,EE;R).

v~ v R '
s vezes r vezes S vezes r vezes

Tais fibrados vetoriais sao ditos do tipo-(r, s) de E sobre M.

Um fato importante sobre os fibrados tensoriais, é que o conjunto de suas segoes
['(Ey®---® E}y), possui a estrutura de C°°(M ) médulo com respeito as operagoes de soma
e produto por escalar, definidas de forma andloga a que fizemos em (2.1), porém utilizando

das operagoes definidas em (1.3) em cada um dos espacos L(E), ..., Ep, B, ..., E7;R).

v v/~

Campos Tensoriais do tipo-(r, s)

Neste tépico, daremos continuidade ao que se fez no anterior, porém, aqui trataremos
somente do caso particular em que o fibrado vetorial em questao é o fibrado tangente

TM, em qual caso, denotamos um fibrado tensorial do tipo-(r, s) por

TM*®.. @ TM*®@TM @ ...® TM = T*(M).

g g
S vezes T vezes

Uma segao deste fibrado ¢é dita ser um campo tensorial do tipo-(r, s). Tais se¢oes, nada

mais sao que aplicagoes da forma

T:T(TM)x ... xI(TM)xI(TM*)x ... xT'(TM*) — C*(M) (2.13)

. J (. /
-~ -~

S vezes T vezes

satisfazendo além disto, a condi¢do de serem C°°(M) linear com respeito a todas as
variaveis. Assim por exemplo, uma secao 17" € C*(T7(M)), é na realidade uma aplicacao

s-linear, da forma

T :T(TM) x ... x I(TM) — T'(TM) (2.14)

N S
'

S vezes
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tal que para cada f; € C*(M) e X; € I'(T'M) temos

T<f1X17"'7fSXS):f1 ' f2'--fsT(X17---;Xs)‘

E comum chamar as secdes dos fibrados tensoriais do tipo-(0, s) simplesmente de ten-

sores de ordem s sobre M.

No que se segue, discutiremos as expressoes locais dos campos tensoriais do tipo-(r, s)
(secoes do fibrado tensorial 77(M)). Mostraremos que as identificagoes desta dadas acima
em (2.13) e (2.14), podem de fato facilitar a obtengao de sua expressao local (em termo
de sistemas locais de coordenadas). Praticamente todo material exposto, serd utilizado

adiante no texto.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana m-dimensional. Dado um sistema local de
coordenadas (z;) em uma vizinhanga U C M. Sabemos que esta dd origem as segoes

(0/0z;) el (T'M | U) e de; e(TM* | U), de forma que para p€ M, temos que os vetores

(@), ()

formam uma base do espago T,,M, e que também o conjunto

{(dz1)p, ..., (dwm)p}

forma uma base para o espaco T,M*, sendo esta, a base dual associada a base anterior

do espaco tangente, isto é

((dy), ((6‘(33)) =6y 1<i,j<M.

Desta forma, como vimos anteriormente, para cada p€ U temos que os vetores

0 ) < 0 > . o .
R ® ® (dzj,)p @+ @ (dzj)p 1 <i1,. 05, J1,--0r <M
(8 axir p

1

formam uma base para os espagos 1;7(p) = T,M @ -+ @ T,M QT M @ --- @ T;M, que é

"' -~
r termos s termos

como vimos, a fibra sobre p€ M do fibrado tensorial T*(M). Se X €T" (T*(M|U)), entao,

Jlrendr
11yre9ls )

para cada p € U, X(p) é um elemento do espago T#(p). Portanto, devem existir x
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que sao as componentes de X (p) nesta base, tais que

o 0 0
x0)= 3 it () oo (5) elne o),

.7:1 7“').7:7'
i1 y.nis

"+ funcoes diferen-

Valendo isto para cada pe U, vemos pois que isto da origem a m
ciaveis :zzfll f: € C*°(M), chamadas de as componentes locais da segao X, na parametrizagao
(x;). De fato, a diferenciabilidade das componentes, é uma consequéncia de que por

definigao toda secao X €' (1?(M)) é uma aplicagao diferencidvel.

Desta forma, vemos que os campos

) ) .
(83@1) K- ® (ax“) ®d$]1®®d$35 GF(TT,(M|U)),

podem ser vistos, como bases (locais) para as se¢oes X € I' (T*(M)), o qual como vimos

tem uma estrutura de C'*°(M )-médulo com as operagoes definidas em (2.1).

Ante tudo que foi dito acima, podemos passar as caracterizacoes locais dos cam-
pos tensores como haviamos prometido. Iniciemos entao com as métricas Riemannianas.
Como sabemos, se g ¢ uma métrica Riemanniana na variedade M, entao, a cada pe M
esta associa uma aplicacao g, € L(T,M,T,M;R). Assim, pelas identificagbes feitas neste
capitulo, temos que, g € T'(TM* ® TM*). Logo, pelo dito acima, temos que existem

funcoes (a;;) € C*(U), tais que

g = Z aijdxi X dej.

ij=1

Utilizando entao do fato de {dw;}, ser base dual de (%)( . podemos por um simples
“/(p

célculo, obter que as fun¢oes componentes (a;;) de g no sistema local de coordenadas (z;)

S S
4 =9 8:1:/0;15

0 0

sao tais que

as quais, como de usual, sdo denotadas por g;; = g( ), e portanto

3,j=1

ou como é de costume
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g= Z gijdx;dx;.

ij=1

Sendo g, por definicao uma forma bilinear, simétrica e positiva, temos pois que esta
dé origem a uma matriz deste mesmo tipo, a qual neste caso, como pode ser facilmente
constatado, admite como componentes, exatamente g;;(p) (funcoes coordenadas de g em
p). Obviamente, a matriz (g;;(p)), admite uma matriz inversa, a qual denoteremos por
(g“(p)). Como veremos em seguida, as componentes desta matriz (¢(p)), sao exata-
mente as fungoes componentes da métrica dual g*. Com efeito, sendo por definigao
g, € L(T,M*, T,M*;R), temos novamente pelas identificacoes feitas anterior-
mente g € I'(T'M @ T'M), donde, pelo que dissemos acima, devem existir funcoes b;; €

C*>(U), tais que
= 0 0
* b | — @ ——

onde temos que
bij = g*(d:cl,dx])

Entéao, utilizando da definigdo (2.6), bem como das expressoes (2.4) e (2.5), obtemos que

o\ [ 9\
bij = g"(dwi dv;) =g < ) (—) (2.15)
/ / 8!@ 8xj
N N D
— ik [ Y gl [ =
(3 () 3o ()
k=1 =1
= > g g
k=1

k=1

Como afirmado. Detaquemos que o uso das expressoes (2.4) e (2.5), como fizemos acima,
sao de fato a pricipal ferramenta quando se trabalha com operadores duais, tais como a
métrica e conexao de T'M*. Como ilustracao deste fato, apresentemos uma outra situagao

na qual isto ocorre.
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Seja X € T,M e weT,M*, tais que

X:ZX«(%)]) e w= wldr),
i=1 v Jj=1

entao, uma aplicagao direta das expressoes (2.4) e (2.5) implica que

X =3 (Cwe) ), o =Y (NP0 (n) . @1

Isto mostra que por exemplo (dz;)* = Z g"*(0/0xy), como inclusive ja utilizamos em

k=1
(2.15).

De um forma geral, o procedimento de obtencao das expressoes locais sao analogos

aos que foram feitos aqui, no decorrer do texto outros casos serao apresentados.

Para encerrar este topico, relembramos o importante conceito de diferencial covariante
de campos tensoriais do tipo-(r,s), a qual a cada T' € I'(T(M)), esta associa o campo

tensorial VT e T(T5T (M), tal que

VT(X, Y1, ..., Yswr,. .., w)=XT(Ys,...,Ys,wi,...,w,) (2.17)

_T(VXY'M"'7}/87(")17"'7(*‘}1")"'_T<}/17"'7}/87w17"'7v§(wr>

para X,Yy,.... Y, e T (TM) e wq,...,w, € I(TM*). Utilizando a defini¢ao anterior,
introduzimos o conceito de derivada covariante de campos tensoriais, tal que se K €

D(T3(M)) entao definimos
(VxK)(\Y1,..., Y5 wi,...,w,) = VK(X,Y},...,Ys,wi,...,w;) (2.18)

para X,Y:,..., Y, e '(TM) e wy,...,w, € [(T'M*). Ou seja, para cada X € I'(T'M)
temos que (VxK)eI'(T?(M)).

Expressoes Locais no Fibrado Induzido

Nesta secao retomaremos a abordadagem dos fibrados induzidos por uma aplicagao

¢ : M — N sobre M, desta vez porém utilizando do fibrado tangente TN de N. Os
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fatos aqui apresentados, poderiam na realidade, serem descritos como casos especificos de
idéias mais gerais, validas para fibrados vetoriais genéricos, definidos sobre a variedade N,
podendo pois, terem sidos desenvolvidos nas se¢oes anterioriores. Optamos pelo contrario,
para termos a oportunidade de investigar mais de perto os fatos descritos, apresentando

provas e expressoes especificas para este caso.

De qualquer forma, quando julgar-mos necessario, afirmaremos simplesmente que tais
fatos seguem dos ja discutidos anterioriormente. Um outro motivo para nossa escolha, é
que os conteudos abordados, serao utilizados quase que integralmente no préximo tépico,
assim, pensamos que tal escolha possa auxiliar bastante no encadeiamento e interligacao

das idéias.

No que se segue, suporemos que (M, g) e (N, h), sdo variedades Riemannianas munidas
das respectivas conexoes compativeis, apesar de as defini¢oes seguintes, como ja vimos no

capitulo anterior, valerem para situacoes bem menos restritas.

Como vimos anteriormente, dada uma aplicagao diferenciavel ¢ : M — N, definida
entre variedades diferenciaveis e um fibrado vetorial ( : E — N sobre N, podemos definir
o fibrado induzido (*¢ : ¢! (E) — M sobre M, onde ¢~ (E) = {(q,v); g€ M ev €
E, = ("'(¢)}. Sendo TN um fibrado deste tipo, podemos utilizar tal resultado para

justificar a seguinte definicao.

Definicao 2.3. Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel entre as variedades M, N

de dimensoes m e n respectivamente. Definimos o fibrado induzido de T'N por ¢, como

sendo o fibrado ¢ : ¢~ (T N) — M sobre M, onde

¢ (TN) ={(p,v) [pe MeveTy,N}

C(p,v) = p.

Neste caso, temos que a fibra de ¢~'(T'N) sobre p € M é dada (na realidade isomorfa)

pelo espaco vetorial n-dimensional Ty, N. Uma secdo de ¢~ '(T'N) é uma aplicacao
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X: M — ¢ ' (TN), tal que, X(p) € Ty N para todo p € M. Denotaremos por
(¢~ (TN)) o conjunto de tais segoes.

Uma forma simples de definirmos segoes em ¢! (T'N), é utilizando-se das secoes de
TM e TN. Dada X, € (T M), podemos definir uma secio Xy € (¢~ (T'N)) tomando

por exemplo

Xn(p) = dop(Xm(p)), pe M.

Também, dada Yy €(T'N), definimos Yy, €T(¢1(T'N)), tomando

Yu(p) = Yn(é(p)) pe M.

Para facilitar a compreensao, denotaremos uma secao deste tltimo tipo por ¢~ (Yy)

ou simplesmente por Y o ¢.

Observando a forma como foi definido o fibrado induzido, vemos que o modo mais
simples de definir-se uma métrica fibrada neste, seria através da métrica de T'IN. Assim,
definiremos uma métrica fibrada em ¢~ '(T'N), a qual denotaremos por ¢~ 'h ou h o ¢,

tomando

o h(X,Y)(p) = M(X(p), Y (P)o)

parap € M e X, Y €T (¢ 1 (TN)). Nao é dificil ver, que ¢~ 'h assim definida é de fato uma
métrica fibrada em ¢! (T'N). Nossa intensao agora ¢ definir uma conexao em ¢~ (T'N),
que seja compativel com tal métrica fibrada. Assim, sejam como antes ¢ : M — N uma
aplicacao diferencidvel e VYV a conexao Riemanniana de N. Definimos uma conexao V¢

no fibrado induzido ¢! (T'N) como sendo uma aplicagao
V?:I(TM) x (¢ Y (TN)) = T(¢6~*(TN))
tal que

para X €[(TM) e Y €T'(¢p~1(T'N)). A verificacao de que V¢ assim definida é realmente

uma conexao em ¢ (T'N), bem como de que esta é compativel com a métrica fibrada

29



¢~ 'h nao é dificil, e ¢ feita utilizando-se do fato de que V¥ ¢ a conexao Riemanniana de

(N, h).

Obviamente, nao faz sentido falar-mos em conexoes simétricas em ¢~ 'h (ou em qual-
quer outro fibrado sobre M, diferente de T'M). Porém, podemos ver que V? definida como

antes, satisfaz uma propriedade semelhante a esta, como veremos no préximo resultado.

Proposicao 2.1. Seja ¢ : M — N uma aplicacao diferencidvel e X, Y € T'(T'M), entao
Vdé(Y) = Vido(X) — do(([X,Y]) = 0.

Demonstragao: Como a expressao acima é tensorial em X e Y, vemos que é suficiente

mostrar a validade de tal afirmacao tomando X = % eY = % para coordenadas locais
i J

(z;) de uma parametrizagao de uma vizinhanca de p € M. Desta forma, tomamos uma

parametrizacao local (y,) de uma vizinhanca de y = ¢(z). Obtemos que

n 8@5 8 8¢a a
¢ ¢ — ¢ _ ¢
v, do( x) v, dcb( ) = Z 20 0. ;Vai 0; Oya

axz 7 390 xz Bx,
_ Z( 82(2504 B 82¢0‘ ) a
prt Ox;0x;  0x;0x;” OYo
"L D¢* s 0 agb 0
* LG Ve a " on o)

Sendo ¢ por hipotese diferencidvel, temos por Schwarz, que todas as suas derivadas se-
gundas sao simétricas, isto implica que o primeiro termo da soma da tltima expressao

vale zero. Afirmamos que o segundo também tem este mesmo valor, com efeito

iaww o Zawaw 3,

p Ox; a5 e aﬁ_ Oxj Oz, 3yg aya
Z 0op* 8@55 0
ﬁ . 0z (9:102 e 0y
_ Z 00" o 0
(%, a5 Oy’
Como | 81, %] = 0, concluimos o resultado. O

Como conseqiiéncia direta da definicio V?, temos em primeiro lugar que V?(Y(p) O

depende do valor de X (p) e do valor de Y ao longo de uma curva tangente a X (p). Isto
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provém de fato andlogo vélido para VV. Com efeito, seja X e (TM), Y €'(¢~'(TN))
ep € M. Seja também 7 : (—¢,e) — M uma curva tal que v(0) = p e 7/(0) = X(p).
Sabemos que ¢ oy é uma curva em N, tal que ¢ o y(0) = ¢(p) e que % 0 |imo=
dp,(X (p)) = 2 (p). Portanto considerando Y |, obtemos um campo de vetores em N
ao longo da curva 7y : (—¢,€) — M e assim

LY 0r(1)) o

VLY (p) = Vi Y (p) = E(

Também, dado Z € T'(T'N), entao como ¢~ (Z) € T'(¢~1(T'N)), temos que

Vo (2) = ¢ (Vi Z) -
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Capitulo 3

Aplicacoes Harmonicas

Introducao

Quando se estudam as curvas em um variedade Riemanniana, vé-se que as geodésicas
surgem de maneira natural como os pontos criticos do funcional energia. Este fato por
si s0, justifica tal tipo de estudo. Além disto, como se sabe, estas curvas sao de extrema

importancia ao estudo (inclusive da topologia) das variedades Riemannianas.

Gostarifamos entao de generalizar tal estudo as aplicagoes diferencidveis entre var-
iedades. Como este intuito, definiremos de forma conveniente um funcional (o qual
chamaremos de funcional energia), nos espagos C*°(M, N) das aplicagdes diferencidveis
de M em N. Feito isto, buscaremos determinar os pontos criticos deste funcional, nos

valendo para este fim, da férmula da primeira variacao de energia.

Durante tal estudo, uma aplicacao, a qual chamaremos de segunda forma fundamental,
surge, e devida a sua destacada importancia, faremos sua abordagem de forma separada,

durante a qual, surge o que denominaremos, campo de tensao da aplicacao.

Utilizando de tais campos, definiremos o conceito de aplicagdo harmonica. Como
teremos a oportunidade de mostrar, tal definicao estende (em um certo sentido a ser
esclarecido) as aplicagoes entre variedades, o conceito de aplicagdo harmonica; definido

previamente para aplicagoes em espagos euclidianos. Veremos ainda, que no caso em que
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a variedade M é compacta, tais aplicagoes sao em verdade os pontos criticos do funcional

energia.

Energia de Aplicagoes

Neste topico, “construiremos” o funcional energia, o qual anunciamos no inicio.
Daremos ainda uma interpretacao geométrica deste, o que mostrara que de fato, tal

funcional serve aos nossos propositos.

Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas de dimensoes m e n respectivamente e
¢:M — N uma aplicacao diferenciavel entre estas variedades, em qual caso denotaremos
¢ € C®(M,N). Mostraremos que a diferencial d¢ desta aplicacao, pode ser vista como

uma secao de um fibrado conveniente.

Tomemos pois sistemas locais de coordenadas (z;) e (y,) em abertos U ¢ M eV C N

respectivamente, de forma que ¢(U) C V. Assim, para cada p € U temos que

¢(p) = (¢1(p1, cee apm)a s >¢n(pla cee 7pm>> (31)

onde p1, ..., pm sao as coordenadas locais de p, e as ¢, = y, 0 ¢, sao funcoes diferenciaveis

que determinam as coordenadas locais de ¢(p).
Sabemos que para cada p € M, tem-se
doy - T,M — Ty N

¢ uma aplicacao linear do espaco tangente T, M no espaco Ty, N, a qual pode ser repre-
sentada por uma matriz n X m, com componentes a;, = (0¢*/0x;)(p), obtida utilizando

as coordenadas locais em U. De fato, por (3.1) temos que

((2)) -5 0(0),, 1<

Por outro lado, como chegamos a comentar anteriormente, os espacos L(T,M, Ty); N)

e TyM* ® Ty, N, sao linearmente isomorfos. Com efeito, a cada f € L(T,M,Typ,)N),

podemos associar a aplicacao f€€T,M* ® Tyy; N, tal que
fe,w) =w(f(v)) veT,M e weTy,N".
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Sendo d¢, € L(T,M, Ty, N), pela identificacao que acabamos de descrever, para todo

p € M, temos que

dg, € (T,M* @ Ty N).

Como {(dz;(p))}i<i<m) € {(0/0Ya)(d(P))}{1<a<n} sa0 bases para T,M* e Ty, N re-

spectivamente, temos que

(dzi(p)) © (0/9ya) (6(p)) I<ism l<a<n

constituem uma base para T,M* @ Ty, N. Assim, temos que d¢, admite uma repre-

sentagao da forma
m n

D) cialdzi(p) @ (9/0ya)(6(p))-

i=1 a=1

Por um calculo simples obtemos

Z > (gﬁa 09)) (dzi(p)) ® (0/0ya)(4(p))- (3.2)

Pelo capitulo anterior, sabemos que o fibrado ¢~ *(T'N) sobre M, é tal que sua fibra
sobre p € M, é dada pelo espago vetorial T,y /V, logo, neste caso, podemos ver que o
fibrado TM* ® ¢~ (T'N), ¢ tal que sua fibra sobre p € M, é dada por T,M* ® Ty, N. Por
outro lado, como tivemos a oportunidade de mostrar, para cada p € M, d¢ € T,M* @

Ty N, donde concluimos que d¢p € I'(TM* @ ¢ (T'N)).

Ainda pelo capitulo anterior, sabemos que se os fibrados vetoriais que compoem um
produto tensorial admitem métricas fibradas definidas em si, entao o mesmo pode ser dito
para este tltimo. Desta forma, definimos uma métrica fibrada ¢® em TM* ® ¢~ *(TN),

tal que
9% (v1 @ wi,v2 ® wWy)(p) = g™ (v1,v2)(p) - h(wr,w2)((p))  peE M,

para vy, vy €L(TM*), wi,ws€L(¢7(TN)).

Sendo d¢ eT(TM* @ ¢~'(T'N)), podemos utilizar da métrica fibrada ¢® para definir

a norma de d¢, tal que

Ao |2 = g% (Ao, ddy), pe M.
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Assim, por (3.2) temos que

|d¢|123 = g®(d¢p’ ddyp)p

- (EEC) oo ()., £5 (5 vieme (), )
B azm:l ail @i“ (p>) (g%j( >> 9° (WZ)” © <8iya>¢><p)’ (dz;)s ® (3§ﬁ>¢<P>)p
_ i 5— (‘Zﬁ <p>) (%f( )) g (), (dz;),)y - ((a%)(b(p) (a%>¢<p>)¢(p)

Sob tais observagoes, passemos as definigoes.

Definicao 3.1. Seja ¢: M — N uma aplicacao diferenciavel entre as variedades Rieman-

nianas (M, g) e (N, h). Definimos uma fungao e(¢) € C*(M) por

O)p) = 5 Ao (p),  pEM,

chamada de func¢ao densidade de energia da aplicagao ¢.

Pela defnigao dada, podemos ver que de fato e(¢) € C*°(M). Para melhor entender
e(¢), tomemos bases ortonormais (e1,...,emn) € (vi,...,v,) para T,M e Ty, N respecti-

vamente . Temos pois que

d¢p(ei):Zamva i=1,...,m
a=1

Assim pela expressao (3.3) temos que

m n

dol (0) = 3> (i)

i=1 a=1
Por outro lado, temos que

n

> (aia)® =ldo(e)” () = (|do(es)] (p)/ leil)*

a=1
Por esta tltima expressao, vemos que ]d¢(ei)\2 (p), é na realidade, o quadrado da taxa de
expansao de d¢, na dire¢do e;. Assim, \d¢\2 (p) pode ser interpretada, como sendo a soma
dos quadrados das taxas de expansdo de d¢, em direcoes ortogonais (de T, M ). Sob tais

consideragoes, definamos a energia da aplicacao ¢ da seguinte forma:

35



Definigao 3.2. Seja (M, g), uma variedade Riemanniana compacta. Entao a integral de

e(¢) sobre M dada por
B6) = [ e,

¢ chamada de energia da aplicacao ¢. Onde p, ¢ a medida padrao induzida em M pela

métrica Riemanniana g (ver apéndice ).

Pela definicao anterior, vemos que se a variedade M ¢é compacta, entao a energia das

aplicagoes pode ser considerada como um funcional
E:(M,N)—R
o qual chamaremos de funcional energia.

No que se segue, procuraremos identificar, quais aplicacoes sao pontos criticos para o
funcional £ (num sentido que serd melhor esclarecido), o que seré feito através da primeira
formula de variacao de energia. Para este fim, necessitaremos do que chamaremos, segunda
forma fundamental de uma aplicacao e de seu campo de tensao, conteudos que passaremos

a abordar na proxima secao.

Segunda Forma Fundamental e Campo de Tensao

Diferentemente do que é feito em outros trabalhos, onde a segunda forma funda-
mental é definida somente para imersoes, aqui, seremos um pouco menos restritivos e
definiremos esta ultima para aplicagbes um pouco mais gerais. Adiante, neste mesmo
capitulo, veremos como a defini¢ao aqui apresentada se relaciona com a defini¢ao classica.
Veremos também, que o estudo desta, revela nao somente o comportamento da aplicacao
que lhe deu origem, como também o comportamento da prépria variedade na qual esta
se acha definida. Durante toda esta secao, utilizaremos de forma exaustiva das idéias

apresentadas nas secoes anteriores.

Sejam como antes (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas e ¢: M — N uma aplica¢ao

diferencidvel entre tais variedades.
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Na secao anterior, vimos que era possivel definir-se a métrica fibrada ¢® no fibrado
tensorial TM* ® ¢~ TN, e que tal definicao era dada, & partir das métricas fibradas ¢* e
¢~ 'h dos fibrados que compunham o produto tensorial acima. Dando prosseguimento ao
que foi feito, definiremos uma conexao v compativel com ¢® no fibrado TM* @ ¢ TN,

isto é

V:I(TM*® ¢ 'TN) x I(TM) — T'(TM* @ ¢ 'TN).

Com efeito, como cada um dos fibrados compondo T'M* ® ¢~'TN, no caso TM* e
¢~ Y(TN), admitem conexdes compativeis com suas respectivas métricas fibradas, pelo
capitulo anterior, temos que ¢é possivel definirmos uma conexao Vem TM*® ¢~ TN, tal

que
V(du@ V) = (Vidu) @V + du @ (v§v>

para X € I(TM), du e T(TM*) e V € T'(¢~'(T'N)), e que além disto, a conexao assim

definida é compativel com a métrica fibrada g%.

Como pela segao anterior dgp e (T M*®@¢~ T N), vemos entao que é possivel considerar

a diferencial covariante desta com respeito a @, obtendo a se¢ao
Vdp el (TM* @ TM* @ ¢~'TN).

a qual chamamos de sequnda forma fundamental da aplicacao ¢.

Pelas identificacoes feitas no capitulo anterior, vemos que @dgb assim definida, tanto
pode ser vista como uma secao @d(b € I(TM* @ TM* ® ¢ *TN), quanto como uma
aplicagao diferencidvel bilinear em I'(T'M) x T'(T'M) com valores em ['(¢~1(T'N)), isto
é, @dqf) € L(TM, TM;$ 'TN). Ambas identificacoes sao importantes e de fato serao
utilizadas no que se segue. Utilizando por exemplo a ultima destas, mostraremos um

resultado que sera de grande utilidade nas proximas secoes.

Lema 3.1. Seja g€ C®(M,N) e X, Y € I'(TM). Entdo temos que

Vdg(X,Y) = Vidp(Y) — dp(VxY).
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Demonstragao: Como d¢ € I'(TM* ® ¢~'(T'N)), temos entao que esta pode ser es-
crita como combinacao linear de elementos da forma du ® V' com du € I(TM*) e V €
(¢~ (T'N)), donde temos que ¢ suficiente mostrar-mos o resultado para os elementos do

tipo du ® V. Neste caso, temos que

[wu ® v} (X,Y) = [VX (du® V) } (Y)

- [ Vidu) @V + du ® (v¢ v)] (Y)
(Viedu) (V) -V + du(Y) - (v?;v)
(Xdu(Y) — du(VxY)V + du(Y) - (vi}v)
— du(Y) v?(v) X (du(Y))V — du(VxY)V

= V4 [du(Y)V] = du(VxY)V.
Portanto
Vdo(X,Y) = V%dp(Y) — dop (VxY).

Como queriamos demonstrar. m

Utilizando deste ultimo lema, podemos mostrar que @dgb é simétrica e tensorial. Com

efeito, pela proposicao 2.1 temos

VAdp(fX +9Y,2) = Viiximd9(2) = dd(V{ix i) Z)
= Visxiando(Z) —do(fVY Z + gV Z)
= Vius)easr)d0(Z) — fAO(VY Z) = gdo (VY Z)
= [V dd(Z) = FA(VY Z)] + [gV vy db(Z)
— gdp(Vy' Z)]
= fVAdH(X,Z)+ gVde(Y, Z)

para X, Y € I'(TM)e f,g € C*°(M). O mesmo procedimento pode ser aplicado a segunda

variavel, mostrando que ¢é tensorial. Quanto a simetria, novamente pela proposicao 2.1
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temos

Vdo(X,Y) = Vdg(Y) - dg(VYY)
= V9d$(X) + dg[X, Y] — dp(VYY)
= Vydg(X) — dp(VYY — [X,Y])
= V9dg(X) — dp(Vy' X)

= Vdo(Y, X)
para X,Y € I'(T'M), como afirmado.

Por outro lado, utilizando das caracterizagoes de d¢ e @dgzﬁ como secoes, podemos
obter mais facilmente, as expressoes destas em sistemas locais de coordenadas. Com
efeito, seja (z;) e (o) sistemas locais de coordenadas de (M, g) e (IV, h) respectivamente.
Sendo d¢ € T(TM) e Vd¢ € D(TM* @ TM* ® ¢ 'TN) temos que

dp = ZZVW du; ® (ai)oqb (3.3)

i=1 a=1

. 0
Vdp = Z Zvivjw da; ® da; © (@) 0 ¢ (3.4)
i,j=1 a=1 «

onde V;¢% e V,;V;¢“ sao as fungoes componentes de d¢ e Vd¢ nas parametrizacoes locais

fixadas, as quais sdo localmente diferencidveis em M. Como vimos em (3.2)

Vi = (%fc) (3.5)

Calculemos entao as componentes V,;V,;¢%. Por questao de simplicidade, nos calculos

1

abaixo denotaremos 9/0y, 0 ¢ = y," e dy, o ¢ = dy,'. Também, utilizaremos o mesmo

simbolo V para as diversas conexoes utilizadas. Pelas defini¢oes dadas temos que

vivj(ba — Vdgb( 3 0 dyl)

ox; "z
0

- (g7)¢ (—dy )6 (Vg i) -6 (5 V)

_ B i I 0 -1

_ (ax) ¢><Zr”a dy ) d¢<axj,vac;dya>

a_
_ 00" 0 1

= () 3y () e (o)

B aQ(ba ; a¢

= onor, 3 rij 3o — d¢ (— 3 dy ) (3.6)
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E possivel ver também que

0
do (2= V o dy=') =
¢<8$j,vaag% Yo )

&0 N g
- S (v ) )
B=1
97 1, -1 -
n 0¢5 i P B n o n v 8gb B
= 2 5= (ap) — dy, " ( )
o x; _aZ ;Fl PB 9. 7Y
n &bﬁ n n QZS - -
R s )
B=1 "7 \~=1 p=1

B=1 "7 p=1
B n n 8¢ﬂ a(bp N
- > 8_95]8xi e (3.7)
B=1 p=1
Aplicando (3.7) em (3.6) temos que
D> NG 0¢Y 8q§ﬂ
/. HY — — _ I‘l_ NFa )
ViVi¢ 0z,0x, — Y 0x, ; ; ox; 8xj A

Donde concluimos que

. 0p* 0¢Y 8925 -
_ k N . ‘ 1
Vdg = Z Z ( Y. ZFU o Z T Toe ) dr; @ dz; © y, L.

i,=1 a=1

Sob as consideracoes feitas, estamos prontos para definir o conceito de campo de tensao

de uma aplicagao.
Seja {ei, -+ , e, } uma base ortonormal de T, M. Podemos ver que o vetor dado por

Zvc@ (es,¢1) € TymyN

nao depende da particular escolha da base ortonormal de T,M. Assim, podemos definir

uma se¢ao tracoVde € ['(¢~(TN)) tal que

tra@on¢ Z Vdo(p)(es,e;).
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E facil ver que tracoVde assim definida, de fato é uma secao de ¢~ 'T'N. Utilizando de
(3.4), vemos que tra@o@d(b pode ser expresso em termo dos sistemas locais de coordenadas
(x;) e (ya) de M e N respectivamente por

tragoVdp = ) (Z gijvivjasa) (%) o¢ e (¢ (TN)). (3.8)

a=1 i=1

Assim, podemos finalmente definir.

Definigao 3.3. Dada uma aplicacao diferenciavel ¢ € C>°(M, N). Dizemos que

A

7(¢) = trago(Vdo)
é o campo de tensao da aplicacao ¢.
Na préxima se¢ao, utilizaremos o conceito de campo tensao das aplicacoes, para definir
as aplicacoes harmonicas entre variedades Riemannianas.

Adiante, ainda neste capitulo, reobteremos a definicao classica de segunda forma fun-
damental valida para imersoes. Na ocasiao, apresentaremos ainda uma interpretagao

geométrica desta.

Aplicacoes Harmonicas

Nesta secao definiremos o importante conceito de aplicacao harmonica entre variedades
Riemannianas. Feito isto, passaremos a estudar algumas propriedades destas, utilizando
para este fim, dos conceitos e definigoes apresentados nos tépicos anteriores, bem como

de alguns que apresentaremos no que se segue.

Iniciaremos por definir o que venha ser uma aplicacao harmonica entre variedades

Riemannianas.

Definicao 3.4. Sejam (M, g) e (N,h) variedades Riemannianas. Dizemos que uma
aplicagao ¢ : M — N é harmonica, se o campo de tensao desta é identicamente nulo, isto

7(¢) = 0.
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Posteriormente, quando entao tratar-mos da regularidade das aplicacoes harmonicas
(ver teorema (5.17)) mostremos que tal defini¢ao pode ser na realidade feita para as

aplicagoes que sao C?(M, N).

Um conjunto mais restrito de aplicagoes, porém com muitas propriedades semelhantes
ao das aplicagoes harmonicas é o das totalmente geodésicas, as quais sao aplicacoes
¢ : M — N, entre variedades Riemannianas cujas segundas formas fundamentais sao

identicamente nulas, isto é:

Vdo = 0.

Tal conjunto de aplicagoes, desempenha um papel extremamente importante na teoria
das variedades Riemannianas, pois entre outras, estas possuem a propriedade de levarem
geodésicas em geodésicas , como serd mostrado (ver exemplo (3.5)). Uma outra pro-
priedade também bastante importante destas, é que a composi¢ao de aplicagoes total-

mente geodésicas ainda é uma aplicacao deste mesmo tipo. Com efeito

Proposicao 3.1. Sejam M, N e P variedades Riemannianas e : M — N e: N — P
aplicacoes diferencidveis entre estas. Denotando a se¢ao dw(@dqﬁ(-, 1)) por dw(@dgb) e
Vdi(de(-), do () por Vdy(de, dg) temos

Vd(y 0 ¢) = dip(Vde) + Vdip(dg, de).
Demonstracao: Dados X,Y € I'(T'M) temos que

i) [w¢(x,y)} = & [vﬁdgb(y)—dgﬁ(véfy)}
= dv (V5do(V)) - dv (do (VYY)

também

Vdp(do(X),do(Y)) = Vi d(do(Y)) = dib (Vi x)dd (X))
= Vi dd(do(Y)) — db(Vide(Y)).

42



Logo

a [Vdg(X, V)| + Vdp(do(X), do(Y)) = Vi, d(do(Y) - dis (do (VAY))
= Voo d(de(Y)) — dy (do (VYY)
= Viwesxd(W o ¢)(Y) — di (d¢ (VXY))
= VAo g)(Y) —d(y o) (VYY)
= Vd(¥ o ¢)(X,Y).

Isto encerra a demostragao. O

Assim, pela proposicao anterior, podemos ver que de fato a composicao de aplicacoes
totalmente geodésicas ainda é uma aplicacao deste mesmo tipo. Ressaltamos que em

geral, isto nao é véalido para aplicacoes harmonicas. De fato.

Proposicao 3.2. Sejam M, N e P variedades Riemannianas e ¢: M — N, : N — P

aplicacoes diferencidveis entre estas, entao

T( 0 ¢) = dip(1(dg) + trago(Vdy(dep, dp)).
Demonstracgao: Utilizando da mesma notagao da proposicao anterior temos

(o) = tracoV(dy o dg)
— traco [y (V(d0)) + Vi (ds, do)|
— trago [dw (?(d@)} + traco [Ww(dd), d¢)]
— dy [trago@(dgb)} + traco [@dw(dgb, d¢)]
= du(r(do) + trago |V (do, do)]

onde na tltima passagem utilizamos que traco(di(V(de)) = di(tracoV (de). De fato,

traco (d@b(@(dgb))) = i g7 dy [(@dﬁb)] (e, €5)

2,j=1

= 3 i [(9do)(en )

ig=1
= dy [Z gij(@d(ﬁ)(euej)]
ij=1

= d@b(tra(;o@dqb).
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O que confirma o resultado. m

Passaremos agora a abordagem direta das aplicagoes harmonicas. Iniciaremos por
mostrar, que de fato, o conceito de campo de tensao é o modo apropriado de generalizar
o conceito de funcao harmonica. De inicio, mostremos este fato para o caso das fungoes

reais.

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e ¢ : M — R uma funcao real diferencidvel
definida nesta. Tomando uma base (local) ortonormal (e;) para no espago tangente T'M

de M temos que

T(f) = traco(Vdf) (3.9)
= Z@dqﬁ(ei,ei)

m

= Y (VEdf(e) —df (Viie)

= (eilesl ) — Vel f))

=1

= Z g(Vﬁfgmd(f)a &)

i=1

= div(grad(f))
= AMf (3.10)

onde AM ¢ o operador de Laplace-Beltrami de M. Portanto, vemos que uma funcao real
possui um campo de tensao identicamente nulo, se e somente se seu Laplaciano também

o for, isto é
(f) =0 AMf=0.
Para mostrar-mos a validade do resultado anterior para outras situacoes, precisaremos

de mais alguns resultados. No que se segue, abteremos a expressao local de 7(¢) em

parametrizacoe locais (x;) e (y,) de (M, g) e (N, h) respectivamente. Por definigdo temos
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7(9) traco@dgb
g”Vd<b < >
”21 ox; (91']
- ij @ M J
> 6 |V d¢< ) —dé(Vi o)
ij—1 L sz x] 811 l‘]
oo " 967 0 5
ij ¢ T y_d M Y
zjz—:lg _vagz <; I ay«,) (b(vf’zz O )]
L P S N B 0 v 0
N V% o)+ dep(V7
wzzlg ;(83@ = (9%) 3@(3%)%) ( i 3xj>
L R ¥ R 9 8 A 9 )
9" . — de
Uzzl _;(ij ds (72 ) Dy, ) 8@(81‘])%) (V3 o 83:'])]
N R L. ) 927 0
9" 50 WV + )—
Z; {; [axj ( Tho1 3 5 a5 0Y ) 0x;0z;" Y,
no o
> g7 MThds )
ij k=1 T 0wy
m ¢’Y 8¢5 a 829257 8
9" V% )| + g”
”221 L = 8:cj o0x; ( ng 6?y7> ”;:1 0x;0x; y,
Z ij Mk aii
irj,k =1 Y Oy dy
j 9¢7 9¢° 0 Po> 0
Z gZ] 1"/67 + Z g’bj
i,j,'y,ﬁa:l[ 83: (3x aya:| ijo—1 81’1833] 8ya
. dp* 0
S T
ijka=1 k OYa
d o vpo 087067 S 5o " 007 0
1j 17 k27 |2
Z[ Z g ( 57835 836 Z (93618:6] Z g 1 0xy, | Yo
a=1 li,j,v,0=1 i,5,k=1
portanto
o 097 8(155 - 02~ N ol
a i N ig_— T ] MFk_
() Z Max Oz o Z 83:18% Z g Y Oz,
4.3,7,0=1 i,5,k=1
o dﬂ ¢’
=AY+ max o (3.11)
i,7,7,8=1 !
onde na tltima passagem utilizamos que AM(¢)® = Z i 83212; Z g M Pfj gﬁk De

ij=1
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fato, pelo visto anteriormente, para o caso das funcdes reais, temos que AM(¢)* = 7(¢%).

Mas

(%) = traqo@d#‘

0
_ ij a
Zg Vg ( 8 8%)
,j=1
- ol a a M 0
= > ¢"IV% Ao (5 >d¢<va>]
ij=1 i o O
m N . 8gba m
_ ij ¢ . Zj Mrk «
>.9 Ve 5] D g7 MTido <axk>
17]:1 Z7J7k:1
- RO - Lo
— iJ o ij Mk
29 w0z, 2 i O
)= ’L,],k’—l

Donde vemos a validade da expressao anterior.

Apresentemos entao alguns exemplos de aplicagoes harmonicas.

Exemplo 3.1 (Aplicagoes constantes). Como nao poderia deixar de ser, mostremos que
as aplicagoes constantes entre variedades Riemannianas sao aplicagoes harmonicas. Com
efeito, seja ¢ : M — N uma aplicacao constante. Neste caso, existe um ponto ¢ € N tal

que

plx)=q xel.

Assim, temos que a diferencial d¢ de ¢ é identicamente nula (i.e dp = 0). Donde
temos que o campo de tensao de ¢ também o é, ou seja, 7(¢) = 0. O que mostra que ¢

de fato é harmonica.

Exemplo 3.2 (Aplicagao Identidade). Afirmamos que também a aplicagao identidade
entre variedades Riemannianas Id : M — M , é uma aplicacao harmonica. Com efeito,

para toda aplicacao ¢ : M — M da variedade M nela mesma, temos que:
T(¢) = Zﬁdmei, e;) = V2do(e;) — do (VMe,) (3.12)

= Vd¢ ydo(e;) — do (VVe))
onde como antes, (e;) é uma base ortonormal do espago tangente 7, M para cada = € M.

Assim, se ¢ = Id, isto é
o(x)=x x€M.
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Entao, neste caso, para cada x € M temos que a aplicacao do, : T, M — T, M ¢é a

aplicagao identidade, donde por (3.12) temos que
T(Id) = Ve, — Ve, =0,

o que confirma a afirmacao feita.

Utilizando da expressao local para o campo de tensao apresentada em (3.11), podemos

apresentar mais algumas situacoes.

Exemplo 3.3 (Fungbes harmonicas). Seja ¢ : M — R"™ uma aplicagao diferencidvel.

Neste caso temos que NF,’fj = 0, logo pela expressao (3.11), temos
7(¢) = (AY(¢"), -, AY(§M)).

Portanto, ¢ é harmonica se e somente se cada uma de suas fungoes coordenadas o é. Em

particular, se M é compacto, entao como veremos, pelo principio do maximo ¢ é cte.

Exemplo 3.4 (Geodésicas). Seja I um intervalo aberto de R, v : I — M uma curva
regular e (z;) um sistema de coordenadas em M. Logo pelo que vimos temos que
&k & d~'dy D
k Mk 10k
T = T e T g )

]

Portanto, dizer que uma curva v de M é harmonica, significa dizer que esta é geodésica.

Exemplo 3.5 (Aplicagoes totalmente geodésicas). Seja ¢ : M — N uma aplicagao total-
mente geodésica entre as variedades Riemannianas M e N, isto é, ¢ possui a segunda forma
fundamental identicamente nula Vd¢ = 0. Mostremos que a imagem de uma geodésica de
M por ¢ é uma geodésica de N, ou seja, que ¢ leva geodésicas em geodésicas. A reciproca

também é verdadeira.

Com efeito, seja I um intervalo aberto e o : I — M uma geodésica de M. Neste caso,
como vimos no exemplo anterior, a é uma aplicacdo harmonica, isto é 7(«) = 0. Assim,

pela proposicao (3.2) temos que a curva @ = poa: [ — N é tal que

do do

7(@) =71(¢poa) =dp(r(a)) + qub(E, E) (3.13)
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Assim, se ¢ é totalmente geodésica, entdo Vd¢p = 0, logo 7(&) = 0, e portanto a curva

a: I — N é uma geodésica de N.

Reciprocamente, suponhamos que a aplicagao ¢ : M — N, tenha a propriedade de
levar cada geodésica de M em uma geodésica de N. Isto é, para cada curva av: [ — M é

tal que 7(a) = 0, temos que 7(&) = 0. Neste caso, por (3.13) temos que

o do
dt’ dt

Vde( ) =0,

isto ¢é

da d
Vd¢<d_(;’ d—?)(:v) =0 paratodo r € M (3.14)

Por outro lado, para cada x € M e v € T, M, existe uma geodésica o de M, tal que

a(0)=zed o = v, donde conclui-se de (3.14) que

do(v,v)(z) =0 x € M.
Afirmamos que isto implica que
Vdo(x) =0 x € M.
De fato, sendo Vd¢ simétrica e tensorial, temos que
1
Vd¢(u7 ’U)(ﬂf) = _§Vd¢(u —vuU— U)(x) =0,
para todo u,v € T, M, dai o afirmado.

Exemplo 3.6. Seja ¢ : M — S™ ! uma aplicacdo com valores na esfera unitaria, ¢ :

Sn=1 — R™ a aplicacdo inclusao e é =140 ¢. Entao, pela proposicao 3.2 temos que
7(6) = di(7(6)) + trago(Vdi(do, dg)).

Observando a equacgao acima vemos que o primeiro termo do lado direito é tangente a
esfera unitdria e como “/” 6bviamente uma imersao isométrica, temos pela identificacao
feita anteriormente que o segundo termo é ortonormal a esta. Assim ¢ é harmonica

se somente se a parte tangencial de T(QZB) se anula. Tomemos f : R" — R, tal que
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f(z) = |lz||*, entdo

0=VY(fog) = 7(fod)=df(r(9)) + trago(Vdf(dg,dp))
= (grad(£),7(9)) + trao(Vf (d}, d3))
= 2((6,7(9)) +Ido).

Assim temos que ¢ é harmonica se somente se T(é) =— \d¢\2 ®.
Exemplo 3.7. Seja m:R"/{0} — S™ ! tal que ¢(z) = é—| Pelo exemplo anterior temos
que

7(7) = —(n = 1) |2| *#(2),

Assim temos que 7 é harménica e |dr,|* = (n — 1) |z >.

A titulo de informacao, apresentaremos sem demonstracao, dois resultados relaciona-
dos com os conceitos de aplicacoes harmonicas aqui apresentados. O primeiro de tais

resultados foi provado por Sampson e pode ser encontrado em [35].

Teorema 3.1 (Continuacao ﬁnica). Sejam f,qg : M — N duas aplicacoes harmonicas.
Se estas coincidem em algum aberto entao estas sao idénticas; na relidade tal conclusao
¢ valida se estas possuem todas as suas derivadas parciais e de todas as ordens iguais
em algum ponto. Em particular, se uma aplicacao harmonica € constante em um aberto,

entao esta é constante em toda M.

Um outro resultado também muito importante é o seguinte:
Teorema 3.2. Para cada x € M existe um sistema local de coordenadas (U, x;) em uma
vizinhanga U de p, tal que todas as funcoes coordenadas sao harmonicas.

Uma prova deste teorema pode ser encontrada em [17].

Na proxima secao, quando entao tratar-mos da variacao de energia das aplicacoes,
apresentaremos mais algumas nogoes geométricas do conceito de aplicacao harmonica.
Em tal situagao, seremos capazes de apresentar mais algumas propriedades importantes

destas.
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Férmulas de Variacao de Energia

Nesta secao, retomaremos o estudo do funcional energia E, definido no inicio do
capitulo. Agora que ja possuimos as ferramentas apropridas, podemos passa ao estudo
dos pontos criticos deste. Mostraremos que tais pontos criticos sao aplicagoes harmonicas.
Em verdade, historicamente as aplicacoes harmonicas foram introduzidas como solugoes
deste problema variacional envolvendo o funcional energia. De fato, no caso em que a
variedade M é compacta, estes conceitos sao na realidade equivalentes, como teremos a
oportunidade de ver, podendo mesmo a definicao de aplicacao o harmonica ser dada desta

forma.

Definicao 3.5. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, com M além disto com-
pacta. Dada uma aplicagao diferencidvel ¢ € C*°(M, N). Dizemos que uma aplicagao

F:(—€€) x M — N é uma variacao de ¢, se

F(0,2) = ¢(x) x € M.

Denotando F(t,x) = ¢(z) para v € M,t € I = (—¢,¢€), vemos pela definigdo que
{1 }er constitui uma familia de aplicagoes diferenciaveis, isto é, ¢, € C*°(M,N) Vt € 1

e g, = 0.

Fixado x € M, vemos que ¢;(x) =¢(t,x): I — N, define uma curva diferenciavel em N,
a qual passa por ¢(z) em t = 0. Consequentemente, os vetores tangentes a estas curvas,

os quais denotaremos por

~ dgy() ~0¢(0,7)
Viz) = dt li=o 0Ot

S T¢(x)N reM

dao origem a uma secao V € I'(¢p~1(T'N)). Tal segao ¢ denominada Campo Variacional de
F. Desta forma, vemos que cada variagao de ¢, da origem a uma secao V € I'(¢~}(T'N)).

Afirmamos que a reciproca neste caso também é verdadeira.

Proposicao 3.3. Sejam (M, g) e (N,h) variedades Riemannianas, com M compacta.
Seja ¢ € C®(M, N) uma aplicagdo diferencidvel e V € T'(¢p~1(T'N)) uma se¢ao do fibrado
induzido. Entao existe uma variacao F'= ¢y : I x M — N tal que

0py(x)
ot li=o0

=V(p).
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Demonstragao: Utilizando da compacidade de M, bem como da continuidade do campo
V', podemos obter um € > 0 suficientemente pequeno, tal que a aplicacao expg)(tV (z))

esteja definida para cada t € (—¢,€) = [ e v € M. Definamos
F(t,x) = expy (tV(x)) (t,z) € I x M.

E f4cil ver que F' assim definida constitui uma variacao de ¢, e que

_ 0oy ()

e M.
ot li=o o

V(z)

O que confirma a afirmacao feito. O

Foérmula da Primeira Variagcao de Energia

Passamos agora a estudar a energia das variagoes. Seja F' = {¢; };e; como antes, uma
variagao de ¢. Como por definicao ¢, € C*°(M, N) para cada t € I, podemos considerar

a energia de cada uma das funcoes desta familia, ou seja

P60 =5 [ 146

Temos entao, que restrita a esta familia, F/(¢;) torna-se uma fun¢do em ¢. Assim, podemos

considerar a variagao de F(¢;).

Teorema 3.3 (Férmula da Primeira Variacao de Energia). Seja F' = {¢;}er uma

variagao da aplicagao ¢ € C°(M, N). Entao

d
EE(@)

o= v du,

onde V' € o campo variacional de F, 7(¢) é o campo de tensio de ¢ e (, ) € a métrica

do fibrado induzido ¢~ TN, a qual também denotaremos por h.

Demonstracao: Sendo (M, g) uma variedade Riemanniana com uma conexao compativel
definida em si, entao o mesmo pode ser dito para (IxXM), ou seja, (I x M) é uma variedade
diferenciavel e admite uma métrica e uma conexao compativel com esta tltima definidas

em si, as quais por motivo de simplicidade denotaremos por ( , ) e V. Neste caso, temos
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também que Ty, ([ x M) = T, M & T;I. Tomemos uma base local ortonormal (e;) do
fibrado tangente 7'M, e denotemos e; = (0, ¢;) € T'(T'(I x M)). Como [(0,¢;), (d/dt,0)] =

0, pela proposicao 2.1 temos que

0
V% dd(e;) = VEdD(=).

ot ot
Definamos implicitamente o campo de vetores (0, X;) € I(T'((I x M)) onde X, € I'(T'M)
para te [ tal que

9 da(v))

(X0, (0,)) = h(d (-

para Y € I'(T'M). Assim temos que

Q.l&

Z (dD(e;),dD(e;)) = Zh (VS dd(e;), dD(e;)) Zh V‘I’dCD ), dP(e:))
at

i=1

N | —

— Zeih(dfb(a),dﬂei)) h(d¢>(§) Ve d®(e;))

0 da(ve,)

= Z e;h d(I) d@(ez)) — h(dq)(at

— Zh (do (5 ), Vdd(e;, e;))

m

= Y e (X e — h(dR( ), db(V )

i=1

- Zh (do (5 Vddﬁ)(ez,el))

_ Z[ei<xt,e> (), (V2 e,))]

=1

- Zh (doo (5 ), Vdd(e;, e;))

= div(X;) — h(d®(=), chp(ei, ei))
= div(X,) — h(d®(=), 7(®)).

Portanto
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d d
E®,) = —
S E(®0)

1d

(dD, dP) dpiy = / ~ 2 (dD, dD) dp,
M

1
2 2 dt

dt
_ /M %%;w@(ei),d@(emdug
- /Md@'U(Xt)dug—h(d®(%),f(@>)dug
= [ oo~ [ 1 @)

Sendo M por hipétese compacta, pelo teorema de divergéncia (ver apéndice), temos que

a primeira das integrais acima se anula. Assim, temos
0

- _ / h(ﬂ

t=0 M (%

Como afirmado. ]

d
—E(®
SE(®)

@)y

Utilizando o teorema anterior, podemos obter o seguinte resultado:

Corolario 3.1. Sejam (M, g) e (N,h) variedades de Riemannianas, com M compacta

e p € C®(M,N). Uma condigao necessdria e suficiente para que %E(qﬁt) =0, para
t=0

qualquer que seja a variagao F = {¢1}; de ¢, € que tenhamos o campo tensio de ¢

identicamente nulo, isto € T(¢) = 0.

Demonstracao: A condicao é realmente necessaria, de fato, como vimos, dado um campo
V eT(¢p Y (TN)), existe uma variagao F de ¢, cujo campo variacional é V. Assim, sendo
7(¢) um de tais campos, poderiamos tomar uma variagao de ¢ cujo campo variacional fosse

7(¢), logo pelo teorema anterior, teriamos que 7(¢) = 0. A suficiéncia é imediata. O

A partir do corolario 3.1, podemos como dito no inicio, caracterizar as aplicagoes
harmonicas (definidas em variedades compactas), como os pontos criticos do funcional

energia F.

Corolario 3.2. Sejam (M, g) e (N,h) variedades de Riemannianas, com M compacta.
Entao, uma aplica¢ao ¢ € C°(M, N) € harmonica se e somente se € um ponto critico para

o funcional energia.
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Observacao 3.1. No resultado anterior, bem como no restante deste e do proximo topico,
poderfamos nos restringir as aplicagoes de suporte compacto (neste caso as variagoes
utilizadas seriam de suporte compacto), ao invés de exigir que a variedade de partida M
fosse compacta. Preferimos fazer desta forma, pois para os nossos propdsitos posteriores

estas restricao sera necessaria.

Formula da Segunda Variacao de Energia

Na sequéncia, apresentaremos a segunda férmula de variacao de energia, para aplicagoes

harmonicas entre variedades Riemannianas.

Seja (M, g) variedade Riemanniana compacta de dimensao m, (N, h) uma variedade
Riemanniana de dimensao n, ¢ € C*°(M,N) uma aplicagao harmoénica entre tais var-
iedades, I = (—¢,€) um intervalo aberto e F' = {u;}4c; uma variacao diferenciavel de ¢,

cujo campo variacional é dado por

dey 09(0, B
B (bdl(fx) —0 % € TywmyN €T (¢7'TN) .

v

Temos entao o seguinte resultado:

Teorema 3.4 (Férmula da Segunda Variagao de Energia). Seja u € C*°(M,N) uma

aplicagao harmonica e F = {u;}er wma variagao diferencidvel de ¢. Entdo

> E(u,
% - /M h (V. trago (R (V,6) ¢+ VVV)) dp,

onde V € o campo variacional de ¢ e RN € o tensor curvatura de N.

Demonstracgao: De forma andloga a que fizemos na demonstragao da primeira féormula
de variagao de energia, consideraremos a variedade produto I x M, munida da métrica
produto e da conexao compativel com esta, consideraremos ainda, o produto tenso-
rial T(I x M)" ® F7'TN, o qual, como vimos, também admite uma métrica fibrada
e uma conexao compativel com esta. Tomemos ainda, da mesma forma que fizemos

anteriormente, uma base local ortonormal (e;) do fibrado tangente T'M, e denotemos
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e; = (0,€;) € Tup)(I x M). Temos entao que:

dQSt(zut) _ %(dEd(tUt)> (3.15)
- % (/Mh (du (%) ,Zf;VdU(@iaei)> dug)
h

_ /Mzm;% (du (gt) Vdu(el,ez)) i,
— /Mi h(V(aa)d <8at) Vdu(ez,ez))—i—h(du (;) v@)wu(ei,ei)ﬂdug-

Mas pelo lema (3.1) temos que
Vdu(e;, e;) = Ve du(e;) — du (VYe;) .
Donde

V(g)Vdu(ei, ei) == V(

2 %)Veidu(ei) — V(%)du (Vgei) .

E portanto

a
S
7N

Q
~~
N——
<
Q)‘Q;
<
o
a
£
D
N

Por outro lado, por definicao temos que

RN ( du 9 cdu(e;) | du(e;) = V7 o0\ Vieodule:) = Vi) Vi o ydu(e:)
ot (%) du( ;)
V() ate] 21)

Porém, como pode ser facilmente verificado com o auxilio da proposigao (2.1)

a0(2) ] =o.

0
V (g)vdu (ei du(el) = RN <du <a) 7du<€1)> du(ez) + V(]i\;(ez)vi(

Donde temos que

)du(ei)(.3.17)

9
ot

Mostremos também que

0 0 0
(VVdu (a)) (€, €) = Vau(en) Vu(edu (&) — vaeidu (§>
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De fato, temos que

e (s - s m(3))] oo
- (e ()] ()]

0 0
= VeiVeidu (E) VVlvfe du (8t>

= Veiv(g)du(ei) — V(@)du (Vé\fei) )

ot ot
Onde na tltima passagem utilizamos a simetria provinda proposi¢ao (2.1). Logo temos

que
V(%)du (VMe;)) = V. V< )du(ez) VVdu (%) (€iy ;). (3.18)

Substituindo entao (5.22) e (5.23) em (5.21) obtemos que

h (du (;) ,V(g)VdU(ehei))
—h {d (g) RN (du <%) ,du(ei)> du(e;) + V%<ei)V§L(§)du(ei)}

_h {d (aﬁ) VeV (g ydule) = VVdu (%) (ei,ei)} .
Donde

(a0 (25 gy Tanteer) — wfan(2).n (i (2) i) ]

{ (02) VVdu ( ) ez,ei)}
Assim por (3.15) temos que

B [ 4 (5un(3)- o)

[ S5 [ () (e (3) Yt 9 (2 o]

_ /Mh< (5 ),fjwwl,ez)dug

= oo (B) S (wtenan () ) e+ SS9 (2) ]
= [ (Vg (35) 7o) i

) o () ) ()
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Assim em ¢t = 0 temos que

0
= /M h <V((§t)du (§> t:O’T(¢)) d,ug
t=0
tzo,tra(;o <RN <%

ou
- /J(%

Sendo ¢ por hipétese harmonica, temos que 7(¢) = 0, e portanto

d2E (Ut)
dt?

ou
t:()’ du0> dUO -+ VVE

o))

d*E (uy)

12 = - /M h (V. trago (RN (V,d¢) dp + VVV)) dp,.

t=0

Como queriamos demonstrar. m

Imersoes

Neste topico, estudaremos o caso em que ¢ € C°(M, N) é uma imersao. Aqui teremos
finalmente a oportunidade de relacionar-mos, como prometido, a definicao cldssica da
segunda forma fundamental, valida para imersoes, com a definicao desta apresentada
nas secoes anteriores. Algumas propriedades minimizantes das aplicacoes harmonicas,

também serao apresentadas.

Sejam M™ e N™k=" variedades de Riemannianas e ¢ € C°°(M, N) uma imersao
isométrica. Podemos entao identificar X € (T M) com d¢(X) € T'(¢~(T'N)) e considerar
T,M como sendo um subespaco de Ty, /N onde p € M. Desta forma, podemos utilizar o

produto interno definido em Ty, N para decompor este em soma direta
TN =T,M @ TPML

onde T, M* é o complemento ortogonal de T, M em Ty N. Assim, temos que se v € T, M

entao

v=ovT +0V, onde UTETpMevNeTp]WL

e v1, vV sdo tnicos. Dados pois X,Y € I'(¢~1(T'N)), entao pela proposicio 3.1 temos

Vdo(X,Y) = Vi do(Y) — do(VYY).
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Portanto

Vi) do(Y) = Vde(X,Y) + do(VYY).
Assim, vemos que neste caso, @dqb ¢ a segunda forma fundamental de M no sentido
classico, ou seja, @dgzﬁ(X, Y) é a projegao de VXY no espago T,M* (isto é, a projecao
ortogonal de VYY), de acordo com as identificagoes feitas. Relembremos ainda, que neste
caso, podemos definir o conceito de vetor curvatura média H de M em N, como sendo o

traco da segunda forma fundamental dividido por m. Passemos entao a estudar algumas

propriedades minimizantes das aplicacoes harmonicas.

Definicao 3.6. Seja ¢ : M — N uma imersao isométrica. Dizemos que ¢ é uma imersao

minima de M em N, se o vetor curvatura média é tal que H(p) = 0 para todo p € M.

O motivo da palavra minima na definicao acima, é que estas possuem a propriedade
de minimizarem volume. Mais especificamente falando, temos que; se M C N é uma
imersao minima e P C M é um dominio sulficientemente pequeno tal que 0P é regular,
entao, o volume de P vista como subvariedade de N, isto é, com a métrica induzida de
N, é menor que o volume de qualquer outra subvariedade de N que tenha este mesmo

bordo (ver [30]). Pelo que foi dito temos:

Teorema 3.5. Seja ¢: M — N uma imersao isométrica. Entdao, ¢ € uma imersao minima

de M em N, se e somente se ¢ € harmonica.

Demonstracao: Com efeito, sendo ¢ uma imersao isométrica, temos que a segunda
forma fundamental Vd¢ coincide com a segunda forma fundamental classica. Neste caso,
o vetor curvatura média H de M em N é tal que

0 tracoVde _ 7()

m m

Assim temos que ¢ é imersao minima, se e somente se

@:HEO<:>T(¢)EO

m

o que mostra afirmado. O
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Pode-se ver também, que, dada uma variacao F' = {¢;}er: I x M — N de ¢ por

imersoes (i.e ¢; : M — N é uma imersao para cada t € [ fixado). Entao

G ] == [ (5] 7))

onde dpg-1;, € a medida padrao de M associada com a métrica induzida g = ¢~ h. Uma

demonstragao deste fato pode ser encontrada em [8].

Definicao 3.7. Dizemos que ¢ : M — N é uma aplicacao conforme, se existe uma funcao

positiva A : M — R? tal que para todo p € M e X,Y € I'(T'M) tenhamos

9(X,Y)(p) = N (p)(dd(X), dd(Y)) (p)-

Neste caso, A é chamado de fator de conformalidade de ¢. Nesta situacao, podemos
entdo definir uma nova métrica ¢ em M tomando § = Mg, neste caso, temos que §
coincide com a métrica induzida ¢~'h em M por ¢. Sendo (M,g) uma variedade de
Riemanniana, temos que esta admite uma conexao de Levi-Civita, a qual denotaremos
por V. Relacionamos as duas conexdes V e V (onde V é a conexao de Levi-Civita de

(M, g)) através do seguinte resultado.

Lema 3.2. Sejam V eV as conexées de Levi-Civita de (M, §) e (M, g) respectivamente,

onde § = N\g. Entao
-2

~ )\_2 )\—2 )\
VxY =VxY + TX(A?)Y + TY(A?)X — Tg(X, Y)grad,(\*)

para X,Y € I'(T'M). Onde grad, é o gradiente em (M, g).

Demonstracao: Fixado p € M. Tomemos um referencial (local) geodésico em p com
respeito a métrica g, isto é, g(X;, X;) = 0;; em uma vizinhanca de p e VY X;(p) = 0.

Sejam pois
X = Z@iXi e VxY(p)= Z b; X;(p)-
i=1 j=1
Assim, afim de determinar-mos \Y, xY (p), é suficiente que determine-mos as componentes

(b;), da combinacao anterior. Como VxY (p) = > iy bjX(p) entdo by = g(Xi(p), VxY(p).

Portanto

X (p) = N(p)g(Xi(p), VxY(p))
= §(Xi, VxY)(p).
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Como por hipétese V é a conexdo de Levi-Civita de (M, §), temos pela férmula de

Koszul que

X (p) = G(Xe, VxY)(p)
= SUXGY X0 + V(X X) — X (X,Y)
= G X, Y) = (1Y X0, X) = 51X V], X))
= S IXDY X)) + YIN(X, X)) XW20(X, V)])
= N(X, X0, Y) = Ng([Y, X, X) — (X, Y], X))
— %{ [X(A2)g(Y, Xp) + A2 X g(Y, X)]
+ [Y(A)g( X, X) + VY g(Xp, X)
— [Xk()\Q)g(X, Y) - MXp9(X,Y)

= Ng(IX, X, Y) = A([Y, X, X) = X(X, Y], X) }.
Temos entao que

b = %{Xg(Y,Xk)] FYg(X, X) — Xug(X,Y)
— g([X Xk, V) = g([¥, X, X) = g([X, V], Xe) |
+ A2 YO0, X0 + [Y 02900 X) = [Xu02)g(X. 1)}

= (X0, VY () + A2 [X O, Xi) + [V ()g(X5, X) — [Xe(W)g(X, V) .

Portanto

VyX(p) = ibiXi
= Zg ), VxY(p))X;

S Z { g(Y, X)) + [Y()?)g(Xi,X)—[Xi()\Q)g(X,Y)}Xi

- VY + %X(Amp) ATV 00X () - 20X ). Y ()arad, (09

Como isto ¢ valido para todo pe M, o resultado segue. O

Mostraremos agora que o teorema (3.5) pode ser generalizado para as imersoes con-

formes.
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Teorema 3.6. Sejam (M™,g), (N, h) variedades Riemannianas, com m > 2 e ¢ :
M — N uma imersao conforme. Entao

a) Se m =2 entao ¢ é harmonica se somente se M é minima em N.

b) Se m > 2 entdo duas das condigoes sequintes implicam na terceira:

1) ¢ é harmoénica,

2) M é minima em N,

3) ¢ € uma homotetia (i.e. seu fator de conformalidade é constante).

Demonstragao: Sejam (M, g), (M, ) e VM, VM como no lema anterior, suas respectivas
conexoes Riemannianas. Suponhamos que \ seja o fator de conformalidade de ¢. Logo

pelo lema anterior temos

A 2 -2 -2

vy =¥y + TX(A?)Y AQ Y(A\)X — %g(X, Y)grad,(\*) (3.19)

para X,Y € I'(T'M). Tomando entdo um referencial local geodésico {e;} em T'M temos

-2

y A
VMe = Ve + A %e;(\)e; — Tgradg()\Z) i=1,---,m.
Pelo lema 3.1, temos que
VM dg(e, e5) = V. doler) — dp(Vie,).
Assim
2 VY dg (e, i) Z Vi dd(en) — do(Ve,).

Por outro lado, utlhzando 3.19 obtemos que

Vdg(eser) = Vieddle) — do(Vie,)
= Vihe)dole) — dop(Vie,)
+ dp(A2e;(A\)e; — A7_ngdg(kz))
= Viendd(es) — do(Vie:)

+ )\—2dq§( ei(\?)e; gmdg()\Q)).

Somando em 7, obtemos
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-2

mH = 7(¢) + )\T(m — 2)d¢(gradg()\2)

onde no lado esquerdo utilizamos que ¢ : (M, g) — (IN,h) é imersdo isométrica, donde

como vimos 7(¢) = mH. Por esta ultima equacao, concluimos o afirmado. ]

Funcoes Subharmonicas e Superharmonicas

Nesta secao, faremos uma breve abordagem das funcoes subharmonicas e super-

harménicas (definidas no que se segue), apresentando alguns resultados a respeito destas.

Definicao 3.8. Seja M uma variedade Riemanniana. Dizemos que uma aplicacao difer-

enciavel f: M — R é subharmonica se

Af > 0.

onde A é o operador Laplaciano de M. Se pois, —f é subharmonica, entao f é dita ser

superharmonica.

Nosso proximo resultado é de grande utilidade no estudo das aplicagoes subharmonicas,
uma vez que pode dizer muito sobre a topologia das variedades nas quais estas se acham

definidas.

Teorema 3.7. Seja (M, g) uma variedade compacta. Entao, toda aplicagio f : M — R

subharmonica em M ¢é constante.

Demonstragao: Dada uma aplicagao diferenciavel f: M — R, como vimos em 3.10,
neste caso Af = div(grad(f)), assim, sendo (M, g) por hipdtese compacta, pelo teorema

de divergéncia (ver apéndice), temos que

/ Afdp, = 0. (3.20)
M

Como por definicao Af > 0, (pois por hipdtese f é subharmoénica), concluimos por 3.20

que Af =0.
Por outro lado, dadas h, g€ C>®(M), temos que
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A(h-g) = hAg+ gAh + 2g(grad (h), grad (g)).

Assim, tomando h = f/2 e g = f na equagao acima obtemos

A(f?)2) = (f/2A) + FA(f/2) +29(f/2, f)
= fAf+g(grad (f),grad (f))
= fAf+|lgrad (f)].

Portanto
A(f?/2) = llgrad (f)|I* = 0.

Donde temos que f2/2, também ¢ subharmonica. Utilizando-a em 3.20, obtemos que

/M lgrad (f)||* dpg = /MA(f2/2)dug —=0.

Como obviamente |[grad (f)]|* > 0, temos por esta tltima equacdo que grad (f) = 0, e

portanto f é constante. O

Observando a demonstracao do teorema anterior, vemos que no caso em que M ¢é
compacta e orientada, as definicoes de aplicagdo harmonica e subharmonica sao equiv-
alentes. Também neste caso, temos pelo teorema, que as tnicas fung¢oes harmonicas de
tais superficies sao essencialmente as fungoes constantes. Uma outra conseqiiéncia direta
do teorema acima é que os espacos R"™ nao admitem subvariedades compactas que sejam

minimas.
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Capitulo 4

Existéncia de Aplicacoes Harmonicas

Introducao

Como vimos nos capitulos iniciais deste trabalho, as aplicagoes harmonicas sao ex-
tremamente importantes. Nao apenas por suas propriedades, como também pelo fato
destas poderem ser utilizadas para se estudar a topologia das variedades nas quais es-
tas se encontram definidas ou tomam valores. Assim, torna-se uma questao relevante se
saber, quais sao as condigoes necessarias para que as variedades admitam alguma aplicagao
harménica (ndo constante) definida entre elas. Também, e até de maior relevancia, é a
questao de se saber, se uma aplicacao continua qualquer entre estas variedades, pode ou

nao, ser “deformada” de forma que se torne uma aplicagao harmonica.

Como veremos na proxima secao, para a situacao especifica das curvas em variedades
Riemannianas (ou seja, quando a variedade de partida é um intervalo da reta), as questoes
acima levantadas podem ser integralmente respondidas. Inclusive, historicamente isto foi

0 que mais motivou tais questionamentos.

Na realidade, o intuito principal deste texto, é generalizar os resultados previamente
obtidos (e demonstrados na préxima se¢ao) no caso das curvas (em qual caso, as aplicagoes
harmonicas s@o exatamente as geodésicas), para situagoes mais gerais de aplicac¢oes entre

variedades Riemannianas.
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Existéncia de Geodésicas Fechadas

Iniciemos revisando alguns conceitos, 0s quais serao necessarios para o que se segue.

Definicao 4.1. Dadas dois caminhos continuos e fechados ¢ : [0,a] — M e ¢y : [0,a] — M
na variedade M (isto é, ¢;(0) = ¢;(a), i = 0,1). Dizemos que uma aplicacdo continua

f:10,a] x [0,1] — M é uma homotopia livre entre ¢q e ¢ se:

Z) f(t70) :CO(t)f f(t71) :cl(t) te [07(1}7
it) f(0,s) = f(a,s) se€l0,1].

Nesta situacao, dizemos que ¢q e ¢; sao livremente homotdpicas e denotamos ¢y >~ ¢;.
Como pode ser mostrado, a relagao de dois caminhos fechados de M serem livremente
homotépicos, é uma relagao de equivaléncia. Assim, dado um caminho fechado ¢ de M,

temos a seguinte classe de equivaléncia

[c] = {c1 (caminhos fechados de M) | ¢ ~ ¢;}.

Denotamos o conjunto de tais classes por Cj(M). A classe das aplicagoes que sao

livremente homotdpicas a uma aplicacao constante, é dita ser a classe trivial.

Outros dois conceitos importantes, sao os de lago geodésico e o de geodésica fechada.
Dizemos que um caminho fechado ¢ : [0,a] — M de M é um lago geodésico em M se
¢ é uma geodésica (logo C*) em todos menos um de seus pontos, onde este deixa de ser
regular. Em geral, nesta situacao tem-se ¢(0) # ¢/(a). Por outro lado, uma geodésica
fechada de M, é um caminho fechado ¢ : [0,a] — M de M, que é geodésica em todos
os seus pontos (neste caso (0) = ¢/(a)). Feitas tais observagoes, passemos a analisar a

existéncia de geodésicas fechadas.
Teorema 4.1 (Cartan). Se (M, g) € uma variedade Riemanniana compacta, e L € Cy(M)

nao € a classe trivial (constante), entao existe uma geodésica fechada de M na classe L.

Demonstragao: Seja d o infimo dos comprimentos L() das curvas fechadas diferencidveis

por parte da classe £. Tomemos uma sequéncia {¢;} C £ de curvas fechadas diferencidveis
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por parte da classe £, tal que

L(c;) — d = inf L(7).

Podemos sem perda de generalidade supor que cada ¢; seja uma curva parametrizada
pelo comprimento de arco, definida em [0, 1], e tal que a restriciao c¢;|y,_, ;) seja uma
geodésica (i.e ¢; é uma geodésica quebrada). Uma argumentacao da suposicao anterior,
pode ser feita utilizando-se de vizinhancas totalmente normais de maneira analoga a que
faremos abaixo. Seja L; = L(c¢;) e L = inf(L;). Assim, se 0 < t; <ty < 1 entdo

cMﬁ&q@ﬁﬁ/ﬂé@MﬁL@—h)

t1

Assim, temos que {¢;} é uma familia equicontinua. Como M por hipdtese é compacta,
por Arzela-Ascoli, temos que existe uma subsequéncia de {c¢;}, a qual também denotare-
mos por {¢;}, que converge para uma curva continua e fechada ¢, : [0,1] — M, e como

pode ser mostrado ¢y € L .

Como a imagem ¢o([0,1]) é um compacto da variedade M, podemos tomar uma

particao 0 =ty < t; < -+ < t; = 1 do intervalo [0, 1], de forma que cada cq

[ti—1.t4]

esteja contida em uma vizinhanca totalmente normal W;. Trocando entao cq |,_, ] pela
geodésica minimizante ¢ que liga os pontos cy(t;_1) e co(t;) em W, obtemos que uma curva

fechada diferenciavel por partes ¢ : [0,1] — M em M, tal que ¢

it 1.t = ¢ (geodésica min-
imizante), para cada ¢ = 1,..., k. Por construgao, temos que ¢ é livremente homotépica
a ¢g. Logo, temos que ¢ € L, donde seu comprimento é tal que L(c) > d. Mostremos que

L(c) =d.

Com efeito, suponhamos que L(c) > d, seja entao € = (L(c) —d)/(2k + 1) > 0. Pela
definigao de d e pelo fato de {c;} convergir uniformemente para ¢y, podemos tomar um j

suficientemente grande, de forma que

Lic)) <d+e, d(c;(t),colt)) <e telo1].
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Denotando ¢ = ¢j|i,_, +,], temos que

k
> (L(ch) +2¢) = Llc;) + 2ke < d+ (2k + 1)e

i=1

Donde temos que

L(c}) +2e < L(c"), 1<i<k.
Isto mostra que o comprimento da curva diferencidavel por partes obtida unindo a geodésica
minimizante que liga co(t;1) e ¢;(t;—1), a curva c§- e a geodésica minimizante que liga co(t;),

e ¢;j(t;), possui comprimento menor que ¢, isto contradiz o fato de ¢’ ser minimizante e

portanto temos que L(c) = d.

Como por hip6tese £ nao é a classe trivial de homotopia, temos que L(c) = d > 0.

Assim, parametrizando ¢ pelo comprimento de arco, temos que ¢ : [0,d] — M é uma

curva fechada diferencidvel por partes, tal que ¢* = c|y, , 4, ¢ uma geodésica, e que ¢ tem
o menor comprimento entre todas as curvas da classe £. Assim, resta somente verificar

que ¢ é regular (C*°) em cada ponto p; = ¢(t;), 1 =0,...,k.

Suponhamos que ¢ nao fosse regular em algum dos pontos p;. Ou seja, estamos supondo
que ¢ '(t;) # ¢ (t;). Neste caso, consideremos uma bola convexa B centrada em p;, com
raio suficientemente pequeno. Tomando entao dois pontos ¢, ¢2 € ¢([t;_1,t;])N B proximos
de p; e em seguida ligando-os por uma geodésica minimizante em B, obtemos uma curva
fechada diferenciavel por partes de comprimento menor que ¢, o que contradiz o fato de

¢ ser minimizante. Portanto, ¢ é regular em p;. O

Infelizmente, para situacoes mais gerais que a das curvas, o problema posto nao pode
ser abordado da forma que fizemos acima. Inclusive, uma tal afirmacao com respeito
a existéncia como a feita, nao é necessariamente verdadeira, sem que se facam maiores

restricoes as variedades dadas.

Como veremos neste capitulo, sob as hipdteses de compacidade das variedades, e de
nao-positividade da curvatura da variedade de chegada, entao a resposta para a segunda

questao acima a respeito da existéncia (e com maior razao para a primeira) é sim.
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A demonstragao deste fato, foi primeiro apresentada em 1964 por Eells e Sampson,
os quais utilizaram para este proposito de uma técnica conhecida como método do fluzo
do calor, que explicaremos na sequéncia. Neste texto, daremos uma demonstracao deste

resultado, na qual utilizaremos o teorema da aplicacao inversa em espacos de Banach.

O Método do Fluxo do Calor

Podemos sintetizar as idéias acima no seguinte teorema devido a Eells e Sampson,

cuja demonstragao ¢ o objetivo principal deste texto.

Teorema 4.2 (Eells e Sampson). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas com-
pactas, onde N além disto tem curvatura nao-positiva. Entao, qualquer aplicacao continua

f: M — N, € livremente homotopica a uma aplicacao harmonica g : M — N.

A expressao “f e g sao livremente homotépicas”, quer dizer que existe uma aplicacao

continua u : M x [0,1] — N tal que

w(z,0) = f(z) e u(z,1)=g(z), zeM.

Lembramos também, que N possuir curvatura nao-positiva, quer dizer que para cada
g € N e para cada subsespago bidimensional o C TN tem-se que a curvatura seccional

K (o) < 0. No que se segue, representaremos este fato simplesmente dizendo que K~ < 0.

Como ja dissemos, um ponto importante na demonstracao do teorema acima, é a
utilizacao que se faz do método do fluxo do calor que passaremos a descrever. De inicio,
daremos apenas as idéias intuitivas e geométricas deste, desconsiderando os possiveis

detalhes e entraves, os quais posteriormente serao esclarecidos ou mesmo definidos.

Relembrando as definigoes apresentadas nos capitulos anteriores, temos que dada uma
aplicagao ¢ € C>°(M, N), define-se uma variagao desta, como sendo uma aplicacao difer-
enciavel F' = {u;}ier, tal que a cada t € I = (—e¢,€), esta associa diferenciavelmente uma

aplicacao u; € C°(M, N), isto é
F:I—C®(M,N) (4.1)
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e que além disto uy = ¢. Vimos também, que ssociado a cada de tais aplicacoes, temos
um campo

. dut

—1
V="t €T(@TN) (4.2)

chamado de campo variacional.

Sendo M compacta, podemos também definir o funcional energia F nos espagos das

aplicacoes diferenciaveis
E:C>*M,N)—R

tal que a cada ¢ € C°(M, N), esta associa um nimero real. Portanto, pelo dito em
(4.1), podemos considerar uma variacao como uma familia de aplicacoes diferencidveis

F = {u}ier, tal que o funcional energia F, restrito a esta torna-se pois uma aplicacao
E(u): 1 —R

a qual a cada t € I, associa um numero real. Assim, podemos considerar a derivada de
E(u;) em t = 0, que é a primeira varia¢ao

L )]y = - | wrton du, (43)

Desta forma, se considerarmos M = C*°(M, N) como uma variedade, temos que
cada aplicagdo ¢ € C°(M, N), pode entdao ser pensada como um ponto desta. Neste
caso, temos também, que cada variacao pode ser pensada como uma curva em M, e que

o funcional energia F : C*°(M, N) — R é pois um funcional em M.

Sob estas consideragoes, vemos por (4.2) que um campo variacional V eT'(¢~ (T N)),
nada mais é que um vetor tangente a curva (variacao) F' de M no ponto ¢. Por outro lado,
como foi mostrado no capitulo 2, todo campo V €T'(¢~1 (T N)), define uma variacao F de
¢ (isto é, dada V eTl'(¢ (T N)), existe uma variacao F' de ¢, tal que o campo variacional
de F seja exatamente V'), e portanto, podemos considerar o espago tangente Ty M de M

em ¢, como sendo o préprio I'(¢~1(T'N)). A este espaco, associamos o produto interno

((,)), tal que

(i) = [ Vi) (1.4)
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onde V3, Vo €T(¢7(T'N)), (, ) é a métrica fibrada do fibrado induzido ¢~ (T'N) e p, é

a medida padrao induzida pela métrica g em M.

De maneira geral, se f€C*(M,R) é uma fungao diferencidvel em uma variedade M,
entao sua derivada direcional df,(V'), em um ponto p€ M na direcdo V € T,M, é definida
por %( fo a)| o onde a : I — M ¢é uma curva diferencidvel qualquer de M, tal que
a(0) = p e &/(0) = V. Portanto, pelas consideragbes anteriores, temos que a variagao
EE () ‘ 1o+ Pode entao ser pensada como a derivada direcional do funcional E no ponto

¢ € M, tomada na dire¢ao do campo variacional V', e portanto, por (4.3) temos que
AEAV) == [ (Vr(@)hduy == (o, 7o)
Vemos entao pela expressao acima, que o campo de tensao 7(¢), nada mais é que o

gradiente do funcional —F tomado no ponto ¢ € M, isto é

—grad E(¢) = 7(9). (4.5)

Desta forma, sob as indentificacoes feitas, vemos que as aplicagoes harmonicas entre as
variedades M, N, sao na realidade as singularidades do campo gradiente grad E do fun-

cional energia F.

Sendo pois o funcional energia E nao-negativo, o nosso problema de deformar uma
aplicacao dada até que se obtenha uma aplicacdo harmonica (ou mesmo saber se isto
é possivel), por nossas identificagoes, torna-se de certa forma (ndo necessariamente)
um problema de minimizacao, isto é, busca-se por uma curva que passe por um ponto
(aplicacao inicial dada), e tal que restrita a esta o funcional energia F, assuma seu valor
minimo. Como sabemos, isto pode ser feito utilizando-se do campo gradiente. Isto é, em
se buscando obter o minimo de um funcional (no caso F), tendo-se por condigao incial um
ponto ¢ € M, o melhor a se fazer é seguir na direcao oposta ao campo gradiente (neste
caso o campo de tensao 7). Assim, devemos buscar uma curva {u;} ey em M, tal que
seu campo direcional coincida em cada ponto u; com o campo determinado pelo campo

de tensao 7(u;), ou posto de outra forma, devemos buscar pelas curvas integrais do campo

de tensao 7 = —grad F, logo, a curva procurada deve ser tal que
0
% = 7(u). (4.6)
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Como vimos anteriormente, o campo de tensao de uma aplicagao ¢ € C*(M, N), pode
ser pensado como uma generalizagao do Laplaciano A f das fungoes f € C*°(M,R™). Desta
forma, vemos que a equacao (4.6) acima, pode ser identificada com a equagao do calor (ver
apéndice), sendo no entanto nao-linear. Por este motivo, o método de se obter aplicagoes
harmonicas a partir de uma aplicacao dada, deformando-a na direcao do campo de tensao,
recebe o nome de método do fluzo do calor. Como veremos, tal método é muito eficiente
para a finalidade proposta, que é a de obter uma aplicagdo harmonica a partir de uma

aplicagao continua dada.

Diante das observacoes feitas, passemos a considerar o problema de valor inicial

9u (z,t) = 7(u(z,t))  (z,t)eM x (0,T) (47)
u(z,0) = f(z)
onde T'> 0e feC>®(M,N) é a condi¢ao inicial do problema. Uma aplicagdo u é dita
solucao deste problema, se

ue€ COM x[0,T),N)NnC>®(M x (0,T),N)

e além disto u satisfizer (4.7). O sistema parabdlico de equagoes diferenciais parciais

nao-linear (4.7), é chamado de equa¢ao parabdlica das aplicagoes harmonicas.

Por intermédio do problema (4.7) provaremos o teorema (4.2). Nossa estratégia sera

a seguinte:

1) Mostraremos que o problema (4.7) admite uma solucao global u : M x [0,00) — N,

e isto sera feito em duas etapas:
i) Mostraremos que o problema (4.7) admite solugao local.
ii) Mostraremos (utilizando o item i, e estimativas provindas da hipdtese de

curvatura) que o problema (4.7) admite solucao global.

2) Mostraremos que a aplicagdo us, = limy .o u(z,t) é harmoénica, e que f = wug

(condicao inicial) é livremente homotdpica a ela.

Para a obtengao da solucao global us, (que serd obtida a partir das solugoes locais),

faremos uso de uma ferramenta muito importante, que sao as formulas de Weitzenbock
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satisfeitas pelas solugoes da equacao parabdlica das aplicagoes harmonicas, as quais apre-

sentaremos na préxima secao.

Formulas de Weitzenbock

Nesta se¢ao, demonstraremos as formulas de Weitzenbock, bem como alguns impor-

tantes resultados derivados destas, os quais serao largamente utilizados durante o texto.

Tais formulas, sao essenciais ao método de demonstracao do teorema de Eells e Samp-
son feito neste trabalho utilizando o método do fluxo do calor, pois sao através destas, que
podemos obter uma solugao global para o problema de valor inicial da equagao parabdlica
das aplicagoes harmonicas, a qual por sua vez da origem a aplicacao harmonica necessaria

a demonstracao do teorema.

De fato, como teremos a oportunidade de mostrar, a maior importancia destas férmulas,
reside no fato de estas relacionarem as taxas de variacoes das aplicacoes obtidas como
solugoes para o problema de valor inicial (4.7), acima citado, com a curvatura da var-
iedade N, o que nos permitira inferir algumas importantes conclusoes a respeito de tais

solugoes.

Destaquemos porém, que as férmulas de Weitzenbock aqui apresentadas, sao vélidas

apenas para as solugoes do problema de valor inicial (4.7).
Antes de apresentarmos tais férmulas, revisemos alguns dos conceitos utilizados.

Sejam (z;) e (yo) sistemas de coordenadas locais em (M, g) e (N, h) respectivamente.

Dada uma solugao u(z,t) (a qual também iremos denotar w;(z)) para o problema (4.7),
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definimos

(9u au o’
¥ Z fra () att att

Klu) — / (), (45)
M
1 U ou® ou’

e(u) = §|dut|2 = Z Z 97 hap(u) Lot

ox; Ox;
i,j=1a,f=1 v

Blu) = [ el

onde como antes, F/(u;) e e(u;) sdo respectivamente, a energia e a densidade de energia de
cada uma das aplicagoes u; € C°(N, N), e K(u;) e r(us) (agora definidos), sdo respecti-
vamente a energia cinética e a densidade de energia cinética da deformacao determinada

por ;.

Relembremos também, que dada uma aplicacao u € C*°(M, N), podemos definir a

aplicagao Vdu e (TM* @ TM* @ u™'TN).

De mesma forma, podemos considerar a diferencial de segunda ordem da aplicacao

dueT(TM* @ u 'TN), a qual é neste caso tal que

VVdueT(TM* @ TM* @ TM* @ u"'TN), (4.9)

De maneira andloga a que fizemos para Vdu (ver lema(3.1)), podemos ver que
VVdu(X,Y, Z) = (Vx (Vydu)) (Z) = (Ve ydu) (Z),.

para XY e Z € T'(TM). Por (4.9), temos que em coordenadas locais VVdu pode ser
expressa da seguinte forma
VVdu = zm: z": Qijpadr; @ dr; @ drg ® i(u)
ij,k=1 a=1 Oy

onde os al., s sao as fucoes coordenadas da representacao.

ijka

Relacionando tais funcoes coordenadas, temos o importante resultado denominada a

1dentidade de Ricci, a qual asserta que

ou” ouY ou’

M N

Qijka — Ajika — E lek_ + E R575 6x al’j a:L‘k . (410)
B,y,0=1
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onde MR e N R sdo os tensores curvatura de M e N.

Postas tais consideracoes, podemos apresentar entao as férmulas de Weitzenbock da

maneira que se segue.
Proposigao 4.1. SejaueC?(M x[0,T), N)NC>®(M x (0,T), N) uma solugio de equagio

parabdlica (4.7) das aplica¢oes harmonicas. Entao, para os pontos (x,t) € M x(0,T) temos

(1) (Formula de Weitzenbock para k(uy))

2 m
Oou \ Ou
N A W ‘
+ E_ <R (dut(el), 5’t) at,dut(ez)>.

Ok (uy))
ot

= Ar(u) — ‘V%

ot

(2)  (Formula de Weitzenbéck para e(uy))

fkgzt)) = Ae(ur) — |Vdu* =3 <dut (Z RicY (e;, ej>ej) ,dm<ei>>

i=1 j=1

+ > (RN (dug(es), duy(e;))duy(e;), duy(e;)) (4.12)
ij=1
onde Ric™ e RN sao respectivamente o tensor de Ricci de M e o tensor curvatura de N,

e {e;} € uma base ortonormal do espago tangente T,M em cada x€ M.

Demonstragao: (1) Aqui, a exemplo do que fizemos na demonstragao do teorema (3.3)
da primeira férmula de variacao de energia , trabalharemos com a variedade produto
M x (0,7, utilizando pois que a mesma admite uma conexao compativel com a métrica
produto anteriormente introduzida. Fixado um referencial (local) geodésico {¢;} em pe M

(neste caso Veiej|p = 0), temos que

() (2)

a“g;“) —h (v(;)dut (%) S du, (%)) . (4.13)

1
)

(9ut

K(uy) v

Assim temos que
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Por outro lado, como Veiej{p = 0, temos que

Ar(u) = Yerlern(u)) = 13 (eon (e (5)- 0 (5)))

0 0
+ h <V8idut (E) ,Veidut (E)) .

Observemos no entanto que
0
)V duy(e;), duy (a))

(9Tt (2) an () =
— <RN <dut(ei),dut (%)) duy <%) ,dut(ei)> :

Ve duy(e;) = Vdu(e;, e;).

VRS
<
Yo

Como neste caso tem-se que

Entao
Ar(uy) = zm:h Vo \Vdui(e;, e;), duy 0 —|—§:h Ve duy 2 V.. du, 2
1 (7) iy Ci )y 015 - e; ot s Ve, ot

<RN (dut(ei),dut <%>) du, (%) ,dut(ei)>
V(o) Y Vdu(er ). du (%)) . ‘Vdut (g)
(

(4.14)

=1

3 RN (dut(ez‘),dut (%))dut (% ,dut(ei)>
- (V@)T(ut),dut (%)) + ‘wut (%)

-y <RN (dut(ei),dut <%)) dus (% | dut(ei)>

=1

onde em (4.14) utilizamos

- 5, 5, %,
; h <Veidut (E) Ve, duy (&)) = ‘Vdut (&)
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o que pode ser facilmente comprovado. Como por hipétese u é solugdo do problema (4.7),

temos que

Ouy
ot

(7 o (2)) = (7 2 (2

Assim por (4.13) temos que
9, 0
h (V@)T(“t)’d“t <a)> = Ha(f 2

2

= 7(uy)

e portanto

Portanto

0
m 0 0
— Z; <RN (dut(ei),dut (§>) duy (a) ,dut(ei)> .
Donde se conclui o afirmado.

(2) Tomemos como antes, um referencial (local) geodésico (e;) em uma vizinhanga

de p € M (neste caso, Veiej‘p = (). Temos entao que

clu) = 3 5h duley), dunfey)).

Assim temos que

de(uy)
ot

[
NE

h <V<%)dut(€j)a dut(ej)>

(Tt (2) nte). s

1

<.
Il

[
NE

1

<.
Il

Como Veiej|p = 0, temos que

7T(u) = Z Vduy(e;, e;) = Zveidut(ei).
i=1 i=1

Também, sendo u por hipotese solucao para a equacao parabédlica das aplicagoes harmonicas,

a . aut o
dUt <§) = E = T(Ut).
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Logo,

a m
duy <§) = ; V., du(e;)

(vej <Z veidut(ei)> ) dut(ej)> ]

Portanto, temos que

Oe(ug) -
o 2

j=1
= > (Ve Ve,du(e;), due))) . (4.16)
ij=1
Por outro lado
Ae(w) = Y eifeifeu)]}
i=1
= Zm:e e ijlh(du (ej), dus(ey))
7 7 ‘ 92 t\%7 ) AN
=1 7=1
= Zez {Zh Ve, du(e;), dut(ej)]}
i=1 j=1
= Z h (Ve Ve, du(e;), du(ej)) (4.17)
i,7=1
+ Z h (Veidut(ej)ﬂ veidut(ej)) :
ij=1
E f4cil ver que
> h(Veduy(e;), Ve dug(e;)) = Ve (4.18)
ij=1

Também, pela identidade de Ricci (ver (4.10)), temos que

Ve Veduge;) = Ve, Vedue;) ZZ MRW

a=1 r=1

n zn: N po 8ut 8uf ous

. Yo O Ug.
oy 79, 8351 Oz 0x; !
Logo
M us duy
h(Ve,Veduge;), due;)) = (Ve Vedu(e;), duge;)) Z Z Rt 5. O, o ()
a,f=1 r=1
- ou] ou? Aus Ou?
N ¢ OUy OUy OUy
ha
+ Z e Ox; Ox; Ox; Ox; ().

a7ﬁ7’y7676:1
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Assim, temos que

Z h (Ve Ve, due;), due;)) = Z h (Ve Ve dug(e;), dug(e;))
i,j=1 i,j=1

“ oue ou’
E Mpr —t—_th,
©,7,0 al,r 837]’ ﬁ(ut)

- - ou) dul dus ou’
+ Z Z NR t t t th ( )

«
£ V9€ O Ox; Ox; Ox; Ry
ij:l awg”%é@:l

Utilizando entao que (e;) é ortonormal, temos que

D (Ve Vedues), due;)) = D h(Ve,Vedu(e:), duy(e;))
i,j=1 i,j=1

- - - ous | ou
kUM p ouy t
]haﬁ e {Z (Zg ) ox }8x
a,8=1 r=1 \k,l=1 T J
Zm: i i g N pa ou) 8uf ous 8ut
V€ O Ox; Ox; Ox;

4,7,k l=1~,5,e=1

-
<
Il
,_.

:MS

+
M3

R
T
L

I
Ms

h Vej Vezdut<€1> dut(eJ))

<dut <ZRZC (e;,€5)e )dut<€z)>
<

RN (duy(e;), dug(e;))dug(e;), dug(e;)) .

-

[
I
—

n
NE

@
I
—_

HMS

Assim, utilizando (4.16) nesta tltima expressao, vemos por (4.17) e (4.18) que

Ae(uy) = aea(ut)+\Vdut] +Z<dut <ZR20 (e;,€5)e ) dut(el)>

i=1 7j=1

> (RN (dw(er), duy(e;))duy(e;), dug(e;)) -

ij=1

O que encerra a demonstracao. 0
A partir deste resultado, podemos derivar alguns outros, os quais relacionam o com-
portamento do funcional energia F, com a curvatura da variedade V.

Proposicao 4.2. Seja u: M x [0,T) — N uma solug¢io da equagao parabdlica (4.7) das

aplicagdes harmonicas. Entao para os pontos (z,t) €M x (0,T) temos
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(1) Se Ky <0, entao

Ok (uy))
ot

< Ar(uy).

2)  Se Ky <0, e existir uma constante C, tal que Ric™ > —Cgq, entdo
g

de(uy))
ot

< Ae(uy) +2Ce(ur).

Demonstracao: (1) Segue direto do item (1) da proposigao(4.1).

(2) Se Ric™ > —Cyg, temos que

duy (Z RicM(ei,ej)ej> > —Cduy(e;).
j=1

Assim, pelo item (2) da proposi¢ao(4.1) temos que

aeg;t)) < Ae(ut)—]Vdut|2+C§;<dut(ei>vd“t(ei)>
L i<RN(dut(ei),dut(ej))dut(ej):dut(ei)>
< Xzzut)+CIdUt\2
. Ji (RN (dug(e), dus(e;))dug(e;), dug(e))

Como também Ky < 0, temos que o tultimo termo da expressao acima é < 0, logo

de(uy))

T < Ae(uy) + C |duy|”

= Ae(u) +2Ce(uy).

Mostrando o afirmado. ]

Observemos que, sendo M por hipdtese compacta, entao, de fato sempre existe uma
constante Cyg tal que Ric™ > Cg. Utilizando a proposicao (4.2), podemos demonstrar o

seguinte resultado

Proposicao 4.3. Seja u: M x [0,T) — N uma solu¢io da equacao parabdlica (4.7) das

aplicagoes harmoénicas. Entao para os pontos (xz,t)€ M x (0,T) temos:
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(1)  E(u;) € uma fungdo mondtona nao-crescente, isto €

d

(2) Se N possui curvatura nao-positiva Ky < 0, entao

d? d

Demonstracao: (1) Pela férmula da primeira variagdo de energia dada no teorema

%E(ut) = —/M<%,T(ut)>dug

__/ Ouy Ouy d
- JuNot ot )M

(3.3), temos que

8ut 2
/M ot | 7
(2) Pelo item (1) da proposigao (4.2) temos que
d d
i) = — y k() dpg

B Ok (uy)
B /M ot M

< [ Axw)dn,
M
=0

onde na ultima igualdade utilizamos Green. Portanto o resultado segue. [

Passemos entao a obtengao de solugoes para o problema (4.3).

Existéncia de Solucoes Locais

O objetivo desta e da préxima segao, é encontrar uma solugao global u : M x[0,00) — N

para o problema de valor inicial
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du
Sz, t) = T(u(x, t r,t)ye M x (0, T
B(ot) = rlu(@.t) (@M x (0,1) o)
u(z,0) = f(z)
onde T'> 0 e fe€C%M,N) é a condigao inicial dada. De inicio , como é comum para
problemas de EDP, seremos capazes de apresentar somente solugoes locais para o problema

dado. Na proxima secao, apresentaremos algumas condigoes suficientes para afirmarmos

a existéncia de solugoes globais para o mesmo.

Ressaltemos que durante o processo de obtencao de tais solugoes, por vezes fugiremos
das condicoes iniciais originais dadas. Por exemplo, em algumas situacoes, exigiremos
que a aplicacao f, dada como valor inicial, possua uma regularidade um pouco maior
(de inicio esta é somente continua). O motivo disto, é para que possamos “enquadrar” o
problema de valor incial (4.19), nas condi¢oes exigidas pelos teoremas classicos de EDP.

Porém, como veremos, isto nao trarda nenhum prejuizo a conclusao do teorema.

Para atingir nosso objetivo, a principio apresentaremos um outro problema de valor
inicial, o qual como provaremos, é equivalente ao problema (4.19), no sentido de que para
obtermos a solucao de um deste problemas, e suficiente que obtenhamos uma solucao para

o outro.

Na realidade, o que faremos de fato, é reescrever o problema dado, de forma a coloca-lo
em um formato um pouco mais trabalhavel, para o qual podemos obter solugoes mais facil-
mente. Para este fim, usaremos o mergulho de Nash [28], o qual afirma que toda variedade
Riemanniana compacta pode ser isometricamente mergulhada em um espaco euclidiano
de dimensao suficientemente alta. Isto é, toda variedade Riemannianna compacta (N, h),
pode ser idealizada como sendo uma subvariedade de algum espacgo euclidiano R?, para
algum ¢ € N suficientemente grande e tal que a métrica h, é pois a métrica induzida a

partir de R?. Denotaremos tal mergulho por
[: N — R4

Seja N, a vizinhanga tubular da subvariedade compacta [(N) C RY, isto é, N, é o conjunto

aberto de RY definido por
N.={p+veRIpel(N) e ve (TLUN); |[v| <e}.
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Defina-mos entao a projecao
m: N, — l(N),

tal que a cada p € N, 7 associa um ponto m(p) = b € N, de forma que b seja o ponto de

[(N) mais proximo de p.

Seja u : M x [0,T) — N, uma aplicagao com valores em R?. Seja também (x;) um

sistema de coordenadas locais em M, e () as coordenadas cartesianas de R?. Expressas

nestes sistemas de coordenadas, as aplicagoes m(u) e u(x,t) descritas acima ficam da forma

w(z) = (7T1(21,...,Zq),...,ﬂ'q(zl,...,zq)):(WA(ZB))

w(z,t) = (i@, .. T l), oo (T, o, 1) = (w2, 1))

Definamos a aplicagao I1(u)(du, du) : M x [0,T) — RY, tal que

P4 ouB ou®
(T1(w)(du, du)) Z Z (u) 1<A<q. (4.20)

0zp0z Ox; Ox;
i,j=1 B,C=1 BY<C v J
Feitas as devidas defini¢oes, consideremos o sistema parabdlico de EDP com valor

inicial

Au(z,t) — 2 (z,t) = H(u)(du, du)(z,t)  (z,t)eM x (0,T)
u(x,0) = lo f(x)

(4.21)

onde f é a aplicagao dada como condigao inicial para o problema (4.19) e A é o Laplaciano
de M.

Para o problema (4.21), consideraremos somente solugdes da forma

uwe CO(M x [0,T),N.)nC*Y(M x (0,T), N.).

Nosso préximo resultado, mostrard que os problemas (4.19) e (4.21), sdo como pre-
tendia-mos equivalentes. Antes disto, observe-mos que a aplicacao I(u)(du, du), definida

m (4.20), pode ser também representada da seguinte forma
II(u)(du, du) = tracoVdnr(du, du), (4.22)
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o que pode ser comprovado facilmente a partir da caracterizagao da segunda forma fun-

damental, apresentada em (3.8).

Esta nova caracterizagao de I1(u)(du, du) sera 1til nas demonstragdoes dos resultados

que se seguern.

Proposicao 4.4. Seja @ € C°(M x [0,T), N.)NCZV(M x (0,T), N.) uma solucio para
o problema (4.21). Entdo u(M x[0,T)) CI(N) ea=lou, ondeu € C°(M x[0,7), N)N
CED(M x (0,T),N) € solugio do problema (4.19). A reciproca também é verdadeira.

Demonstragao: Seja & € C°(M x [0,T), N)) N C*V(M x (0,7), N.) uma solucdo para
o problema (4.21), mostremos que (M x [0,7")) C [(N). Com efeito, seja n : N, — R?
tal que

n(z) =z —m(z).
Defina-mos a aplicacao h : M x [0,T) — R, tal que
h(w, t) = n(a(z, 1) (x,t) € M x [0,T).

Isto é, h mede o quadrado da distancia de @(x,t) a [(N). Assim, afim de mostrar que

w(M x [0,T)) C I(N), é suficiente mostrar que h(z,t) = 0.

Como por hipétese @ é solucao do problema (4.21), temos que

5= o) =2 (i (5) )
— 2{dy (Va - TI(a)(da, i), n()

Ah = An(a),n(a))
= 2(A (@), n(@)) + 2| V(@)
Por outro lado, pela proposicao (3.2) temos que
An(a) = dn(Aa) + tracoVdn(di, di).

Como por defingao n(z)+7(z) = z, temos que dn+dr = Id (identidade), dai Vdn+Vdr =
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0. Sendo também dr e n ortogonais, temos que (dn,n) = (I — dn,n) = (I,n), e portanto

Ah = 2(dn(A n(1)) — tracoVdr(di, di), n(@)) + 2 |Vn(a)|?
= 2(dn(A n(d) — tracoVdr(di, di)), n(@)) + 2 |Vn(@)[*
= 2(dn (A n(@) — 1(@)(da, da)) , (@) + 2| V(@)

Donde temos que

oh L
5 = Ah—2|Vn(@)*.

Assim, como M nao tem bordo, otemos que se t € (0,7) entao

Ooh

M

dt Jus w Ot

donde temos que

[ hetidiy < [ 1 0)d,
M M
como por hipétese @(z,0) =l o f(x) € (), temos que h(z,0) = 0, e portanto

h(z,t) = 0.

Isto mostra que @(M x [0,7)) C I[(N). Assim, temos que toda solucao @ : M x[0,7) — N,
para o problema (4.21) é da forma @ = lowu : M x [0,T) — I(N), onde u € C°(M x
[0,T), NYNCZV(M x (0,T), N). Resta entdo mostrar que 7 é solugao do problema (4.21)

se e somente se u é solucado do problema (4.19).

Com efeito, como [ = 7 o [, temos pelas proposigoes (3.1) e (3.2) que

At = A(lowu)=dl(r(u)) + trago Vdl(du,du) (4.23)
trago Vdl = trago Vd(m ol) = dr(trago Vdl) + trago Vdr(dl,dl). (4.24)

Sendo [ : N — RY uma imersao isométrica, temos que Vdl é ortogonal a [(N) em cada
ponto, dai tragoVdl também o é, e portanto, dr(traco Vdl) = 0, logo temos por (4.24)

que

trago Vdl = trago Vdr(dl,dl))
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e portanto, por (4.23)
dl(t(u)) = Aa —trago Vdnr(dl(du),dl(du))

= Au — traco Vdnr(du, d). (4.25)

Por outro lado, temos que
ou 0 0

Logo

ou ou
dl (T(u) — E) = dl(t(u)) — (E)

ou I

E) — trago (du, dt)
= na— (2 - @) (da, aa)
= Au B w)(du, da).
Assim, se u é solugao de (4.21), entao

dl (T(u) - %) =0

e portanto, pela injetividade de dl concluimos que

ou
a = T(U)

mostrando pois que u é solugao para o problema (4.19). A prova da reciproca é analoga.

]

Assim, vemos que afim de encontrarmos solugoes para o problema (4.19), é suficiente

que encontremos solugoes para este novo problema (4.21), e isto é nosso préximo objetivo.

Para resolver o problema (4.21), utilizaremos o teorema da fungao inversa em espagos
de Banach. Nosso objetivo com isso, ¢ tentar reduzir a solubilidade de uma EDP nao-

linear, a solubilidade de uma equacao linear.

Teorema 4.3. Sejam (M,g) e (N,h) variedades Riemannianas compactas. A cada
aplicagio f € CP*F*)(M,N) dada, temos que eviste um € = e¢(M, N, f,a) > 0 e uma
aplicagdo u € O+ (M x [0, €], N.), solu¢do em M x [0, ¢€), para o problema (4.21).
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A idéia da prova é a seguinte: Consideraremos o operador diferencial P(u) = Au—0dyu—
II(u)(du, du). Afim de resolvermos o problema dado, é suficiente entao que apresentar uma
aplicacao u tal que P(u) = 0. Com este intuito, iniciaremos apresentando uma aplicagao
v, que de certa forma estard proxima de v em ¢ = 0. Como mostraremos, esta aplicacao
v também é tal que sua a imagem P(v) pelo operador P, satisifaz a condigao de que
P(v)(z,0) = 0. Desta forma, para obter a conclusao desejada, necessitamos mostrar
que para valores relativamente pequenos de t, o operador P satisfaz a condicao de ser
sobrejetivo em uma vizinhanca da origem, o que por sua vez serd feito através do teorema

da fungao inversa em espacos de Banach.

Demonstragao: De inicio, estenderemos a aplicagao 7 : N, — [(N), a todo o espago R,
de forma que 7 : R? — R? seja diferenciavel. Isto de fato pode ser feito, uma vez que
como N por hipétese é compacta (dai [(N) C R? também o ¢), podemos tomar uma bola
B C RY suficientemente grande, de forma que N, C B C R%. Assim, podemos estender
7w de forma que esta seja constante fora de B. Feito isto, passamos entao a considerar
a definicao de II(u)(du,du) para a aplicagao 7 estendida, usando para isto a expressao

(4.20). Fixemos entdao 0 < o < o < 1.

Como primeiro passo, apresentamos , uma soluc¢ao aproximada para o problema (4.21).
Para este fim, consideramos o sistema linear parabdlico de EDP com valor inicial
Av(e,t) — Bo(a,t) = TI(F)(df, df)(z)  (x,0) €M x (0,1)
v(z,0) = f(z)

onde estamos identificando f com lo f. Como por hipétese f € C2+%) (M, R7), temos que

(4.26)

L(f)(df. df) € CHH (M, RY).

Logo, pelo teorema (5.18) de existéncia e unicidade de solugbes locais para equagoes

diferenciais parciais parabdlicas, temos que existe uma tinica solugao
v € CErelTe/2 (A1 » [0, 1], RY)
para o problema (4.26). Se u é uma solugao para o problema (4.21), temos que
v(z,0) =u(z,0) e Ow(x,0)=dwu(x,0)
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o que mostra que v de fato é uma aproximacao da solucao u em ¢t = 0, encerrando entao

esta primeira etapa.

Para o préximo passo, consideremos o operador diferencial
P(u) = Au — 0w — I(u)(du, du).

Vemos entao, que encontrar uma solu¢ao para o problema (4.21), é equivalente a encontrar
uma aplicacio u € CCHel+a/2) (M x [0, €], R?), tal que P(u) = 0, e que além disto, satisfaca

a condicao de que u(z,0) = f(x).

Como pode ser facilmente comprovado, P(v)(x,0) = 0, o que de certa forma mostra

que a imagem de v pelo operador P, também aproxima a imagem da solucao wu.

Nosso préximo objetivo, serd mostrar que existem vizinhangas (em espagos de funcoes
convenientes) de v e P(v), tal que restrito a estas, o operador P é bijetivo. Faremos isto,
utilizando o teorema da aplicagao inversa em espagos de Banach, o que por sua vez exige

que se calcule a derivada do operador P no ponto v, o que faremos na sequéncia.

Seja @@ = M x [0, 1], definamos os sequintes subespagos X, Y dos respectivos espagos

de funcoes O 14a/2)(Q RI) e C@'/2)(Q,RY), tais que
X = {ze @D (Q RY| z(2,0) =0, dz(x,t) =0}
Y = {we@QRY wz,0)=0,}

E f4cil ver que X, Y sao subespacos fechados dos espacos dados, e que portanto sao espacos

de Banach. Definamos entao o operador
D(z)=Pv+2z)—Pl) zelX. (4.27)
o qual como mostremos, é tal que D : X — Y.

Pela definicao dada, vemos que estudar a diferenciabilidade do operador P em uma
vizinhanga (contida em X) de v, é equivalente a fazé-lo a D em uma vizinhanga de z = 0.
Como além disso D(0) = 0, vemos também que calcular a derivada Fréchet D’(0) : X — Y

equivale a calcular a derivada Fréchet do operador P em v. Passemos entao a estudar D.
Por (4.27) temos que
D(z) = Az — 0z — (2 +v)(d(z +v),d(z +v)) + [I(v)(dv, dv). (4.28)
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Observemos também, que como v(x,0) = f(z), temos que se t = 0 entao
[1(v)(dv, dv) = T1(F)(df, df). (4.20)

Assim, para todo z € X (neste caso por defini¢ao z(z,0) e J¢(x,0)), temo por (4.28) e
(4.29) que

D(z)(z,0) = 0.

Como além disto D(z) € C@*/2)(Q,R9), temos que D(z) € Y para todo z € X tomado, e
portanto D : X — Y é um operador entre os espacos de Banach X e Y. E fcil ver ainda
que D(0) = 0 e que D ¢é Fréchet-diferencidavel em uma vizinhanga de z = 0. Utililizemos

entao a defini¢do de D para calcularmos a derivada Fréchet D'(0) : X — Y.
Para cada Z € X, temos que

D0)Z = lim%(D(hZ) —D(0))

h—0
_ o D(h2)
T o0 B
Por (4.28) temos que
lim D(ZZ ) _ lim % (A(h2) = 0,(h2) ~ TH(KZ + ) (d(hZ +v), d(HZ + )
+ I(v(dv, dv)}
= AZ -0
+ }1113(1)% I(v)(dv, dv) — A(RZ) — 8y(hZ) — TI(hZ + ) (d(hZ +v), d(hZ +v))].

Calculemos entao este tltimo limite. Por (4.20) temos que

h—0 h
1|~ &, 0% O(hZ +v)B O(hZ +v)°
= lim — V———(hZ
heo b [Z Z 8z3320(h o) oz; Oz,
1,j=1 B,C=1
q

o y 1 ( 0*r4 ozB  ouP 0z¢  on®
_ AT B A -
Z Z B hlgil)h{azBé?zC(h ) {(h Ox; - axi) ( O +8$j)}}

_ zm: 3 g Pty (020020 92000 0P 02°
= 7925920 or; dx; = Ox; dx; O, dx;

i,j=1 B,C=1
m  q
OvP v’ 1/ 9*rA
K — - lim — hZz .
* Z e 0z heo b (623020( +U>)
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Como

g A v o®
H( )(dU dv Z g 623820 ) 81['1 &xj
1 B,C=1

i,j=

Temos entao que

lim ]11 [H(v)(dv, dv)A — TI(hZ +v) (d(hZ +v), d(hZ + v))A]

B i”: Z": ,; 0*mh (hZ 1) 028 02° 928 ov® 0wt 02¢
N 9" 9289:C v dx; Ox; dx; Ox;  Ox; Ox;

ij=1 B,C=1
LR iy 1 O%rA 9?4 B o
_ T lim = [ ———(hZ -z . -
Z Z 9w n (&zBazc(h +v) 823820(0)) (c%:i 895]-)
i,j=1 B,C=1
= 2 (o), d2))" ~ - (1) (v, dv)

Portanto, temos que

lim % TI(0)(dv, dv) — TH(AZ + v) (d(hZ + v),d(hZ + v))]

h—0

= —20I(v)(dv, dZ) ZE)AH (dv, dv) - Z*.
Donde temos que

D'(0)Z = AZ — 8,Z — 21 (v)(dv, dZ) Z@AH (dv, dv) - Z*. (4.30)

Para utilizar o teorema da fungao inversa, resta entdo mostrar que D'(0) : X — Y
¢ um isomorfismo. Com efeito, afirmamos que D’(0) é sobrejetivo, de fato, como v €
CCral+e/2)(() RI), temos que todos os termos da lado direito na equacio (4.30), sdo no
minimo C(@¢'/2) (@Q,R?), com além disto, tal equacao é uma EDP linear parabdlica, temos
pelo teorema (5.18), que para cada W € Y dado, existe uma tinica Z € C?+te1+2'/2)(Q RY),

tal que

D(0)(Z)(x,t) = W(x,t) (2,0)€M x (0,T)
Z(x,0) =0

Onde, além disto, tem-se que
|Z| 2+0£ 1+o¢’/2 < C|W|é§/7a,/2). (431)
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Para concluirmos entao a sobrejetividade, resta mostrar que Z € X. De fato, como
Z(x,0) = 0, temos que as duas ultimas parcelas de (4.30) sdo iguais a zero, logo 0, Z(x,0) =

D'(0)(Z)(x,0) = W(z,0) = 0. Dal Z € X, e portanto D'(0) é sobrejetivo como afirmamos.

Por outro lado, por (4.31) podemos ver que D'(0) é injetivo, é que além disto este
possui inversa continua (pois é linear limitada). Assim, pelo teorema da aplicacao aberta

(ver [22]), concluimos que o préprio D'(0) é continuo e que portanto é um isomorfismo.

Reunidas todas as condicoes, podemos entao aplicar o teorema da funcao inversa em
espacos de Banach para concluir que existem vizinhancas V de 0€ X e W de 0 €Y tais
que D : ¥V — W seja um homeomorfismo. Portanto, temos que existe 6 = §(M, N, f) > 0,
tal que se k € Y (isto é, k € C@2/2(Q,RY) e r(x,0) = 0), com |/<¢|S/’a//2) < 9, entao,

existe uma tnica z€V C X, tal que
D(z) = k. (4.32)

Tomando u = v + 2 e w = P(v), temos que u € C?H"1+2/2)(Q) RI) e que além disto, é
tal que

P(u)(z,t) = (w+ k)(z,t)  (z,t)eM x (0,1)

u(z,0) = f(z).

Feito isto, mostramos em seguida, que existe um € > 0 suficientemente pequeno, tal
que se t € [0, €] entdo, —w tem norma pequena o bastante para pertencer a W. Com
efeito, dado € > 0, consideremos a aplicagao auxiliar £ € C*°(R,R), tal que £(t) = 1 se
t<e &(t)=0set>20<Et)<1ell(t) <2/e Vite R, Observemos que como
ve CRral+e/2) () RY) entdo, w = P(v) € O/ (Q,RY), dai como 0 < o’ < a < 1, temos
entdo que w € C@/2(Q,RY). Assim, pelo lema (5.9), temos que existe C' > 0 (o qual

nao depende de €), tal que

,7 ! 2 —a’ 2 ) /2
€| &) < Oelame |00/ (4.33)
Tomando entdo k = —&w, temos pela expressao acima que |w| g YD) <5 se e 6 suficien-
temente pequeno. Como além disto x(x,0) = —w(x,0) = 0, temos entao que existe uma

aplicacao u € CC+ 1 /2) (M % [0, €], R?) tal que
P(u)(z,t) =0  (z,t)eM x (0,¢)
u(z,0) = f(z)
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ou seja, temos que existe uma aplicacao u € C+ 1+ /2 (M x [0, ¢],RY), que é pois uma
solugao do problema de valor inicial

Au(z,t) — Oz, t) = (u)(du, du)(x,t)  (z,t)€M x (0,¢€)

u(x,0) = f(x)
Como f € C*)(M,RY) e II(u)(du, du) € C/P (M x [0,€],R?), temos pelo teorema
(5.18) de existéncia, unicidade e regularidade das solugoes das EDP’s lineares parabdlicas

que

we CHel+a/2 (A1 5 [0, ], RY).

Tomando € um pouco menor se necessario, podemos fazer com que u(M x [0,¢€]) C N,
que ¢ a vizinhanga tubular da subvariedade (V). E portanto, temos que u é uma solugao
para o problema (4.21) em M x [0,¢] (onde € > 0 s6 depende de M, N, f e a) como

queriamos demostrar. O

Combinando entao o teorema (4.3) com a proposigao (4.4), obtemos o seguinte resul-

tado

Corolario 4.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Dada uma
f e 0% (M,N), temos que existem um T = T(M, N, f,a) > 0 e uma aplicacdo u €
CCral+a/2) (M x [0,T), N) tais que

%(w,t) = 7(u(z,t)) (x,t)e M x (0,T)

u(x,0) = f(z).

Para encerrar esta secao, apresentaremos um resultado a respeito da regularidade das
solucoes da equacao parabodlica das aplicagoes harmonicas. Para isto, utilizaremos do

teorema de regularidade das solucoes das EDP lineares parabdlicas.
Teorema 4.4. Sejam (M, qg) e (N,h) variedades Riemannianas compactas. Dada uma
fe 0P (M, N), temos que evistem um T = T(M, N, f,a) > 0 e uma aplicacdo u €
CEral+a/2) (M x [0, T], N) N C>®(M x (0,T), N) tais que

%(x,t) = 7(u(x,t)) (r,t)eM x (0,T)

u(z,0) = f(z).
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Demonstragao: Seja T > 0 e u€ CPrel+a/2 (M % [0,T], N), como no coroldrio (4.1).
Para concluirmos a prova do teorema, resta apenas mostrar que u ¢ diferenciavel em cada
ponto (z,t) € M x (0,7). Para este fim, tomemos sistemas locais de coordenada (z;) e
(Yo) em z e u(x,t) respectivamente. Expressa nestes sistemas de coordenadas, a equagao
parabdlica das aplicagoes harmonicas assume a seguinte forma
-3 3 TG e

x; Ox;

4,j=1B,y=1

Au® —

Pelas hipétese feitas em u, temos que o lado direito da equacao acima é C*+*2/2) donde
pelo teorema de regularidade das solugoes das EDP’s lineares parabdlicas (ver teorema
(5.16)), temos que u € CB+*1+e/2) 1000, temos entdo que o lado direito é CFe1+e/2),
implicando entdo que u € C4+®1+a/2)  Agsim por repeticoes sucessivas do argumento
anterior, concluimos que u é C*° em uma vizinhanga de cada ponto (z,t)€ M x (0,7, o

que confirma o resultado. O

Existéncia de Solucoes Globais

Nesta segao iremos demonstrar a existéncia de solugoes globais u : M x [0,00) — N

para a equacao parabodlica das aplicagoes harmonicas

%e(a,t) = 7(u(e,t)  (z,t)€M x (0,7) (4.34)

u(z,0) = f(z).
A razao disto, como provaremos na préoxima secao, é que uma tal solugao fornece de
fato uma solu¢ao para o nosso teorema principal (4.2). Na realidade, como veremos, a
existéncia de tal solugdo global é necessaria para demonstracao do teorema (4.2) aqui

apresentada utilizando o método do fluxo do calor.

Tendo ja demonstrado a existéncia local de solugoes para o problema acima, poderiamos
entao ser tentados a afirmar a existéncia de uma solucao global para o problema dado.
Isto no entanto nao é necessariamente verdadeiro, e a razao disto é que o problema (5.1)
acima, é um sistema nao-linear de equacoes diferenciais parciais, e portanto, o simples fato

de se saber previamente da existéncia de solucoes locais para o mesmo, nao garante que
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este de fato admita uma solucao global. Para fazer tal afirmagao, necessitamos estimar a

taxa de crescimento das solugoes obtidas.

Para este fim, acrescentaremos uma hipdtese adicional a variedade N, exigindo-se além

de sua compacidade, que esta também tenha curvatura nao-positiva.

Ressaltemos no entanto, que tais condi¢oes nao sao em verdade imprescidiveis para a

conclusao do teorema (4.2), como mostram alguns exemplos apresentados adiante.

Observemos ainda, que em momento algum do processo de obtencao de solucoes locais
para o problema (5.1), feita na se¢ao anterior, é utilizada esta, ou qualquer outra restrigao

a curvatura da variedade N.

Para o que se segue, nossa estratégia sera estudar como é possivel utilizar o fato de
a curvatura de N ser nao positiva, para controlar as taxas de crescimento das solugoes
locais obtidas. De fato, nossa necessidade principal é controlar os termos nao-lineares
da equagao dada. Para isto, faremos uso das férmulas de Weitzenbock, bem como do

principio do méximo para a equagao do calor (ver lema (5.7)).

Nos préximos dois resultados faremos uso dos conceitos de densidade de energia e(u;)

e de densidade de energia cinética k(u;) das aplicagoes u;, os quais foram definidos em

(5.17).

Proposicao 4.5. Sejau € OV (M x [0,T),N)NC=(M x (0,T), N) uma solu¢io para
(5.1). Se a curvatura de N € nao-positiva Ky < 0, entao, para cada (x,t) € M x (0,T)

temos que

@(q: t)'<su
otV =0

ou

ot

.0

Demonstracao: Pela proposicao (4.2)-(1), temos que a densidade de energia cinética
k(u;) da aplicacao u,; é tal que

Ok (uy)

Lr(uy) = Ar(uy) — o

>0

onde L = A — 0; é o operador do calor. Logo, pelo principio do maximo para equacao do

calor, dado no lema (5.7), o resultado segue. O
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Ainda utilizando das formulas de Weitzenbock, obteremos um outro resultado relacio-

nando a curvatura de N com a taxa de crescimento das solugdes locais de (5.1).

Proposigao 4.6. Seja u € CCHa1+e/2) (M x [0, T], N)NC>®(M x (0,T), N) uma solugdo
para (5.1). Suponhamos que a curvatura de N seja ndao-positiva Ky < 0, e que o tensor
de Ricci da variedade M seja tal que Ric™ > —Cy;, onde Cyr € R € uma constante.
Entao, para todo 0 < € <'T" temos que o0s sequites fatos sao verdadeiros para a densidade

de energia e(u) da aplicagdo u:

i) Para todo (x,t) € M x (0,T) tem-se que

e(ur)(z) < exp (2Cu1) sup e(f) ().

it) Eziste uma constante C' = C(M,¢€), tal que para todo (x,t)€ M x [e,T) tem-se

e(u)(z) < CE(f).

Demonstracao: Pela proposigao (4.2)-(2), temos que
L(e(uy)) = Ae(uy) — Ore(uy) > —2Che(uy). (4.35)

Tomando entao v(x,t) = exp (—2C)yt)e(u;), temos pois que

L(v) = exp(—2Cut) <Ae(ut)— 865?)) + 20 exp (—2Crt)e(uy)

> exp (—2Cyt) (—2Cye(uy)) + 2Cy exp (—2Cyt)e(uy)

= 0.
Portanto pelo pelo principio do méximo para a equagao do calor (lema (5.7)), temos que

exp (—2Cyt)e(uy) = v(x,t) < Ig'cré%w(:c, 0) = max e(up)(z) = max e(f)(z)

para todo (x,t) € M x [0,T), onde na uiltima igualdade da expressao acima, utilizamos
que u(z,t) é solu¢ao do problema (5.1), e portanto ug(x) = u(z,0) = f(x). Isto prova o

primeiro item.

Para a demonstracao do segundo item, faremos uso da solucao fundamental da equacgao

do calor H(z,y,s), bem como de algumas de suas propriedades.
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Dado (z,t) € M x (0,T"), tomemos € tal que 0 < € <t < T. Consideremos pois F(u;) e
e(uy) como fungoes de t e (x,t) respectivamente, donde passamos a denota-las por E(u)(t)

e e(u)(x,t). Definimos entao

(e,) = [ Hiay.s)exp (-2Ca(t = Je(w)(y:t ~ iy (v).
M
Pela definicao dada podemos ver facilmente que

Avy(z,5) — 2 (z,s) =0 (x,t)e M x (0,T)

(4.36)
lir(r)l+ vi(z, s) = exp [-2C(t — €)|e(u)(x,t — €)
Defina-mos também
vo(x,5) = exp [-2Cn (s +t —€)le(u)(z, s +t —€).
Temos que
de(u)
L(vy) = exp[—2Cu(s+t—¢)] | Ae(u)(x,s+t—¢€)— B (x,s+t—¢€)
+ 20y exp [-2Cu(s +t —€)le(u)(x,s +t —€)
> exp [—2Cy(s+t —€)] (=2Cye(u)(z,s +t—¢€))
+ 20y exp [-2Cu (s +t —€)le(u)(x,s +t —¢)
=0
para quaisquer (x,t)€ M x (0,T). Temos também que
lir(lgl+ vo(x, ) = exp [-2C ) (t — €)]e(u)(x,t — ¢).
Em suma vs(z, s) é tal que
Avy(z,8) — 22(x,5) > 0 r,t)yeM x (0, T
27, 5) = it (2, 9) (1) (0,7) (437)

lim ve(z,s) = exp [-2Cy(t — €)]e(u)(z,t — €)

s—0F
Tomando entao vs = vy — vy, temos que
LU3 = LUQ — LUl = LUQ Z 0.

Portanto pelo principio do méximo (lema (5.7)), temos que

max vz = max vs.
M x[0,T] Mx{0}
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Como porém vs(x,0) = 0, temos entao que
max wvg = 0.

M x[0,T]

Donde temos que v3 < 0, e portanto
vo(x, 8) < wvy(x,s) (x,s)eM x [0,T).
Tomando entao s = ¢ na desigualdade acima, obtemos que
e(u)(z,s) < exp (QECM)/ H(z,y,e)e(u)(y,t — e)du,(y) (4.38)
M

para quaisquer (z,t)eM x [¢,T).

Também, por uma das propriedades da solucao fundamental da equacao do calor, a

cada € > 0 dado, temos que existe uma constante ¢ = ¢(M, €) > 0, tal que
H(z,y,€) < c(M,e).
Utilizando entao este 1ltimo resultado em (4.38), obtemos que

e(u)(xz,t) < eXp(QECM)c(M,e)/Me(u)(y,t—e)dug(y) (4.39)

= exp (2Cy€)c(M, e)E(u)(t — €).

Por outro lado, pelas condigbes iniciais, temos pela proposigao (4.3) que E(u)(t) é uma

funcao (em t) mondtona nao-crescente, dai
E(u)(t—¢) < E(u)(t=0)=E(f).
Logo, por (4.39) temos que
e(u)(w,t) < exp (2eCar)e(M, €) E(f).

Tomando entao C (M, e)=exp (2¢Cy)c(M, €), obtemos o resultado desejado. O

Utilizando entao as proposigoes (4.5) e (5.81) podemos estimar as taxas de crescimento
das solugoes do problema (5.1). Em verdade seremos capazes de limita-las de maneira

uniforme.
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Proposigao 4.7. Seja u € CPrel+a/2 (M x [0,T), N)NC=(M x (0,T), N), uma solugdo
para o problema (5.1). Se a variedade N possui curvatura nao-positiva Ky < 0, entdo,
existe C' = C(M, N, F,«) > 0 tal que

ou

—. < C.
~E(4t) c

u(-,t) |O<2+a>(M,N) +
C)(M,N)

Demonstracgao: Para facilitar a demonstragao, vamos supor, assim como fizemos na
secao anterior, que N ¢é uma subvariedade de um espaco euclidiano R?, o que, como
vimos, é feito através da identificacao desta com sua imagem pelo mergulho isométrico
[ : N — RY%. Neste caso, como vimos, u pode ser considerada como uma funcao com o
valores em R, isto é u : M — R? a qual é solu¢ao do problema (4.21). Olhando entao
9 como uma aplicacdo (neste caso em C*F**/2 (M x [0,T), N) N C*(M x (0,T), N)),

podemos pensar em u como uma solugao para o sistema eliptico de EDP

0
Au = TI(u)(du, du) + a—z. (4.40)
Assim, vemos pelas definigoes de I1(u)(du, du) e e(u), juntamente com as proposigoes
(4.5) e (5.81), que o lado direito da expressao acima, pode ser limitado uniformemente
em M x [0,7T), isto é,
ou
I(w)(du, du)(- t) + = (-, ) < Ci(M, N, f)
ot Loo(M,R9)
e tal limitante, ndo depende do t € [0.7") tomado. Temos também que u é tal que suas

imagens estao no compacto [(N) C R?, assim temos que

|u<'7t)‘Lm(M,]R(1) < Co(N)

onde novamente, o limitante nao depende do t€[0,7) tomado. Assim, pelas estimativas
de Schauder para solucoes de equacoes diferenciais parciais elipticas vistas no teorema

(5.6), temos que

ou
’u('a t)’C(1+D<)(M7R‘1) < C3<M7 O‘) < sup H(u)(dua du)(> t) + E(? t)
te[0,T) Loo(M,R9)
b s a8l ) (4.41)
tel0,T)

S C4(M,N,f,0[)
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sendo tal limitante independente do ¢ €[0,7T) tomado.

Por outro lado, u também pode ser considerado como sendo solucao do sistema

parabodlico de EDP
Lu = Tl(u)(du, du)

onde L = A — 0; em M. Recordemos que por definicao

92rA B A, C
(()dudu Z Z o°r )au ou l<A<q

et 8238z0 Ox; Oz,

Donde podemos ver que a norma C de I1(u)(du, du) pode ser majorada pela norma C**

de u, e que isto nao depende do t€[0,T) tomado. Assim, por (4.41), temos que
|H(u)(du,du)(-,t)|CQ(M7Rq) < C5(M, N, f, o).

Portanto, pelas estimativas de Schauder para solucoes de EDP parabdlicas vistas no teo-

rema (5.14), temos que

ou
s Dloconzn +| 40

< Gy a>( sup. [11(u) (e, dos) () o ar e

Ce(M,R7) te[0,T)

+  sup |U('7t)‘Lw(M7R‘1)>
te[0,T)

S C7<M,N,f,06).

e novamente o limitante ndo depende do t€[0,7T") tomado. O

Como dissemos no inicio, uma limitacao como a que acabamos de obter, pode ser
utilizada para provar a existéncia de solugoes globais para o problema dado. Antes disto no
entanto, mostraremos um resultado sobre a unicidade de solugoes da equacao parabdlica

das aplicagoes harmonicas.

Teorema 4.5. Seja (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas. Suponhamos
que uy, ug €CO(M x [0, T), NyNCEY(M x (0,T),N), sejam ambas, solucdes da equacdo
parabolica das aplicacoes harmonicas

ou

a(x,zf) =71(u(x,t)) (z,t)eM x (0,T)

tais que uy(z,0) = us(x,0) para todo x € M. Entdo, uy = us em M x [0,T).
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Demonstragao: Assim como fizemos na demonstrac¢ao da proposi¢ao (4.7), vamos supor
que uy,us : M — I(N), s@o fungdes com valores em RY, e portanto neste caso, u; e uy sao

ambas solugdes para o problema (4.21). Seja entao h: M x [0,T) — R, tal que
h(z,t) = |uy(z,t) — ug(z, t)| (x,t)e M x [0,T).

Para concluir o teorema, é suficiente mostrar que h(z,t) = 0, o que faremos (de maneira

indireta) utilizando o principio do maximo. Com efeito, pelas defini¢oes feitas temos que

Oh
Ah—— = (2(Au — Auy,uy — us) + 2|d(un — u)[)

ot
— 9 Oup _Oup
ot ot "

0 0
= 2<<AU1—%) — (AUQ—%),UJ_UQ>

+ 2|d(ug — u2)|2
= 2(IT(uy)(duy, duy) — (ug)(dug, dug), uy — us)

+2)d(un — us)]?. (4.42)

Neste ponto, estendemos pois a definigao de II(u)(du, du) para o caso em que tenhamos
trés aplicagoes uy, us e uz: M — N, de forma que possamos falar em I1(u;)(dusg, dus), tal
que

0P ) ou ou§
0z50zc ! Ox; Oz,

m q
(T (uy) (duz, dug))™* = g 1< A<q. (4.43)
i,j=1 B,C=1

E facil ver que II assim definida é bilinear nas duas tltimas varidveis. Pela definicao dada,

podemos ver que

II(uy)(duy, duy) — (ug) (dug, dug) = I(uy)(duy, duy) — (ug)(duy, duy)

-+ H(Ug)(dul — dUQ, dul) + H(UQ)(dUQ, du1 — d’LLQ)
Substituindo este 1ltimo resultado em (4.42) e aplicando Cauchy-Schwarz, obtemos que

Ab =S < — el 1) (das, du) = T1(z) (e, du) (4.44)

+ |H(u2)(du1 — dUQ, du1)| + |H(U2)(dU,2, du1 — dU2)| + 2 |d(U1 — UQ)|2 .

‘ oh
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Aplicando entao o teorema do valor médio obtemos que

]ul — U2| ‘H(Uﬂ(dul, du1> — H(Ug)(dul, du1)| + |H(UQ>(dU1 — dUQ, du1)|
+ ‘H(UQ)(dUQ, du1 — dUQ)|
< ky |uy — us| |duy |” + ko |duy — dus| |duy | + ks |duy — dus] |dus|

S k’4 (|U1 — UQ| + |dU1 — dU,2|) .

Donde temos que

Oh
Ah — E Z —]{34 |U1 — U2| (’Ul — U2| + |dU1 — dUQD + 2 |d(U1 — U2)|2 .

Denotando |u; — uy| = a e |d(u; —uy)| = b e usando a desigualdade ab < ea® + ¢ 'b?

(vélida para qualquer € > 0), temos entao que
—ksa(a +b) + 2b% > —kya® — kgea® — kge 'b* + 207

Tomando entao € = k4 /2, obtemos que

2
—kya(a +b) + 2b* > —kya* — %aQ = —ksa’.

E portanto

oh
Ah— 22 > _kh
ot — b

onde ky e ks dependem somente das derivadas terceiras da projecao m : N, — [(N) da

vizinhaga tubular de [(N), e dos valores méximos atingidos por e(uy) e e(ug) em M x[0,T).

Como h(x,0) = 0, concluimos pelo principio do maximo (ver lema (5.8)) que h(x,t) =

0, dai temos que u; = uy como afirmado. m

Teorema 4.6. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N além
disto de curvatura nao-positiva Ky < 0. Entao, para toda f € C*™(M, N) dada, existe
uma tinica u € CCHeI+/2) (M x [0, 00), N) N C>®(M x (0,00), N), tal que

%(3;715) = 7(u(x,t)) (x,t)e M x (0, 00)

(4.45)
u(z,0) = f(x).
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A idéia da prova é basicamente mostrar que uma vez que ja se sabe que o problema
admite solucao e que tal solugao nao exploda em vizinhanga de ponto algum, entao tal

solucao pode ser estendida a toda reta.

Demonstragao: Pelo teorema (4.4) da se¢ao anterior, temos que existe uma constante

T = T(M,N, f,a) > 0 e uma aplicacio u € CPT®1+/2)(A x [0,7), N) que é solucio

Quy

ot (.Ii,t) = T(U($,t>> somente

local para o problema (4.45), onde neste caso a igualdade
é exigida para os pontos (x,t) € M x (0,T). Destaquemos ainda que a existéncia de
tal solucao, nao depende da particular condicao dada a curvatura da variedade N. Se
no entanto tivermos que tal curvatura é nao-positiva Ky < 0 (donde podemos utilizar a

proposigao (4.7)), mostremos que tal solugao pode ser estendida a M x [0,00). Seja
Ty = sup{t € [0,00), tal que (4.45) tenha solu¢ao em M x [0,¢)}

mostremos que Ty = oco. Com efeito, suponhamos por um absurdo, que Ty < co. Tomemos
entdo um sequéncia {t;}, tal que t; — Ty. Novamente, assim como fizemos na proposigao
(4.7), vamos supor que N seja uma subvariedade de um espaco euclidiano R?, e neste
caso, cada u(-,t;) € C>°(M, N) pode ser consideranda como uma fungao v : M — R com

valores em RY.

Como a curvatura de N por hipotese é nao positiva Ky < 0, temos entao pela
proposigao (4.7) que as sequéncias de aplicagoes
) S A
sao subconjuntos uniformemente limitados dos respectivos espagos de fungoes C?* (M, R?)
e C*(M,R?), uma vez que como vimos, a limitagdo imposta, nao depende do particular
t tomado no intervalo de solucao. Assim, por Arzeld-Ascoli, temos que existe uma sub-
sequéncia {t;, } de {t;} e funcoes

u( T CH(LRY e DU Ty) e (M, R),

tais que as subsequéncias

Wl t)) e (o)
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convirjam uniformemente para u(-,Tp) e g—”j(~,T0) respectivamente, quando ¢;, — Tj.

Como para cada t;, tem-se que

entao pela convergéncia uniforme temos pois que

Ouy
E('? TO) = T(u('a TO))

Assim, temos que o problema (4.45) admite uma solu¢ao em M x [0, Tp], a qual além disto

satisfaz a igualdade

%(wTO) = T(U(-7T0)) para t = TO.

Aplicando o teorema (4.4) a condicao inicial u(-, Ty) € C***(M, N), temos entao que existe

um € > 0 tal que o problema de valor inicial

Pl t) = 7(a(z,1)  (w,t)€M x (To, Ty +€)

(z,0) = u(x, Tp).
admita uma solucio @ € CPTe1+e/2) (M x [Ty, Ty + €], N) em [Ty, Ty + €]. Podemos ver
entdao que u e u, coincidem em M x Ty. Além disto, estas dao origem a uma solucao
v e O+ (N % [0,Ty + €], N) para o problema de valor inicial (4.45). Neste caso,
ainda pelo mesmo teorema (4.4), temos que v € C*®°(M x (0,Ty + €), N). Portanto, v é
uma solugao para (4.45) em M x [0, Ty + €], o que contradiz nossa hip6tese inicial sobre

Ty, e portanto Ty = oo. Quanto a unicidade, esta segue direto do teorema (4.5). O]

Existéncia de Aplicacoes Harmonicas

Nesta se¢ao, finalmente provaremos o teorema (4.2) de Eells e Sampson, enunciado
no inicio. Nosso objetivo serd mostrar que a aplicacdo u € CZT1+2/2) (M x [0, 00), N) N
C*(M x (0,00), N) obtida na segdo anterior como solu¢ao global para o problema de

valor inicial
% (r,t) = 7(u(z,t)  (x,t)€M x (0,00) (4.46)
u(z,0) = f(x)
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de fato, pode ser utilizada para obter-se uma aplicacao harmonica, que seja livremente
homotépica a aplicagao f€CY(M, N), dada no teorema (4.2) (e utilizada como condigao
inicial para o problema (4.46)), o que alids, era o que de fato buscdvamos quando uti-

lizamos o método do fluxo do calor.

Para obter a conclusao acima referida, faremos uso das férmulas de Weitzenbock, bem

como de alguns outros resultados derivados destas.

Lema 4.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N de cur-
vatura nao-positiva Ky < 0. Se u € CCFa1+a/I(M x [0,00), N) N C®(M x (0,00), N) é

a solugao global para o problema (4.46), entao temos que

ou
—t—>0 se t — 00.

ot

Demonstragao: Como por hipotese a curvatura de N é nao positiva Ky < 0, temos
pela proposicao (4.3), que o funcional energia E : C*°(M,N) — R restrito a u, isto é,

E(u) : [0,00) — R, é tal que

iE( ) <0 d—ZE( ) >0
a =T gt =

Donde temos que a fun¢ao 4 E(u,) ¢ mondtona (nao-decrescente) e limitada. Logo, existe

b <0 tal que

. d

Afirmamos que b = 0. Com efeito, se b < 0, entao

%E(ut) <b<0 Vte|0,00).

Donde teriamos que
E(u)(t) < bt + E(u)(0)

e portanto liin E(u)(t) = —00, 0 que é um absurdo, uma vez que E(u)(t) > 0 para todo

t€[0,00). Assim, de fato temos que

. d
lim EEwt) = 0.

t——+o0
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Por outro lado, por outro lado, sendo u uma solugao de (4.46), temos por (4.5) que

2

d Ouy Ouy Ouy Oy
i) /M< ot ’T(ut)> He /M< ot ot ) M ot
donde temos que
. Ouy
Jim g =0
como afirmamos. O

Utilizando o resultado anterior, podemos mostrar que a solucao global u converge
para uma aplicacao harmonica livremente homotoépica a aplicacao f, dada como condigao
inicial.

Proposicao 4.8. Sejam (M, g) e (N,h) variedades Riemannianas compactas, com N
além disto de curvatura nao-positiva Ky < 0. Dada uma condigao inicial f € C*T* (M, N),
seja u : M x [0,00) — N a solu¢ao global para o problema (4.46). Entao, eziste uma
sequéncia {t;} €R com t; — 00, tal que a sequéncia de aplicagoes {u(-,t;)} converge para

uma aplica¢ao harmonica us, € C°(N, N), a qual € livremente homotdpica a f.

Demonstragao: Da hipdtese de N possuir curvatura nao-positiva Ky < 0, temos pela
proposicao (4.7), que as familias de aplicagdes

) PR L)

sao subconjuntos uniformemente limitados dos espagos de aplicagoes C*T*(M, N) e C*(M, N).

Assim, por Arzela-Ascoli, temos que existe uma sequéncia t; — oo e aplicagoes
Uoo EC?TY(M,N) e Oy €C*(M, N)

tais que as sequéncias

OIS A I

convergem uniformemente para e, € Qi quando t; — oco. Como porém para cada t;

tem-se que

ou
E('? ti) = T(u('v tl))
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temos entao que
Optloo = T(Uoo)-

Por outro lado, pelo lema (4.47) acima, temos que

. Ou
Oy = tiling E(.’ti) =0.

Donde temos que
T(Ueo) = 0.

Como além disto u., € C*T*(M, N), temos pelo teorema (5.17) de regularidade de aplicacoes

harménicas, que uy, € C®°(M, N), donde temos que u,, é uma aplicacdo harménica.

Resta entao mostrar que u, ¢ livcemente homotépica a f. De fato, como a sequéncia
{uy,} converge uniformemente para aplicacdo u.,, podemos entao pela compacidade da
variedade N, tomar um ¢; suficientemente grande, de forma que u(z,t;) e u () pertengam
a mesma vizinhanca coordenada. Com M também é compacta, podemos entao construir

uma uma homotopia livre entre u;, € un.

Também, sendo u continua em ¢, temos pois que f = wug e uy, sao livremente ho-

motopicas, o que mostra que f e uy sao livremente homotépicas. O

Lema 4.2. Sejam M e N wvariedades diferencidveis compactas. Entdo, toda aplicagcao

continua f€C°(M, N) € livremente homotdpica a uma aplicagio g€ C™(M, N).

Uma demonstragao deste fato pode ser encontrada em ([11]).

Com este 1iltimo resultado, podemos concluir a demonstracao do teorema (4.2).

Teorema 4.7 (Eells e Sampson). Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas com-
pactas, sendo N além disto de curvatura nao-positiva. Entao, para qualquer aplicacao
continua f : M — N, emiste uma aplicagao harmonica us : M — N livremente ho-

motopica a f.

Demonstragao: Pelo lema (4.2), temos que f € C°(M, N) ¢ livremente homotépica a
uma aplicacio feC®(M, N ), portanto, aplicando o teorema (5.82) a f, concluimos que
f é livremente homotdpica a uma aplicacao harmonica, e portanto, f também o é, o que

conclui o resultado. ]
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Capitulo 5

Comentarios Finais

Sobre a Eficiéncia do Método do Fluxo do Calor

Provada a existéncia de aplica¢oes harmonicas (sob as condi¢oes postas), uma pergunta

natural seria: Esta é unica?

Obviamente que no caso em que tal aplicacao harmonica for constante, nao se tem uni-
cidade. Também no caso em que a aplicagao harmonica obtida for uma geodésica fechada,
nao se tem unicidade. Porém, como mostra o proximo resultado devido a Hartman, a
menos deste casos, pode-se afirmar a unicidade de tais aplicagoes. Ou seja, a menos dos

casos supracitados, temos unicidade das solucoes do teorema de Eells e Sampson.

Teorema 5.1. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas, com N além

disto de curvatura nao positiva. Entdo temos que:

(1) Sejam ug,uy € C°(M,N) aplicagoes harmonicas livremente homotdpicas. Entao,
existe uma homotopia livre u : M x [0,1] — N entre ug e uy, tal que cada aplicagao
da familia {us| s € [0,1]} € C*(M,N) seja uma aplicagio harmonica. Ou seja,
o congunto das aplicagoes harmonicas livremente homotdpicas a ug € um conjunto

conexro.

(2) Se N é de curvatura negativa (i.e KY < 0), entdo, temos a unicidade de aplicagoes

harménicas no sequinte sentido. Se ug,us € C°(M, N) sao aplicagoes harmonicas
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livremente homotopicas, entdo, ug = uy exceto para os casos (i) e (i) abaizo:

(1) ug € uma aplicagdo constante. Neste caso, apesar de nao necessariamente se
ter ug = uq, porém, ainda sim temos que uy também € uma aplicacao constante.

(11) A imagem ug(M) de M porug € uma geodésica fechada . Neste caso, apesar
de ndao necessariamente ter-mos ug = uy, porém, ainda sim, temos que ui(M) =~
e além disto, para cada x € M temos que uy(x) pode ser obtido de ug(x) por um

movimento constante ao longo de v e no mesmo sentido.

Uma demontracao deste resultado, pode ser encontrada em [18].

Sobre as Hip6teses do Teorema de Eells e Sampson

A compacidade de N é Necessaria

Seja M a superficie de revolugao obtida girando uma funcgao positiva estritamente
decrescente v = v(u), em torno do eixo u; seja ¢ o angulo de revolugao. Tomando entao
uma aplicacao do circulo unitario f : S* — M parametrizada pelo angulo central #, entao

neste caso, a equacdo do calor assume a seguinte forma
ou  Ju N V' o\’ o 0\ ?
o 0 TP \a0) T4 () \ o0

o0 P v [Ou\ (00
o %*2;(%) (%)

ou
Logo, se f satisfaz as condigoes iniciais 0 = 0, = 6 quando t = 0, entao 0 mesmo
ocorre com a solucao f; para os demais valores de t. Assim, se tomar-mos v(u) = 1+e™%,
. I+e" .
entao, R%IQ = T < 0, e portanto a equacgao do calor assume a forma
Ou  1+e"
ot 1+ex’

Assim, temos que " +u—2log(e“+1) = t+const.; em particular, u — oo quando t — oo.

Assim, vemos que M nao possui geodésicas fechadas, e portanto para este caso, temos
que qualquer aplicacao continua, que nao esteja na classe tivial de homotopia, nao pode

ser livremente homotdpica a nenhuma aplicacao harmonica.
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Implicacoes do Teorema de Eells e Sampson

Utilizando dos contetidos apresentados anteriormente, bem como de alguns outros que
sao classicos em EDP (ver apéndice), podemos obter alguns fatos importantes a respeito

das aplicagoes harmonicas entre variedades Riemannianas.

Nosso préximo resultado por exemplo, pode ser utilizado (o que de fato faremos na
sequéncia), para mostrar como as propriedades das variedades em questdo, tal é o caso
da curvatura, podem ser utilizadas para se estudar as aplicacoes harmonicas entre estas

variedades.

Proposicao 5.1. Sejam (M,g) e (N, h) variedades Riemannianas de dimensdes m e
n respectivamente. Entao, para toda aplicacao harmonica ¢ : M — N, temos que a

densidade de energia e(¢) de ¢ € tal que:

Ae(¢) = |V¢|* + Q(do), (5.1)

para Q(d¢) dada por

@<d¢>=2<d¢ (ZRw cirej)e ) d¢<ez>> > (RV(do(es), do(e;))dg(e;), do(es))

i=1 j=1 ij=1

onde RicM™ e RN sao respectivamente o tensor de Ricci de M e o tensor curvatura de N

e {e;} € uma base ortonormal de T,M para cadap € M.

Demonstracao: Seja F'= {u;}4e;: I x M — N uma variacao diferencidvel de ¢, tal
que além disto, u;(x) = u(t, ) satisfaca a equagao parabdlica das aplicagoes harmonicas.
Tomando um referencial (local) geodésico (e;) em uma vizinhanga de p € M, temos entao

que

h (dui(ej), dui(e;)) .

l\DI»—

=Ly
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Assim temos que

Oe(uy)
ot

I
NE

h (V(%)dut(ej)a dut<€j)>

1

1 h <Vejdut (%) ,dut<€j))

ou
h (Ve]. a_tt’ dut(ej)) ,

<.
Il

I
NE

<.
I

I

1

j
onde na segunda igualdade, utilizamos a proposigao (2.1), que juntamente com Schwarz,
implica neste caso na simetria das derivadas tomadas. Como por hipdtese u satifaz a
equacao parabdlica das aplicagoes harmonicas, temos que

aut
_— = u
g~ T
e portanto

Oe(uy)
ot

WE

h (Ve 7(w), dug(ey)) .

.
Il

Sendo ¢ = uy harmoénica, temos que 7(ug) = 7(¢) = 0, logo

Oe(uy)

Assim, pela formula de Weitzenbock para e(u;) (ver proposigao (4.1-(2)), temos que

Ae(g) = |Vdol"+3 <d¢ (Z Ric (e, ej)ej) 7d¢<ez->>

= > (RY(do(e), do(e;))dd(e;), db(er)

Utilizando entao desta tltima proposicao, podemos provar o proximo resultado.

Proposicao 5.2. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas, onde M é compacta
com Ric™ >0 e N € de curvatura nao-positiva (i.e. K™ <0). Entdo, para toda aplicagdo

harmonica uw : M — N temos que:

(1) u é totalmente geodésica, isto é, Vdu = 0.
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(2) A densidade de energia e(u) de u é constante.

(3) Se o tensor de Ricci de M € positivo definido, isto é, Ric™(z) > 0 em um ponto

x € M, entao u € constante.

(4) Se N ¢ de curvatura negativa K~ < 0, entdo, ou u € uma aplicagio constante, ou

sua 1magem € uma geodésica fechada de N.

Demonstracao: (1) Pelo teorema de Green, temos que

/M Ae(u)dp, = 0.

Assim, pela expressao (5.1) da proposigao anterior, temos que

/ i”: IVul® + Q(du)duy = 0.
M =1

Sendo ambos os termos do integrando anterior nao-negativos (pois por hipétese Ric™ (x) >
0e KV <0), concluimos que Vdu = 0 e Q(du) = 0.

(2) Sendo RicM(x) > 0 e KV < 0, temos pela proposicao (5.1) que Ve(u) > 0, ou seja,
que e(u) é uma fungao subharménica. Como M é compacta, temos pelo teorema (3.7)
que e(u) é constante.

(3) Como pelo item anterior Q(du) = 0, temos entao que

Z <du (Z RicM (e, ej)ej) ,du(ei)> =0.

i=1 j=1
Assim, se RicM(x) > 0 para algum x € M, entdo du(xr) = 0, donde e(u)(z) =. Como
pelo item anterior e(u) é constante, concluimos que e(u) = 0.

(4) Como Q(du) = 0, entdo, para toda base ortonormal {e;} do espago tangente 7, M em

x € M, temos que
(RN (du(e;), dule;))dule;), du(e;)) =0, 1<i,j<m.

Por outro lado, se N é de curvatura negativa (i.e KV < 0), entdo, para todo subespaco
bidimensional o C T, M de T,,M, temos que sua curvatura seccional K (o) < 0 é negativa.

Donde neste caso, devemos ter que du(e;) e du(e;) sdo sempre linearmente dependente
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(ndo podem gerar um subespago de bidimensional). E portanto, neste caso, em cada

x € M devemos ter que
dim du, (T, M) <1,

Se dim du, (T, M) = 0, entdo u é constante. Se por outro lado, dim du,(T,M) = 1, entao,
w(M) C N é uma curva de N. Como além disto, u é totalmente geodésica, entao, nesta
situagao, afirmamos que u(M) é uma geodésica fechada de N. Com efeito, tomando uma
geodésica fechada em M (cuja existéncia é assegurada pelo teorema de Cartan (4.1), uma
vez que M é compacta), entao devemos ter que a imagem desta geodésica fechada por
u é também uma geodésica fechada de N, pois u é totalmente geodésica e portanto leva

geodésicas em geodésicas, isto entao confirma o afirmado e encerra a demonstragao. [
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Apeéendice

Medidas Riemannianas

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana de dimensao m. Mostremos que é possivel
introduzir-se uma nocao de medida nesta. Denotemos por Cy(M), o espago das fungoes
reais com suporte compacto em (M, g). Podemos definir uma métrica em Cy(M ), tomando

£l :== sup{|f(p)|;p €M}. Posto isto, podemos passar as definigoes.

Definicao: : Seja V' : Cy(M) — R um funcional linear. Dizemos que V' é uma medida

de Radon em M, se para todo compacto K C M, existir um a; > 0, tal que

V(NI < axllf] f e Co(M), suppf C K.

Tal medida é dita positiva, se V(f) > 0, para toda f > 0. Caso M seja compacta, temos

que Co(M) = C(M) (espago das fungoes reais e continuas em M) é um espaco de Banach
com a norma definida acima. Neste caso, uma medida de Radon em M, nada mais é que

um funcional linear limitado em C(M).

Dados uma estrutura diferencidvel {U,,x,} de M, e uma particdo d unidade {p,}

subordinada a cobertura {z,(U,)}. Para cada f € Cy(M) definimos

pe(f) == Z/U (pa - f- det(g?j)) oxy dxl, ... dr}

onde (giaj), ¢ a matriz consistindo das componentes de g, com respeito ao sistema local de

coordenadas (z,). A integral do lado direito, representa a integral de Lebesgue de fungoes
continuas com suporte compacto, definidas em subconjuntos U, de R™. Observemos que

a soma dada acima, é na verdade finita, pois por hipdtese supp f é compacto.
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Mostremos que a definicao dada, nao depende da particular escolha da estrutura difer-
enciavel {U,, z,}. Com efeito, seja {Vj3,ys}, uma outra estrutura diferencidvel e {73} a

particdo da unidade subordinada a {yg(Vj3)}. Neste caso temos que

\det(g))(p) = Jy/det(g%)(p) P € za(Ua) Nys(Vs)

) = det(dx' o dyg)(yﬂ_l). Portanto, denotando por W5 = 2,(Us) N

7]

J

onde J = det BIZ
’y.

ys(V3), temos que

Z/ (Tﬂ'f‘ det(gfj))Oyﬁdyé,---,dyg"‘
g Ve

= Z/ (Tﬁ‘Pa'f' det(g§)> o ysdyg, ..., dyF
_1(Waﬁ)

aB VYs
_ Z/ (Tﬁ'pa'f' det(gf‘j))oy@'(]dyéw--»dy%n
ap ygl(Waﬁ)

(Pela férmula de mudanga de varidveis para integrais em R"™)
— Z/ (Tﬁ'pa'f- det(g%)>oxa-Jd:c;,...,dxg”
25" (Wap)

_ Z/Ua <pa.f. dd(g%))oxa-Jd:Bi,...,d:Egb.

Podemos ver ainda que 1, ¢ uma medida de Radon positiva em M, a qual é chamada de

medida padrdo induzida pela métrica g em M. Denotamos py(f) por [y, fdpug, a qual é

dita ser a integral de f sobre M.

Pode-se mostrar ainda, que sao validos os seguintes resultados

Teorema 5.2 (Divergéncia). Seja X € I'(T'M) um campo de vetores com suporte com-

pacto na variedade Riemanniana (M, g). Entdo
/ div(X)dp, = 0.
M

De uso frequénte neste texto sera o seguinte resultado, o qual é uma implicacao ime-

diata do teorema anterior
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Corolario 5.1. Seja (M,g) wma variedade Riemanniana compacta. Entao para todo

X e I'(T'M) temos

/ div(X)dp, = 0.
M

Nao daremos a demonstracao destes fatos, ao leitor interessado sugerimos [34], onde

é feita uma exposicao dos conteiidos das medidas Riemannianas.

Resultados Gerais de EDP

Neste capitulo faremos uma breve revisao de alguns resultados de EDP utilizados
no restante do texto. Tais resultados sao em sua grande maioria bem classicos, sendo
portanto esperados serem do conhecimento da maioria dos leitores. Assim, para um leitor
que tenha algum conhecimento a respeito do assunto, ou mesmo que nao o tenha e nao
esteja interessado no momento nestes, recomendamos que avance para o proximo capitulo,
retornando ao atual somente para conferir algum dos resultados utilizados adiante, caso

julgue necessario.

Como dissemos, nossa intensao ¢ apenas fazer um apanhado geral da teoria de EDP
utilizada durante o texto. Desta forma, os tépicos tratados, serao abordados de forma
sucinta, muitas vezes sem serem demonstrados. De qualquer forma, fontes serao citadas
para que o leitor interessado possa consultar afim de obter maiores informacoes a respeito

dos tépicos expostos.

Nosso objetivo principal aqui, serd obter as estimativas de Schauder para as solucoes
das EDPs lineares elipticas e parabdlicas (a serem definidas), as quais sao imprescindiveis
ao estudo da existéncia e regularidade das solugoes de tais EDPs. Em ambos os casos
(eliptico e parabdlico), nosso ponto de partida serdo os casos mais simples (respectiva-
mente equacao de Poisson e do calor), estendendo posteriormente os resultados obtidos

a0s casos mais gerais.

Ao final, mostraremos como os resultados obtidos (para espagos reais) podem ser esten-

didos para o caso em que as aplicagoes em questao forem entre variedades Riemannianas,
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tratando de alguns destes resultados nesta situacao especifica, tal é o caso do teorema
de regularidade das aplicagoes harmonicas e do principio do maximo para a equacao do
calor. Aproveitamos a oportunidade para demonstrar também alguns resultados que serao

utilizados no préximo capitulo.

EDPs Lineares Elipticas

Nesta secao, abordaremos as EDPs lineares elipticas de segunda ordem. Nossa es-
tratégia serd de inicio supor a existéncia de solugdes (com a regularidade pretendida)
para as equacoes dadas, e obter entao estimativas para estas. Em seguida, utilizando
das estimativas obtidas, que sao neste caso chamadas de estimativas a priori, passamos a

estudar a existéncia e regularidade de tais solucoes.

No que se segue, revisaremos alguns resultados a respeito das solucoes da equacao de
Laplace, a qual como dissemos, é o prototipo mais simples das EDPs lineares elipticas de
segunda ordem. A maioria dos resultados expostos nesta secao podem ser encontrados

em [16].

Equacao de Laplace

Por questao de comodidade, durante todo este topico, utilizaremos como dominio de
nossas funcoes, uma regiao 2 C R", a qual é aberta, conexa e com fronteira de classe no

minimo C'. Nos tdpicos subsequéntes utilizaremos conjuntos menos restritos.

Seja u € C?(2) uma fungao. Entdo, o Laplaciano de u, o qual denotamos Au, é

definido por

Au = Z Djiu = div(Du).

i=1

Utilizando deste, definimos a equacao
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chamada de equacao de Laplace. Tal equacao, admite como solucao a funcao

ey, n>2
Dw—y) =Tlo —yl) = "®

%log|x—y|, n=2

onde w,, é o volume da bola unitaria de R™. Tal funcao é chamada de solucdo fundamental

da equacao de Laplace.

A partir da solucao fundamental, podemo obter as formula de representacdao de Green:

u(y) = /89 (u‘;—S@ —y)—T(z— y)%) ds +/QF(33 —yAude, yeQ  (5.2)

para toda u € C?(Q).

Utilizando desta formula, bem como das férmulas de Green, podemos resolver o prob-

lema de Dirichlet para bolas, como mostra o teorema:

Teorema 5.3. Seja B = B(0,R) e ¢ uma fun¢ao continua em OB. Entao a fungao
definida por

R2—|z|? )
) _ anR‘ faB \x—(z)|" dSy reb

o(z), x € 0B

u(z

pertence a C%(B) N C°(B) e satisfaz a equagio Au =0 em B.

Operadores Diferenciais Lineares Elipticos

Seja € um dominio conexo e limitado de R"(n > 2). Consideremos o operador

diferencial linear eliptico L em §2
Lu:Zal] Dwu%—Zb )Diu+c(z)u  a;; = aj
ij=1
para u € C?(Q) N C(Q). L é dito ser eliptico em um ponto x € Q, se os coeficientes da

matriz [a;;(x)] sdo positivos, ou seja, se

0 < A |€|<Z% (2)6& < Al@) ¢ £ eR*—{0}.

i,7=1

onde A(x) e A(z), s@o respectivamente o menor e o maior autovalor de [a;;(x)].
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Durante todo este capitulo, assumiremos que os coeficientes a;;, b; e ¢, sao no minimo
continuos, donde limitados em 2. Neste caso, L ¢é dito ser uniformemente eliptico em §2

se:

n

D ai(@)&E = MNP zeQ e LeR"—{0}

,j=1

onde A\ é uma constante positiva.

Uma propriedade importane dos operadores lineares elipticos de segunda ordem, é que
suas solugoes, assim como as solugoes do operador de Laplace, satisfazem o principio do
maximo. Esta importante caracteristica, possibilita que se estude de forma mais simples
este tipo de operadores, pois entre outras coisas, esta propriedade permite estimar mais

facilmente as solucoes dos mesmos, tal por exemplo é o caso do resultado abaixo.

Proposicao 5.3 (Estimativas a priori). Seja u € C%*(Q) N C(Q) uma solugdo para o

problema

Lu=f em €1
u = ¢, em Of)

com feC(2) epeC(ON). Sec(x) <0, entdo
lu(z)| < max || + C’mgx \f|  para todo x € )

onde C' € uma constante positiva dependente somente de X\, A e do diam(£2).

Holder Continuidade

Neste tépico, introduziremos a classe das fungoes Holder continuas, as quais como
veremos, sao muito convenientes para o tipo de estudo que faremos neste texto, tal por

exemplo é o caso da regulariddade das solucoes dos operadores diferenciais.

Definigao 5.1. Seja f : Q2 — R, 20 € Qe a € (0,1). Entao f é dita ser Holder continua

€m Io CcoIn expoente  Se

_ |[f(x) = f(o)]
[f]a;a:o == xe?}l\lgo} W < Q. (55)
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Se (5.5) ocorre para o = 1, entao f é dita ser Lipschitz continua em .

Tal definicao pode ser estendida a todo conjunto (2. Para isto, definimos a seminorma

Holder (de expoente «) por

_ [f(z) — f(y)]
[flaso = sze% ST (5.6)

Caso tal valor seja finito, f é dita ser uniformemente Holder continua com expoente
em (). Caso f seja uniformemente Holder continua com expoente o em cada subconjunto

compacto de €2, entao f é dita ser localmente Holder continua com expoente o em ().

Definimos os espacos Hoélder C*(Q) (resp. C*+%(Q)), como sendo os espacos das
fungdes f € C*¥(Q) (resp. f € C*(Q)), cujas k-ésimas derivadas parciais sdo uniforme-
mente Holder continuas (resp. localmente Holder continuas). Definimos também o espago
CE(Q), que é formado pelas fungdes de C*+%(Q) que possuem suporte compacto em

(i.e supp f CC Q).

Definimos também as seminormas

[ulcrq) = sup sup!Dﬁu| , k=0,1,2,... (5.7)
Bi=k ©
[U]Ck-m(g) = Sup [Dﬁu]a;ﬂ-
|8|=k

A partir das quais definimos as normas nos respectivos espacos C*(Q) e C*+%(Q), tais

que
k
||U||ck(9) = Z[U]Cj(ﬁ) (5-8)
7=0
[ullciray = lullerq) + [Wlorta):-

Podemos ainda definir outras normas nos espagos C*(Q) e C**(Q), as quais serao tteis

no que se segue. Seja €2 limitado, com diam €2 = d, definimos

k

HUHck(Q) = Zdj[u]cj(ﬁ) (5.9)
j=0

||U||ck+a(ﬂ) = ”U”ck(ﬂ)+dk+a[u]0’“+a(9)‘

Pode-se mostrar que com as normas definidas em (5.9) e (5.10), C*(Q) e C**%(Q) sao

espacos de Banach.
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Podemos definir mais algumas normas em C*(Q) e C*T%(Q), as quais serdo bas-
tante convenientes para o que se segue. Dados z,y € Q, seja d, = dist(x,00), d,, =

min(d;, d,) e o € R, definimos as seguintes seminormas

W]ty = sup d [D7u(z)], [W]gisa(qy = sup dg™ a , (5.10)
zEQ z,y€eN |.ZU — y|
|Bl=k |Bl=k
_ B
) _ ko | 1B @ ftato D u(r) — D ul(y)
[u]ck(Q) = ilelg d; ‘D u(:c)| e [U]Ck+a(9) = xSLlE% d, iz —g°
|Bl=k |Bl=k

A partir das quais definimos as normas nos respectivos espacos C*(Q) e C*+%(Q), tais
que

k

HUH*ck(Q) = Z[U]E]’(Q)a HuHZ'k‘W(Q) = HUH*ck(Q) + [U]*ckw(ﬂ)’ (5.11)
=0
k

lullhy = D [WTay e el gy = 1l gy + (e g
7=0

De posse destas novas defini¢oes, podemos apresentar o préximo teorema, o qual nos

sera util na sequéncia.

Teorema 5.4. Seja Q um aberto de R™ e f € C*(Q2). Suponhamos que u € C*(Q) e que

u satisfaga a equag¢ao Au = f. Entao, ezxiste C' = C(n,«) tal que
* 2
lulli ey < € (oo + 1182 ) - (5.12)

Ressaltemos que este ultimos resultado, é de extrema importancia ao estudo das
solugoes da equacao de Poisson, pois este nos fornece limitagoes para as derivadas Du
e D%u, e para os coeficientes Holder de D?u em subconjuntos compactos de €2, o que nos
possibilita utilizar argumentos de compacidade para tais solugoes, sendo uma de suas im-
plicacoes diretas, a equicontinuidade das derivadas primeiras e segundas em subcojuntos

compactos de €2, de qualquer conjunto de solucoes da equagao de Poisson.

Estimativas de Schauder

Neste tépico, apresentaremos algumas estimativas para as solucoes dos operadores li-

neares elipticos de segunda ordem com coeficientes Holder continuos, as quais possibilitam
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que utilizemos argumentos de compacidade (ver comentério apés o teorema (5.4)), que

sao essenciais para teoria de existéncia e regularidade de solucoes.

Na realidade, o que faremos aqui é basicamente estender os resultados obtidos na secao
anterior (para as solugoes da equagao de Poisson), para as equagoes elipticas de segunda
ordem. Assim, iniciamos apresentando tal extensao para o caso mais simples das equacoes

lineares elipticas de segunda ordem com coeficientes constantes.

Lema 5.1. Consideremos a equag¢ao
ij=1
onde [A;;| € uma matriz constante tal que
MEP <Y A&t < AJEP,  VEER™
ij=1
para constantes positivas X\, A. Suponhamos que u € C?*(Q) satisfaca a equagio Lou = f,

onde Q é um aberto de R™ e f € C*(Q). Entao, existe C = C(n,a, A\, \) tal que

* 2
lullzasaey < € (lulloogey + 1715 0)) - (5.14)

A demonstracao deste resultado segue direto do teorema (5.4), fazendo-se o uso de

mudancas de coordenadas convenientes, a qual leva A em Lg .

Utilizando entao o resultado acima, podemos obter as estimativas de Schauder para
as solucoes da equagao Lu = f. De fato, nosso objetivo principal é apresentar estimativas

para a norma |[ul| sz q () de tais solugdes.

Para facilitar esta tarefa, é comum utilizar-se as seguintes desigualdades de inter-

polacao.

Lema 5.2. Seja Q) um aberto de R" e 0 < o, 0 < 3 tais que j + 3 < k + «, para
4, k=0,1,2,...,. Suponhamos que u € C***(Q), entdo, para todo € > 0 dado, temos que

existe uma constante C = C'(e, j, k) tal que

IN

[u]*CHB(Q) ¢ HUHCO(Q) + E[U]ka(m (5.15)

A

[ullgsiogy < Cllullcog + €llullfrrag -
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Para o nosso proximo resultado precisaremos do seguinte lema:

Lema 5.3. Sejam f,g € C*(Q) onde Q2 € um aberto de R"™. Entdo, para todos o +1 > 0

temos que
o+T1 o T
1 allay < NI 0 19llE2 g - (5.16)

Este fato pode ser facilmente verificado a partir das defini¢oes feitas em (5.10).

Mediante tais consideragoes, é possivel estabelecer-se as seguintes estimativas de Schauder.

Teorema 5.5. Seja Q um aberto de R™, e u € C***(Q) uma solugdo limitada em Q da
equacao

n

Lu = Z aijDiju + i biDiu+ cu = f,
i=1

ij=1 —
onde f € CY(Q) e existem constantes positiva X\, \, tais que para todo z € Q e £ € R" os
coeficientes do operador L satisfacam
2 0 1 2
> iy 2 AP e llaglloay s Iillexoy llelca <A, (5.17)
ij=1

Entao, temos que existe C' = C(n,a, A\, ) tal que
. 2
luleraey < € (Iulleogay + 171520 ) - (5.18)

Salientemos novamente, que estimativas como as que acabamos de apresentar, sao

essenciais a teoria de existéncia e regularidade de solucoes como a aqui descritas.

Uma situcao que ilustra bem a forca deste tipo de estimativa, é o caso em que as
mesmas sao utilizadas para se demonstrar a equicontinuidade das derivadas de ordem até
dois, dos conjuntos de solugoes da equacao Lu = f, donde se pode obter resultados a
respeito da convergéncia das mesmas em subconjuntos compactos de 2. Para este tipo
de aplicacao do teorema anterior, é mais coveniente que utilizemos uma outra formulacao

(porém equivalente) do mesmo, a qual é apresentada no préximo resultado.

Corolario 5.2. Seja 2 um dominio limitado de R™, no qual L satisfaca as condigoes do

teorema (5.5) e que seus coeficientes estejam em C*(S). Suponhamos que u € C*T*(Q)
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satisfaca a equacio Lu = f em Q. Entdo, para todo Q' CC Q, com dist(Q,00) >
eziste C' dependente somente de n, «, A\, do diametro de Q0 e das normas C%(Q) dos

coeficientes de L, tal que

A 1Dullcoer + 0 [| D% gy, + 1D cier) < € (Nilloogey + 1 lcagey) - (5:19)

Sumariando tudo que foi dito acima com respeito as estimativas de Schauder para as
solugoes de EDPs lineares elipticas, podemos entao apresentar nosso proximo resultado,

qual trata do caso mais simples, onde nosso dominio €2 = B uma bola.
Dados 7> 0e 0 < a < 0, seja B(0,7) = {x € R"; |z| < r}. Suponhamos que
v, de CYB(0,r), 1<i,j<mn,

e que

Algf <Z ()& < AJ¢]

3,j=1

onde as constantes acima sao tais que 0 < A < A < oo, x € B(0,r) e £ € R™. Considere-

mos o operador diferencial parcial linear eliptico

L= Z 83: 8353 * Z ’ (x)aa:, +d(@),

1,7=1 i=1

temos entao o seguinte resultado

Teorema 5.6. Seja f € C*(B(0,7)). Seu € C*(B(0,r)) € solu¢io da equacio

entao, u € C***(B(0,7)) e

IA

¢ (\f‘Lw(B(o,r)) + ‘u’LOO(B(O,r)))

|“|C2+a(3(o,r/z)) < C<|f|C°‘(B(O,r))+|U’|L°°(B(O,T’))>

‘u|CI+Q(B(0,r/2))

onde C, € uma constante dependente somente de n, a, A/, ‘aij|CQ(B(0,r)) , |b"|Ca(B(07T)) Nl a0y

Por hora, interromperemos o estudo das estimativas das solucoes da equacao Lu = f,
para apresentar alguns resultados de existéncia de solugao para a mesma, o que faremos
no préoximo topico. Posteriormente, retomaremos o estudo aqui feito, apresentando alguns

resultados que utilizam tais estimativas para estudar a regularidade das solucoes obtidas.
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Existéncia de Solugoes

Neste topico, trataremos da existéncia de solugoes para o problema de Dirichlet da
equacgao Lu = f, para dominios e condi¢oes de bordo suficientemente suaves. Na verdade,
o que faremos aqui, é como ja dissemos, somente apresentar um esboco de um possivel
caminho a ser seguido para se chegar ao resultado pretendido, apresentando os resultados
utilizados e qual o motivo de sua utilizagao. Uma versao completa do que trataremos

pode ser encontrada em [16].

Nos casos aqui apresentados, nos restringiremos a situcao em que ¢ < 0, o que para
nossos propositos sao suficientes, uma vez que para os demais casos (i.e ¢ > 0), pode-se

mostrar através de exemplos, que o problema proposto, em geral nao admite solucao.

Teorema 5.7. Seja Q um dominio C*T* de R™, L um operador estritamente eliptico em
Q cujos coeficientes sio C*(Q) e tal que ¢ < 0. Logo, se o problema de Dirichlet para
equagdo de Poisson, Au = f em Q, u = ¢ em 09, tem uma solu¢do C*+*(Q) para toda

feC¥) e p e C**(Q), entdo o problema
Lu=f emQ, wu=¢ em 09, (5.20)

também admite uma (inica) solugao C***(Q) para toda f e ¢.

Um resultado relacionado com ao dado acima é o que se segue.

Lema 5.4. Seja B uma bola em R™ e ¢ € C°(OB). Logo, se L satisfaz as condigoes do

teorema (5.7) em B, e f € C*()), entao o problema de Dirichlet, Lu = f em Q, u = ¢
em OB, tem uma (inica) solugio C***(B) N C°(B).

Regularidade das Solucgoes

Neste topico, analisaremos como a regularidade da funcao f e dos coeficientes do
operador L, influenciam na regularidade das solucoes da equacao Lu = f. Enfatizamos
que tal andalise é feita utilizando as estimativas de Schauder para tais solucoes, mostradas

anteriormente.
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Isto contrasta com o que viemos fazendo até o presente momento, pois até entao,
sempre tinhamos por hip6tese que tanto f quanto os coeficientes de L eram C'“(£2), e que

as solugoes da equagao apresentada eram C*T(()).

De inicio, veremos que na situacao acima, onde f e os coeficientes de L sao C'*(£2),
é suficiente supor que as solucoes da equagao Lu = f, sejam somente C?(2), pois neste

caso, estas sao automaticamente C?T*(£2), como mostra o préximo resultado.

Lema 5.5. Seja Q um conjunto aberto de R™, L um operador eliptico cujos coeficientes
sio C*(Q) e f € CQ). Suponhamos que u € C*(Q) seja uma solugio da equagio
Lu = f. Entao, u € C*™(Q).

Ressaltemos, que em momento algum da demonstracao do resultado anterior, é feita

qualquer retricao ao sinal de ¢, o mesmo ocorrendo para os demais resultados deste tépico.

Utilizando o lema anterior, bem como as estimativas de Schauder, pode-se apresentar

situagoes de regularidades maiores para as solugoes da equacao Lu = f.

Teorema 5.8. Seja Q um conjunto aberto de R™, f € C***(Q) e L um operador linear
eliptico cujos coeficientes sao C*T*(Q). Suponhamos que u € C?*(Q) seja uma solu¢ao da
equacdo Lu = f. Entdao, u € C***(Q). E se f e o0s coeficientes de L sio C*(Q), entdo
ue C™(Q).

EDPs Lineares Parabdlicas

Neste topico, basicamente nos restringiremos a demosntrar as estimativas de Schauder
para as solucoes das EDPs lineares parabdlicas. Alguns outros resultados que serao uti-
lizados no restante do texto, tal é o caso da solucao fundamental da equagao do calor,
serao simplesmente enunciados. Também nao serao feitas grandes consideracoes a re-
speito da existéncia e regularidade das solucoes das EDPs lineares parabodlicas, pois além
de serem resultados um tanto classicos, o processo de demonstragao dos mesmos seguem
nas linhas do que sugerimos na secao anterior para o caso eliptico. De qualquer forma,

algumas fontes sobre o assunto serao sugeridas.
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Equacao do calor

Seja Q@ C R™ um aberto e (0,7") C RU {oo}. Denotemos
Qr =Qx(0,7T) e 9= (2 x{0})U (092 x (0,1)).

0f) é chamada de fronteira reduzida de €2r. Definimos um operador L chamado de oper-
ador do calor, agindo no conjunto das funcoes C*1(Qr), isto é, no conjunto das funcoes
u:Qx(0,T) — R, onde para cada t € (0,T) temos que u(z,t) € C*(Q) e para cada
x € 2, temos que u(z,t) € C*((0,7)), tal que

0
Lu=A-—. (5.21)

O caso particular (homogéneo)
L=0 (5.22)
é chamada de equacao do calor.

Dada uma aplicagao f € C°(9Q7) podemos considerar o problema de valor inicial

u(z,t) = Agu(z, t)  (z,t) € Qp

(5.23)
u(z,t) = f(x,t)  (z,t) € 00r
Dados z, y € R", t, ty € R, t # ty definimos o nicleo do calor em (y,ty) como
1 — |z —y[’
K($,y,t,t0) = (524)

€ .
(47 |t — to)™? At —to)

Pode ser mostrado, que o nicleo do calor é uma solugao para a equagao (5.22). Como
veremos na sequeéncia, o nucleo do calor K é tao importante para equacao do calor, quanto

a solucao fundamental I' o é para a equacao de Laplace.

Para a situacao em que ty = 0, temos que
2
1 —lz—y
(47t)"/? 4t

chamada de solucdo fundamental da equacao do calor. Tal funcao ¢ C? em x € R" e

H(z,y,t) = K(x,y,t,0) = (5.25)

C' em t € (0,T). Também, dada uma funcao f continua e limitada em R", temos que a

convolugao

u(z,t) = [ H(z,y,t)f(y)dy

R
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é tal que u € C*°(R™ x (0,7)), u é uma solucao da equagao do calor u; = Au e

lim w(z,t) = lim H(z,y,t)f(y)dy = f(z).

t—0t t—0t Jrn

Para a solugao fundamental, temos ainda os seguintes resultados. Dados xz, y € Q2 e
t, s > 0 entao:

Z) = H(l’,y,t)dy = 17

R’I’L
it) = H(z,y,t) = H(y,z,t) (simetria).

Estimativas Schauder para EDPs Parabdlicas

Neste topico, apresentaremos as estimativas de Schauder para as solugoes de EDP’s

lineares parabdlicas.

Em geral, da mesma forma que se faz para as solugoes das EDP’s lineares elipticas,
onde tais estimativas sao derivadas de estimativas semelhantes obtidas para solugoes de
casos mais simples (no caso das EDP’s lineares elipticas, isto é feito para a solugao fun-
damental da equagao de Poisson), também para o caso parabdlico, é comum se obter tais
estimativas por um processo semelhante, estima-se a principio a solucao fundamental da
equacao do calor, e com isto estimam-se as solugoes gerais, uma vez que estas podem ser
representadas por meio da solugao fundamental através de integrais. De fato, tal pro-
cesso é bem instrutivo, pois permite que se compreenda melhor o comportamento de tais
solugdes, podendo o leitor interessado consultar Friedman [14], onde é feita uma excelente

exposicao do mesmo.

Aqui no entanto, preferimos apresentar uma demonstracao uma pouco diferente deste
fato, tendo esta a vantagem de ser muito mais simples e direta que a usual, uma vez que
por exemplo, a mesma nao faz uso do conceito de solugao fraca e desde o inicio faz uso

do conceito de continuidade Holder, que é de fato o que aqui nos interessa.

A demonstragao que apresentaremos, é devida a Brandt [1] e se baseia na continuidade
Hélder em z (com expoente «) de cada uma das derivadas D?u da solucio, tendo como

principal argumento o principio do maximo forte. Nossa estratégia aqui sera aplicar o
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principio do méximo a um operador conveniente (definido em dimensoes maiores), obtendo
assim um importante resultado que chamaremos de “Resultado Fundamental’, que é na
realidade a estimativa Schauder para este caso particular. Em seguida, utilizando tal
resultado, obteremos estimativas para “perturbacoes” do caso apresentado, e com isto

obteremos o que desejamos.

Resultado Fundamental

Durante toda esta secao, utilizaremos as seguintes notacoes. Para o dominio das nossas
fungoes utilizaremos sempre um dominio limitado €2 de R} = R x R, e para qualquer
ponto P em (2 denotaremos por T'(P) o conjunto dos pontos () no bordo de €2 que podem
ser conectados a P por um caminho simples continuo, ao longo do qual a coordenada t seja
nao-decrescente de ) para P. Os pontos @) de €2 que podem ser conectados a P (através
de caminhos com as mesmas condi¢oes anteriores) serao denotados por S(P). Como de
praxe, denotaremos por e; o vetor unitario na k-ésima direcao de RY. Utilizaremos a

seguinte métrica

|P — Q) :max{ o =29, ah — |, tP—tQ‘l/z-él\/n—i-l} (5.26)
para todo P = (2, ... 2P tF) e Q = (:r;?, 2% 19) em Q. Também, tomaremos
dp = Qeigfp) |P — Q) e dpg=min{dp,dg}. (5.27)

Para0 <a <1, 0 =0,1,2 e qualquer funcao suave u : {2 — R definimos

“Ullcory = coar) = P ‘
[d7ul| |0 ey = sup [dFu(P)] (5.28)
PeQ
u(P) — u(Q)]
AU fajoy = sUp dpif—m——t— 0 5.29
[ ]C (£2%) PO PQ ‘P _ Q’ ( )
[d7ullcaey = lld°ullcogqry + (47U caon (5.30)
lull sy = Ielloeny+ D 1Dz ullcaey+ D |2 D2u]l gu e+ [1d4° Dru]| f§31)
i=1 18=2

onde todos os supremos acima sao tomados sobre os pontos P, ) € (2 tais que P = Q+ney

para algum escalar n e inteiro k£, 1 < k < n.

Na defini¢ao anterior, bem como no restante deste capitulo, o asterisco (*) acrescentado

ao conjunto €2 (em %), tem por finalidade indicar que os pontos P e ) tomados, possuem
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a mesmo parametro t. As normas assim obtidas, sao bastante convenientes, quando se
deseja estudar a continuidade Holder na variavel x, sem se importar com a mesma em t.
Ressaltemos também, que muitas das normas e seminormas definidas na segao anterior,
como por exemplo em (5.8), (5.9), (5.10) e (5.10), serao utilizadas adiante com a restri¢ao

que acabamos de dizer, e em tais situgoes nao faremos mais este tipo de comentario.

Para cada funcao u(x,t) : R" x R — R, 5 escalar e 1 < k < n definimos

op(mu(z,t) = 5 [ulz+ner) —u(z —ney)]

NSRS NN

pe(mu(z,t) = o [ulz +nex) + u(z —neg)].-

Pela definicao dada, pode-se mostrar que

Ok [u - v] = 0k - gy + g - Oxv. (5.32)

Também, dados k = (ki, ko, k3) e y = (y1, ¥, y3) € R3, definamos o operador

o (y) = Oy (1) Oy (2) Oy (y13) (5.33)

o qual é tal que

1

S (y)u(z,t) = g{u(ﬁﬁ + Y1k, + Yo, + Y3y, t) — u(T — y1ex, + Yoer, + ysep,, t)
—u(T + Y1k, — Yok, + Y3y, ) + u(r — yr€r, — Yok, + Yser,,t)
—u(T + Y16r, + Y2k, — Y3€hs, t) + U(T — Y1k, + Yo, — Y3y, t)

+u(r + y1er, — Yok, — Ysery, 1) — u(x — Yr1€p, — Yolr, — Yseps, 1)}

No que se segue, estudaremos a equacao parabdlica

Lu = u; — Z a;j(z,t)Diju+ Z bi(z,t)Diu+ c(x, t)u = f(z,t) (5.34)
ij=1 i=1
onde os coeficiente em (5.34) sdo assumidos serem de forma que a;;(z,t) = aj(z,1),

c(x,t) <0 e existem constantes A, A >0e 0 < «a <1 tais que

1 2
lasllgagaey M0illE2 ey NellEn ey < A, (5.35)
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o operador L serd assumido ser unifomemente eliptico, isto é

n

> ai(@, 068 > Mg (x,t) €Q e £eR"—{0} (5.36)

i,j=1

e o termo nao-homogéneo sera no minimo de forma que
2
1162y < 20 (5.37)

onde na norma acima nao impomos condigoes a P e ) como em (5.30).

O principio do Maximo

Neste topico, recordaremos o principio do maximo para equagoes parabdlicas como
em (5.34). Em verdade, para as situagdes aqui tratadas, necessitaremos apenas de um
caso particular do mesmo, a saber, no caso em que L possui somente sua parte principal

e cujos coeficientes sejam independentes de x.

Teorema 5.9 (Principio do Méximo Forte). Se Lu > 0 em § e se u tem um mdximo

positivo em (2°,1°) € Q entdo u(x,t) = u(x°,t°) para todo (x,t) € S(x°,¢°).

Uma demonstracao deste resultado pode ser encontrada em Friedman ([14]) pag. 34, e

também em Evans ([10]) pag. 376.

Para o que se segue, necessitaremos de uma variacao do teorema acima, que é na

realidade uma versao um pouco mais fraca do mesmo.

Corolario 5.3. Seja ) um dominio limitado e ¢, 1 fungoes continuas no bordo deste.

Suponhamos que L) < —|L¢| e que v > |¢| em T(P) para P € §2. Entao, ¥(P) > |¢(P)|.

Seja E o cilindro em R" x R dado por

d2
E={(z ) eR" xR: [g|<d ——— _ <1<0}.
{(‘”) =1 NS }

Consideremos o operador parabdlico

n

Lou = Z Qi (ZL’, t)DZ]U — Uy (538)

i,j=1
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onde Q5 = Aji, Zn CL”@)é-zfj Z A |£|2 para todo 5 € R"— {0} e 2711:1 am(t) S C_l, onde a

ij=1

¢ uma constante positiva.
Sob tais consideragoes, podemos apresentar nosso proximo resultado.

Teorema 5.10 (Resultado Fundamental). Seja f € C*(Q2). Suponhamos que u seja uma
solugdo suave da equagdo parabdlica Lou = f(x,t) em E, entdo para todo 1 < k < n e

0 <n<d temos que

5 (n)D*u (0,0 Chq —a -
onde
) x,t
[flan = sup —l k(n)];( )|, [u]c2 () = sup sup |Dfu(m,t)|
k,n,x,t n |8|=2 (z,t)eQ
e

C, = 6(1—a?) '3V, W =A"(16e+2y/(n+1).

9%u
Oz, Oy

Demonstragao: Seja Dy = para 1 < kq, ky < n.

Nosso objetivo é mostrar que qualquer das derivadas segundas 81525‘% (0,0) (para
1 2

quaisquer 1 < ky, ko < n) satisfaz (5.39) para qualquer dire¢do eg, (k = k3) tomada. Ou

seja

|0k, (y3) D?u(0, 0)] -
(7 N

C

para 0 < y3 < d, onde C' = CoA ™' [flays + (4 + W) y3~“d™ ' u]o2(q). Para o que é suficiente
que mostremos que

10k (y3) D?u(, )|
(7

< C+g(z,t)

onde ¢(0,0) = 0. Isto é

O*u(x + Opyerys 1) 0P + dpyepy, t)
a’L“kl 8xk2 8:% 8:L’k2

‘ <ysCh

onde (', = C + g. Neste caso devemos ter

<5k1 (y1)6k2 (yQ)u(x + 5k36k37 t)) — lim (5191 <y1>5k2 (y2)u<x — 6/€367€3’ t)
YYy2 Y2

lim

y1,y2—0 y1,y2—0

)‘ <y;Cy
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para 0 < yi, y2, y3 < d, onde

1
61%‘1 (y1)5k2 (yQ)u(xv t) - Z{u(x + Y16k, + Y2y, t) - u<x — Y1€ky T Y2y, t)

+u(r — Y1, — Y2lry, t) — u(T + Y1, — Yoy, 1)}

Este ultimo fato, nos sugere que é suficiente que tenhamos
|5i§(y)u($,t)| < Y5y14202 (5.40)

para quaisquer k = (ky, ko, k3) € y = (y1,¥2,y3), onde

hm CQ = 01 = <%) [f]a,yg + (4 + W) yé_ad_l[u]ca(g) —l— g(.ﬁE, t) (541)

y1,y2—0 A

com ¢(0,0) = 0. Como uma primeira tentativa, poderiamos sugerir que Cy(x,t,y) tivesse

a forma
Co(,t,y) = Cad ™' g1(W)A [ flas + 7 g2(y)[u]c2() + 93(y)g(w, 1) (5.42)
onde
Jim gi(y) =1 e T ga(y) = y5m (4 + W), (5.43)

Seja @ o dominio em R™ x R x R? definido por

d d?
—, —lg<t<0, 0< < - to =
47 0 ’ Y } 0 4

4 vn+1

d
Q: {(xl,...’xn7t7y17y27y3); |$]| <

no qual definimos as funcoes

oz, t,y) = Gp(y)u(z,t) = Ok, (y1)0k, (yY2)Ok, (y3)ulz, t) (5.44)
F(Ia t y) = (52(y)f(l‘, t) = 5k1 (y1)5k2 (y2)5k3(y3)f($, t)' (545)

Pela definicao dada, podemos ver que

|F(2,t,9)] < [flanye em Q (5.46)
onde y. = min (y1, y2, y3)-
Também, pelo teorema do valor médio temos que

p(z,t,y)| < [ulc2@ury, em @ (5.47)
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para (k,l) = (1,2), (2,3) ou (3,1). Aplicando o operador &3(y) = 8, (y1)0k, (y2)0ks (y3) a
(5.38), obtemos que

L'¢=F em @Q (5.48)

onde L* denota o operador parabdlico

. Aem [ 2 02
L _LOJFZZ(a_gﬁ_aTgl)' (5.49)

=1

Assim, por (5.46) temos que

L7 < [Flanys. (5.50)

Nossa intensao é provar (5.40), aplicando o principio do méximo (na realidade o
coroldrio (5.3)) ao operador L*. Para isto, é necessario que h(z,t,y) = ySy1y2Cs, sat-

isfaca (5.41), com (5.42) e (5.43) ainda validas, e que além disso tenhamos

h>|¢| em 0Q (5.51)
e também

L*h < —|L*¢). (5.52)

Ou seja, h deve ser tal que

plim == = 4500 = 45 0ok flas + 45 (44 W) ™0 [ulexe) + 459 (2, £)(5.53)

com ¢(0,0) =0, tendo h a forma

h(z,t,y) = Cod " hi(Y)AN " [flaws +d  ha(y)[W]cziq) + ha(y)g(z, t) (5.54)
onde
hy (y) = ylyzy?gl(y) € hQ(y) = ylnggz(y)
e portanto
. hl(?J) . h2(y) 1
| =y | = 4+ W .
ylvllllzli’o Y1Y2 Yo © 9173111220 Y1Y2 ys(4+ W) (5.55)
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e que além disto h satisfaga (5.51) e (5.52).
Definamos as funcoes 1, w e v em (), da forma que se segue:
b= Cadlyryays (5 +ys +yg) e

4
w = d Y1yys {4 + W(l - 3y1)}

16 5 1
U=y2y3ﬁ 95—%7

a partir das quais definimos a funcao
h = [flan¥ + [ulcz@w + [u]oz@)v (5.56)

chamada de func¢ao de comparacao.

E fécil ver que h assim definida satisfaz (5.53). Resta entao mostrar, que esta também

satisfaz (5.51) e (5.52).

De inicio, mostremos (5.51), isto é, que h > |¢| na fronteira parabdlica de ). Com

efeito, pelas definicoes dadas, podemos ver ¥, w, v > 0 em Q, e que além disso tem-se

3
ho> J¢[=0 em Qi =@Qn|J{u=0}
=1

&I»-b

~ 4
h > [uexw = < [ulc2@yyeys 2 [uc2@yryr em Q2=QQU{yZC—i},

ho> ey > [eouys  em Qs =Qn ( = —uul {my _ })
assim, por (5.47) temos que

h > || em 0Q = Q1 UQUQs3 (5.57)

0 que termina esta parte, resta assim mostrar-mos (5.52). Calculemos entao L*i, L*w e

L*v.
Por derivacao direta, obtemos que

L*v < d"*ypy3(32a + ag) = —L*w (5.58)
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*k 1 « (0% (e} - o a— (0%
L) < —2Ca(l=a®) (uf 495 +35)" " D0 i uwn (5.59)
o(k,l,m)

em @, onde o(k,l,m) é uma permutacao de (1,2,3), e Za(k’l m) indica a soma de todas

de tais permutagoes. Tomando entao vy, = yr < y; < ¥, Obtemos que

* 1 a\— o)/ a « a\1—1/a o
L < = Call = a®)Byn) ™ (45 + )"y (5.60)
1
= 5 (y§—1yl+y(ll—1yk)
< -~y

Juntando entao (5.50), (5.56), (5.58), (5.59) e (5.60) obtemos que
L*h < |L*4|. (5.61)

Assim, por (5.57) e (5.61) temos pelo principio do méximo (corolario (5.3)) que h > |¢|

em (). Em particular, tomando x1 = --- =z, =t = 0 temos que

|¢(07 0, y)| < h(07 0, y) = [f]aJ?q/J + [U]C2(Q)w' (562)

isto é
— a « a\l—1l/a — 4
16(0,0,9)] < [FlamCar  yaays (U8 + 5 +y3) " + [ulc2i)d ™ y1yays {4+ Wl - Eyl):| -

Dividindo entao por y;42y5 e fazendo y; e y, tenderem a zero, obtemos (5.39) para k = kj

en=y; <4 Paran> 49 (539) segue diretamente da definicio de [u]cz(q). O

Estimativas de Schauder Por Perturbacgoes

Em vista do resultado anterior (teorema (5.10)), no que se segue, utilizaremos o

argumento de perturbacao padrao (ver Friedman [14]) para alcangar nosso objetivo.

O que faremos basicamente, é obter estimativas para o operador geral Lu = f, uti-
lizando para isto do conhecimento prévio que temos a respeito do operador Lou = f’, o
que sera feito tomando " = f — Lu + Lou (a qual nao depende de D;u) aplicando entao

o resultado anterior (teorema (5.10)) que temos para este caso especifico.
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Como em (5.34), (5.35) e (5.36) consideremos o operador uniformemente eliptico tal
que

n

Lu = u; — Z a;j(x,t)Dju+ Z bi(z,t)Diu+c(x,t)u  a;;=a; ¢<0  (5.63)

2,7=1 =1
onde temos que
1 2
laisllagary IBillEa ey lellEage < A, (5.64)
e também
D a6 > Mg (z,t)€Q e £eR"—{0} (5.65)

1,j=1

Introduzamos também os seguintes limitantes

B =supd b;(P)|, A——a + 16 su a;; (P
s 1P 1Y

o\ [0i(P) = bi(Q)] _ o |ai;(P) — a;(Q)]
KHa—squdHZ P_oF K2+a—8221£ﬂd Z jlp Q‘J

2,7=1
onde como antes, todos os supremos acima sao tomados sobre os pontos P, () € () tais

que P = @) + nei para algum escalar 7 e inteiro k, 1 < k < n.

Teorema 5.11. Suponhamos que Lu = f, e que [f]g‘l o) ,A, B < oco. Entao
[u]gzraigey < TCAT'N 4+ 5071 (4 + A A) U]t gy + TCA™ e (@) (5.66)

onde

2 ¢ 2 *
N = (Ko + K0)[tlga(on) + (Kiva + [ on) Wlinan + 0@ lullgons — (5:67)

1279 /e
V—mm{i, 3 <§n0a)\ K2+a) } (5.68)
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Demonstracao: Seja v; = v/(1 +v). Dado 1/2 < s < 1, por definigdo, temos que
existem dois pontos P, ) com P = @) +ne; e 1 < k < n, tais que

DPu(P) — DPu(Q)|

s[ulfora *<d2+o‘max| -

[ ]CQ+ Q*) = “PQ 18|=2 ’P—Q‘

Tomemos R = (Q + P)/2 = Q + 1/2ney. Se pois tivermos que n > 2v1dg, entao

DPu(P) — Du(Q)| dpo\ dr+n/2\"
d2+amax| = < (—Q) < 2[ul? *<(R—) 20Ul f2 o
PQ 5l=2 |P —_ Q| = n [ ]C’Q(Q ) = n [ ]CQ(Q )
< 27 [ufgan

mostrando a validade de (5.66). Resta entao mostrar a validade da afirmacao anterior

para o caso em que 1) < 2v1dg. Consideremos entao o cilindro £ em R” x R dado por

d2
E=1(x,t) eR" xR, |z|<d, ————=<t<0,.
{0 < g <1<

onde d = 1dg. E facil ver que P,Q € E. Seja como em (5.38)

n
LQU = Z CLij<ZL’R, t)DU'LL — U¢

ij=1

n

f(x,t) = Z [ai; (2", t) — a;j (2, t)] Diju — sz’(% t)Diu — c(z, t)u+ f(z). (5.69)

ij=1 i=1
Aplicando entao o teorema (5.10) a equagao Lou = f’ em E obtemos

[D%u(P) ~ D°u(Q)|

dpg max —— < dps {CaXthy + (4 + XTA)(2d) *ma ) (5.70)
181=2 [P — Q)
onde
10x(¢).f" (2, 1)] :

hy = sup —=——=, d,=infdg¢>dr—d=d/v e 5.71
"7 e @0 s = dnmd=df o7y
mo = (s%p |DPu(z, )| < d;2[u]gz(m). (5.72)

x,t)EE

181=2

Aplicando entao (5.32) a cada um dos termos de f’(z,t), obtemos que
hf’ < d;(2+a) <]/anK2+a[U]22+a(Q*) + N + [f](gi(g*)) . (573)

Juntando entdo todas estas estimativas, e o fato de que dpg < dr < 3/2v~!d, obtemos

entao
. rra [DMu(P) — DPu(Q)|
slulgerany < dpg max P_QF
3 e -1 o * (2) —a
< (3 {CA™ (v nBaralufanagan + N + [[an ) + 4+ A04) (20) "}
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Por (5.68) e (5.67) temos que os coeficientes de [uf2+a(q-) ndo sdo maiores que 1/2. Donde

o resultado segue. O
Para apresentar entdo o resultado pretendido em sua forma classica (em termo das
normas C° de u e C* de f), utilizaremos o seguinte resultado:

Lema 5.6. Sejam 0 < 3 <1, ¢ > 0 (inteiro) e u € CP(Q). Entdo, para todo 0 < o < 1

temos que

[u]*cq(ﬂ*) S (1 - O')i(quﬁ)O'/B[U]gqﬁ.g(Q*) + (1 - U)(7Q+1)071[U]8471(Q*). (574)

A demonstracao deste resultado pode ser feita por um simples calculo.

Fixemos o < 1/100. Tomando entao p = 100/99, pelo lema anterior temos que

[u]en o) < 025[U]Z2(Q*) + 571[“]30(9*)7 [u]ez@y) < plo” [ult2ta(oe + PUﬁl[U]El(Q*)-
Tomando entao & = 1/3p~3c obtemos que

*

o U Gragaey + 507 [[ullGoor (5.75)

[u]nry <
[U]EQ(Q*) < 2UQ[U]22+Q(Q*) + 50'_2 HU’H*CO(Q*) . (576)

Sejam

“1/(14a)
- min{[zlcaxl (Kl+a+||c||(§3m*)>} ,1/100}

—1/a

oy = [42C, A7 (Koo + B) +30p~" (4+A7'4)]
Tomando entdo o = oy em (5.75) e 0 = 09 em (5.76) obtemos o seguinte resultado.

Teorema 5.12. Suponhamos que ||c||(023(9) VA, B, K yta, [u]gq(g*), [u]*cqw(m) paraq=0,1,2,

sejam finitos e que Lu = f, entao
k * 2
[Wlzeragaey < C (Ilullio@e) + [lono- (5.77)
(€2*)
- a - « — 2 _
onde C' = max{5/202 2+e) 4 5o ~(2F) 4 210\ 1[0](02(9*), 21C, )\ 1}.

Observando (5.75) e (5.76), vemos que [u¢ g € [u]¢zq-), também sdo estimadas pelo

teorema anterior. Em suma, temos o seguinte resultado.

137



Teorema 5.13 (Estimativas de Schauder). Sejau : Q@ — R uma solugao classica de (5.34)
em Q, onde (5.35) e (5.36) ocorram. Entao, existe uma constante C = C(n,a, A\, A) > 0,

dependente somente de n, o, A e A (mas nao de u), tal que

* 2
HUHCa(Q*)JFZ |dD,u ‘Ca(n*)JF Z Hd2Dfu“Ca(Q*)+HdQDtuHCa(Q*) <C <|’“HCO(9*)+[]£](C‘)*(Q*)> :
i=1 =
A partir do teorema anterior, podemos apresentar o nosso proximo resultado, o qual

é uma versao para o caso parabdlico do teorema (5.6) apresentado para o caso eliptico.
Dados r > 0e 0 < a <0, seja B(0,r) = {x € R"; |z| <r}. Suponhamos que
a’, v’ de C*B(0,r), 1<i,j<n,

e que
2 i 2
MEP <) a(@)6g < AL¢
ij=1
onde as constantes acima sao tais que 0 < A < A < oo, z € B(0,7) e £ € R". Considere-

mos o operador diferencial parcial linear parabdlico

N N 0
L = v g - T .
> al(z) Fror > bi(a) 52, H@) — 5

ij=1 i=1

Temos entao o seguinte resultado

Teorema 5.14. Seja T' > 0, tal que u : Q — R, onde Q@ = Q x (0,T) e B(0,r) C Q.
Dado 0 < t < T, suponhamos que f(-,t) € C*(B(0,r)) e u(-,t) € C*(B(0,r)) satisfaz a

equacao diferencial parcial linear parabolica
Lu(z,t) = f(z,1)

entao, u(-,t) € C***(B(0,r)) e

IN

ul Dloaporz) < C ( sup | f ()] oo (o, + SUP ’“('>t>|L°°<B<0,r))>

te[0,T] te[0,7)

ou
E(Wt)

(- )| cava(pio2) T < C ( sup [ f(+,1)|ca s+ SUP ’u("t)’LOO(B(O,r))>

C(B(0,r/2)) t€[0,T)] te[0,7]

onde C, € uma constante dependente somente de n, a, A/, |aij|Ca(B(0,r)) ; |b"|Ca(B(O7T)) ] |d|Co¢(B(0’T))'
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Existéncia de Solugoes Para Operadores Lineares Parabdlicos
A respeito da existéncia de solucoes para operadores lineares parabdlicos, temos o
seguinte teorema, o qual é suficiente para o que necessitaremos neste texto:

Teorema 5.15. Seja como antes 2 um domini de R™, e seja Qr = Q2 x (0,T). Dada uma

funcao u : Qr — R?, seja
Lu=Au+a-V+b-u—0ou

o operador diferencial parcial parabolico, consideremos entao o problema de valor inicial
Ku)(a,t) = fa,t)  (2,8)€Q x (0,T)
u(r,0) = ¢(z).

Onde neste caso as componentes de Au, a-V, bu, du sao definidas respectivamente por

A ok iA ou” ’ A B ou”
AU, ZZ&B(Z’,t)%, ZbB(.CE,t)U, W
v B=1

B=1 i=1

(5.78)

Logo se
aly, b € C*(Qp,R),1<n, 1<AB<gq,
para algun 0 < a < 1, entao, para quaisquer
feCc(Qp,RY), ¢eC*(Q,RY),
existe uma unique solugio u € C3Tel+e/2(Qp RY) para (5.82), tal que
Jul g™ < OIS + 1015,

onde C = C(Q, L,q,T,a) € uma constante.

Uma demonstragao deste teorema pode ser encontrada em [23].

Regularidade das Solucoes de Operadores Lineares Parabdlicos

Como dissemos na introducao, para o caso parabdlico a regularidade das solucgoes

podem ser tratadas de forma semelhante a que se faz para o caso eliptico. Antes no
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entanto, fagamos algumas consideragoes. Dado um 7' > 0, facamos Q@ = Q x (0,7"). Dada

entao uma funcao u :  — R, definimos as seminormas

t) — "t
e ap )= u0)
(.6).(2",)€Q |z — |
c#z!
t) — t
oy )t
(@), (.t)eQ |t —t']
xFx!
A partir das definigoes acima, definimos as normas \ulg’a/ 2 e ]u|8+°"1+a/ 2 tais que

lulg = sup |u(z,t)]
(z,t)eQ

a,a /2 « a/2
uls " = Julg + [ul(™ +

24a,14a/2
[ul G = Julg + |9yulg + | Daulg + | D2,

10l + | Dyl (M3 4| D2l

(a) 2 (o)
+ |0l + }Dmu‘x :
As normas acima, por sua vez, dao origem aos espacos de funcoes

OQ’Q/Z(Q), O2+a,1+a/2(©) e CQ’Q/Q(Q), 02+a,1+a/2(Q)'

Feitas tais consideracgoes, podemos apresentar o seguinte resultado:

Teorema 5.16. (1) Dado 0 < « < 1, suponhamos que a, b', d € C*Q) e f €
C2(Q). Neste caso, se u € C*'(Q) € uma solucdo da equacio diferencial parcial linear

parabolica

ou

Lu(z,t) — 5

(z,t) = f(x,1) (5.79)

entao, u € C*r1re(Q),

(2)Sejam p,q, sao inteiros nao negativos. Dados [, k, com |B] < p, |B| + 2k <p, k < q.
Suponhamos que D?a, DPb, DPd € C*(Q). Assim, se u é uma solugdo de (1), entdio,
temos que D?Dfu € C*/2(Q) para quaisquer |3|+2k < p+2 ek < q+1. Em particular,
sea’, b, de C®(Q) e felCQ)), entao u € C(Q)

Uma demonstragao deste resultado pode ser encontrada em [23].
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Resultados em Variedades Riemannianas

Sejam M e N uma variedades Riemannianas. Utilizando particao da unidade, pode-se
estender os conceitos definidos acima (inicialmente para aplicagoes de abertos 2 C R™ em
R) para as aplicagoes entre as variedades M e N, obtendo assim nogoes de seminormas,

normas e espacos de fungoes nestas. O que é feito da seguinte forma:

Sejad < a<leT >0, tomemos @ = M x|[0,T]. Dada entao uma fungao u : @ — RY,

definimos as seminormas

t) — "t
(=), e d(z,a’)
t) — t/
- wp R0
(2,0),(2,¢)€Q |t — 1]
r#x!
A partir das definigoes acima, definimos as normas |u|g)’a/2) e |u|g+a’1+a/2), tais que
ulg = sup |u(z,1)|
(z.t)eQ
/2 2
[l = ulg + uly? + [l
[ulG TP = Julg + 10lg + | Deul + | D2ul,

+ 10l + | Dol M+ 4 | D2
+ |Byu|™ + ‘Diu‘ia) .
As normas acima, por sua vez, ddo origem aos espacos de funcoes C**/2(Q,R?) e C2ro1+9/2(Q R7),
os quais sao definidos por
CPQRY) = {ue CUM x [0,T)); Julg™™ < oo}

O2+a’1+a/2<Q,Rq> _ {u e 02’1(M x [O,T]); |u|8+a,1+a/2) < OO}

Temos que C**/2(Q),R?) e C?*T1+2/2((Q) RY) assim definidos sdo espacos de Banach re-

,a/2) o |u’8+a,1+a/2)'

speito as respectivas normas ]u\g Tais espacos sao chamados de

espagos Holder em QQ = M x [0,T].
Definimos entao
CHette2(Q,N) = {ue O H(QRY); w(Q) C N}
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Pode ser mostrado que C?**17%/2(Q), N) é um subespaco fechado de C***1+2/2(Q R9),

donde é também um espaco de Banach.

A partir desta consideracoes, podemos estender as variedades Riemannianas, os con-
ceitos de operadores diferenciais parciais, e também, os teoremas classicos de EDP. No

que se segue, apresentaremos apenas os principais, os quais utilizamos durante o texto.

No que se segue, demonstraremos alguns resultados, os quais serao utilizados

durante o texto.

Nosso primeiro resultado, trata da regularidade das aplicagoes harmonicas entre as

variedades Riemannianas (M, g) e (N, h).

Tal resultado, mostrara que a definicao de aplicagao harmonica, que em principio s6

é feita para aplicagoes C(M, N), pode na realidade ser feita para aplicagoes de classe

C2(M, N).

A idéia é mostrar que toda aplicagao C?(M, N) que satisfaga a equacao para aplicagoes

harménicas (ver 3.11), é na realidade C*°(M, N), donde como vimos, é harmonica.

Teorema 5.17. Sejam (M, g) e (N, h) variedades Riemannianas compactas de dimensoes
m en respectivamente. Se uma aplicagaou € C*(M, N), satisfaz a equagdo para aplicagoes

harmonicas
7(u) =0, (5.80)

entdo u € C*(M,N).

Demonstragao: Afim de mostrar a afirmacao feita, é sulficiente mostra-la para cada
ponto p € M. Tomemos entao sistemas locais de coordenadas (z;) e (yo) em p e u(p).

Como vimos em (3.11), expressa nestes sistemas locais, a equagao (5.7) assume a forma

= o’ ou”
a ] N1«
1,j=1 B,y=1
Logo, como por hipdtese u satisfaz (5.7), temos que u satisfaz a equacao (5.81). Como

além disto u € C*(M,N), temos que o lado direito da equacao (5.81) acima, é uma

aplicacao C'(M, N), e com maior razao C*(M, N), para 0 < a < 1. Assim, pelo teorema,
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de regularidade das solugdes de EDP lineares elipticas (ver Teorema (5.8)), temos que
u € C*T*(M, N). Mas entao, neste caso, temos que o lado direito da equagao (5.81) é uma
aplicagao C'*(M, N), donde pelo mesmo teorema, temos que u € C*T*(M, N). Assim,

por repeti¢oes sucessivas do argumento anterior, concluimos que v € C*°(M, N). O

Obs: Na demonstracao acima, utilizamos um truque classico em EDP. Iniciamos supondo
que a equagao (5.7) tenha solugao u, neste caso, tal solugao também satisfaz a equagao
(5.81). A partir disto, passamos a olhar o lado direito da equacao (5.81) como uma
aplicacao (neste caso C“(M, N)), que nao depende de u. Assim, podemos concluir o

resultado, utilizando o teorema de regularidade das solucoes de EDP lineares elipticas.

Um outro resultado importante é o que se segue, o qual trata da existéncia e unicidade
de solucoes de EDP’s lineares parabdlicas o qual é o andlogo para o caso de aplicagoes

entre variedades Riemannianas, do teorema (5.15) apresentado anteriormante.

Teorema 5.18. Seja (M, g), uma variedade Riemanniana compacta, e seja @ = M X

[0,T]. Dada uma fungio u: Q@ — R, seja
Lu=Au+a-V+b-u—ou

o operador diferencial parcial parabélico, consideremos entao o problema de valor inicial
L(u)(z,t) = F(z,t)  (z,t)eM x (0,T)
u(z,0) = f(x).

Onde neste caso as componentes de Au, a-V, bu, Ou sao definidas respectivamente por

A ot iA du” - A B du”
Aua ZZaB(:Eat)%a ZbB<x7t)u7 W
v B=1

B=1 i=1

(5.82)

Logo se
aj, bj € C*2(Q.R),1<m, 1<AB<q,
para algun 0 < a < 1, entao, para quaisquer

F e Cv?(Q,RY), feC*M R,
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existe uma unique solu¢io u € CP+*1+e/2)(Q RY) para (5.82), tal que
24,14 /2 a,o/2 24«
fulg "™ < CUFIG™ + 115",
onde C = C(M,L,q,T,«) € uma constante.

Nosso préximo resultado, é o principio do maximo para equacao do calor, o qual

é um caso particular do principio do maximo valido para solugoes de EDP’s parabdlicas.

9

No caso, aqui consideramos o operador do calor L = A — £

Lema 5.7. SejaueC°(M x [0,T),R)NC*' (M x (0,T),R). Se Lu >0 em M x (0,T),

entao

max U = Imax u.
M x[0,T] Mx{0}

Demonstracgao: Dados €1, €5 > 0, seja
w(z,t) = u(z,t) — et (x,t)eQ =M x [0,T — €.
Iremos mostrar que

max @ = max u. (5.83)
M x[0,T—e2] Mx{0}

De fato, como u ¢é continua e () é compacto, temos que u atinge seu valor maximo em

algum ponto (g, tp) €Q = M x[0,T'—¢]. Afirmamos que ty = 0. Com efeito, suponhamos

0
que to > 0. Neste caso, temos que Au(xg,ty) — 8_1:<x0’ to) = Lu(xg,ty) > 0. Logo, temos
que
ou ou
Al — — = Au— — > €.
U ot U BN +€ 2 €6

Assim, para todo sistema local de coordenadas tomado em uma vizinhanga de (zg,to),

temos

ot = | 0% “ ot
< ij _ i G ]
ot — Z g {8@0:@ p L oz, } “ (5:84)

4,j=1
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em (xg,to). Por outro lado, como u(xg,ty) é o maximo da aplicacao @ em @, temos que
ou ot
— (g, tg) > 0, ZTo,to) =0

ot (%o: o) B 70> b0)

2

e a matriz
(5

A(xoato))

é semi-negativa definida. Neste caso, por (5.84) temos que
;00

€1 < 0, o que é um absurdo. Como (5.83) ocorre para todo €, €a > 0 tomados, o resultado
segue.

O
Um outro resultado relacionado a este o qual ¢é utilizado durante o texto é o que se

segue.

Lema 5.8. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta. Dada C €R, suponhamos
que uma aplicagio u€ C'(M x [0,T),R) N C*' (M x (0,T),R) seja tal que

ou
=<
T < Au+ Cu

em M x (0,7), e que além disto, w <0 em M x {0}. Entao, u <0 em M x [0,T).

Demonstracao: Fixado ¢ > 0, seja

u(x,t) = exp [—(C + Dt|u(zx, t), (x,t)e@Q =M x [0,T — €.

Temos entao que

Aﬂ—%—& = exp[—(C’—l—l)t](Au—l—(C’le)u—?—u)
= exp[—(C+ 1)t (Au — % + Cu)
>0

em M x (0,7T), pois por hipdtese Au — % +Cu>0em M x (0,T). Isto mostra que

para os pontos de M x (0,7") (e com maior razao para os de M x (0,7 — ¢]), aplicagao @
satisfaz a desigualdade

< At — .

S

(5.85)

Como @ continua e Q = M x [0,T — €] é compacto, temos que @ atinge seu valor maximo
em algum ponto (g, %) € Q.
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Como 7 e u tem o mesmo sinal em (), para provar o afirmado, é suficiente que mostrar
que @(z,t) < 0, ou com mais forte razao que @(z,tp) < 0. De fato, uma vez demonstrado

que isto é valido para cada ¢ > 0 tomado, o resultado segue.

Suponhamos entao que @(zg, %) > 0. Como @ e u tem o mesmo sinal em @, e por
hipétese u < 0 em M x {0}, temos que ¢, > 0. Afirmamos que isto é um absurdo. Com

efeito, neste caso por (5.85) temos que

ou N N
8—1:(1’0,150) S AU($0,t0) — U(l‘o,to).

Tomando entdo um sistema local de coordenadas em uma vizinhanga de (xg, %), temos

que

ol | 0% L Ot
< i - AT QU y ,
T { G, 2 8xk} i (5.86)

no ponto (g, ty). Por outro lado, sendo u(xg,tp) o maximo da aplicagdo 4 em (), temos

que
ou ou
— to) >0 to) =0
ot (0, t0) = 0, 8a:i(x0’ 0)
: d*u , : : :
e a matriz G (xo,t0) | é semi-negativa definida. Donde por (5.86) temos que neces-
L0

sariamente u(xo,ty) < 0, o que contradiz nossa hipétese. Assim, t, = 0, é portanto o

resultado segue. O]

Para encerrar este topico, provaremos mais um resultado.

Lema 5.9. Seja M uma variedade Riemanniana compacta e Q = M x[0,1]. Dado € > 0,
consideremos uma aplicagio £ € C°(R,R), tal que £(t) =1 set <€, £(t) =0 set > 2e,
0<E(t) <1elf(t) <2/e VteR. Suponhamos que 0 < o < a. Seja w uma aplicagao
tal que w € C 2 (Q,R7) e que w(x,0) = 0. Entdo, existe uma constante C > 0, a qual

nao depende de € e w, tal que

ool /2 a—ao o,0/2
|§w|§2 /2) < CE( )/2 |w’(Q / )'
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Demonstragao: Por definigao temos que |§w|$‘l’a,/2) = [€wlgy + Ew|® + |€w|” /2. Assim,

para demonstrar-mos a desigualdade indicada, é sulficiente que a demonstremos para cada

uma das parcelas da soma apresentada, o que faremos no que se segue.

/
Para as parcelas |Sw| o€ |Ew|}, a demonstracao serd feita dividindo-se os casos em que

d(z,z") < €2 ¢ d(x,2'") > '/, Iniciemos entdo por [€wlg-

l/2 €a/?
> 1 tanto ————
i) = e portanto Az, 2)
C(a@/?)(Q,RQ) e w(z,0) =0, temos entao que

1/2 > 1. Como w €

Se pois, d(z,z') < €'/%, entdo

€)@, )] < |w(r,t)] = |w(z,t) = w(z,0)]
|W($,t> —W([L’,O>| af

= d(x,z") S

(a,00/2) Ea/Q

Q .

IA

@l

Se no entanto d(z,2') > €'/2. Entéo, como M é compacta, temos que d(z,z') < k <

Ch€e"/? para uma constante Cy. Assim, temos que
b

lw(z,t) — w(z,0)]

JAYe]
clete 0l = d(z,x")> d(z, ")
< e lwlS?
Portanto, tomando Cy = max {C}, 1}, temos que
|£W|Q = sup |£<t)W(x7t)‘ < Cgea/2 |w|(Qa,a/2)

(z,t)eQ
< Cge(a—o/)/Z ’w’gl,a/Q) )

—a /
onde C3 = Cye~®/2. De mesma forma, procedemos com a parcela [Ew|S .

Se pois d(z,z') > €2, entdo como antes, temos que d(z,2') < Cye'/?, donde 1 <

C1e*? /d(z, 2'). Logo

E(w(z,t) = w(z’ )] < Jw(z,t) —w(a’1)]
wiz,t) —w(@ D] o o
= d(x,x") Cre®”

S Olea/Q |W|87a/2)‘
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1

Como também ———— < e /2, temos que
(ZL’, x o
|€(t)w($7t> — £(t)w('r/7t>| < C (a—a')/2 ‘ ‘(Q:Q/Q)
d(l’, x/)a’ Q !

Se por outro lado, d(z,2") < €'/2, entdo d(x,2") @) < @=2)/2 Assim, como

ol ) —wla', 0]

IAYeY
Az} x,x')".

[ w(@,t) = {(w(a’ )] <

Temos pois que
EWwia, ) — £ D] wlzt) — (1)
d(x,x") - d(x,z")
(a—a’)/2 | ,|(@a/2)
< e wlo .

d(l‘, x/)(afo/)

Donde temos que

e = sup O@H = G 1)

/
(@.), (2! 1) €Q d(z,x')>
c#x!

< O, 6(&—0/)/2 |w|gl,a/2) )
O que mostra a validade da afirmacao para parcela |§w|$l Resta entao somente mostrar-
mos a desilgualdade apresentada para a parcela |£w\:// . Com efeito, suponhamos que
0 <t <t < /2 (caso contrario, a afirmacao ¢ imediata). Como, w(z,0) = 0, temos pois

que

Ew(z,t) = {(t)w(z, )] < [E(w(z,t) —w(z,t')

+ (&) = ) (w(a,t') — w(z,0))]
|w(xt) ( >| ro/2

T

o e — ey () @O o

| 0|a/2
< L@ w]§ P [t = ]2 + 267 [t — #] w5 2|2

Dividindo ambos os lados da desigualdade acima por |t — ¢/|*”/? obtemos

t t) —&(t t / ’
E)w(x,t) — £t )w(z,t)] < |W|S@0¢/2) (2€>(a—a )2 4 (2¢)~ /2 |w| (o0/2) (2€)a/2

It — 1|/ -
= 2(20 2 |
< 04 ( )a o /2| |(CV04/2)
Donde temos que |§w|j/2 < Oy (e)l@ma)/2 |w|8"a/2). Donde o resultado segue. O
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