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Resumo

Nesta dissertação temos por objetivo determinar todos os grupos finitos G que pos-

suem uma única K-representação irredut́ıvel de grau maior que 1, onde K é um corpo

algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Esse problema será tratado via os anéis de

grupos KG, o que é posśıvel dada bijeção existente entre KG-módulos livres de dimensão

finita sobre K e representações de G sobre K.
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Abstract

In this thesis, we aim to determine all finite groups having only one K-representation

of degree greater than one, where K is an algebraically closed field of characteristic zero.

This problem will be treated via the group ring KG, which is possible since there exists

a bijection between free KG-modules of finite rank over K and representations of G over

K.
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Introdução

Nesta dissertação , classificamos todos os grupos finitos que possuem exatamente uma

K-representação irredut́ıvel de grau maior que um, onde K é um corpo algebricamente

fechado de caracteŕıstica zero. Com essa finalidade, Gary Seitz (ver [7]) provou o seguinte

teorema, que constitui o principal resultado deste trabalho:

”Um grupo finito G possui exatamente uma K-representação irredut́ıvel de grau maior

que um se e somente se:

• |G| = 2k, k é ı́mpar, Z(G) = G
′
e |G′| = 2;

ou

• G é isomorfo ao grupo de todas as transformações x → ax + b, a 6= 0, sobre um

corpo de ordem pn 6= 2.”

Como exemplos desses grupos aparecem o grupo dihedral de ordem oito e o grupo

dos quatérnios de ordem oito, sobre o corpo C dos complexos.

Este trabalho está dividido em três caṕıtulos. No caṕıtulo 1 destacamos alguns con-

ceitos da Teoria de grupos, importantes para o estudo dos caṕıtulos posteriores, a saber:

sistema Sylow de grupo, normalizador de sistema de grupo, entre outros.

No caṕıtulo 2 encontramos resultados básicos da teoria de anéis de grupos. Nesse

momento vemos como são obtidas as decomposições em soma direta das álgebras de gru-

pos abelianos. Ainda no caṕıtulo 2 encontramos o conceito de representações de grupos

e alguns exemplos concretos. A importância desse conceito para esse trabalho reside

na relação existente entre representações e módulos feita via anel de grupo, conforme

visto na seção 2.6. Com isso, podemos entender o problema da irredutibilidade de uma

representação analisando o seu módulo correspondente.

1



Por fim, no caṕıtulo 3, estudamos dois lemas necessários para a verificação do teorema

de Gary Seitz, cuja demonstração é o principal resultado deste trabalho e que consta nesse

caṕıtulo.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Abaixo descreveremos as propriedades de uma classe de subgrupos de grupos solúveis

finitos, chamada normalizadores de sistema. Observe antes que grupos solúveis de or-

dem finita podem ser caracterizados como grupos cujos subgrupos de Sylow possuem

complementos. Ver [2].

Portanto, se G é um grupo solúvel finito de ordem |G| = pn1
1 pn2

2 · · ·pnr
r , onde pi é primo

e ni é inteiro positivo, 1 ≤ i ≤ r; então, todo pi-Sylow Spi
de G admite um subgrupo

complementar S
′
pi

, denominado pi-complemento de Sylow de G, isto é, S
′
pi
∩ Spi

= {1} e

S
′
pi
Spi

= G, 1 ≤ i ≤ r. Consequentemente,

|S ′
pi
| = pn1

1 · · · pni−1

i−1 · pni+1

i+1 · · · pnr
r e [G : S

′
pi

] = pni
i .

Se

S
′
p1

, S
′
p2

, · · ·, S ′
pr

é um conjunto completo qualquer de complementos de Sylow de G para cada um dos

r primos pi, então, as 2r interseções distintas que podem ser formadas entre os S
′
pi

,

1 ≤ i ≤ r, é chamada de um sistema de Sylow de G.

Definição 1.1 Um subgrupo H de um grupo G é dito um S-subgrupo de G se e somente

se mdc(|H|, [G : H]) = 1.

Em particular, os membros de um sistema de Sylow de G são todos S-subgrupos.
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Além disso, um sistema de Sylow de G contém um conjunto completo de subgrupos

de Sylow

Sp1 , Sp2 , · · ·, Spr ,

onde Spi
= ∩j 6=i{S ′

pj
}, 1 ≤ i ≤ r.

Definição 1.2 Se ℘ é um sistema de Sylow de G qualquer, então, o subgrupo de G

N(℘) = N = {g ∈ G; g−1Kg = K, ∀K ∈ ℘}

é dito um normalizador de sistema de G. Isto é, N é a interseção dos normalizadores de

elementos de ℘.

Seja G um grupo solúvel finito e seja

G = L0 ≥ L1 ≥ · · · ≥ Li ≥ Li+1 ≥ · · · ≥ Ln−1 ≥ Ln = 1

a série nilpotente inferior de G, ou seja, Li+1 é o menor subgrupo normal de Li com

quociente Li/Li+1 nilpotente. O comprimento n dessa série é chamado comprimento

nilpotente de G.

Teorema 1.1 Seja G um grupo solúvel de comprimento nilpotente 2 no qual L1 é abeliano.

Então os normalizadores de sistema de G são complementares a L1 e todo complemento

de L1 é um normalizador de sistema.

Ao leitor interessado na demonstração desse teorema recomendamos [1], pág. 91

Nas definições e resultado que seguem, usaremos as seguintes notações :

• Ω, conjunto finito de n elementos arbitrários

• ∆, subconjunto de Ω

• SΩ, conjunto de todas as permutações de elementos de Ω

• Se G ⊂ SΩ, G será chamado de grupo de permutações sobre Ω
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• ∆G = {δg; δ ∈ ∆, g ∈ G}, onde δg denota a imagem de δ ∈ ∆ pela permutação

g ∈ G.

Definição 1.3 Seja G um grupo de permutações de Ω. Dizemos que ∆ ⊆ Ω é um bloco

fixo de G ou que é invariante por G, se ∆ = ∆G.

Denotaremos por G∆ o subgrupo de G cujos elementos fixam ∆. Se ∆ consiste de

um único ponto α, escrevemos G∆ = Gα. Note que todo grupo de permutação sobre Ω

possui os blocos fixos triviais φ e Ω. Com isso temos a seguinte

Definição 1.4 Se um grupo de permutações G sobre Ω não possui blocos fixos não-

triviais, então G é chamado transitivo. Caso contrário, é dito intransitivo.

Definição 1.5 Dizemos que um grupo permutação G sobre Ω é semiregular se, para

cada α ∈ Ω, Gα = 1.

Definição 1.6 Um grupo permutação G sobre Ω é dito regular se é ao mesmo tempo

semiregular e transitivo.

Proposição 1.1 Todo grupo abeliano G transitivo sobre Ω é regular e G é seu próprio

centralizador em SΩ.

A demonstração dessa proposição pode ser encontrada em [7], pág. 9.

Proposição 1.2 Todas as órbitas de um grupo semiregular G têm o mesmo compri-

mento |G|.

Seja G um grupo, não necessariamente finito e seja H um subgrupo de G de ı́ndice

finito. Seja τ = {t1 = 1, t2, · · ·, tk} um transversal de H em G, isto é, τ é um conjunto

completo de representantes das classes laterais à direita de H em G. O grupo G age

sobre as classes laterais à direita de H em G da seguinte forma:

π : g →



Ht1 Ht2 · · · Htk

(Ht1)g (Ht2)g · · · (Htk)g


,
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para cada g ∈ G.

Teorema 1.2 A função π : g 7→ πg definida acima, é um homomorfismo de G em

S(G/H), o grupo das permutações de elementos de G/H. O kernel é o maior subgrupo

normal de G contido em H.

Demonstração É de verificação imediata que π é um homomorfismo. Seja K = kerπ

e seja N o maior subgrupo normal de G contido em H. Primeiramente vejamos que

K ⊆ N . Seja g ∈ K, isto é, g ∈ G tal que πg = 1. Então, Hxg = Hx, ∀x ∈ G.

Equivalentemente, x−1Hxg = x−1Hx, ou ainda, Hxg = Hx, tal que g ∈ ⋂
x∈G Hx.

Fixado x ∈ G, arbitrário, temos que ∀y ∈ G, y−1Hxy = Hxy ⊂ ⋂
x∈G Hx, ou seja,

⋂
x∈G Hx é subgrupo normal de G. Se y ∈ ⋂

x∈G Hx, então y ∈ Hx, ∀x ∈ G. Em

particular, y ∈ H. Segue-se dáı que
⋂

x∈G Hx é um subgrupo normal de G contido em H.

Agora, se L é um subgrupo normal de G, arbitrário, tal que L ⊂ H, então ∀y ∈ G,

y−1Ly ⊂ L ⊂ H ⊂ ⋂
x∈G Hx. Em particular, L ⊂ ⋂

x∈G Hx. Portanto, N =
⋂

x∈G Hx.

Assim, se g ∈ K, temos que g ∈ ⋂
x∈G Hx = N e, portanto, K ⊆ N .

Para a inclusão inversa, tome g ∈ N . Então, Hxg = H(xgx−1)x = Hx, pois

xgx−1 ∈ N , tal que πg = 1 e N ⊆ K, o que completa a prova. 2

Definição 1.7 Um subgrupo Z∗ de um grupo G é dito o hipercentro de G se Z∗ é o

limite da série central superior de G:

1 = Z0 < Z1 < · · ·,

onde Zi é o único subgrupo de G tal que Zi/Zi−1 = Z(G/Zi−1).

Note que se G é nilpotente, então o hipercentro de G é o próprio G e se Z(G) = {1},
então a série central superior de G se reduz à série trivial {1}, cujo hipercentro é também

trivial.
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Caṕıtulo 2

Anéis de Grupos

2.1 Resultados Básicos

Seja G um grupo (não necessariamente finito) e R um anel comutativo com unidade 1.

Denotemos por RG o conjunto de todas as combinações lineares formais da forma

α =
∑

g∈G

agg

onde ag ∈ R e ag = 0 para quase todo g, isto é, apenas um número finito de coeficientes

são diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Dado um elemento α =
∑

g∈G

agg, definimos o suporte de α como sendo o subconjunto

de elementos de G que aparecem, de fato, na expressão de α e denotamos por sup(α);

isto é,

sup(α) = {g ∈ G : ag 6= 0}.

Dados dois elementos α =
∑

g∈G

agg e β =
∑

g∈G

bgg ∈ RG, temos que α = β se e somente

se ag = bg, ∀g ∈ G.

Definimos a soma de dois elementos em RG por:

α + β=(
∑

g∈G

agg)+(
∑

g∈G

bgg)=
∑

g∈G

(ag + bg)g

e o produto por:

αβ =
∑

g,h∈G

agbhgh.
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Podemos definir ainda um produto de elementos em RG por elementos λ ∈ R como:

λα = λ(
∑

g∈G

agg) =
∑

g∈G

(λag)g.

É fácil verificar que RG, com esta última operação e a operação soma, torna-se um

R-módulo.

Definição 2.1 O conjunto RG, com as operações soma e produto definidas acima, é

chamado anel de grupo de G sobre R.

O grupo G pode ser identificado como um subconjunto de RG através da função

i: G → RG que atribui a cada elemento x ∈ G o elemento i(x) =
∑

g∈G

agg, onde ax = 1 e

ag = 0 se g 6= x. Com essa identificação G é uma base de RG sobre R.

Definimos ainda a função j : R → RG dada por: j(y) =
∑

g∈G

agg, onde a1G
= y e

ag = 0, se g 6= 1G. É de verificação imediata que j é um homomorfismo de anéis e, com

isso, R pode ser identificado como um subanel de RG.

Com as identificações acima, segue imediatamente que: ∀r ∈ R e ∀g ∈ G,

rg = gr em RG. Se R é comutativo, então rα = r(
∑

g∈G

agg) =
∑

g∈G

(rag)g =
∑

g∈G

(agr)g =

(
∑

g∈G

agg)r = αr, de onde temos R ⊂ Z(RG), o centro de RG.

Definição 2.2 O homomorfismo de anéis ε : RG → R dado por:

ε(
∑

g∈G

agg) =
∑

g∈G

ag

é chamado função de aumento de RG e seu kernel, denotado por ∆(G), é chamado

ideal de aumento de RG.

Proposição 2.1 O conjunto {g − 1 : g ∈ G, g 6= 1} é uma base de ∆(G) sobre R.

Demonstração Seja α ∈ RG tal que α ∈ ∆(G). Segue que ε(α) = ε(
∑

g∈G

agg) =

∑

g∈G

ag = 0. Podemos escrever então α =
∑

g∈G

agg − 0 =
∑

g∈G

agg −
∑

g∈G

ag =
∑

g∈G

ag(g − 1),

∀ag ∈ R e ∀g ∈ G, o que mostra que {g − 1 : g ∈ G, g 6= 1} é um conjunto gerador de

∆(G) sobre R.
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Esse conjunto é também linearmente independente. Basta ver que, dada combinação

linear nula
∑

g∈G

λg(g − 1) =
∑

g 6=1

λgg −
∑

g∈G

λg = 0, λg ∈ R, decorre do fato de g pertencer

a G e G ser uma base para RG , que λg = 0, ∀g ∈ G. 2

Portanto, podemos escrever

∆(G) = {∑

g∈G

ag(g − 1) : g ∈ G, g 6= 1, ag ∈ R}

onde apenas um número finito de coeficientes ag são diferentes de 0.

Dado um grupo G e um anel R, denotemos por S(G) o conjunto de todos os subgrupos

de G e por I(RG) o conjunto de todos os ideais à esquerda de RG.

Definição 2.3 Seja H ∈ S(G). Denotemos por ∆R(G,H) o ideal à esquerda de RG

gerado pelo conjunto {h− 1 : h ∈ H}; isto é,

∆R(G,H) = {∑

h∈H

ah(h− 1) : ah ∈ RG}.

A menos que se mencione o contrário o anel R é fixo, o que nos permitirá usar a

notação mais simples ∆(G, H) no lugar de ∆R(G,H). Note que o ideal ∆(G,G) é o ideal

∆(G), kernel da função de aumento.

Lema 2.1 Seja H ∈ S(G) e seja S um conjunto de geradores de H. Então, o conjunto

{s − 1 : s ∈ S} é um conjunto de geradores de ∆(G,H) como um ideal à esquerda de

RG.

Demonstração Para todo h ∈ H, temos que h = s1s2 · · ·sr, onde si ∈ S, 1 ≤ i ≤ r. De-

finemos comprimento de h ∈ H como sendo o menor t tal que h é produto de t elementos

de S. Provaremos por indução sobre o comprimento de h, que h− 1 pertence ao ideal de

RG gerado por {s − 1 : s ∈ S} e mostramos assim o lema, visto que {h − 1 : h ∈ H} é

um gerador de ∆(G,H). De fato, para t = 1, h = s1 ⇐⇒ h− 1 = s1 − 1, tal que s1 ∈ S.

Suponha que o resultado se verifique para t = n. Fazendo t = n + 1, podemos escrever

h− 1 = s1s2 · · · sn+1 − 1− s1 + s1 = s1(s2 · · · sn+1 − 1) + s1 − 1. Da hipótese de indução

temos que s2 · · · sn+1 − 1 está no ideal de RG gerado por {s − 1 : s ∈ S}. Logo, h − 1
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também está. Portanto, para todo comprimento t de h ∈ H, h− 1 está no ideal gerado

por {s− 1 : s ∈ S}, de onde o resultado segue. 2

Seja τ = {qi}i∈I um transversal de H em G. Assuma em τ o elemento identidade de

G como representante da classe H. Temos que ∀g ∈ G, g = qihi, onde qi ∈ τ e hi ∈ H.

Enunciamos, com isso, a seguinte

Proposição 2.2 O conjunto BH = {q(h − 1) : q ∈ τ, h ∈ H, h 6= 1} é uma base de

∆R(G,H) sobre R.

Demonstração Mostraremos inicialmente que BH é linearmente independente. De

fato, para uma combinação linear nula
∑

i,j

λijqi(hj − 1) = 0, λij ∈ R, temos que:

∑

i,j

λijqi(hj − 1) =
∑

i,j

λijqihj−
∑

i,j

λijqi = 0. Os elementos de G que figuram nesta última

equação são distintos. Com efeito, fixando-se qi e fazendo hj percorrer H, temos, por

definição de qi, que os elementos qihj pertencem a classes laterais distintas, e, portanto,

são distintos. Como elementos de G são l.i. sobre R, temos λij = 0, ∀i, j.
BH é também gerador de ∆R(G,H) sobre R. De fato, se x ∈ ∆R(G,H), então

x se escreve como: x =
∑

h∈H

RG(h− 1) =
∑

h∈H

(
∑

g∈G

agg)(h− 1) =
∑

h∈H

(
∑

g∈G

ag(g(h− 1))).

Assim, basta mostrar que g(h−1) pode ser escrito como combinação linear dos elementos

de BH , ∀g ∈ G, ∀h ∈ H.

Se g ∈ G então g = qihi, qi ∈ τ , hi ∈ H. Logo,

g(h− 1) = qihi(h− 1) = qihih− qihi − qi + qi = qi(hih− 1)− qi(hi − 1),

de onde segue o resultado. 2

Note que:

∆(G,G) = < q(g − 1); q ∈ τ, g ∈ G, g 6= 1 >

= < 1G(g − 1) = g − 1; g ∈ G, g 6= 1 >

= ∆(G),

como R-módulos e, portanto, fazendo H = G, a proposição 2.2 nos dá a proposição 2.1.
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Daremos agora uma interpretação para ∆(G,H) quando H é subgrupo normal de G.

De fato, se H / G, então o homomorfismo canônico ω : G → G/H pode ser estendido a

um epimorfismo ω∗ : RG → R(G/H) tal que:

ω∗(
∑

g∈G

agg) =
∑

g∈G

agω(g)

Proposição 2.3 Com as notações acima, ker(ω∗) = ∆(G,H).

Demonstração Se α ∈ RG, então α =
∑

g∈G

agg =
∑

i,j

aijqihj, qi ∈ τ , hj ∈ H. Seja q̄i a

classe de qi em G/H. Então:

ω∗(α) = ω∗(
∑

i,j

aijqihj) =
∑

i,j

aijqihj =
∑

i,j

aij q̄i.

Logo, α ∈ ker(ω∗) ⇐⇒ ∑

i,j

aij q̄i =
∑

i

(
∑

j

aij)q̄i = 0 =⇒ ∑

j

aij = 0, ∀i, pois G/H é base

de R(G/H) sobre R, em particular, é l.i. sobre R. Portanto,

α ∈ ker(ω∗) =⇒ α = α− 0 =
∑

i,j

aijqihj −
∑

i

(
∑

j

aij)qi =
∑

i,j

aijqi(hj − 1) ∈ ∆(G,H).

Temos assim ker(ω∗) ⊂ ∆(G, H).

Agora, se α ∈ ∆(G,H), então α =
∑

i,j

λijqi(hj − 1), λij ∈ R, qi ∈ τ , hj ∈ H. Logo,

ω∗(α) =
∑

i,j

λij q̄i(hj − 1) =
∑

i,j

λij q̄i(h̄j − 1̄) =
∑

i,j

λij q̄i0 = 0,

o que implica α ∈ ker(ω∗). Portanto, ∆(G,H) ⊂ ker(ω∗). 2

Corolário 2.1 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Então, ∆(G,H) é um ideal

bilateral de RG e

RG

∆(G,H)
' R(G/H).

Demonstração Como ω∗ é um homomorfismo de anéis, segue diretamente da proposição

2.3 que, se H / G, então ∆(G, H) = ker(ω∗), que é um ideal bilateral de RG.

Agora, sendo ω∗ : RG → R(G/H) por definição um epimorfismo, o resultado desejado

segue do teorema de homomorfismo de anéis . 2
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Como um caso particular, vemos que ∆(G) é o kernel do epimorfismo ε induzido pela

função trivial G → G/G = {1}.

Temos constrúıdo até aqui função ∆ : S(G) → I(RG) que faz corresponder a subgru-

pos normais H de G, ideais bilaterais ∆(G,H) de RG. Definiremos agora uma função

∇ : I(RG) → S(G) por:

∇(I) = {g ∈ G : g − 1 ∈ I}

para todo ideal I ∈ I(RG).

∇(I), assim definido, é subgrupo de G. Com efeito,

• ∀g, h ∈ ∇(I), gh− 1 = gh− g + g − 1 = g(h− 1) + g − 1 ∈ I

• ∀g ∈ ∇(I), g−1 − 1 = −1 + g−1 = −g−1g + g−1 = −g−1(g − 1) ∈ I.

Se I é ideal bilateral de RG, então, ∀x ∈ G, ∀g ∈ ∇(I),

x−1gx− 1 = x−1gx− g + g − 1 = g(x−1x− 1) + g − 1 = g − 1 ∈ I;

ou seja, x−1gx ∈ ∇(I), ∀x ∈ G,∀g ∈ ∇(I), e portanto, ∇(I) é subgrupo normal de G.

A relação entre as funções ∆ e ∇ é dada pela seguinte

Proposição 2.4 Se H ∈ S(G), então ∇(∆(G,H)) = H.

Demonstração Seja x ∈ ∇(∆(G,H)) e suponha que x 6∈ H. Temos então x = qh,

onde h ∈ H, q ∈ τ e q 6= 1. Podemos assim escrever: x− 1 = qh− 1 = qh− q + q − 1 =

q(h− 1) + q− 1 ⇐⇒ q− 1 = (x− 1)− q(h− 1). Como q(h− 1) ∈ ∆(G,H) e da hipótese

sobre x, temos x − 1 ∈ ∆(G,H), ocorre que q − 1 dado na última equação pertence a

∆(G,H). Portanto, q − 1 =
∑

i,j

λijqi(hj − 1) =
∑

i,j

λijqihj −
∑

i

(
∑

j

λij)qi, com λij ∈ R.

Segue dessa última igualdade que:

∑

i,j

λijqihj = 0 e
∑

i

(
∑

j

λij)qi = q − 1. (2.1)

Da equação à esquerda em (2.1) e do fato de G ser l.i. sobre R, temos que λij = 0, ∀i, j,
o que gera uma contradição pela equação em (2.1) à direita. Logo, x ∈ H e, portanto,

∇(∆(G, H)) ⊂ H.
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A inclusão oposta segue trivialmente do fato de h−1 pertencer a ∆(G,H) e, portanto,

a igualdade se verifica. 2

Temos, contudo que ∆ ◦ ∇6= Id(RG), a função identidade em RG. Tome, por

exemplo, I = RG. Ocorre que ∇(I) = ∇(RG) = {g ∈ G : g− 1 ∈ RG} = G, para o qual

temos ∆(∇(RG)) = ∆(G,∇(RG)) = ∆(G,G) = ∆(G), que afirmamos ser diferente de

RG. De fato, 1G ∈ RG com a expressão 1G =
∑

g∈G

agg, onde a1G
= 1 e ag = 0, ∀g 6= 1G.

Mas, ε(1G) = ε(
∑

g∈G

agg) =
∑

g∈G

g = a1G
6= 0. Logo, 1G ∈ RG é tal que 1G 6∈ kerε = ∆(G),

o que nos dá ∆(∇(RG)) 6= RG.

2.2 Semisimplicidade

Determinaremos nesta seção condições necessárias e suficientes sobre R e G para que

o anel de grupo RG seja semisimples artiniano. Para esse fim, enunciaremos alguns

conceitos e resultados relacionados a anuladores.

Definição 2.4 Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador à es-

querda de X é o conjunto:

Anne(X) = {α ∈ RG : αx = 0,∀x ∈ X}.

De maneira análoga, definimos o anulador à direita de X por:

Annd(X) = {α ∈ RG : xα = 0, ∀x ∈ X}.

Definição 2.5 Dado um anel de grupo RG e um subconjunto finito Y do grupo G,

denotemos por Ŷ o seguinte elemento de RG:

Ŷ =
∑

y∈Y

y

Lema 2.2 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja R um anel. Então:

• Annd(∆(G,H)) 6= 0 ⇐⇒ H é finito. Neste caso, temos: Annd(∆(G,H)) =

Ĥ ·RG.
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• Se H/G, então o elemento Ĥ é central em RG. Temos, neste caso: Annd(∆(G,H)) =

Anne(∆(G,H)) = RG · Ĥ.

Demonstração Suponha que Annd(∆(G,H)) 6= 0 e seja α =
∑

g∈G

agg 6= 0 um elemento

em Annd(∆(G,H)). Então, ∀h ∈ H,

(h− 1)α = 0 ⇐⇒ α = hα ⇐⇒ α =
∑

g∈G

agg =
∑

g∈G

aghg.

Se g0 ∈ sup(α), então, a igualdade acima mostra que hg0 ∈ sup(α), ∀h ∈ H; ou ainda,

Hg0 ⊂ sup(α). Visto que sup(α) é um conjunto finito e |Hg0| = |H| conclúımos que H

deve ser finito.

Se H é finito, digamos H = {h1, h2, ..., hn}, então, ∀h ∈ H,

(h− 1)(
n∑

i=1

hi) =
n∑

i=1

hhi −
n∑

i=1

hi =
n∑

i=1

hi −
n∑

i=1

hi = 0.

Portanto, existe α ∈ RG não-nulo, por exemplo α =
n∑

i=1

hi, tal que xα = 0, ∀x ∈ ∆(G,H),

de onde segue que Annd(∆(G,H)) 6= 0.

Verifiquemos agora a igualdade Annd(∆(G,H)) = Ĥ ·RG, supondo H finito.

Se α =
∑

g∈G

agg ∈ Annd(∆(G,H)), então, de argumento anterior, temos α =
∑

g∈G

aghg,

∀h ∈ H. Logo, usando as notações acima, podemos escrever: α =
∑

g∈G

agh1g, α =

∑

g∈G

agh2g, · · ·, α =
∑

g∈G

aghng. Somando essas n expressões de α, obtemos:

nα =
∑

g∈G

agĤg = Ĥ(
∑

g∈G

agg) ⇐⇒ α = [Ĥ(
∑

g∈G

agg)]/n = Ĥβ,

onde β = α/n ∈ RG. Temos assim uma inclusão.

Agora, ∀α ∈ RG, (h − 1)Ĥα = hĤα − Ĥα = Ĥα − Ĥα = 0, o que implica que

Ĥα ∈ Annd(∆(G,H)), de onde segue a inclusão oposta.

Passemos ao item seguinte: Se H / G, então, ∀g ∈ G, temos g−1Hg = H. Logo,

g−1Ĥg =
∑

x∈H

g−1xg =
∑

y∈H

y = Ĥ o que nos dá Ĥg = gĤ, ∀g ∈ G; isto é, Ĥ central em

G e, portanto, Ĥ ·RG = RG · Ĥ; ou seja, Ĥ central em RG.

Consequentemente temos 0 = (h− 1)Ĥα = (h− 1)βĤ = Ĥ(h− 1)β = Ĥβ(h− 1), de

onde segue que Ĥα ∈ Annd(∆(G,H)) ⇐⇒Ĥβ ∈ Anne(∆(G,H)), ∀α, β ∈ RG tal que

Ĥα = βĤ. Portanto, Anne(∆(G,H)) = Annd(∆(G,H)) = Ĥ ·RG = RG · Ĥ. 2
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Corolário 2.2 Seja G um grupo finito. Então:

• Anne(∆(G)) = Annd(∆(G)) = R · Ĝ

• Annd(∆(G))
⋂

∆(G) = {aĜ; a ∈ R, a|G| = 0}.

Demonstração Fazendo H = G no lema anterior, obtemos Anne(∆(G)) = Annd(∆(G)) =

RG · Ĝ = R · Ĝ. Verifiquemos essa última igualdade: ∀ α =
∑

g∈G

agg em RG,

α · Ĝ = (
∑

g∈G

agg) · Ĝ =
∑

g∈G

ag(gĜ) =
∑

g∈G

agĜ = (
∑

g∈G

ag) · Ĝ = r · Ĝ,

tal que r =
∑

g∈G

ag ∈ R.

Agora, tomando α em Annd(∆(G)) = R · Ĝ e sabendo que ∆(G) = Ker(ε), escreve-

mos α = a · Ĝ ∈ ∆(G) ⇐⇒ 0 = ε(α) = a · ε(Ĝ) = a|G|, a ∈ R. 2

Os resultados seguintes serão úteis na demonstração do próximo teorema.

Lema 2.3 Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que exista um ideal à esquerda

J tal que R = I ⊕ J (como R-módulos). Então, J ⊂ Annd(I).

Demonstração Sejam x ∈ J e y ∈ I. Como J é ideal à esquerda e I é ideal bilateral de

R, temos que: yx ∈ I ∩ J = {0} =⇒ yx = 0 =⇒ x ∈ Annd(I) e, portanto, J ⊂ Annd(I).

2

Lema 2.4 Se o ideal de aumento ∆(G) é um somando direto de RG como um

RG−módulo, então G é finito e |G| é inverśıvel em R.

Demonstração Se ∆(G) é somando direto de RG, então, do lema acima, temos

Annd(∆(G)) 6= 0. Do lema 2.2, segue que G é finito e Annd(∆(G)) = Ĝ ·RG = Ĝ ·R.

Escreva RG = ∆(G) ⊕ J e 1 = e1 + e2, onde e1 ∈ ∆(G) e e2 ∈ J . Segue que

1 = ε(1) = ε(e1) + ε(e2). Como e1 ∈ ∆(G) = ker(ε), a equação acima se reduz a

1 = ε(e2), tal que e2 ∈ J e J ⊂ Annd(∆(G)), pelo lema 2.3. Logo, e2 = a · Ĝ, para algum

a ∈ R. Portanto, 1 = ε(e2) = aε(Ĝ) = a|G|, o que nos mostra que |G| é inverśıvel em R

e |G|−1 = a. 2

Estamos agora prontos para enunciarmos o
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Teorema 2.1 (de Maschke) Seja G um grupo. Então, o anel de grupo RG é semisimples

artiniano se e somente se as seguintes condições são satisfeitas:

• R é um anel semisimples

• G é finito

• |G| é inverśıvel em R.

Demonstração Suponha que RG é semisimples. Então, o ideal ∆(G) e, consequente-

mente, o quociente
RG

∆(G)
são semisimples, como RG-módulos. Do corolário 2.1 temos a

expressão
RG

∆(G)
' R, tomando H = G. Portanto, R é semisimples. Além disso, como

RG é semisimples e artiniano, temos que ∆(G) é um somando direto de RG como um

RG-módulo. Segue então do lema 2.4, que G é finito e |G| é inverśıvel em R.

Assuma agora que são verdadeiros os itens listados. Seja M um RG-submódulo de

RG. Se R é semisimples, então RG é semisimples como R-módulo. Logo, o conjunto

constitúıdo de todos os submódulos de RG é um reticulado de complementares; isto é,

para um dado submódulo M existe um R-submódulo N de RG tal que RG = M ⊕N .

Seja π : RG → M a projeção canônica associada à soma direta acima. Para todo

x ∈ RG, definamos a função

π∗ : RG → M

x 7→ 1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(gx).

Se provarmos que:

1. π∗ é RG-homomorfismo

2. (π∗)2 = π∗

3. Im(π∗) = M

então, ker(π∗) será um RG-submódulo tal que RG = M ⊕ ker(π∗) e o teorema estará

provado.
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1. Mostremos, inicialmente, que π∗ é um R-homomorfismo. De fato, ∀r ∈ R, ∀x ∈ RG

π∗(rx) =
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(grx) = r(
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(gx))

= rπ∗(x)

e

π∗(x + y) = π∗(x) + π∗(y), ∀x, y ∈ RG,

que segue diretamente do fato: π(m + n) = π(m) + π(n),∀m ∈ M, ∀n ∈ N .

Para provar que π∗ é um RG-homomorfismo, basta agora mostrar que π∗(ax) =

aπ∗(x), ∀x ∈ RG e ∀a ∈ G. Com efeito, ∀α =
∑

g∈G

agg ∈ RG,

π∗(αx) = π∗((
∑

g∈G

agg)x) =
∑

g∈G

agπ
∗(gx)

=
∑

g∈G

aggπ∗(x) = (
∑

g∈G

agg)π∗(x)

= απ∗(x).

Assim, ∀x ∈ RG, ∀a ∈ G, temos:

π∗(ax) =
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(gax) =
a

|G| ·
∑

g∈G

(ga)−1π((ga)x).

Tomando t = ga nessa última expressão e fazendo g percorrer todos os elementos

de G, temos que t também varia sobre todos os elementos de G. Portanto,

π∗(ax) = a · ( 1

|G| ·
∑

t∈G

t−1π(tx)) = aπ∗(x).

2. Para todo x ∈ RG, π∗(x) ∈ M . Logo, (π∗)2(x) = π∗(π∗(x)) = π∗(x), ∀x ∈ RG e,

portanto, π∗ é uma projeção.

3. Dado x ∈ RG, temos que π(gx) ∈ M , ∀g ∈ G, pois Im(π) = M . Como M

é um RG-submódulo, ocorre que g−1π(gx) ∈ M , ∀g ∈ G. Logo, ∀x ∈ RG,

π∗(x) =
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(gx) ∈ M . Portanto, Imπ∗ ⊆ M .
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Agora, se m ∈ M , então π(m) = m. Como M é um RG-submódulo, temos que

gm ∈ M , ∀g ∈ G, o que implica π(gm) = gm. Assim,

π∗(m) =
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1π(gm) =
1

|G| ·
∑

g∈G

g−1gm

=
1

|G| ·
∑

g∈G

m =
1

|G| · |G| ·m
= m.

A igualdade acima mostra que M ⊆ Im(π∗), o que verifica o teorema. 2

O caso em que R = K é um corpo é de particular importância, por exemplo, por

sua implicação na teoria de representação de grupos. Como consequência do teorema

acima temos o seguinte

Corolário 2.3 Seja G um grupo finito e seja K um corpo. Então, KG é semisimples

se e somente se car(K) não divide |G|.

Demonstração Segue diretamente da seguinte equivalência: car(K) não divide |G| se

e somente se |G| é inverśıvel em K. De fato, se KG é semisimples e de dimensão finita,

então, do teorema de Maschke segue que |G| é inverśıvel em K e, da equivalência acima,

que car(K) não divide |G|.
A rećıproca é verificada diretamente do referido teorema, observando-se a equivalência

acima, o fato de G ser um grupo finito e K um corpo, o que implica trivialmente a

semisimplicidade de K, como K-módulo. 2

O teorema seguinte nada mais é do que o teorema de Wedderburn-Artin aplicado a

álgebras de grupos.

Teorema 2.2 Seja G um grupo finito e seja K um corpo tal que car(K) não divide |G|.
Então:

• KG é uma soma direta de um número finito de ideais bilaterais {Bi}1≤i≤r, as com-

ponentes simples de KG. Cada Bi é um anel simples.
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• Qualquer ideal bilateral de KG é uma soma direta de alguns dos membros da famı́lia

{Bi}1≤i≤r.

• Cada componente simples Bi é isomorfa a um anel de matrizes quadradas da forma

Mni
(Di), onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia isomorfa de K no seu

centro, e o isomorfismo

KG
φ' ⊕r

i=1Mni
(Di)

é um isomorfismo de K-álgebras.

• Em cada anel de matrizes Mni
(Di), o conjunto

Ii = {




x1 0 · · · 0

x2 0 · · · 0

· · ·
xni

0 · · · 0




: x1, x2, · · ·, xni
∈ Di} ' Dni

i

é um ideal minimal à esquerda.

Dado x ∈ KG, consideremos φ(x) = (α1, α2, · · ·, αr) ∈ ⊕r
i=1Mni

(Di) e defina o

produto de x por um elemento mi ∈ Ii por xmi = αimi. Com esta definição Ii se

torna um KG-módulo simples.

• Ii 6' Ij, se i 6= j.

• Qualquer KG-módulo simples é isomorfo a algum Ii, 1 ≤ i ≤ r.

Na seção seguinte, mostraremos as conexões entre o teorema de Wedderburn-Artin e

a teoria de representação de grupos.

Corolário 2.4 Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente fechado tal

que car(K) não divide |G|. Então:

KG ' ⊕r
i=1Mni

(K)
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e n2
1 + n2

2 + · · ·+ n2
r = |G|.

Demonstração Como car(K) não divide |G|, temos, do teorema de Wedderburn-Artin

que:

KG ' ⊕r
i=1Mni

(Di),

onde Di é um anel de divisão contendo uma cópia de K no seu centro.

Se calcularmos dimensões sobre K em ambos os lados da equação acima, teremos

|G| =
r∑

i=1

n2
i · [Di : K],

de onde segue que cada anel de divisão é de dimensão finita sobre K. Como K é alge-

bricamente fechado, temos que Di = K, 1 ≤ i ≤ r, de onde segue o resultado. 2

2.3 Álgebras de grupos abelianos

Nesta seção daremos uma descrição completa do anel de grupo de um grupo abeliano

finito G sobre um corpo K tal que car(K) não divide |G|.
Iniciaremos com o caso onde G é ćıclico. Então, seja G =< a : an = 1 >; isto é, G é

ćıclico finito de ordem n e seja K um corpo tal que car(K) não divide |G|. Considere a

função

φ : K[X] → KG

f(x) 7→ f(a).

É de verificação imediata que φ é um homomorfismo de anéis. Agora, ∀α ∈ KG;

α =
∑

ai∈G

αaiai, tal que αai ∈ K, o que implica α =
∑

ai∈G

αaiai = f(a), para algum

polinômio f(x) ∈ K[X]. Logo, φ é um epimomorfismo. Temos assim
K[X]

ker(φ)
' KG.

Visto que K[X] é um domı́nio de ideais principais, temos que ker(φ) =< f0 >; i.e.,

ker(φ) é o ideal gerado pelo polinômio f0, tal que f0 é o mônico, irredut́ıvel em K[X],

de menor grau não-nulo tal que f0(a) = 0. Como xn − 1 ∈ ker(φ), temos que xn − 1 é
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diviśıvel por f0, o que implica que grauf0 ≤ n. Suponha que grauf0 = r < n. Então:

f0(a) = c0 + c1a + · · · + cra
r = 0 ⇒ ci = 0,∀i ∈ {0, · · ·, r}, pois G é linearmente

independente sobre K. Segue que f0 ≡ 0 e, portanto, uma contradição .

Assim, temos que f0 divide xn − 1 e grauf0 = n. Logo f0 = xn − 1. Portanto,

KG ' K[X]

ker(φ)
=

K[X]

< xn − 1 >
.

Seja xn − 1 = f1f2 · · · ft a decomposição de xn − 1 como um produto de polinômios

irredut́ıveis em K[X]. Visto que car(K) não divide |G| = n, temos que fi 6= fj, se i 6= j.

Do Teorema do Resto Chinês, obtemos:

K[X]

< xn − 1 >
' K[X]

< f1 >
⊕ K[X]

< f2 >
⊕ · · · ⊕ K[X]

< ft >
' KG.

Seja ξi uma raiz de fi, 1 ≤ i ≤ t. Então, temos que
K[X]

< fi >
' K(ξi). Consequente-

mente,

KG ' K(ξ1)⊕K(ξ2)⊕ · · · ⊕K(ξt),

onde K(ξi) é uma extensão ciclotômica de K.

Mostramos, assim, que KG é isomorfo a uma soma direta de extensões ciclotômicas

de K.

Note que: o elemento a corresponde à classe X+ < f0 >, sob o isomorfismo KG '
K[X]

ker(φ)
=

K[X]

< f0 >
. Sob o isomorfismo KG ' K[X]

< f1 >
⊕ · · · ⊕ K[X]

< ft >
, a corresponde ao

elemento (X+ < f1 >, · · ·, X+ < ft >) e, finalmente, a é levado em (ξ1, · · ·, ξt) no último

isomorfismo acima.

Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1 Sejam G =< a : a7 = 1 > e K = Q, o corpo dos números racionais. A

decomposição de X7 − 1 em Q[X] é

X7 − 1 = (X − 1)(X6 + X5 + X4 + X3 + X2 + X + 1).

Se ξ é uma raiz primitiva da unidade de ordem 7, então

QG ' Q⊕Q(ξ).

2
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Exemplo 2.2 Sejam G =< a : a6 = 1 > e K = Q. A decomposição de X6 − 1 como

produto de polinômios irredut́ıveis em Q[X] é

X6 − 1 = (X − 1)(X + 1)(X2 + X + 1)(X2 −X + 1).

Temos que −1+
√

3i
2

é uma raiz de X2 + X + 1 e 1+
√

3i
2

uma raiz de X2 −X + 1. Portanto,

QG ' Q⊕Q⊕Q(−1+
√

3i
2

)⊕Q(1+
√

3i
2

)

Notemos que os dois últimos somandos são, na verdade, iguais. 2

Seja G ainda um grupo ćıclico de ordem n. Desejamos dar uma descrição mais precisa

de KG, onde K é um corpo tal que car(K) não divide |G|. Relembremos, para isso, alguns

conceitos importantes.

Para um inteiro positivo d, o polinômio ciclotômico de ordem d, denotado por Φd, é o

polinômio dado por Φd = Πj(X−ξj), onde ξj percorre todas as d-ésimas ráızes primitivas

da unidade. Além disso, temos que Xn−1 = Πd|nΦd; isto é, Xn−1 é o produto de todos

os polinômios ciclotômicos Φd em K[X], onde d é um divisor de n. Para cada d, seja

Φd = Πad
i=1fdi

, a decomposição de Φd como um produto de polinômios irredut́ıveis em

K[X]. Então, a decomposição de KG pode ser escrita na forma:

KG ' ⊕d|n ⊕ad
i=1

K[X]

< fdi
>
' ⊕d|n ⊕ad

i=1 K(ξdi
),

onde ξdi
denota uma raiz de fdi

, 1 ≤ i ≤ ad. Segue diretamente de comentário anterior.

Para um d fixo, todos os elementos ξdi
são ráızes primitivas da unidade de ordem d,

visto que uma raiz de fdi
é uma raiz de Φd(X), o d-ésimo ciclotômico sobre K. Portanto,

K(ξdi
) = K(ξdj

) = K(ξd), ∀1 ≤ i, j ≤ ad. Podemos assim reescrever o isomorfismo acima

como

KG ' ⊕d|nadK(ξd)

onde ξd é uma raiz primitiva da unidade de ordem d e adK(ξd) é uma notação para o

somatório K(ξd)⊕ · · · ⊕K(ξd), com ad termos K(ξd).

Além disso, temos que grau(fdi
) = [K(ξd) : K], para todo polinômio fdi

, 1 ≤ i ≤ ad;

isto é, os polinômios fdi
possuem o mesmo grau, 1 ≤ i ≤ ad. Segue, portanto, da

decomposição de Φd(X) que
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grauΦd(X) = φ(d) =
ad∑

i=1

grau(fdi
) =

ad∑

i=1

[K(ξd) : K] = ad[K(ξd) : K],

onde φ(d) é a função de Euler dada por:

φ(d) = #{n ∈ Z : 1 ≤ n < d , mdc(n, d) = 1}.

Como G é um grupo ćıclico de ordem n, para cada divisor d de n, o número de

elementos de ordem d em G é nd = φ(d). Equivalentemente, se H é um grupo ćıclico de

ordem d em G, então H tem φ(d) geradores. Com efeito, basta verificarmos os itens 1 e

2 que seguem abaixo.

1. Se s < d e mdc(s, d) = 1, então, hs é um gerador de H, para um gerador h de H.

De fato, se H̃ =< hs > e |H̃| = p, então p divide d = |H|. Por outro lado,

(hs)p = hsp = 1 e como | < h > | = |H| = d, temos que d|sp. Mas mdc(s, d) = 1.

Logo, d divide p. Portanto, d = p, de onde conclúımos que H = H̃ e que hs também

é um gerador de H, para todo inteiro s tal que mdc(s, d) = 1.

2. Se hs, s < d, é um gerador de H, então mdc(s, d) = 1.

Suponhamos que mdc(s, d) 6= 1. Então, existe p > 1 tal que s = pq1 e d = pq2, onde

q1, q2 são inteiros diferentes de 1. Segue que, (hs)q2 = hpq1q2 = h(pq2)q1 = (hd)q1 =

1 ⇐⇒ (hs)q2 = 1, o que é uma contradição , visto que | < hs > | = d > q2 > 0.

Portanto, mdc(s, d) = 1 sempre que hs, s < d, for um gerador de H.

Posto isto, podemos escrever: φ(d) = nd = ad[K(ξd) : K] se e somente se

ad =
nd

[K(ξd) : K]
.

Exemplo 2.3 Seja G =< a : an = 1 > um grupo ćıclico de ordem n e seja K = Q, o

corpo dos números racionais. Visto que Xn − 1 =
∏

d|n Φd(x), onde Φd(x) é irredut́ıvel

sobre Q, para cada d que divide n, podemos escrever

Q < a >' ⊕d|nQ(ξd),

onde ξd é uma raiz de Φd(x). 2
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A descrição obtida acima pode ser estendida a anéis de grupos abelianos finitos ar-

bitrários, como nos mostra o seguinte

Teorema 2.3 (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito, de ordem n, e seja K

um corpo tal que car(K) não divide n. Então:

KG ' ⊕d|nadK(ξd)

onde ξd denota uma d-ésima raiz primitiva da unidade e ad =
nd

[K(ξd : K)]
. Nesta

fórmula, nd denota o número de elementos de ordem d em G.

A demonstração desse teorema pode ser encontrada em [5], pág. 147.

2.4 Algumas subálgebras comutativas

Trataremos nesta seção de alguns resultados e conceitos importantes na determinação da

estrutura de uma álgebra de grupo que é semisimples.

Definição 2.6 Seja G um grupo e R um anel comutativo e seja {Ci}i∈I , o conjunto das

classes de conjugação de G que contém apenas um número finito de elementos. Definamos

em RG, ∀i ∈ I,

γi = Ĉi =
∑

x∈Ci

x.

Estes elementos são chamados somas de classe de G sobre R.

Teorema 2.4 Seja G um grupo e R um anel comutativo. Então {γi}i∈I , o conjunto de

todas as somas de classe, forma uma R-base de Z(RG), o centro de RG.

Demonstração Vejamos inicialmente que ∀i ∈ I, γi ∈ Z(RG); isto é, γig = gγi, ∀g ∈ I.

De fato, ∀g ∈ G, temos que: g−1γig = g−1(
∑

x∈Ci

x)g =
∑

x∈Ci

g−1xg =
∑

y∈Ci

y = γi.

O conjunto {γi}i∈I é um gerador de Z(RG) como RG-módulo. Com efeito, tome

α =
∑

g∈G

αgg ∈ Z(RG). Sejam a, b ∈ G, tais que a e b pertencem a mesma classe de

conjugação , isto é, b = x−1ax, para algum x ∈ G. Então
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α = x−1αx ⇐⇒ αaa +
∑

g 6=a

αgg = αa(x
−1ax) +

∑

g 6=a

αg(x
−1gx) = αab +

∑

g 6=a

αg(x
−1gx).

Da igualdade acima, temos que αa = αb. Denotando esses coeficientes comuns por ai,

podemos escrever

∑

i∈I

aiḡi =
∑

i∈I

ai(gi + x−1gix + · · ·) =
∑

i∈I

aiγi,

tal que γi =
∑

h∈Ci

h e Ci = ḡi, ∀gi ∈ G. Logo, {γi}i∈I gera Z(RG), como R-módulo.

Além disso, {γi}i∈I é linearmente independente. Basta ver que, dada combinação

linear nula
∑

i

λiγi = 0, λi ∈ R,

0 =
∑

i

λiγi =
∑

i

λi(
∑

x∈Ci

x) =
∑

i

∑

x∈Ci

λix =⇒ λi = 0,∀i ∈ I,

pois as classes Ci são disjuntas e elementos de G são l.i. sobre R. Portanto, {γi}i∈I é

uma R-base de Z(RG). 2

Proposição 2.5 Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que

car(K) não divide |G|. Então, o número de componentes simples de KG é igual ao

número de classes de conjugação de G.

Demonstração Pelo teorema 2.3, é suficiente mostrar que o número de componentes

simples de KG é igual a dimKZ(KG). Segue do teorema 2.2 que

KG ' ⊕r
i=1Mni

(K)

de onde obtemos Z(KG) ' ⊕r
i=1Z(Mni

(K)). Para um anel de matrizes Mn(K), temos

que

Z(Mn(K)) = {αI; α ∈ K} ' K,

onde I é a matriz identidade de ordem n. De fato, a igualdade pode ser verificada

tomando-se A ∈ Z(Mn(K)) e fazendo-se o produto Aεij, i = j, onde εij é a matriz de

ordem n que tem 1 na posição ij e 0 nas demais.

Portanto, Z(KG) ' ⊕r
i=1Z(Mni

(K)) ' K ⊕ · · · ⊕K, onde K aparece r vezes nesse

somatório. Segue dáı que dimKZ(KG) = r, que é o número de componentes simples de

KG. 2
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Definição 2.7 Chamamos um corpo K de corpo de decomposição para um grupo finito

G se a álgebra de grupo KG é isomorfa a uma soma direta de anéis de matrizes sobre

K.

Note que corpos algebricamente fechados são corpos de decomposição para qualquer

grupo finito G.

Notemos que, se e é um idempotente central em um anel R, então ele induz uma

decomposição de R como uma soma direta: R = Re ⊕ R(1 − e). De fato, ∀r ∈ R,

r = re + r(1− e) e se x ∈ Re ∩ R(1− e), então x = re = r
′
(1− e), tal que r, r

′ ∈ R; de

onde temos x = re = re2 = r
′
(1− e)e = r

′
e− r

′
e2 = 0.

Lema 2.5 Seja R um anel com unidade e seja H um subgrupo de um grupo G. Se |H|
é inverśıvel em R, então eH = 1

|H| Ĥ é um idempotente de RG. Além disso, se H / G,

então eH é central em RG.

Demonstração Se |H| é inverśıvel, então podemos definir eH = 1
|H|Ĥ. Vejamos que eH

é idempotente:

e2
H = eHeH =

1

|H|2 ĤĤ =
1

|H|2 (
∑

h∈H

h)Ĥ

=
1

|H|2
∑

h∈H

hĤ =
1

|H|2
∑

h∈H

Ĥ

=
1

|H|2 |H|Ĥ =
1

|H|Ĥ
= eH .

Do lema 2.2, temos que se H / G, então RGĤ = ĤRG. Logo, eH é central em RG. 2

O próximo resultado nos mostra como é a decomposição obtida com esses idempo-

tentes.

Proposição 2.6 Seja R um anel e seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se |H|
é inverśıvel em R, então eH = 1

|H|Ĥ induz em RG a decomposição

RG = RGeH ⊕RG(1− eH),
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onde RGeH ' R(G/H) e RG(1− eH) = ∆(G,H).

Demonstração Do lema 2.5 segue que eH é central em RG. Logo,

RG = RGeH ⊕RG(1− eH).

Seja φ : G → GeH a função definida por φ(g) = geH , ∀g ∈ G.

`: φ é isomorfismo de grupos. Com efeito, φ(gg
′
) = (gg

′
)eH = (gg

′
)e2

H = (geH)(g
′
eH) =

φ(g)φ(g
′
). Logo, φ é homomorfismo. Agora, φ é injetivo, pois φ(g) = eH ⇐⇒ geH =

g 1
|H|Ĥ = 1

|H|Ĥ ⇐⇒ gĤ = Ĥ ⇐⇒ g ∈ H, tal que eH é a identidade de GeH ; e é de

verificação imediata que φ é sobrejetivo.

Do teorema de homomorfismo de grupos, obtemos G/H ' GeH . Como GeH é base

de RGeH sobre R, temos que RGeH ' R(G/H).

`: RGeH é um ideal bilateral de RG. De fato,

• ∀a1, a2 ∈ RG, a1eH + a2eH = (a1 + a2)eH ∈ RGeH ;

• ∀a, a1 ∈ RG, a(a1eH) = (aa1)eH ∈ RGeH e (a1eH)a = (eHa1)a = eH(a1a) =

(a1a)eH ∈ RGeH .

`: RG(1− eH) é um ideal à esquerda de RG. De fato,

• ∀a1, a2 ∈ RG, a1(1− eH) + a2(1− eH) = (a1 + a2)(1− eH) ∈ RGeH ;

• ∀a, a1 ∈ RG, a(a1(1− eH)) = (aa1)(1− eH) ∈ RG(1− eH)

Segue dessas afirmações e do lema 2.3 que RG(1 − eH) = Ann(RGeH), e por ar-

gumento análogo ao do lema 2.2, mostramos facilmente que Ann(RGeH) = ∆(G,H).

2

Definição 2.8 Seja R um anel e G um grupo finito tal que |G| é inverśıvel em R. O

idempotente eG = 1
|G|Ĝ é chamado idempotente principal de RG.

Corolário 2.5 Seja R um anel e seja G um grupo finito tal que |G| é inverśıvel em R.

Então podemos escrever RG como:
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RG ' R⊕∆(G).

Demonstração Da proposição 2.6, temos que RG ' RGeG ⊕ RG(1 − eG), tal que

eG = 1
|G|Ĝ, RGeG ' R(G/G) = R e RG(1 − eG) = ∆(G,G) = ∆(G). Portanto,

RG ' R⊕∆(G). 2

Lema 2.6 Seja R um anel comutativo e seja I um ideal de uma álgebra de grupo RG.

Então: RG/I é comutativo se e somente se ∆(G,G
′
) ⊂ I, onde G

′
é o subgrupo comu-

tador de G.

Demonstração Tome G
′
=< [g, h]; g, h ∈ G >, o subgrupo comutador de G. Desejamos

mostrar que ∀g, h ∈ G, g−1h−1gh − 1 ∈ I e, com isso, mostrar que ∆(G,G
′
) ⊂ I, como

ideal de RG. De fato, ∀g, h ∈ G, gh− hg ∈ I. Logo,

gh− hg = (hg)(hg)−1gh− hg = hg(g−1h−1)gh− hg = hg(g−1h−1gh− 1) ∈ I.

Como I é ideal de RG, temos que (hg)−1(gh− hg) = g−1h−1gh− 1 ∈ I.

Agora, gh− hg = hg(g−1h−1gh− 1) ∈ ∆(G,G
′
). Se ∆(G,G

′
) ⊂ I, então:

∀g, h ∈ G, gh− hg = i, i ∈ I ⇐⇒ gh ≡ hg(modI)

e, portanto, RG/I é comutativo. 2

Proposição 2.7 Seja RG uma álgebra de grupo semisimples. Se G
′
denota o subgrupo

comutador de G, então podemos escrever:

RG = RGeG′ ⊕∆(G,G
′
),

onde RGeG′ ' R(G/G
′
) é a soma de todas as componentes simples comutativas de RG

e ∆(G, G
′
) é a soma das demais.

Demonstração Da proposição 2.6 segue a soma direta desejada. Basta observar que

G
′
/ G e que as hipóteses G finito e |G| inverśıvel em R (RG é semisimples) implicam G

′

finito e |G′| inverśıvel em R, pois |G| = k|G′ |, k ∈ R ⇐⇒ 1 = (|G|−1k)|G′|.
Note que RGeG

′ ' R(G/G
′
) é semisimples, pois R é semisimples, G/G

′
é um grupo

finito e |G/G
′| é inverśıvel em R. Além disso, R(G/G

′
) é comutativo, pois G/G

′
é
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abeliano. Logo, RGeG′ ' R(G/G
′
) é soma direta de componentes simples comutativas

de RG.

Agora, suponha que ∆(G,G
′
) = A ⊕ B, onde A é componente simples comutativa e

B seu complemento. Então, o quociente RG/B ' RGeG
′ ⊕ A é comutativo. Logo, pelo

lema anterior ∆(G,G
′
) ⊂ B, o que implica em A = {0}. Portanto, ∆(G,G

′
) é a soma

das componentes simples não-comutativas de RG. 2

2.5 Representação de grupos

Definição 2.9 Seja G um grupo, R um anel comutativo e V um R-módulo de dimensão

finita. Uma representação de G sobre R, com espaço de representação V é um

homomorfismo de grupos T : G → GL(V ), onde GL(V ) é o grupo de R-automorfismos

de V . A dimensão de V é chamada grau da representação T e será denotada por gr(T ).

Fixada uma base de V sobre R, podemos definir um isomorfismo φ de GL(V ) sobre o

grupo GL(n,R) de matrizes n× n inverśıveis com coeficientes em R, associando a cada

T ∈ GL(V ) sua matriz com respeito à base escolhida.

Definição 2.10 Seja G um grupo e R um anel comutativo. Uma representação ma-

tricial de grau n de G sobre R é um homomorfismo de grupos T : G → GL(n,R).

Exemplo 2.4 Seja G um grupo e R um anel comutativo. A aplicação T : G → GL(n,R)

dada por T (g) = In, ∀g, onde In é a matriz identidade de GL(n,R), é chamada repre-

sentação trivial de G sobre R de grau n. 2

Exemplo 2.5 A representação regular

Seja G um grupo finito de ordem n e seja R um anel comutativo. Definiremos uma

representação de G sobre R. Tomaremos como um espaço de representação RG, o anel

de grupo de G sobre R.

Definamos uma aplicação T : G → GL(RG) como segue: a cada elemento g ∈ G,

associamos a função linear Tg que age na base G por multiplicação à esquerda; isto é,

Tg(gi) = ggi. De fato, esta é uma representação de G, pois
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Tgh(y) = (gh)y = g(hy) = Tg(Th(y)) = (Tg ◦ Th)(y).

Enumeremos os elementos de G em uma ordem G = {g1 = 1, · · ·, gn}. Logo, na re-

presentação matricial correspondente, com respeito a base G de RG, a imagem de cada

elemento g ∈ G é uma matriz de permutação pois, ∀g ∈ G, Tg age na base G permutando

os seus elementos. Em particular, para g 6= 1, ggi 6= gi ⇐⇒ Tg(gi) 6= gi. Então, todos

os elementos na diagonal de Tg são iguais a zero, o que nos dá traço Tg =0 se g 6= 1 e

traço T1 = n = |G|.
A representação assim definida é chamada a representação regular de G sobre R.

Como ilustração verificaremos esta representação para o grupo de Klein, isto é, o

grupo G = {1, a, b, ab}, com três elementos de ordem 2, que enumeramos como g1 = 1,

g2 = a, g3 = b, g4 = ab. Temos então: Ta(g1) = g2, Ta(g2) = g1, Ta(g3) = g4, Ta(g4) = g3,

cuja matriz associada é:

ρa =




0 1 0 0

1 0 0 0

0 0 0 1

0 0 1 0




De maneira análoga, obtemos :

ρb =




0 0 1 0

0 0 0 1

1 0 0 0

0 1 0 0




ρab =




0 0 0 1

0 0 1 0

0 1 0 0

1 0 0 0
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ρ1 =




1 0 0 0

0 1 0 0

0 0 1 0

0 0 0 1




que são as matrizes associadas a Tb, Tab e T1, respectivamente. 2

Exemplo 2.6 Algumas representações de grupos ćıclicos

Seja G = {1, a, a2, · · ·, am−1} grupo ćıclico de ordem m e seja K um corpo. Se

G =< a >, então uma representação matricial A : G → GL(n,K) está completamente

determinada pela matriz A(a), pois A(ar) = A(a)r. Para verificar que A é na verdade

um homomorfismo de grupos e então uma representação , é suficiente que A(a)m = I, a

matriz identidade de ordem n.

Suponha que car(K) não divide |G| = m e que K contém uma m-ésima raiz primitiva

da unidade ξ. Então, a função A : G → GL(1, K) dada por A(a) = ξ é uma representação

unidimensional de G sobre K. Além disso, se {ξ1, · · ·, ξm} é o conjunto de todas as

m-ésimas ráızes distintas da unidade, então a função B : G → GL(m,K) dada por

B(a) =




ξ1 0 · · · 0

0 ξ2 · · · 0

· · ·
· · ·
· · ·
0 0 · · · ξm




é uma representação de G sobre K, de grau m. De fato, B(a)m = I.
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A representação regular de G é dada por:

Γ(a) =




0 0 · · · 0 1

1 0 · · · 0 0

0 1 · · · 0 0

· · · ·
· · · ·
· · · ·
0 0 · · · 1 0




2

Definição 2.11 Duas representações T : G 7→ GL(V ) e T̄ : G 7→ GL(W ) de um grupo

G sobre o mesmo corpo K são ditas equivalentes se existe um isomorfismo φ : V → W

tal que:

T̄g = φ ◦ Tg ◦ φ−1, ∀g ∈ G.

Definição 2.12 Duas representações matriciais A : G → GL(n,K) e

B : G → GL(n,K) de um grupo G sobre o mesmo corpo K são ditas equivalentes se

existe uma matriz inverśıvel U ∈ GL(n,K) tal que:

A(g) = UB(g)U−1, ∀g ∈ G.

Exemplo 2.7 Representações de D4

Consideremos o grupo de todas as simetrias de um quadrado. Sejam a a rotação

anti-horária através de um ângulo π
2

e b a reflexão através de um eixo que contém uma

das diagonais desse quadrado. Esse grupo, denotado por D4, é chamado o grupo dihedral

de ordem 8 e dado por:

D4 = {1, a, a2, a3, b, ab, a2b, a3b},

onde a4 = 1, b2 = 1, baba = 1.

Para dar uma representação A : D4 → GL(n,K) sobre um corpo K, é suficiente

determinar matrizes A(a) e A(b) tais que A(a)4 = I, A(b)2 = I e A(b)A(a)A(b)A(a) = I.

É fácil determinar quatro representações diferentes de D4 de grau 1, sobre qualquer

corpo K de caracteŕıstica diferente de 2, digamos,
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A(a) = 1 e A(b) = 1

B(a) = 1 e B(b) = −1

C(a) = −1 e C(b) = 1

D(a) = −1 e D(b) = −1

Pensando no significado geométrico de a e b, podemos obter ainda uma outra repre-

sentação W de D4, de grau 2, dada por:

W (a) =




0 −1

1 0




e

W (b) =




0 1

1 0




2

Note que, a menos de equivalência, o grupo D4 possui uma única representação de grau

maior que um e é, portanto, um exemplo da classe de grupos que pretendemos classificar.

Exemplo 2.8 Soma direta de representações

Sejam T : G → GL(V ) e S : G → GL(W ) duas representações de um grupo G

sobre um anel comutativo R. Definamos uma representação de G sobre R com espaço

de representação V ⊕W , chamado soma direta das representações dadas, denotado por

T ⊕ S, onde:

(T ⊕ S)g = Tg ⊕ Sg, ∀g ∈ G.

Se escolhermos bases {v1, ···, vn} e {w1, ···, wm} de V e W , respectivamente, e denotarmos

por g 7→ A(g) e g 7→ B(g) as representações matriciais correspondentes nessas bases,

então T ⊕ S com respeito à base {(v1, 0), · · ·, (vn, 0), (0, w1), · · ·, (0, wm)} de V ⊕ W , é

dada por:

g 7→



A(g) 0

0 B(g)




2
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Exemplo 2.9 Seja G um grupo ćıclico de ordem m e seja K um corpo que contém

{ξ1, · · ·, ξm} o conjunto de todas as ráızes da unidade de ordem m. Consideremos as

representações B e Γ do exemplo 2.6 e seja

U =




ξ1 ξ2
1 · · · ξm

1

ξ2 ξ2
2 · · · ξm

2

· · ·
· · ·
· · ·

ξm ξ2
m · · · ξm

m




Como U é uma matriz de Vandermonde com det(U) =
∏

1≤i≤j≤m(ξi − ξj) 6= 0, então

U ∈ GL(m, K) e B(a)U = UΓ(a). Decorre dáı que B(g) = UΓ(g)U−1, ∀g ∈ G, o que

mostra que essas representações são equivalentes. 2

Definição 2.13 Uma representação T : G → GL(V ) de um grupo G sobre um corpo

K é chamada irredut́ıvel se V é um espaço não-nulo cujos subespaços invariantes sob T

são apenas os subespaços triviais {0} e V.

2.6 Representações e módulos

Nosso objetivo nesta seção é mostrar a relação existente entre representações e módulos

via o conceito de anel de grupo.

Proposição 2.8 Seja G um grupo e R um anel comutativo com unidade. Então, existe

uma bijeção entre representações de G sobre R e RG-módulos livres de dimensão finita

sobre R.

Demonstração Seja T : G → GL(V ) uma representação de G sobre um anel comuta-

tivo com unidade R, onde V é um R-módulo de dimensão finita. A essa representação

associamos o espaço V , que se torna um RG-módulo com a operação por escalar α, dada

por:

34



αv = (
∑

g∈G

agg)v =
∑

g∈G

ag(gv) =
∑

g∈G

Tg(v), α ∈ RG, ∀v ∈ V .

De fato, essa operação satisfaz as propriedades:

1. α(v1 + v2) = (
∑

g∈G

agg)(v1 + v2) =
∑

g∈G

agTg(v1 + v2) =
∑

g∈]G

agTg(v1) +
∑

g∈G

agTg(v2) =

αv1 + αv2;

2. (α + α1)v = (
∑

g∈G

(ag + a1g)g)v =
∑

g∈G

(ag + a1g)Tg(v) =
∑

g∈G

agTg(v) +
∑

g∈G

agTg(v) =

αv + α1v;

3. (αα1)v = (
∑

g,h∈G

αgα1h
gh)v =

∑

g,h∈G

(αgα1h
)Tgh(v) =

∑

g,h∈G

(αgα1h
)Tg(Th(v)) = α(α1v).

Reciprocamente, se M é um RG-módulo de dimensão finita sobre R, definimos uma

representação de G sobre R atribuindo a cada elemento g ∈ G o R-automorfismo

Tg : M → M dado por: Tg(m) = gm, ∀m ∈ M . De fato, Tg assim definida age em

uma base de M por multiplicação à esquerda. Do exemplo 2.5 segue que Tg é isomor-

fismo de V . Logo a aplicação T : G → GL(M) definido por T (g) = Tg, é tal que

Tgh(m) = (gh)m = g(hm) = Tg(Th(m)) = (Tg ◦ Th)(m).

É de verificação imediata que essas funções são inversas uma da outra. 2

Exemplo 2.10 Seja G um grupo finito e considere RG como um RG-módulo sobre

ele mesmo. Sabemos que RG possui dimensão finita |G| sobre R. Logo, ∀x ∈ G, a

representação Tx : RG → RG é dada por:

Tx(
∑

g∈G

α(g)g) = x(
∑

g∈G

α(g)g) =
∑

g∈G

α(g)xg

Isso significa que x ∈ G age na base G = {g1, · · ·, gn} por multiplicação à esquerda. Logo,

a representação associada ao RG-módulo RG é precisamente a representação regular de

G. 2

Lema 2.7 Seja G um grupo e R um anel. Seja T : G → GL(V ) uma representação de

G sobre R, com espaço de representação V . Então, um subespaço W ⊂ V é invariante

sob T se e somente se W é um RG-submódulo de V .
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Demonstração Seja W um R-subespaço de V , invariante sob T ; isto é, ∀g ∈ G,

Tg(W ) ⊂ W .

Então,

1. ∀w1, w2 ∈ W , w1 − w2 ∈ W ;

2. ∀w ∈ W , ∀α ∈ RG, αw = (
∑

g∈G

agg)w =
∑

g∈G

ag(gw) =
∑

g∈G

agTg(w) ∈ W .

Portanto, W é um RG-submódulo de V .

Seja T a representação de G sobre R correspondente ao espaço V , como RG-módulo,

e W ⊂ V um RG-submódulo de V . Então, Tg(w) = gw ∈ W , ∀g ∈ G, ∀w ∈ W ; isto é,

W é subespaço T -invariante. 2

Proposição 2.9 Seja G um grupo e seja R um anel comutativo. Então:

1. Duas representações T e T
′

de G sobre R são equivalentes se e somente se os

RG-módulos correspondentes são isomorfos;

2. Uma representação é irredut́ıvel se e somente se o RG-módulo correspondente é

irredut́ıvel.

Demonstração

1. Sejam T : G → GL(V ) e T
′
: G → GL(W ) representações equivalentes de G sobre

R. Então, existe isomorfismo φ : V → W tal que ∀g ∈ G, T
′
g = φ ◦ Tg ◦ φ−1. Como

V e W são os RG-módulos de dimensão finita sobre R correspondentes a T e T
′
,

respectivamente, então segue o resultado.

Por outro lado, se V e W são RG-módulos isomorfos, de dimensão finita sobre R,

via isomorfismo φ e T : G → GL(V ) e S : G → GL(W ) são as representações

correspondentes a V e W , então:

(φ ◦ Tg ◦ φ−1)(w) = (φ ◦ Tg)(φ
−1(w)) = φ(Tg(φ

−1(w)))

= φ(gφ−1(w)) = gφ(φ−1(w))

= gw = Sg(w).

Logo, Sg = φ ◦ Tg ◦ φ−1, ∀g ∈ G, e portanto, S e T são equivalentes.
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2. Seja T : G → GL(V ) uma representação irredut́ıvel. Se o RG-módulo correspon-

dente V é redut́ıvel; isto é, V = A ⊕ B, onde A e B são RG-submódulos de V ,

então, pelo lema 2.7, A e B são invariantes sob T, o que é uma contradição .

Suponha agora que V é irredut́ıvel. Suponha ainda que a representação correspon-

dente T : G → GL(V ) é redut́ıvel e seja W ⊂ V o subespaço T -invariante. Como

W é não-vazio, podemos escrever V = W ⊕ (V \W ). Contradição . 2

Observemos que se um RG-módulo M admite uma decomposição como uma soma

direta de submódulos M = ⊕t
i=1Mi e se T e Ti denotam as representações correspondentes

a M e Mi, 1 ≤ i ≤ t, então: T = ⊕t
i=1Ti. De fato, se m = (m1,m2, · · ·,mt) ∈ M e

T : G → GL(M) é a representação correspondente ao RG-módulo M , então, ∀g ∈ G,

Tg(m) = gm = (gm1, gm2, · · ·, gmt)

= (T1g(m1), T2g(m2), · · ·, Ttg(mt)),

onde Tig , 1 ≤ i ≤ t, é a imagem de g pela representação irredut́ıvel Ti : G → GL(Mi),

que está associada ao RG-módulo irredut́ıvel Mi. Portanto, ∀g ∈ G, Tg = ⊕t
i=1Tig , o que

implica T = ⊕t
i=1Ti.

Mostraremos agora como as informações que temos sobre anéis de grupo nos ajudam

a obter informações sobre representações de grupo.

Se G é um grupo finito e K é um corpo tal que car(K) não divide |G|, então, KG é

semisimples. Nesse caso, todos os KG-módulos são semisimples.

Seja KG um anel semisimples e KG ' ⊕r
i=1Mni

(Di), onde Di, 1 ≤ i ≤ r, são anéis

de divisão contendo K em seu centro. Então, calculando dimensões sobre K em ambos

os lados desta expressão, obtemos:

|G| =
r∑

i=1

n2
i [Di : K].

Como o módulo Ii de Mni
(Di) é isomorfo a Dni

i , o grau da representação correspondente Ti

é dado por: grau(Ti) = [Ii : K] = [Dni
i : K] = ni[Di : K]. Portanto, |G| =

r∑

i=1

nigrau(Ti).

Esse resultado e a proposição 2.5 nos dão o seguinte teorema:
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Teorema 2.5 Seja G um grupo finito e seja K um corpo de decomposição para G. Então:

KG ' ⊕r
i=1Mni

(K),

onde r é o número de classes de conjugação de G. Consequentemente, o número de

representações irredut́ıveis, não-equivalentes de G sobre K é também r. Além disso,

|G| =
r∑

i=1

n2
i

Exemplo 2.11 Representações do grupo dihedral de ordem 8

Vimos no exemplo 2.7 que o grupo D4 possui quatro representações diferentes de

grau 1 e uma representação W de grau 2 sobre Q, o corpo dos racionais. Então, na

decomposição de QD4 aparecem quatro componentes simples isomorfas a Q e essas são

todas as suas componentes comutativas, pois QD4 não é comutativo.

Seja Mn(D) a componente simples correspondente à representação de grau 2. Como

2 = grau(W ) = n[D : Q], então n = 1 e [D : Q] = 2 ou n = 2 e [D : Q] = 1. No primeiro

caso, QD4 é da forma:

QD4 ' Q⊕Q⊕Q⊕Q⊕D ⊕D
′

onde D
′
deve ser também um anel de divisão, tal que [D

′
: Q] = 2. Como um anel de

divisão de dimensão 2 sobre um corpo deve ser comutativo, então teŕıamos que QD4 é

comutativo, o que é uma contradição , pois D4 é não-abeliano.

Consequentemente, devemos ter n = 2 e D = Q. Portanto,

QD4 ' Q⊕Q⊕Q⊕Q⊕M2(Q).

Como as representações dadas são também representações irredut́ıveis de D4 sobre

C, o corpo dos complexos, temos que:

CD4 ' C ⊕ C ⊕ C ⊕ C ⊕M2(C).

2
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Observe que dadas todas as representações irredut́ıveis, a menos de equivalência, de um

grupo finito G sobre corpo K, fica determinada a decomposição do anel de grupo KG

em soma direta de anéis mais simples, como no exemplo 2.11. Da mesma forma, dada

decomposição em soma direta de KG, ficam determinadas as representações irredut́ıveis

de G. Temos assim uma maneira de estudar as representações irredut́ıveis de G sobre K,

a saber: via decomposição do anel de grupo KG em anéis mais simples.
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Caṕıtulo 3

Caracterização de grupos finitos que

possuem uma única K-representação

irredut́ıvel de grau maior que 1

Apresentamos neste caṕıtulo o principal resultado deste trabalho. Veremos antes alguns

lemas, onde usaremos as notações : G para grupo finito, G
′
para grupo derivado de G e

Z(G) para centro de G.

Lema 3.1 Um grupo finito G possui uma única K-representação irredut́ivel de grau

maior que 1 se e somente se G possui [G : G
′
] + 1 classes de conjugação , onde K é

um corpo algebricamente fechado.

Demonstração Seja

KG = KGeG
′ ⊕KG(1− eG

′ ),

tal que KGeG
′ ' K(G/G

′
) é a soma das componentes comutativas de KG e

KG(1− eG′ ) = ∆(G,G
′
) é a soma das demais componentes. Como K é algebricamente

fechado, as componentes comutativas de KG são cópias de K e o número de classes de

conjugação de G é o número de componentes simples de KG. O número de componentes

simples comutativas de KG é dado por:

dimKK(G/G
′
) = |G|/|G′| = [G : G

′
].
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Se G possui uma única K-representação irredut́ıvel de grau maior que 1, então a ela está

associada a componente simples ∆(G,G
′
). Portanto, KG possui [G : G

′
] + 1 classes de

conjugação .

Suponha agora que G possui [G : G
′
] + 1 classes de conjugação e escreva

KG = KGeG
′ ⊕∆(G, G

′
) ' ⊕r

i=1Mni
(K),

onde r é o número de componentes simples de KG. Segue-se então do fato de K ser

algebricamente fechado que r = [G : G
′
] + 1 ⇐⇒ r − 1 = [G : G

′
] = dimKK(G/G

′
), tal

que K(G/G
′
) é, a menos de isomorfismo, a soma das componentes comutativas de KG.

Em termos matriciais,

KG ' K ⊕ · · · ⊕K ⊕Mni
(K),

onde K aparece [G : G
′
] vezes nesse somatório.

A componente simples Mni
(K) é tal que ni > 1, de onde segue o resultado. 2

Seja τ = {g0 = 1, g1, g2, · · ·, gr} um transversal de G
′
em G.

Lema 3.2 Um grupo finito G possui [G : G
′
] + 1 classes de conjugação se e somente se

cada giG
′
é uma única classe de conjugação e G

′
é a união de duas classes de conjugação

{1} e G
′ − {1}.

Demonstração Para verificar que cada classe giG
′

é uma união de classes de

conjugação , basta mostrar que ∀x ∈ giG
′
, o conjugado de x ainda está em giG

′
. De

fato, ∀x ∈ giG
′
, x = gig

′
, para algum g

′ ∈ G
′
. Logo, ∀g ∈ G, g−1xg = g−1gig

′
g =

(g−1gig)(g−1g
′
g) ∈ giG

′
, pois g−1gig ∈ giG

′
e g−1g

′
g ∈ g

′
G
′
= G

′
.

Conclúımos que G possui, pelo menos, r+1 classes de conjugação , a saber, o número

de classes laterais de G
′
em G. Note que G

′
= (G

′ −{1}) ⋃{1} e, por hipótese, G possui

exatamente [G : G
′
] + 1 = r + 2 classes de conjugação . Então, cada classe lateral giG

′
é

uma única classe de conjugação e G
′
é a união das classes G

′ − {1} e {1}.
Suponha agora que cada giG

′
é uma única classe de conjugação , i ≥ 1, e G

′
é a união

das classes G
′ − {1} e {1}. Então G possui [G : G

′
] + 1 = r + 2 classes de conjugação e

essas são as únicas classes de G. De fato, seja x o representante de qualquer outra classe
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de conjugação . Temos que x = gig
′
, para algum gi ∈ τ , g

′ ∈ G
′
; isto é, x ∈ ḡi = giG

′
e,

portanto, x̄ = ḡi. 2

Teorema 3.1 Um grupo G possui exatamente uma única K-representação irredut́ıvel de

grau maior que 1 se e somente se:

• |G| = 2k, k é ı́mpar, Z(G) = G
′
e |G′ | = 2;

ou

• G é isomorfo ao grupo de todas as transformações x → ax + b, a 6= 0, sobre um

corpo de ordem pn 6= 2.

Demonstração Suponha que G possui uma única K-representação irredut́ıvel de grau

maior que 1. Segue dos lemas 3.1 e 3.2 que G age transitivamente por conjugação sobre

G
′ − {1}.

Como consequência temos que G
′
é abeliano, G

′
é abeliano elementar e G

′
é normal

minimal em G. Com efeito, tome x ∈ G
′
, x 6= 1, arbitrário. Para todo y ∈ G

′
, y 6= 1,

existe g ∈ G tal que y = g−1xg. Nesse caso, y2 = (g−1xg)2 = g−1x2g, · · ·, y◦(x) =

(g−1xg)◦(x) = g−1x◦(x)g = 1, ∀y ∈ G
′ − {1}. Portanto, ∀y ∈ G

′ − {1}, existe inteiro k tal

que yk = 1 e o menor inteiro k com essa propriedade, é primo. Caso contrário, k = mn e

∀g′ ∈ G
′ − {1}, (g′)m 6= 1, pois ◦(g′) = k e m < k. Logo, (g

′
)
m

elemento de G
′
é tal que

(g
′m

)n = 1, com n < k. Contradição . Portanto, k é primo.

Mostremos que G
′
é abeliano. De fato, visto que x ∈ G

′
=⇒ ◦(x) = k, k primo, temos

que todos os elementos de G
′−{1} possuem a mesma ordem (prima) e, portanto, G

′
é um

p-grupo. Logo, Z(G
′
) é não-trivial. Considere agora a aplicação fg : G

′ → G
′
definida

por fg(x) = g−1xg, ∀g ∈ G, x ∈ G
′
. É de verificação imediata que fg é um automorfismo

sobre G
′
. Então, fg leva Z(G

′
) em Z(G

′
), o centro de G

′
. Agora, ∀x ∈ G

′ − {1},
{fg(x);∀g ∈ G} = G

′ − {1}, pois G
′ − {1} é uma única classe de conjugação . Em

particular, se x ∈ Z(G
′
), x 6= 1, então G

′ − {1} = {fg(x); ∀g ∈ G} ⊆ Z(G
′
), de onde

segue que G
′
é abeliano.

Portanto, G
′
é k-abeliano elementar, onde k é um número primo.
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Mostremos agora que G
′

é normal minimal em G. Seja H subgrupo de G tal que

{1} 6= H < G
′
, H 6= G

′
e H / G. Então, ∀g ∈ G, g−1Hg ⊂ H. Tome y ∈ G

′ −H, y 6= 1

e x ∈ H. Por hipótese, G
′ − {1} é uma única classe de conjugação . Logo, existe g ∈ G

tal que x = g−1yg. Mas x = g−1yg ⇐⇒ y = gxg−1 ∈ H. Contradição . Portanto, não

existe subgrupo próprio de G
′
normal em G, isto é, G

′
é normal minimal de G.

Sendo G
′

abeliano, podemos escrever {1} ⊂ G
′ ⊂ G, tal que {1} / G

′
, G

′
/ G e

G
′
/{1} = G

′
, G/G

′
são abelianos, isto é, G admite uma série subnormal abeliana e,

portanto, é solúvel.

Suponha que |G′ | = 2. Então, G
′
= Z(G). De fato, seja G

′
= {1, g′}. Como G

′
é

uma única classe de conjugação e elementos conjugados têm mesma ordem, temos que

∀x ∈ G, x−1g
′
x = g

′ ⇐⇒ g
′
x = xg

′
, de onde segue que G

′ ⊂ Z(G). Tome agora h ∈ G,

tal que h não pertence a G
′
. Como h̄ = hG

′
= {h, hg

′} é uma única classe de conjugação

(lema 3.2), escrevemos x−1hx = hg
′
, para algum x ∈ G, o que implica que h não pertence

a Z(G). Equivalentemente, temos que h ∈ Z(G) =⇒ h ∈ G
′
. Portanto, Z(G) ⊂ G

′
.

Sendo G
′
central em G, podemos escrever {1} ⊂ G

′ ⊂ G, tal que {1} e G
′
são normais

em G e G
′ ⊂ Z(G), isto é, G admite uma série central e, portanto, é nilpotente.

Nessas condições temos que G é um 2-grupo. De fato, G é nilpotente se e somente

se G é um produto direto de p-grupos. Digamos que G = G2×G3×G5× · · · ×Gi× · · ·,
onde {Gi}i∈I é um conjunto finito e cada Gi é um i-grupo. Como |G′| = 2, temos que

G
′ ⊂ G2 e ∀a, b ∈ Gi, i ≥ 3, [a, b] = a−1b−1ab ∈ Gi ∩G

′
. Logo, |[a, b]| divide |Gi| e divide

|G′| = 2, o que nos dá |[a, b]| = 1, ∀a, b ∈ Gi, ou seja, Gi é abeliano, ∀i ≥ 3. Note que o

elemento h = (1, h3, h5, · · ·) está em Z(G) = G
′
. Então, h = (x, 1, 1, · · ·, 1), para x ∈ G2.

Portanto, G = G2, ou seja, G é um 2-grupo.

Seja n > 1 o grau de uma representação irredut́ıvel de G sobre K, onde K é um corpo

algebricamente fechado de caracteŕıstica zero. Então, do lema 3.1,

KG ' K ⊕K ⊕ · · · ⊕K ⊕Mn(K),

onde aparecem [G : G
′
] cópias de K. Se |G| = 2m, então

|G| = [G : G
′
] + n2 ⇐⇒ 2m = 2m−1 + n2 ⇐⇒ n2 = 2m − 2m−1 = 2m−1 ⇐⇒ n =

√
2m−1.
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Como n é inteiro, m − 1 é par e, portanto, m é ı́mpar. Temos assim verificado uma

implicação .

Passemos ao segundo item. Suponha agora que |G′| = pj > 2. Neste caso, Z(G) = 1.

De fato, digamos que |G′| = 3 e G
′

= {1, a, b}. Como G age por conjugação sobre

G
′ − {1} = {a, b} e giG

′
= {gi, gia, gib}, gi ∈ τ , é uma única classe de conjugação de G,

então a única classe com um único elemento é {1}. Logo, Z(G) = 1, pois, ∀a ∈ G,

Ca = {a} ⇐⇒ g−1ag = a, ∀g ∈ G ⇐⇒ ag = ga, ∀g ∈ G ⇐⇒ a ∈ Z(G).

Fica claro, desse modo, que Z(G) = 1 para qualquer ordem maior de G
′
.

Observe que os grupos G/G
′

e G
′

são nilpotentes, pois G/G
′

e G
′

são abelianos.

Logo, a série G ≥ G
′ ≥ 1 é nilpotente de comprimento 2 e esse é também o comprimento

nilpotente de G. De fato, basta ver que G
′
é normal minimal em G e, portanto, a série

G ≥ G
′ ≥ 1 é a série nilpotente inferior de G.

Seja η um normalizador de sistema de G. Então, do teorema 1.1, segue que G=η G
′

e η
⋂

G
′
= 1.

Segue do teorema de isomorfismo para grupos que η ' G/G
′
que é, portanto, abeliano.

A ação de η sobre G
′
, por conjugação , é fiel. De fato, seja

φ : η −→ Aut(G
′
)

n 7−→ φn : G
′ −→ G

′

g
′ 7→ n−1g

′
n

essa ação . É suficiente mostrar que ker(φ) = 1G. Para isso, tome n ∈ ker(φ), isto é, n

tal que n−1g
′
n = g

′
, ∀g′ ∈ G

′
. Agora, ∀x ∈ G, x = eg

′
, com e ∈ η , g

′ ∈ G
′
. Então,

∀x ∈ G,

n−1xn = n−1eg
′
n = (n−1en)(n−1g

′
n) = eg

′
= x,

tal que n−1en = e, pois η é abeliano. Portanto, n ∈ ker(φ) ⇐⇒ n ∈ Z(G) = {1G} ⇐⇒
n = 1G, onde a rećıproca segue trivialmente. Dáı conclúımos que η possui uma cópia em

Aut(G
′
).
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Visto que G
′
é abeliano elementar e |G′ | = pj, podemos escrever G

′ ' Zp × · · · × Zp,

onde Zp aparece j vezes. Nesse caso, G
′
é um Zp-espaço vetorial.

Na representação φ, G
′ ' Zp

j não possui Zp-subespaço invariante não-trivial, isto é,

a ação de η sobre G
′
é irredut́ıvel. De fato, vimos que a ação de G sobre G

′ − {1}, por

conjugação , é transitiva; ou seja, ∀x, y ∈ G
′ − {1}, existe g ∈ G tal que g−1xg = y.

Podemos escrever g = ng
′
, onde n ∈ η, g

′ ∈ G
′
. Então,

g−1xg = y ⇐⇒ y = g
′−1

(n−1xn)g
′
= g

′−1
g
′
(n−1xn) = n−1xn,

pois n−1xn ∈ G
′
e G

′
é abeliano. Portanto, a ação transitiva de G sobre G

′
se reduz à

ação transitiva de η sobre G
′
, de onde conclúımos a afirmação feita.

Na ação φ observe que ∀n ∈ η, φn : G
′ → G

′
é uma transformação linear sobre Zp

inverśıvel, com φn
−1 : x 7→ nxn−1, ∀x ∈ G

′
, onde G

′ ' Zp
j. Como a essas transformações

estão associadas matrizes em Mj(Zp), o anel de matrizes de ordem j com coeficientes em

Zp, e Mj(Zp) são todas as transformações lineares sobre Zp
j ' G

′
, podemos pensar em

η contido em Mj(Zp) via aplicação

ϕ : η −→ Mj(Zp) = {matrizes j × j com coeficientes em Zp}
n 7−→ ϕn

onde ϕn é a representação matricial de φn em relação a uma base fixada, cujo kernel é

kerϕ = {1G}.
Verifiquemos agora que o centralizador C(η) de η em Mj(Zp) é um anel de divisão.

Basta mostrar que existe L−1 em C(η), ∀L ∈ C(η), L 6= 0. Ou ainda, que L é 1 − 1

e sobrejetiva, ∀L 6= 0. Do teorema do núcleo e imagem, isso se reduz a mostrar que L

é sobrejetiva; isto é, que L(Zp
j) = Zp

j. Verifiquemos então essa igualdade. Para todo

n ∈ η, n 6= 0, n é inverśıvel; em particular, é sobrejetiva. Logo, ∀L ∈ C(η), L 6= 0,

nL(Zp
j) = Ln(Zp

j) = L(Zp
j). Portanto, L(Zp

j) ⊆ Zp
j é η-invariante. Como η age de

modo irredut́ıvel sobre Zp
j e L 6= 0, temos que L(Zp

j) = Zp
j.

Como C(η) é um anel de divisão finito e, portanto, um corpo finito, temos que C (η)∗

é ćıclico. Logo, η também é ćıclico, pois η é abeliano o que implica que η está contido

em C(η)∗.
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A ação de η como um grupo de permutações sobre G
′ − {1} é transitiva; ou seja,

G
′−{1} é uma única órbita de η. Visto que η é abeliano, essa ação é também regular, pela

proposição 1.1. Em particular, η é semiregular (definição 1.6). Então, pela proposição

1.2, temos que |η| = |G′ − {1}| = pj − 1.

`: η é um subgrupo maximal em G. De fato, seja L subgrupo de G tal que η < L

< G e η 6= L. Então, existe l ∈ L, l = ng
′
, tal que n ∈ η, g

′ ∈ G
′
e g

′ 6= 1. É claro que

n−1 ∈ L, pois η < L. Logo, n−1l = n−1ng
′
= g

′ ∈ L e consequentemente g
′η

, a classe

de g
′
na ação de η, por conjugação , sobre G

′
, pertence a L. Mas essa ação é transitiva.

Então, g
′η

= G
′ ⊂ L. Como L ⊃ G

′
e L ⊃ η, temos que L ⊃ G = ηG

′
; ou seja, L = G e,

portanto, η é maximal em G.

`: A representação de G sobre as classes de η é primitiva. Com efeito, seja

τ = {t1 = 1, t2, · · ·, tk} um transversal de η em G e suponha que ηt1 = η, ηt2, · ·
·, ηts; com s < k, é um bloco não-trivial fixado pela ação de G sobre G/η. Então,

ηt1 = η ∪ ηt2 ∪ · · · ∪ ηts = M é um subgrupo de G. De fato, quaisquer que sejam

nti, n
′
tj ∈ M , temos que ntin

′
tj ∈ (ηti)n

′
tj ⊂ ∪s

i=1ηti =M . Ou seja, M é fechado para a

operação de G. Note ainda que (nti)(t
−1
i n−1ti) = ti ∈ M e, com isso, titi

−2 = t−1
i ∈ M .

Assim, ∀nti ∈ M , ti
−1n−1 = (nti)

−1 ∈ M . Portanto, M é um grupo tal que η < M < G

e η 6= M 6= G, o que contradiz a maximalidade de η em G. Então, não existem blocos

não-triviais fixados pela ação de G sobre as classes de η, o que verifica a afirmação inicial.

Além disso, essa é uma representação fiel. De fato, se π : G → S(G/η) é essa repre-

sentação , então basta mostrar que kerπ = {1}. Para isso, observe que

kerπ ⊆ ⋂

x∈G

ηx e que o grupo
⋂

x∈G

ηx está contido no hipercentro de G (ver [2]). Visto que

o hipercentro de G é {1}, pois Z(G) = {1}, então kerπ = {1}.
Agora, usando o fato que |η| = pj − 1 e aplicando resultado encontrado em [3], temos

que G é isomorfo ao grupo de todas as transformações x → ax+b, a 6= 0, sobre um corpo

de ordem pj.

Para a rećıproca, suponha primeiramente que |G| = 2k, G
′

= Z(G) e |G′| = 2.

Digamos que G
′
= {1, a} e τ = {go = 1, g1, · · ·, gr} é um transversal de G

′
em G.

`: giG
′

= {gi, gia} é uma união de classes de conjugação . De fato, x ∈ giG
′

=⇒ x = gig
′
, g

′ ∈ G
′
. Portanto, ∀g ∈ G, g−1xg = g−1gig

′
g = (g−1gig)(g−1g

′
g) ∈ giG

′
.
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Logo, G possui, pelo menos, r = [G : G
′
]− 1 classes de conjugação .

Suponha que giG
′
é união de classes de conjugação distintas, a saber, giG

′
= Cgi

∪·Cgia.

Nesse caso, ∀g ∈ G, g−1gig = gi ⇐⇒ gig = ggi e g−1(gia)g = (gia) ⇐⇒ (gia)g = g(gia),

de onde conclúımos que gi e gia pertencem a Z(G) = G
′
. Então, Cgi

= Cgia = G
′
.

Contradição . Logo, giG
′
é uma única classe de conjugação , para i ≥ 1.

Podemos escrever G
′
= (G

′ − {1}) ∪ {1}, onde G
′ − {1} = {a} e {1} são, cada uma,

uma única classe de conjugação . Então, G possui, pelo menos, r + 2 = [G : G
′
] + 1

classes de conjugação , que afirmamos serem as únicas classes de G. De fato, se x é

representante de qualquer outra classe de conjugação , então x = gig
′
, com gi ∈ τ ,

g
′ ∈ G

′
; isto é, x ∈ ḡi = giG

′
, de onde temos x̄ = ḡi.

Portanto, do lema 3.1 segue que G possui uma única K-representação irredut́ıvel de

grau maior que 1.

Agora, suponha que G é isomorfo ao grupo de todas as transformações x 7→ ax + b,

a 6= 0, sobre um corpo de ordem pn 6= 2. Então, o grupo G
′
de G corresponde ao grupo de

todas as translações . De fato, sejam f : x 7→ ax+b e g : x 7→ cx+d transformações dadas

como na hipótese. Então, estão definidas inversas f−1 : x 7→ 1

a
x− b

a
e g−1 : x 7→ 1

c
x− d

c
.

Por um cálculo direto, verificamos que o comutador [f, g] de f e g é dado por

[f, g] = x +
d(a− 1) + b(1− c)

ac
,

que é uma translação . Agora, se x 7→ x + q é uma translação arbitrária, então

x 7→ x + q ∈ G
′
. De fato, basta tomar, por exemplo, a = b = d = 1 e c =

1

1 + q

na expressão
d(a− 1) + b(1− c)

ac
. Dáı conclúımos que |G′| = pn.

`: Existem precisamente duas classes de conjugação em G
′
. De fato, a translação

trivial x 7→ x é uma classe de conjugação de G
′
. Se x 7→ x + q é uma translação

não-trivial, então, para toda transformação x 7→ ax + b ∈ G, a 6= 0, temos que

(
1

a
x− b

a
) ◦ (x + q) ◦ (ax + b) = (

1

a
x− b

a
) ◦ (ax + (b + q)) = (

1

a
(ax + (b + q))− b

a
)

= x +
q

a
= x + qa−1,

tal que a ∈ Q e Q é um corpo de ordem pn. Então, fazendo a percorrer todos os elementos

de Q, temos que qa−1 percorre todos os elementos de Q e, com isso, x 7→ x + qa−1
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percorre todas as translações não triviais de G. Como Q é finito, a classe de conjugação

de x 7→ x + q é, portanto, G
′ − {x 7→ x}, o que verifica a afirmação feita.

Seja agora x 7→ rx + s uma transformação tal que 0 6= r 6= 1, isto é,

x 7→ rx + s ∈ G−G
′
. Então, ∀ x 7→ ax + b ∈ G, a 6= 0, temos que:

(
1

a
x− b

a
) ◦ (rx + s) ◦ (ax + b) = (

1

a
x− b

a
) ◦ (r(ax + b) + s))

=
1

a
(arx + rb + s)− b

a

= rx +
rb + s− b

a
.

Novamente
rb + s− b

a
percorre todos os elementos de Q, ∀ a, b ∈ Q e, portanto, a classe

de conjugação de x 7→ rx + s corresponde a todas as transformações x 7→ rx + s, s ∈ Q,

0 6= r 6= 1 fixo. Logo, existem pn − 2 classes de conjugação em G−G
′
. Como para cada

0 6= r 6= 1 fixado, existem pn transformações associadas, temos que |G−G
′| = pn(pn−2).

Portanto, |G| = |G−G
′|+ |G′ | = pnpn− 2pn + pn = pn(pn− 1). Assim, [G : G

′
] =

|G|
|G′| =

pn − 1 ⇐⇒ [G : G
′
] + 1 = pn.

Ao todo, então, existem 2 + (pn− 2) = pn = [G : G
′
] + 1 classes de conjugação em G,

o que completa a prova do teorema. 2
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