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O Teorema de Dvoretzky-Rogers

Alex Farah Pereira

Orientadora: Luiza Amdlia de Moraes

O principal objetivo deste trabalho foi apresentar o seguinte teorema provado por
Dvoretzky e Rogers (1950): ”Se toda série incondicionalmente convergente em um espago
de Banach X é absolutamente convergente, entao X tem dimensao finita”. Provaremos
o teorema através da abordagem de Grothendieck. Comegaremos introduzindo a classe
dos operadores (absolutamente) p-somantes e provaremos os teoremas de representacao e
fatoracao de Pietsch. Feito isso, mostraremos varios resultados de composicao de operadores
e provaremos que se X é um espaco de Banach e 1 < p < oo, entao a identidade é um
operador (absolutamente) p-somante se, e somente se, X tem dimensao finita. Finalmente,
provaremos o teorema de Bessaga-Pelczynski e faremos a prova do teorema de Dvoretzky-

Rogers feito por Diestel em [4].
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Dvoretzky-Rogers Theorem

Alex Farah Pereira

Supervisor: Luiza Amélia de Moraes

The main purpose of this work is to present the following theorem due to Dvoretzky
and Rogers (1950): "If every unconditionally convergent series in a Banach space X is
absolutely convergent, then X is finite dimensional”. We follow the Grothendieck’s approach
to this theorem. We start by introducing the class of (absolutely) p-summing operators and
proving the representation and the factorization theorems of Pietsch. After this we show
various results on composition of operators and prove that if X is a Banach space and
1 < p < oo, then the indentity is an (absolutely) p-summing operator if and only if X is
finite dimensional. Finally we prove the Bessaga-Pelczynski theorem and present the proof

of the Dvoretzky-Rogers theorem given by Diestel in [4].
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Introducao

O principal objetivo deste trabalho foi estudar a convergéncia de séries em espagos norma-
dos. Sabemos que no caso de espacos de dimensao finita, a convergéncia absoluta implica na
convergéncia simples enquanto que os conceitos de convergéncia absoluta e de convergéncia
incondicional sdo equivalentes. Entretanto, um exemplo em ([0, 1]) nos mostra que nos
espacos normados de dimensao infinita a convergéncia absoluta nem sempre implica na con-
vergéncia simples. Na verdade, é uma caracterizagao dos espacos normados completos o fato
de toda série que converge absolutamente ser convergente. Como conseqiiéncia imediata
disto e da equivaléncia entre os conceitos de convergencia absoluta e convergéncia incondi-
cional no caso escalar, temos que um espac¢o normado é completo se, e somente se toda série
absolutamente convergente é incondicionalmente convergente. Por outro lado, observando
exemplos em ¢q e {5, o fato de um espago normado ser completo nao é suficiente para garan-
tir a convergencia absoluta das séries incondicionalmente convergentes. Mais precisamente,
em um espago normado de dimensao infinita sempre existe uma série incondicionalmente
convergente que nao é absolutamente convergente. Este fato foi mostrado em 1950 por A.
Dvoretzky e C.A. Rogers em [5] (ver também [1] e [9]). Em 1956, A. Grothendieck introduziu
e estudou os operadores p-somantes no caso p=1 ou 2. A extensao ao caso em que p é um
nimero real positivo qualquer se deve a A. Pietsch (1967). Nesta disserta¢ao apresentamos o
que Diestel chama de abordagem de Grothendieck ao teorema de Dvoretzky-Rogers, ou seja,
provaremos através dos operadores p-somantes que uma seqiiéncia fracamente p-somavel em
um espaco de Banach X é p-somédvel se, e somente se X tem dimensao finita. Além disso
mostraremos o teorema de Bessaga-Pelczyniski, que nos garate que uma seqiiéncia fraca-
mente 1-somavel em um espago de Banach X ¢é incondicionalmente somavel se, e somente
se X nao possui uma copia de ¢g. Usando estes dois resultados provaremos que toda série
incondicionalmente convergente em um espaco de Banach X ¢é absolutamente convergente

se, e somente se X tem dimensao finita, que é o teorema de Dvoretzky-Rogers.



Este trabalho estd organizado da seguinte maneira: No capitulo 1 enunciaremos sem
demonstracao alguns teoremas da Analise Funcional e da Teoria da Integracao que serao
usados nos outros capitulos. No capitulo 2 estudaremos as convergéncias absoluta e in-
condicional em espacos normados. Provaremos que um espaco normado é completo se, e
somente se toda série absolutamente convergente é incondicionalmente convergente. Apre-
sentaremos dois exemplos de séries em espacos de Banach que convergem incondicionalmente
mas nao convergem absolutamente. Depois faremos um estudo das seqiiéncias p-somaveis
e fracamente p-somaveis e provaremos o teorema de Bessaga-Pelczynski. Fecharemos este
capitulo apresentando um exemplo de uma seqiiéncia em ¢y que é fracamente p-somavel mas
nao é p-somavel. No capitulo 3 definiremos os operadores p-somantes entre espacos de Ba-
nach e provaremos algumas de suas caracterizagoes. Demonstraremos também os teoremas
de fatoracao e dominacao de Pietsch. Estudaremos os operadores compactos e fracamente
compactos. Provaremos que todo operador p-somante U fracamente compacto e que a com-
posicao de dois operadores p-somantes é compacto. Com isso, mostraremos o que Diestel
chama de abordagem ao teorema de Dvoretzky-Rogers que nos diz que se X é um espago
de Banach e 1 < p < oo, entao toda seqiiéncia fracamente p-somavel é p-somavel se, e
somente se X tem dimensao finita. Como corolario disto, segue que o operador identidade é
p-somante se, e somente se X tem dimensao finita. Concluiremos este capitulo com a prova

do teorema de Dvoretzky-Rogers.



Capitulo 1

Resultados Preliminares de Analise

Funcional e Teoria da Integracao

Neste capitulo iremos apresentar alguns conceitos e principais teoremas das teorias da analise

funcional e integracao que serao usados neste trabalho.

1.1 Analise Funcional

Estaremos interessados em espagos vetoriais reais ou complexos e, portanto, representare-
mos por IK o corpo dos reais ou dos complexos. Consideraremos sempre X e Y espacos

vetoriais sobre o mesmo corpo IK. Comecaremos enunciando duas desigualdades.

Proposicao 1.1. (Desigualdade de Holder) Se x = (xy,...,2,),y = (y1,-..,Yn) € K"

1
n q
(z w) |
=1

entao

D=

Z |lziyi| < (Z ’$i|p>
i=1 i=1

onde p,q > 1 sdo tais que % + % = 1.



Demonstracao. Veja [6], teorema 1.5, p.1. ]

Proposicao 1.2. (Desigualdade de Minkowski) Se z = (z1,...,2,),y = (Y1,...,yn) € K"

entao
1 1 1
n p n P n p
(Senr) = (o) s ()
i=1 i=1 i=1
onde p > 1.
Demonstragao. Veja [6], teorema 1.7, p.2. ]

A seguir, iremos definir alguns espagcos de seqiiéncias que sao exemplos classicos de espagos
normados e que aparecerao muitas vezes neste trabalho. Todos estes espagos sao completos,

isto é, sao espagos de Banach.

Dado 1 < p < oo um nimero real fixo, definimos ¢, = ¢,(IK) como sendo o conjunto
de todas as seqiiéncias (z,), tais que =, € IK paratodon € IN e >~ |z,[? < co. Se
x = (2p)n €y = (Yn)n estdo em £, e A € IK, tornamos ¢, um espago vetorial com as seguintes

1

operagoes T + Yy = (Tp + Yn)n € AT = (A2y,),. Fazendo ||z|l, = O~ |zn|?)?, usando a

desigualdade de Minkowski mostra-se que ¢, = (¢, || - ||,) é um espago de Banach.

Definimos lo, = {5 (IK) como sendo o conjunto de todas as seqiiéncias (x,), tais que
x, € IK para todo n € IN e sup|z,| < co. Tornamos /,, um espago vetorial com as mesmas
operacoes de £,. Se © = (mn)nne oo, fazendo ||z]|o = sup|z,| obtém-se uma norma em /.
n
E facil ver que log = (£oo, || - [|oc) ¢ um espaco de Banach.
Definimos ¢y como sendo o conjunto de todas as seqiiéncias (z,), tais que x, € IK
para todo n € IN e nh—{go z, = 0. Observe que ¢y & lo € é claro que ¢y ¢ um subespago

vetorial fechado de /... Considerando em ¢y a norma induzida pela norma de /., segue que

co = (o, || * ||oo) € um espago de Banach.

Definigao 1.1. Uma seqiiéncia de elementos (x,,), de um espago de Banach X € dita um



base para X se para cada x € X existe uma unica seqiéncia de escalares (o), tal que

r=lm Y} | apzg.

Definigao 1.2. Uma seqiiéncia de elementos (x,), de um espago de Banach € dita uma
seqiiéncia bdsica se (), € uma base para Lin|z,], onde Lin[z,] denota o conjuto de todas

as combinagoes lineares de ().

E claro que toda subseqiiéncia de uma seqiiéncia bésica é uma seqiiéncia basica. Seja
uma seqiiéncia (z,), tal que z,, # 0 para todo n € IN. E possivel mostrar que uma condicao
necessdria e suficiente para que (x,), seja uma seqiiéncia basica é que exista um nimero real

K >0 tal que

m—+n m

Z a;z;|| > K Zaixi (%)
i=1

i=1

para todos m,n € IN e a; € IK (veja [10]). Chamamos ao supremo de todos os K tais que a

desigualdade (x) é satisfeita de constante bésica. E facil ver que se K é a constante bésica

de uma seqiiéncia bésica (x,), entdo para a,...,a, arbitrarios temos
n
K
Z;‘“” > 5 maz {lail|z|l}.
1=

Denotaremos por (e,,), a seqiiéncia canonica tal que e, = (8, )m onde 9y, = 1 se n =m
e Opm = 0 se n # m para n,m € IN. Observe que esta seqiiéncia (e,), pertence aos espagos
co e lpparal < p < oo. E facil ver que para todo elemento x de ¢y ou ¢, (1 < p < 00) existe
uma Unica seqiiéncia de escalares (o), em IK tal que z = ]}1_{20 22:1 Qp€y, O que torna esses
espagos separaveis. Dizemos entdo que a seqiiéncia (e,) é a seqiiéncia bésica canonica de ¢

oude £, (1 <p < o0). Observe que ¢y = Linle,] G €4 e £, = Lin|e,] (fechos nas respectivas

C
=

normas).

Um outro exemplo classico de espago normado completo que aparecerd neste trabalho
é o seguinte: Seja K um subconjunto compacto de um espaco topoldgico X. Definimos

C(K) como sendo o conjunto das fungbes continuas f : K — IK. Se f,g € C(K) e
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A € IK, tornamos C'(K) um espago vetorial com as operagoes usuais de fungoes. Fazendo

|| fl|x = sup|f(z)|, mostra-se que C'(K) = (C(K),|| - ||x) é um espago de Banach.
reK

Definicao 1.3. Sejam X e Y espacos normados. Uma aplicacio T : X — Y € dita um

operador linear quando para todos u,v € X e X € IK, T(u+ \v) = Tu+ \Tv.
Definicao 1.4. Sejam X e Y espagcos normados. Um operador linear T : X — Y €

limitado se existe ¢ > 0 tal que ||Tul| < cl||u|| para todo u € X.

A rigor deverfamos escrever || ||x e || - ||y para indicarmos normas em X e Y, respecti-
vamente. Porém, para nao sobrecarregarmos a notagao, iremos usar a mesma notagao || - ||

para indicar as normas em X e Y.

Teorema 1.1. Sejam X e Y espacos normados e seja T : X — Y um operador linear. As

sequintes afirmacoes sao equivalentes:

a) T ¢é limitado.

b) T € continuo em algum ug € X.

c) T € continuo.

Demonstracao. Veja [6], proposicao 1.17, lembrando que, como 7T é linear, é claro que vale
(b) se, e somente se T é continua na origem. O

Defini¢ao 1.5. Sejam X e Y espagos normados. Denotamos por L(X,Y) o conjunto de

todos os operadores lineares T : X — 'Y que sao limitados.

Observagao 1.1. Definindo ||T|| = inf{c > 0;||Tu|| < c||u|| para todo u € X} para todo
T e L(X,Y) temos:

1) |7 = suplial = sup ||T'ul| = sup |[Tul].
ul|=1

[[l]
u#0 ||l [luf[<1

2) T € continuo se, e somente se ||T|| < oo.



3) || - || define uma norma em L(X,Y).

Proposicao 1.3. Se X e Y sao espagos normados, entao L(X,Y) € um espago normado

com as operagoes usuais de fungoes e com a norma acima.
Demonstracao. Trivial. O

A partir de agora L£(X,Y’) denotard este espago normado.

Definicao 1.6. Sejam X e Y espacos normados. Dizemos que X eY sao isomorfos se existe
um operador linear bijetivo continuo T : X — Y. Se, além disso, T for uma isometria (isto

¢, ||Tu|| = ||u|| para todo u € X ) entao dizemos que X eY sdo isometricamente isomorfos.

Lembremos que uma fungao continua com inversa também continua é dita um homeo-

morfismo. Quando um espago normado tem dimensao finita temos a seguinte:

Proposicao 1.4. Suponhamos que o espagco normado X tem dimensao finita e seja n a
dimensao de X. Entdo X e IK" sdo isomorfos. Além disso, X e IK"™ sao homeomorfos e X

¢ um espaco de Banach.

Demonstragao. Veja [4], teorema 1, p.1. ]

Definicao 1.7. Seja X um espaco normado. O dual topologico de X, denotado por X*, € o

conjunto dos funcionais lineares continuos de X em IK, isto é, X* = L(X, IK).

s

Teorema 1.2. Sejam X um espa¢o normado e Y um espago de Banach. Entao L(X,Y) é

um espago de Banach. Em particular, X* € um espago de Banach.

Demonstracao. Veja [6], proposigao 1.19, p.5. O]

Exemplo 1.1. Dado § = (§,), € (4, seja T¢ : ¢g — IK definido por T¢(x) = > 07 &y
para todo z = (z,,), € ¢o. A aplicagdo T : {1 — (co)* definida por T'(§) = T¢ estabelece um

isomorfismo isométrico entre (¢p)* e ¢y, isto é, (¢o)* = ¢, a menos de uma isometria.
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Exemplo 1.2. Seja 1 < p < oo e tomamos p* tal que }D—l— }% =1sep>1(oup" =
se p=1). Dado & = (§,)n € lpr, seja T¢ : £, — IK definido por T¢(A\) = Y7, &\, para
todo A = (A\,)n, € €,. A aplicagdo T : {,» — (£,)* definida por T'(§) = T¢ estabelece um

isomorfismo isométrico entre (¢,)* e £+, isto é, (¢,)* = {,« a menos de uma isometria.

Exemplo 1.3. Seja £ = {(An)n € £, : Ay = 0,n > m}, para 1 < p < oo. E claro que
ly: C €y e a aplicagao T' do exemplo 1.2 restrita a £ estabelece um isomorfismo isométrico

entre (') e 2.

Proposicao 1.5. (Extensao de Operadores Lineares Limitados) Sejam X um espago nor-
mado, G um subespago de X eY um espaco de Banach. Se T : G — Y é um operador

linear limitado, entdao existe extensdao T :G — Y linear e limitada tal que Tr =Tx para

todo x € G ¢ ||T|| = ||T]|.

Demonstragio. Seja x € G. Logo, existe uma seqiiéncia (z,) em G tal que nll_{rolo Ty, = T.
Como T' é um operador linear limitado, temos que a seqiiéncia (7'z,) é de Cauchy no espago
de Banach Y. Portanto, existe y € Y tal que 7}1}20 Tz, =y. Como isto vale para todo = € G,
podemos definir T:G — Y como sendo Tz = y, onde y = nhj& Tz, para alguma seqiiéncia

(z,) em G tal que lim z, = z. Como T é uniformemente continua, segue que T esté bem
n

—00

definida. E facil ver que T é um operador linear limitado tal que Tx =Tz para todo z € G

e, além disso, ||T|| = [|T]]. O

Teorema 1.3. (Teorema de Hahn-Banach) Sejam X wm espago normado ¢ G G X um
subespaco. Se f: G — IK € linear e continua, entdo existe f: X — K, fE X* tal que

]?(x) = f(x) para todo x € G e Hﬂ] =1|fll.
Demonstracao. Veja [2], corolario 1.2, p.3. ]

Como conseqiiéncias imediatas do teorema de Hahn-Banach temos:



Corolario 1.1. Sejam X um espago normado e x € X, v # 0. Entdo existe f € X* tal que

Ifll=1e f(z)=|lz]].
Coroldrio 1.2. Seja X um espag¢o normado. Se f(x) =0 para toda f € X*, entao x = 0.

Corolario 1.3. Seja X um espago normado. Para todo x € X tem-se

|zl = sup |f(z)|= sup [f(z)]
fex= fexx
[1fllx*=1 1fl x* <1

Lembremos que um conjunto A de um espacgo vetorial é convexo se dados quaisquer
x,y € Aentao o segmento de reta que liga estes dois pontos estd em A, isto é, tx+(1—t)y € A

para todo t € [0, 1].

Teorema 1.4. (Forma Geométrica do Teorema de Hahn-Banach) Sejam X um espago
normado sobre IR, A e B subconjuntos converos de X, nao vazios tais que AN B = &.
Suponhamos que A é aberto. Entao existem o € IR e f € X*, f # 0 tais que f(z) < a < f(y)
para todo x € A ey € B.

Demonstracao. Veja [2], teorema 1.6, p.5. ]

Teorema 1.5. (Teorema de Banach-Steinhaus) Sejam X um espaco de Banach e Y um
espago normado. Seja (Ty)acr C L(X,Y) tal que supl||T,x|| € finito para cada x € X. Entdo
acl

tem-se que supl||T,|| € finito.
acl

Demonstragao. Veja [2], teorema I1.1, p.16. ]

Teorema 1.6. Seja B um subconjunto de um espaco normado X. Entao B € um subconjunto

limitado de X se, e somente se f(B) é um subconjunto limitado de IK para todo f € X*.

Demonstragao. Veja [2], corolério 11.3, p.17. O



Definicao 1.8. Sejam X e Y espacos normados e T : X — Y um operador linear. O

grdfico de T € o conjunto Gp = {(x,y) € X xY; y =Tz},

Teorema 1.7. (Teorema do Grafico Fechado) Sejam X e Y espacos de Banach e seja
T : X — Y um operador linear. Entao T € continuo se, e somente se o grdfico de T €

fechado.

Demonstragao. Veja [2], teorema I11.7, p.20. O

Definigao 1.9. Sejam X eY espagos normados e sejaT € L(X,Y). Definimos o adjunto de
T, e denotamos por T*, como sendo a aplicagio T* : Y* — X* definida por T*(¢p) = poT
para todo ¢ € Y.

Observe que como T : X — Y e ¢ : Y — IK sao lineares e continuas, temos que

poT : X — IK é linear e continua. Dai T™ estd bem definida. A linearidade de T™* é clara.

Além disso, pelo Teorema de Hahn-Banach (corolario 1.3) temos que sup |p(Tx)| = ||Tx||,
llell<1
donde segue que ||T*|| = sup ||Tz|| = ||T||. Concluimos que T* € L(Y*, X*) e ||T*|| = ||T]-
llz]|<1

Vamos denotar por Bx a bola fechada de centro na origem e raio 1 e por Sx a esfera de
centro na origem e raio 1, isto é, Bx = {zx € X ||z|| < 1} e Sx = {z € X ||z|| = 1}. Temos

a seguinte caracterizagao:

Teorema 1.8. (Teorema de Riesz) Seja X um espago normado. Entio Bx é compacta se,

e somente se a dimensdo de X € finita.

Demonstracao. Veja [4], teorema 4, p.3. ]

Sabemos que nos espagos métricos e, conseqiientemente, nos espagos normados, valem o
critério seqiiencial de continuidade e a caracterizagao dos subconjuntos compactos K através

do comportamento das seqiiéncias contidas em K. Da topologia geral sabemos que, quando
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trabalhamos com espagos topoldgicos arbitrarios, torna-se necessaria a introdugao do con-

ceito de net (ou seqiiéncia generalizada) que definiremos a seguir.

Definicao 1.10. Um conjunto D ¢é dito dirigido se existe uma rela¢ao bindria, denotada por

<, em D que satisfaz:

i) d < d para todo d € D.
ii) sea <beb<centioa < c para todos a,b,c € D.
iii) dados a,b € D existe d € D tal que a < d e b < d.

Definicao 1.11. Seja X um espaco topologico. Um net em X € uma aplicacio A : D — X,
onde D € um conjunto dirigido. Denotamos este net por (Ag)aep. Dizemos que um net

(Ad)aep converge para x € X se, para toda vizinhanca U de x em X, existe dy € D tal que

A €U sedy <d.

Lembremos que uma sub-base S para uma topologia I' em X é uma colecao de subcon-
juntos nao vazios de X cuja uniao dos elementos de S é igual a X e, que a base B associada
a S ¢é a colegao de todas as intersecoes finitas de elementos de S. A seguir, definiremos uma
topologia em espacos normados que é, em geral, estritamente menos fina do que a topologia

da norma e que desempenha um papel muito importante na andlise funcional.

Definigao 1.12. Seja X um espaco normado. A topologia fraca de X, denotada por w, € a
topologia que tem como sub-base a cole¢io S = {p~ (A); p € X*, A C IK aberto }.

Dizemos que a topologia da norma é a topologia forte de X e indicaremos por . A
partir da definicao, é facil ver que w C (3. Pela definicao de topologia fraca, temos que a
colecao {V,((xo); o € X; o € X*; € > 0}, onde V,, (7)) = {x € X; |p(x — x¢)| < €} para
x9 € X, p € X* e € >0, forma uma sub-base para a topologia fraca de X. Assim, um net

Zq)aep C X converge para x € X na topologia fraca se, e somente se p(xy) — ¢(x) para
g g ¥ 2
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toda ¢ € X*. Neste caso, dizemos que (24)4ep converge fracamente para x e indicamos este

w
fato por x4 — x.

O resultado a seguir, cuja demonstragao pode ser vista em [9], nos diz que, em um espago
de Banach X, qualquer seqiiéncia fracamente convergente a zero tal que nenhuma de suas

subseqiiéncias converge a zero na norma admite sempre uma subseqiiéncia basica.

Teorema 1.9. (Principio da Selecao de Bessaga-Pelczyniski) Seja (x;); uma segiéncia de

elementos de um espaco de Banach X tal que v; — 0 e inf||x|| > 0. Entdo dado € > 0 existe
(2

uma subseqiiéncia (y;); de (z;); que € uma seqiéncia bdsica com constante bdsica maior ou

wgual a 1 — €.
Demonstracao. Veja [4], p.42. ]

Seja K um subconjunto de um espaco normado X. Neste trabalho K representard o
fecho de K na topologia da norma e K representard o fecho de K na topologia fraca. Em

geral, K ;Cé K. O seguinte resultado é uma conseqiiéncia do teorema de Hahn-Banach:
Teorema 1.10. Sejam X um espag¢o normado e K um subconjunto convexro de X. FEntao
K'=K.

Demonstragao. Veja [2], teorema 1.7, p.38. ]
Teorema 1.11. Sejam X e Y espagos de Banach. Entao T € L(X,Y) se, e somente se
T € L((X, w), (Y, w)).

Demonstragao. Veja [2], teorema I11.9, p.39. ]

Representaremos por X** o dual topolégico de X*, onde X ¢é um espago normado.
Definimos J : X — X** como sendo Jx = §, para todo z € X, onde ¢, : X* — IK é tal

que 6,(f) = f(z) para toda f € X*. J é chamada a aplicacao canénica de X em X**. E
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facil ver que J estd bem definida, é linear e é uma isometria, portanto X e J(X) C X** sao

isometricamente isomorfos.

Definicao 1.13. Dizemos que um espaco de Banach X € reflexivo se J for sobrejetora.

Neste caso, X e X*™ sdao isometricamente isomorfos.

Teorema 1.12. Seja X um espaco de Banach. Entao X ¢ reflexivo se, e somente se Bx €

compacta pela topologia fraca de X .

Demonstragao. Veja [2], teorema I11.16, p.44. ]

Proposicao 1.6. Seja X um espaco de Banach reflexivo. Se M é um subespaco vetorial

fechado de X entdo M € um subespago de Banach reflexivo.
Demonstracao. Veja [2], proposigao I11.17, p.45. ]

Seja X* o dual topolégico de um espago normado X. Podemos considerar em X*, além
das topologias forte e fraca, uma outra topologia importante, a chamada topologia fraca

estrela.

Definigao 1.14. Seja X um espago normado. A topologia fraca estrela de X*, denotada
por w*, é a topologia que tem como sub-base a cole¢io S = {p ' (A);p € J(X) C X** AC
IK aberto } = {6, (A);x € X, A C IK aberto }.

E claro que a topologia fraca estrela de X* ¢ menos fina do que a topologia fraca de
X*. Da definigdo temos que a colegdo S = {W, (vo); x € X, 9o € X*, € > 0}, onde
Weelpo) = {t € X*5 |(¥ — po)(x)] < €} para z € X, ¢ € X* e € > 0 é uma sub-base
para a topologia fraca estrela. Além disso, um net (¢q)gep C X* converge para ¢ € X*
na topologia fraca estrela se, e somente se p4(z) — ¢(x) para todo x € X. Neste caso,
dizemos que (pg)qep converge fraca estrela para ¢ e indicamos este fato por @, N . Temos
o seguinte teorema para a bola unitaria fechada do dual de um espaco de Banach X com

respeito a topologia fraca estrela:
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Teorema 1.13. (Teorema de Banach-Alaoglu-Bourbaki) Seja X wm espaco de Banach.

Entao o conjunto Bx~ é compacto na topologia fraca estrela de X*.

Demonstracao. Veja [2], teorema I11.15, p.42. O

1.2 Teoria da Integracao

Definigao 1.15. Seja X um conjunto nao-vazio arbitrdrio. Uma o-dlgebra em X ¢é uma
cole¢io A C P(X), onde P(X) denota o conjunto das partes de X, que satisfaz as sequintes

condigoes:

(i) X e A
(ii) se A€ A, entio X \ A e A.
(iii) se A,, € A para todo n € IN, entio | JA, € A.
Se A é uma o-algebra em X, entdao dizemos que os elementos de A sao os conjuntos
mensuraveis em X e que (X,.4) é um espaco mensuravel.

Proposicao 1.7. Seja X um conjunto qualquer. Se F C P(X), entdo existe uma menor
o-dlgebra o(F) em X que contém F, isto €, se C € uma o-dlgebra em X que contém F entao

o(F) C C. Dizemos que o(F) é a o-dlgebra em X gerada por F.

Demonstragao. Veja [3], proposigao 1.1.1, p.2. O

Definigao 1.16. Seja (X, I') um espago topoldgico qualquer e seja B a o-dlgebra em X gerada
por T, isto €, B=o(I"). Os elementos de B sao ditos conjuntos de Borel, ou conjuntos Borel

mensurdveis ou conjuntos mensurdveis a Borel.

Definigao 1.17. Seja (X, A) um espago mensurdvel. Uma medida sobre X € uma fungao

A —[0,+00] que satisfaz:
14



(i) u(o) = 0.

i

=1 =
de A dois a dois disjuntos.

(i) u U Ai> = Z w(A;) sempre que {A;;i € IN} € uma familia enumerdvel de elementos
= 1

Definigao 1.18. Um espago medida é um espa¢o mensurdvel (X, A) que tem uma medida

1 definida na o-dlgebra A de seus conjuntos mensurdveis. Denotamos estes espagos como

triplas (X, A, p).

Observagao 1.2. O caso em que X = IR", H.Lebesque construiu uma o-dalgebra M(IR")
que contém os borelianos e uma medida m sobre M(IR"). Esta medida m €é chamada de

medida de Lebesgue.

Definicao 1.19. Uma medida p definida na o-dlgebra de todos os conjuntos de Borel num
espaco de Hausdorff localmente compacto X € chamada uma medida de Borel sobre X.
Suponhamos que A € uma o-dlgebra que contém todos os borelianos. Entao, uma medida |

definida em A € dita reqular se

(i) para todo subconjunto compacto K de X tem-se u(K) < oc.
(ii) para cada A € A temos u(A) = inf{u(V): A C V,Vaberto}.

(iii) para cada conjunto aberto U de X temos p(U) = sup{u(K) : K C U, K compacto}.
Uma medida que satisfaz condigoes (ii) e (iii) € dita regular exterior e interior, respectiva-

mente.

Observacao 1.3. Lembremos que um espaco de Hausdorff X € um espaco topoldgico que
dados x,y € X, © # y, existem abertos disjuntos V- e W tais que, x € V ey € W. Um
espaco topologico X € localmente compacto se todo ponto x de X esta contido em um aberto

V tal que V' é compacto.

Definicao 1.20. Se (X, .A) é um espago mensurdvel e (Y,I') é um espago topoldgico, entao

uma fungdio f: X — Y € dita mensurdvel se f~4(V) € A para todo V €T,
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Observagao 1.4. Se (X,B) € um espa¢o mensurdvel onde B é a o-dlgebra de Borel e Y
¢ um espacgo topologico, entao toda funcao continua f : X — Y € mensurdvel, ou Borel

mensurdvel. As funcgoes Borel mensurdveis sao freqientemente chamadas de funcoes de

Borel.

Nas defini¢oes que se seguem, iremos sempre considerar A uma o-algebra num conjunto X
qualquer e g uma medida definida em A. Se A € A, entao definimos a funcao caracteristica

14 como sendo
1, e A

0, =¢A.

IA(ﬁ) =

Defini¢ao 1.21. Uma func¢io u : X — [0,+00) € uma funcdo simples se o seu conjunto
imagem € finito, isto é, u(X) = {a,...,a,}. Neste casou € da formauw ="y | a;l4,, onde

A, ={r e X;u(zr) = oy}

Definigao 1.22. Se u é uma func¢ao simples e E € A, definimos a integral de u sobre E

como sendo

udp = a;u(A; N E).
[ wdu =3 a0 B

i=1
Observagao 1.5. Como pode acontecer que c; =0 e u(A; N E) = 0o para algum i, conven-

cronamos escrever 0.00 = (0.

Definigao 1.23. Se f: X — [0, +00| € mensurdvel e E € A, definimos

/fdMZSUP/UdM,
E E

onde o supremo € tomado sobre todas as func¢oes simples mensurdveis u tais que 0 < u < f.

O nimero fE fdu € chamado integral de Lebesque de f sobre E' com respeito a medida L.

Seja f : X — IR, podemos associar a f, a sua parte positiva (f*) e negativa (f~) do
seguinte modo

fH(@) = (f VO)(x) = max{f(x),0},
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f(@) = =(f AO)(2) = —min{f(z),0}.

Logo, temos que f = fT — f~ e que |f| = fT + f~. Portanto, mostra-se que

e f: X — IR é mensurdvel se, e somente se f* e f~ sa0 mensurdveis.

e se f é mensuravel, entdo |f| é mensuravel.

Definigao 1.24. Seja (X, A) um espaco mensurdvel e p uma medida em A. Definimos L (p)
como sendo o conjunto de todas as funcoes mensurdveis f : X — IK tais que fX |fldp < oo.

Os elementos de L' (i) sdo chamados fungoes Lebesgue integrdveis (com respeito a ).

Definigao 1.25. Seja f = u + v onde u e v sao fungoes reais mensurdveis em X. Se

feLp) e E €A, definimos

/fd,u:/u*d,u—/udu—i—i/v*d,u—i/vdu,
E E E E E

onde ut,u~ evt,v” sdo as partes positivas e negativas de u e v, respectivamente.

Proposicao 1.8. L'(u) € um espago vetorial e | [ fdu| < [y |fldp para toda f € L' (p).
Além disso, a aplicagio ¢ : L' () — €' definida por o(f) = [y fdp € um funcional linear.

Demonstracao. Veja [3], proposigao 2.3.7, p.66. ]

Seja X um espago localmente compacto de Hausdorff. Denotamos por C.(X) como

sendo o conjunto das fungoes continuas f de X em IK tais que suppf = {x € X; f(x) # 0}
é compacto. Dizemos que um funcional linear ¢ sobre C.(X) é positivo se ¢(f) > 0 para

todo f € C.(X) tal que f > 0.

Teorema 1.14. (Teorema da Representagdo de Riesz) Seja X um espaco de Hausdorff
localmente compacto e seja @ uma aplicag¢do linear, continua e positiva sobre C.(X). Entdo

existe uma unica medida de Borel reqular p sobre X tal que para toda f € C.(X) tem-se

o(f) = /X Fd.
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Demonstragao. veja [3], teorema 7.2.8, p.209. ]

Observagao 1.6. O teorema da representacao de Riesz continua vdlido se trocarmos C.(X)

por C(X) e considerarmos X um espago compacto.

Se M(X) denota o conjunto das medidas de Borel p sobre X, isto é, p: B — [0, +o0]
onde B ¢ a g-algebra de todos os conjuntos de Borel no espago compacto X, podemos definir
em M(X) a norma ||u|| = p(X) e o teorema da representacdo de Riesz nos diz que a

cada aplicagao linear positiva ¢ sobre C'(X) corresponde uma e s6 uma pu € M(X) tal que

ol = ]

Teorema 1.15. Sejam p e q numeros reais positivos tais que 11) + 5 =1, X um espaco

mensuravel com medida e f,g: X — [0,00] fungoes mensurdveis, entao:

a) Desigualdade de Holder

[ tsalan< ([ |f|pdu)’l’< / Iglqdu);.

b) Desigualdade de Minkowski

</X " g|pd”); - (/X lflpdu); + (/X ’g|pdu); .

Demonstracao. Veja [3], proposigoes 3.3.2 e 3.3.3, p.101. ]

Definigao 1.26. Se 0 < p < 00, o espago LP(u) consiste de todas as fungoes complexas

mensurdveis definidas em X tais que [, |f[Pdp < oo.

Proposigao 1.9. Seja 1 < p < co. Definindo

171l = (/X|f|pdu)”,

tem-se que || - ||, € uma semi-norma em LP(p).
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Demonstragao. Veja [3], corolério 3.3.4, p.102. ]

Definigao 1.27. Seja f : X — [0,400] uma func¢ao mensurdvel. Definimos o supremo

U

essencial de f, e denotamos por || f||e, como sendo o "nimero’

inf S, S+

0, S=0

11l =

onde S = {a > 0; u(|f| (e, 0)]) = 0}.

Definigao 1.28. Definimos L>®(u) como sendo o espago de todas as fungdes complezas

mensurdveis em X tais que || f||e < 00.

Proposicao 1.10. Sejam p e ¢ numeros reais positivos tais que % + % =1. SefeLll(u)e
g € L9(u), entdo
fae L) ellfall < [1£1lllgllq

Demonstracao. Segue direto da desigualdade de Holder. O]

Seja 1 < p < 0o. Podemos definir em £P(11) a seguinte relacao de equivaléncia:

f~gse esése|[f —gll,=0se, es6se p({z € X; f(z) # g(x)}) = 0.

Denotaremos por LP(u) como sendo o espago quociente L£P(u)/ ~. Deste modo temos que

|| - ||, ¢ uma norma. Assim, temos entao o seguinte:

Teorema 1.16. (Teorema de Riesz-Fisher) (LP(p),|| - ||,) € um espago de Banach para
1 <p<oc.

Demonstracao. Veja [3], teorema 3.4.1, p.106. ]

Teorema 1.17. Os espagos LP(u) sdo reflexivos para 1 < p < oo.

Demonstracao. Veja [2], teorema IV.10, p.59. O]
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Teorema 1.18. (Teorema da Convergéncia Dominada de Lebesgue) Seja (f,,) uma seqiiéncia
de fungoes mensurdveis em X tal que existe f(x) = lim f,(z) para todo x € X. Suponha que

exista g € L'(u) tal que | f,(z)] < g(x) para todos v € X en € IN. Entao:

L du = li - dyu.
fe (u)e/Xfu ggn/xf 1

Demonstragao. Veja [3], teorema 2.4.4, p.72.
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Capitulo 2

o0 A [ ]

Convergéncia de Sequéncias em

Espacos de Banach

Neste capitulo, iremos definir convergéncias de séries em espagos normados e veremos sobre
que condicoes essas definicoes sao equivalentes. Em particular, mostraremos que o fato de
uma série absolutamente convergente ser incondicionalmente convergente esta relacionado
com a completude do espaco. Porém, apresentaremos exemplos em ¢q e f5 que nos mostram
a existéncia de séries incondiocionalmente convergentes que nao convergem abolutamente.
Estudaremos as seqiiéncias p-somaveis e fracamente p-somaveis e, por fim, provaremos o

teorema de Bessaga-Pelczynski.

2.1 Convergéncias Absoluta e Incondicional

Definicao 2.1. Sejam X um espag¢o normado e (x,), uma seqiéncia em X. Dizemos que

a série 2211 Tn CONVETge se a Sequéncia das suas somas parciais converge, isto €, se existe

um x € X tal que a seqiiéncia (si), converge para x, onde sy = 22:1 Tn para todo k € IN.



Definigao 2.2. Sejam X um espago normado e (x,), uma seqiéncia em X. Dizemos que

a série Y~ | x, converge absolutamente se Y - ||x,|| converge.

Quando uma funcao m : IN — IN ¢ bijetora, dizemos que 7 é uma permutacao de IN.

Definigao 2.3. Sejam X um espago normado e (x,), uma seqiéncia em X. Dizemos que
oo .

a série Yy~ x, converge incondicionalmente se Y " | Txy) converge qualquer que seja

permutacao © de IN.

Observagao 2.1. Observe que se uma série converge incondicionalmente, entdo converge

pois a identidade € uma permutacao de IN .

O seguinte resultado é uma conseqiiéncia imediata de um conhecido resultado da analise

real.

Proposicao 2.1. Seja X um espa¢o normado. Sejam (x,), e (a,), seqiéncias em X e
em IR, respectivamente, tais que ||z,|| < a, para todon € IN. Se Y > a, converge, entio

oo
> o Ty converge absolutamente.

. ~ 7 . . . . ~ . . o0
A definigao de séries incondicionalmente convergentes nao exige que as séries Y > | Zx(n)
sejam convergentes para o mesmo limite, seja qual for a permutacao m de IN. Quando

estudamos convergéncia de séries de nimeros reais, temos o seguinte:

Teorema 2.1. Se )", a, € uma série de nimeros reais absolutamente convergente, entdo

para toda permutacio m de IN temos que Y " | Grin) = P o Gn.

Riemann provou um fato surpreendente para as séries condicionalmente convergentes,

isto é, séries que convergem mas nao convergem absolutamente.

Teorema 2.2. (Teorema de Riemann) Seja > 7, a, wma série de nimeros reais condi-

cionalmente convergente. FEntao, fitado a € IR, existe uma perumtacao © de IN tal que

N2 ) = a. Além disso, existem permutagoes para os quais a série diverge para +00 €
o () = Q. , p ¢oes p q ge p

—0Q.
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Sua demonstragao pode ser vista em [12] (teorema 3.54, pagina 76). Como conseqiiéncia

deste teorema temos:

Teorema 2.3. Uma série de nimeros reais converge absolutamente se, e somente se converge

incondicionalmente.

Isto nos diz que convergéncias absoluta e incondicional de séries de niimeros reais sao
conceitos equivalentes. Este teorema continua valido em IR" devido a convergéncia coorde-
nada a coordenada e, portanto continua valido, também, para qualquer espaco de dimensao
finita. Além disso, os teoremas 2.1 e 2.3 mostram que se uma série de nimeros reais converge
incondicionalmente entao toda permutacao converge para o mesmo limite. Veremos agora

que este fato continua valido em espacos normados nao importando sua dimensao.

Proposigao 2.2. Se uma série Y .~ x, em um espag¢o normado X € incondicionalmente
convergente, entao - | Tr(n) CONVErge para o mesmo limite, qualquer que seja a permuta¢ao

7 de IN.

o0 :

Demonstragdo. Suponhamos, por absurdo, que ) °  z, = s e que exista uma permutagao
m tal que Y7 Trm) = 8 # s. Pelo corolario 1.1, como s # ', existe funcional f € X* tal
que f(s) # f(s'). Como f ¢ linear e continua temos que Y>>, f(x,) é uma série convergente

em IK. Por outro lado, pelo teorema 2.3, esta série nao pode convergir absolutamente pois a

permutacao 7 é tal que > f(z,) = f(s) # f(5') = Doy f(@rn)). Logo pelo teorema de

Riemann (teorema 2.2) existe uma permutacao o tal que Y| f(2,(n)) diverge. Portanto, a
série Y | Ty diverge, pois se Y~ | To(n) = G, entao pela linearidade e continuidade de f,
terfamos » .~ f(Z,m)) = f(a) o que contraria a escolha de 0. Logo > 7 | o, é divergente

e isto contradiz a hipétese de » > | x,, ser incondicionalmente convergente. ]

O exemplo a seguir mostra que num espago normado de dimensao infinita podemos ter

uma série que converge absolutamente mas nao converge.
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Exemplo 2.1. Seja X = p(K) o espago dos polindmios reais com dominio em K = [0, 1].
Para todo n € IV, seja p, : K — IR definida por p,(z) = £;. Temos que (p,), C p(K) C
C(K) e ||pn||xk = = para todon € IN. Sabemos da andlise real que Y ||pn||x = €, de
modo que a série Y~ p,(x) é absolutamente convergente para todo z € K. Por outro lado
temos que Y, p, converge em C'(K) para a funcao f € C'(K) definida por f(z) = e”, que

nao é um polinomio.

Na verdade, veremos no teorema 2.4 que a existéncia de uma série absolutamente con-
vergente que nao seja convergente s6 é possivel se este espago nao é completo. Antes de
apresentarmos o teorema 2.4, vamos enunciar o critério de Cauchy, cuja demonstracao se faz

analogamente ao caso de séries em K, uma vez que os espacos de Banach sao completos.

o ~ s . . ~ s . (e’
Proposicao 2.3. (Critério de Cauchy) Seja X um espago de Banach. Entao a série ) " x,
converge se, e somente se a seqiéncia das suas somas parciais é de Cauchy, isto é

n

lim E z;|| = 0.
n,Mm—00

i=m-+1
Teorema 2.4. Um espaco normado X € um espaco de Banach se, e somente se toda série

absolutamente convergente é convergente.

~ . o0 ;. oo
Demonstragdo. Seja >~ x, uma série em um espaco de Banach X tal que ) " ||z,
converge. Mostraremos que Zzozl x, converge, usando a proposi¢ao anterior. De fato, seja
~ n n ’ (o) , )
n > m, entao temos que || x| < Y00 [|w]] e daf, como Y07 [|g]| é uma série
4 . . n . ~
convergente de nimeros reais temos que hr_r}ooH > iem41 Ti|| = 0 donde segue da proposicao
anterior que a série converge. Reciprocamente, seja (z,), uma seqiiéncia de Cauchy em X.
Entao para cada k € IN existe ny > ng_; tal que ||z, — z,|| < 2% para todos m,n > n.
1 _
Como ngy1 > ny temos ||z, — T, || < 5. Chamando y, = y,,, — Ty, tem-se ||yx|| <

2%. Como Y -, 2% converge, temos que » -, y converge absolutamente e, por hipdtese, é

convergente. Mas temos que x,, +y1 + ... + Yr = Zp,,, € fazendo k — oo segue que (@, )k €
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convergente. Logo (x,), é uma seqiiéncia de Cauchy e tem uma subseqiiéncia convergente,

donde segue que (x,), é convergente, o que prova que X é um espago de Banach. O

Corolario 2.1. Um espaco normado X € um espaco de Banach se, e somente se toda série

absolutamente convergente é incondicionalmente convergente.

Demonstrag¢ao. Suponhamos que toda série absolutamente convergente é incondicionalmente
convergente. Logo, em particular, temos que a série é ela propria convergente, e portanto,
pelo teorema anterior, temos que X é um espacgo de Banach. Reciprocamente, seja Y | x,
uma série absolutamente convergente em um espago de Banach X. Logo > 7 | ||z,|| é abso-
lutamente convergente em IR, donde pelo teorema 2.3 temos que >~ ; ||z || converge para
toda permutacao m de IN. Como X é um espacgo de Banach pelo teorema anterior, temos que
> oo | Tn(ny € convergente para toda permutacao m de IV, isto é Y~ | x,, é incondicionalmente

convergente. O

Vimos entao que para toda série absolutamente convergente num espago normado ser
incondicionalmente convergente o importante é o espago ser completo e isto independe da
dimensao do espaco. Por outro lado, o fato do espaco ser completo nao é suficiente para
garantir a convergencia absoluta das séries incondicionalmente convergentes. Veremos a
seguir, através de dois exemplos, que ao contrario do caso de dimensao finita, num espago
de Banach de dimensao infinita a convergéncia incondicional de uma série nao garante a

convergencia absoluta desta série.

Exemplo 2.2. Seja X = ¢y e tomemos a seqiiéncia (x,), como sendo z, = € para todo

n € IN. Analisemos a série Y |, em co.

o 1

Esta série nao converge absolutamente, pois > > | [|Zn|[oc = D 0oy =

que ¢é a série harmonica.
Agora vejamos que esta série converge incondicionalmente para x = (%)n € co. Com efeito,
seja 0 uma permutacao de IN e seja ¢ > 0. Existe N € IN tal que N > % Para todo

k€ {1,..., N} existe ni € IN tal que o(ng) = k. Seja ng = max{ny,...,ny}. Para n > no,
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temos

Z To(j) = To(1) + -+ + To(n) = To(ny) -+ T To(ny) + Z%m =r+...+aTNn+ Z%m
j=1 jeA jeA
onde A={1,...,n}\ {ny,...,ny}.

Logo para todo n > ng,

1
N +1

1
< < — <e.
< v <€

Z Lo(j) =T
j=1

Como a permutagao o foi tomada arbitraria temos que a série converge incondicionalmente.

[e.e]

Exemplo 2.3. Seja X = {5 e tomemos a mesma seqiiéncia (x,,), do exemplo 2.2 e analisemos
Y (0.)
a série > | x, em {s.
Assim como no exemplo 2.2, temos que esta série nao converge absolutamente em /5, pois
) b
St ]l = Y02y = que é a série harmonica. Resta verificar que esta série converge
incondicionalmente para xr = (%)n € (5. Para isso, seja 0 uma permutacao qualquer de

* L < €. Para

IN e seja € > 0. Tomemos N € IV tal que para todo n > N temos » -~ ;

ke {l,...,N} existe n € IN tal que o(ng) = k. Seja ng = max{ns,...,ny}. Para n > no,

ja vimos que

onde A={1,....,n}\ {n1,...,nn}.
Reorganizamos os elementos do conjunto A de forma que A = {j,...,J,_n} onde

o(j1) < o(j2) < ... < 0(Jn-n). Como o(j;) > N +i paratodoi=1,...,n — N, obtemos

que || X2 2oy — |5 = [1(0,...,0, NLH, N;+2’ .. )||3 que terd apenas um numero finito de
zeros, logo
n 2 oo
1 2
Sl < 3 Lea
j=1 s j=N+17

E portanto, como ¢ foi tomada uma permutacao qualquer, temos que a série converge in-

condicionalmente.
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Observe que se trocarmos a seqliéncia (%)n por uma outra seqiiéncia (a,), tal que
(an)n € €> mas (ay), ¢ (1, temos que y | a,e, converge incondicionalmente mas nao abso-
lutamente. O Teorema Classico de Dvoretzky-Rogers, que serda demonstrado no capitulo 3,
nos garantirda que em um espaco de Banach de dimensao infinita sempre podemos encontrar

uma série incondicionalmente convergente que nao seja absolutamente convergente.

Antes de terminar este paragrafo vamos introduzir o conceito de série perfeitamente
convergente e mostrar que, em espacos de Banach, este conceito é equivalente ao de série

incondicionalmente convergente.

« ~ s, o0 , . .
Definigao 2.4. Uma série )y >~ | x, em um espago normado € dita perfeitamente convergente
se a série y - T, converge para toda seqiéncia (o), onde o, € {—1,1} para todo

n € IN.

Teorema 2.5. Seja Y, x, uma série num espago de Banach X. Sao equivalentes:

Yo o0 . . .
a) a série y -~ x, converge incondicionalmente.

b) toda série da forma Y ;> xy, (subsérie da série Y -, xy), onde (n;); € uma seqiéncia

crescente, converge.

c) a série Yy x, converge perfeitamente.

Demonstragao. (b) = (c)

Seja (o), uma seqiiéncia arbitréria tal que a,, € {—1,1} para todo n € IN. Particionemos
o conjunto dos nimeros naturais da seguinte maneira, IN = AU B, onde A = {ny,ns,...}
é o conjuntos dos indices tais que o, =1 e B = {mq,my,...} é o conjunto dos indices tais
que o, = —1. Sem perda de generalidade, podemos supor que as seqiiéncias (n;); e (m;);
sao crescentes. Por hipétese, temos que Y .o, ,, € Zj; Ty, convergem. Como para todo
k€ IN temos ¢z, = SO0 @, — Z?Zl Ty, €ntao, tomando o limite quando & — oo

oo o oo
segue que Y7 Ty = ) T, — Do) Ty, CONVErge.
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(c) = (b)

Seja (n;); uma seqiiéncia arbitraria crescente em IN. Considere A = {ny,ns,...} e B = IN\ A.
Sejam (o) e (Br)r seqiiéncias tais que aj = 1 paratodok € IN e B = 1sek € A ou
—1sek € B. Por hipétese, temos que Y oo, axxr € Y oo Bpxy convergem e, portanto,
S Ty = > gy 3 (), + Bewy) converge.

(a) = (b)

Suponhamos, por absurdo, que exista seqiiéncia crescente de nimeros naturais (n;); tal

que Y 2 xp, diverge. Logo, pelo critério de Cauchy, existem ¢y > 0 e nimeros naturais

Tk
=my

my < T < mpyq tais que HZ Tn,|| = € para todo k € IN. Denotemos os termos

K3

da seqiiéncia (zy)r que ndo aparecem em nenhum dos segmentos (xy,);X,, POr y1,¥2; .. ..

Construimos um rearranjo da série Y .- | x) da seguinte maneira: somamos os elementos do

T1
i=m1

T2
i=my2

segmento (x,,) com yi, depois os elementos do segmento (z,,) seguido do termo ys
e assim por diante. Por construgao, temos que esta série diverge, o que contradiz (a).

(b) = (a)

Suponhamos, por absurdo, que exista uma permutacao 7w de IN tal que Y-, z) diverge.
Pelo critério de Cauchy temos que existem €y > 0 e nimeros naturais [; < p; < [;1 tais que
HZi:l x,r(k)H > ¢y para todo ¢ € IN. Denotemos por A; o segmento (x,r(k))ﬁi:li para todo
1 € IN. Temos que os A; sao disjuntos e inf H z;l, T (k) H =6 > 0. Rearrumamos os 4\; de

7 1

modo crescente e denotamos por m; e r; como o menor e o maior indice, respectivamente.
Logo, A; C (wn);,,. paratodoi € IN. Passando a uma subseqiiéncia se necessario, podemos
escolher os A; de modo que ;1 < my < 1y < m3 < r3 < .... Portanto, somando os termos de
Ay com Ay depois Ay e assim sucessivamente, obtemos uma subsérie da série Y~z que

diverge, o que contradiz (b). O
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2.2 Os espagos (,(X) e (;)(X)

Definicao 2.5. Sejam X um espag¢o de Banach e 1 < p < co. Uma seqiiéncia (x,), em
X ¢ fortemente p-somdvel (ou, simplesmente, p-somdvel) se Y > ||x,||P < oo, isto €, a

seqiiéncia de escalares (||z,||), estd em .

Por simplicidade, denotaremos as seqiiéncias (x,), por (x,). Observe que diretamente

da defini¢do, temos (z,,) ¢ 1-somédvel se, e somente se >~ | x,, é absolutamente convergente.

Indicaremos por £,(X) o conjunto das seqiiéncias p-soméveis em X. Definindo a adigao

e o produto por escalar em £,(X) da seguinte maneira

(@n) + (Yn) = (@0 +4n), (@), (yn) € (X)),

Mzp) = (Axy), Ne K, (x,) € £,(X),

mostra-se que £,(X) é um espaco vetorial sobre K.

E natural definir || - ||, : £,(X) — IR por

|(@n)llp = (Z vanllp)

para toda (z,) € ¢,(X). Afirmamos que || - ||, ¢ uma norma em £,(X) e que (¢,(X),||-|,)

¢ um espago de Banach. A demonstracao deste fato se faz de modo andlogo ao caso de £,,.

Definicao 2.6. Sejam X um espaco de Banach e 1 < p < oco. Uma seqiiéncia (x,) em X
¢ fracamente p-somdvel se Y~ |o(z,)[P < 0o para todo ¢ € X*, isto é, (o(z,)) € £, para
todo ¢ € X*.

Indicaremos por £/(X) como sendo o conjunto das seqiiéncias fracamente p-somdaveis em
X. Tornamos £(X) um espago vetorial sobre K definindo em ¢}’(X) uma adi¢ao e um

produto por escalar de maneira analoga a feita em £,(X).
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Observacao 2.2. Temos que £,(X) C £;(X).
Com efeito, se (z,) € £,(X), entao Y -, ||xz,|[P converge. Se ¢ € X*, entdo para todo
ke N, Yoo lp(@a)P < llellP oo llzall” e daf temos que 02, [(w,)|P converge. Como

¢ foi tomada arbitrariamente, seque que (x,) € £;(X).

E natural definir || - [} £ (X) — IR por

Sl

()l = sup (ZI@O(%)V’)

PEBx* n=1
para toda (z,) € £;(X).

w

») € um espago de

Proposicao 2.4. A fungdo || - ||} € uma norma em €;(X) e (£;(X), || - ||

Banach.

Demonstracao. E de f4cil verificacao que ﬁ;f’(X ) é um espago vetorial sobre K com as
operagoes definidas. Vejamos que ||(z,,)|[;) é uma norma em £(X). Temos que ||(x,)|[}) < 0o

para toda (z,) € £;(X). De fato, associemos a cada (r,) € £;/(X) a seguinte aplicagao:
u: X" — 4,

p — (o))

Temos que u estd bem definida, pois (z,) € E;f’(X ). Além disso, é claro que wu ¢ linear.
Vejamos que u é continua. Para provarmos este fato, usaremos o teorema do gréfico fechado
(teorema 1.7). Suponhamos que (¢x,u(¢r)) — (@, (yn)) em X* x £,. Isto significa que
quando k — oo temos ¢ — ¢ em X* e (9p(xn))n = u(pr) — (yn) em £,. Mostraremos que
u(¢) = (yn), donde o grafico de u é fechado e, portanto, u é continua. Com efeito, como
> lp(xn)|P < oo para toda ¢ € X* temos que r}l—{go lo(x,)] = 0 para toda ¢ € X*, logo
{¢(x,);n € IN} é um conjunto limitado para toda ¢ € X*. Pelo teorema 1.6 temos que
o conjunto {x,;n € IN} é limitado em X, isto é, existe M > 0 tal que para todo n € IN,

||zn|] < M, ou seja, ||5;2,|| < 1 para todo n € IN. Mas como ¢, — ¢ em X*, dado € > 0,
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existe um k; € IN tal que ||pr — ¢|| < 557 para todo k > ki, isto é, |or(2) — ¢(2)] < 357

Lan,n € IN,

para todo k > ki e para todo z € X com ||z|| < 1. Em particular, para z, = 57

temos que

€

[on(wn) = olan)l < 5 (*)

para todo k > k; e para todo n € IN. Por outro lado, temos u(pr) — (y,) em ¢, mas
u(r) = (pr(xn))n, logo existe ke € IN tal que (307, [pr(xn) —yn|p)% < § para todo k > ky,
donde

uea) =yl < 5 (%)

para todo k > ks e para todo n € IN. Seja kg = max{ki, k2}. Entéo para todon € IN temos
€ €
0< |90(xn) - ynl < l@(xn) kao(l‘n” + |(10k’0 ($n) ynl < 5 + 5 = €.
() Hﬂ
Logo para todo € > 0 temos 0 < |p(x,) — yn| < € para todo n € IN. Donde ¢(z,) = y, para

todo n € IN, isto é, (y,) = (p(z,)) = u(p). Portanto u é continua. De |Ju|| < oo e

1

lull = sup [[u(¢)ll, = sup [[(&(zn))nll, = sup (Z!w n) ) = [[(@a)l[;

©EBx+ ©EBx+* pEBx+ \ ]
concluimos que ||(x,)|[ < oo.

Verifiquemos as condigoes de norma. Sejam (), (¥,) € £;(X) e A € IK. Temos:

(i) [|(x,)]|® > 0, pela definico.

(ii) Se [|(zn)||; = 0 entdo (z,) = 0. De fato, pois se (r,) # 0, entao existe ng € IV tal que
Tn, 7 0 e pelo teorema de Hahn-Banach (coroldrio 1.1), existe ¢q € X* tal que [|po|] =1 e
©0(Tny) = ||Tn,|| # 0. Portanto,

[|(za)ll; = sup (Z o (n) > > [po(2n,)| > 0

pEBx*

isto &, [[(zn)[l; # 0 se (x,) # 0.
(iii) [[A@n)[ly = [A[(25)][. Com efeito,

[[A(zn)l[; = sup (le (Azn)] >p: sup ([ Al (ZI@O(%NP) = (Al

wE€Bx* \ [, pEBx«

SIS
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(V) [[(zn) + W)l < (@)l + I (yn) || Basta lembrar que pela desigualdade de Minkowski

(lexn + ¢(yn)| ) <lewn );+<§;s@(yn)p>;,

e tomar o supremo quando ¢ € Bxx.

temos que

Vejamos finalmente que (£4(X),||-||*) ¢ um espago de Banach. Seja (¥))72 | uma seqiiéncia
de Cauchy em (¢(X). Para cada k € IN, seja z* (xq(lk))n - Dado € > 0, existe ky € IN tal
que para todo k' > k > ko temos |[z® — z®)[|Y < ¢, isto ¢
1
o) , D
sup | Y o(@®)) — o@ENP | <
PEBx+ \ i=1

Logo, para todo k' > k > kg e para toda ¢ € Bx+ tem-se,

D leal) = )P < e (3 % %)
n=1

Assim, para cada n € IV temos que |90(:E£Lk))

K >k > k.

— go(x,(f/))| < € para toda ¢ € Bx- e para todo

Pelo corolario 1.3, temos que para todo n € IV,

125 — 28] = sup Jp()) — ()] < e
pEBx*

para todo k' > k > ko. Assim, fixando n € IN, temos que (x%k))zozl é uma seqiiéncia de
Cauchy em X que é completo, donde existe x,, € X tal que klim ng) = x,. Vejamos que
r=(1,) €L)(X)e kli_)rgom(k) =z em ()(X).

Para ¢ € Bx« temos klim o(z*)) = p(x,,) donde por (x * ) segue que

Z (20 — oz, < €

para todo k > kqy. Entao

z—2®|Y = sup cpa:k Pl <e
p

RS

PEB X n=1
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para todo k > k.
Agora, observe que z = (z,,) = (z%)) — (2 — 2,) e como (2 — z,), () € (X)) e
£;(X) é um espaco vetorial sobre I, temos que x € £;(X). Conclufmos que klim k)

=z
em (£)(X),[|-][})) o que completa a demonstracao. O

Observacao 2.3. Pela obersevagao 2.2 a aplicacao id : (L,(X),[| - |[,) — (£ (X), [ - [},
onde id € a aplicagdo identidade, estd bem definida e além disso, para todo (x,) € £,(X) e

p € X* temos

(Z !w(ﬂfn)lp> < [lel[ Gzl

e, portanto, tomando o supremo em relagdo a todos ¢ € Bx- temos que |[(z,)|[; < [[(zn)]]p-

Isto significa que a aplicacdo inclusao acima definida € continua.

Observacao 2.4. Seja E um espaco vetorial sobre IK e seja P um conjunto dirigido de
semi-normas em E. Suponhamos que P separa os pontos de E, isto €, dado x # 0,x € E,
existe a € P tal que a(x) # 0. Seja S = {B%* : ¢ > 0, € P} onde B* = {x € F;a(x) <
e}. O conjunto {a + S} € uma base para uma topologia de Hausdorff em E tal que as
operagoes de espago vetorial (x,y) E EXEr—x+y€ Fe(Mx) e KXFEr— M\ € F
sao continuas. Além disso, S é uma base de vizinhangas do zero nesta topologia (formada
por conjuntos absolutamente convexos). Dizemos que o espago E munido desta topologia é
um espacgo vetorial topoldgico localmente convero ou, simplesmente, um espaco localmente
convexo. Podemos definir {,(E) como sendo o conjunto das seqiéncias (x,,) em E tais que
o la(x,)]P < 0o para toda o € P. Dizemos que os elementos de £,(E) sao as seqiéncias

p-somdveis ou absolutamente p-somduveis no espago localmente convexo E.

Se E' é um espaco normado com dual topoldgico E*, podemos associar a cada ¢ € E*
a semi-norma m, definida por my(xz) = |¢(z)| para todo z € E. Observe que a familia
P = {my,;p € E*} é um conjunto de semi-normas que separa os pontos de E. Com efeito,

dado x # 0,z € E, pelo corolario 1.2, existe ¢ € E* tal que p(z) # 0 e, portanto, existe
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m, € P tal que my,(x) # 0. A topologia gerada em E por esta familia de semi-normas é a

topologia fraca.

Vamos denotar por E,, o espaco normado E munido da topologia fraca. Entao
lp(Ew) = £ (E)

pois (z,,) € {,(E,) se, e somente se » .~ [my,(x,)]P < co para toda ¢ € E*, o que equivale

a dizer que Y7 | |p(z,)]P < 0o para toda ¢ € E¥, ou seja, (z,,) € £y (E).

Seja F um espago normado. Uma seqiiéncia (z,) C FE serd dita incondicionalmente
somével se a série Y " | x, converge incondicionalmente em E. Mostramos na proposi¢ao
2.2 que se (x,) é uma seqiiéncia incondicionalmente somavel, entao todas as seqiiéncias
(22:1 Tr(n)) convergem em F para o mesmo limite quando 7 percorre o conjunto das per-

mutacoes de IV.

Proposicao 2.5. Toda sequéncia incondicionalmente somdvel num espaco normado € fra-

camente 1-somavel.

Demonstracao. Com efeito, seja (x,) uma seqiiéncia incondicionalmente somével em um
espaco normado E. Mostraremos que (z,,) € (¥'(E). Por hipétese a série Y 2 | x, converge
incondicionalmente em F, isto é, <Zf§:1 mw(n)>k converge para toda permutacao 7w de IV.
Isto implica que para todo ¢ € E* a seqiiéncia (22:1 go(xn)> converge incondicionalmente
em IK, donde pelo teorema 2.3 converge absolutamente, isto é, > >~ | |¢(z,)| converge para

toda ¢ € E*. Ou seja (z,) € (Y(E). O

E natural perguntarmos quando uma seqiiéncia fracamente 1-somavel sera incondicional-

mente somavel. O exemplo a seguir nos mostra que nem sempre isto sera verdade.

Exemplo 2.4. Considere a seqiiéncia canonica (e,) em c¢p. Temos que (e,) € £(cp). De
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fato, para todo ¢ € (¢)* = £ temos ¢ = («;), donde

(o] o0 (o) (o]
STlelen)] = 31> aieni| = ol = [lel| < oo
n=1 n=1 | i=1 n=1

Por outro lado, a série Y~ e, diverge pois ||e,||c = 1 para todo n € IN. Portanto (e,
nao é incondicionalmente somavel.

Além disso, > 7 e, diverge também na topologia fraca, pois caso contrério, existiria um
s = (z;) € ¢ tal que p(s;) — @(s) para toda ¢ € (cp)*, onde (si) é a seqiiéncia das suas
somas parciais. Em particular, dado j € IV, tomando ¢ = e; € (¢p)* temos p(s;) = 1 para

todo k > j e dai concluimos que z; = ¢(s) = 1 para todo j € IN. Portanto terfamos que

(1,1,1,...) = s € ¢y, 0 que é um absurdo.

Definigao 2.7. Dizemos que um espac¢o de Banach X contém uma copia de ¢y se existe um

homeomorfismo linear entre ¢y e um subespaco de X.

Observe que pelos exemplos 2.2 e 2.4 temos que em qualquer espaco de Banach que
contenha uma cépia de ¢y existem uma série que converge incondicionalmente mas nao ab-
solutamente e uma seqiiéncia fracamente 1-somével que tem série fortemente (fracamente)
divergente. O teorema de Bessaga-Pelczynski nos garantira que quando o espago de Banach
nao contiver uma copia de ¢y entao toda seqiiencia fracamente 1-somével sera incondicional-

mente somavel. Antes de provarmos este teorema, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.1. Sejam X um espago de Banach e (x,) € (¥(X). Entdo existe uma constante

A >0 tal que Y 7 |o(zn)] < Allel] para toda ¢ € X*.

Demonstracao. Seja (z,) € ¢y (X) e considere (e,) a seqiiéncia canonica de ¢;. Definimos
para todo k € IN os operadores Sy : X* — {1 como sendo Si(p) = 22:1 o(xy,)e, para
toda ¢ € X*. E fécil ver que (Sg) € L£(X*,¢1). Como (,) € £¥(X), temos que sup||Sk(¢)||1
é finito para toda ¢ € X*. Como X* é um espaco de Banach, pelo teorema léle Banach-
Steinhaus (teorema 1.5), temos que s%p||5’k|| é finito. Dali, tomando A = sipHSkH, temos

que > |(x,)| < Allg|| para toda ¢ € X*. 0
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Teorema 2.6. (Teorema de Bessaga-Pelczynski) Seja X um espaco de Banach. Sdo

equivalentes:

a) X nao contém uma copia de cy.
b) Toda seqiiéncia em Y (X) tem série fracamente convergente.
c) Toda seqiiéncia em (¥ (X) € incondicionalmente somdvel.

d) Toda seqiiéncia em (Y (X) tem série convergente.

Demonstracao. (d) = (c)

Suponhamos que (x,) € £7(X) e seja uma seqiiéncia de escalares (a,) C {—1,1}. Entao
para ¢ € X* temos que Y > |p(anz,)| = >0, |e(x,)| converge. Logo, (anxy,) € €Y (X)
e, por hipétese, Y | a,x, converge. Como a seqiiéncia dos (a,) C {—1,1} foi escolhida
arbitrariamente, temos pelo teorema 2.5 que (z,,) é incondicionalmente soméavel.

(c) = (b)

Seja (z,,) € (Y(X). Por hipdtese, (z,) é incondicionalmente somavel, donde > | z,, con-
verge e, portanto, Z;’ozl x, € fracamente convergente.

(b) = (a)

Segue do fato de que todo espago de Banach que contém uma copia de ¢y tem uma seqiiéncia
fracamente 1-somével que tem série fracamente divergente (ver exemplo 2.4).

(a) = (d)

Suponhamos que exista em X uma seqiiéncia (z;) fracamente 1-somdvel tal que Y °, x;

diverge. Pelo critério de Cauchy, existem €y > 0 e nimeros naturais nx; > ng + 1 tais que

NEg41

HZ”’““ 1 a:zH > €g paratodo k € IN. Consideremos a seqiiéncia (yx) tal que yp = » ;50"

=ng+ 1 w’i

para todo k € IN. Temos entao que 1%f\\yk]] =0 > € > 0. Além disso, (yx) € £7(X). De

fato, se ¢ € X* temos que se p € IN, entao

p p Nk+1 P Mkl Np+1 o8]
S lewl =Y 1 Y0 @) <> D o) < o)l <D el
k=1 k=1 |i=ng+1 k=1 i1=np+1 =1 =1
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e fazendo p — oo temos que Y., [¢(yx)| converge pois (z;) é fracamente 1-somdvel. Con-
sequentemente y;, — 0 e, como irgf llyk|| > 0, pelo teorema 1.9, podemos extrair de (y;) uma
subseqiiéncia basica (zj). Claramente, (z) é fracamente 1-soméavel donde, pelo lema 2.1,
existe uma constante A > 0 tal que Y .~ |p(zx)| < Al|¢|| para toda ¢ € X*. Seja (e;) a
seqiiéncia canonica de ¢y e considere T : Lin[ey] — Lin[z;] C X definida por Tej, = 2, para
todo k € IN. Por definicao temos que 7' é linear. Vejamos que 1" é continua. De fato, seja

r =Y ,_,ape; € Lin[eg]. Entao, pelo teorema de Hahn-Banach (coroldrio 1.3) temos

Z (7Y 4% <Z O./ka> ‘ = Ssup Z O./k(p Zk

PES x*
< max || sup Z lo(z)] < Amax |ak| = Al|z|] oo,
1h<n " pesy. L

T = = sup

QOESX*

e isto vale para todo = € Lin[ei], donde T é continua. Portanto, temos que T é um operador
linear continuo e Lin[z;] é um espaco de Banach e, daf, a proposicao 1.5 nos garante que
existe um operador linear continuo 7' : Linle,] — Lin|z;] que estende T. Vejamos que
T~ ¢ continua. Com efeito, seja S n_, arz € Lin[z], entdo como (z;,) é uma subseqiiéncia
bésica existe uma constante M > 0 tal que || > 7, apzi|| > M Jnax |ag| [|zk|| donde segue
que || >0 agzkl| > Mmax \Ozk|1nﬂ|zkH > Mo max \ak\ Observando que T (D7 _, apex) =

Y opy Qgzp, segue que ||T(Zk Lokeg)|| > M6||Zk L axeg||. Lembrando que T 6 uma

extensao continua de 7', tomando o limite quando n — oo na desigualdade anterior temos

que ‘ T (322, aer) H > Mo |37, arel|, e isto mostra que 7' é um homeomorfismo linear.

Observando que o fecho na norma em ¢y do espaco gerado pela seqiiéncia canonica é o préprio

o, temos que X contém uma cépia de ¢y, mas isto contradiz nossa hipotese. O

Observacgao 2.5. Seja X um espaco de Banach e K C X*. Suponhamos que para todo
r € X tem-se ||z|| = sup|p(x)|. Se (z,) € £;)(X) entdo
peK

Izl = sup (Z |so<xn>|p)

37



Com efeito, pela definicao temos

[|(@n)lly = sup (ZW%W,)? = sup sup <Z|s0(fcn)|p> = sup sup (Z !w(fﬁn)!p)

B =
B =

Entao,

()l = sup sup [|(¢(xn))niyllp -

Mas pelo coroldrio 1.3 e o exemplo 1.3, se (o(xn))ney € 07,

lp(a)pally = sup Jal(@(@))]l = sup Y anp(en)|-
aGB(%n)* (a")eB‘f;}s« o
Portanto,
(@)l = sup sup  sup Y onp(zn)| =sup sup sup |o | Y anz,
m wGBx*(an)eBg;n* i m (an)eBg;@ pEBx* =1
= sup sup apTy|| =sup sup sup | Ty || =
m (ozn)eBZ;r}k ;::1 m (O‘")GBZZVPGK (;::1 )‘
— supsup sup | Y anp(wn)| = sup supl|(p(za))pyly
m @EK(an)EBeg; —1 m ek
1 1
m P o0
= sup sup o(xp)|P | = sup w(xn)|?
(2' < >|) (D < >|)

J& vimos que £,(X) C £(X). A igualdade nao vale em geral, como mostra o seguinte

exemplo:

Exemplo 2.5. Seja X =¢ye x, = %en para todo n € IV.
Temos x, = (T,x)52, onde
0, k#n

L k=n

n’

Tnk =

donde ||z,|| = + para todo n € IN, logo " ||z, || diverge e daf (z,) & €1(co).

Vejamos que (z,,) € €4(cp). Para isso lembremos que ¢1 = (¢o)* (exemplo 1.1).
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Logo, para toda £ = (&) € {1 temos

S lewal = 30 (S s = 3 el < Dol < o
n=1 n=1 | k=1 n=1 n=1

Assim £1(co) G €F (co).
Mais ainda, £,(co) & €3 (co) para p > 1. Basta tomar para todon € IN aseqiiéncia x,, = (J/Lﬁen

e usando o mesmo argumento acima, lembrando que ¢, ;Cé .

Pelo exemplo anterior, temos que nem sempre £,(X) = ¢;)(X) para um espago de Banach
X qualquer e 1 < p < oo. Mostraremos no capitulo 3 que uma condi¢ao necesséaria e

suficiente para que isto ocorra é que a dimensao de X seja finita.
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Capitulo 3

O Teorema de Dvoretzky-Rogers

Neste capitulo, salvo quando dito explicitamente o contrario, nossos espacos serao sempre
espagos de Banach. Afim de provaramos o teorema de Dvoretzky-Rogers, definiremos os
operadores p-somantes, daremos exemplos desses operadores e provaremos algumas carac-
terizacoes destes operadores bem como o teorema de dominacao e fatoracao de Pietsch.
Além disso, provaremos que todo operador p-somante é completamente continuo, isto é,
leva seqiiéncias fracamente convergentes em seqiiéncias convergentes na norma. Por fim,
definiremos os operadores compactos e fracamente compactos, veremos que todo operador
p-somante é fracamante compacto donde concluiremos que a composicao de operadores p-
somantes é compacto. Assim, mostraremos que o operador identidade em X sera p-somante
se, e somente se X tem dimensao finita. Usando este resultado em conjunto com o teorema

de Bessaga-Pelczynski, provaremos o teorema de Dvoretzky-Rogers.



3.1 Operadores p-somantes

Defini¢ao 3.1. Um operador S : X — Y ¢é absolutamente p-somante (ou, simplesmente,

p-somante) se (Sw,,) € £,(Y) sempre que (v,) € £ (X).

Denotaremos por I1,(X,Y") o espago dos operadores p-somantes de X em Y.

Se X = g, no exemplo 2.5 mostramos que £,(co) & € (co) portanto o operador identidade
id : X — X nao é p-somante. Observe que dimensao de X ¢ infinita. Na verdade,

provaremos mais tarde que o operador identidade é p-somante se, e somente se a dimensao

de X for finita.

Proposicao 3.1. Todo operador p-somante de X em Y € continuo.

Demonstracao. Com efeito, seja S : X — Y um operador p-somante e suponhamos, por
absurdo, que S nao é continuo, isto é, dado n € IN existe z,, € X, ||lz,]| < 1 tal que
[|Sxn|| > 27

Mas (%) € £,(X) pois

271

P o= 1 1
I3 <3 <2 <

e como £,(X) C ¥(X) temos (£2) € £¥(X).

2n

Por outro lado (S (%)) = (&%) ¢ £,(Y), pois do contrério 22 — 0, quando n — oo donde

existiria ng € IV tal que HS“”" H < 1 para todo n > ng, o que contraria a construgao de (z,,).

Entao S nao é p-somante, o que contraria a hipotese. O

Lema 3.1. Para toda S € IL,(X,Y) a aplicagio
Yo : 4 (X) — £,(Y)

(2n) F— (Szn)

¢ linear e continua.
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Demonstragao. Seja S € I1,(X,Y) qualquer. A aplicacdo g estd bem definida pois S é
p-somante. E facil verificar que Xg ¢é linear. Assim, basta mostrar a continuidade de Xg.
Seja (2¥), C £(X) uma seqiiéncia convergente em (2 (X) tal que (Xg2"); converge em £,(Y).
Sejam z = ]}Lrgo e (X)ey = klgg) Ys2* € £,(Y). Mostraremos que y = Xz donde, pelo
teorema do gréfico fechado (teorema 1.7), g é continua. Como z,2* € £¥(X) para todo
k € IN entdo z = (2,) e 2* = (2F),, para todo k € IN. Logo, dado € > 0 existe ky € IN tal

que se k > ko temos ||2¥ — z|[¥ < e. Dado ¢ € Bx-, para todo n € IN temos

|90<Z£ — )| < <Z |90(Z7]i - Zn)|p>

e tomando o supremo quando ¢ € By« temos

1
p

sup [(z, — zn)| < []2° — 2]}
PEB,

Assim, para qualquer n € IN fixado, pelo corolario 1.3, obtemos
ll2n = zall < |I2° = 2]l < e

para todo k£ > k. Isto é, fixado n € IN temos klggo zﬁ =z, em X, e como S é continua,
pois é p-somante, kh_}I{.lo SzF = Sz, em Y para todo n € IN. Agora, como y € £,(Y), temos
y = (yn). Entdo, dado € > 0, existe k; € IN tal que qualquer que seja k > ki temos que
252" = yllp = [1(S25)n — (yn)ully < € Mas || -|[% < || - ||, em £,(Y), donde para todo

k> ki temos [|(SzE)n — (yn)n]|¥ < € . Usando o mesmo argumento usado para mostrar que

klim zﬁ = z, em X, obtemos que klim Szf; =y, em Y para todo n € IN. Da unicidade do
limite temos y, = Sz, para todo n € IN e portanto y = (y,) = (Sz,) = Xsz. ]

Proposicao 3.2. Um operador S : X — Y € p-somante se, e somente se existe p > 0 tal

que para todo congunto finito {x1,...,xx} C X wale a desigualdade

P

k % k
(ZIISxill”) Sp@zlép* (le(xi)l”) : (*)

Neste caso, ||Xs|| € 0 menor p > 0 que satisfaz (x).
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Demonstragio. Pelo lema 3.1, ¥g € linear e continua, e portanto |[(Szy,)|l, < [|Xs|| [|(2n)]]¥
se (v,) € £;(X). Conseqiientemente, dado qualquer subconjunto finito {x1,..., 24} C X,
definindo = = (§,,) onde

Ty, n=1,...,k
En =

0, n>k,

temos que (§,) € £;/(X) e, além disso
k v 7
(Z ||5$i||p> < [[Xs]] sup <Z |o(:) ) (1)
=1 YEB x*

donde satisfaz (x).
Reciprocamente, suponhamos que existe p > 0 tal que para todo conjunto finito {x1, ..., z;}

de X vale a desigualdade (x). Seja (v,) € £;(X). Temos que

00 % k : %
(Z ||5x¢!|p> = sup (Z IISxiH”> < psup sup (Z o () )
=1 =1 j

PEBx*
1 1
P
= o (Netor) < (Sletar)
@EBx* k pEB x*

donde segue que ||(Sz;)|[, < pl(z)]y < oo, pois (z,) € £;(X). Entdo pela definicio 3.1
temos que S é p-somante.

Por (1), ||Xs|| € {p > 0;p satisfaz (%)}, logo ||Xs|| > inf{p > 0; p satisfaz (x)}. Por outro
lado, se p satisfaz (x), temos ||Xg(2;)||, < pl|(z:)|]; paratodo (z,) € £;)(X), donde ||Es|| < p
e, portanto [|Xg|| < inf{p > 0; p satisfaz (x)}.

Segue que ||Xg|| = inf{p > 0; p satisfaz (x)}. O

Iremos denotar o nimero ||Xg|| por IL,(S). Assim a desigualdade (x) pode ser escrita do

seguinte modo:

K ’ v
(Z HS%’HP> < TL,(S) sup (Z e )
i=1 X
onde {zy,..., 2} C X é um subconjunto finito de X.
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Observacgao 3.1. ||S|| < IL,(S).
Com efeito, para cada x € X, tomamos o subconjunto unitdrio {x} C X. Pela proposi¢ao

acima em conjunto com o coroldrio 1.3, temos
[1Sz]] < T (S)]]x]-
Portanto ||S]| < 1L,(5).

Exemplo 3.1. Sejam K um espago de Hausdorff compacto, ¢ uma medida de Borel regular
sobre K e 1 < p < co. Para cada ¢ € L”(u) podemos definir um ”operador multiplicagao”
M, : C(K) — LP(u) definido por My(f) = f¢ tal que M, é um operador p-somante e
II,(M,) = ||¢l|p. Com efeito:

E claro que M, é linear. Definimos para cada w € K a aplicacdo d,, : C(K) — € tal
que 6,(f) = f(w). Entao 6, estd bem definida. Além disso é claro que é linear e, como
w € K, temos |3, (f)] = |f(w)| < sup|f(x)] = ||f||x. Isto implica na continuidade de d,,.
Assim, temos que §,, € C(K)* pa;czfit(odo we K. Seja D =10, :we K} C C(K)*e
fi,-ooy fm € C(K). Observe que ||f||x = 51612|5w(f)| = ztelg|¢(f)| e, pela observacao 2.5 ,

temos

(fy |2 = sup (2 |¢(fi)|p) = sup (

Dai
P — R P p i p
<Z§1 IIMgalelp) (E K|fzso| du) < [/KM (322 ;1 | fi(w)] )du]

=1

= suwp (Zm )1(/Kso|pdu)’l’

= N llelly = llell, sup (Zldf fi)l )

YeBekyx \ j—1

=

Pela proposicao anterior, temos que M, é p-somante e II,(M,) < ||¢||,. Por outro lado, pela
observacao 3.1 ||M,|| < II,(M,) e segue dai que II,(M,) > ||M,1]|, = ||¢||,- Portanto, M,

é p-somante e IT,(M,) = [|p]|,-
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Exemplo 3.2. Sejam K e p nas condigoes do exemplo anterior. Seja 1l < p < oco. O operador
inclusao J, : C(K) — LP(p) é p-somante. Com efeito, tomando ¢ = 1 no exemplo 3.1,

temos que ¢ € LP(u) e My = J,. Além disso temos II,(J,) = (,u(K))%

Proposicao 3.3. Para todo 1 < p < oo temos:

a) SeT € L(X,Y) e S ell,(Y,Z) entao ST € 11,(X,Z) onde ST = SoT.

b) Se Re L(Y,Z) e S €Il,(X,Y) entao RS € I1,(X,Z) onde RS = Ro S.
Demonstracao. a) Se T' = 0, entao a afirmativa se verifica trivialmente. Suponhamos que

T # 0. Seja {z1,...,2,} C X um subconjunto finito. Entdo {Tz,...,Txx} C Y é um

subconjunto finito de Y e pela proposicao 3.2, como S é p-somante, existe p > 0 tal que

(ZHST(%)H”> < p sup (Zk@ (Tx,)] )

@pEBy*

Mas pela definigao 1.9, p(Tx,) = T*(¢)(z,), donde

(ZHST(%)HP) < p sup (Z|T* > = pl[T7[| sup (Z

*

1
p>ﬂ

YEBy=+ \ [ pEBy*
Como HT(*H) € X*e H HT*H ‘ < 1se ¢ € Byx, temos que IIT( II) € By« se ¢ € By~. Dali,
k|7 p\ 7 k »
o (Z 7 > =0 (Z 'W""’”)'p)
e, portanto

<Z||ST<xn>||p) < pr sup (le ) )

PYEBxx*

onde p; = p||T™||. Donde segue pela proposicao 3.2 que ST € IL,(X, Z).
b) Seja {x1,...,2x} C X um subconjunto finito. Logo {Sxz1,...,Szx} C Y é finito. Como
R € L(Y,Z) temos que

(ZIIRS n ||p> < [[RI| (ZHS%H”)
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Como S é p-somante, pela proposicao 3.2, existe p > 0 tal que

k % k
(ZHS%HP> < p sup (Zh@(xn)!p)
n=1 PE€Bxx \ o1

(ST

donde segue que
1
P

(Z HRS(:cn)llp> < IIRllp sup (Z Iw(xn)|p>

Logo, pela proposicao 3.2 temos que RS € II,(X, Z). H

Proposicao 3.4. Para todo 1 < p < oo temos:

a) (IL,(X,Y),IL,(:)) € um espago de Banach.

b) Se S € II,(E,F), R e L(F,Y) eT € L(X,FE) entao RST € 1I,(X,Y). Além disso,
I, (RST) < ||RI[TL,(S) [|T1]

Demonstragio. a) E facil verificar que IT,(-) é uma norma em IL,(X,Y). Vejamos que
(IL,(X,Y),I1,(-)) é completo. Com efeito, seja (S,) C II,(X,Y) uma seqiiéncia de Cauchy,

isto é, dado € > 0, existe ng € IV tal que se n,m > ngy entao

IL,(S, — Sm) < €. (1)
Como ||S,, — S| < II,(S, — Sm) se n,m € IN, temos que (S,,) é uma seqiiéncia de Cauchy
em L£(X,Y), que é completo, pois Y é um espago de Banach e, portanto, existe S € L(X,Y)
tal que ||S, — S|| — 0 quando n — oo. Como S,, — S,,, é p-somante para todo n,m € IN,
dado qualquer {xy, ..., 2z} C X finito temos que

K » K v
(Z ||Sni — Smﬂci\lp) < I,(S, — Sm) sup (Z !w(xi)\p> :
i=1 i=1

pEB x*

Logo, para todos n,m > ng, usando (1) obtemos que

k v k v
i=1 =1

@GBx*
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Mas [|S, — S|| — 0, donde S, (z) — S(z) para todo z € X quando n — oo, logo, para
1 < i < k temos que S,(z;) — S(z;) quando n — oo. Mantendo m > ng fixo e fazendo

n — 00 na desigualdade acima, tem-se

k : :
(Zstl_Smlep> <€ sup (Z‘SO 33'1 > )
=1

pEBx*

e pela proposigao 3.2 temos S,, — S € IL,(X,Y) e IL,(S,, — S) < € para todo m > ng. Segue
dai que S € I, (X,Y) e 77},1—{20 Sm =S em IL,(X,Y). Portanto provamos (a).

(b) Como conseqiiéncia direta da proposicao 3.3 temos que RST € 11,(X,Y’). Portanto nos
resta verificar que IL,(RST) < ||R||IL,(S)||T||. Se T" = 0, a desiguladade ¢ trivialmente
satisfeita. Suponhamos entao 7" # 0. Seja {z1,..., 2} C X finito. Temos que R € L(F)Y),
donde

(Sinsriear) < m (S 15rcer)

Como S € II,(E, F'), entao

(Z\|5T(:c,-)|yp) < T1,(S) sup (Zm Ta,)] ) :

wEBg*

Mas ¢(Tx;) = T*(¢)(x;) para todo i = 1,...,k e dai, como ||T*|| = ||T||, obtemos como na

demonstragao da proposicao 3.3, a desigualdade

(ZHST(%)HP> <TIL,(S)||T|| sup (ZW’(%’)V})

LA

veBx« \ o
donde
k f 1
(Z ||RST(%)||”> < [R[[ T (S)|T] S (Z ¥ (x )
i=1
e, portanto, pela definicao de IL,(RST'), temos IL,(RST) < ||R||IL,(5)||T|. O

Proposigao 3.5. Se 1 < p < ¢ < oo, entdo IL,(X,Y) C II(X,Y) e Il,(-) < IL,(-) em
I1,(X,Y).
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Demonstragdo. Seja r > 0 tal que - 1y l = %.
Observeque%—l—é——se e 86 se pq—i—p—qse e 86 se T/p—i—q/p = 1. Sejam S € II,(X,Y)
e {z1,...,2,} C X um subconjunto finito. Definimos \; = ||Sw;||* para todo i = 1,...,k.

Temos

K v i ’ k ’
(ZIIS%II’I) = <Z|I5$illpfq+p> = (ZIISmillpllsﬂfiIIIJ*q)
=1 i=1 i=1
K , K v
= (ZIIS%IIPA?> = (ZIIS(AM)II”>
i=1 =1

Como S é p-somante,

<Z”S(Ai%)\\p> < 11,(8) sup. (Zhﬁ(xixi)\p) .

Logo,
1 1
k P
ZHS@H‘] < II,(S) sup Z](p Nax)P | . (1)
i=1 pEBx+
Tomando ¢ € Byx- e usando a desigualdade de Hélder (proposigao 1.1) para os expoentes

Z 4 temos que
p’p

SIS

Assim,

3=

k k Tk 7
(tetar) < (320) (Stetor)
i=1 i=1 i=1
e tomando o supremo quando ¢ € Bx- nesta desigualdade, obtemos

(o) = (54) s ()

=1 =1

De (1) temos entao,

(ZHSSI:in) < 11,(5) (Zusmw) sup (wamq)

PEBx- \ (21
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donde

1

<Z|\Sml|!q> < IL,(S) sup (Z|gp(mz)|q>

pEBx* i—1
e pela proposicao 3.2 isto nos diz que S € I1,(X,Y) e I1,(S) < II,(S). Como S foi tomado
arbitrariamente em II,(X,Y) , temos que IL,(X,Y) C II,(X,Y) e IL,(S) < II,(S) para todo

S ell,(X,Y). [
Observagao 3.2. A proposi¢io acima nos diz também que a inclusao

id : (I (X, V), () — (I (X, Y), 1g())
é contlinua.

Exemplo 3.3. Seja (X, A, ) um espago medida tal que u(X) = 1 (ou seja, um espago
medida de probabilidade). Dado 1 < p < oo, cada ¢ € LP(u) induz um ”operador multi-
plicagao”
My« L () — LP(p)
fr—1Fy

tal que M, é p-somante e II,(M,) = ||¢||,. Com efeito:

Sejam f1,..., fm € L®(n) e tomamos p* tal que}%—i—# =1lsep>1(oup*=c0sep=1).
Definimos v : £: — L () tal que u(z) = u, = ", x; fi para todo x = (2;)72, € £, onde
(- estd definido no exemplo 1.3. Vemos facilmente que u ¢ linear. Sejam B+ = Bg;ri =B ()"
e I/ = L>®(u). Para toda T' € Bg-, temos (T'f;)i2, € £' e, neste caso, usando o corolario

1.3, temos

Z xini

i=1

(T )il = sup [Z((TF)iZ)] = sup

TEB* ()72, €Bpx

= sup |T'(u(x))|

LL’EBP*

Dali, tomando o supremo quando T € Bpg-,

sup [[(Tf:)iL|l, = sup sup |T(u(z))| = sup sup [T(u(z))] = sup [[u(z)[|o.
TeBg* TEBE*I,‘EBP* Z‘EBP*TEBE* IEBP*
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Por outro lado,

sup [|(Tfi)iZy|lp = sup = [|(fa)iZally -
TEBp+ T

U
E
=
=

SN—

3|

Logo
lull = sup [[u(z)]lee = [[(fi)Zally (*)

z€B, *
Fixemos x = (x;)7", € B, e scja (cn)puma seqiiéncia de nimeros reais tal que ¢, > ||u(z)||w €
¢n — |[u()||co. Considere N, (z) = {v € X;u,(v) > ¢,} para todo n € IN. E facil verificar
que N, (z) € A e u(N,(x)) = 0 para todo n € IN. Seja N, = |J;~; Ny(x). Temos N, € A
e u(N,) = 0. Além disso, para todo v € X \ N, temos |u, (V)| < ||uz]|e0, pois do contrario,
existiria ng € IV tal que ||ug||co < Cny < |us(v)|, donde terfamos v € N, (x) C N, o que ndo

pode ocorrer. Como £} é um espago separdvel, pois ¢ homeomorfo a JK™, podemos considerar

um conjunto D C B+ que seja enumeravel e tal que D = B,-. Seja N = U N,. Temos que
xzeD

N e Ae p(N)=0. Além disso vale |u,(v)| < ||uz||oo para todov € X \ N e x € D (xx).
Assim, por D = By, (%) e (x), temos

1

sup [[(fi())Zillp = sup sup |z((fi(v))Z,)]

sup | filv (W)l =
veX\N (Z > veEX\N vEX\N zE€B

= sup sup [ug(v)| = sup sup |u,(v)|
veEX\N z€B« veX\N zeD

= sup sup |ug(v)| < suplfugfloc = sup |[uafleo = [|(f)iZ: ][
ze€D veX\N zeD TEBp*

Portanto
1

(ZHM@(J%)H%) = Z/x |fi§0|pdﬁb> = (/){\N2|fi¢|pd/~6>

_/X\N'@"” (VSB(%NZ'J% ) ]

= (L > |fi<u>\p) (f . ol

= | sup Z\f@ p) el < el ()il

VGX\N

IA

B =
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Acabamos de mostrar que para fi,..., f,, € L*(u) temos

(Z HM(ﬁ)HZ) < ngHp sup <Z ’Tf1!p>

Logo, M, é p-somante e IL,(M,) < ||¢||,- Mas, por outro lado II,(M.,) > ||M,|| donde segue

que Hp<Ms0) = [ll]p-

Exemplo 3.4. Nas condigoes do exemplo anterior, o operador inclusao I, : L>(p) — LP ()

é p-somante. Com efeito, tomando ¢ = 1 no exemplo 3.3, temos que ¢ € LP(u) e My = I,.

Além disso, temos IL,(1,) = 1.

Teorema 3.1. (Teorema da Dominacao de Pietsch) Seja 1 < p < oo. Temos que um
operador S : X — Y € p-somante se, e somente se existem uma medida de probabilidade

sobre Bx~ e uma constante p > 0 tais que para todo x € X, temos

fsall < ( [ § @Pdu@)” )

Neste caso, 11,(S) é o menor p > 0 que satisfaz ().

Demonstragao. Seja {x1,...,x,} C X um subconjunto finito qualquer e suponhamos que

existam p > 0 e p medida de probabilidade sobre Bx« que satisfaz (x). Logo, para todo

1=1,...,m temos que
ISP < p |a(z:)|Pdp(a).
By
Portanto, fazendo o somatoério i = 1,...,m temos que
Slsalr < | S lataanta) < o 3latap
Bxx j=1 a€Bxx ;21
Dali,

1
m D D
(ZHS%II”) <psup (Zla i) )
i=1
e isto vale para todo subconjunto finito de X, donde, pela proposi¢ao 3.2, S € IL,(X,Y)

e II,(S) < p para todo p > 0 que satisfaz (x). Agora, suponhamos que S € IL,(X,Y) e

51



mostraremos que existem p > 0 e p medida de probabilidade sobre Bx« que satisfaz ().

Seja M C X tal que M é finito e definamos fj; : Bx» — IR da seguinte maneira

far(@) = TL(S) Y la(z)lP = D[Szl

zeM zeM
Consideremos B+ com a topologia fraca estrela, isto é, Bx« = (Bx«,w*). Para todo z € X,
temos que a aplicacao T'(a) = a(x) para todo a € Bx« é w*-continua, pois (aq)aes converge
para a em (Bx«,w") se, e s6 se (aq(x))aer converge para a(x) em IK para todo x € X. Logo
fu € C(Bx~) para todo M C X finito. Como S é p-somante e, pelo teorema 1.13, By« é
w*-compacta, temos que

sup fa(a) = TL,(S)P sup D Ja(x)l” = Y ||S|[” > 0.

a€EBxx a€EBxx* - reM

Observe que B = {fy : M C X finito} é um subconjunto convexo de C(Bx«,R). De
fato, dados far,, fa, € B e 0 < A < 1 temos que fyy = Afar, + (1 — N)fy, € B onde
M = {)\%x;x e Mitu{(l- )\)%y;y € M}.

Seja A = {f € C(Bx+,IR); sup f(a) < 0}. Temos que A # & é tal que ANB = &. Vejamos

aEBx*
que A é aberto. Lembremos que estamos considerando C'(Bx~, IR) como sendo um espago

normado onde ||f|| = sup |f(a)|. Fixado fy € A, seja \g = — sup fo(a) > 0. Entdo, dada

a€Bxx* a€Bxx

f € C(Bx+, R) tal que ||f — fo|| < 2 temos para toda a € By-

A
D

£(a) < 1f(a) - fola)| + fola) < 2 .

20
2
donde sup f(a) < —% <0, isto é f € A, donde A é aberto.

aEBX*
Além disso, A é convexo, pois se f1, fo € Ae A € [0,1] temos para a € Bx« arbitrario, que

Afila) + (1 = A)fala) < Abggp Si(b) + (1 - A)bggp fa(b) <0
donde
sup [Afi(a) + (1 —A)f2(a)] <0

aEBX*
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e dai, AMfi(a) + (1 = N) fa(a) € A.

Pelo teorema 1.4, existe ¢ : C(Bx~, IR) — IR linear e continua e a € IR tais que

o(f) <a<o(fu)se (f, fu) € Ax B.

Além disso, ¢ é positiva, isto é, ¢(f) > 0se f € C(Bx~+,IR) é tal que f > 0. Com efeito,
como 0 € B, temos que < 0. Temos também que para k € IN a funcao constante
gr(a) = —% para todo a € By« pertence a A. Suponhamos que a < 0. E claro que gr(a) =

= +gi(a) se a € By, donde

1
Es@(gl) =¢(gr) <a<0seke N,

=

e dai, ¢(g1) # 0 e v(gr) — 0 quando k — oco. Logo, existe um ky € IN tal que ¢(gg,) > @ 0
que é um absurdo, pois gg, € A. Segue dai que aw = 0. Entao, se f € C(Bx~, R) é tal que
f >0, temos que —f € A, pois, —f(a) < 0 se a € Bx+ e como By é w*-compacta, existe
ag € Bx~ tal que —f(ag) = sup (—f(a)). Dai, o(f) = —p(—f) > —a =0, onde f >0 é
tomado arbitrariamente em 86(%’;*, IR), ou seja, ¢ é positiva.

Como By« é w*-compacta, pelo teorema da representacao de Riesz, teorema 1.14, existe

uma unica medida de Borel regular p sobre Bx- tal que se f € C'(Bx~, IR) temos que

on=[ g

Observe que pu(Bx+) = ¢(1) < oo. Claro que se ¢ # 0 temos ||| # 0, logo trocando ¢ por

o = ﬁ e a por agp = ﬁ, temos que p é uma medida de Borel regular sobre By« tal que

p(Bx+) = [|ul] = llgol| =1

isto é, p ¢ uma medida de probabilidade. Finalmente, vejamos que pu satisfaz (x). Para
r € X temos

fap(a) = T(8)|a(2)[" — ||Sz|[P € B € C(Bx-, R).
Portanto

0<olf) = [ fodn=T1,(S) / a(@)[Pdu — ||Sz|P.

By By
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Dai concluimos que

Isall < 1y(5) ( [ . |a<x>|pdu)’l’,

e o menor p > 0 que satisfaz (x) do enunciado do teorema ¢ menor ou igual a IL,(S). Entéao,

I1,(S) é o menor p > 0 que satisfaz (x). O

Definicao 3.2. Uma funcdo f : X — Y ¢é dita completamente continua se leva seqiiéncias

fracamente convergentes em seqiiéncias convergentes na norma.

Denotaremos por V(X,Y) o espaco das aplicagdes T' : X — Y que sao lineares e

completamente continuas.

Observagao 3.3. Observe que V(X,Y) C L(X,Y). Basta lembrar que a topologia fraca é
menos fina do que a topologia da norma e T : X — Y € continua se T'(z,) — T'(x) sempre

que T, — T.

Proposicao 3.6. Seja 1 < p < co. Entao IL,(X,Y) C V(X,Y).

Demonstragao. Seja S € I1,(X,Y). Pelo teorema da dominagao de Pietsch, teorema 3.1,

existem p > 0 e uma medida de probabilidade p sobre By« tais que para todo z € X temos

Isell <o ( [ . |a<a:>|pdu<a>)’l’ ()

Seja (z,) C X tal que x, — 0. Mostraremos que ||Swz,|| — 0, quando n — oco. Para
cada n € IN definimos z,, : By — IK tal que z,(¢) = ¢(x,). Lembramos que estamos
considerando By: munida da topologia fraca-estrela. Como dado (¢a)aer C Bx+ tal que
Da R ¢ € Byx- é claro que T,(ps) — Tn(p), temos que Z,, € C(Bx~) para todon € IN.
Além disso, fixado ¢ € X*, como z,, — 0, temos Z,,(¢) = ¢(x,) — ¢(0) = 0 quando n — oo,
logo (,) converge pontualmente a zero em C(Bx~). Por outro lado, como z, — 0, entdo
{¢o(x,);n € IN} é limitado para toda ¢ € X* e, pelo teorema 1.6, {z,;n € IN} é limitado

na norma. Assim, existe M > 0 tal que dada ¢ € Bx«, temos

0 < fop(zn) [ < [l@lPllznl[” < [lzall” < sup||zn|[” = M
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€ Co1mo

Mdy = Mp(Bx-) = M,
By

temos que M € L'(u). Entao (|7,[P) € C(Byx+) é uma seqiiéncia de fungoes mensuraveis
em By« tal que |z,[? Y0 e existe M € L*(p) tal que |2P2(p)] < M para toda ¢ €
Bx-« e para todo n € IN. Logo, pelo teorema da convergéncia dominada de Lebesgue (teo-

rema 1.18)

lim |, () [Pdp = 0.

" JBxx

Dali, por (%) temos que lim||Sxz,|| = 0 e, portanto que S € V(X,Y). O

Iremos agora provar o teorema de fatoracao de Pietsch, que nos diz que podemos fatorar
um operador p-somante através de um espago de fungoes continuas e de um espago LP(u) onde
1 € uma medida de probabilidade. Inicialmente vamos estabelecer algumas notacoes. Se S é
um conjunto qualquer, podemos definir £, (S) = {f : S — IK; sup|f(x)| < oo}. E claro que
(5 (S) é um espago vetorial com as operagoes de adigao e multipgiiesagéo por escalar definidas
pontualmente. Além disso, ¢ facil ver que ||f||cc = sup|f(x)| define uma norma em £ (S).
Quando S = Bx-, denotaremos (. (S) por X*. ]xDeafdo qualquer x € X, continuaremos
denotando por ¥ a restricao a By~ da aplicacao canonica = : X* — IK. Podemos considerar
a seguinte aplicacdo Jy : X — X definida por Jx(x) = 7 para todo x € X, isto é,
Jx(xz) = (¢(2))peny. paratodo z € X. Pelo teorema de Hahn-Banach, corolario 1.3, a
aplicagao linear Jy ¢ uma isometria. No que segue, .J, denota a inclusao de C'(K) em LP(pu)

(ver exemplo 3.2).

Proposicao 3.7. (Propriedade da Extensao) Seja F' um subespag¢o de um espag¢o normado
E e seja S um conjunto qualquer. Entao, toda aplicag¢ao linear e continua T : F' — £ (S)

tem uma extensao linear e continua T : E — (o(S) tal que ||T|| = ||T]|.

Demonstragao. Dada f € (o (S) podemos representé-la por f = ((f($))ses € temos ||f]]eo

finito. Seja uma aplicagdo linear e continua 7' : F' — (o (S) onde T'(y) = f, paray € F,
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isto é, T(y) = (fy(s))ses. Fixemos sy € S e seja I, : l(S) — IK a projegao definida
por I, ((f(s)ses) = f(so). E claro que II,, é linear e continua com |[|I,|| < 1. Seja
H, : F — IK tal que Hy (y) = (Ils, o T)(y) = f,(s0) para todo y € F. Tem-se que Hy, é

linear e continua, e pelo teorema de Hahn-Banach (teorema 1.3), existe f[so € " extensao

de H,, tal que ||H,,|| = ||H,,||. Observe que isto vale para todo s, € S arbitrério, logo
para todo s € S existe H, € E* extensdo de H, tal que ||[§5|| = ||H||. Consideremos

T:E— (5 (S) onde TV(.CE) =T, é tal que T,: S — IK é definida por i(s) = PAIS(QZ), isto
6T, = (ﬁs(l’))seg, e vejamos que T é uma extensio de T. Temos que T estd bem definida.
De fato, fixemos = € E e seja s € S, temos |T,(s)| = |Hy(z)| < [|H,|| ||z]] = ||H]| ||z]| <
LTI | z]] < [|T]] |]z|| < oo, donde tomando o supremo quando s € S obtém-se que
1 Te]loo < 00 € ||Tllos < [IT]]||2]| (x). Portanto, T esté bem definida e como vale para todo

x € FE fixado, temos por (x) que T é continua. E facil ver que T é linear, donde por (*) temos

|IT|| < |IT||. Por outro lado, T|p =T e é claro que ||T|| < ||T||, donde ||T|| = ||T]|. O

Teorema 3.2. (Teorema da Fatoragao de Pietsch) Um operador S : X — Y € p-somante
se, e somente se existe um espagco compacto K, uma medida de Borel regular i em K e
operadores A € L(X,C(K)) e B € L(LP(u),Y) tais que Bo J,0 A = Jy o S. Neste
caso, podemos escolher p sendo uma medida de probabilidade, A uma isometria e B tal que

1B = T1,(5).

X3y Ty
A TB
C(K) L)

Demonstracao. Suponhamos que existam um espaco compacto K, uma medida de Borel
regular yoem K e operadores A € L(X,C(K)) e B € L(LP(u),Y ™) tais que BoJ,0A = JyoS.
J& vimos, pelo exemplo 3.2, que J, € II,(C(K), L*(u)) e, portanto, Jy oS = Bo J,0 A é
um operador p-somante de X em Y*°. Pelo teorema de dominacao de Pietsch, teorema 3.1,

existem p > 0 e uma medida de Borel regular 1 sobre By« satisfazendo po(Bx+) = 1 tais
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que

1y o S(@)]| < p (/ |a<x>|pduo<a>)” s eX.
Byx
Mas || Jy o S(z)|| = [|S(@)]| ¢ da,

sl <o [ } )@)€ X,

onde p > 0 e py ¢ uma medida de probabilidade, e novamente pelo teorema de dominacao
de Pietsch temos S € I1,(X,Y).
Suponhamos agora que S € II,(X,Y’). Entao pelo teorema de dominagao de Pietsch existe

uma medida de Borel regular 1 com p(Bx«) =1 tal que

sl <ms) ([ . |a<x>|pdu<a>)’l’ sereX.

Consideremos a aplicagdo A : X — C(Bx~) definida por A(z) = z. Consideramos Bx+ com
a topologia w*. J4 vimos na demonstragao da proposigao 3.6 que z € C(Bx+), de modo que
A estd bem definida. Além disso é claro que A ¢ linear e pelo corolario 1.3, se x € X, entao
temos que ||Az|| = sup |p(x)| = ||z||. Donde segue que A € L(X,C(K)) onde K = Bx~ é
w*-compacto pelo te@(fri;;a de Banach-Alaoglu-Bourbaki (teorema 1.13) e A é uma isometria.
Considere o conjunto A(X) = X C C(K) e a inclusao J, : C(K) — LP(u) (ver exemplo
3.2). Temos que J,(Az) =7 € LP(u) para todo z € X. Assim J,(A(X)) é um subespaco de
LP(p). Seja, agora, By : J,(A(X)) — Y definida por By(J,A(z)) = Sx para todo = € X.
Entao By estd bem definida, pois se J,A(x1) = J,A(z2), entdo p(x1) = ¢(x3) para toda ¢
em By- e, pelo corolario 1.2, x; = o donde Szq = Szy. Vejamos que By € L(J,(A(X)),Y)
e ||Bo]| < II,(S). A linearidade de By ¢é clara. Além disso, para todo x € X temos

1Bo(A@)| = 1S2]] < TI,(S) (/B |a<x>|pdu<a>)”=np<s> (/B |Jp<f><a>|pdn<a>)P
= L) A@),

e portanto, By é continua com |[|Bo|| < TL,(S). Consideremos By : J,(A(X)) — Y a
extensao de By ao fecho de J,(A(X)) em LP(u). Observamos que A(X) C C(K) e que
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J,(A(X)) C LP(p) sdao ambos espacos de Banach. Seja J, : A(X) — J,(A(X)) definida de
maneira natural, isto é, J,(A(z)) = J,(F) para todo z € X. Sabemos do exemplo 3.2 que
J, € IL,(C(K),LP(1)) e IL,(J,) = 1. Dai, é fci verificar que J, € IL,(A(X), J,(A(X)))
e I,(J,) = 1. Por um abuso de notacdo, consideramos By € L(J,(A(X)),Y)e A €
L(X,A(X)). Temos que para todo z € X, ByoJ, 0 A(x) = Byo J,o Alz) = Sz e,

pela proposicao 3.4, temos
[,(S) = T1,(By o J, 0 A) < ||Bol[ L, (J,) [|Al] = [[Bol-

Daf e de ||By|| = ||Bol] < IL,(S), segue que ||By|| = I1,,(S). Como Y* tem a propriedade
da extensdo (proposicao 3.7), existe B : LP(u) — Y™ que estende Jy o By tal que B €
L(LP(n),Y*>®) e ||B|| = ||Jy o By||. Portanto, temos que Jy oS = JyoByoJ,0A = BoJ,0A
e, como Jy é um isometria, ||B|| = ||Jy o Bo|| = || Bo|| = I,(S). O

3.2 O Teorema de Dvoretzky-Rogers

Definicao 3.3. Um operador T : X — Y ¢é dito compacto se T(Bx) € relativamente
compacto em 'Y e € dito fracamente compacto se T'(Bx) € relativamente compacto em (Y, w),

isto €, T(Bx) € compacto em 'Y, T(BX)w é compacto em (Y, w), respectivamente.

Denotaremos por K£(X,Y) e W(X,Y) como sendo o conjunto dos operadores lineares
T : X — Y compactos e fracamente compactos, respectivamente.

Lembremos que T' € L(X,Y) se, e somente se T(Bx) é limitado, pois ||T|| < oo se, e

somente se existe M > 0 tal que T(Bx) C {y € Y3 ||y|| < M}.

Vejamos inicialmente que T € W(X,Y) se, e 86 se (B)w é compacto em (Y, w), para

todo B C X limitado. De fato, se B C X é limitado, entao B C ABy para algum A > 0

Bx

e usando a linearidade de T temos T(B) < A(Bx) = A[(Bx) que é compacto em
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(Y,w) se T € W(X,Y). Reciprocamente, como By C X ¢ limitado, temos que T(Bx) ¢
relativamente compacto em (Y, w), donde T' € W(X,Y).

O mesmo resultado é valido para KC(X,Y), isto é T € K(X,Y) se, e s6 se T(B) é com-
pacto para todo B C X limitado. Basta considerar a topologia da norma ao invés da

topologia fraca.

No capitulo 1, denotamos a topologia fraca de um espago normado por w. A fim de
simplificarmos notagoes, iremos usar sempre esta notacao para espagos normados diferentes.
Se tivermos X e Y espagos normados, entao (X, w) e (Y, w) representam os espagos X e Y

com as respectivas topologias fracas.
Proposicao 3.8. a) K(X,Y) C W(X,Y) C L(X,Y).
b) Se Re LIY,F) eT € L(E, X), entao

i) S e W(X,Y) implica em RoSoT € W(E, F).

ii) S € K(X,Y) implica em RoSoT € K(E, F).

Demonstracao. a) Como a topologia fraca é menos fina do que a topologia da norma, temos
que £(X,Y) C W(X,Y). Para mostrar a outra inclusao lembramos que, por defini¢ao, se
T € W(X,Y) temos que mw é compacto em (Y, w) e, portanto, limitado. Conseqiien-
temente T'(By) ¢é limitado em (Y, w) e pelo teorema 1.6 é limitado. Assim 7' € L(X,Y).

b) Sejam, agora, S € W(X,Y), Re L(Y,F)eT € L(FE,X) eseja B C X limitado. Provare-
mos que Ro SoT(B)" é compacto em (F,w). Como T € L(E, X), T(B) C X ¢ limitado.
Mas S € W(X,Y), donde S(T(B))" é compacto em (Y, w). Sendo R : Y — F continua,
temos que R : (Y,w) — (F,w) é continua e, portanto, R(S(T'(B))" ) é compacto em (F, w),
donde ¢ fechado em (F,w). Mas como R(S(T(B))) € R(S(T(B))"), tomando o fecho em
(F,w) temos R(S(T(B)))" C R(S(T(B))") que é um subconjunto fechado de um compacto

e, portanto é R(S(T(B))) ¢ compacto em (F,w). Analogamente, se S € I(X,Y), entao
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RoSoT e K(E,F).

Proposicao 3.9. £(X,Y) C V(X,Y).

Demonstracio. Seja T € K(X,Y) e seja (b,) C X tal que b, — 0. Devemos mostrar que
Tb, — 0. Suponhamos, por absurdo, que (Th,) nao seja convergente para zero. Nesse caso
existem € > 0 e uma subseqiiéncia (7'b,, ) tal que ||TD,, || > € para todo k € IN. Como (b,,)
¢ fracamente convergente, ¢ limitada, e portanto a subseqiiéncia (b, ) também ¢é limitada.
Mas T' é compacto, logo (T'b,, ) admite subseqiiéncia convergente, digamos Tbnkj —yeyY.
Portanto Tbnkj Z y. De b, = 0 segue que bnkj 2 0, e da continuidade de T segue que
Tby,, ~ 0. Da unicidade do limite segue que y = 0. Assim Tb,, —0e ||Tbnkj || >€e>0

para todo k € IN, uma contradicao. Portanto 7'b,, — 0. O

Proposigao 3.10. Se 1 <p < oo entdo IL,(X,Y) C W(X,Y).

Demonstragao. Seja S € IL,(X,Y). Na demonstracio do teorema de fatoragdo de Pietsch,
teorema 3.2, mostramos que a aplicacgo A : X — C(Bx-) definida por A(z)(p) =
Z(¢) = ¢(x) para todo z € X e para todo ¢ € By« é uma isometria linear. Logo, A €
L(X,C(Bx~))e||A]| = 1. Além disso, pelo exemplo 3.2, sabemos que J, € IL,(C(Bx~), L (u)).
Seja By : J,(A(X)) — Y definida como na demonstracio do teorema 3.2, e seja By a ex-
tensao de By ao fecho de J,(A(X)) em LP(u).

Casol: 1 <p<oo

Como LP(u) é reflexivo, temos pela proposicao 1.6 que Yy = m é reflexivo, donde
a bola By, é compacta em (Yp,w), pelo teorema 1.12. Mas como By é continua, temos
que By : (Y, w) — (Y,w) é continua e, portanto, By(By,) é compacto em (Y, w), donde
By € W(Yy,Y). Portanto, pela proposigao 3.8, como By € W(Y,,Y) e J,0 A € L(X,Y))
obtemos que S = Byo J,0 A € W(X,Y). Entao IL,(X,Y) C W(X,Y), se 1 < p < oo.

Caso 2: p=1
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Como IT; (X,Y) C II,(X,Y), para todo ¢ > 1, temos que I, (X,Y) C II,(X,Y) C W(X,Y),
pelo caso 1.

[]

Vejamos agora um exemplo de que nao hd um resultado analogo da proposicao acima

para K(X,Y) em lugar de W(X,Y).

Exemplo 3.5. Consideremos LP(u) onde p1 é a medida de Lebesgue em [0, 27]. Seja J, como
no exemplo 3.2. Temos que J, € II,(C[0, 27], LP[0, 27]), e portanto, pela proposi¢ao 3.10,
J, € W(X,Y) onde X = C[0,27] e Y = LP[0,27]. Vejamos que J, ¢ K(X,Y). Se, por
absurdo, J, € K(X,Y) terfamos m compacto em Y. Por outro lado, seja a seqiiéncia
de funcoes, f, : [0,27] — € onde para cada n € IN, f,(t) = €™, para todo t € [0, 27].
Temos que para todo n € IN, f, € C[0,27] e ||fullp.2m = 1, donde (f,) C Bx. Se J,(Bx)

fosse compacto, entdo (f,) teria uma subseqiiéncia convergente e, portanto, de Cauchy.

Entretanto,
2m
||fn — meg = / lemt . eimt|dt > /(\/i)pdt
0 1%

onde V = {t € [0, 27]; cos(kt) < 0}. Dai

||fn - fn-‘rka Z \/E%

para todo n e k inteiros positivos. Logo nenhuma subseqiiéncia de (f,) C LP[0,2x] é de

Cauchy. Entao J, ¢ K(X,Y).

Proposigao 3.11. VY, Z) o W(X,Y) C K(X, Z).

Demonstracao. Sejam S € V(Y,Z) e T € W(X,Y). Para mostrar que SoT € K(X,Z)
vamos mostrar que W é compacto em Z, sempre que B C X é limitado e convexo. Da
topologia, sabemos que basta mostrar que toda seqiiéncia em S(7'(B)) tem uma subseqiiéncia
convergente em S(T(B)). Sejam B C X limitado e convexo, (z,) uma seqiiéncia em S(T'(B))

e (z,) uma seqiiéncia em B tal que S(7(z,)) = z, para todon € IN. Como T € W(X,Y),
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temos que T(B)" é compacto em (Y, w) e, como (T(x,)) C T(B)", existe uma subseqiiéncia
(T'(x,,)) que converge para um y € T(B)", ou seja, T(x,,) = y. Mas S € V(Y,Z), logo
S(T(xn,)) — S(y) € S(T(B)"). Além disso, como B é convexo e T é linear, temos que
T'(B) é convexo, e portanto, os fechos em rela¢ao a norma e a topologia fraca coincidem, isto

6, T(B)" = T(B). Logo S(y) € S(T(B)) c S(T(B)) pois S é continua. Isto ¢, existe uma

subseqliéncia (z,,) de (z,) tal que z,, = S(T(x,,)) — S(y) € S(T(B)). Mostramos entao
que S o T(B) é compacto, logo SoT € K(X, Z). ]

Observacao 3.4. E possivel mostrar que se E e G sdo espacos de Banach entdo existe um
espaco de Banach F tal que para todo A € K(E,G) existem S € V(F,G) e T € W(E, F) tal
que A= SoT, isto é K(E,G) CV(F,G)oW(E,F) (ver [8], teorema 17.1.4, pdgina 369).

Corolario 3.1. a) IL(Y,Z) o W(X,Y) C K(X, 2).

b) T1,(Y, Z) o I,(X,Y) C K(X, Z).

Demonstragao. a) Segue das proposicoes 3.6 e 3.11.

b) Segue de (a) e da proposigao 3.10. O

Observacgao 3.5. Vimos que J, € 11,(CI0, 27|, LP[0, 27]) e J, ¢ KC(C|0,2x], LP[0, 27]). Se
1 < p < oo, entio LP[0,2w] € reflexivo e conseqiientemente a bola unitdria fechada de
LP[0, 27| é compacta pela topologia fraca (teorema 1.12) donde id € W(LP[0, 2], LP[0, 27])
onde id € a funcao identidade. Como J, = id o J, temos que em geral nao € verdade que

WY, Z) o IL(X,Y) C K(X, Z).

Teorema 3.3. Seja X um espago de Banach e 1 < p < oo. Entdo (,(X) = £;(X) se, e

somente se X tem dimensao finita.

Demonstragdo. Se a dimensdo de X ¢ finita, X = X, e, como /,(X,) = £(X), temos
lp,(X) = £7(X). Reciprocamente, se £,(X) = £;)(X), entdo id € II,(X, X) e conseqiiente-
mente id? = idoid € I1,(X, X)oI,(X, X) C K(X, X). Como id* = id temos id € K (X, X).
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Logo Bx = id(Bx) é compacta, e pelo teorema de Riesz (teorema 1.8) temos que a dimensao

de X é finita. O

Corolario 3.2. Seja X um espaco de Banach. Entao o operador identidade id : X — X

¢ p-somante se, e somente se X tem dimensao finita.

Demonstragao. De fato, id é p-somante se, e somente se (x,) = id(x,) € {,(X) sempre que
(zn) € £;(X). Entao, id € TL,(X, X) se, e somente se £,(X) = (;’(X) e o corolario segue do

teorema acima. OJ

Do corolario acima em conjunto com o teorema de Bessaga-Pelczyniski, resulta o seguinte

teorema de Dvoretzky-Rogers.

Teorema 3.4. (Teorema de Dvoretzky-Rogers) Toda série incondicionalmente convergente
em um espago de Banach X € absolutamente convergente se, e somente se a dimensao de X

¢ finita.

Demonstragao. De fato, seja X um espago de Banach tal que convergéncia incondicional
implica na convergéncia absoluta. Logo, X nao pode conter uma cépia de ¢y visto que em
¢ existe uma série que converge incondicionalmente mas nao absolutamente (ver exemplo
2.2). Segue do teorema de Bessaga-Pelczyriski que toda seqiiéncia fracamente 1-somavel
¢ incondicionalmente somavel e, portanto toda seqiiéncia fracamente 1-soméavel tem série
absolutamente convergente. Mas isto é o mesmo que dizer que o operador identidade é

1-somante. Logo pelo corolario acima, X tem dimensao finita. O
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