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Resumo

Neste trabalho, estudamos a existéncia, unicidade e o decaimento polinomial de solugoes

fortes para a equacao de ondas com uma dissipacao linear localizada

0*u du
u(z,t) =0, zel, t>0
u(r,0) = wo(w) , (e, 0) = w(x) , 2,

onde © é um aberto limitado de IR com fronteira bem regular T' e a(z) uma funcio de

C°( Q), nao-negativa e que satisfaz uma hipétese adicional.
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Abstract

In this work, we study the existence, uniqueness and polinomial decay of strong solutions

for the wave equation with a linear localized dissipation

0%u ou
u(z,t) =0, zel, t>0

u(z,0) = up(x) , ?:(I,O) =u(z), €,

where Q is an open bounded subset of IRY with a smooth boundary I'" and a(x) is a non-

negative function of C°( ) that satisfies an aditional hypothesis.
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Introducao

O objetivo principal deste trabalho é apresentar uma estimativa precisa do decaimento da

energia do seguinte problema de valor inicial e de fronteira

0*u ou

@—Au+a(x)a—0, reQ, t>0
(P) u(z,t) =0, zel, t>0

u(r,0) = wo(w) , (e, 0) = w(x) , 2,

onde © é um aberto limitado de IRY com fronteira bem regular I'. Ao longo do trabalho,
faremos uso das seguintes notagoes. Denotamos por v o vetor normal unitario apontando

para o exterior de . Fixado 2° € IR" e definindo o vetor m(z) = 2 — 2°, temos

R =sup{|m(x)|, 2 € Q}, Ty ={z el ; mx)v(r)>0el_ =T\T,,

onde o produto interno acima é o usual de IR". Denotamos por w a intersecdo de € com

uma vizinhanga de I',. Abaixo, mostramos um exemplo de tal w.

0 V()

. —

I' Zo

Figura 1



_ dx
Consideraremos a = a(z) uma fungao de C°(Q), ndo-negativa e que satisfaz / — < 00,
w

ou
para algum p positivo. Neste caso, dizemos que o termo a(z)— no problema (P) é uma

ot

dx
dissipagao local degenerada. Denotamos por |a™'|, a quantidade / —
w

O resultado de decaimento da energia do problema (P) pode ser obtido por aproximacao
de semigrupos, analise microlocal ou desigualdades diferenciais (veja Zuazua [29]). Aqui,
apresentamos uma aproximacao alternativa baseada em algumas desigualdades integrais de-
vidas a Haraux [10]; a vantagem é que obteremos uma prova direta sem usar a teoria de
aproximagao de semigrupos ou um resultado de continuacao tnica. O método essencial-
mente recai na técnica dos multiplicadores (veja Lions [14], Komornick [13]). Além disso,
para nos livrarmos de termos de ordem menor, introduzimos um problema eliptico cuja
solugao é usada como multiplicador. Essa idéia foi usada por Conrad e Rao [7] no estudo da

estabilizacdo de uma equacao da onda com condicao de fronteira nao-linear.

Seguindo o artigo de Tébou [28], provaremos que a energia associada ao problema (P) decai
polinomialmente com o tempo. Neste artigo, ele também apresenta um resultado de decai-
mento exponencial no caso em que a(x) satisfaz outras hipdteses. A idéia, para ambos os

casos, recai na técnica dos multiplicadores ja citada.

Em suas dissertagoes de mestrado, Carvalho [5] e Pereira [25] estudaram precisamente o
caso de decaimento exponencial da energia, baseadas no artigo de Tébou [27] e no de Assila
[1], respectivamente. Carvalho [5] estudou uma dissipacao localizada da forma a(z)g (?;Z),
onde a(x) satisfaz hipdteses diferentes das nossas, e Pereira [25], uma dissipagao da forma

ot

estudado nesta dissertacdo podem ser encontrados em Cavalcanti [6].

Ju
g < . Outros resultados de decaimento da energia associada a problemas relacionados ao

O nosso trabalho é dividido em trés partes. Na primeira, estabelecemos algumas notagoes e
resultados basicos. Também provamos alguns resultados auxiliares que serao utilizados nas

segOes posteriores. A existéncia e a unicidade de soluges para o problema (P) sao estudadas



na segunda parte. A unicidade é feita pelo Método da Energia, e a existéncia é estudada de
duas formas diferentes: uma pelo método de Faedo-Galerkin e outra utilizando resultados
da teoria de Semigrupos. Finalmente, dedicamos a terceira parte ao estudo do decaimento
da energia, que, neste caso, provamos ser polinomial. Para isto, faremos uso da técnica dos
multiplicadores e introduziremos a solucao de um problema eliptico para majorarmos termos

de ordem menor.



Capitulo 1

Preliminares

Destinamos este capitulo a fixacao da terminologia e apresentamos resultados que utilizare-
mos nos capitulos seguintes, demonstrando aqueles que nao sao facilmente encontrados na

literatura.

1.1 Espacos Funcionais

Considere © um aberto conexo e limitado de IRY cuja fronteira I' = 9Q é bem regular. Se

1 < p < 00, denotamos por LP(2) o espaco de Banach
LP(Q) ={u: Q2 — R ; v mensurdvel , / |u(z)|P do < oo}
Q

com a norma definida por 1/p
uly = ([ Jut@) dz) "

e denotamos por L*>(Q2) o espago de Banach

L>®(Q) ={u:Q — TR ; u mensurdavel , supess |u(x)| < oo}
z €

CcOo11 a norma

|u|oo = supess |u(z)],
T e

onde as integrais sao de Lebesgue.

No caso em que p = 2, temos o espago de Hilbert L?*(€2) com o produto interno

(u,v) = /Qu(a:)v(a:) dx.



N
Tomando o = (o, g, ...,ay) € NV e z = (21, 29,...,xy5) € R, definimos |a| = daie
i=1

por D representamos o operador de derivagdo de ordem |«|, definido por

olel
- aq o an
0x{'0x5?..0xYy

Quando o = (0,0, ...,0), definimos D° = I.

Da

Representamos por D(£2) o espago das fungoes testes em €2, formado por todas as fungoes in-
finitamente diferenciaveis em 2 e com suporte compacto em Q2 (C§°(£2)), munido da seguinte
nogao de convergéncia: {@, tnew em D(Q2) converge para ¢ quando

(i) Para todo n € IN, supp(p, — ¢) C K, onde K é um compacto fixo de Q, e

(ii) para cada o € INV | a sequéncia {D(p, — ¢) }nen converge uniformemente para zero em
Q.

Representamos por D’(2) o espago das distribuigoes sobre €, ou seja, o espago vetorial for-
mado por todas as aplicagoes lineares e continuas (no sentido da convergéncia definida sobre
D(Q)) que vao de D(2) em IR.

Para todo m € IN, p € [1, 00), definimos o espago de Sobolev W™ () como sendo o espago
de Banach de todas as fungoes u € LP(Q2) tais que, para todo |a| < m, D*u € LP(Q2), sendo

D®u a derivada de u no sentido das distribui¢oes. Consideraremos a norma em W"™P((2)

definida por
[fullm.p = (

1/p
> /Q|Dau(x)|p dx) :

laj<m

Definimos o espago W;""(€2) como sendo o fecho de D(2) em W™P(Q)). Para p = 2, deno-
tamos W™2(Q) = H™(Q2). Quando m = 0, H°(Q) é identificado com L?(Q2). Temos que
H™(Q2) é um espago de Hilbert com o produto interno

(w0))m = > /QDau(x)Dav(x) dx .

la|<m
Por H{'(Q2) representamos o fecho de D(€2) em H™(2). O dual topolégico de H{*(§2) é
representado por H~"(Q2). Definimos, para todo s > 0, o espago
H*(RY) = {u € L*(Q); (1+[¢*)*%a € L*(RY)},
munido da norma

ey = (14 1613 ()2 de

onde u representa a transformada de Fourier de w.



Verifica-se que este espaco coincide com o espaco H m(]RN ) quando s é um nimero inteiro
m. No caso em que 2 é um aberto de classe C™, define-se, para cada s < m, os espagos

fracionarios

Q) = {vlo; ve H(RY)}

munidos da norma

||| s () = inf {Hv| HaRN) 5 U= U em Q}

Os espagos acima sao espagos de Hilbert e

HY(Q) = [H™(Q), H()],

para cada s = (1 —0)m, me Z, 0 <6 < 1.

Dados X um espaco de Banach, 7" > 0 um ntumero real e 1 < p < o0, representamos
por LP(0,T; X) o espaco de Banach das fungdes u : (0,7) — X tais que u é mensuravel e

llu(t)||x € LP(0,T), equipado com a norma
T 1/p
@l = ( [ e @)

Temos que LP(0,T; X), 1 < p < oo, é reflexivo se X for reflexivo, e indicamos por L*' (0, T; X”)
seu dual topoldgico, sendo X’ o dual de X e p’ o conjugado de p. Quando p =2 e X é um
espaco de Hilbert, o espaco L*(0,7T; X) é um espaco de Hilbert, munido do produto interno

(1, 0) p2(0.3x) = /0 " (), o)) x dt -

Quando p = oo, temos o espago de Banach L>°(0,7"; X), formado pelas fungoes u : (0,7) —
X mensuraveis e essencialmente limitadas, isto é, aquelas tais que

supess |[u(t)||x < oo

te(0,7)

munido da norma

w(@)|[Loo,rix) = supess [[u(t)]]x.
te (0,7)

Indicamos por D'(0,7T; X) o espaco das distribuigoes vetoriais sobre (0,7"), com valores em

X, isto é, o espago das aplicagoes lineares e continuas de D(0,7") em X.



Se u é um vetor de LP(0,T; X), 1 < p < 0o, entao associamos a u a distribuigao 7T, definida
por T

(L) = [ ulshe(s) ds. o € DO,T)

Temos que T, é univocamente definida por u. Logo, identificando u com T, podemos dizer
que

LP(0,T; X) C D'(0,T; X).

Dada uma distribuigao vetorial v € D’'(0,7; X), definimos a derivada (no sentido das dis-

tribui¢oes) de ordem m de u como sendo a distribuigao S = u™ definida por

<u(m), <p> = (=" /OT u(t)a:;fn@ dt, Yo € D(0,T).

1.2 Resultados Basicos

Teorema 1.1 (Teorema Espectral para Operadores Compactos Auto-adjuntos em
Espagos de Hilbert)
Sejam H um espago de Hilbert real e A € L(H) tais que dim H = +o00 e A seja compacto e
auto-adjunto. Entao

(i) 0 e a(A) ;

(i) o(A)\ {0} = VP(4)\ {0} ;

(iii) o(A)\{0} = VP(A)\{0} € finito ou no mdzimo enumerdvel. Se c(A)\{0} = {\, }nen,
entdo |An| > |[Apy1|, Yn € IN, e A\, — 0 quando n — oo ;

(iv) Ay = max{|m|,|M|}, onde m= inf {(Au,u)} e M= max {(Au,u)} ;

l[ull=1, ueH llul|=1, veH
(V) os vetores proprios correspondentes aos A, s, {wy, tnew C H, formam uma seqiiéncia

ortonormal em H ;

(vi) para cada v € H, temos que

o oo
Av:Z(Avwnwn:Z (v, Wy )wy, ;
n=1 n=1
[o.¢]

(vi) para cada u € H, temos u = ugy + Z(u, Wy )Wy, onde ug € ker(A).

n=1
Corolario 1.1 Sejam H espago de Hilbert separdvel real com dimH = +oo, e B : D(B)
C H — H, B linear, auto-adjunto, (Bu,u) > 0, Yu € D(B), B bijetivo, D(B) = H, B

operador nao-limitado de H. Suponha que D(B) estd imerso compactamente em H. Suponha
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que D(B) é um espago de Banach com a norma do grdfico ||u||ps) = (|ull} + || Bul|%)"?2.

Entao:

(i) |lully = || Bullg é também uma norma em D(B) equivalente ¢ norma do grdfico;

(i) B~ : H — H satisfaz as hipdteses do Teorema Espectral;

(i) FEziste seqiéncia {wy}, C D(B) no mdrimo enumerdvel e seqiéncia {fn}n C IR,
0<p <pg <. com py, — o0 tal que Bw,, = ppwy,, Yn € IN;

(iv) os wy’s formam uma base Hilbertiana para H ;

(v) D(B) é um espago de Hilbert com relagdo aos produtos internos induzidos pelas normas

H ' ||D(B) € H : Hl;
(Vi) (zp)n = w") ¢ base Hilbertiana para (D(B), || . |l1). Em particular, para todo
v € D(B), tem-se v ="> (v, 2,)%n.
n=1

Proposigao 1.1 O operador —A : H} ()N H?(Q) C L*(Q) — L*(Q) satizfaz as hipdteses

do corolario do teorema espectral.

As demonstracoes dos resultados anteriores podem ser encontradas em Milla [22].

Definicdo 1.1 Sejam D um subconjunto de RN e f: D — IRY. Dizemos que f satisfaz
as condigoes de Carathéodory se

(a) f(x,t) é mensurdvel em t, para cada x fizo ;

(b) f(x,t) € continua em z, para cada t fizo ;

(b) para cada compacto U em D, existe uma fun¢ao real integravel my(t) tal que

|f(z, )] <my(t), VY(tz)eUl.

Teorema 1.2 (Carathéodory)
Seja f: D — RN wma funcio que satisfaca as condicoes de Carathéodory apresentadas na

definicao 1.1. Entao, existe uma solug¢ao x(t) do problema

dx
E - f(twf}
l‘(to) = 29

sobre algum intervalo |t — to| < 3, onde 3 > 0.

Demonstracao: Ver Medeiros-Rivera [21].



Teorema 1.3 (Prolongamento de Solugoes)
Sejam D =[0,T]x B, com0<T <oco e B={xcR"; |2| <b, b>0}, e f satisfazendo

as duas primeiras condigoes de Carathéodory. Seja p(t) uma solugdo de

dj :f(t,I)

dt
z(0) =z0, |zo] <b
Suponhamos que em qualquer intervalo I onde p(t) esteja definida, se tenha |p(t)] < M,

Vt € I, M independente de I e M < b. Entdo ¢ tem um prolongamento até [0,T].

Demonstracao: Ver Medeiros-Rivera [21].

Lema 1.1 (Desigualdade de Gronwall)
Sejam ¢ € L>*(0,T), 3 € L*(0,T), com 3(t) > 0 e o(t) > 0, e K > 0 uma constante. Se
t
o(t) < K +/ B(s)e(s) ds, ¥t € [0,T], entdo, temos que
0
o(t) < Keh P94 vt e (0,T).

Demonstracao: Ver Carroll [4].

Consideremos os autovetores {w; }jen € os respectivos autovalores {\;};ew do operador —A

com dominio HE(2) N H?(2) e valores em L%(§2). Como conseqiiéncia da proposicao (1.1),

Wy

..

Seja V,,, o supespago de Hj(Q) N H?(2) gerado pelos m primeiros vetores wy, ws, ..., Wy,. A

temos que {w;}jen € formam bases Hilbertianas de L*(Q2) e H}(Q), respectiva-

mente.

projecao de L*(Q2) sobre V;, é o operador
P, : L*(Q) — V,,, C L*(Q).

Temos o seguinte resultado

Proposicao 1.2 Sendo P,, o operador projecao,
(1) [Poul® = [(w,wy)]” < [ul*, Yue L*(Q) ;
j=1

(i) |Phwi|=1, Yk=1,2,..,m;

(iii) P, € auto-adjunto.

Demonstracao: Ver Brezis [2].



Lema 1.2 Seja E um espago de Banach separdvel e seja { fn}new uma seqiiéncia limitada

em E'. Entao, existe uma subseqiiéncia { f,, }rew tal que
Jo, = f em E.

Demonstracao: Ver Brezis [2].

Proposicao 1.3 Se u € L®(Q), com Q subconjunto aberto limitado de RY, entio u €

LP(QY), Vp > 1.

Demonstracao: Ver Brezis [2].

Proposigao 1.4 Temos que L*(0,T; L*(Q2)) = L*(Q), onde Q = [0,T] x Q.
Demonstracao: Ver Brezis-Cazenave [3]

Teorema 1.4 (Teorema de Rellich-Kondrachov)

Seja 0 um subconjunto aberto limitado de classe C* do RY. Entao

HY(Q) < L*(Q) com imersdo compacta.
Demonstracao: Ver Brezis [2].

Corolario 1.2 Seja 2 como no teorema anterior. Entao

H™(Q) — H™(Q) com imersio compacta, ¥Ym € IN.

Demonstracao: Ver Brezis [2].

Lema 1.3 Sejam V e H espagos de Hilbert tais que V. — H. Sew € L'(0,T;V) e €
LY0,T; H), onde T > 0, entdo u € C°([0,T]; H).

Demonstracao: Ver Temam [26].

Teorema 1.5 (Teorema Fundamental do Célculo Generalizado)

Sejam (a,b) C R limitado, v € LP(a,b), 1 <p < oo eu € LP(a,b). Entao
/w L (t) dt = u(x) — ua) , Vo € (a,b).

Demonstracao: Ver Kesavan [11] e Medeiros-Mello [17].
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T
Lema 1.4 Seu € L'(0,T;X), onde X € um espago de Banach real, e / u(t)0(t) dt =0,
0
VO(t) € D(0,T), entao u(t) =0 ¢.s. em (0,7T).

Demonstracao: Ver Brezis-Cazenave [3].

Lema 1.5 (Temam)

Sejam V' e H espacos de Hilbert, com produtos internos e normas dados, repectivamente,

por || ., (C.))el.|, (.), comV — H imersio continua e densa. Seja A € L(V,V")

isomorfismo, A : D(A) C H — H, A auto-adjunto, (Au,v) = a(u,v), Yu,v € V, sendo

a uma forma bilinear, continua e coerciva. Sejam T > 0 e w uma funcao vetorial tal que

w e L2(0,T;V), w € L*(0,T; H) e w” + Aw € L*(0,T; H). Entao,

_1ld
2dt

(ii) w € C°([0,T}; V), w' € C°([0,T); H).

(1) (w"(t) + Aw(t), w'(t)) {lw/OF +[[w®IP}, em D'(0,T) ;

Demonstracao: Ver Temam [26].
Corolario 1.3 Considere V., H e A como no lema anterior, A também satisfazendo |Au|g =
[u|pay, Yu € D(A), e u uma funcao vetorial tal que u € L*(0,T;D(A)), v € L*(0,T;V),
u' € L0, T;H), v+ Au =g € C°([0,T); H) e ¢ € L*(0,T; H). Entdo, temos que
ue CU[0,T;; D(A)) , v’ € C°[0,T]; V) eu” € C°([0,T]; H).

Demonstracao: Tome w = u/. Entao w € L>®(0,7;V) e w' € L>(0,T; H), o que implica,
pois [0, 7] é finito, que w € L?(0,T;V) e w' € L?(0,T; H). Além disso, temos que

d d

w' + Aw =" + Au' = —[u" + Au] = —g € L*(0,T; H).

dt dt
Temos, entao, do lema de Temam, que v’ € C°([0,T];V) e w” € C°([0,T]; H).
Como g € C°[0,T); H), v" € C°([0,T); H) e v + Au = g, temos que Au € C°([0,T]; H),
o que implica que |Au|y € C([0,T7), donde |u|pay € C([0,T]), pois |Au|g = |u|pca. Logo,
u € C°0,T];D(A). =

Teorema 1.6 (Teorema de Gauss) Se u = (u;) € (H'(Q))", temos que

/divudx:/u.ydf
Q r

Demonstracao: Ver Kesavan [11].

11



Teorema 1.7 (Identidade de Green)
Seu e H*Q) ev e HY(Q), entio

/QVU.VU dr = — /Q(Au)v dx + /Fvgz dr

Demonstracao: Ver Kesavan [11].

- ou
Por abuso de notagao, escrevemos v no lugar de y9v € — no lugar de y;u nos teoremas

ov

(1.6) e (1.7), ao integrarmos em I'.

Teorema 1.8 (Derivagao do produto)
Sejam Q C RN um conjunto aberto e 1 < p < co. Sejam u,v € WHP(Q) N L>(Q). Entdo
uww € WHP(Q)NL>®(Q) e, para 1 <i < N,

0 (uwv) = 8uv+u8v

Demonstracao: Ver Brezis [2].

Teorema 1.9 (Imersao de Sobolev)

Se Q for aberto, limitado e bem reqular do RY, m € IN e 1 <P < oo, temos que

_ 1 m
i) WmP(Q) — L®(Q S <0;
(i) WP(Q) — 1(Q), se — = <0
” 1
(i) W2() — L9(0), ¥ > 1, se = G =0

_ N
(iii) W™P(Q) — L%(Q), Vq tal que 1 < g < N o ST
Demonstragao: Ver Brezis [2].

Teorema 1.10 (Agmon-Douglis-Nirenberg)

Suponha que Q € um aberto do RY de classe C* com fronteira T limitada. Seja 1 < p < co.

Entdo, para toda f € LP(Y), existe u € W>P(Q) N Wy P () 4inica solu¢do da equagio
—Au+u=f em Q.

Além disso, se Q é de classe C™2 e se f € W™P(Q) (m inteiro > 1), entdo

= Wm+2,P(Q) e H’LLHWm-!—Q,P S C||f||Wm,p '

Demonstracao: Ver Brezis [2].
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Teorema 1.11 (Teorema do Traco)
Seja Q C RN um conjunto aberto, limitado e com fronteira T de classe C™t*. Entdo existe

uma aplicagao trago ¥ = (Y0,71, - Ym—1) de H™(Q) em (L*(Q))™ tal que

— 0 om—1
(i) Se v € C>*(Q), entdo vo(v) = v|r, 11(v) = v s s Yme1(v) = ——(v)| , onde v é
ov | Qum=12 71
o normal unitdrio exterior a fronteira I" ;
m—1
(ii) A imagem de v € o espago [] Hm’j’%(F) ;
j=0

(iii) O nicleo de v é HJ*(Q2).
Demonstracao: Ver Kesavan [11].

Teorema 1.12 Seja F : IR — R uma fungao lipschitz-continua tal que F(0) = 0, e seja
p € [1,00]. Seu e W (Q), entio F(u) € WHP(Q) e VF(u) = F'(u)Vu g.s. em Q. Mais
ainda, se p < 0o, entdo a aplicagcio u — F(u) € continua de W'P(Q2) em WP(Q).
Demonstracao: Ver Brezis-Cazenave [3].

Lema 1.6 (Gagliardo-Nirenberg)
Sejam 1 < ¢ < s<o00,1 <r<s 0<k<m<oo, (k em inteiros nao-negativos) e

§ €[0,1]. Sejav e W™I(Q)NL"(Q), onde Q é um subconjunto limitado de R” . Suponha

k—N§5<m_N>_N(1_5)‘

que

s q r
Entao v € WHh5(Q) e existe uma constante C' tal que
V[ whs) < CHUH?/VW‘J(Q)WH_(S '

Demonstracao: Ver Nirenberg [23].

Lema 1.7 Seja ¢ : [0,00[— [0,00] uma func¢do localmente absolutamente continua e ndo-

crescente tal que existem constantes nao-negativas 3 e A com
/ o)L dt < A $(S), VS >0.
s

Entao, temos que

(1) < 1

p(0)e'" %, Vt>0 sef=0,
(A(l—k%))ﬁt_%, Vi>0 sef3>0.

Demonstracao: Ver Komornick [13].
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Lema 1.8 Seja Q um aberto limitado de R™ com fronteira bem reqular. Entédo, existe uma
fungio h € (WH=(Q)N tal que

h=v em I'y , hv>0 em I' , h=0 em Q\O©,
onde, considerando xo um ponto firo de RN, Ty = {z € T'; (x—xo).v(z) > 0}, I =T\TI'y,
w a intersecao de ) com uma vizinhanca de I'y e © é uma outra intersecao de §2 com uma

vizinhanga de Ty, © estando estritamente contido em w (Veja figura 2).

Demonstracao: Ver Lions [14].

h-v=1

N

r,

w
\H

Figura 2

Lema 1.9 Seja Q um aberto limitado de RY com fronteira bem reqular. Entdo, existe uma
fungdo n € WhH>(Q) tal que

0<n<1, n=1em @ , n=0 em Q\w.

Demonstracao: Ver Lions [14].

Proposicao 1.5 Seja Q um aberto limitado de R com fronteira de classe C%. Se y €

H}(Q) N H*(Q), entao temos que
(3y> v=Vy em I,

ov

, L : .y
onde v € o vetor normal unitdrio exterior a 2, e , por abuso de notacgao, E» e Vy repre-
v

sentam vy e v0(Vy), respectivamente.

Demonstracgao:

1° caso: Considere y € C*(Q) tal que y|, = 0.
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0
Nesse caso, temos o seguinte resultado: % _ v.Vy .

ov

Se, para todo (x1,Zs,...,2x) € ' temos que

J (x1,22,...,xy) = 0, i = 1,2,..., N, entao

)

Vy = W, o que implica que @ = 0, donde @ v =Vy.
v v

1
entre 1 e N. Entao, pelo Teorema da Fungao Implicita, x; = f(xy, ..., -1, Tit1, ..., Ty) €

Suponha, agora, que exista um (z1, Zs, ..., Ty) tal que a—y(xl,:tg, ., xyn) # 0, para algum i
x

Oy
of " ox; . S
ijzi': ay] s V1SJSN7‘]#/L
Ox; B

Como y(x1,...,xx) = 0 determina uma superficie S em RY, pelo mesmo teorema, podemos

parametrizar esta superficie S por

T = T

Lo = X2

O'($1, ey L1, Ljt1, ...,[L'N) =
xTr; = f(Il, cees i1y Lit1, ...,ZEN)

Tp = Tn
Uma base para o plano tangente a S no ponto (z1, s, ...,zy) é formada pelos vetores

7.0 = (1,0,...,0, f2,,0, ..., 0)
7o = (0,1,...,0, f2,,0, ..., 0)

For: = (0,0,..,0, furi1s 1, .., 0)

5oy =(0,0,...,0, for,0,...,1)

0 0 0
Como Vy = —y, ...,—y,..., 9 , temos, para todo 1 < j < N, j # i, que
8$1 aa% 8xN

Oy dy
—

T =21 f.o=0.
Vy 0'35] 8l’j +8x2 fm] 0

15



0
Logo, Vy é paralelo a v, isto é, Vy = kv, k uma constante, e, como 9 _ v.Vy, temos que

v
@ = kv . v, o que implica que k = @, donde @ v =Vy.
v v v

2° caso: Considere y € HJ(2) N H?().

Temos que existe seqiiéncia {y}r em C°°(Q), com yi|r = 0, tal que yp — y em Hi() N
H?(2). Como o trago ¢ uma fungao continua, temos que

YoUYr — Yoy em H3/2(F) e MY — N1y em Hl/Z(F) _

Oy Oy
—

Y Jdy 1/2
Yo (8@) — Y0 <8xz> em H/*(T).

0 0 0
Observando que Yoyr = yr em ', vy, = Ik em [' e vy < yk) — Jk em I, concluimos que

Também, temos que em H'(Q), o que implica que

v 8561 8561
Yr — Yoy em H3/2(F) (1.1)
Oy Oy 1/2 -
Ao, 0 (a%) em HYT), Vi=1,2,..,N (1.2)
5 Ty em  H/#(Q). (1.3)

Como H3?(T) — L*(T') e HY?(T') — L*(T"), as convergéncias acima também ocorrem em
L*(T).
Sendo o trago uma fungao linear, temos de (1.2) que

o gyN) — V] em [LAD). (1.4

Oy,
Vyilr — (708301’

Como a fronteira I' ¢ de classe C?, temos que v € [L=(T")]". Logo,

3%) (3% ) <3yk )2 2
— v —(nyv = (my)vi | dl' = my | vidl =
’(ay . Z i z )i
Jy 2 dy 2
_ kE 2 2 ko _ 2
[ (%) 1opar <ol [ (B o) ar = ok

donde
76% v—(my)v
ov

2

2

Y

L3(T)

Yk _
o "y

Y
S |V|<>o ‘81/ — Ny

[L2(D)]N L2(T)
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De (1.3), vemos que
(5) = e 2 (15)
Oyr,

Como Vyilr = (== |v pelo primeiro caso ja demonstrado, segue-se de (1.4) e (1.5),

ov

utilizando a unicidade do limite, que

0
%[Vyl = (my)v , isto é, (5) v=Vy,emT. =

Uma outra demonstracao para este resultado , utilizando o Teorema de Gauss, pode ser

encontrada em [20].

1.3 Resultados da teoria de Semigrupos

Nesta secdo, X sempre representara um espaco de Banach e S : RT — £(X) um semigrupo

de operadores lineares limitados de X.

Proposigao 1.6 Seja S um semigrupo de classe Cy com gerador infinitesimal A. Entao, se
x € D(A), temos que S(t)x € D(A), Vt >0, e

jtS(t)x = AS(t)x = S(t)Ax .
Demonstracao: Ver Pazy [24].

Definicao 1.2 Sejam S um semigrupo de classe Cy e A seu gerador infinitesimal. Defi-
namos AY = I, Al = A e, supondo que A" esteja definido, vamos definir A™ por:

D(A™) ={z; x € D(A™!) e A" 'z € D(A)}
Ay = A(A" 'z), Va e D(A").

Definicao 1.3 Seja A um operador linear fechado do espaco de Banach X. Definindo,
k

para cada x € D(AF), x|, = D ||Az]|x , temos que | . | € uma norma em D(A*), dita
§=0
norma do grdfico, munido da qual D(A*) é um espago de Banach, que serd representado por

[D(A)].

Proposicao 1.7 Se A ¢ o gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cy, entao,
para todo x € D(A™),
S(t)z € C"F([0,00) ; [D(AM)]) , k=0,1,....n.

Demonstracao: Ver Gomes [9].
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Definigao 1.4 Vamos escrever A € G(M,w) para exprimir que A é o gerador infinitesimal

de um semigrupo de operadores lineares limitados de classe Cy, S, que satisfaz a condi¢ao

I1S()]|x < Me™', Vvt > 0.

Teorema 1.13 (Lumer-Phillips)

A € G(1,0) se e somente se A é m-dissipativo e D(A) = X.
Demonstragao: Ver Gomes [9].

Teorema 1.14 Se A € G(1,0), B € um operador linear dissipativo com D(B) D D(A) e

existem constantes a e b tais que 0 <a <1,b>0e

1B|lx < allAz||x +bllzlx . Vo eD(A),
entio A+ B € G(1,0).

Demonstracao: Ver Gomes [9].
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Capitulo 2

Existéncia e Unicidade de Solucoes

Fortes

Neste capitulo, estudamos a existéncia de solugoes fortes do problema (P) de duas formas
distintas: uma pelo método de Faedo-Galerkin e outra utilizando resultados da teoria de
semigrupos. A unicidade é obtida utilizando o Método da Energia. Os passos da demons-
tracao de existéncia foram apresentados na forma mais geral possivel de modo que a prova

possa ser facilmente estendida para o problema com dissipagao nao linear a(z)g(u’).

2.1 Existéncia de Solucoes utilizando o método de Faedo-
Galerkin

Teorema 2.1 Sejam uy € H(Q) N HX(Q), uy € HYQ) e a = a(z) € C°Q), a(z) >0
em €, Q um aberto limitado de IR™ com fronteira bem regqular. Entao existe uma fun¢ao

u: Qx[0,7)— R, T >0, tal que

u € L>(0,T; Hy(Q) N H*(Q)); (2.1)
u' € L0, T; Hy(Q)); (2.2)
u’ € L™(0,T; L*()); (2.3)
W —Autau' =0 qs emQ=Qx[0,T); (2.4)
w(0) = ug , w(0) = uy. (2.5)
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Demonstracgao

(i) Problema Aproximado
Consideremos V = H}(Q) N H*(). Denotaremos por W = H}(Q) e H = L*(2). Temos

que V' é um espago de Hilbert com o produto interno ((u,v))y = (Au, Av)p2q), Yu,v €
V. Além disso, parau € V e v € W temos que ((u,v))w = (—Au,v)y. Denotaremos, por
((.,.))ell-|l]epor (., .)e].]|oprodutointerno e a norma em W e H, respectivamente.
Identificaremos H ao seu dual H’', obtendo, entao, o seguinte esquema: V. C W C H C W',
onde W' = H71(Q).

Os autovetores do operador —A (isto é, as funcoes w; € V, j=1,2,..., tais que —Aw; = \jw;)
formam uma base ortogonal de W e ortonormal de H. Também formam uma base ortogonal

de V, pois
((wi, wy))v = (Aw;, Awy) = (= Aw;, —Aw;) = (Niwi, Ajw;) = A (wi, wy) =
0, se i # j;
/\i)\j7 se 1 = ]

w; w;
Logo, (J) e <]> formam bases Hilbertianas para W e V, respectivamente.
n

A\
Tomemos V,,, = [wy, ..., w,] o subespago de V' gerado pelos m primeiros vetores w;. O

m
problema aproximado consiste em determinar u,,(t) = Y _ gjm(t)w; € Vi, tal que
j=1

(U/n'@(t)a U) + ((um(t)v U)) + (a(x)u’m(t), U) =0, Vv € V,

) = ugm — up forte em V (2.6)
u, (0) = uyy, — uy  forte em W

<

Substituindo w,,(t) e tomando v = w,, 1 <r <m, em (2.6), temos:

(i G (t)w; w,,«) + ((f: Gim(t)w; | wr)) + (i a() G (H)w; w,,«) =0, 1<r<m

J=1

Como (wj); é ortonormal em H e ((u,v)) = (—Au,v), Vu € V e v € W, temos

g’ (t) + (—A (i gjm(t)wj) , wr) + ig}m(t)(a(x)wj , wy) =0,
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o que implica

Grm ( (Z gjm(t)(—Aw;) ,w ) +Zg]m r)w; , wy) =0,
donde
g;“m (Z g]m )\ w] 7w7‘) + Zg]m ($)w] ) wT‘) = O )
j=1
e, portanto,
gr(t) Z T)w; , Wy g]m(t) + A Grm(t) = 0. (2.7)

j=1

Das condigoes iniciais em (2.6) e do Teorema Espectral, temos que

YRR () RS S

j=1 J

J j=1

igjm ;n(o) = Uim = il ((Uly \7;\»)) \7;\» = il(uh U)j)wj

Logo, podemos tomar

gim(0) = (uo,w;), 1<j<m (2.8)
e
Iim(0) = (w1, wy) , 1 <j<m (2.9)
Definindo ¢, (t) = g.,,,(t), obtemos de (2.7) o sistema
Grm(t) = @rm (1)
on(t) = = 3000015 02 )0) — o) =10
i

com 1 <r<m.

O sistema (2.10) pode ser escrito na forma matricial

Jim (1) Gim(t) 0
Imn(t) | _ G (¢) N 0
Q1 (1) —Gim ()M —qim (t)(awr, wr) —

i T (1) i L —Gmm (t) Am i i —q1m () (awy, wp,) —

21
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que é 0 mesmo que

Gim (1) 0

| G (1) 0

Definindo

Gim(1)

Gmm (t)
Qi (t)

| dmm (t) i

segue-se de (2.11) que

0 (—awq, w)

_/\m (_awb wm)

(—aw,, w)

0 1
0 0

Y, (t) = AY,,(¢).

Agora, de (2.8) e (2.9), obtemos

glm(o)

Gmm(0)
dim (O)

(uO? wl)

(uOv wm)

(u1> wl)

Gmm (0) i

[ (ur,wm) |

22

(—awp,, W) |

9im (t)

Gmm (1)
qim (1)

Gmm (1) i

(—awy,, wy)

(—aWp, W) |

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



Entao, de (2.13) e de (2.14), temos o sistema equivalente

Y, (t) = AV (1)
Ym(o) = Yom

Se tomarmos H,,(t, Y, (t)) = AY,,(t) : R x R*™ — IR*™, entdo podemos escrever o sistema

acima como

Y (t) = Hp(t, You(1))

(2.15)

Considere D = [T, T] x By, onde B, = {x € R*™; Yy, € Bye|r|<b, b>0}. Entdo

e H,, é continua em relacao a Y,,, para cada t fixo:

De fato, fixado ¢, tome € > 0 qualquer. Seja § = HZH (note que ||A|| < 00). Entéo, se Y,! V2
€ Bye|Y,) —Y2| <4, temos que

[ Ho(, YA(8)) = Hon(t, YE@)] = [AYA() — AY2(0)] < 1AV — V2] < I8 = e

e H,, é continua em relagao a t, para cada Y, fixo:

Fixado Y, (t), temos que H,, nao depende de ¢, isto é, H,, é uma constante e, portanto,
continua;

o [Hp(t, Yo (1)) < [|A[[[Ym ()] < [JA[b < 00, se Y (t) € By

Portanto, das consideragoes acima, segue-se pelo Teorema de Caratheodory que existe uma
solugdo Y, (t) em (=t tm), tm < T, de (2.15). Restringindo esta solugao a t positivo, vemos
que existem, para todo m, fung¢oes gipm(t), ..., gmm(t) que satisfazem (2.7), t € [0,t,,), donde,
para todo m, existe u,,(t), t € [0,t,,), t,, < T, solugao do problema aproximado (2.6). Pode-
mos notar que, dada a regularidade de H,,, a existéncia da solucdo Y,,(t) também pode ser

obtida aplicando-se o Teorema de Peano; inclusive a solucao pode ser determinada explici-

tamente, porque o problema é linear.

(ii) Estimativas a Priori

e Primeira estimativa (Permitird prolongar a solu¢ao aproximada wu,,(t) € V,,, definida

para todo t € [0,t,,), t,, < T, a todo intervalo [0,7].)
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Tomando v = 2u/,(t) € V,, em (2.6), temos, V¢ € [0,t,,),
2(Un (8), 1 (1) + 2((um (1), ur (1)) + 2(a(@)uy, (£), g, (1)) = O (2.16)
o que implica que
e OF + e (DI} +2 [ ala)|e ()] dz = 0.
dat U Q "
Como, por hipétese, a(x) é uma funcao limitada e ndo-negativa, vemos que
d gy 2
pr {lun ) + [fum (DI} < 0. (2.17)
Integrando-se a inequagao acima de 0 a t, com t € [0,%,,), obtemos
[y, ()2 A+ [ (D] < Jurml® + ||uom| (2.18)

Por outro lado, do problema aproximado (2.6), temos que ug,, — ug forte em W e uy,,, —
uy forte em H. Logo, existem constantes c¢; e co, independentes de m,t, e T, tais que

[u1m | < c1 e |Jugm||* < 2. Segue-se, entdo, de (2.18), que
[y, (O + [Jum(B)]]* <1 +ca=ki, ¥t € [0,8)

logo,
W, O <k e |[un@®)|]> <k, Yt € [0,tn). (2.19)

Substituindo a expressao de u,,(t) em (2.19) e comparando com (2.12), temos que
Yo ()] < ki, YVt € [0,t),

o que implica, pelo Teorema de Prolongamento de Solugoes, que Y,,(t) pode ser prolongada
a todo [0,7], T > 0. Logo, u,,(t) pode ser prolongada a todo [0, 7.
Retornando a (2.16), (2.17) e (2.18), mas agora com ¢t € [0,7], temos que (2.19) é valida

para todo t entre 0 e T" e para todo m. Portanto,

(Um)m € limitada em L>°(0,7; W) (2.20)

(u) ) € limitada em L>°(0,T; H). (2.21)
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e Segunda estimativa (limitagao para (u!).,)

Como Y,,(t) é a solugao de (2.15), segue-se que Y,,(t) € C1([0,T]). Além disso, dado que a

EDO ¢
Y! = AY,,

Yin(0) = Yom
a solucdo Y,, pode se explicitada da forma Y,,(t) = Yye?. Como Y,,(t) € C*([0,T]) e
= AY,,, temos que Y,/ € C'([0,T]), o que implica que Y, existe e pertence a C°([0, 7).
Logo vemos que g e g € C°([0,T]). Portanto, concluimos que u,,(t) € C3([0,T]).

Podemos, entdo, derivar a equagao aproximada (2.6) diretamente em relagao a ¢ e obter
(i (£),0) + (g (£), 0)) + (a(@)ury, (£),0) =0, Vo € V..

Substituindo v =/, (t) na equagao anterior, temos

1d, ,

L e 2 4 2 2 _
LS OF + 3 Sl 1P + [ ale)lu (0 d =0

Integrando a ultima igualdade de 0 a ¢, ¢ € [0, T, obtemos
[, (OF + [ (O =, O = e, (O +2 [ [ a9 dads =0,
o que implica que
o (00 D1 < o O + 1y O +2 [ [ faw) ()7 drds

donde, considerando max la(x)| = |a(®)|max
x

t
[t (O + [, (D) < ety (0) + [ [* + 2|a(flf)|mac/O [t (5)|* ds (2.22)

Por outro lado, se considerarmos ¢t = 0 e tomarmos v = u,,(0) na equagao aproximada (2.6),

obteremos
(1 (0), 1, (0)) + ((wm(0), i (0) ) + (a(@)115,(0), i, (0)) = 0,

o que implica

[ (0)[* = —(= A (0), uy, (0)) — (a(@)uy, (0), uy, (0)),

9 m m



donde
[y, (0)[* < [(Aun (0), 1y, (0)) = (a (), (0), w37, (0)] < [(Aw(0), aay, (0)) [ ()7, (0), 0y, (0))| <

< At (0)]- 1, (0)] + la (), (0)]- |ty (0)] < [ty (0)](| At (0)] + [ () I 17, (0)])

Portanto,
’u;’n(O)| < |A“0m| + |a($)|mam|u1m| = ||U0m||V + |a(x)’maﬂc|ulm|- (2-23)

Das convergéncias de (uom)m € (U1m)m em (2.6), temos que existem constantes cz e ¢y,

independentes de t e m, tais que
|t (0)] < €5 + cala(@) max (2.24)
Logo, de (2.22) e (2.24), com ks = ¢35 + c4la(x)|maz + €4, temos que
t
[ ()7 + [z, ()P < Koz + 2|a(x)|maz/ [up (s)[* ds (2.25)
0
t
|, ()7 < ko +/ 2|a (@) maa |t (s)]* ds (2.26)
0
Pela desigualdade de Gronwall, segue-se, de (2.26), que
t
(1) < haexp ([ 2la(@)nasds ) = kae® e vt € (0,77,
0

donde
[u? (t)|? < kopeTle@)lmaz (2.27)

Logo, de (2.25) e (2.27), temos
[t () + [l (B)]1* < bz + 2|a(@) [maskae™ 1"t Wt € [0,T] <

< ks + 2|a(@)|mag Thoe2F 1@ maz — I,

o que implica que
[ (O + [, (O] < Ko (2.28)

onde k, é independente de m e t. Concluimos, entao, que

(u,,(t))m € limitada em L>°(0,T; W) (2.29)
e
(u! (t))m € limitada em L>°(0,T; H) (2.30)
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e Terceira estimativa (limitacao para (At,y,).m,)

Da equagao aproximada (2.6), temos

(um (t),w;) + (=Aup (t), w;) + (a(x)u,(t),w;) , Vj=1,2,...m (2.31)

m

Seja

B () = wll () — A, (t) + alx)ul, (t).
Como a base (w;); é formada pelos autovetores de —A, tem-se que —Au,,(t) € V,,, o0 que
implica que —Au,,(t) € H. Além disso, como a(z) € L*>(f2), temos que a(z)u,,(t) € H.
Concluimos, entao, que h,,(t) € H.

Consideremos o operador projecao

P, : H — V,

m

v — Pov= Z(U,wi)wi
i=1

Como o operador P, é auto-adjunto, obtém-se
(Palto0):03) = (o0): P) = (I0) 3 (w5010 ) = (0.0,
Como, por (2.31), temos que (hy,(t), w;) =0, Vj = 1,2,...,m, concluimos que
(Pphm(t),w;) =0, Vj=1,2,...m
o que implica que (P,hp,(t),v) =0 em V,,, donde P,h,(t) =0 em V,,. Assim,
Poul, (t) — P Aty (t) + Pp(a(x)u,,(t)) = 0.
Como u (t) e Au,,(t) pertencem a V,,,, P, € L(H) e ||Py|| < 1, temos que
() = A (t) + Po(ae)i, (£) =0,

donde
| At ()] < [ ()] + [P (@), (0))] < g, (0] + [ Pl ]-|a()ur, ()] <
< Jum (O] + fa(@)uz, ()] < [, (B)] + |a(@) | nas [, ()]
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De (2.21) e (2.30), temos que (u,,)m € (ul), sao limitadas em L*(0,7T; H); logo, existe

m

constante ks, independente de m e ¢, t € [0, 7], tal que

| At (1) < 5.

Logo, observando que |Au,,(t)] = ||um||v, temos que
(Aty,)m € limitada em L*°(0,7; H) (2.32)
(tUm)m € limitada em L°°(0,7;V) (2.33)

(iii) Passagem ao limite

De (2.29) e (2.33), temos que existe subseqiiéncia de (), denotada da mesma forma,
tal que
ul, S a em L™(0,T; W) (2.34)

Uy —u em L¥(0,T;V), (2.35)

pois L' (0, T; W') e L'(0,T; V') sao separaveis e [L* (0, T; W) = L>(0,T; W) e [L* (0, T; V)] =

L>(0,T;V), pois V e W sao reflexivos e separaveis.

Provaremos que u = u':

Como V — W — H, temos de (2.35) que
Uy —u em L®(0,T; H).

Como (0,7) ¢ limitado, temos que L°°(0,T; H) — L*(0,T; H). Desde que L*(0,T; H) =
L*(Q) é reflexivo, obtemos

U —u em L*(Q),

onde @ = [0,T] x Q.
Como a convergéncia fraca em L?(Q) implica na convergéncia no sentido das distribuicoes,
temos que

un —u em D'(Q).
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Logo, sendo a deriva¢do uma operagao continua em D’'(Q), segue-se que

u,, —u em D'(Q). (2.36)

Por outro lado, de (2.34), obtemos, j& que L>(0,T; W) — L*(0,T; H) = L*(Q), pois (0,7)
¢é limitadoe W — H,

ul, =1 em L*Q)
pois L?*(Q) é reflexivo. Portanto, de modo anélogo ao caso anterior, temos que
u, —u em D(Q). (2.37)
De (2.36) e (2.37), temos, pela unicidade do limite fraco, que @ = v’ em L?(Q). Portanto,
ul Su' em L0, T;W). (2.38)

Agora, de (2.30), existe y € L>(0,7'; H) e subseqiiéncia de ()., ainda denotada da mesma
forma, tais que
u’ Sy em L®(0,T; H).

m

Da mesma forma, concluimos que § = u” e , portanto, que
ul! " em L™(0,T;H). (2.39)

Por dltimo, como u,, — u em D'(Q), temos que Au,, — Au em D'(Q). Mas, de (2.32),
como L>®(0,T; H) = (L'(0,T; H"))', isto ¢, dual de um espaco de Banach separavel, existe

subsequéncia de (Au,,)m, ainda denotada da mesma forma, e z € L>°(0,T; H) tais que
Au, =z em L>(0,T;H).
Concluimos de maneira analoga que z = Au e que
Auy, = Au em L°(0,T; H). (2.40)

De (2.35), (2.38) e (2.39), temos que a fungao u satisfaz as condigoes (2.1), (2.2) e (2.3) do
Teorema 2.1. Verificaremos agora que ela satisfaz (2.4):

Como v/, = u' em L>®(0,T;W)e L>(0,T;W) — L*(0,T; H), o qual é Banach reflexivo,
temos que

ul, —u' em L*(0,T;H).
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Logo,
[ oy @ — [[Go.ww) e, vr e o),

Em particular, se f = a(z)w, com a € C°(Q) e w € L*(0,T; H), temos que
T T
/ (a(z)w,u,,) dt — / (a(x)w,u’) dt , Yw € L*(0,T;H) ,
0 0
o que implica
T T
/ / a(r)wu, drdt — / / a(r)wu’ drdt , Yw € L*(0,T; H) ,
o Ja o Ja

donde T T
/0 (a(x)u, ,w) dt — /0 (a(x)u',w) dt , Yw € L*(0,T; H). (2.41)

Sejam 6(t) € L*(0,T) e v € H. Entao, w = vf(t) € L*(0,T; H). Logo, de (2.41) temos que
T T
/ (a(z ), 0)0(t) dt — / (al)d, 0)0(t) dt , Yo e LA(SQ), 0 € L0, T). (2.42)
0 0
Analogamente, obtemos de (2.39) que
T T
/ (" 0)6(t) dt — / (", 0)0(t) dt , Yo e LX(Q), 6 € L2(0,T). (2.43)
0 0
e, de (2.40) que
T T
/ (= Ay, 0)0(t) dt — / (—Au,v)0(t) dt , Yo € L*(Q), 6 € L*(0,T). (2.44)
0 0

Multiplicando a equagao aproximada (2.6) por 8(t) € L?(0,T') e integrando de 0 a T', obtemos

(como ((u,v)) = (—Au,v),seuecVevel)

/T(u;;,v)e(t) dt+/T(—Aum,v)9(t) dt+/T(a<x>u;n,v)e<t) dt=0, YoeVy,, 6eL0,T),
: : 0 (2.45)

onde my < m fixo e arbitrario.

Tomando o limite em (2.45) quando m — oo, mantendo V,,, fixo e arbitrdrio e utilizando

(2.42), (2.43) e (2.44), temos que

/ N )00 dt + / (A, 0)0() dt + / Na@), v)0(t) dt =0, Yo € Viny, 0 € L2(0,T),
(2.46)
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Como [wy, wy, ...| é denso em H e (2.46) é valida para toda v € V,,, com mg < oo arbitrério,
segue-se que (2.46) é vélida para todo v € H. Além disso, o conjunto {vf ; 6 € L*(0,T),v €

L*(2)} é denso em L*(Q). Logo, concluimos que
T T T
/ (u”,v) dt +/ (—Au,v) dt —i—/ (a(x)u/,v) dt =0, Vv € L*(Q) .
0 0 0

Portanto,

(u" — Au+a(z)u',v) =0, Yve L*Q),

de onde concluimos que

u" — Au+a(r)u’' =0 em L*(Q),

o que prova que u satisfaz (2.4).

(iv) Verificagao dos Dados Iniciais

Primeiramente, note que faz sentido calcularmos u(0) e w'(0). De fato, como u € L>(0,7;V),
u € L®(0,T;W) e v € L*(0,T;H) e [0,T] é limitado, temos que u € L(0,T;V),
u € L0, T;W) eu” € L'Y(0,T; H); além disso, sendo as imersoes V < W < H continuas,

temos, pelo lema 1.3, que u € C°([0, T]; W) e v/ € C°([0,T]; H).
e Verifiquemos que u(0) = uy.
De (2.35) e como L*>*(0,7;V) < L*>(0,T; H), temos que
Uy —u em L¥(0,T;H),
donde, identificando H ao seu dual, temos
T T
/ (U (1), w(t)) dt — / (u(t), w(t)) dt, Yw € L}0,T; H). (2.47)
0 0
Analogamente, de (2.38), temos que
T T
/ (!, (1), w(t)) dt — / (W (£),w(t)) dt , Yw € L0, T H). (2.48)
0 0

Seja 6 € C'([0,T]) com (0) =1 e (T) =0 e sejav € H. Entao, 0 e & € C°([0,T]), o que
implica 6 e @ € L*(0,T), donde w(t) = v8'(t) € L'(0,T; H) e w(t) = vh(t) € L*(0,T; H).
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Substituindo w em (2.48) e w em (2.47), obtemos

/OT(Um(t),U)Q’(t) dt — /OT(u(t),v)9/(t) it

T T
| e, 0000 dt — [ (@), 0)0(¢) dt
0 0
Somando as duas expressoes a esquerda, obtemos
T d T d

/0 %{(um(t),v)é(t)}dtﬁ/o pr (u(t),v)0(t)}dt. (2.49)
Notemos que, como u € C([0,T],H) e v € H, temos que (u(t),v) € C°([0,T]) e como
0(t) € C°([0,TY]), temos também que (u(t),v)0(t) € C°([0,T]). Além disso,

d

2 (u(D),0)0(8) = (@ (1), 0)0(0) + (u(t), 0)0' (1) € L0, T).

Logo, pelo Teorema Fundamental do Célculo Generalizado,

/oTcCilt (u(t), )8(t)}dt = (u(T), v)0(T) — (u(0), v)6(0). (2.50)
Analogamente,
J jt{(“m(t)’ v)0()}dt = (um(T), 0)0(T) = (um(0),v)6(0). (2.51)

Segue-se, entao, de (2.49), utilizando (2.50) e (2.51), que
(tm (T),0)0(T') = (um(0), 0)0(0) — (u(T),v)0(T") — (u(0),v)0(0).
Mas, como 6(0) = 1 e §(T) = 0, esta ultima convergéncia implica que
(um(0),v) — (u(0),v), Vv € H,

donde,
Uom — u(0) em H.

Por outro lado, do problema aproximado (2.6), sabemos que ug,, — o forte em W, o que
implica que ug,, — ug forte em H, donde ug,, — ug fraco em H. Segue-se da unicidade do

limite fraco que

w(0) =up em H.

e Verifiquemos que u/'(0) = u;.

Seja 6 € C*([0,T]) com 8(0) =1 e 6(T) =0 e sejav € H. Entao, 6 e 0’ € C°([0,T1]), o que

32



implica 6 e 0" € L*(0,T), donde w(t) = vf'(t) € L*(0,T; H). Logo, substituindo w em (2.48)
temos
T T
| e, 000 at — [ w'(0),0)6) at (2.52)
0 0
Agora, de (2.43), temos, utilizando 6 e v acima, que

/0 (), 0)0(t) dt — /0 (), v)0() di (2.53)

Somando-se (2.52) e (2.53), obtemos

[ S0, 08— [ 00, 0080 (2.54)

Procedendo de forma andloga ao caso anterior, mostramos via Teorema Fundamental do
Célculo Generalizado que

ur(0) = uyyy — u'(0) em H.

Por outro lado, do problema aproximado, uy,, — u; forte em H, o que implica que uy, —

u'(0) fraco em H. Segue-se da unicidade do limite fraco que
W'(0)=u; em H.

Portanto, a solugao u verifica os dados iniciais (2.5). =

Corolario 2.1 Sob as mesmas hipoteses do teorema 2.1, temos que a solugao u satisfaz

u € C([0,T];V)nCH[0,T); W)n C*([0,T); H).

Demonstracao

Como a imersao de W em H é continua e densa, —A : V' C H — H satisfaz —A € L(W, W),

| — Au| = ||ullv, Yu € V, e < —Au,v >prew= (—Au,v), Yu € Vv € W e, além disso,
d
u'—Au= —a(x)u' € C([0,T]; H) e pr la(z)u'] = a(z)u” € L*(0,T; H), temos, pelo coroldrio

do lema de Temam, que

u€ C([0,T;V)NnCH[0, T;W)NC*([0,T]; H). =
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2.2 Existéncia de Solucoes utilizando resultados da teo-
ria de Semigrupos

Primeiramente, provaremos o teorema de existéncia e unicidade de solugoes para a equagao
de onda sem dissipacao. Em seguida, como corolario deste teorema, provaremos a existéncia

de solucao para o nosso problema utilizando a teoria de perturbacao de semigrupos.

Teorema 2.2 Sejam uy € H?(Q) N HL(Q) e uy € HYQ), com Q aberto de RN limitado e

com fronteira bem regular. Entao, existe uma unica fungdo u : Q x [0,00) — IR tal que

u € C([0,T]; H*() N Hy (2)) N CH([0, T]; Hy () N C*([0, T]; L*(2))

v —Au=0 ¢gs em Q= x(0,00); (2.55)
u(x,0) =ug(x) , u'(x,0) =ui(x). em Q (2.56)
Demonstracao

Continuaremos com a seguinte notacao: V = H*(Q) N HY(Q), W = H}(Q) e H = L*(Q).

(i) Redugao de ordem

Seja v = u'. Entao, de (2.55), temos que v' = Au. Logo,

BREHIE

U 0 I uo(z) .
Tomando U = , A= eUy= , 0 problema inicial nos leva a
v A0 uy ()
au = AU
dt (2.57)

Consideremos X =W x H ¢ A : D(A) C X — X, com
N5 = llulliy + ol e Ul = [Aully + o]l (2.58)

(ii) Caracterizacao de D(A)
Temos que D(A) ={U € X ; AU € X}, isto é,

DA) ={U = (u,v); ue W,veW eAuec H}.
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Pelo teorema de Agmon-Douglis-Nuremberg, temos que {u € W ; Au € H} = V. Logo,
concluimos que

D(A) =V x W.
Além disso, note que D(A) = X. De fato, Como D(Q) C V C W e D(Q) = W, temos que
V = W. Também temos que W = H. Assim, concluimos que D(A) =V x W =V x W =
Wx H=X.

(iii) A é um operador dissipativo

Notemos que

Re < AU, U >=< AU,U >= (AU,U)x (( )( )) =
X

((v,u)) + (Au,v) = ((u,v)) — =0, VYUe€DA),

pois X é um espaco de Hilbert real. Logo, temos que A é dissipativo.

(iv) A é maximal

u

Seja F' = ( d ) € X. Vamos mostrar que existe U = ( ) € D(A) tal que (I —A)U = F,
9

v

) ) U v f ) u—v=f
isto é, que — = , 0 que é 0 mesmo que mostrar que )
v Au g v—Au=yg

Fazendo v = u — f no tltimo sistema, temos que
u—Au=f+g (2.59)

Se u € V é solugao de (2.59), entao, fazendo o produto interno em H desta equagao por

p € W, temos que
() + (=Au,0) = (f +9,¢), VpeW,
o que implica
(u,0) + ((w, 9)) = (f +9,0), Vo eW,
isto é,
/ngo dx —l—/QVquo dr = /Q(f + g)p du. (2.60)
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Mostraremos que (2.60) tem uma unica solugdo. Sejam a : W x W — ReT : W — R

definidas por
a(u, ) = /ngp dx—l—/QVquo dx

<T,p >=/Q(f+g)sodfc-

e ¢ ¢é continua.

De fato, pelas desigualdades de Holder e de Poincaré, temos que
a(u, )| < [ fullel dz + [ [Val[ Vol do < Jullpl + [Vl [Vep| <

< | Vul[Vel + [Vul[ Vel = (¢, + D|Vul[Vel = (¢ + Dlful] llel]

para todou e W, p € W.
e ¢ & coerciva.

a(u,u):/u2 d:L'—i—/ |Vul? de/ \Vul? doe = |[u]]*, YueW.
Q Q Q

e T é continua.

Novamente, pelas desigualdades de Holder e de Poincaré, temos
|<Too> 1< [1f+gllelde <|f+gll¢l <

< olf +9lIVel = ol f + gl el

Claramente, T' é linear e a é bilinear. Entao, pelo lema de Lax-Milgram, existe uma tunica
u € W tal que
alu,p) =<T,po >, YoeW,

de onde obtemos (2.60). Em particular, tomando ¢ € D(2) em (2.60), vemos que
<u,p>+<Vu,Vp>=< f+g,0>, YpeD),
o que implica, derivando no sentido das distribuigoes, que

<u,p>—<Au,p>=<f+g,0>, YoeDEQ),
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e portanto,

u—Au=f+g em D(Q).

Como f+g¢g € Heu e W, temos pela equacao acima que Au € H, o que implica, pelo

teorema de Agmon-Douglis-Nuremberg, que u € V. Logo, v = u — f pertence a W. Entao
u
existe uma tnica U = € D(A) que satisfaz (2.59), ou seja, que satisfaz (I — A)U = F.

portanto, A é maximal.

Como A : D(A) C X — X é m-dissipativo e densamente definido, temos pelo teorema
de Lumer-Phillips que A é gerador infinitesimal de um semigrupo S de classe Cj tal que
[1S(t)||x <1,Vt>0.

Agora, seja U(t) = S(t)Uy. Entao, U(0) = S(0)Uy = Uy e

d d
—U(t) = =St Uy = AS(t)Uy = AU.
Lot = L, = AS)U, = AU
u
Logo, U = ) satisfaz (2.57), e portanto, u satisfaz (2.55) q.s. em @ e satisfaz (2.56).
v

Além disso, pela proposicao 1.7, temos que
U(t) = S(t)Us € C°([0, 00); D(A)) N C*([0,00); X)
o que implica que
u € C([0,00); V)N CH[0,00); W) N C?([0,00); H). =

Corolario 2.2 Nas mesmas condi¢oes do teorema 2.2, e considerando a = a(x) € C(Q)

uma fun¢do ndao-negativa, entdo existe u : 2 x [0,00) — R tal que

u € C([0,00); V) N CH([0,00); W) N C%([0, 00); H) (2.61)
u' —Au+a(z)y =0 gs em Qx(0,00) (2.62)
w(0) =up; W'(0)=u; em Q (2.63)
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Demonstracgao

Fazendo v = v/, temos de (2.62) que

)G )

0 I 0 0 u ~ ]
Tomando A = , B = elU = , temos que a equacao acima
A0 0 —a(z) v

pode ser escrita como

d
dg — AU + BU. (2.64)

Pela demonstracao do teorema 2.2, temos que A € G(1,0). Considere B : X — X, onde
X =W x H. Entao,

e B ¢ dissipativo.

Como X é um espago de Hilbert real, temos, para todo U € X,
0 u )
Re < BU,U >= (BU,U)x = , = (—a(x)v,v) = / —a(z)v” dr <0,
—a(z)v v @
X
pois a(z) > 0 em €.
Denotemos por |a(z)|maz = max la(x)|. Entao
S

e Be L(X), com ||BU||x < |a(x)|ma!|U]]x , YU € X.
De fato, por (2.58)

1BU% = | = a(@)v]* < |a(@)[alv]* < la(@) [ ([ul]* + [0]*) = |a(@) e U] -

o D(B) S D(A).

Logo, pelo teorema 1.14, temos que A+ B € G(1,0). Procedendo da mesma forma como na

u
demonstracao do teorema 2.2, temos que U(t) = S(t)Uy = ( ) satisfaz (2.64) , onde S é
v
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u
o semigrupo cujo gerador infinitesimal é A+ B e Uy = e que u satisfaz (2.61), (2.62)
Uy

e (2.63). =m

Corolario 2.3 Temos que a solugao u encontrada no coroldrio anterior satisfaz

[Aut)* + [Ju' (@)1 < [Auol* + [[w]]*, g.s. em (0,00).

Demonstragao

Como o semigrupo A + B € G(1,0) pela demonstracao do coroldrio anterior, temos que

1S()[lx < 1,Vt>0. Logo
U @)y = [[S(E)Vollpay < [IS@)[|x[|Tollpay < [|Uollpa) -
Temos, entao, de (2.58),

[Au(t)[* + [Ju'()]]* < |Auol* + [[ua][*.

2.3 Unicidade de Solucoes

Provaremos, agora, que a solucao encontrada no coroldrio 2.2 é unica utilizando o Método

da Energia.
Teorema 2.3 Temos que a solugcao u encontrada no coroldario 2.2 € unica.

Demonstragao

Sejam u e v duas solugoes dentro das condi¢oes do Corolédrio 2.2. Se tomarmos w = u — v,

entao w satisfard

w € C([0,00); V) N CH[0,00); W) N C?([0, 00); H) (2.65)
w' —Aw+aw' =0 qs. em Qx (0,00); (2.66)
w(0) =0 =w'(0). (2.67)
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Multiplicando a equagao (2.66) por w'(t) e integrando em 2, obtemos

/Q W (' (t) dr — /Q Aw(t)w'(t) dx + /Q a(z)(w'(t))? dz = 0,

donde
1d

Sl OF + w2} = = [ ale)(w'(t)? da.

Integrando-se a igualdade acima de 0 a ¢, com ¢ € [0, 00), temos que

W OP + eI = [ OF = O] = - [ [ ofa)w!(z,0)? dedi

Como a(x) € C(Q2) e é ndo-negativa, temos que o lado direito da igualdade acima é menor

que zero. Além disso, considerando (2.67), concluimos que
' () + [[w(®)][* <0, Vt€[0,00),

o que implica que ||w(t)|| = 0, Vt € [0, 00), donde u(t) = v(t) em V, Vt € [0, 00).

Portanto, a solucao do corolario 2.2 é iinica. m
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Capitulo 3

Decaimento das Solucoes Fortes

Este capitulo sera dedicado ao estudo do decaimento da energia associada ao problema
v — Au+a(z)y' =0, gsem Qx(0,00)
u(z,t) =0, em T x (0,00) (3.1)
uw(0) =wup, v'(0)=u; em Q,

onde © é um aberto de IR" limitado e com fronteira bem regular e a(z) € C°(Q2) uma funcao

1
nao-negativa tal que existe p > 0 que satisfaz / —~ dx < oo, onde w é a intersecao de €2 com
w @

uma vizinhanga de I'; (Veja figura 1 da pagina 1).

Do corolario 2.2 e do teorema 2.3, temos que (3.1) possui uma tnica solugao u satisfazendo
u € CY([0,00); V)N C([0,00); W) NC?([0,00); H) , (3.2)
onde V = Hj(Q) N H*Q), W =H}(Q) e H=L*Q).
A energia associada ao problema (3.1) é
Bt) = ;/Q{|u'(x,t)|2+ Ve, )2} do, V>0, (3.3)

Podemos observar, devido a (3.2), que E(t) € C*([0, o0]).

Multiplicando a equagao em (3.1) por «’ e integrando em §2, temos

/Qu”(a:,t)u’(x,t) dr — /Q Au(x,t) o' (z,t) de + /Qa(x)u'(:c,t)Q de =10,

donde
d (1

A5 | 0@ 0P + 19 0f] de} == [ ata)lu'@, 0 da
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Logo, vemos que E é uma funcao nao-crescente com o tempo e

E(t) = —/Qa(x)|u'(x,t)|2 dz . (3.4)

Provaremos que E decresce polinomialmente com o tempo. Para isso, provaremos, primeira-

mente, alguns resultados.

3.1 Resultados Auxiliares

De agora em diante, denotaremos por S e T' dois ntimeros reais tais que 0 < S < T < oo e
escreveremos E ao invés de E(t). Além disso, u sempre denotard a solugao forte de (3.1) e

¢ denotara constantes positivas diferentes que nao dependem dos dados iniciais.

Lema 3.1 Sejam p > 0, ¢ € (W°(Q)N, a € R e & € WH®(Q). Entdo, temos as

sequintes igualdades

T
2. Jolt v(q) — 12—V} B dedi—
/Qu{ q.Vu+ au}ldr . + QX]S’T[(dw(q) a){\u\ |Vu| } dxdt
N (0q; ou ou
_ BB {29V ddt 2/ Jol% j R
pJ/Qx]S,T[ WA2q-Vu At au} dedt + Qx]8,T] uzzl (09:1- Oz; ) \ Ox; v
ou\”
'24.V E“ddt:/ Er(gr) [Z4) arat
+/Q><}S,T[a(x)U{ a-Vu+ou} . I'x]S,T] (4:) <8u>
(3.5)
€ T
/ W'eudr B*| — / |/ — |Vul*} B¥ dedt—
Q s Jaxisy
—u / EF VBN uE dudt + uVu.VE B dadi+ (3.6)
Ox]S,T| Qx]S,T[

/ a(z)u'SuFE" dedt =0 .
Qx]8,T[

Demonstracao: Multiplicando a equacao u” — Au + a(x)u’ = 0 por {2¢.Vu + au}E" e

integrando em QxS T , temos

- a(x)u'{2¢.Vu + au} E* dxdt =
Qx]8,T

T T
= / / u"{2¢.Vu + au} E* dtdx — / / Au{2¢q.Vu + au} E* dxdt .
als s Jo
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Integrando por partes o primeiro termo do segundo membro desta ultima equagao, vemos
que

a(x)u'{2¢.Vu + au} E* dedt =

T T
[ far o[ [ oricr ane
S Q s Jo
T T .
_M/S /QEM—lE/u/{2q.Vu+au} dxdt—/s E“/QAU{Qq.Vu} dwdt—/s E“/{)Au{au} dudt

(3.7)

Qx]8,T[

T
/ u'{2¢.Vu+ auldzr E*| —
0

Observemos que, pela Identidade de Green e pela proposicao 1.5

- /S " /Q Au{2¢.Vu} dudt = / B ( / VuV{2q.Vu} dz — / (2. Vu}— dl“) dt =
:/gTE#{/Qigzaxz (qujﬁ ) dx—/ <2q (gz )gg) dF}dt:
_/ Eu/ ( N gz g:chl 5{; +qjglafng) dmdt_Q/ST/FEu(q,y) (gzy(ﬂ“dt:
[ (ggg;gzﬁ%i () )M_z/ vt (2 -

_2/ /Eu 3 aqj du du

ou\’
/Jl E—
—~ Oz, Ox; O dwdt*/ / £ qu Zl< > dadt

al’i
T ou
_ I
2/5 /FE (q.v) (81/) dardt

ou seja,

_/T E“/ Au{2¢.Vu} dzxdt =

—2/ / SZJZ g;i (;99: dxdt+/ /E”ZqJ—Wu\ drdt—

O (3.8)
—2/5 /FE“(q.I/) (gZ) daidt .

N
,...,qN\Vu|2), pelo teorema 1.12, temos que T ¢ (HI(Q)) , para

Agora, se T = (q1|Vu\2
cada t fixo. Logo,

N

} = |Vul*div(q) + Z%‘ (‘fxi

i=1
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o que implica, pelo Teorema de Gauss,
T N o T T
/ /E”qu—WuFdxdt:—/ /E“div(q)]Vu]gda:dt+/ /Eudiv?dxdt:
s Jo o i 7 Ox; s Ja s Ja

T T
— / / Erdiv(q)|Vul2dzdt + / / EMVul?(q.v) dTdt |
S JQ S Jr

donde, pela proposicao 1.5,

" 5y 4L Vupded [ Brdiv(g)|VuPdedt + [ [ B 9\ g
i — t = — i t . — t.
[ g uasis =~ [ [ ras(oeuasas+ [ ) (5)
(3.9)
Portanto, de (3.8) e (3.9), vemos que
T N
_/ E* / Au{2q.Vu} dedt =2 04; Ou Ou gy
s 0 Qx]S,T] —, 0z; Ox; Ox;
(3.10)
- Erdiv(q)|Vul? dadt — / EF(q.v) (m) dTdt .
Qx]S,T[ I'x]S,T] ov
Agora, pela Identidade de Green,
T
/ E“/ Au{au} dzdt :/ Era|Vul? dzdt . (3.11)
S Q Qx]S,T]

Por dltimo, se tomarmos F = (ql(u')2, ...,qN(u’)Q), novamente pelo teorema 1.12, temos

que F € (HI(Q))N, para cada t fixo. Entao

div F = zaq@ +z = div(q)(w)* +¢.V()? .

o que implica, pelo Teorema de Gauss,

_/STE#/Q(].V(U’)2 dxdt:/STEu {Adiv<q)(u/>2d$—/§2diV?dx} J —

= Etdi 2 dadt
[ o ay V@)

(3.12)

pois u' € W, para cada t fixo.

Juntando (3.7), (3.10), (3.11) e (3.12), temos a igualdade (3.5). Provemos, entao, (3.6).
Multiplicando a equacao u” — Au + a(x)u’ = 0 por EuFE* e integrando em Qx|S, T, temos
que

T
/ / WEuBE" didz — / / AutuBE" dedt + / (2) /' €uB” dedt =0 .
aJs Qx]ST[
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Integrando por partes o primeiro termo da tultima igualdade e utilizando a Identidade de

Green, temos que

/ wéu dv B
Q

T
— / wéu BM dxdt — / W EupEPNE dadt+-
S Qx]S,T| Qx]S,T| (3 13)

T
—i—/ / Vu.V (EuB") dzdt + a(z)u'SuE* dxdt =0 |
S JO Qx]S,T|

pois u € W, para cada t fixo.

Observando que
T T
/ / Vu.V (EuB") drdt = / B / Vu.(uVE + EVu) drdt =
s Jo S 0
/ EruNw.VE dedt + / EE|Vul? dedt
Qx]8,T[ Qx]8,T[
obtemos de (3.13) a segunda igualdade do lema. =

Corolario 3.1 Considerando ¢ =m(zx) =x—xz9 e =N —1 em (3.5), onde xog é um ponto

fizo de RY, temos que
T

T
2/ Ertldt = — /Qu’{2m(x).Vu+ (N —1Du} do E*| +
s s

+p EF LB {2m(x).Vu + (N — 1)u} dedt—
Qx]S,T|

— a(z)u'{2m(z)Vu + (N — 1)u} E* dedt+

Qx]8,T[

(3.14)

ou\’
"
+/rx]s,T[E (m(z).v) <8I/> dl'dt .

Demonstracao: Como div (¢) = N, temos que

: 12 2 _
/QX]S’T[@V (¢) — &) {|u]? = |Vul?} B dedt =

T
= / E" {]u’|2 — |Vu|2} drdt = / E* (/ {]u’|2 + |Vu]2} dr — 2/ |Vul? dx) dt =
Qx]STY s 0 0

T
— 2/ Er -2 E|Vul? dedt .
S Qx]S,T|
(3.15)
Também, temos que
N N 2
aq; ou ou ou
2 E* J — | dxdt =2 Ev dxdt =
Qx]8,1] ijzzl (8931) <8$Z> <8xj> o Qx]8,T| ; (8:@) o
’ (3.16)
=2 E*|Vul? dadt .
Qx]S,T|

Temos, entdo, de (3.5), (3.15) e (3.16) a tese do corolario.  m
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Corolario 3.2 Seja h a fungdo do lema 1.8. Considerando ¢ = h e « = 0 em (3.5) e
multiplicando a igualdade obtida por R = sup{|m(z)| , = € Q}, onde m(z) = = — xo,

zo € RY fizo, temos que

a 2
R E* (“) drdt < cO/A {IlW]? + |Vul*} B dodt+
Ty x]S,T] ov 5x]S,T|
T

2R / «h.Vu drdt B —

Q s (3.17)
—2uR E* Y E'h.Nu dxdt+

Qx]S,T|
+2R a(z)u'h.Vu E* dzdt

Qx]8,T|

onde ¢y € uma constante que so depende de w.

Demonstragao: Substituindo ¢ e a como acima em (3.5) e multiplicando a equacao obtida

por R, temos que

2 T
R E*(hv) (au> drdt = R [ o'{2h.Vu} do | +

I'x]S,T] v Q s

+R / div ( )W/~ |Vu*} B* dedt — Ry EFLENW {20,V ) drdit
Qx18,T[
Oh; ou ou
OR B J drdt + R (2R Vu}E* drdt
- QxIS,T 192:1<8$z> (0@) (8 j> vt Qx]S,T[a<x)U{ upBr dadt

(3.18)
ja que div (h) =0 em Q\ ©.
Como h € (W(Q))", temos que div (h) € L¥(). Logo, existe constante ¢; > 0 tal que
div (h) < ¢;. Temos, entdo, de (3.18) que (poish=vem 'y e h.v >0 em I')

2
R e (24 arar = g Er(h) (2 drdtg
Iy x]S,T] ov Iy x]S,T] v
)
< R/ (“) drdt < Rcl/A (|2 + [Vuf?} B dudt+
]ST v Ox]S,TY
T

2R / Wh.Vude B*| —2Ru EF VB BN u daedi+

Q s Qx]8,T|

N (on;\ [ Ou [0

+2R By ( f) < “) ( “) dxdt + 2R a(x)u'h.VuE" ddt .
axIsTl 5 ox; o0x; Ox; Qx]S,T]

(3.19)

Observe que, como h € (WI’OO(Q))N e h=0em 2\ &, existe constante ¢y > 0 tal que
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ou ou
B <
2R Qx]8,T] Z <6$Z> &m) <8x ) dwdt
i,7=1 J
T N oul| du
< 2R E* dr dt <
- 02/5 /G ”zz:l ox; 8:1:]

ou
8377;

ou
837]'

. N 9 12 9 1/2
< ZRCQ/ E# Z /A dx Z /A dzx =
S i—1 w j=1 w

T N ou |’
—2Re, [ Y| [ de | dt = 2Fe, | o BIV0? dadt donde
S wx1]8,T

ox;

ou ou
o = BV {Ju'? 2V dadt .
2R /Qx]ST[ ”221 <al'z> (&x,) <8:)§]> dxdt 2R02/ STl {|u| —+ ‘Vul } T
(3.20)

Tomando ¢y = 2 max{Rcy,2Rce} e juntando (3.19) e (3.20), obtemos (3.17). =
Corolério 3.3 Sejan a funcao do lema 1.9. Considerando & = n? em (3.6), temos que

T
/ ’|Vul?E* dedt = — / un*u dr B*| + n?|u | E* dedt+
x]8,T| Q S

Qx18,T[

+u EFYEun? dadt — 2 nuVu.Vn E* dxdt—
Qx]8,T[ Qx]S,TY

—/ a(x)u/'n*ub" drdt .
Qx]S,T|
(3.21)

Demonstragao: Aplicando (3.6) com ¢ = n* temos que

T
/ un*u dr E*| — / {n2|u'|2E“ — 772|Vu|2E“} dxdt—
Q S Qx]8,T[

—u/ EF B u n? dedt + uNVu.Vn?E* dedt+
Ox]8,1] Qx]8,T]

+/ a(x)un*uB" dvdt = 0 |
Qx]5,T|
o que implica (3.21). =

Lema 3.2 Sendo m(z) = © — xy, R = sup{|m(x)| , = € Q} e p > 0, onde xo é um ponto

fizo de RY, temos que

‘ /Q d{2m.Vu + (N — 1)u} dz E"E < ARE(0)“E(S) (3.22)
‘u / EFYEW{2m.Vu + (N — 1)u} dxdt‘ < 2uRE(0)*E(S) . (3.23)
Qx]S,T|
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Demonstragao: Vamos provar inicialmente que
/ 2m.Vu+ (N — Du)? dx < / (2m.Vu)? dz . (3.24)
Q Q

De fato, notemos que

/Q(Zm.Vu + (N — 1)u)* do — /Q(2m.Vu)2 dr =

= /Q {(2m-VU)2 +4m.Vu(N — Du + (N — 1)2u2} dr — /Q(Qm.Vu)2 dr = (3.25)
=4(N — 1)/{)(mVu)u dx + (N* — 2N + 1)/Qu2 dx .

Mas

0 0
(m.Vu)u = ((xl — xé)axul + ..+ (zny — xév)u> u

e, para todo 1 < i < N, temos que

19

{(331 - xé)uﬂ — —u? = (z; — x})u

onde g = (zp, ..., zd)).
Portanto,

1 N
5 div ((xl —z)u?, .., (Ty — xéV)UQ) - §u2 = (m.Vu)u ,

o que implica, pelo Teorema de Gauss e pelo teorema 1.12, que

1 . N
/Q(m.Vu)u dr = E/lev ((x1 — o), . (ry — xév)u2> dx — 5/@”2 dx =

! N
B E/r (21 = 2p), s (on — 2 Ju?) v dT — §/QU2 dz —
1 2 N
- - . F—f/ )

2/Fu(m1/)d 2Quda:',

donde
W s [

pois u* € W.

Juntando (3.25) e (3.26), obtemos (3.24), pois 1 — N2 < 0.
Utilizando (3.24), temos que

/ W (2m.Vu + (N = V) de| < [i|2|2m.Vu + (N = 1)ulgz <
Q
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< | z2)2m.Vulp2 < 2R 12| V|2 < R (|u/|z2]| + Vu|p2) = 2RE

ou seja,
/ W« (2m.Vu + (N —1)u) de| < 2RE . (3.27)
Q
Portanto,
T T
‘/ W {2m.Vu + (N — 1)ul de B*| | = ’/ W {2mVu+ (N — 1} de| | | B#E| <
Q S Q S

< (2RE(T) +2RE(S)) |E*(T) — E*(S)| < A4RE(S)E(0)* ,

o que prova (3.22).

Finalmente, temos, de (3.27), que

T T
|u/ EF LB (2m. N + (N — 1)u) dxdt| < u/ EFYE'|2RE dt = QMR/ EM|E'| dt <
Qx]S.T| s s

T
< 2uRE(0)* / \E'| dt < 2uRE(0)E(S) |
S
0 que prova prova (3.23). [

Lema 3.3 Seja u solug¢io do problema (3.1). Para cada t > 0, existe uma tnica z(t) €
H?(Q) N HY () solugdo de
—Az=x(w)u em

(3.28)
z=0 em T.

Além disso, z € C°([0,00) ; H*(2) N HE()), 2 existe, pertence a C° ([0,00) ; H2(2) N HE())

e satisfaz
—AZ =y em Q
x(w) (3.29)
Z=0 em T.
Também, temos que
/QVz.Vu dr = / lul® dz | (3.30)
/ V2|? de < c/ ul? dz (3.31)
Q w
e
/ V2| dr < c/ [u'|? da . (3.32)
Q w

Demonstracao: Seja t > 0 fixo. Como u(t) € H e x(w) € L®€, temos que x(w)u(t) € H.
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Entao, pelo Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg existe uma tnica z(t) € H%(Q2) N H}(Q)

solugao de
—Az=x(w)u em Q. (3.33)

Como isso é valido para todo t > 0, tomando z(t) e z(t 4+ h) respectivas solugoes de (3.33)

emtet+h, h>0, temos que
| = Az(t+h) + Az(t)|m = | x(W)[ul +h) —u(@)] |a ,
o que implica que

z(t+h) = 2()llv = [ x(@)[u(t +h) = u(@)] [a

donde
l|z(t+h) — 2(t)||v < Ju(t +h) —u(t)|g — 0 quando h — 0T |
pois u € C°([0,00) ; H).
Analogamente, ||z(t — h) — z(t)|][v — 0  quando h — 0T. Portanto, temos que z €
C°([0,00) ; V) e satisfaz (3.28).
Logo, temos que z' € D'(0,00; V) e Az € D'(0,00 ; H).
Derivando a equagao em (3.28) no sentido das distribuigoes, temos que
—AZ' = x(w)u' em D'(0,00; H).

Como v’ € C°([0,00) ; W), temos que —Az" € L>((0,00) ; H). Por outro lado,

supess ||2'(O)|lw = supess sup [ (@, 2" () wrsew |-
0<t< oo 0<t<oo PEW' llollyr<1

Como —A € L(W, W) e é isomorfismo, temos que existe v € W tal que ¢ = —Av. Entao,

como —A também é auto-adjunto,

supess |12 @llw = supess  sup | (=0, 2 () | =
0<t< oo 0<t<oo VEW,|[lw<l
= supess sup | (v, =AZ' (1) | < supess | — AZ'(t)|n sup lv|lg <
0<t<oo VEW,|l]lw<l 0<t< oo veEW , [Jv]lw<1
<c supess | —AZ(t)|lg  sup l|lv]lw < ¢ supess | — A2 (t)|g < oo
0<t< o0 veW , ||v]lw<1 0<t< o0

pois —Az" € L*>((0,00) ; H).
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Portanto 2’ € L*((0,00) ; W), o que implica que z/(t) € W q.s. em (0,00) e —A2'(t) =
Xx(w)u'(t) € H. Novamente pelo Teorema de Agmon-Douglis-Niremberg, temos que 2/(t) €
V.

Analogamente ao que fizemos anteriormente, provamos que 2’ € C°([0,00) ; V) e satisfaz
(3.20).

Agora, pela Identidade de Green,

/VZ.VU dx:/ —ulAz dx:/x(w)UQ d:zc:/ lu|® dz |
Q Q Q w

o que prova (3.30).
Tembém pela Identidade de Green, e observando que )\1|U|%2(w) < ||u||§{3(w) para todo

u € Hj(w), vemos que

1/2 1/2
/Q|Vz|2 d:v:/Q—zAz d$:/ﬂx(w)uz dx:/uz dzx < </ u? d:v> (/ 22 da;) <
1 /

1 1/2 1/2
e 2 ( 2 ) e
S (/wu d:v) /w]Vz| dx S n

donde
1/2 1
v 2d) <(
(/Q| dde) < =

1
o que prova (3.31) com ¢ = o

1
A prova de (3.32) é andloga. =

Corolario 3.4 Sejam z a fungao do lema 3.3 e p > 0. Entao,

T
/ \u|?E* dedt = — / u'z dx E“} + Efu' 2 dedi+
wx]S,T[ Q S Qx]S,T] (334)
+1 BB 2 dedt — / a(z)u' zE* dxdt .
Qx]8,T| Qx]8,1[

Demonstragao: Multiplicando a equagao u” — Au + a(x)u’ = 0 por zE* e integrando em

Ox]S,T[, temos que
T T
/ / ' zE" dtdr — / E“/ z Au dzdt + a(z)u'zE* dzdt =0 .
QJs s Q Qx]S,T]

Integrando por partes o primeiro termo e usando a Identidade de Green no segundo, temos

T T T
/ {u’zE*‘]ﬁ— [ Bt [ dt} do+ [ B ( [ vuv: dx) dt+
Q S S S Q

+/ a(z)u'zE* dedt =0
Qx]S,T|
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o que implica que

/ w'z dx B*
Q

T
- / Efu' 2 dxdt — EF B 2 dadt +/ |u|* E* dxdt+
S Qx]S8,T|

Ox]S,T] wx]S,T|
—l—/ a(z)u' zE" dxdt =0 |
Qx]8,T|

donde (3.34). =

De agora em diante, consideraremos w; = {z € w; a(x) <1} ews = {r € w; a(z) > 1}.
1/2

Lema 3.4 Seja I = (|Au0|§{ + ||u1||?,v> / , onde ug € uy sao as condigoes iniciais do pro-

_ d
blema (3.1). Suponha que a € C°(Q) satisfaz ]a_l\g = / —f < 00 para algum p > 0 tal que
w

O<p<oo se N=1,2
p>N—-2 se N2>3.

Entao, para N =1,
1
/|u'|2dx < || + cla” [ P BT | B (3.35)
e para N > 2, temos

p—(

12 / -1 ﬁ p% N=2) g2
|W'|° dx < |E'|+cla™ g FPY E 200 || (3.36)

Demonstracao: Como w é a intersecao de uma vizinhanca de I'y com ), temos que, para

todo N > 1,
/ W/ |* dr < / a(x)|u/|* de < / a(z)|u/|* do |
w2 w2 Q
o que implica que
/ /)2 de < |E'| . (3.37)

1° caso: N =1

Utilizando a desigualdade de Holder e o Teorema de Imersao de Sobolev, temos que

1
Nz N R
/ |2 dx:/ () +1 a?v |2 da < (/ [() +1] dq;) (/ [amwﬂ E d:c)
w1 w1 \a w1 a w1

ﬁ 2 ﬁ % :Dpl 2 ﬁ
= (/ dI) (/ alu'|**e dw) < [(/ d$> ] (/ alu'|**e dw) <
w1 aP w1 w ar w1
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p_ L p_ L p_ 2
<o B ([ ala P de) ™ < 1 5 (B [l de) ™ = o T R B
w1 Q
ou seja,
» 2
[ WP de <l T R B (3.38)
w1
onde [u| () = [t]oo-
1
Tomando g=r=2,s=00,k=0,0 = gems= 1 no lema de Gagliardo-Niremberg, temos

que, para toda ¢ € H'(f2), existe constante positiva c tal que

1/2 1/2
[loo < ellell iy leld” - (3.39)
Por outro lado, pelo corolario 2.3, temos que
1/2
lu'lw < Fy , onde Fy = (|Augly + [[ual[}) (3.40)

Como as normas em H'(2) e em H} () sdo equivalentes para ¢ € H} (), temos, de (3.40),
que existe c; tal que
HUIHHl(Q) <cshy . (3.41)

De (3.39) temos que

1
1 1 1 1

2 2 L L 1754 S
BT < I T = |(f )| I
o que implica que, utilizando (3.41),
W|ET < ¢ BT FFT (3.42)
Portanto, temos de (3.38) e (3.42) que

1

_p_ 1
/w W|? de < crla= VT BT | B |7 B (3.43)
1

Finalmente, juntando (3.37) e (3.43), obtemos (3.35).

2° caso: N > 2

Voltando ao primeiro caso, vemos que

[ e < (/ a7+ dx)”“ . (3.44)
w1 w1

Por outro lado, notemos que v’ € L%(Q) De fato, se N = 2, como v’ € H}(Q2) C H*(Q),

4
utilizando o teorema de Imersao de Sobolev com m = 1, p = 2 e ¢ = 2 4+ —, temos que
p
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v € HY(Q) — L5 (Q). Agora, se N > 2, por hipétese temos que p > N — 2. Utilizando
, temos que H'(Q) — L ().

novamente o teorema de Imersao, mas com g = N

Portanto, temos da definicao de w; e da desigualdade de Holder que

_p_ _p_
([ alP o)™ = ([ a5 @)™ <
w1 w1

;12044 2pl;4 % 12 zpﬂ-z
< ( lu'| " :C) (/ a]u|d:v> <
w1 w1
2p+4 2;3»4 gi? 2 2;71«;&»2
< (/ lu/| " dx> (/a|u'| dm) :
Q Q
o que implica que
242 p% at2 p
(/ a2} dx) <Nl 57 (3.45)
w1
Juntando (3.44) e (3.45) temos que
p+2
| W de < - 1|p+1\|u\|z’2p+4( )|E'\2f+2. (3.46)
1

2p+4

Agora, tomando g =1 =2, s = k=0, m=1ed = ) no lema de Gagliardo-
p

Niremberg, e utilizando a hipétese sobre p, temos que, para toda ¢ € H'(2) existe constante

positiva c¢ tal que

+2— N
loll 2oz, < ellellEayleli™
Logo, de (3.46) temos que
N pt2—N
/ ' de < esla™ | |15 | B (3.47)
w1

Juntando (3.41) e (3.47), temos que

» N prEN
[ WP do < cla T ER ([ P ) T B
w1

donde
2 M pyo- P
/ |2 de < crola [T F7 T B e | B (3.48)
Portanto, de (3.37) e (3.48) obtemos (3.36), o que conclui a demonstracdo. =
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3.2 Teorema de Decaimento

Finalmente, provaremos que a solugao forte do problema (3.1) decai polinomialmente com o

tempo. A demonstracao é longa e serd dividida em vérios passos.

Teorema 3.1 (Decaimento)

_ dx
Suponha que a € C°(Q) satisfaz \a‘llz = / — < 00 para algum p > 0 tal que
w

O<p<oo se N=1,2
p>N—-2 se N>3.

Entao, para N =1,
1 1 2p
E(t) < ko (ya—1|p F7 +E(O)2‘p> S0, (3.49)

e, para N > 2, temos que

3|2
zs

E(t) <k (|a—1|; F,* + E(0) ) R VS0, (3.50)

onde ko e ki sao constantes positivas independentes dos dados iniciais do problema (3.1).

Demonstragao:
Passo 1.
Considere m(x) = x — xp, onde xy é um ponto fixo de IRY. Utilizando as desigualdades de

Holder, de Poincaré e de Young, temos que

<

/ au'{2m(z).Vu+ (N — 1)u} E" dxdt
Qx]S,T|

< <

/ au'2m(x).Vu E* dxdt‘ +
Qx]8,T

/ au' (N — 1)u E* dxdt
Qx]8,T[

<2 altd'|[m(2)||Vu| E* dwdt + (N — 1)/

alu'||u| B* dzdt <
Qx18,T[ Qx18,T[

T T
< C11/ E* {/ a1/2|u’|a1/2|Vu| dx] dt+(N— 1)/ EF [/ a1/2|u’|a1/2|u| dm} dt <
S Q S Q
T 1 i
cor [ ([t (it
< cll/s E [(/ﬂa\u! dx /Qa\Vu\ dx dt+
T 1 i
+(N — 1)/5 E* K/Q alu'|? dm) (/Q alul? dx) 1 dt <
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T 1 % T 1 %
<en [ B IR (/ Vuf? d:c) it + g [ B IE): (/ [uf? dx) dt <
S Q S Q
T 1 % T 1 %
<en [ BB (/ |Vu|2dx) dt + e [ BB (/ |Vu|2dac) it —
S Q S Q
T ni 2 2 T nl 1
= cs [ B ([ IVuP do) dt < e [ BV BB @t
S Q S
T 1 C 1 1 /T c?
— [ Ve Esas E“E’th<7/ oprtt 4 I8 pu g\ g <
/. et a < g f o )} <
T T T S
g/ EF AL + ¢ E(O)“/ E'| dt = / EFdt + o1 E(O)“/ Edt <
S S S T
T
< / EFFdt + ey B(O)PE(S) |
S
ou seja,

T
/ gy @ 2m() Vo (N = 1)u} B ] < / EFLdt 4 ep EQOFE(S) . (3.51)
Qx|S,T S

Logo, juntando (3.14), (3.22), (3.23) e (3.51), observando também que m(x).r > 0 em I';,

temos que

T T
2 /S E*Hdt < 4RE(0)E(S) + 2uRE(0)*E(S) + /S Bt + ey B(OPE(S)+

+ <

o\’
o
/F+X]S’T[E (m(x).v) (81/) drdt

T ou\’
< c1s B0V E(S / Bl B () arar <
<cnbOPB(S)+ [ B [ Bt (5) dras
T 2
+1 du
< cisB(0)"B(S) + / EFldt + R o () drdt |
S Ty x]S,T| ov
donde )
L ou
/ EFldt < esE(0YE(S) + R e (24 ara . (3.52)
s Ty x]S,T] ov
Passo 2.

Sejam h € (W'(Q)" a funcio do lema 1.8 ¢ R = sup|m(z)|. Entdo, utilizando a
x€eQ)

desigualdade de Young, temos que

T
’2R/ uw'h(z).Vu dx E“]
Q

S
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_ 2R’E(T)“ /Q o (z, TYh(z) Vu(z, T) dx — E(S) /Q o (z, §)h(x).Vu(z, S) da | <

< e10E(T)" /Q ! (2, T)||Vu(z, T)| dz + croE(S)" /Q ! (z, S)||Vaul(z, S)| dz <
< o E(T)" /Q (2, T) 2 + |Vu(z, T)|? dz + caoE(S)" /Q (2, S)|2 + [Vau(z, S)|? dz =
= 621E<T)u+1 + 021E<S)‘u+1 S CQQE(O)uE(S) s

ou seja
T

‘2R /Q Wh(z).Vu dr B*| | < e BOYE(S) | (3.53)

S

e também, temos que

‘—Q,LLR EFVE'W h(x).Vu dxdt’ < 2,uR/ ] [EH—1|E/| || |h(x)| |Vu| dzdt <
Qx]S,T

Qx]8,T|

T T 1
<on [ P (/ | [Vl daz) dt <o [ BB (/ /2 + [Vl dx) it —
s Q S 2 \Ja
T S
= o /S EME'| dt < cas E(O) /T E'dt < ess E(0YE(S) |

isto é

‘—Q,uR EF B h(z).Vu drdt| < cisE(0)E(S) . (3.54)

Qx]S,T|

Por outro lado, utilizando as desigualdades de Holder e de Young, vemos que

‘QR a(z)u'h(z).Vu E* dxdt

Qx]5,T|

T ! , T 3 3
< 024/ EV (/ az|u'laz|Vul dx) dt < 024/ EV </ alu'? dx) </ a|Vul? d:v> dt <
S Q s Q Q

T 1 % T 1 1 T pt1 I 1
<o [ BYE: (/ IVl dm) dt <o [ BB dt= [ BT B B <
S Q S S

<2R a(z)|'| |h(z)| [Vu| E* dedt <

Qx]S,T|

1 (T 1 (T S
< 7/ (B 1 cprB¥|E'|} dit < f/ foles dt+028E(0)“/ B dt <
2Js 2Js T
1 (T
S 5/ E'lH_1 dt+ngE(0)uE(S) ;
s
ou seja,

|2R a(z)u'h(z).Vu E* dedt

Qx]S,T|

1 T
< = ptt p . .
<3 /S EFdt 4 cog E(0) E(S) (3.55)
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Combinando, entao, (3.17), (3.53), (3.54) e (3.55) temos que

2
1 T
R g (24) < co/ {2 + [Vuf*} B* dxdt+f/ EFLdt + cag E(0)PE(S) .
Iy x]S,T] ov Ox]8,T] 2Js
(3.56)
Finalmente, de (3.52) e (3.56) temos que
T
/ EFLdt < esoE(0YE(S) + e /A {2+ |Vl B dodt (3.57)
S wx]S,T[

onde c3; é uma constante positiva. (Esta observacao serd necessaria mais adiante.)

Passo 3.
Consideremos a funcao n € W1>(Q) do lema 1.9. Utilizando as desigualdades de Young e
de Poincaré, temos que

T

‘— /Qu'(x,t)n(x)Qu(:p,t) dx E" .

= ‘E(S)“/ u'(z, S)n(x)*u(z, S) do — E(T)“/Qu’(:c,T)n(a:)2u(z,T) dr| <

Q
< E(S)“/Q W/ (z, 8)| Ju(z, S)| dz + E(T)“/Q ! (2, T)| |u(z, T)| de <

< SO [ (e, S)P + lutw, S) o+ JETY [ o (e, T +Ju(z, T dr <

1
2
< %E(S)”/Q W/ (, S)]? + |Vu(w, S)|? dx + %E@)’“‘/ﬂ [/ (2, T)* + [Vu(@, T)|* dz =

— eB(S)PE(S) + e E(T)E(T) < csB(S)PE(S) < e E(OFE(S) |

isto é,
T
S 034E(0>ME(S) s (358)

|— /Qu'(x,t)n(x)Qu(m,t) dx E“}

S

e também, temos que

T
<u[ BB (/ | [ul dm) dt <
S Q

T 1 T 1
<u [ BUE (/ /2 4 Juf? dx) dt < ess [ BUE (/ |u'|2—|—|Vu|2dx) it —
s 2 \Ja s 2 \Ja

T S
= s /S EME'| dt < cssE(0) /T E'dt < ess E(OYE(S) |

,u/ EFYEu n? dadt
Qx1]8,T
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ou seja

‘u / | [E“_IE’u’u n? dxdt| < essE(0)*E(S) . (3.59)
Qx]S,T

Também pela desigualdade de Young, vemos que

T
‘2/ n uVu.Vn E* dxdt‘ < / E" (/ In| |Vu| 2 |u] V7] dx) dt <
Ox]S,T] s 0

<2 [ ([ (1ol + Al1onR) as) ar =

1
- f/ 7|Vl B dedt + 2/ 2|V 2B dedt <
2 Jax)sT| Qx]S,T]
1
<= P |Vul? B drdt + 036/ W2E" dedt |
2 Jax]s T wx]S,T]

isto é,

‘2/ nuVu.Vn E* dxdt
Qx]S,T|

1
< */ " |Vul>E* devdt + 036/ lu|>E* dxdt .
2 Jax]s,T wx]S,T|
(3.60)

Por 1ultimo, notemos que, pelas desigualdades de Holder, Poincaré e de Young, temos

T
< 037/ E" (/ a(z)|u| |ul dx) dt =
S Q
T , . T 3 3
= 037/ EV (/ az|u'|a?|ul dx) dt < 037/ E" (/ alu’')? da:) (/ alul? d:v) dt <
S Q S Q Q

T
< 038/5 Er|E'3 (/ |Vu|2dx) dt < cgg/ BB dt = / B | EFFES dt <

2031/ a(x)u'n*u E* dxdt
Qx]S5,T|

|
<= / EFYdt 4 e / EFE dt < - / EFLdt + e E(OE(S) |
2.Js T 2Js

isto é,

1 /T
2031/ a(x)u/'n’u E" d:):dt| < 7/ B dt + cyoE(0)*E(S) . (3.61)
Qx]S,T] 2Js

Temos, entao, de (3.21), (3.58), (3.59), (3.60) e (3.61), observando também que ¢3; > 0, que

/ o PIVUPE dudi < cnE)B(S) + PIVulEF dedt+
Qx]S, T

2 Ox]S,T]
+c36/ o [UPEY dndt —/ B dt +
w X

4y

+ |/ [PE* dxdt
Qx]5,T|
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o que implica que

1

= PIVulPE dedt < ea E(0)E(S) + ¢ /
2 Jax)s,T|

lu|? E* dxdt +
wXx]S,T[
b

+
4631

T

/ B dt + / W/ [2E* dedt
S wx]S,T[

donde, multiplicando por 2¢3q,

031/ ?|Vul?E* dedt < cppnE(0)*E(S) + 043/ lu|* E* dxdt +
Qx]S,T] wx]S,T|

x]

1 /T 1
+§‘/S E‘u+ dt+C44/

wX]

(3.62)
W/ |*E* dxdt .
ST

Finalmente, combinando (3.57) e (3.62) temos que

T
/ EFLdt < ey B (0 E(S) + e / WP B o+ o / VUl B dedt <
S ST S, T

wx]8S, c/u\x] \

< e30E(0)E(S) + 031/ |u/|>E* dxdt + 631/ n?|Vul|? E* drdt <
w T Qx]S8,T|

x1S,

1 /T
< cis E(0)E(S) + 646/ |u'|?E* dxdt + 043/ lu2E* dxdt + 7/ Bl dt
wx]S,T[ wx]S,T 2 /g

donde

T
/ EFUdt < cnE(0YE(S) —1—048/ o WP dnd ¢ c49/ B dndi (363
S ST ST

wX wxX]
o que conclui o passo 3.
Passo 4.

Seja z a fungao do lema 3.3. Notemos que, pelas desigualdades de Holder, Poincaré e de

Young e pelo lema 3.3 (desigualdade ( 3.31) ), temos

T
‘— / u'z dx E“}
Q S

< E(S)“/Q |u'(x, S)| |2(x, )| dx + E(T)“/Q |/ (z, T)| |2(x, T)| do <

e

Qu’(x, S)z(x,S) dv — E(T)“/Qu/(I,T)z(x,T) dx’ <

< 5 ([ Wle.s)F ) ([ o 9F ao) +m0p ([ W 1P i) ([ ) ar) <

< esoEO) [ [z, 9)P d:v)é</g Vz(x, 5)[? d:g)é +
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teso E(0) (/Qw(q,-,T)y? dx)é(/ V2 (2, T)) dx); <
< e ([ (e SR ar) ([ |U(I,S)|2dx>%+
tes1 E(0 </|uxT|2 x) (/\uxTde) <
< e3rE(0 (/|ux5]2dx> (/|Vux5[2dx> 4
sy B(0)" (/Q ! (2, T) | dx)2</Q Vu(z, T)[? dxf <

< e E(0) ;/ﬂ{]u'(:c, S) + [Vulz, )P} do + s B(0)" 1/ (I (2. D + [Vulz, T} da
== C52E(0)“E(S) + C52E(0)”E(T> S C53E(O>ME(S) s

ou seja
T

< essE(0)E(S) (3.64)

‘— / u'z dx E*
Q

e, também, pelas mesmas desigualdades,

S

T
‘u/ BB dmdt‘ <u[ BB (/ ] |2 dm) dt <
Qx]S,T s 0

T 1 1
g,u/ EF L E (/ |/ |? das>2 </ Els d:v>2 dt <
s QO Q
T % %
< s [ E“1|E'y(/ P d:c) (/ |Vz]2d:c> it <
s 0 Q
T 1 1
§C55/ EFYE (/ ' ? dm) (/ |ul? dx) dt <
s Q Q
T 1 1
—1| /2 2 2 2
§c56/ o !E\</]u\ da:) (/\w dx) dt <
s

S
S 056/ Er 1|E|/| (|U |2 + |VU|2 d!E) dt = 056/ EME/ dt S C56E(O)ME(S) s

isto é

‘u / EF B 2 dadt] < ess B(0)E(S) . (3.65)
Qx]s,T

Finalmente, observemos que, pelas mesmas desigualdades e pelo lema 3.3,

T
8 / a(z)u'z E* dxdt’ < 048/ E* (/ a(z)|u'| |z] dx) dt =
Qx]8,T s Q
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T 1 1 T 3 1
= 048/ E* (/ az|u'|a? |z dx) dt < 048/ E* (/ alu’')? dx) (/ alz|? dx) dt <
s Q s Q Q
T % %
< 057/ E* (/ alu'? dx) (/ |V 2|? da;) dt <
s Q Q

T ) 3 T L 3
< 058/ B E |} (/ ul? dx) dt < 059/ B E |} (/ V2 dx) dt <
S Q S Q

T T 1
<cw | E'TEE|Tdt = [ = E" 2cq |E|2EE dt <
S s 2

T s 1 /T
< / EFFLdt + e / BV dt <5 / B dt + e E(OYE(S) |
S T S

1
4
ou seja,

C48

1 T
<4 /S EFdt + e  E(O)PE(S) | (3.66)

/ a(x)u'z E* dxdt
Qx]8,T[

e, também, notemos que, utilizando novamente as desigualdades de Hélder e de Poincaré e

o lema 3.3 (desigualdade (3.32)), encontramos

T
8 / Efu' 2 dxdt| < 648/ E* (/ /| |2 dx) dt <
Qx]8,T s Q

T 1 1 T 1 1
< c48/ E* </ ' |? dx) ’ (/ Eds dx) fdt < 062/ E* (/ |u'|? d:v) ’ (/ |VZ'|? dx) Lt <
s Q Q s Q Q
r % % - %
< 063/ E" (/ u'|? da:) (/ u'|? da:) dt < 064/ Erts </ /| dx) dt =
S Q w S w

T 1 ptl

u 2 1T
= [ 5 B 2cu Bt (/ o/ |? d:c)2 dt< [ B dtse [ B dudt
2 w 4Js wx]S,T|

Cyq

S
isto é,

Cis / Btz dxdt
Qx]8,T[

1 T
<= / EFHdt + cg / E)? dadt (3.67)
4 /s wx]8,T[

Logo, substituindo (3.64)-(3.67) em (3.34), vemos que

1 /T
Cas / W2E" dedt < cos E(OVE(S) + ~ / EFFLdt o+ cgs / EM)? dedt . (3.68)
wx]S,T[ 2 Js wx]S,T[
Combinando, entdo, (3.63) e (3.68), temos
T 1 /T

/ EFLdt < e E(OYE(S) + = / EFLdE+ egy / EF|? dedt

IS 2 .Js wx]S,T[
donde

T
/ EFLdl < g B(0YE(S) + cro / EF|? dedt . (3.69)
S w T

x|8.T]
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Passo 5.

Neste ultimo passo, provaremos a tese do teorema. As demonstragoes de (3.49) e (3.50) sao

distintas, necessitando para isso, valores diferentes de .

1° caso (N = 1): Multiplicando (3.35) por croE , integrando de S a T, e utilizando a

desigualdade de Young, obtemos

1

T T _p_ _1_
cm/s E% (/ o2 d:vdt) dt < 070/3 E% (|E’| +c|a—1|5+1F1p+1E2(p+1>|E’|pik> dt <

S T p_ 1
< e B(0)% / B dt +cn / E% o |3 B BT | B dt <
T S

1 T 2p+1 7 -2 -1 ﬁ p%
< enE(0)2E(S)+ | E%GD o |E'|p+1 o™ |5 FPT dt <
s
1 T 1 2p+1 \ Pt D P L 1 pTJfl
< c0E(0)22 E(S) + <E2P<P+1>) +<c E'|vt1 g7t 2H! F”“) dt =
< crE(0) E(S) s pi1 P 7 [E'[P a5 Y

L

T 1 T
= C70E(O)%E(S) -+ /S E1+% dt + C72’G71‘p Flp/g |El‘ dt <

1 1 T 1 _ 2
< enBOFB(S)+ 5 [, B dt + enla™l, FLE(S) |
isto é,

T 1 T 1
cm/s E% (/ 2 d:cdt) dt < enE(0)% B(S) +p+1/s EY% dt + cnla™Y|, FYE(S) .

(3.70)
1
Logo, de (3.69) com pu = 55 © de (3.70), temos que
p
ToirL = 1 Tl -1 Z
/S B dt < c73E(0)2pE(S)+p+1/S E™% dt + cnlaY, FPE(S)
o que implica que
Ttk = -1 v
/ B dt < e B(0)% E(S) + ersla”], FY E(S) |
S
donde
T 1 1
[ B dt < e (|a—1|,, FP+ E(O)zp> E(S) . (3.71)
S

Tomando o limite em (3.71) quando 7' — oo, temos que
oo 1 1 1
[ B dr < eng <ya—1|p FP+ E(O)2p> E(S) |
S
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1
donde, pelo lema 1.7, como 2 >0 e S >0 é arbitrario,
p

2p
B(t) < [ers (Ja7!ly 77 + BOF ) (142p)] ¢, Wes0,
o que nos leva a (3.49).

22 caso (N > 1): Multiplicando (3.36) por crEr , integrando de S a T, e utilizando a

desigualdade de Young, obtemos

p—(N—-2) P
070/ Ev (/ /|2 dx) dt < 070/ Ev <|E/| + cla _1|p+1 Ff”Jrl E 200 |E/|2p+2) dt <
S S

Np+2N+p=+2.
< erE(0 X / e ® oo la” 1|p+1 Fp+1 \E/| %% dt <
2(p+1)
2 (N +p) (p+2)
< cr0E(0 JZ +/ P+ ( (i) ) e +
2(p+1)

2(p+1)
p -1 +1 +1 1 52 P
+ (c a B 2p+2) dt =
2(p+ 1) r ’ ‘p ‘ ’

x p+2 T o4y 2 o [T
= cnE(0)7 E(S /Evdt F”/E’dt<
nBOFES) + 52 b oenla 2 E [ b <
2
< cnE(0)YE(S) + 2“ / VS dt + el 2 By E(S)
ou seja
T N ) N p+2 (T 1N 12 p
cm/s B (/w|u'\ dx) dt < enE(0)5 E(S) + 2(p+1)/5 E"5 dt + ersla” 2 F,” B(S) .
(3.72)
N
Portanto, de (3.69), com p = —, e de (3.72), temos
p
/TE”iY dt < ergE(0)7 B(S) + pt2 / EY% dt + crsla” 2 R E(S)
5 > 79 2 p+1 78 1 )
o que implica que
T N 2N
/ EY% dt < esoE(0)7 E(S) + esila |2 By E(S) |
S
donde
T _,.N 2N N
[t < e (ya1|§ F7 o+ E(O)p) E(S) . (3.73)
S
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Tomando o limite em (3.73) quando 7" — oo, temos que
%) 2N
/S B gt < cn (|a1|§ FP o+ E(oﬁ) E(S) |

N
donde, pelo lema 1.7, como — > 0 e S é arbitrario,

" NS L
B0 < [ou (g 77+ 205) (14 D)8 vizo,
p
o que nos leva a (3.50), finalizando, assim, a demonstracao do teorema. [
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