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RESUMO

TEOREMA DA SEPARAQAO DE JORDAN-BROUWER-ALEXANDER
Fernando Celso Villar Marinho
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de Mayer-Vietoris por (DOLD, 1993). Notas histéricas permeiam o texto e a funda-
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mas r-lineares ou Tensores, Formas Diferenciais, Variedades Diferenciaveis, Coho-
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lares e Aproximagao por Fungoes Continuas.
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ABSTRACT
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demonstration of Jordan’s Theorem it is based in the presented for (TVERBERG,
1980, p.34) and the generalization of that result, owed the (ALEXANDER, 1922,
p.333), it was presented in this work using homotopy axiom for de deRham Cohomol-
ogy and sequence of Mayer-Vietoris for (DOLD, 1993). historical Notes permeate
him/it text and the necessary theoretical fundament is presented. It is studied Para-
metrized Curves, Forms r-linealor Tensores, Differential Forms, Manifold ,de Rham
cohomology , Homotopy, Sequence of Mayer-Vietoris, Tubular Neighborhoods and

Approach for Continuous Functions.
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Introducao

A partir de uma curva fechada simples é possivel separar plano em duas regices
cuja fronteira comum ¢ a curva dada. Esse resultado bastante intuitivo é dado no
Teorema da Curva de Jordan.

O presente trabalho tem dois objetivos centrais. O primeiro é apresentar uma
demonstracao desse teorema que recupere algumas das idéias originais de Jordan.
Apresentaremos uma demonstragao baseada no artigo de Helge Tverberg (TVER-
BERG, 1980, p.34), na qual estdo presentes muitos elementos da demonstragao
original de Jordan. Os conceitos de continuidade, compacidade e convergéncia, sao
necessarios para o entendimento dessa demonstracao.

O segundo objetivo é obter uma generalizacao para o resultado que Jordan
apresentou para o plano. A primeira generalizacao foi dada em 1911 por Brouwer
(1911, p.314) no artigo Beweis des Jordanschen Satzes fir den n-dimensionalen
Raum ele provou que se S™ C R™™! é conexa e compacta entao R"1\ S™ é a reuniao
de dois abertos conexos dijuntos que tém S™ como fronteira comum. O Teorema da
Curva de Jordan segue como corolario deste resultado. Por causa desta generalizacao
e como uma homenagem, o Teorema de Brouwer fica conhecido como Teorema de
Separacao de Jordan-Brouwer.

O resultado que apresentaremos neste trabalho é ainda mais geral, e foi de-
monstrado por Alexander (1922, p.333) no artigo A Proof and Extension of The
Jordan-Brower Separation Theorem. O Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer-
Alexander, como ficou conhecido, teve uma nova demonstracao, muito elegante,
usando invariancia homotdpica e seqiiéncia de Mayer-Vietoris feita por (DOLD,
1993). Deste teorema obtém-se, como corolério, os teoremas de Jordan-Brouwer e,
conseqilentemente, o classico Teorema de Jordan.

Apresentaremos algumas notas histéricas bem como conceitos relativos as curvas

planas no segundo capitulo . Faremos comparacoes entre as defini¢oes retiradas do
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texto Cours d’Analyse (JORDAN, 1959, p.92) e as defini¢oes atuais dadas no livro
Geometria Diferencial das Curvas Planas (ALENCAR, H.; SANTOS,W, 2003, p.15).
O Teorema de Jordan é demonstrado no terceiro capitulo. A partir do capitulo IV
apresentaremos algumas defini¢oes e resultados para obtencao do arcabouco teérico
necessario para a demonstracao do Teorema de Jordan-Brouwer-Alexander que ocor-
erra no capitulo VIII. Estudaremos Formas Diferenciais, Variedades Diferenciaveis,
Cohomologia de DeRham, Homotopias, Seqiiéncia de Mayer-Vietoris e Vizinhancas
Tubulares. Esses conceitos sao necessarios para entender a demonstracao de Dold

para o Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer-Alexander.
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Capitulo 1

Curvas de Jordan

1.1 Notas Historicas

A nocao curva plana fechada simples, isto é, uma curva sem extremos e sem
pontos auto-interseccao é de simples entendimento até mesmo para as criancas.

O fato de uma curva fechada simples I', separar o plano em duas regides disjuntas
que tem I' como fronteira também parece 6bvio, nao precisando de demonstracao.
Assim também pensavam os matematicos até meados do século XIX. Segundo Kline
(1972, p.282), apenas em 1865 C. Neumann chamou atengao para a necessidade de
demonstracao desta propriedade de ”separacao do plano”. Apenas vinte e dois anos
depois, em 1887, Camille Jordan, na primeira edigdo do seu Cours d’Analyse (1959,
p.92) a demonstrou pela primeira vez.

Inicialmente poderemos dar o seguinte enunciado para o famoso Teorema da
Curva de Jordan:

Se T' é uma curva fechada e simples em R?, entao R?\I' tem exatamente duas
componentes conexas que tém I' como fronteira comum.

Apesar do Teorema da Curva de Jordan ser um dos teoremas mais conhecidos
de topologia, hd muitos, mesmo entre mateméticos profissionais, que nunca leram
sua demonstragao.

Em sua prova, Jordan aproxima a curva plana I[" por poligonos simples e supondo
o teorema valido para curvas poligonais simples demonstra o caso geral.

A demonstracao de Jordan foi considerada errada por muitos matematicos, tais
como Courant & Robbins (1941, p.245), Newman (1954, p.205) e Kline (1972, p.282),
que atribuiram a Oswald Veblen a primeira demonstragao correta do Teorema da

Curva de Jordan. Isto se deve a alegagbes de Veblen (1905, p.89), corroboradas
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por notas de rodapé nos artigos de Alexander (1922, p.333). Na realidade, porém, o
unico defeito explicitamente apontado por Veblen é que Jordan admitiu seu teorema
como valido para poligonos. Além disso, a demonstracao de Veblen no caso de um
poligono era incorreta, segundo foi apontado por H.Hahn (1908, p.289) e reconhecido
pelo préprio Veblen (1913, p.65).

Luitzen Egbertus Jan Brouwer (1910, p.169) fez uma elegante demonstracao
do Teorema de Jordan e pouco depois provou o caso geral (1911, p.314) conhecido
como Teorema de Jordan-Brouwer: Se M C R"™ é uma hipersuperficie(superficie de
dimensio n — 1)conexa e compacta, entao R\ M = AU B € a reunidao de dois
abertos conexos disjuntos A e B que tém M como fronteira comum.

Alexander, a partir de uma analise bem sucedida dos argumentos de Brouwer,
reformulou e simplificou a demonstragao do Teorema de Jordan usando métodos de
homologia (ALEXANDER, 1920, p. 180). Dois anos depois Alexander publicou A
Proof and Extension of The Jordan-Brower Separation Theorem (1922, p.333), no
qual demonstrou o chamado Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer-Alexander.
Os Teoremas de Jordan e Jordan-Brouwer tornaram-se entao casos particulares desse

resultado.

1.2 Conceitos Iniciais

Como ocorre na maioria dos textos matematicos vamos iniciar com algumas
definicoes. Entretanto, a titulo de curiosidade, faremos uma comparacao entre al-
guns conceitos iniciais que foram retirados do texto original Cours d’Analyse (JOR-
DAN,1959, p.92, tradugao nossa) e os apresentados no livro Geometria Diferencial
das Curvas Planas (ALENCAR, H.; SANTOS,W, 2003, p.15). Sempre que isto

ocorrer indicaremos a data referente ao conceito apresentado.

1.2.1 Curvas Planas

Definicao 1.1.

[1887 | Uma curva estd definida como a trajetéria dada pelas posigBes sucessivas de um
ponto mével e serad representada, em um deslocamento plano, por um sistema de

duas equacoes



onde f e ¢ s3o fun¢des da varidvel independente ¢, que se pode considerar
como representando o tempo. Se estas fun¢Bes sdo continuas, a curva sera dita
continua.
2003 | Uma curva continua no plano R? é uma aplicagao continua
a:ICR — R?
(t) = at) = (x(t),y(t)).

A aplicacao « é continua, se cada funcao coordenada z,y : I C R — R é uma

funcao continua.

1.2.2 Curvas Fechadas
Definicao 1.2.

[1887 | Suponha que ¢ varia de um valor inicial ¢, até um valor final 7. Se os valores

finais de = e y, coincidem com os valores iniciais, a curva serd fechada.

[2003 | Se « estd definida num intervalo I = [a,b], entdo os pontos a(a) e a(b) sao
chamados de ponto inicial e final, respectivamente. Se a(a) = a(b), entdo a é

uma curva fechada.

1.2.3 Pontos Maultiplos

Definigao 1.3.

[1887 |De um modo geral, se = e y representam o mesmo sistema de valores, para varios
valores diferentes de t, a curva passard varios vezes por um mesmo ponto, que

chamaremos ponto multiplo.

2003 ] Uma curva a — R? ¢ dita simples, se a aplicagdo a for injetiva. Quando
temos a(t1) = afty) , com ty, to € I ety # ty dizemos que o possui um ponto

multiplo em ¢ e t5.
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1.2.4 Curvas de Jordan

Definicao 1.4.

[1887 | Considere uma curva fechada I" continua e sem ponto miltiplo, descrita ao variar

t de ty a tog + w. Ela serd caracterizada por duas equacdes

onde as funcdes F' e ® sdo definidas de ty a tg + w , e satisfazem as relacGes
F(to + CU) = F(to), q)(to + w) = @(to)

A cada valor de t compreendido no intervalo corresponde um ponto diferente da
curva, salvo os dois valores extremos ty e ty + w, que correspondem ao mesmo
ponto. Sejam f(t) e ¢(t) duas fungdes, respectivamente, idénticas a F'(t) e a
®(t) no intervalo de tg a ty + w e definidas para os outros valores de ¢ por meio

das relacoes
fE+w)=f@), ¢ +w)=¢d).

As novas func¢oes serao continuas e as equagoes

onde t varia de —oo a 400, representarao ainda a mesma curva anterior, descrita
uma infinidade de vezes, de tal sorte que a cada ponto z, y da curva correspondem

a uma infinidade de argumentos ¢ diferentes entre seus de mdltiplos de w.

(2003 ] Uma curva « : R — R? é dita periddica, se existe um ntimero real [ > 0, tal
que

alt +1) = aft), vVt e R.

O menor valor [ = [y para o qual a equacao acima se verifica é chamado de
periodo de a. E claro que « fica completamente determinada por sua restricao
a um intervalo da forma [tg, %o + lo]. Uma curva « : [a,b] — R? é dita fechada
e simples, se a(t) # a(s) parat # s, t.s€ [a,b) e ala) = a(b). Quando « é

uma curva fechada e simples, ela é denominada curva de Jordan.
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1.2.5 Curvas de Peano-Hilbert

Quando iniciamos o estudo das curvas de Jordan, costumamos ter em mente
exemplos de circulos, elipses, poligonos regulares e congéneres. Temos consciéncia

de que sao exemplos deveras triviais, mesmo para época da publicacao de Jordan.

Figura 1.1: Curvas de Peano-Hilbert

No século XIX, Giuseppe Peano ja estudava curvas cujos tracos
preenchem o espago, a posteriori conhecidas como curvas de
Peano. Outros pesquisadores, como David Hilbert, deram con-
tinuidade a pesquisa das curvas de preenchimento do espaco
estendendo-as para espacos n-dimensionais. As curvas de Peano-
Hilbert funcionam baseadas na particdo do espaco, de forma
continua e unica. Como cada particio é um subespago similar
ao original, a construcao pode ser novamente aplicada a cada
particao, gerando novas particoes e assim sucessivamente.

16



O matematico E. Moore obteve uma construcao similar, tomando-
se inicialmente um quadrado, construiu uma curva, chamada
Curva de Moore, cujo trago preenche [0,1] x [0, 1], porém em
cada etapa da construgao, temos uma curva de Jordan. A figura
a seguir mostra a quarta etapa da construcao de Moore. (ALEN-
CAR, H.; SANTOS,W, 2003, p.24)

L

||
B
||
B

L

SEhLEE
52 A5

[ I I N N I

Figura 1.2: Quarta etapa da construgao da curva de Moore.

A figura abaixo ilustra uma construcao na qual, em cada etapa, temos uma

curva de Jordan diferenciavel.

Figura 1.3: Seqiiéncia de curvas de Jordan diferenciaveis.

Observamos que as curvas de Jordan podem ter o traco muito diferente das
nossas idéias inicias e por isso poderemos cometer equivocos se nao rompermos com

estes pré-conceitos.
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Capitulo 2

Teorema da Curva de Jordan

Neste capitulo vamos apresentar uma demonstragao do Teorema de Jordan,
baseada no artigo de Helge Tverberg (TVERBERG, 1980, p.34), na qual estao
presentes muitos elementos da demonstracao original de Jordan. A idéia principal
da prova é aproximar a curva dada por poligonos, provar o teorema para estes e
entao passar ao limite. Esta é uma aproximacao classica.

No lema 2.1 provaremos o Teorema da Curva de Jordan para poligonos e no
lema 2.2 vamos construir uma seqiiéncia de poligonos de Jordan que convergira a
curva dada.

A funcao dos lemas 2.3 e 2.4 é quantificar certos aspectos do caso poligonal, para
fazer o processo de limite funcionar. Curvas fechadas que nao sao de Jordan com
“auto-interseccao” ou “percorridas uma vez em cada direcao” também sao limites de
poligonos de Jordan . O objetivo dos lemas 2.3 e 2.4 é assegurar que o limite seja
uma curva na qual estes dois casos nao podem acontecer, ou seja, serd realmente

uma curva de Jordan.

2.1 O Teorema de Jordan para Poligonos

Nesta secao vamos considerar I' uma curva de Jordan no plano, como sendo a
imagem do circulo de unitdrio S' = {(z,y); 2 +y* = 1}.

Vejamos que tal consideracao nao entra em confronto com a definicao 1.4.

18



A curva de Jordan

a:[0,2r] — R?
t — «at) = (cost, sent)

a(0) = a(2m)

tem como trago o circulo unitario S = {(z,y);z* + y* = 1} descrito a partir do
ponto (1,0) no sentido anti-horério.
Seja I' o trago de uma curva ¢ de Jordan no plano, isto é,
¢:la,b] — (([a,b]) =T CR?
t£s o (D) £C(s) Vs e (ab),
atb v ((a) =)

Usando, se necessario, uma bijecdo continua de [0,27] em [a, b] podemos, sem

perda de generalidade, considerar

¢:[0,27] — ¢([0,27]) =T C R?
t#s — ((t)#(s),
0#2r — ((0)=C((2n).

A aplicacao v, definida! por

v: 8" —» R?

(z,y) = (z,y) = (o (apen) " (2,),

tem imagem v(S') =T
Além disso, ((t) = v(cost, sent) ¥t € [0,27) e ((27) = ((0) = v(cos0, sen0).
Vamos substituir a defini¢ao 1.4 [2003] pela seguinte

Definicao 2.1. Uma curva plana [ é uma curva de Jordan, se existir uma aplicacao

continua injetiva v : S* — R? com imagem ~(S!) = T.

'Nesta definicdo utilizamos (
bijegao de [0,27) em S?t.

-1 . - )
O‘|[o,27r)) como sendo a inversa da funcdo a|[0’2w) que é uma

19



Dentre as curvas de Jordan destacaremos os poligonos de Jordan.

Definicao 2.2. Uma curva I' de Jordan é um poligono de Jordan se I' pode ser
coberto por uma quantidade finita de arcos em cada um dos quais v tem a forma:

v(cost, sent) = (At + u, pt + o) com constantes A\, u, p, 0.

Lema 2.1. O Teorema de Jordan para poligonos
Se T € um poligono de Jordan, entio R*\I' é desconezo® e consiste em duas compo-

nentes, cuja fronteira comum € .

Demonstracao.

Sejam E1, ..., E, os lados e vy, ..., v, os vértices do poligono I' com

EiﬂEi+1 = vy, 1= 1,...,n, (En+1 :El, Un+1 :U1>

Figura 2.1: Ordenamento dos vértices e lados do poligono I'.

Vamos dividir esta demonstracao em trés etapas:
(i) Provar que R*\T' tem no méximo duas componentes conexas.
(it) Provar que R*\I" tem no minimo duas componentes conexas.

(1i1) Provar que I' é fronteira comum as duas componentes conexas.

2Usaremos a definicao original na qual dois pontos estdo no mesmo componente se, e s6 se, eles
podem ser unidos por um caminho continuo (imagem de [0, 1]).
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(1)  Considere os conjuntos
Ni={qeR*| d(q,E)<d}, i=1,...n,

onde § = inf{d(E;, E;);1 < |j —i| < n —1}. E facil ver que

Figura 22: NyNI'C (Ei—l U Fk; U Ei—i-l)-

N;NI' C (Ez'—l U Fk; U Ez’+1)7

onde Ey = E,, e que N;\I" consiste em duas componentes, N/ e N/, tais que
NiNNi #0, N/ON/ #0, i=1,..n

Portanto os conjuntos A = N U...UN] e B = N/ U...UN] sao conjuntos
conexos e para qualquer p em R?\I" existe um segmento de reta, contido em R?\T',

conectando p a um deles. Logo R?\I" tem no maximo duas componentes conexas.

(7i)  Para provarmos que hé pelo menos duas componentes , consideraremos
uma particio de R*\I" em pontos pares e pontos impares e provaremos que nao
existe um caminho continuo que conecta um ponto impar a um ponto par.

A partigao é determinada como segue. Suponha o sistema de coordenada esco-
lhido de tal modo que as abscissas dos vértices do poligono I' sejam diferentes ®, ou
seja, se v; = (z;,y;) e v; = (x,y;) sdo vértices distintos de I' entdo z; # ;.

Para todo p = (x(p), y(p)) em R?\T', seja 7, a semi-reta com origem p e paralela

a e com mesma orientacao do eixo das ordenadas. Considere D, = I'"Nr,. Note que,

30 que é equivalente a considerar que o eixo y ndo é paralelo a nenhum dos lados do poligono.
Note que esta escolha é sempre possivel, mesmo para uma seqiiéncia de poligonos, pois o conjunto
das posicoes de eixos ortonormais de origem fixa é nao enumeravel.
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no maximo, existe um elemento de D, que é um vértice de I', digamos v;. Neste
caso, diremos que v; nao é contavel em relagdo a p, se v;_1 e v;11 pertencem ao
mesmo semi-plano determinado pela reta vertical que contém r,. Caso contrério v;

seré contavel.

ag_l\i/az-'—l i
“ |
i P i az"'l

Figura 2.3: v; contdvel (esquerda) e v; ndo contével (direita).

Observe que:
Se (xi41 — ;) (x;—1 — x;) > 0, entdo v; nao é contavel.
Se (xi41 — ;) (-1 — x;) < 0, entdo v; é contavel.
Defina a funcao*

m:R\ — R
p — m(p) =Card(D,) —1, se D, possui ponto nao contavel

p — m(p) = Card(D,), caso contrario.

Assim m(p) é nimero de pontos nos quais a semi-reta r, intersecta I', exceto
possivelmente os vértices nao contaveis.
Diremos que p é par ou impar se m(p) for par ou impar respectivamente. Diremos
que p e ¢ tem a mesma paridade se forem ambos pares ou impares.
Afirmacao: Para todo p € R? hd um ¢ > 0 tal que ¢ tem a mesma paridade de
p sempre que
qeB=DB(pe)={qeR | dp,q) <e}. (2.1)

Suponha provada a afirmagao. Vamos verificar que, se II = 7([0,1]) é um
caminho continuo, dado por

m:[0,1] — R\,

‘onde Card(D,) indica a cardinalidade do conjunto D,,.
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entdo m(0) e m(1) tém a mesma paridade. Para fixar idéias, suponha que 7(0) é
impar.

Como 7(t) ¢ I'. Vimos que, neste caso, existe um &, > 0 tal que m(t)
e ¢ tem mesma paridade Vg € B(m(t),e;). Considere a cobertura aberta C =
Uscjoy B(w(¢),&:) de II. Como II é compacto, existe uma sub-cobertura finita
C = Z’;tl B(n(ty,ex)) tal que w(0) € B(n(t1),e1), ©(1) € B(n(tm),em) €
B(n(t;),e:) N B(w(tiv1),ei01) # 0, 1 < i < m o que garante que todos tém
a mesma paridade em particular 7(1) também é impar. Logo os conjuntos dos pon-
tos pares e dos pontos impares sdo conexos. Pelos itens (i), (ii) podemos concluir
que R*\T" possui duas componentes conexas A e B.

Prova da afirmagao: Com efeito, se x(p) # x; para todo o i = 1,...n, tome

0 < e < inf{ey, ey} onde
0<e <inf{d(p,Ei),z' c 1n} (2.2)

0 <y < inf {d(:p(p),xi),i €1, n} (2.3)

e teremos m(q) = m(p) Vq € B.
Se x(p) = x;, para algum 4, entdo v; & 1, ou v; € rp, 0 que significa que v; estd

abaixo ou acima de p respectivamente.

a’£+1

Figura 2.4: v; nao contavel e v; acima de p.

Se v; esta acima de p e v; nao for contavel, entao v;_; e v;11 estao no mesmo semi-
plano determinado pela reta que contém r,. Sem perda de generalidade, podemos
supor x; < T;_1, Tit+1, (0 que equivale a considerar v;_; e v;41 no semi-plano direito).
Nesse caso, ao tomar 0 < ¢ < inf{e;,e3} teremos m(q) = m(p) na metade esquerda
da disco B, isto é, Vq € B(p,¢e) com z(q) < x;.

Assim, se v; estd acima de p, com v;_; e v;;; ambos a esquerda (direita) de v;

teremos m(q) = m(p) no semi-disco direito (esquerdo) onde z(q) > x; (x(q) < x;),
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enquanto m(q) = m(p)+2 no resto do disco B(p, ). De qualquer modo Vq € B(p, ¢),
¢ tem a mesma paridade de p.
Se v; estd abaixo de p ou se v; for contavel podemos tomar 0 < € < inf{eq,e3}

onde
0<ey< inf{d(:p(p),xj),j e {1, ...,n}\{i}} (2.4)

teremos m(q) = m(p) Vq € B.

Figura 2.5: v; contavel e v; abaixo de p.

(1ii)  Para provarmos I' é fronteira comum as duas componentes conexas, A e
B de R*\ T', vamos utilizar a mesma notacao utilizada para provar (ii). Seja v € T

Vamos mostrar que dado € > 0 existem pontos pares e pontos impares em B(7,¢).

b

N

Figura 2.6: F' = (z(y) — €4, 2(y) + 2¢4) x R.

Sejam x(7),y(7y) a abscissa e a ordenada de v respectivamente.

No caso em que 7 nao vértice de I', considere

g4 = inf{|z(v) — z(v;)| ¥ v;vértice de I'} (2.5)

como v nao é vértice e nao hé, pelo sistema de coordenadas escolhido no item (i7),

lados paralelos ao eixo y entao €4 > 0. Considere a faixa

F = (z(y) —es,z(y) +e4) xR,
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temos que F' intersecta apenas uma quantidade finita de lados de I'. Sejam 17, ..., T}
tais intersecoes. Podemos supor que v € T7.

Para e5 > 0 com €5 < inf {¢,e4,inf{d(v,T});1 < j < k}} tem-se

m(q) =m(q) +1 (2.6)

onde

a1 € {z(7)} x (y(v) —e5,9(7)) C B(v,¢)
¢ € {x(7)} < (y(7),y(7) +&5) C B(y,¢).

Por (2.6), ¢1,q2 € B(7,¢) tem paridades diferentes.

No caso em que y é um vértice de T, basta observar que existe um ' € B(y,&)NT
o qual se aplica o caso anterior.

Como ¢ foi tomado arbitrario segue que v é ponto de fronteira comum as duas
compontentes conexas, A e B, de R\ I'. Como ~ é um ponto qualquer de T
concluimos que I' C ((914 N 83). O conjunto R? pode ser escrito como a uniao
disjunta R? = AU T U B e como vimos na expressao 2.1 os conjuntos A e B sao

abertos entao I' = 0A = 0B.

Corolario 2.1. Sejam I' um poligono de Jordan e X wma componente conexa de
R2\T. Se S é uma corda® contida em X com excec¢do de seus pontos extremos, entao

X\ S consiste em duas componentes conezas.

Demonstracao. E facil ver que I\ S =T"UI" e I'NI" = (). Basta aplicar o lema

(2.1) para um dos poligonos de Jordan
r=r'us e I,=T"US
|

Lema 2.2. Seja I' uma curva de Jordan. Dado wm nimero real € > 0 qualquer

existe um poligono de Jordan T tal que

v =7l<e

®Dados dois pontos M e N de um poligono, o segmento de reta MN é chamado uma corda
deste poligono.
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onde v e~ sio parametrizacoes de T e T respectivamente.
Em outras palavras, toda curva de Jordan I" pode ser aproximada arbitrariamente

bem por um poligono T de Jordan.

Demonstragao. Dado £ > 0, vamos construir I' tal que |y — 7| < ¢, onde vy e 7/
sdo parametrizacoes de I' e T respectivamente.

Com efeito, primeiramente escolha €; > 0 tal que

p—dl <=1 = 1v(p) — (@) < 5 (2.7)

e g9 > 0 tal que

v (p) = v(q)| < e2 = |p— q| < inf{e1, V3}. (2.8)

Isto sempre é possivel pois toda bijecao continua definida num compacto é um
homeomorfismo sobre sua imagem (LIMA, 2000, p.45). Além disso, v e v~! sao
uniformemente continuas.

Para 0 < § < inf{5,e5} temos que I' intersecta s6 uma quantidade finita dos

quadrados

5 6| _ 0
wr vl e

Isto pode ser facilmente verificado se considerarmos uma cobertura aberta con-

Q= {en| |o-2|<

(k,l inteiros).

veniente do compacto I'.

s1 S8 s7

r

LI

S3 86

g2

17—

Figura 2.7: Sub-cobertura finita para I'.
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Sejam S, ..., S, tais interseccoes. Como o diametro ¢ de S; ¢ menor do que ou
igual a % V2 = § < &5, temos por (2.8) que 77 *(S;) tem didmetro menor que v/3,
para todo i = 1,...,n. Decorre da lei dos cossenos e pode ser observado na figura
(2.6) que cada conjunto S; esta contido em um tunico arco A; do circulo unitario

21
com comprimento menor do que 3

. A 2
Figura 2.8: Aplicando a lei dos cossenos ao triangulo POQ temos que A; = POQ < ?ﬁ
Para construir I" primeiramente substitua I'y = T' por uma outra curva de

Jordan I'y, pondo v; = 7o(= ) fora de A; e vy(cost, sent) = (M + p, pt+ o)
quando (cost, sent) é um ponto de A;. Aqui A, u, p e o sao escolhidos de forma que

v1 seja continua. Note que para ¢ > 2,
B CA'(S) C g t(S)),
podendo ocorrer 7, (S;) = () para algum i > 2. Assim tem-se
0 < diam(771(S) < V3 Vi, 2<i<n.

O préximo passo é retificar v;(Asy), onde A, é 0o menor arco que contém ;' (S),
usando um procedimento andlogo ao anterior para obter I'y caso v, *(Sy) # 0. Se
771 (S2) = 0 ponha I'; = I'y. E assim, sucessivamente, com uma quantidade finita
de etapas, obtém-se um poligono de Jordan I',,.

Considere agora qualquer a para o qual y,(a) # v(a). Existe um 7 tal que

Yn(a) = vi(a) # vi-1(a). (2.9)

SDiametro de um conjunto limitado E estd definido como diam(E) = sup{d(p, q)|V p, q € E}.
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Por construgao a pertence ao arco 7~ 1(S;) de extremos, digamos, b e ¢ e com

diam(S;) < d. Além disso, na construcao de I';, tem-se 7;(b) = v(b) e vi(c) = v(c).

Entao
V(@) = (@) = (@) = v(b) +%(b) — vi(a)]
V(@) = (@) < (@) —v(B)] + [7(b) — ~ila)|
V(@) = 1(a)] < |v(a) =y (b)| + diam(S;)
V(@) = (@) < |y(a) — ()] +6
@) =@ < @) =@ +5 (%)
Como
W) =) <d<e = fe—b<e
temos

2.7 €
a=bl<le=bl<er = a) =) <3

Substituindo em (%) obtemos

e €
[v(a) = Yala)| < sts=¢ (2.10)
Logo,
Vae S, [|y(a) =) <e = h—ml<e
Basta tomar entdo I = T,,. [

Lema 2.3. Se I' um poligono de Jordan, entao existe um disco aberto contido na

componente limitada de R*\I' cuja fronteira intersecta T em dois pontos’ ~y(a) e
v(b), com |a —b| > /3.

Demonstragao. Pelo lema 2.1 existe uma componente limitada de R*\T" a qual

serd denotada por X. Obviamente existem discos com centro em X, cuja fronteira

"Os pontos v(a),y(b) pertencem a I' e portanto a,b € S*
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intersecta I' em dois pontos. Pelo lema de Zorn®, obtemos um disco D, de raio R e
com centro z € X, cuja fronteira intersecta I' em dois pontos y(a) e y(b), com |a— b
maximal.

F:ila—0b] > V3

Suponha |a — b| < v/3. Entdo a e b sdo pontos extremos de um arco A cujo

. . s
comprimento maior do que 5

o b

— 47
Figura 2.9: O arco A = acbh tem comprimento superior a 3

Note que a fronteira de D (0D) nao pode intersectar v(A)\{v(a),(b)} pois

Ve € A\{a, b} tem-se |a — b] < maz{|b— ¢|,|a — c|}. (2.11)

Vamos obter um outro disco D" com centro z € X que satisfaz a condicao
oD NT = {y(d'),y(¥)} com |a' —¥|>|a—b] (2.12)

e, portanto, chegar a uma contradi¢ao, visto que |a —b| é maximal, concluindo assim
que

la —b] > V3.

8Lema de Zorn - Definicdes relativas e enunciado: Seja X um conjunto nio-vazio. Uma relacio
bindria < em X é uma relagao de ordem (parcial) em X e diz-se que X é um conjunto (parcialmente)
ordenado (por =) se, para quaisquer z,y, z € X, valem estas propriedades:

1. x 2 x;
2. sex 2yey Xxentao x = y;
3. sex Ryey Xzentaoxr = z.

Um elemento x € X é um limitante superior de um subconjunto Y C X se, para todoy € Y , vale
y =< z. Um subconjuntoY C X é uma cadeia ou est a linearmente (ou totalmente) ordenado por
=< se, para todos z,y € X, verifica-se que ¢ < y ou y = z. Um elemento z € X é um elemento
maximal de X se nao existe y € X distinto de = tal que z < y. O Lema de Zorn enuncia-se: “Se
toda cadeia de X tem um limitante superior (diz-se que X é indutivo ou indutivamente ordenado),
entao X tem um elemento maximal.”
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Sejam 7y (vq),...,7(v,) os vértices de I' em y(A), indexados pela ordem obtida

ao passar de y(a) para y(b). Desta forma trés situagoes podem ocorrer:
(i) v(a) e y(b) ndo sao vértices I';
(77) Um deles é vértice e o outro nao;

(7i1) ~y(a) e y(b) sao vértices I'.

Se y(a) e v(b) ndo sao vértices I, entdo v; # a e v, # b. Neste caso y(a) e v(b)

pertencem a lados do poligono I'.

¥(n)

v(v2)

Figura 2.10: Exemplo do caso (7).

Considere o circulo que tangencia os segmentos y(a)y(vq) e y(b)y(v,) nos pontos

v(a’) e ('), suficientemente préximos a y(a) e (b) respectivamente, de modo que

la" = V'] > |a —b|

isso é possivel porque v é um homeomorfismo sobre sua imagem °. Como |a — b| é

maximal chegamos a uma contradicao.

Se um deles é vértice e o outro nao o é, podemos considerar, sem perda de

generalidade, v; # a e v, = b; Considere o circulo que contém o vértice v(b) e

9Visto na demonstracio do lema 2.2
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Figura 2.11: Vemos em S' que |a’ — V| > |a —b|.

v(vy) r
v(b)
v(a) )
g (‘02)
v(4)

Figura 2.12: Exemplo do caso (7).

tangencia y(a)y(v1) em um ponto 7(a’), suficientemente préximo a «y(a) de modo

que

la’ — b| > |a — |
Analogamente obtemos uma contradi¢ao visto que |a — b| é maximal.

Se v(a) e vy(b) sdo vértices I', entdo v; = a e v, = b.

Se v1 = a e v, = b, considere as variagoes do circulo D que contém ~y(a) e v(b),
com interior contido em X e cujo centro percorre o interior da regiao limitada'®
pelos raios de D que contém 7(a) e y(b) respectivamente e por y(A).

Fazendo essa variacao obteremos o circulo D’ que eventualmente encontra (A)

em pontos diferentes de y(a) e v(b), o que daria uma contradigdo por 2.11 ou fica

tangente a um dos segmentos y(a)y(ve) ou y(b)y(v,—1) e a contradigao seria obtida

10A regido limitada existe pelo que vimos no lema 2.1.
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’Y(Unml)

7(4)
Figura 2.13: Exemplo do caso ().

de forma analoga ao item (i).

Pelas contradigdes obtidas em (i), (i7), (iii) concluimos que

la —b] > V3.

Na demonstracao do préximo lema considere a seguinte notacao: Dados dois

pontos a,b € R? vamos denotar o segmento de reta ligando esses pontos por [a, b].
Considere um poligono de Jordan I' e X uma componente conexa de R? \ T'.

Lema 2.4. Sejam p,q € X com d(I',{p, q}) = (. Suponha que para toda corda S de
comprimento menor do que 2¢, p e q estao na mesma componente de X \ S. Entdo

existe um caminho continuo Il definido de p para q tal que d(I1,T") > (.

Demonstragao. Sejam'! u, , u, € S* tais que

[v(up) — pl = inf{|7(z) —p|,z € "} (2.13)

[7(ug) — q| = inf{|y(z) — ¢,z € S} (2.14)

ou seja, y(u,) e v(u,) sdo os pontos de I' mais préximos de p e ¢, respectivamente.

" Como a fungio |y(z) — p| : S' — R estd definida num compacto, existe u, € S* que assume
o valor minimo para esta funcao.
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Considere p’ € [p,v(u,)] e ¢ € [q,7(u,)] tais que
d(p',T') = d(¢',T) = ¢. (2.15)

Vamos obter um caminho continuo II' conectando p’ a ¢ satisfazendo as
condi¢oes do enunciado. O caminho continuo II definido de p para ¢ tal que
d(I1,T") > ¢ serd dado por

IT=[p,p Ul U[¢, q] (2.16)

concluindo assim a demonstragao do lema (2.4).

Seja D um circulo de raio ¢ de centro ¢ = p’. Note que D é tangente a I' em ~y(u,).
O caminho continuo 1" serd dado pela curva cujo traco corresponda a trajetéria do
centro ¢ de D obtida quando D “rolar”por I' de sua posicao inicial até que seu centro
coincida com ¢'. As posi¢oes ocupadas por D estao contidas em X UT.

E possivel que D, ao “rolar” por I' nao toque todos os pontos de I' como podemos

observar na figura abaixo

Figura 2.14: O circulo D pode nao tocar todos os pontos de I'.

Por isso é necessario conferir que D tangencia I' em u,. Vamos mostrar este fato
por contradicao.

Suponha que D nao tangencia I' em u,, isto ocorre se, e somente se, para alguma
posicao de D, I" e D tém uma corda comum S = [y(u)7y(uz)] de comprimento menor
do que 2¢, de forma que X \ S consiste em duas componentes Y e Z. Mais ainda,
caso ¢ esteja na componente, digamos, Y entao 7y(u,) estaria na fronteira da outra
componente Z, em algum ponto de I', entre v(u;) e y(uz). Por hipdtese, como S tem
comprimento menor do que 2¢ e d(¢,I') = d(¢/,T") = ¢ concluimos que ¢’ também

estd na componente Y.
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Considere um circulo E de raio ¢ e centro ¢’. O segmento [¢',v(up)] ¢ um raio
de E que comeca em Y e depois passa por Z até intersectar I' em ~y(u;) conseqiien-
temente intersecta S.

Além disso y(u1) , v(u2) ¢ E pois do contrario d(¢’,I") < (. Portanto E tem

que intersectar S em dois pontos s; e s, com

| =51l =1d —s1[=¢ (2.17)

Como ¢ e ¢ estao do mesmo lado de S, na componente Y, o raio [¢, y(u,)] deverd
ter o extremo 7(u,) sobre D ou com d(7y(u,),c) < ¢ em qualquer dos casos terfamos
uma contradi¢ao visto que d(c,I') = (.

Mostramos que D tangencia I' em u, veremos agora que ¢ também ira coincidir
com ¢'.

Se v(u,) nao é um vértice de I', entdo o segmento de reta [¢',v(u,)| é perpen-
dicular ao lado de I' que contém 7(u,) e como vimos ha pouco D tangencia I' em
v(ug), assim sendo ¢ = ¢'.

Se y(u,) ¢ um vértice de I', neste caso ¢’ poderd estar em qualquer ponto do

arco de circunferéncia de raio ¢ com centro v(u,) cujos extremos distam ¢ de I'.

Neste caso seja II' tem que ser complementado com o caminho descrito pela
trajetoria de ¢ quando aplicamos sobre ¢ uma rotagao de centro y(u,) por um angulo
cv/(uq\)q’ . Assim garantiremos que ¢ ird coincidir com ¢’. Denotaremos por II" o
caminho obtido com essa complementacao. Neste caso a expressao (2.16) pode ser

substituida sem alteragao conceitual por
= [p,p]ull"Uld,q] (2.18)
]
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2.2 O Teorema de Jordan

Teorema 2.1. Teorema de Jordan
Se T uma curva de Jordan, entio R*\T' consiste em duas componentes conezas,

cuja fronteira comum € T'.

Demonstragao.

(i) R®\I" tem pelo menos duas componentes conexas.

H& uma componente ilimitada. Para provar a existéncia de uma componente
limitada observe que como I' é compacto entao é limitado e portanto existe um
circulo C ao redor de I'.

Pelo lema (2.2), existe uma seqiiéncia de poligonos de Jordan que converge a I'.
Seja (T’ )nen+ tal seqiiéncia.

Para cada I',, hd um circulo C,, dado pelo lema (2.3), de centro z, e contendo
pontos Y, (an) € Yn(bs), com |a, — b,| > /3. Passando a uma subseqiiéncia da
original, se necessario, podemos supor que todos os I',, sao limitados por Cy e que
Z, — 2, quando n — o0.

Seja € = inf { |y(a) — ()|, Va,b € S* tais que |[a—b| > v/3 }. Como |a, —b,| >
V3 entdo |y(a,) — v(by)| > € e assim

Y(@n) = 1(ba)| > = (2.19)

5.
€

Logo o diametro de C,, é maior do que 3" Como v(a,), v(b,) sao, pelo lema 2.3,

os tnicos pontos de C,, NI, e o interior de (C),) esta contido na regido limitada de

I',,, obtemos que a distancia entre z, e I',, é no minimo igual ao raio de C,,. Dai
€

d(z0,Ta) > . (2.20)

Como z, — z, existe um n; tal que Vn > n; tem-se

9
d(z, zn —.

Assim, por (2.20) e (2.21), para n > ni, B(z, 15) C B(2y, §) e, obtemos que a

(2.21)

oA .. €
distancia de z a I',, serd maior do que 3
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Figura 2.15: B(z, 15) C B(2n, §)

Como (T',)nen+ converge a I', existe um ny tal que Vn > ny tem-se

€
r,,I —. 2.22

Assim para todo n > N, onde Ny = maz{n;,ny} temos que z e z, estdo na
mesma componente de R?\T',, e de R?\T.

Suponha que z esteja na componente ilimitada de R?\I'. Entao existe um cami-
nho continuo IT em R?\I" que conecta z a um ponto fora de Cy. Seja ¢ = d(II,T),
existe um ny tal que Vn > ny entdo |y, — 7| < § de forma que

d(I1,T,) > (2.23)

DO |y

Seja N = maz{ns, N1}. Paratodon > N, z e z, estdo na componente ilimitada
de R?\T'. Isto contradiz a definicao de z,. Logo z estd na componente limitada de

R\I" e, portanto, hd em pelo menos duas componentes em R?*\T'.

(it) R?\T' tem no maximo duas componentes conexas.
De fato, suponha p, ¢ e r sejam pontos de trés componentes distintas de R*\T.
Seja
e=d(I,{p,q,7}). (2.24)

Se (I'y)nen+ é uma seqiiéncia de poligonos de Jordan que converge a I'; entao

existe m; € N tal que, para todo n > my,

d(Tn,{p.q;r}) > % (2.25)

e, pelo lema 2.1, dois dos trés pontos tém que estar na mesma componente X,, de
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R*\T,,. Passando a uma subseqiiéncia, caso necessdrio, podemos supor, sem perda
de generalidade, que p e ¢ estao em X,, para todo n.
Suponha que exista ¢ € (0,¢) para o qual hd uma subseqiiéncia (I',, )ren+, tal

que, para todo k € N*, exista um caminho continuo I, , que contecta p a ¢ com
d(l'y,, 11,,) = C.

A subseqiiéncia (I',,, )ken+ também converge para I' por isso existe um kq tal que,

para todo k > ko,

d(l',T'y,) < % (2.26)
Dai
(T, 1,,) > g (2.27)

consequentemente p e ¢ estariam na mesma componente de R*\I'. Contradigao.

Portanto nao existe tal (.

A nao existéncia de ( produz, pela contra-positiva do lema 2.4, uma seqiiéncia

de cordas Si,S,, ..., e uma seqiiéncia crescente de indices n(1),n(2),..., tais que
(1) p e q estao em componentes diferentes de X, \ ;.

(2) quando i — 00, |Yn@)(a:i) = Yn@)(bi)| — 0, onde vn3)(a;) € Yne)(b;) sdo os pontos

extremos de S;.

Por (2) e pelo fato de v ser um homeomorfismo quando i — oo,

Desta forma, sem perda de generalidade, para infinitos valores de i, o ponto p
pertence a componente de X,(;) \ \S; limitada por S; e v,z)(4;), onde A; é o menor
arco C' com pontos extremos a; e b;.

Como |a; — b;| — 0 temos diam ('yn(i)(Ai)) — 0, de forma que exite ig tal que
o diametro da componente ha pouco definida é menor do que € para todo ¢ > 1.

Em particular temos

|p - ’y(al)| <eg,
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o que é uma contradi¢ao por (2.24). Com essa contradi¢do terminamos a prova de
que R?\I" tem no mdximo duas componentes conexas.

Por (i) e (i7) podemos concluir que R*\T" possui duas componentes conexas.

(iit) T ¢ fronteira comum das duas componentes conexas de R?\T'.

Sejam X e Y respectivamente as compontentes limitada e ilimitada de R*\T.
Considere uma seqiiéncia (I',),en+ de poligonos de Jordan que converge a I' e X, e
Y,,, respectivamente, as compontentes limitada e ilimitada de R*\T',,.

Para cada v € I existe uma seqiiéncia de pontos (v,)nen+ na qual 7, € T, e
Vo = -

Se existir K € N tal que 7541 = 7, entao para todo n > K tem-se v, =
v. Portanto, para todo n > K, v é ponto de fronteira de X,, e Y, logo existem

seqiiencias

(xnny)mEN* - X N X’I’L € (yn,n)meN* C Y N Yn

que convergem a 7, = 7, donde vy é ponto de fronteira de X e Y.
Se v, # v para todo n € N*, entao para cada n € N* podemos escolher pontos

r, € XNX, ey, €Y NY, tais que

’mn - 7’ < 2’7 - ’Vn‘ (2‘28)

|yn - 7| < 2|'7 - '7n| (229)

Como |y — v,| — 0, temos por (2.28) e (2.29) que as seqiiéncias (x,)nen+ €

(Yn )nen+ convergem a v, donde v é ponto de fronteira de X e Y.
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Capitulo 3

Formas e Variedades

Neste capitulo vamos apresentar alguns conceitos que serao utilizados para
definir a cohomologia de deRham. Definiremos formas lineares, dual algébrico,
variedades diferenciaveis, formas diferencidaveis em uma variedade. Sua leitura
é necessaria caso o leitor nao esteja familiarizado com estes conceitos ou queira
relembra-los.

De agora em diante, salvo em mencao em contrario, vamos considerar r e n

ntmeros inteiros positivos.

3.1 Dual Algébrico

No célculo consideramos funcgoes reais definidas em subconjuntos de R que sao
também conhecidas como aplicagoes do seu dominio em R.

Quando temos aplicagoes entre espacos vetoriais normados elas sao denomi-
nadas operadores. H& um interesse especial pelos operadores que “preservam”as

duas operacoes algébricas do espaco vetorial, no sentido dado pela defini¢ao abaixo.

Definicao 3.1. Sejam F, F' dois espacos vetoriais normados sobre um corpo K.

Dizemos que o operador

T:EF — F
v — T(v)

é um operador linear, se Vv,u € F' e k € K:
() T(v+u)=T(v) +T(u)
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(i) T(kv) = kT(v).

Um funcional é um operador com dominio em um espaco vetorial sobre o corpo
K cuja imagem é um subconjunto de K. Neste texto teremos sempre o corpo K = R.
Em particular, um funcional linear é um operador linear.

O conjunto dos funcionais lineares definidos em um espago vetorial normado F

definido sobre R munido das operacoes de adicao:

(fi+ o) (@) = fi(x) + falz)

e produto por escalar
(kfi)(z) =kfi(z), VkeR

forma um espago vetorial sobre R, denotado por L(E,R).

Definicao 3.2. Seja F é um espago vetorial normado sobre R. O dual algébrico de

E, denotado por E*, é o espago vetorial dos funcionais lineares de £ em R.

E* = L(E,R).

Lema 3.1. Sejam E ¢é um espaco vetorial normado de dimensdio n sobre R e

{e1,...,en} uma base para E. Entdo o conjunto {f1,..., f,} C E*, dado por*

e 1 sei=y
fi(€j> - 51] - { 0 sei 7& j. (31)
¢ uma base para E*, chamada base dual da base {ei,...,e,} para E e

dim E* =dim F.

Demonstragao. FEssa demonstragao, baseada na apresentada em (KREYSZIG,

1978, p.114), sera feita em duas etapas:
(i) {f1,--., fa} é um conjunto linearmente independente.

(ii) Todo funcional linear f € E* pode ser escrito como combinagao linear dos
elementos de {f1,..., fn}.

'O chamado delta de Kronecker, d;;, é igual a 1 se i = j e igual a zero se i # j.
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(i) Se
Zﬁkfk(v) =0, YvekFk. (32)
k=1
entao, em particular, para v = e; temos
D Befuler) = Bbin = i = 0.
k=1 k=1

Dai, B, = 0 Vk. Logo o conjunto {fi,..., f,} é linearmente independente.

(ii) Para todo v € F, existe uma representacao unica para v dada por

v=) &ern &GER, Wk

k=1
Para todo funcional linear f € E* temos

flv) = f(ka%) = &Gfler) = &Gan,

onde f(eg) = ag, Vk.
Assim, para todo v € F,

F)=> &ay (3.3)
h=1

Por outro lado, por (3.1)

fZ(U) :fz(€161++£n6n):& s ‘v’zzl,,n, (34)

Por (3.3) e (3.4) obtemos uma representacao do funcional f como combinagao

linear dos funcionais fi,..., f,

F0) =3 aniv) | (3.5)

de modo tnico pelos valores que f assume nos n vetores da base {e1, ez, ..., e,}.
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3.2 Formas

3.2.1 Formas r-Lineares

Definicao 3.3. Seja E um espaco vetorial sobre R de dimensao n. Uma forma

r-linear em E é uma funcao

f:E=Ex...xFE—R,

que ¢é linear em cada uma de suas variaveis, isto €, para todo niimero inteiro positivo

1, 1< 1< r, tem-se:
(1) flor,...,a v, ,0) =a- f(or, .., 04,00 ,0,), aeR
(i) f(vr,... v+ 0.0 00) = flor, .00 v0) + flog, . 000 0,)

Vo ovlv e E.

Quando r = 1, uma forma 1 — linear f também sera chamada simplesmente

forma linear.

Tensor de Ordem r

Alguns autores utilizam o termo tensor de ordem r no sentido apresentado neste

texto a formas r-lineares, vide (SPIVAK,2003, p.85).

3.2.2 O Espaco Vetorial das Formas r-Lineares

Seja I/ um espago vetorial real de dimensao n. O espaco vetorial das formas

r—lineares em FE sera denotado por

L.(E) = (E")* = L(E",R).

Produto Tensorial

Dadas uma forma r-linear S e forma k-linear T, define-se o produto tensorial de

S por T' como sendo a forma (r + k)-linear S @ T dada por:
S BT (V1 ey Vpy Upg1y eeey Upike) = S(01, 0oy 0) * T (Vpi1y ooy Uy -
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O produto tensorial nao é comutativo. Entretanto, ele é associativo e distributivo

com relagao a adigao (GUILLEMIN, V.; POLLACK, A., 1974, p. 154).

Dadas f1,...,f, € E* = L4(F), o produto tensorial destas r formas lineares,

f=f® fa®.. & [ éaforma r-linear

Jo, ) = fi® 2@ .. @ frlvr, ..., v0) = fi(vr) - fa(va) - oo - fr(vy)

onde v, € E, Vk.
A operagao @ permite expressar os espagos vetoriais £,.(F) em termos de £, (F)
(SPIVAK,2003, p.85).

Lema 3.2. Sejam B = {e,...,e,} uma base para E e {f1,..., fu} a base dual, isto
é, file;) = 6;;. Tem-se entao que o conjunto de todos os produtos tensoriais de

ordem r

[ ® . ®firy, 1<iy,...,i, <nm

forma uma base para L,.(F).

Demonstracao. Observando que

fil@...@fir(ejl,...,ejr) = 5i1j1""'5irjr:
_ {1 Se J1 =11,y Jr = Uy

)

0 demais casos

verifica-se que dados r vetores vy, ..., v, € E, para os quais
n

vy = § gikeku Vk7 gzk € R)
k=1

e f €L, (F) tem-se

f('l}l,...,’l}r) = Z 51]61 frkrf(ekl,...,ekr) =

k1,....,kr=1
n
= Z f(eil,...,eiT).fil@...@fir(vl,...,vr).
01 yeeyip=1
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Portanto, f = ZZ i flen, . ei) - fiy @ ... @ fi, e, conseqiientemente os
produtos tensoriais f;, & ... ® f;. geram L,.(F).
Resta mostrar que o conjunto f;, ®...® f;,, com 1 <iy,...,7, < n é linearmente

independente. Suponhamos agora a existéncia de numeros &;, ;. tais que

Y s S @@ fi, =0,

iyein=1
Se aplicarmos ambos os membros dessa expressao a (eg,,...,€x.), oObteremos

ky...k, = 0 €, portanto, f;, @ ... ® f; sao linearmente independentes.

Com isso obtemos o seguinte resultado

Corolario 3.1. Se E ¢ um espago vetorial de dimensao n, entio L,.(E) tem di-

mensao n”

Demonstragao. Pelo lema 3.2 o conjunto de todos os produtos tensoriais de
ordemr, f;, ®..® fi.,, 1<iy,...,i <n, gera L.(F). Defina © como o conjunto
das seqiiéncias com r elementos nas quais cada termo pertence a base {eq, ..., e, } de
E.

H4 uma bijecao 6bvia que associa cada 6 = (ji,...,7,) ao produto tensorial
fh@...Df.
Como a cardinalidade de © é igual a n" entdao L,.(F) tem dimensao n'. [ |

Em particular para r = 1, o dual algébrico de E, E* = L(F) = L(E,R), tem
dimensao n.
3.2.3 O Espaco Vetorial das Formas r-Lineares Alternadas

Considere ao longo desta secao E' como um espaco vetorial real de dimensao n.
Um subespago vetorial de £,.(F) muito importante é o espaco vetorial das formas

r-lineares alternadas.

Definigao 3.4. Uma forma r-linear f se chama alternada, se f(vy,...,v,) = 0 sempre

que existam ¢ # j com v; = v;

As formas r-lineares alternadas também sao conhecidas como formas lineares

alternadas de grau r.

44



O espaco vetorial das formas r-lineares alternadas em FE serd denotado por
A"(E). Por definigao, se r = 0 entao AY(F) = R.

Pela definicao 3.4, se f é uma forma linear alternada entao

fG. v, 0,0 =0.

Uma forma é alternada se, e somente se, é anti-simétrica, isto €, muda o sinal

quando sao trocados dois vetores no argumento. De fato,

f(...,UZ'+Uj,...7Ui+Uj,...> = 0&
<:>f(...,vi,...,vj,...)—i—f(...,vj,...,vi,...) = 0&

@f(...,?}i,...,?}j,..) = —f(...,Uj,...,UZ‘,...)

O conceito de produto tensorial formas r-lineares foi utilizado para obter uma
base para L,(FE). O conceito de produto exterior, cuja definigdo é dada a seguir,
serd utilizado para obtermos uma base para o espaco vetorial das formas r-lineares

alternadas.

Produto Exterior de Formas Lineares

Definicao 3.5. O produto exterior de r formas lineares fi,..., f, denotado por

f=fiN. N [f. éassim definido:

fi(vr) .. filvy)
f(or,...,0,) == det[fi(v)] = det : :
fr(vi) oo folvr)

Decorre das propriedades de determinante que f; A ... A f,. é de fato r—linear e

alternada.

O lema abaixo, que pode ser visto em (LIMA, 2000, p.403), serd utilizado para

na construcao de uma base para o espaco vetorial das formas r-lineares alternadas.

Lema 3.3. Sejam
frg: E"=Ex...xFEF—R,
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aplicagoes r-lineares alternadas e B = {ey, ..., e,} uma base para E. Se, para toda

sequéncia crescente i1 < ... < 1, comr inteiros compreendidos entre 1 e n, tivermos

f(eip s 6ir) = 9(61'1, sy 6ir)7
entdo f = g.

Demonstragao. Seja (ji,...,J,) uma lista qualquer de inteiros compreendidos

entre 1 e n, com r elementos. Se houver repeticao de elementos nesta lista entao

f(ejw 8 6j7") =0= g(ejm e ejr)
pois f e g sao alternadas. Vamos supor que nao haja elementos repetidos na lista.
Por meio de sucessivas transposicoes? podemos dispor os ntimeros ji, ..., j, em or-
dem crescente i1 < ... < i,. Se forem necessarias k transposicoes, a anti-simetria de

f e g, assegura que

f(€j17"'7€jr) = (_1)kf(€i1a"'7€ir)
= (_1)kg(ei1?“'>eir)

= g(ej,...,ej)

Como f e g sao r-lineares, estao bem determinadas pelos seus valores em
(€)1, .- €5,.), logo f=g. [
Nos proximos lemas vamos utilizar as seguintes notagoes:

1. Para representar um lista I, com r elementos do conjunto {1,2,...,n} escritos

em ordem crescente denotaremos

I={iy<ip<..<i}yC{l,...,n}

2. O conjunto das listas com r elementos do conjunto {1,2,...,n} escritos em

ordem crescente serd representado por

@n(r):{l | 1:{@1<i2<...<z',,}c{1,...,n}}

2Uma transposicdo corresponde a troca de posicio entre dois elementos.
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Se r > n entao ®,(r) = 0 pois 86 é possivel formar seqliéncias com essa
propriedade se r < m e neste caso a cardinalidade do conjunto ®,(r) é igual

ao numero de subconjuntos de r elementos do conjunto {1,2,...,n} que é

(n) n(n—1).(n—r+1)

r) = 1-2-..-r

3. Dados os vetores vy,...,v, € E com v; = Y "' | a;je;, para j = 1,...,7 onde

{e1, ..., €, } constitui uma base para E, indicaremos a matriz na qual os vetores

cujas r colunas sao os vetores vy, . .., v, sdo descritos base {ey, ..., e,} por
al;y ... Qip
a=(ajaxr =+ . |- (3.6)
an1 Qpy

Lema 3.4. Se {ej,....,e,} € uma base para E, {f1,..., fn} € a base dual dada por
(3.1), I ={iy <is <..<i,} €Pu(n)efr=fi,N...N\fi, € N'(EF), entdo

1 sel=J
fl(eju'”vejr)_{ 0 sel#J.

Demonstracao.

Com efeito, seja J = {j1 < j2 < ... < Jr} € ®,(n). Temos
fil(vjl) fil(vjr>
fil/\"'/\fir:ff(ejlv"-vejr):det[fik<€jt>]:det
firvj) o fin(vg,)
Se I # J entao existe i, € I\ J, logo

f,-k(ejt):O, Vtzl,...,’/’.

Dai, como o determinante de uma matriz cuja t-ésima linha é nula é zero temos

f;(ejl, e 76jr) =0.

Por outro lado, se I = J, entao

1 seix =7

fik(ejt) = 5ikjt = { 0 se i 7é Jt.-

47



Dai, como o determinante de uma matriz identidade ¢ igual a 1, temos

f[(ejl, .. .,ejT) = fJ(ej17 e 7€jr) =1.

Lema 3.5. Seja B={f1,..., .} uma base para E*. O conjunto

T={fi=fu NSl 1€ ()}
constitui uma base para A"(FE).

Demonstragao. Sejam f € A"(E) e {ey,...,e,} C F uma base dual de {f1, ..., fn},
isto é7 fi(ej) = 51]

Para cada I = {i; < ... <i,} facamos oy = f(e;,,...,€;,), com e;, € {ey,....,en},
Vk=1,...,r.

A forma r-linear

9= ZOélfl

IeY

é tal que, para toda seqiiéncia crescente J = {j; < jo < ... < j,.} € O, (1),

g(ejl, ceey €j7,) = Z Oéif[<€j1, cees 6jr)
I

= f<€j17 "'7ejr)'

Segue, pelo lema (3.3), que f = g e, portanto,
f= Z alfl(ejlv ) e.jr)'
I
Com isto mostramos que o conjunto das formas r-lineares

T — {fl =fiu N ANfi| T€ <I>n(7“)}

gera A"(E).
Além disso, tais formas sao linearmente independentes, pois, da combinacao

linear ), v oy fr = 0, segue que, para todo J = {j; < ja < ... < j,} € Op(r)

48



Za;ff(ejl,...,ejT) =ayfilej,....e;) = f(ej,....e;) =a;=0.

IeY
O resultado que acabamos de provar permite calcular dimensao de A"(FE).

Corolario 3.2. Seja E um espago vetorial de dimensao n. Se 0 < r < n entao a

dimensao de N"(E) é

<n> n(n—1).(n—r+1)

T - 1-2-...-7r

Lema 3.6. Ser > n entdo A"(E) = {0}.

Demonstracao. Como r > n, qualquer conjunto com r elementos V =
{v1,...,v.} C E é linearmente dependente em E. Assim temos que um dos vetores

pode ser escrito como combinacao linear dos demais, por exemplo,

r—1
UT:Zakvk, a, € R Vk=1,...,r—1
k=1

entao dada f € A"(E)

r—1
f(Ul,...,'Ur,«) = f(vlw"azakvk)
k=1

r—1

= Za'k’f(vla"'vvk)
k=1

= 0

pois f é alternada. Dado v € E", v = (vy,...,v,), toda forma r-linear alternada

f e N (F) étal que e tem-se f(vy,...,v,) = 0, segue que
A"(E) = {0}.

Decorre do corolario 3.2 que no caso particular em que r = n teremos
dim A"(E) = 1. Assim podemos concluir que, a menos de uma constante, existe

somente uma forma alternada de grau n em um espago vetorial de dimensao n.
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Lema 3.7. Seja {fi,..., fn} uma base para E*. Se (vy,...,v,) € E", entao

fiu N A fi (o1, 00) = fr(ve, ... 0) = det(ag),

onde I = {iy,...,i,} € ®,(r) e ar é a matriz na qual os vetores sio descritos em

uma base dual de {f1,..., fu}

Demonstragao. Sejam [ = {i; < ... < i,}, {e1,...,e,} uma base para E, base

dual de {f1,..., fu}
Se (v1,...,v,) € E", entao

n n n
(V1,...,0,) = ( E 1€k, E AR2Chs - - - E akrek>.
k=1 k=1 k=1

n
v = E agj€k, Qij € R.
k=1

Assim, para cada i; € I,

n

Fiuvy) = £ O arjen) =D aw;fi (ex) = iy
k=1

k=1

Usando o lema 3.4 vemos que

fr(vi, ... v) = det(fi,(v;))
= det(aitj)
= det(ay).

|
De acordo com o lema 3.7, para cada I € ®,(r), a; representa a matriz r x r

obtida escolhendo-se, na matriz a dada por (3.6), as r linhas cujos indices pertencem

al.

Produto Exterior

Na definicao 3.5 estabelecemos o produto exterior de formas 1-lineares. Faremos

a seguir a definicao do produto exterior de uma formas r-linear por uma forma
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s-linear. Se f e g sao escritas como produto exterior de formas lineares, f = fiA...Af,

e g=g1 N...Ngs, entao é natural definir o produto exterior de f e g como

fANg=FHNNfEANG A DA gs.

Uma forma que se pode escrever como produto exterior de formas lineares (for-

mas 1-linear) é chamada decomponivel.
Toda forma r — linear alternada pode ser escrita como combinacao linear de

formas decomponiveis (LIMA, 2001, p.4).

Definicao 3.6. O produto exterior de uma r — forma por uma s — forma é a tinica
aplicacao bilinear
AN (E) x A°(E) — NT(E)

que coincide nas formas decomponiveis com o produto exterior dado na definicao

3.5. Ou seja, se (f,g) € A"(E) x A*(E) entao

fANg=FHANNfEANG AN Gs.

Veja detalhes em (LIMA, 2000, p.410-411).

Propriedades do produto exterior

Se f e A"(E), g€ A*(E) e h € A'(F) entao temos as seguintes propriedades:

1. Anti-comutatividade

fAg=(=1)"gnf
2. Associatividade
fA(gnh)=(fNg)Ah.

3.2.4 Aplicagao Induzida

Sejam FE, F' espagos vetoriais sobre um corpo K e A : F — F um operador

linear.
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A partir do operador linear A obtemos, para cada r, uma aplicacao induzida

definida por:

A" N'(F) — A(F)
f o= A(f)=A"f, A f(vi,..,v) = f(Avy, ..., Av,.).

Observe o esquema:

A(E) = AT(F)

E A F

A aplicacao induzida A* é um operador linear.

Com efeito, sejam f,g € A"(F) e k € K.

(4)
A*(f—i—g)(vl,...,vr) - (f+g)(A(U1)v"'aA(vr))
= f(A(v),..., A(v,)) + g(A(vy), ..., A(v,))
= A" (f)(v1,...;v.) + A% (g)(v1, .o, ).
(12)

A*<kf)(’l)1,...,1}r) = (kf)(A(U1)7>A(U7"))
= kf(A(U1>7 ) A(Ur))
— RA*(f)(or, .., 00).
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3.3 Variedade Diferenciavel

O primeiro exemplo de variedade é uma superficie regular do R3.

Figura 3.1: Superficie bidimensional em R?

Definicao 3.7. Dizemos que um subconjunto nao vazio M de R? é uma superficie
reqular se VYp € M existem uma vizinhanca V de p em R? e uma aplicacao de um

aberto U de R? sobre V N M,

X:UCR—VNMCcCR?® tais que:

(i) X é diferencidvel,
(ii) X é homeomorfismo;
(iii) Vg € U, a diferencial de X em q, dX, : R* — R3, é injetiva.
A aplicacao X é chamada uma parametrizacao de M.
A conseqiiéncia mais importante da definigdo de superficie regular (3.7) é o
fato de que a mudanca de parametros é um difeomorfismo. Mais precisamente, se

Xo Uy — M e X3 : Ug — M sao duas parametrizacoes tais que X,(U,) N
X3(Ug) = W # 0, entao as aplicagoes

X5loXy: XN (W) — R?

X;lng:X/gl(W) — R?

sao diferencidveis. A demonstracao deste resultado pode ser vista em (CARMO,

1976, p.70).
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Como conseqiiéncia deste resultado faz sentido falar em fungoes
diferencidveis e aplicar os métodos do calculo diferencidavel em su-
perficies. O maior defeito da definicao acima é a sua dependéncia
em relacdo ao R3. A idéia natural de superficie é de um con-
junto que seja, em um certo sentido, bi-dimensional e ao qual
se possa aplicar localmente o calculo diferencial do R?. A presenca
desnecessaria do R? é simplesmente uma imposicio de nossa in-
tuicao fisica.

Embora a necessidade de uma idéia abstrata de superficie (sem
envolver o espago ambiente) fosse observada desde Gauss (Consid-
eragoes sobre as superficies curvas,1825) foi necessario quase um
século para que ela atingisse o aspecto que sera aqui apresentado.
Uma das razoes desta demora é que, mesmo para as superficies do
R3, o papel fundamental da mudanca de pardmetros ndo era bem
compreendido. (CARMO, 1971, p.32)

As variedades diferenciaveis que definiremos a seguir generalizam, de certo modo,

o conceito de superficies regulares. A propriedade fundamental da mudanca de

parametros que é um teorema para superficies em R? serd colocada como um axioma

na definicao de uma variedade diferenciavel.

Na definigao abaixo vamos considerar «, # € = onde = é um conjunto arbitrario

de indices.

Definicao 3.8. Uma variedade diferenciavel de dimensdo n é um conjunto M mu-

nido de uma familia de aplicagoes injetivas X, : U, — M, definidas em conjuntos

abertos U, C R" com valores em M, tais que

1. U, Xo(Us) = M;

2. Para cada par a,  com X, (U,) N X5(Us) =W # 0 temos:

o X (W) e X5 (W) sdo conjuntos abertos de R",

e X "o X, e X710 Xj sdo aplicagoes diferencidveis (de classe C*).

Cada X, é chamada de parametrizacao local de M. A familia X, é chamada de

uma estrutura diferencidvel em M.

Abertos em um espago euclidiano ou superficies infinitamente diferenciaveis em

algum espaco euclidiano sao exemplos que representam as variedades diferenciaveis

de dimensao finita.
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Se M e N sao duas variedades diferencidveis de dimensao n, entao segue da

definicao que M UN e M N N de variedades diferenciaveis.

Topologia Induzida em uma Variedade

Uma estrutura diferenciavel em uma variedade M de dimensido n induz uma

topologia em M como veremos a seguir.

Definigao 3.9. Um subconjunto A C M é um aberto de M, se X1 (AN X (Uy))

é um aberto em R™ para todo a.

Decorre desta definicao que M e o vazio sao abertos, que a uniao de abertos é
aberta e que a interseccao finita de abertos é aberta. Assim obtemos uma topologia
induzida para a variedade M. Observe que, com esta topologia, os conjuntos X, (U,)
sao abertos e as aplicagoes X, sao continuas.

A topologia induzida em uma variedade diferenciavel pode ser bastante estranha.
Em particular, pode acontecer que um (ou ambos) dos seguintes axiomas nao seja

satisfeito:

(a) Axioma de Hausdorff: Dados dois pontos distintos de M existem vizinhan-

cas destes dois pontos que nao se intersectam.
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(b) Axioma da base enumeravel: M pode ser coberto por uma quantidade
enumeravel de vizinhangas coordenadas (diz-se entdao que M tem uma base

enumerdvel).

O axioma (a) é essencial a unicidade do limite de uma sucessao convergente e o
axioma (b) é essencial a existéncia de uma partigdo da unidade instrumento quase

indispensavel ao estudo da topologia das variedades.

Consideraremos as variedades diferenciais neste texto satisfazendo os axiomas

de Hausdorff e da base enumerével.

3.3.1 Funcao Diferenciavel em uma Variedade

Definicao 3.10. Sejam M e N duas variedades diferencidveis de dimensoes m e
n respectivamente e p € M. Uma funcao f : M — N ¢é diferencidvel em p, se
existem parametrizagoes X, : Uy, — M e Yz : V3 — N com p € X,(U,) C M e
f(p) € Y3(V3) C N, tais que a aplica¢ao

YilofoXa:Uys CR™ — V3 CR" (3.7)
em X, '(p) (figura 3.2).

Xa(Ua) [ (Ue)

M I(p)
p
7 Ys(Vs)
Y
Xa
o YaleloX Vs

Figura 3.2: Funcao f: M — N diferenciavel em p.

A definigao 3.10 independente das parametrizagoes. Com efeito, sejam Xy e Y

outras parametrizacoes

XhZUh—>M (S Y/QV/?_)N
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com p € Xo(Ua) N Xa(Un) € f(p) € Y5(Y3) N Yp(Yy).

Entao a fungao

Ybfl ofolXy= (Ygl o Yg) o (Yﬁflf o Xa> o (X;l o Xb)
7 ~~ o g

~-
11 117

¢ diferenciavel por ser composta de fungoes diferencidveis visto que (1) e (I11) sao
diferencidveis pela defini¢ao (3.8) e (1) o é pela definigao (3.10).

A funcao (3.7) é chamada a expressdo de f nas parametrizagoes X, e Y.

Dizemos que f é diferencidvel em M se é diferenciavel para todo p € M. A

funcao f o X, é chamada a expressao de f na parametrizacao X,.

3.3.2 Curva Diferenciavel em uma Variedade Diferenciavel

De agora em diante, indicaremos por I C R um intervalo aberto da reta R tal

que 0 € 1.

Definicao 3.11. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m. Uma curva
c: I — M é diferencidvel em t € I se, para alguma parametrizagao X,: U, — M

com c(t) € X, (Uy,), tem-se que X, ' oc: I — R" ¢ diferencidvel em t.

A curva X'o ¢ é chamada a expressao de ¢ na parametrizagao X,. A verifica-
cao de que esta definicao é independente da parametrizacao é equivalente a realizada

para a defini¢ao (3.10).

3.3.3 Vetor Tangente a uma Variedade Diferenciavel

Definicao 3.12. Sejam M uma variedade diferenciavel de dimensaomec: I — M
uma curva diferencidvel com ¢(0) = p. Considere o conjunto D das fungées de M

em R diferenciaveis em p. O vetor tangente a curva ¢ no ponto p é o funcional:

d0):D — R
f o )= (o),
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Assim, quando fazemos referéncia a um wvetor tangente em p € M, estamos
considerando o vetor tangente a uma curva diferenciavel ¢ : I — M, com ¢(0) = p.

O conjunto dos vetores tangentes a M em p serd indicado por T,M.

Exemplo 3.1. Vamos mostrar que esta defini¢cao coincide com a defini¢cdo de vetor

tangente para superficies requlares. Seja M C R® uma superficie reqular e

c:I — MCR?

Eoelt) = (aa(t), 2a(t), 2a(0))

uma curva diferencidvel com ¢(0) = p. Entao o vetor tangente a ¢ em p €

/

¢ (0) = (1(0), 25(0), 23(0)) = v € R*,

Agora considere a funcao diferencidvel f : U — R definida em uma vizinhanga
U de p. Podemos restringir f a curva c e escrever a deriwada direcional sequndo o

vetor v € R3 como

d(foc)| _x~(0f
dt  li=o Z (axi

i=1

d.’L'Z'
t=0 dt

BE (g 7(0) a‘i) y

Portanto a derivada direcional, para cada vetor tangente v, € um funcional sobre
o conjunto D das funcoes de M em R diferencidaveis em p. Esta é a propriedade que

caracteriza o vetor tangente na defini¢ao (3.12).

3.3.4 Espaco Tangente de uma Variedade Diferenciavel

O préximo lema mostra que o conjunto dos vetores tangentes a variedade dife-
renciavel M em p, munido das operagoes usuais de soma de fungoes e multiplicacao

por escalar, é um espago vetorial sobre R cuja dimensao coincide com a dimensao

de M.

Lema 3.8. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao m. O conjunto T, M

dos vetores tangentes a M em p é um espago vetorial de dimensao m.

Demonstragido. Seja ¢ (0) € T,M um vetor tangente a uma curva diferencigvel

c: 1 — M, com ¢(0) = p. Considere uma parametrizacao X : U C R™ — M
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com p = X(0). Dada uma funcio diferencidvel f : M — R podemos escrever as

expressoes de f e ¢ na parametrizacao X respectivamente

foX(q) = flx1,...;2m), q¢=(21,...,2,) €U CR™

e
X toc(t) = (1(t),...,2m(t)),
Assim, restringindo f a ¢(1) N X (U) temos que:
c(O)f = E(f ) =0 dt =0
iy of
- Yo (5 -
=1
- 0
- (a0 () )
(zzl 8@ 0
Deste modo, o vetor tangente cl(O) pode ser expresso na parametrizagao X por
¢ (0) = Zm:x’.(()) 0 : (3.8)
i=1 Z Oxi /
Onde, para cada i = 1,...,m, <8%i>0 é o vetor tangente em p a curva coorde-
nada3

r = zi(x)=X(m(x) = X(0,...,2;...,0)

A expressio (3.8) do vetor tangente ¢ (0) na parametrizacdo X mostra que este

depende apenas das derivadas de ¢ em um sistema de coordenadas. Seja T' o espaco

an), (o).}

m; é a projecao candnica na i-ésima coordenada.

vetorial real gerado por

3
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Figura 3.3: Curvas coordenadas z;.

Vimos na expressao (3.8) que T,M C T. Reciprocamente, se v € T, entao

Seja ¢ : I C— M uma curva cuja expressao na parametrizagao X é
X oc(t) = (21(t),...,00(t) = (art, ..., ant),

Entao

¢ (0) :zn:az- (%)0:1),

i=1

isto é, v € T,M e assim T' C T, M. Portanto o conjunto 7,,M, munido das operacoes
de soma de funcoes e multiplicagao por escalar real, forma um espacgo vetorial real.
Além disso, a cada escolha de parametrizacao X : U — M fica determinada uma

base associada a parametrizacao X para o espaco vetorial T, M:

an), (o).}

Logo a dimensao de T,M ¢ m.

O espaco vetorial T, M é chamado o espaco tangente de M em p ou ainda, plano

tangente de M em p.
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Figura 3.4: Plano tangente de uma superficie 7,M C R?

Exemplo 3.2. No ezemplo ilustrativo das superficies em R3 T,M € o plano tangente
para a superficie no ponto p visto como espaco vetorial com origem em p.
O plano tangente de M em p é o espaco vetorial dos vetores tangentes em p de

todas as curvas em M que passam por p.

3.3.5 Diferencial

Definigao 3.13. Sejam M e N duas variedades diferenciaveis de dimensoes m e n
respectivamente e p € M. A diferencial de uma funcao diferenciavel f : M — N

em p é o operador

df, : T,M — TN
v dfy(v) = (foe)(0),

onde v = ¢ (0) para alguma curva ¢ : I — M com ¢(0) = p.

Lema 3.9. A diferencial df, é um operador linear e independe da curva c.

Demonstracao. Sejam X : U — M e Y : V — N parametrizagoes com p € U

e f(p) € N. A expressao de f nestas parametrizagdes é

Y lofoX(q)=w(z,....%m), - Un(T1,. .., 2m))

onde q=(z1,...,20) €U, (y1,...,yn) €V,

61



Por outro lado, a expressao de ¢ na parametrizacao X é dada por

(X Too)(t) = (z1(t), ..., 2m(1)).

Portanto

(Yo foe)t) = (yilai(t),...,2m(), .. yn(@1(t), ..., 20(1))). (3.9)

Decorre daf que a expressio de (f o¢)'(0) na base

), (@),

de Tt N, associada a parametrizacao Y é dada por

ayl / ayn /
(fo (Z ool Z oy (3.10)
A expressio (3.10) mostra imediatamente que (foc) (0) nao depende da escolha

da curva c e pode ser escrita como:

’

(f o) (0) = dfp(v) = S S (3.11)

Portanto df, ¢ um operador linear de T, M em T't,) N cuja matriz < 3 ]> nas
nxm

bases associadas as parametrizagoes X e Y é dada em (3.11).

Definicao 3.14. Sejam M e N variedades diferencidaveis. Uma funcao bijetiva
f: M — N é um homeomorfismo se f e sua inversa f~! : N — M forem

continuas.

Definicao 3.15. Sejam M e N variedades diferenciaveis e f : M — N um home-
omorfismo. Dizemos que f é um difeomorfismo se f e sua inversa f~' : N — M
forem diferenciaveis. Dizemos neste caso que M e N sao difeomorfas.

Uma funcao f é um difeomorfismo local em p € M se existem vizinhancas U de

peV de f(p) tais que f: U — V é um difeomorfismo.
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3.3.6 Subvariedade

Imersoes e Mergulhos

Definicao 3.16. Sejam M e N duas variedades diferenciaveis de dimensoes m e
n, respectivamente, e p € M. Uma aplicagao diferenciavel f : M — N é uma
imersao, se df, : T,M — Ty, N ¢ injetiva para todo p € M.Se, além disso, f ¢ um
homeomorfismo sobre f(M) C N, onde f(M) tem a topologia induzida por N,diz-se

que f é um mergulho.

Definicao 3.17. Se M C N e a inclusao ¢ : M C N é um mergulho, diz-se que M

é uma subvariedade de N.

Exemplo 3.3. A esfera S™ C R™*! pode ser escrita como unido de duas subvarie-
dades U = S"™\{a} e V = S™\{b}, onde a e b sao dois pontos diferentes em S™. A
interseccao U NV € difeomorfa a S™ ' x R.(LIMA, 2001, p.22)

De fato, pela projecao estereogrifica temos S™ \ {a} = R™. Logo,

S™\ {a,b} = R™\ {0} (3.12)

Se z € R™\ {0}, entdo r, = ||z|| = \/(z1)2+ ...+ (2,)2 > 0. Logo, x € S,, =
(@1, 2m) € R7|(@1) + ..+ ()},
Podemos escrever R™ menos a origem como a unido disjunta de S, com r €

(0, +00), portanto R™\ {0} = ||, cg Sr = 5™ x (0, +00) e assim

R™\ {0} =2 S™ ! x (0, +00) (3.13)

Como a fun¢ao logaritmica é um difeomorfismo e ln : (0,+00) — R temos
S % (0, +00) =2 5™ x R. (3.14)

Por (8.12), (3.13) e (3.14),

S™\ {a,b} = ™! x R.
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Exemplo 3.4. Se f : M — N € um difeomorfismo entao, para todo p € M,
dfy : Ty,M — Ty, N € um isomorfismo* . Em particular as dimensdes de M e N

840 1gUas.
3.4 Formas Diferenciais

3.4.1 Formas Diferenciais

Em geometria diferencial classica, formas diferenciais eram quantidades

simbdlicas representadas por expressoes do tipo
Z fidz;
i

Z fudﬂfz N d.ij

i<j
Z fzgkdxz N de‘j A d(L’k
i<j<k

que eram integradas e diferenciadas.

Vamos definir formas diferenciais sobre variedades diferencidvelis.

Definicao 3.18. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao n. Uma forma
diferencial de grau r, também chamada uma r-forma, em M ¢é uma funcao w que

associa cada ponto p € M a uma forma r-linear alternada w, do plano tangente a
M em p, w, € A"(T,M).

wiM —s A(T,M)

p o= wp)=w

Uma 0-forma diferencidvel (forma diferencial de grau 0) em M é por defini¢ao

uma funcao real infinitamente diferenciavel em M.

Definicao 3.19. O espaco vetorial das r-formas diferencidveis em uma variedade

M seré denotado por C"(M).

4(CARMO, 1988, p. 10).
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Para estender esta notacao definiremos C°(M), o conjunto das formas de grau
0, como o conjunto das fungoes reais infinitamente diferenciaveis de M (e nao as

fungoes continuas!).

Lema 3.10. Seja M uma variedade diferencidvel de dimensao n. O conjunto
{dx1,...,dzx,}, no qual para cadai =1,...,n tem-se que dx; € a derivada da fun¢ao

coordenada x; no ponto p, constitui uma base T,M* (dual algébrico de T,M ).
Assim, dos lemas (3.5) e (3.10), decorre o seguinte resultado:

Lema 3.11. O conjunto

T = {dm; = dry, A Adzi| T€ Cbn(r)}

constitui uma base para A"(T,M).

Pelo lema (3.11) podemos expressar a r-forma w,, dada na defini¢ao (3.18) u-

sando os dx;-s
Wy = Za;(p)dxf. (3.15)
I

Onde, VI € ®,(r) , a; € C°(M), isto é, sdo fungdes reais infinitamente dife-

rencidveis em M.

Definigao 3.20. Um morfismo de variedades diferenciaveis f : M — N é uma
funcao continua tal que para cada par de sistemas de coordenadas = : U C M —
z(U) CR"em Mey :V C N — yV) C R*, com f(U) C V, se tem que

yofox':x(U)— y(V) é C™ entre abertos de espagos euclidianos.

O conjunto dos morfismos de M em N é denotado por Hom(M, N).
Dados um morfismo de variedades diferenciais f € Hom(M, N) e uma r-forma

w sobre uma variedade N
w:N — A'(T,N)
¢ = wg)=w
entdo f induz um r-forma em M, f*w: M — A"(T,M), definida por
Jrwp) = (f'w)p = Wi (dfy) (3.16)
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= o

z(U) y(V)
Figura 3.5:

onde df, ¢ a diferencial de f no ponto p que associa cada vetor tangente a uma curva
diferencidvel C € M no ponto p ao vetor tangente a curva diferenciavel f(C) € N

no ponto ¢ = f(p) € N. (Figura 3.6)

df,(v)

T,M ; ,

Figura 3.6:

Considere um sistema de coordenadas y com ¢ = f(p) € V dado por

y:VCN — ylV)CcR"

v=(v1,...,0,) — y@)=(y1(vi,.. ., 00), o Yn(V1, ..., 0p)).

Vamos escrever f*w em termos das fungoes coordenadas y; = y;(vq, ..., Uy,)

Da expressao (3.16) temos
(f"w)p = Wi (dfy)-
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i
Oy R

Figura 3.7: Funcgao coordenada de N.

Por outro lado, pela expressao (3.11), temos

Ay1. Y1
or1 " Oxm
df p —
Oyn Oyn
or1 " Orm

Usando a igualdade (3.15):
wrw = > ar(f(p))dyr.

1

(3.17)

Com dy; = dy;, A--- Ndy;, € N'(TyyN), 1€ ().

Entao podemos escrever (f*w) em termos das fungdes coordenadas:

)y =3(> a1<f<p>>§—jjj<p>>dxj

i1
onde
Bo(p) ... (p)
dyr
6_(19) = det : . :
Ly Wiy Win
@(p) m(p)

Esta expressao nao é tao elegante quanto a abstrata, mas permite calcular efe-

tivamente as formas induzidas concretas.
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Lema 3.12. Seja {f1,..., fn} uma base para E*. Se (vy,...,v.) € E” entdo

fr(ve, ..., v.) = det(ay)

Onde I = {iy,....i,} € P,(r) corresponde a uma reordenacio dos indices de
(v1,...,v.) € ar € a matriz na qual os vetores sao descritos em uma base dual de
{f17"‘7fn}'

Agora veremos uma operacao muito importante entre formas diferenciais que é

a diferencial exterior.

3.4.2 Diferencial Exterior

Nesta secao vamos definir o operador d chamado a diferencial exterior, o qual

leva formas diferenciais de grau r em formas diferenciais de grau (r + 1).

Definigao 3.21. Se w = ), a;dx; é uma r-forma, definimos a diferencial exterior

de w como sendo a (r + 1)-forma:
dw = Zdal Adxg.
I

Assim a diferencial exterior d é um operador do espaco vetorial das r-formas

diferencidveis em M no espago vetorial das (r + 1)-formas diferencidveis em M :

d:Cr (M) — C™L(M)

w = Zaldxj —  dw = Zdal/\dxl.
I I

Propriedades da diferencial exterior

Proposicao 3.1. Propriedades da diferencial exterior.
(1) d(wy + wy) = dwy + dwsy, onde wy € wy sao r-formas;

(2) d(wy A wy) = dwy Awy + (—1)"wy A dwy onde wy € uma r-forma e wy € uma

s-forma;
(3) d(d(w)) =0
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(5) d(f*w) = f*(dw)

(6) Sew = g [CL[dSC[ entao

Demonstragao. Vide (CARMO, M. P.; 1971, p.17). [ ]

O item (4) da proposigao 3.1 implica que para as fungdes coordenadas z; o

diferencial exterior d(z;) coincide com dzx;.

Das propriedades segue que para cada forma diferencial w = ), a;dz; a difer-

encial exterior tem que ser dado por

Exemplo 3.5. Seja w = adx + bdy uma 1-forma diferencidvel em U C R2, com

a,b: U — R, fungoes diferencidaveis.

dw = d(adz)+ d(bdy)

= daNdx+dbAdy

= (%daz + g—Zdy) A dx + (%dm + g—Zdy) A dy
= %Zdy/\dm%—%dx/\dy

= (% — g—Z)dx Ady.

Entao para que dw = 0 € necessdario e suficiente que

(%_8(1

9 _ da 1
or Oy (3.18)
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Capitulo 4

Cohomologia de deRham

4.1 Introducao

A motivacao principal da topologia algébrica é resumida pelo ilustre Professor
Dr. Elon Lages Lima [19] na seguinte declaracao: “A dlgebra é mais facil que a
topologia. Por exemplo podemos somar niumeros, elementos de um anel, mas nao
objetos topologicos.” Com a algebra é possivel fazer calculos e portanto a estratégia
é substituir o espago topolégico X por um objeto algébrico G(X) que contém in-

formacao sobre o espaco topolédgico, por exemplo um grupo

X — G = G(X).

Cada funcao continua entre espacos topoldgicos

f: X—=Y

corresponde assim a uma func¢ao de grupos

£ G(X) = GY).

As propriedades geométricas do espago X, respectivamente de f
sao traduzidas em propriedades algébricas do grupo G(X), res-
pectivamente de f*. Se perde um pouco de informagao ao fazer
esta traducao, para facilitar o calculo. Quanto mais sofisticada a
topologia algébrica menos informagao serd perdida. Entretanto, o
objeto algébrico serd mais complicado.(LIMA, 2001, p.2, Tradugao
nossa).

Uma das “ferramentas”’da topologia algébrica utilizada para realizar esta
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“traducao”é a chamada cohomologia de deRham ou cohomologia das formas difer-
enciais.

A cohomologia de deRham! associa cada variedade diferencidvel M aos seus gru-
pos cohomoldgicos H" (M) que podem ser até mesmo espagos vetoriais reais, porém
ainda assim serao chamados grupos de cohomologia. A cohomologia de deRham

estd baseada em formas diferenciais sobre uma variedade.

4.2 Cohomologia de deRham

Definicao 4.1. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao m e w uma

r-forma M. Dizemos que w é fechada se dw = 0.

Exemplo 4.1. Uma 1-forma w = adx +bdy em U C R? € fechada se, e somente se,

o _ on
oxr Oy

como vimos no exemplo 3.5.

Exemplo 4.2. Sejam M uma variedade diferencidavel de dimensao m e w uma r-
forma M. Dizemos w é uma forma de grau mdzrimo quando r = m. Toda forma w
de grau mdximo € fechada, pois dw tem grau (m+ 1) e, pelo lema( 3.6), toda forma

dw, € A" T,M) € nula. Logo dw = 0.

Definicao 4.2. Sejam M uma variedade diferencidvel de dimensao m e w uma

r-forma M. Dizemos que w é exata, se w = df para alguma (r — 1)-forma 6 em M.

Exemplo 4.3. Formas exatas sao todas fechadas, pois pelas propriedades da dife-

rencial exterior (proposicao 3.1 item [3]) temos
d* =0.

Exemplo 4.4. Se w € C°(M), entio w € exata e, conseqiientemente, fechada.

LGeorges de Rham (1903-1990) matemadtico suico, conhecido por suas contribuigoes a topologia
diferencial, estudou na Universidade de Lausanne em Paris onde fez o doutorado, se tornando
conferencista em 1931 ocupando cargos até se aposentar em 1971.
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Formas exatas sao todas fechadas, pois d*> = 0, mas nem toda forma fechada ¢ e-
xata. De fato, saber se uma forma fechada sobre M é exata é uma questao topolégica
de M. Este problema quando expresso em linguagem vetorial no calculo pode ter a
seguinte versao: Todos os campos gradientes possuem rotacional nulo. Entretanto, a

reciproca depende de condi¢oes do dominio de definicao. Representando por formas,

,, .
o= (i) ()

possui rotacional zero mas nao pode ser escrita como o gradiente de nenhuma funcao.

temos que a 1-forma

Por isso é fechada, mas nao é exata.
Para, de certo modo, medir a falha da implicagao forma fechada implica em
forma exata, definimos uma relacao de equivaléncia no espaco vetorial das r-formas

/ ~ , !’ . 3
em M. Duas r-formas w e w sao cohomdlogas, w ~ w , se sua diferenca é exata

w—w =db.

Definigao 4.3. O conjunto das classes de equivaléncias denotado por H" (M) é o

r-ésimo grupo de cohomologia de deRham de M.

O conjunto H"(M), que também é chamado de grupo de cohomologia de grau r
de M, é um espaco vetorial real. A adicao de classes e multiplicacao por escalar sao

dadas como segue:
(i) Se w1 ~ W) e wy ~ w,y, entdo (wy + wy) ~ (W) + wy).

! I I ’
W~ Wy 6wy~ wy = (W —wy) = dby e (wy —wy) = db. Somando essas

igualdades teremos

(w1 + wa) — (W) + wy) = dby + dBy = d(6y + 65)

Logo, (w1 + ws) ~ (wy + wy).

(ii) Se ¢ € R entdo cw; ~ cw;.
w~wecE€R = (w —wy) =db = c(w) —wy) = cdfy = d(ch).
Logo cw; ~ cw;.

Exemplo 4.5. A classe de cohomologia 0 no espago vetorial H"(M) € a cole¢ao das
formas exatas e, reciprocamente, visto que se w = df sempre tem-se w + df ~ w,

equivalentemente, w = df ~ 0.
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Vamos estabelecer agora algumas notacgoes.

Definicao 4.4. O espaco das formas fechadas é

Z"(M) ={w e C"(M)| dw = 0}.
Definicao 4.5. O espaco vetorial das formas diferenciais exatas de grau r
B"(M)={weC"(M)| w=da,acC (M)} r=12,...

Definimos ainda para r = 0 que B°(M) = {0}.

Pelo exemplo (4.3) temos
B'(M) C Z"(M),

ou seja, toda a forma exata é fechada. Um problema classico é o seguinte quando

B'(M) C Z"(M),

isto é, para que variedades toda a forma fechada é também exata?

Uma pergunta mais geral seria, no caso que existam formas fechadas nao exatas,
quantas formas fechadas nao exatas existem?

A topologia algébrica esboca pela homologia a seguinte pergunta: Quantos for-
mas fechadas linearmente independente existem que nao sao exatas?

A definigao 4.3 pode ser reescrita como:

Definicao 4.6. O r-ésimo grupo de cohomologia de deRham de M (que além de
grupo é um espago vetorial) é definido como

Z" (M)

(M) = o,

isto é, o grupo quociente de Z" (M) sobre B"(M).

A dimensao de H"(M) é chamado o r-ésimo nimero de Betti de M e responde

(quando é possivel calcular) a ultima pergunta.

Exemplo 4.6.
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Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m. Vamos determinar o grupo
de cohomologia de deRham de grau zero de M. Sabemos que C°(M) sao as fungoes
reais infinitamente diferencidveis sobre M. Z°(M) sao as fungdes que cumprem
df = 0, ou seja, sdo constantes em cada componente conexa de M (localmente

constantes). Como B°(M) = {0} teremos

H(M) = Z°(M) =~ R¥,
onde K é o nimero de componentes conexas de M.
Exemplo 4.7.

Agora vamos determinar os grupos de cohomologia de deRham de R.

Pelo exemplo anterior, sabemos que H°(R) = R.

Vamos mostrar que

H'(R) = {0}.

Se w € C'(R), entdo w = f(z)dz para alguma fungao diferencidvel f. Definimos
a funcao
g:R — R
r — g(r)= / f(t)de.

0
Entao ¢'(z) = f(x) para todo o x, entdo ¢'(x)dr = f(z)dx. Considerando
0 = g como uma 0-forma se tem entao que df(x) = ¢'(z)dz = w(z). Dai concluimos
que toda 1-forma diferencial em R é automaticamente exata, C*(R) = B'(R), e

conseqiientemente fechada, C'(R) = Z'(R). Dai H'(R) s6 possui a classe de coho-

mologia das formas exatas, isto é,
H'(R) = {0}.
Exemplo 4.8.

Considere a variedade diferencidvel M = R? — {0}. Como M = R? — {0} possui

apenas uma componente conexa, temos, pelo exemplo (4.6),

12

HO(M) = R.

Para o grau 1 vamos provar que H'(M) = R.
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Consideremos o funcional linear ¢ : Z1(M) — R, definido do seguinte modo:

Para cada w € Z' (M), w = adz + bdy definimos?

¢(w>=[51w,

Como ¢ é sobrejetiva (pois é nado-nulo) sé falta provar que o ntcleo de ¢ é
exatamente B'(M), para concluir que ¢ induz o isomorfismo para o qual, pelo
teorema do homomorfismo,

1y Z(M)

Vamos provar que o ntcleo de ¢ ¢ BY(M), ou seja, ker ¢ = B(M).
(ker ¢ C BY(M)) :

Seja w € ker ¢. Entao w € C'(M) com ¢(w) = / w = 0. Logo
Sl

/w =0 (4.2)

para cada curva fechada v em R? — {0}. Isso significa que a integral em qualquer
caminho o em R? — {0} s6 depende dos pontos extremos de a. Porque se 3 é outro
caminho ligando os extremos de a e com mesma orientacao considere o caminho

fechado o + 37!, onde 37! é o caminho de orientacdo oposta a 3. Por (4.2)

/ w=20 @/w:/ w.
a+/8—1 « —1

Escolhendo algum ponto zo € R* — {0} e pondo f(z) = [,w onde C' é um ca-
minho que conecta xg a um ponto qualquer € M, obtemos uma funcao diferencidvel
em M, com w = df. Entao w é exata.

(ker ¢ D BY(U)) :

Por outro lado, é 6bvio que toda 1-forma diferencial exata (quer dizer, w €
BY(U)) esta no niicleo de ¢ porque w = df implica que f é uma fungao potencial® e
portanto [,w = f(Cy) — f(Cy) onde Cy, Cy sao os pontos extremos de C. Portanto
a integral sobre w se anula nas curvas fechadas, em particular em S*. Logo (ker ¢ D
BY(U)) e por (4.1) temos

H' (M) =R

2Nesta definicao, S! é o a circunferéncia de centro na origem e raio 1.
3(PINTO,D;MORGADO, M.C.F.,1997, p.119) Teorema 6.2
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4.3 Complexo de deRham

O complexo de deRham é um exemplo de complexo diferencial. Daremos agora

algumas defini¢oes basicas e resultados de complexos diferenciais.

Definicao 4.7. Uma soma direta de espagos vetoriais C' = @,zC" indexada por

inteiros é chamado um complexo diferencial se existem homomorfismos

] i> Cr—l i> cr i) C«r—‘rl i)
tais que d? = 0.
d é o operador diferencial do complexo C.

Definigao 4.8. A cohomologia do complexo C' é soma direta de espacos vetoriais

H(C) = ®,ezH"(C), onde
H"(C) = (kerdnC")/(im dNC").

Definicao 4.9. Uma aplicagao f : X — Y entre dois complexos diferenciais é uma

chain map se comuta com os operadores diferenciais de X e Y : fdx = dy f.

Definicao 4.10. Uma seqiiéncia de espagos vetoriais
fi—1 fi

—Va By v, —

¢é exata se ker f; = im f;_y isto é para todo ¢ o nicleo de f; é igual a imagem do

seu antecessor.

Definicao 4.11. Uma seqiiéncia exata da forma

00— X —Y —27—0

é chamada seqiiéncia exata curta.
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Teorema 4.1. Dada uma seqiéncia exata curta de complexos diferenciais

00— X v 270

em que f e g sao chain maps, eriste uma seqiéncia exata longa dos grupos de

cohomologia

HT-H(X) ..

Demonstracao. (BOTT, R.; TU, L. W., 1982, p.17).
Nesta seqiiéncia, f* e g* sao as aplicagoes induzidas por f e ¢g. Enquanto

Alz], =z € Z", é obtido como segue:

0 - S XT+1 S Yr+1 Zr+1 0
d d d
f g9
0 X" Yr zZ" 0

O ntcleo da aplicacao Z" — 0 é igual ao seu dominio e como a seqiiéncia é
exata im g = Z". Logo g ¢é sobrejetiva e, portanto, dado z € Z" existe um elemento

y € Y7 tal que ¢g(y) = z. Como g é uma chain map

g(dy) = d(gy) = dz = 0,

entdao dy = f(z) para algum x € X" ™! Este x é fechado, visto que existe rg € X"
tal que
r=dry = dzr=d(dz)=0.

Alz] é definido como a classe de cohomologia [z] em H™(X).



A definicao de A independe das escolhas feitas. [ ]

Definicao 4.12. Seja M uma variedade diferenciavel de dimensao m. O complexo

de deRham ¢é a seqiiéncia dos espagos vetoriais das r-formas.

oML Loy ) S orany S ety S L o) o,

Neste complexo d o d = 0.
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Capitulo 5

Homotopias

5.1 Homotopias

Definicao 5.1. Sejam M, N espagos topoldgicos. Duas aplicagoes continuas f, g :

M — N dizem-se homotopicas quando existe uma aplicagao continua

H:Mx[0,1] — N

para todo x € M
Nesse caso, denotamos H : f ~ g ou simplesmente f ~ g.
Definicao 5.2. A aplicacao H definida acima é uma homotopia entre f e g.

Dada a homotopia H : f ~ g , consideremos, para cada t € [0, 1], a aplicacdo

continua

Ht X — }/’
r — Hy(zx)=H(x,1t).

Dar a homotopia H equivale a definir uma familia (H¢).cjo,1), de aplicacoes
continuas de M em N, na qual Hy = f e Hy = g.
Intuitivamente, o parametro t pode ser imaginado como sendo o tempo. A

homotopia é entao pensada como um processo de deformacao continua da aplicagao
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f. Tal deformacao ocorre durante uma unidade de tempo. No instante ¢ = 0 temos
f, parat = 1 temos g. Nos instantes intermediarios, 0 < t < 1, as aplicagoes H,

fornecem estégios intermediarios da deformagao.

Proposicao 5.1. Sejam M, N espacos topologicos. A relacao de homotopia, f ~ g,

€ uma equivaléncia no conjunto das aplicacoes continuas de M em N.
Demonstragao. Vide (LIMA, 1977, p. 9.) [ ]

As classes de equivaléncia segundo a relacao de homotopia sao chamadas classes
de homotopia: A classe de homotopia de uma aplicacao continua f : M — N
é indicada pelo simbolo [f]. O conjunto das classes de homotopia das aplicagoes

continuas de M em N é representado pelo simbolo [M, N].

Proposigao 5.2. Sejam f,f': M — N e g,¢q' : N — W aplicagcoes continuas. Se
f~=feg~¢g, entio go f ~ ¢ o f'. Em palavras: a composicao de aplicacoes

preserva homotopias.

Demonstracao. Vide (LIMA, 1977, p. 9.) |

Em conseqiiéncia da proposicao 5.2 podemos definir composicao entre classes de
homotopia. Dadas f: M — N e g: N — W, definimos [g] o [f] = [go f]. A classe

[g o f] ndo depende dos representantes g, f das classes [g] e [f], respectivamente.

Definicao 5.3. Uma aplicacao continua f : M — N chama-se uma equivaléncia

homotdpica, quando existe g : N — M continua tal que go f ~ Idy; e fog~ Idy.

Diz-se entao que g é o inverso homotopico de f e que os espagos topoldgicos

M, N tem o mesmo tipo de homotopia. Nesse caso, escrevemos M = N.

Exemplo 5.1. A esfera S™ tem o mesmo tipo de homotopia que R" 1\ {0}.

De fato, considerando as aplicagoes continuas
i:S" — RN\ {0} e r:R"™\{0} — 9"
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dadas por i(z) = x (inclusdo) e r(y) = i(projegdo radial), vemos que r o i = idgn

|yl
enquanto que

ior: R\ {0} — R™1\ {0}

¢ homotdpica a aplicacio identidade de R" ™\ {0} mediante uma homotopia linear

pois todo ponto y # 0 em R pode ser ligado a Y por um segmento de reta que

vl
nao contém o zero. Este mesmo argumento mostra que se B"! é a bola fechada de

centro 0 e raio 1 em R"™ entao B"™\ {0} tem o mesmo tipo de homotopia que a

esfera S™.

Exemplo 5.2. Se p e q sao os pdlos norte e sul de S™ (p = (1,0,...,0) e ¢q=
(—1,0,...,0)), entdo temos

S\ {p,q} =R\ {0}) = S"\{p,q}=5""

Basta observar que a projecao estereogrdfica
75"\ {p} — R

nos da um homeomorfismo entre S™ \ {p,q} e R" \ {0}. Seque entio do exemplo

(5.1) que S™\ {p,q} tem o mesmo tipo de homotopia que a esfera S"'.

Exemplo 5.3. S™ ! x R tem o mesmo tipo de homotopia de S™ . De fato, con-

siderando as aplicacoes continuas

iS5 gmTl xR

x — (z,0).

r:Sm xR — S™IxR

(r,y) — =
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observamos que r o1 = idgm-1 €

jor: S xR — S™IxR

(z,y) — (2,0)

Apesar de i or # idgm-14r, podemos construir uma homotopia ligando i o1 a

idgm-14p. Considere

H: (8" 'xR)x[0,1] — S™'xR

((z,y),t) — H((x,y),t) = (z,ty)

Portanto, ior é homotdpica a aplicacdo identidade de idgm-14gr, logo S™1 x R

tem o mesmo tipo de homotopia de S™!.

5.2 Invariancia por Homotopias

Definicao 5.4. Se f: M — N é um morfismo de variedades diferenciaveis, temos
para cada forma w em N a forma induzida f*(w) = f*w em M, chamada o pull-back

da forma w para M.
Isto define um operador linear
[T O (N) = C"(M)

para cada r € N.
O pull-back é uma chain map, isto é, para toda a r-forma diferencial w, f*

comuta com a diferencial exterior d :

df*w = f*dw.
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Exemplo 5.4. Se w é uma forma fechada, entio f*(w) também o é. Com efeito,
dw =0=d(f*w) = f*(dw) =0

Exemplo 5.5. Se w é uma forma exata entio f*(w) também é exata. Com efeito,
w=da= ffw=f"da=d(f ).

Os exemplos (5.4) e (5.5) mostram que f* leva formas fechadas em formas

fechadas e formas exatas em formas exatas. Logo

(2" (N))cz(M) e [Y(B"(N)) C B"(M).

Denotando também o operador linear induzido de H"(N) em H"(M) por f*

onde

chegamos que todo o morfismo de variedades diferenciaveis f : M — N induz um
operador linear f*: H"(N) — H"(M).

Além disso tem-se também:

(gof) = /"oy (5.1)
(Ldwn)* = Idpr(ar) (5.2)

Por (5.1), (5.2) concluimos que H" é um operador contra-variante! de variedades

diferencidveis a grupos abelianos (espagos vetoriais).

Definicao 5.5. Duas variedades M, N sao difeomorfas se existem dois morfismos

fM—-Neg:N—Mcom fog=Idyegof=Idy.

Veremos no teorema 5.2 que ¢é suficiente que duas variedades tenham o mesmo
tipo de homotopia para que seus grupos cohomoldgicos sejam isomorfos. Em par-
ticular, duas variedades difeomorfas tém grupos cohomolégicos isomorfos. Antes,

porém, fagamos uma nova

!Para maiores detalhes consulte Raul Bott & Loring W. Tu (1982, p.20).
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Definicao 5.6. Sejam M um espaco topologico e U um subespaco de M. Uma
aplicacao continua r : M — U chama-se uma retracao, quando se tem r(y) = y para
todo y € U, ou seja, quando r|,, = idy.

Uma retracao r : M — U é, portanto, uma extensao continua a M da aplicacao
identidade U — U. Toda retragao é sobrejetiva.

Quando existe uma retracao r : M — U o subespago U chama-se um retrato do
espaco M.

O teorema a seguir sera utilizado para demonstrar um resultado indispensavel
para a teoria cohomoldgica, o teorema da invariancia homotépica da cohomologia,

pois nos da o instrumento basico para calcular a cohomologia em casos concretos

(que nao sejam exemplos triviais).

Teorema 5.1. Seja U um aberto de R". Se H : U x [0,1] — N ¢ um homotopia

(infinitamente) diferencidvel entre as aplicagoes f,g: U — N, entao,
ff=g¢":H(N)— H"(U x [0,1])

parar =0,1,2,....

Demonstracao.

Para o aberto U C R™ considere o aberto U x R em R**!.

RnJrl

S A R

Figura 5.1: U x R ¢ R**!

Os elementos desse aberto podem ser escritos como

(x,t) = (x1,...,2p, 1)
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e toda r-forma diferencidvel w € C"(U x R) pode ser escrita como
w=dtNa+pj, (5.3)

onde nem € C" (U x R) nem 8 € C"(U x R) contém a diferencial dt. Usando a

notacao que introduzimos previamente , escrevemos

a=ax,t) = Zaf(x,t)d:cl

B =p(x,t) = Zal(x,t)d:cj

com [ € O,(r—1)e J e D,(r).

Agora definimos, para cada r = 1,2, ..., um operador linear
K:C"(UxR)— C"1(U),
que associa a cada r-forma
w=dtNa+f
a forma diferencial Kw de grau (r — 1) definida por:

(Kw)(z) = /01 alw it =Y (/01 a,(x,t)dt> dzr. (5.4)

1

Esta fungao elimina a variavel ¢ .

Definimos também, para cada t € R, a inclusao:

U xR
/¥/\Pt
U —
.._/
(7 i L
JPE e X'
- ~~—_,#’,' R

w:U — UxR

r — i(r) = (z,1).
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Vamos supor provado o

Lema 5.1. Para cada w € C"(U x R) tem-se

Kdw + dKw = ijw — ijw,

Usando uma funcao “suavizante”,

§:R—[0,1],

dada por

a qual é infinitamente diferenciavel,

‘\y

-
L)

Funcao suavizante

vamos substituir H : U x [0,1] — N por H : U x R — N pondo

H(x,t) = H(z,£(1)).

Temos ainda que

Deste modo
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Considerando o operador linear induzido por H*
H*:C"(N) — C"(U x R),

Usando a propriedade (5.1) em (5.6) temos:

*=io H* e g'=iloH" (5.7)
Agora vamos definir o seguinte operador linear

L:=KoH*":C"(N)— C"}U).
L é o que se chama homotopia algébrica entre f* e g* que satisfaz

Ld+dL = f* —g". (5.8)
De fato, para cada w € C"(NN), tem-se que
L(dw) +d(Lw) = Ko H*(dw)+d(K o H*w)
= K(dH*w)+d(K o H*w)
femas.1 if]:]*w — igﬁ*w

g g*w_f*wv

o que prova (5.8).
Assim a homotopia algébrica L entre f* e g* foi construida usando a homotopia
dada H entre f e g.
Vamos verificar agora que f e g induzem a mesma funcao na cohomologia. Para
w € Z"(N) tem-se
Ldw + dLw = d(Lw),
pois Ldw = 0. Dai f*(w) — g*(w) = d(Lw) é uma forma exata e, portanto, pelo

exemplo (4.5), ¢ da classe de cohomologia zero em H"(U). Logo

[ W) =—g"(w)~0
frw)~ g W)
isto é, f*(w) e g*(w) sdo cohomologas.
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Com isto concluimos a prova do teorema (5.1) (invariancia homotépica para

abertos em R"). ]

Vamos fazer agora a demonstragao do

Lema (5.1) Para cada w € C"(U x R) tem-se
Kdw + dKw = ijw — ijw.

Demonstracao. Vimos em (5.3) que toda r-forma diferencidvel w € C"(U x R)
pode ser escrita como:

w=dtNa+ [,

onde nem o € C"" YU x R) nem 3 € C"(U x R) contém o diferencial dt. Seja
w=dt \Na+ (3, com

t)=> ai(x,tyde; e B=PBxt)= bz t)dz,.

Entao a diferencial exterior de a e 3 sao dadas por:

Oay

do = —d Ad dt N\ —d 5.9

o ; o7 T Ndrr+ Z Ty (5.9)

ob ob

g = O, Ly, Ndxy + dt A Z —Jda;J (5.10)

Dai segue que:
dw = d(dtha+ )=
= d(d)Na+ (=1)'dt Nda+dB =
= —dt Nda+dp =
G894 A ( g Id:c] Adz; + Z —de> +1,

b
onde n = Z 8_ycid$k A dxj é o termo que nao contem dt e por isto é ignorado

por K. Agora témos

K (dw) Z(/ %dt)dxj—z:(/ %dt)dxj/\dxf
7 ~ 0 J

L5
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[

d<z (/01 ar(w,t)dt) dx,) _

I
1
d(Kw) 2O 991 1\ d: A diy.
ox; I
I,j 0 J

Portanto

K(dw) +d(Kw) = Z( /0 %dt) dz
= > (bs(z,1) = by(x,0))dz,

J

= Y (by(x,1))day =Y (bs(x,0))dz,

J J

= 6(1:’ 1) - ﬁ($,0)

= jjw— ijw.

Concluimos a demonstracao do lema 5.1. ]

Inicialmente provamos o teorema 5.1 para abertos U em R"™. Deste modo nao foi
necessario nos preocuparmos com sistemas de coordenadas. O caso geral sera obtido
usando a propriedade de variedades diferenciaveis serem retratos de uma vizinhanca

aberta.

Teorema 5.2. (Invariancia homotépica da cohomologia) Se H : M x [0,1] — N
¢ um homotopia (infinitamente) diferencidvel entre as aplicagées f,g : M — N,
entao,

ff=9g":H(N)— H" (M)
parar =0,1,2,....

Agora vamos demonstrar o caso geral. Noés usamos o fato que para cada var-

iedade diferenciavel M imersa R existe um aberto U de R™ que contém M de modo
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que M é um retrato de U, isto é, existem morfismos de diferenciaveis de variedades
jepcom o diagrama? M % U & M
com
poj=Idyy. (5.11)

Figura 5.2:

Se agora f,g : M — N sao morfismos homotépicos, f ~ g, entao fop =gop,
onde a ultima homotopia é obtida compondo a homotopia dada com p. O caso

particular provado no teorema 5.1, para abertos em R™, nos da
(fop) = (gop). (5.12)

Entao

5.1 N *
= (poj)of
5.1 * * *
= Jop'of
5.1 * *
= j'o(fop)
5.12 *
= jo(gop)
5.1 % * *
= j'opioyg
5.1 o\ % *
= (poj)iog
5.11 * *
= (IdM) og
52

Pelo teorema (5.2),conclui-se entao que f* o g* = Idgr(ay € g* o f* = Idgr (),
ou seja, f se chama equivaléncia homotdpica e g é seu inverso homotopico. O que

significa H"(M) e H"(N) sao isomorfos.

20 resultado é mais geral: U é uma vizinhanca tubular de M de modo que localmente U = M xV
onde V C R™™™ é um aberto. Para nds é suficiente o resultado mencionado.

90



O teorema de invariancia homotdpica nos permite calcular a cohomologia de

muitos exemplos, que serao enumerados em alguns corolarios.

Corolario 5.1. Se M ¢ contrdtil, ou seja, homotopicamente equivalente a um ponto,

entao H" (M) = {0} para todo r > 0.

Exemplo 5.6. Este é o caso em que M ¢é um conjunto convexo ou, mais geralmente,
quando M ¢é um conjunto estrelado, isto €, quando existe um ponto q € M que pode

ser conectado a qualquer ponto de M por um segmento de reta contido em M.

Figura 5.3: Conjunto Estrelado

As fungoes f: M — {p} e g: {p} — M, dadas por f(x) =p e g(p) = q, sao

equivaléncias homotopicas inversas uma da outra visto que

H:Mx][0,1] — M
(x,t) — H(x,t)=(1—t)x+1q

¢ uma homotopia que conecta go f com a identidade de M e, obviamente,

fog=1d,

Outra conseqiiéncia direta deste corolario é o seguinte resultado clédssico:
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Corolario 5.2. (Lema de Poincaré) Toda forma fechada de grau maior do que zero

em uma variedade € localmente exata.

Para provar isto é suficiente tomar um aberto convexo U na imagem de alguma

parametrizacao local X e usar o fato de que H"(U) = {0}.

Corolario 5.3. Para qualquer natural n > 0 seja M = R"™\ {0}. Entao
H"(M) = H"(S™1).

Considere as fungoes f : M — S" 1 e g: S — M dadas por f(z) = Z e

||

9(y) = y.

S 7

Figura 5.4: R™ menos um ponto ¢ homotdpico a S™~1!.
Assim fog=1Idgn-1 e

H:Mx][0,1] — M

(2,8) H(a;,t):u—t)xﬂ%

¢ uma homotopia que conecta go f e Idys e pelo teorema 5.2

H"(M) = H"(S"1).

Exemplo 5.7. Considere a variedade diferencidvel M = R* — {0}. Vamos provar

que

H(M) = {0},
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Demonstragao. Para M = R?—{0} vimos no exemplo 4.8 que existe um funcional

linear
¢:Z' (M) —R
sobrejetivo com ntcleo igual a B*(M). Este induz um isomorfismo

¢: H' (M) = R.

1w

A homologia de grau 2 de M = R? — {0} se anula, H*(M) = {0}.

Com efeito, pelo corolario (5.3)
H*(M) = H*(SY).
Como a cohomologia de S! se anula em graus maiores do que 1 obtemos

H(M) = {0},
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Capitulo 6

A Sequéncia de Mayer-Vietoris

Dr. Leopold Vietoris' (1891 - 2002), matematico austriaco, é conhecido por suas
contribuigoes a varios ramos da matematica principalmente a topologia. Adquiriu
notoriedade por continuar a pesquisar com idade avancada. Ele viveu por 110 anos
e 309 dias e se tornou o homem mais velho a viver na Austria. Vdrios conceitos
matematicos receberam o nome de Vietoris: Topologia de Vietoris, Homologia de

Vietoris, teorema da aplicacao de Vietoris-Begle e a sequéncia de Mayer-Vietoris.

6.1 A Sequéncia de Mayer-Vietoris

Em topologia algébrica a seqiiéncia Mayer-Vietoris ¢ uma seqiiéncia exata usada
para computar grupos de cohomologia .

A seguinte situagao é dada: Se tem uma variedade diferenciavel que é uniao de
duas variedades e se quer calcular a cohomologia da uniao sabendo a cohomologia
das partes. Obviamente se tem que levar em consideragao a interseccao das duas
variedades: para a uniao disjunta é simplesmente o produto cartesiano dos grupos
cohomologicos.

Como motivacao para a definicao da seqiiéncia de Mayer-Vietoris vamos analisar
o caso das esferas.

O exemplo (3.3) mostra que a esfera S™ C R™"! pode ser escrita como uniao
de duas subvariedades contrateis U = S™\{a} e V = S™\{b}, onde a e b sdo dois
pontos diferentes em S™. Este mesmo exemplo mostra que a intersecao U NV
¢ difeomorfa a S™ ! x R que por sua vez tem o mesmo tipo de homotopia de

Sm=1 como vimos no exemplo 5.3, assim serd possivel calcular a cohomologia de

!The American Mathematical Society, vol. 49, no. 10 (Novembro, 2002)
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S™ sabendo a cohomologia de S™1.

3

Sm

Figura 6.1: A esfera como uniao de dois abertos

Lema 6.1. Seja M =U U V. A sequéncia

0—C"(M) S cr()ecr (V) D crunv) — o,

na qual a primeira funcao € dada por

a(w) = (Wl wl,) = (w,iw),

onde 1y, i, sao as inclusoes de U, V em M,

e a sequnda funcao é dada por

Blwr,wa) = wn = w2y

é exata.

(6.1)

(6.3)

Demonstragao. Para provar que a sequéncia (6.1) é exata, o faremos em trés

partes:

1. Em C"(M): Da defini¢ao de v obtemos que ela é injetiva e, portanto, o nicleo

de «a é igual a {0}, que é a imagem do morfismo zero da esquerda.

2. Em C"(U) & C"(V): E direto que 8o« = 0, pois

foa(w)= ﬁ(w|U’w|V) = (w|U)|UﬂV - (wlv)lUﬂV = Wlpay ~ Y0gay =0
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Logo ker 8 D im «. Por outro lado, se B(wy,ws) = 0, entao w; = Wy

unv unv

e, consequentemente a forma w dada por

wi(r) =w eU
wg(:c):w‘v, se xeV
estd bem definida e a sua imagem por « é exatamente (wq,ws), donde ker 3 C

im . Assim mostramos que o ntcleo de [ é igual a imagem de a.

3. C"(UNV): Provar que a seqiiéncia é exata em C"(UUV') é o mesmo que provar
que 3 é sobrejetivo. Para demonstrar isto nés consideramos uma particao da
unidade subordinada {U,V'} como recobrimento aberto de M. Esta partigao

consiste em duas fungoes (infinitamente) diferenciaveis:

¢V,¢U1M—>R

tais que ¢y (x) + ¢y (x) = 1 para todo o z. Além disso, o suporte? de ¢y estd

contido em V' e o suporte de ¢y esta contido em U.

unv

Figura 6.2:

Definimos, para cada w € C"(U NV), duas formas wy e wy em U e em V,

respectivamente, do seguinte modo:

M(x):{%(ﬂ-w(a:) se reUnv
0 se xEU\(UmV)’

wz(x):{—gbv(az)-w(a:) se vreUNV .
0 se zeV\(UNV)

2Se ¢ : X — R, entdo o suporte de ¢ é definido como o fecho do conjunto ¢~1(R — 0) e
denotado por supp ¢. Assim, se © &€ supp ¢, entdo existe uma vizinhanga de x na qual ¢ = 0.
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Agora B(wy,ws) = ¢pw+oyw = w. Portanto (3 é sobrejetivo

- CL)1‘Umv_°‘)2‘Umv
e a seqiiéncia é exata em C"(U U V).

Tanto o como [ comutam com a diferencial exterior: ad = da e 3d = df, ou

seja, sao chain maps.

Entao a seqliéncia longa exata associada em homologia a seqiiéncia curta exata (6.1),

dada pelo teorema 4.1, é a sequéncia de Mayer-Vietoris:
S H(M) S H( e H(V) S HWUnNV) S HHY(M) — ...
Aqui A ¢ definido como segue: Seja [w] € H'(UNV), onde w € C"(UNV) é
dada por w = (w;,ws) com wy, ws obtidos conforme a etapa 3 acima. Assim
0=dw= dﬁ(wl,wg) = dwl‘UﬂV — dw2‘UﬁV'

Isto é, dw; e dwsy coincidem em U NV,

0 —= CT (M) —a= O™ (U) @ O+ (V) —p= CTH (U A V) — 0
d d d

0——=C"(M) —a—=C"(U) & C"(V) —p—= C"(U N V) —=0

Definimos uma forma @ € C"*!(M) dada por @lv = dws.

" =d
o(x) = wl(aj)_ w1|U se xEU'
wo(z) = dw2|v se zeV

E claro que @ é fechada.

Por definicao

Com esta definicao obtemos a seqiiéncia de Mayer-Vietoris como indica o dia-

grama abaixo:
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(@] € H™H(M)

HT (M) L HU)® H(V) L W] € HH(UNV)

6.2 Calculo da Cohomologia com a Seqiiéncia de
Mayer-Vietoris

Vamos calcular H"(S™).
Para S* : No exemplo 5.1 vimos que U = R?\ {0} tem o mesmo tipo de homotopia
S'. Vimos ainda no exemplo 4.8 que H'(U) = R e H'(U) = R. Portanto, pelo

teorema de invariancia homotdpica (teorema 5.2),
H°(S') ~ R
H'Y(SY) ~R.

Para S? : Como nés vimos anteriormente a esfera S? C R pode ser escrita como
a uniao de duas subvariedades contrateis U = S?\a e V = 5%\ b, onde a e b sao dois
polos opostos em S%. A interseccao U NV é difeomorfa a S* x R (tomar o equador
por exemplo e ver que os meridianos sao difeomorfos a R e tém portanto mesmo tipo
de homotopia que S! (contrair ao longo da cépia de R). Substituindo H" (U N'V)

por H"(S') temos na seqiiéncia de Mayer-Vietoris:

0 -2 HS?) % HOU) @ HY(V) -5 HO(SY) 25
= HY(SY) -5 HY(U)e H'(V) 5 HY(

L HA(S?) S HAU) e HA(V) -5 H(
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Figura 6.3: Mayer-Vietoris para S>

Como vimos no lema 3.6, toda r-forma linear se anula em um espaco de dimensao
menor que 7 pois, neste caso, r vetores sao sempre linearmente dependentes. O lema
(3.8) mostra que a dimensao do espago tangente para cada ponto de uma variedade
tem a mesma dimensao da variedade, assim o espago das r-formas diferencidveis
é trivial se r é maior que a dimensao da variedade diferenciavel. A cohomologia
também ¢é nula.

E por isso que a seqiiéncia ¢ zero para grau maior do que ou igual 3. O tultimo
termo se anula pela mesma razao, ja que S' tem dimensao 1. Como U e V sao
contrateis, pelo coroldrio (5.1), eles tém cohomologia nula em dimensao 1 e 2, entao
HYU)® HY (V) e H*(U) ® H*(V) sao zero. Nés alcancamos o sonho de qualquer
topologo algébrico: Dois termos que contém a outros dois em uma seqiiéncia exata
se anulam, entao o morfismo entre o dois termos contidos é um isomorfismo, em
nosso caso H'(S') = H2(5?).

Como todas as variedades consideradas sao conexas, a cohomologia de grau zero

é isomorfa a R. Entao o lado esquerdo da seqiiéncia de Mayer-Vietoris se 1é:
0 R—-R®&R—-R— ...,

onde R representa a espaco das funcoes constantes. Portanto o primeiro mor-
fismo é dado por « : z +— (z,z), j4 que é a restri¢io da funcao constante z em S?

aos subconjuntos U e V. Do mesmo modo o morfismo
H(U) & HO(V) = HY(S")
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estd definido por 5 : (z,y) — x — y e entao é sobrejetivo. Isto significa que a sua
imagem ¢é todo o H°(S!) e, como a seqiiéncia é exata, isto implica que H°(S1) é o
nicleo da aplicagao
HO(SY) 25 H'(S?).

Por isso A = 0 tém como imagem o espago trivial {0} que por sua vez é o niicleo

da aplicacao
HY(S*) % HYU) @ HY(V).

Mas j& tinhamos visto que esta aplicagdo é zero porque HY(U) & H' (V) se

anula. Entao o nticleo de a é todo o H'(S?) e, consequentemente, o espago ¢ trivial.

Resumindo temos que:

R se r=0,2

0 se r=1

H"(S?) = {

O mesmo argumento permite calcular a cohomologia de S™ para qualquer m.
S™ é escrita como uniao de dois conjuntos contrateis U e V' e a seqiiéncia de Mayer-

Vietoris é obtida para r > 0

0— HY(S™ S H(S™) — 0.

Para dimensao zero, com o mesmo argumento se conclui que

R se r=0,m

H(5™) = {O se 1€ {0,m}"

Um gerador para H?(S?) é qualquer forma diferencial w de grau dois em S?
com |, g2 w # 0. Para isto se nota que qualquer forma de grau maximo ¢ fechada. Se

w = da entdo [, w = [g, da. Pelo teorema de Stokes® temos

3(Teorema de Stokes). Se w é uma (n — 1) forma com suporte compacto sobre uma variedade
orientada M de dimensdao n e se OM com a orientacao induzida por M, entdo fM dw = f(’)M w.
(BOTT, R.;TU, L. W., 1982, p.32-3).

100



/da:/ a:/a:()
52 952 0

Analogamente qualquer forma de grau maximo n em uma variedade M com

H™(M) =R é uma base de H"(M) se [, w # 0.

pois S? nao tem bordo.
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Capitulo 7

Teorema da Separacao de
Alexander

O Teorema de Jordan diz que para toda curva homeomorfa a S no plano o
complemento tem duas componentes tendo como fronteira comum a curva dada.

A demonstragao de Jordan é muito complicada e alguns até acreditavam que
tinha erros. Em 1910, L. E. J. Brouwer (1911, p. 314) prova o caso mais geral das
esferas S™ do qual o Teorema da Curva de Jordan segue como corolario. Por causa
desta generalizacao e como uma homenagem, o Teorema de Brouwer é conhecido
como Teorema de Separacao de Jordan-Brouwer.

O resultado que apresentamos neste capitulo é ainda mais geral, e foi demonstra-
do por J. W. Alexander, em 1922. O Teorema da Separacao de Alexander, como ficou
conhecido, foi provado em 1993 de forma muito elegante por A. Dold (1993, p.856)
s6 usando invariancia homotopica e seqiiéncia de Mayer-Vietoris. Deste teorema
obtém-se, como corolario, os teoremas de Jordan-Brouwer e, conseqiientemente, o

classico Teorema de Jordan.

7.1 Vizinhancas Tubulares

Agora vamos construir vizinhancas tubulares ao redor de variedades diferencié-

veis. Antes recordaremos alguns fatos:

1é nulo,

Dois vetores w,v € R™ sdo ortogonais (normais), se o produto interno
ou seja,

(w,v) = 0. (7.1)

1O produto interno estd definido (LIMA, 2000, p.3).
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Definicao 7.1. Seja M uma variedade diferencidavel de dimensao m imersa em R™.

Um vetor w € R™ é dito normal a M em p quando (w,v) = 0 para todo v € T,M.

Definicao 7.2. O espaco vetorial de todos os vetores normais a M em um ponto p

serd denotado por T, M=.

Definigao 7.3. A bola normal B+(p, ¢) esté definida como

Bt(p,e) = {w € T,M™*,|w| < ¢}

T,M*
B (p,¢)
T,M
M

Figura 7.1: Bola normal a M em p.

Como M ¢ variedade, para cada ponto p € M, existem uma vizinhanca U de p
em M e um homeomorfismo ¢ : Uy — U, onde Uy é um aberto em R e p é O é

chamada uma parametrizacao local de M.

@]
.

e

Figura 7.2: Parametrizagao local de M.

M

dyp, : R™ — R™ ¢ injetiva para todo x € U.
dop(R™) = T, M (7.2)

Agora podemos enunciar o teorema da vizinhanca tubular local:
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Teorema 7.1. (Vizinhanga tubular local) Seja M uma variedade diferencidvel. Para
todo p € M existe um aberto U C M que contém p e € > 0 tal que ¢ # ¢ € U as
bolas normais de raio € sio disjuntas, isto é, B*(q,¢) N B*(¢',€) = 0. A vizinhanca

Ve(U) = U,er Bt(q,€) se chama vizinhanca tubular local de p.
Demonstragao.
Ve(U)

U
p M

Figura 7.3: vizinhanca tubular local

Para todo p € M existem? U > p em M e campos (infinitamente) diferencidveis
Wiy ooy Wy : U — R

com wi(p), ..., Wn_m(p) € T,M* e

1, se 1=
0, se i#£7]

Seja agora Y : Uy — U um parametrizagao local com Y (pg) = p. Definimos
Y: Uy x R*™™ — R™ por

(wi(q), w;(q)) = { Vg € U.

Y(z,aq,...,0¢nm) =Y (x)+ i a;w;(Y(x)).

Entdao Y'(pg,0) : R™ x R"™™ — R" ¢ um isomorfismo, porque Y (py) é um
isomorfismo sobre T, M. Portanto

dY(p,0)

8Ii ’

¢ um conjunto de vetores linearmente independente que gera T,M e

para j=1,...,m,

oY (p, 0
% = Wj—m(p), para  m < j < n,

forma um conjunto linearmente independente de vetores em T, M. Portanto

{@\Y(p, 0)  9Y(p,0) }

—, L]
8$1 8xn

2Este resultado estd demonstrado em [20]
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¢ um conjunto com n vetores linearmente independentes em R™ e, portanto,
forma uma base para R".

Pelo teorema da aplica¢do inversa, existe uma vizinhanga aberta de (pg,0) da
forma

V(UL €)= U x B(0,e)

tal que

Y : V(U e) — R"
¢ um difeomorfismo sobre um aberto de R". Mudando o notagao obtemos:

Y : Uy x B(0,6) — Vi(U) = | B*(g,0),

g€l

onde Uy CR™, B(0,e) CR"™™ e Y(Up) =U.
Assim temos que B1(q,¢) N BL(¢,¢) = ) para q # ¢, pois as pré-imagens por Y
sao disjuntas. Para cada ponto z € V,(U) existe um tinico ¢ € U com z € B1(q, ¢).

Isto define uma projecao

7.V (U)—-U

que é C™ pois é a composicao de trés aplicagoes C*: Y; a projecao R™ em R™ e
YL

Provaremos teorema da vizinhanca tubular global para o caso de M ser com-

pacta.

Figura 7.4: Vizinhanca Tubular global
Teorema 7.2. Seja M uma variedade diferencidavel compacta. Entao existe € > 0
tal que, para q # p € M, tem-se que
B*(q,€) N B (p,e) = 0.
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Além disso V(U) = Uep Bt(q,€) é uma vizinhanca aberta de M em R™ e
7:Ve(M)— M éC™.

Figura 7.5: Vizinhanca Tubular global

Demonstracao.
Vamos demonstrar este resultado por reductio ad absurdum:

Se nao existir € tal como no enunciado, entao, para cada n € N,
1 1
Elxn € BL(p'nJ _) N BL(QTM _)
n n
com p, # q, € M. Levando em consideracao que M é compacto e passando a

subseqiiéncias, se necessario, temos que existe p € M com p, - peq, —p , pois

2
|pn - Qn| < —.
n

Figura 7.6: p, e g, convergiriam ao mesmo p.

Entao também z, — p, o que é uma contradigao, pois existiria um N € N tal
que r,, € B*(p, %) para todo n > N e, pelo teorema da vizinhanca tubular local
(7.1), existe uma vizinhanga tubular local V. (U) de p de modo que as bolas normais
de raio € nao se intersectam.

Observe que, se z € V,, entao 7(z) é o ponto (inico ) de M mais préximo de z.

Apesar de nao termos provado o teorema (7.2) para variedades diferenciais nao
compactas, observamos que, neste caso, o raio das bolas normais é uma funcao

€(z) > 0 para z € M.
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Figura 7.7: m(z) é o ponto de M mais préxima a z.

7.2 Aproximacao por Funcoes Continuas

Nesta se¢ao vamos demonstrar o teorema de aprorimac¢ao no qual aproximamos

funcoes infinitamente diferencidveis por fun¢oes continuas.

O Teorema de Aprozimacgao
Seja f : M — N. Entao f induz uma fungdo f* : H"(N) — H"(M) com
(fog)* =g o f* Idy = Iduruy e f =~ g entdo f* = g*, onde ~ indica que as

funcoes sao homotopicas.

Donde se deduz que uma equivaléncia homotépica f : M — N induz um
isomorfismo f* : H"(N) — H"(M). Decorre do Teorema de Aproximagao a in-
variancia da cohomologia por homeomorfismos que sera utilizada na demonstracao
do Teorema da Separacgao de Alexander. As proposic¢oes a seguir sao utilizadas para

obte-lo.
Proposicao 7.1. Seja f : M — R"™ continua. Para toda funcao real continua
positiva € : M — R existe g : M — R™, g € C*, tal que

|f(z) —g(x)| < €e(x) Va € M.

Demonstracao.
Seja M = UpeM Vp, onde V,, é uma vizinhanca aberta de p de modo que para

todo x € V,, se cumpre

[f(z) = f(p)] < e(z). (7.3)
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Tais vizinhancas podem ser obtidas pondo por exemplo

r(z) = [f(z) = f(p)] — e(z)

e vendo que r(p) < 0 e que r é continua.
Existe uma particao da unidade localmente finita estritamente subordinada a

cobertura M = U V,. Isto significa que para cada p € M ha uma funcao C*
peEM
positiva &, : M — R com supp(§,) C V, e

S 6) = L. (7.4)

peEM
Além disso é localmente finita, o que significa® que para cada p € M existe
uma vizinhanca U de p de modo que U intersecta somente uma quantidade finita

de suportes de &,. Assim podemos escrever

fla) =" &la)f(x), (7.5)

peEM

Seja g : M — R™ definida por

(@)=Y &) f(p). (7.6)

peEM
Como (7.6) é localmente uma soma finita de fungoes C*, entao g também é C'*°.
De (7.5) e (7.6) temos para cada x € M:

7.4)
=€

F(@) = 9(@)| < 3 @) F(@) = F)] < Y &@)e(x) = e(a).

pEM peEM

Proposicao 7.2. O resultado da proposicao (7.1) € vdlido para f: M — N C R™.
Assim, se f: M — N C R™ € continua temos que para toda func¢ao real continua

positiva € : M — R existe g: M — N C R", g€ C*, tal que

|f(z) —g(x)| <e(x)  Voe M.

3(Este fato também implica que s6 ha uma quantidade enumeravel de funcdes &p nao nulas, mas
isso néo vamos precisar.)
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Demonstragao. Seja Vs(N) uma vizinhanga tubular de N.

Podemos supor que
€(x) <d(f(x), R" —V5(N)) (7.7)

Para todo o z € R™ com |z — f(z)| < €(x) temos que o segmento de reta ligando

z a f(x), denotado por [z, f(z)],

[z, f(x)]=(1—t)z+tf(x), te€]0,]]CR (7.8)
satisfaz
[2, f(z)] C Vs(N), (7.9)
Seja h: M — R" a fungao C'*° da proposicao 7.1 com
|h(z) — f(z)] < ? Vo e M. (7.10)
Entao a imagem de h estd em V5(N). Seja g : M — N definida por
9(z) = m(h(z). (7.11)

como ¢ ¢é obtida pela composicao de funcoes C'™ entao g é C'°. Além disso satisfaz

l9(x) = f(@) < lg(x) = h(x)] + [h(z) = ()], (7.12)

Como 7(h(z)) é o ponto mais préximo de h(z) temos:

(7.13)
Figura 7.8: Aproximamos f com h e portanto com 7 o h.
logo, substituindo (7.13) em (7.12) e usando (7.10)
e(r)  e(x
(@) — £ < L4 W oy, (7.14)
[
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Morfismos em cohomologia induzidos por fungoes continuas
Proposicao 7.3. Toda aplicacio continua f : M — N € homotdpica a uma

aplicacao C'*° de M para N.

Demonstracao. Seja g como na proposicao 7.2. Entao o segmento de reta
[9(x), f(x)] estd em V5(N), V€ M.
A homotopia H : M x [0,1] — N definida por

H(z,t) :=m((1 —1)f(z) + tg(x))
conecta fag . [ ]
Proposicao 7.4. Transitividade de homotopias C*. Seja f < g, 0 que significa
. . . . c=°
que existe uma homotopia C*° que conecta conecta f e g. Além disso se g ~ h,
entao f < h.
Demonstracgao. De acordo com o enunciado existem
H:Mx[0,1]] — N e K:Mx]|[0,1]] — N

com

H(z,0) = f(x) K(z,0) = g(x)

H(z,1) = g(x) K(z,0) = h(z)

Definimos

L:L(HJ()MX[O,I]—)N

N
N|—= o~

L(x’t):{H(X,Zt) se 0< (715

<
H(X,2t—1) se <

4~ N

< L

1
L é uma homotopia continua que conecta f a h e é C*° para todo t exceto t = 7

Modificaremos H e K de modo que

N —

H(z,t) =g(x) para t> e K(x,t) =g(z) para t<

N[ —
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Para isto consideremos as fung¢oes auxiliares £ e n com

e =1 se t>=1%
S@t) = {f(t) =0 se t< (2)
e
) nt) =1 set<;
§a,t) = {n(t) =0 set> i

substituimos H por H com H(z,t) = H(x,£(t)) e K por K com K (x,t) = K (z,n(t))
entao

L = Lk

¢ uma homotopia C*° que conecta f a h.

Proposicao 7.5. Se f,g: M — N sao funcoes C*>® e f ~ g, entao f < g. Ou

seja, se duas fungoes C'*° sao homotopicas entao sao C°°-homotopicas.

Existe H : M x [0,1] — N continua com H(z,0) = f(z) e H(x,1) = g(x).
Estendemos constantemente a funcao a M xR e obtemos uma funcao H : M xR —
N com M com H(z,t) = f(x) parat < 0 e H(z,t) = g(x) parat > 1. Seja V5(N)

uma vizinhanga tubular de N. Tomemos € : R — R continua com
0<e< d(H(x,t),R"—V5(N)) (7.16)

para todo (x,t) € M x R. Pela proposigao 7.2, existe uma fungao C'*
K: M xR — N com

|K (z,t) — H(z,t)| < €e(z,t) V(z,t) € M x R.

Entao o segmento [H(x,t), K(x,t)] C V5(NN) para todo (x,t) € M x R.
Definindo f,§: M — N como

f=K(z,0) e g=K(z1),

temos K|MX[01 ¢ uma homotopia C* entre f e g. Além disso [f(z), f(z)] C

) } o0

Vs(N) Vax assim que f < f e também [g(z), g(x)] C V5(N) assim g < g. Pela
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proposicao (7.4) temos a transitividade de homotopias C* donde se deduz que
COO
~ q.

Agora faremos a demonstracao do Teorema de Aproximacao por fungoes

continuas.

Teorema 7.3. Seja f: M — N continua. Entdao f induz uma func¢ao
ffH(N)— H"(M)

com (fog)* :g*Of*’ [d}k\/[:IdHr(M) ef:g entao f* :g*'

Pela proposicao 7.3 existe alguma funcao existe g € C'*° que é homotopica a f.
Definimos f* := g*. As propriedades do enunciado se demonstram facilmente usando
as ultimas proposigoes.

Este teorema nos da uma ligacao importante para realizarmos a prova do Teo-
rema da Separagao de Alexander, ja que variedades homeomorfas sdo homotopica-

mente equivalentes e portanto tém grupos de cohomologia isomorfos.

7.3 Teorema de Jordan-Brouwer-Alexander

Para demonstrar o teorema nos faremos uso de dois lemas:

Lema 7.1. Se Fy, Fy C R"™ sao subconjuntos fechados homeomorfos, entao R*™\

({0} x Fy) e R?"\ (Fy x {0}) sdo homeomorfos.

Demonstracao. Como F;, F5 sao homeomorfos entao existem homeomorfismos
inversos

X2F1—>F2 e YZF2—>F1, (717)

Pelo teorema de Tietze* existem

X:R*"—=R" ¢ Y:R" - R"

4Teorema de Tietze [21]: Sejam E um espaco normal e F' um subconjunto fechado de E.

(7) Qualquer aplicagao continua de F' em [a,b] pode ser estendida a uma aplica¢ao continua de
E em [a,b];

(#4) Qualquer aplicacdo continua de F' em R pode ser estendida a uma aplica¢do continua de E
em R.
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extensoes continuas de X e Y.

Definimos as aplicacoes h, k : R?" — R?":

h:R"xR" — R"xR"
(z,y) = hz,y) = (z,y — V()

E:R"xR" — R"xR"

(z,y) +— k(z,y)=(v—X(y),y).

E facil ver que h e k sao homeomorfismos com inversos dados por

i (z,y) = (r,y+ V(@) e kz,y)=(z+ X(y),y)

Entao

koh™':R?* — R>™

E um homeomorfismo que transforma F; x {0} em {0} x F, pois para z € F}

temos que h~'(x,0) = (z,Y(x)) j4 que YV é uma extensio de Y. Daqui temos que

(koh™ N (z,0) = (x — X(Y(2)),Y(2)) = (0,Y(x)) € {0} x Fy. (7.18)

Analogamente temos que (koh™!)™! = ho k™! é um homeomorfismo que trans-
forma {0} x Fy em Fy x {0} pois para y € Fy temos que k71(0,y) = (X(y),y).
Logo

(hok™)(0,y) = (X(y),y — Y(X())) = (X(y),0) € {0} x F. (7.19)

Pelos homeomorfismos dados em (7.18) e (7.19) concluimos que R*™\ ({0} x F3)
e R?"\ (F; x {0}) sdao homeomorfos.

Lema 7.2. Para todo o FF C R" fechado tem-se que

H'I‘(Rn \ F) ~~ HT—H(Rn—H \ F)
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Demonstracao. Considere

U={(z,t) eR"xR=R"" |2 ¢ F ou t>0}

e
V={(z,t) ER"XR=R"" |2 ¢F ou t<0}.
R e
~
~
W i
~ \
Mg "™
Figura 7.9: U e V sao abertos contrateis em R"+!
Tem-se que U e V sao contrateis e
UUuV =R"™\ F (7.20)
e
UNnV =(R"\F)xR. (7.21)

O conjunto dado em (7.21) tem o mesmo tipo de homotopia que R" \ F.

A seqiiéncia de Mayer-Vietoris nos da:

H(U)® H (V) — H(R*\ F) & A R\ F) — BN U) & HHY(V).

Como H*(U) e H*(V) sdo zero para todo o k, entdo A é um isomorfismo e
portanto

H'(R"\ F) = ™Y R\ F). (7.22)

Vamos demonstrar agora o teorema 7.4.
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Teorema 7.4. (Separagdo de Jordan-Brouwer-Alexander)

Se Fy, F5 CR" sao subconjuntos fechados homeomorfos, entao
AR\ ) = A(R"\ F)
parar =0,1,2,....
Demonstragao. Dos lemas (7.1) e (7.2), obtemos uma cadeia de isomorfismos
H'(R"\ F)) = H™R*™\ ) 2 HT(R*"\ F) = H'(R"\ F),

onde o primeiro isomorfismo é obtido aplicando n vezes o lema (7.1), o segundo
isomorfismo ¢é conseqiiéncia do lema (7.2) e do teorema de aproximagao (7.3). O

ultimo isomorfismo é conseqiiéncia de se aplicar n vezes o lema (7.1). ]

Exemplo 7.1. Observe que Fy = Fy nao significa que R™ \ F; 2 R"\ F,. . Como

mostra o sequinte contra-exemplo em R® considerando S* e uma curva fechada com

P

um lago como na figura 7.10.

T

Figura 7.10: Um laco cujo complemento nio é isomorfo a R3\ S*.

Exemplo 7.2. Outro exemplo mais simples € o sequinte em R? :

—1 _
.S Sl
Sl

Figura 7.11: Outro exemplo com F} & Fy e R*\ F} ¥ R?\ F.
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Estd claro que R?\ Fy e R*\ Fy ndo sao homeomorfos, porque eles nem mesmo
tem o mesmo tipo de homotopia , jd que o tipo de homotopia de R*\ Fy ¢ o mesmo
que o de um ponto unido disjuntamente com duas cépias de S* e o tipo de homotopia
de R*\ F, € de dois pontos isolados unidos disjuntamente como uma unido em um

ponto de duas copias de S*.
R\ Fy =- R2\F, -
Figura 7.12: Tipos de homotopia distintos

Exemplo 7.3. Aplicando o Teorema da Separagao de Alexander (7.4) a um conjunto
D homeomorfo a bola fechada em R? podemos concluir que este conjunto nao divide

o plano.

1%

O >

Figura 7.13: D nao separa o plano.
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O Teorema de Jordan-Brouwer serda demonstrado em dois corolarios:

Corolario 7.1. (Teorema de Jordan-Brouwer 1* parte) Para todo conjunto C home-

omorfo a S™ em R™ o complemento (R"*!\ S™) tem duas componentes conezas.

Demonstracao. Como F; = S™ e F; = C sao fechados e homeomorfos, pelo

Teorema da Separacao de Alexander (7.4),
HOR™M\ C) = HO(R"\ S") 2 Ra R,
pois o complemento de S™ tem duas componentes conexas. ]

Agora demonstraremos a segunda parte do Teorema de Jordan-Brouwer que

contempla as fronteiras comuns.

Corolério 7.2. (Teorema de Jordan-Brouwer 2° parte) Se C C R™ for homeo-

morfo a esfera S™, entdo C € fronteira comum das duas componentes conexas de

R"\ C.

Demonstragao. Sejam A e B as componentes conexas de R\ C e seja x um ponto
de C. Veremos que em toda a vizinhanca de z em R" existem pontos de A e B.
Seja W uma vizinhanca aberta de  em R". Entao W N C contém uma vizinhanca
V de z em C homeomorfa a uma bola aberta em R"~!. Entao C \ V' ¢ homeomorfa
a uma bola fechada de dimensao n — 1. Pelo teorema de Jordan-Brouwer-Alexander
R™\ (C\ V) é conexo, e por ser aberto, é conexo por caminhos. Sejama € Aebe B
dois pontos nas componentes conexas diferentes de R \ C e Il um caminho que os
conecta em R"\ (C\ V), isto é, IIp = a e II; = b.

O caminho tem que passar necessariamente por V e a interseccao nao vazia

VNIl =CNII é compacta porque € a interseccao de dois conjuntos compactos.
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Consideremos

to=inf{t| I, eV} (7.23)
tp=sup{t| I;eV} (7.24)

Entao para t < t, tem-se que I, € A e t para t > t;, tem-se que II; € B.
Como a interseccao W N II contém a intersecgao V N II, existe um intervalo

aberto I =|t, —¢e,t,[ tal que
(1) c W,

portanto W contém pontos de A.

Analogamente obtemos um intervalo J =lt,,t, +¢[ tal que
I(J) cw,

assim W contém pontos de B.

Portanto fica estabelecido que qualquer ponto em C é ao mesmo tempo fronteira
de A e de B. Que as fronteiras de A e B estao contidas em C é 6bvio, pois R" é a
uniao disjunta de R" = AL BUC.

Logo C é fronteira comum a A e B. ]

Como conseqiiéncia da primeira parte do Teorema de Jordan-Brouwer, corolario
(7.1), temos o seguinte teorema classico da topologia, conhecido como o Teorema de

Invariancia dos Abertos.

Corolario 7.3. (Teorema de Invariancia dos Abertos) Seja f: U — R™ um home-
omorfismo do aberto U C R™ sobre sua imagem f(U) C R"™. Entao f(U) também é

um aberto em R™.

Demonstracgao. Primeiramente vejamos a seguinte situacao: B é uma bola aberta
em R", B = BUOB onde S = 0B é a fronteira de B e portanto uma esfera.
Seja f : B — R™ um homeomorfismo de B em sua imagem f(B). Temos que
f(B) = f(B) U f(S) é a unido disjunta da imagem da bola aberta e da imagem da

esfera.
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Entao podemos escrever R" como a uniao disjunta:

R™ = f(B)U f(S)U (R™\ f(B)),
isto 6,
R™\ f(S) = f(B) U(R"\ f(B)).
#(B) é conexo porque é a imagem por uma aplicacio continua de um conexo, mas,

pelo Teorema de Jordan Brouwer 1* parte (corolério 7.1),

R™\ f(B) (7.25)

também é conexo. Também pelo (corolério 7.1),

R™\ f(5) (7.26)

¢ a uniao disjunta de duas componentes conexas. Tais componentes tém que ser
abertas pois R™ \ f(S) é aberto visto que f(S) é fechado.

Das duas representacoes (7.25) e (7.26) de R™ \ f(S) deduz-se facilmente que
f(B) tem que ser uma das duas componentes conexas e, portanto, ¢ um conjunto
aberto.

Tendo estabelecido este resultado parcial nés demonstramos a situacao geral:
Sejay € f(U). Entao existe um x € U com f(z) = y. Tomamos uma bola de centro
x com B C U. Pelo resultado parcial temos f(B) C f(U) é um aberto em R" que

contém y.

Considerando n = 1 nos coroldrios (7.1) e (7.2), obtemos o classico Teorema de

Jordan.
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Corolario 7.4. (Teorema de Jordan) Para toda curva C homeomorfa a S* no plano,

o complemento tem duas componentes conexas tendo C como fronteira comum.

Sl~=cC

St C

Figura 7.14: C é curva de Jordan
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Conclusao

O Teorema da Curva de Jordan foi demonstrado neste trabalho a partir do ar-
tigo “A Proof of Jordan Curve Theorem”escrito por Helge Tverberg (TVERBERG,
1980, p.34). Tverberg se baseou nas idéias originais de Camile Jordan. Uma curva
fechada simples separa o plano em duas regioes cuja fronteira comum € a curva
dada. Com esse enunciado simples e bastante intuitivo o Teorema da Curva de
Jordan encanta pela simplicidade e pela naturalidade que é aceito como verdade
sem necessitar uma demonstracao. Neumann, em 1865, chamou atencao para ne-
cessidade de demonstracao dessa propriedade de separacao do plano e desde entao
as referéncias historicas revelam as dificuldades encontradas na consecucao dessa
tarefa.

Jordan apresentou uma demonstracao incompleta e por isso muitos matematicos
nao consideraram correta sua demonstracao. Veblen criticou a demonstracao de Jor-
dan e apresentou uma outra(VEBLEN, 1905, p.89). Sua demonstragao estava er-
rada, como ele mesmo reconheceu alguns anos depois (VEBLEN,1913, p.65). Mesmo
ap6s Osvald Veblen ter reconhecido o préprio erro, Courant & Robbins (1941, p.245),
Newman (1954, p.205) e Kline (1972, p.282), que atribuiram a ele a primeira demon-
stragao correta do Teorema da Curva de Jordan. Brouwer demonstrou o Teorema
da Curva de Jordan e fez uma generalizagao deste resultado para hipersuperficies.

As idéias apresentadas por Brouwer permitiram a Alexander generalizar o resul-
tado obtido por Brouwer no artigo “A Proof And Extension of The Jordan-Brouwer
Separation Theorem” (ALEXANDER, 1922, p.333), no qual, em uma nota de ro-
dapé, também considerou a demonstracao de Veblen correta.

A generalizacao do Teorema da Curva de Jordan feita por Alexander foi apresen-
tada neste trabalho com uma nova demonstracao, muito elegante, usando invariancia

homotdépica e seqiiéncia de Mayer-Vietoris feita por (DOLD, 1993).
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O Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer-Alexander é demonstrado em cinco
linhas, mas o conhecimento necessario para entendé-lo é muito vasto. A simplicidade
do enunciado do Teorema da Curva de Jordan contrasta com a sofisticacao das
ferramentas matematicas utilizadas por Dold. Buscamos, ao longo dos capitulos,
estabelecer o arcabouco tedrico necessario para esse fim. Um estudo que completaria
esse trabalho poderia apresentar aplicacoes do Teorema da Curva de Jordan e do
Teorema da Separacao de Jordan-Brouwer-Alexander. Seremos gratos por futuras

contribuicoes a este trabalho, bem como pelos estudos que o complementarem.
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