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Singularidades Comuns de Campos Vetoriais Comutativos em
Variedades Compactas Bidimensionais

Evilson da Silva Vieira

Orientador: Prof. Bruno César Azevedo Scardua

Neste trabalho mostramos que toda agao continua do grupo aditivo R™ em uma
variedade compacta bidimensional com caracteristica de Euler nao-nula tem um ponto
fixo. Como conseqiiéncia, toda colecao de campos vetoriais dois-a-dois comutativos
em uma variedade compacta bidimensonal com caractaristica de Euler nao-nula tem

uma singularidade comum.
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Common Singularities of Commuting Vector Fields on Compacts
2-Manifolds

Evilson da Silva Vieira

Supervisor: Bruno César Azevedo Scardua

In this work we show that every continuous action of the additive group R" on a
compact 2-manifold with non-zero Euler Characteristic has a fixed point. As conse-
quence, every set of pairwise commuting vector fields on a compact 2-manifold with

non-zero Euler Characteristic has a common singularity.



Introducao

Este texto é baseado nos trabalhos de Elon Lages Lima [11], [12] e [13], onde o tltimo

¢ uma generalicao dos dois primeiros.

Aqui estamos interessados em campos vetoriais sobre uma 2-variedade M com-
pacta, com ou sem bordo. Dizemos que dois campos X e Y comutam se o colchete
de Lie [X, Y] se anula identicamente em M. Nosso resultado principal é que qualquer
conjunto de campos vetoriais, dois-a-dois comutativos, em uma 2-variedade compacta
com ou sem bordo e com caracteristica de Euler nao-nula tem uma singularidade co-

muin.

Uma colecao finita de campos vetoriais comutativos em uma variedade M ¢é equi-
valente a uma acao diferenciavel de um grupo de Lie abeliano em M. Nestes termos,
o resultado principal também pode ser visto da seguinte forma: toda agao continua
do grupo aditivo R"™ em uma 2-variedade compacta com ou sem bordo e com carac-

teristica de Euler nao-nula tem um ponto fixo.

Convém lembrar que existem grupos de Lie que podem agir sem ponto fixo em
2-variedades como estas. Por exemplo: o grupo das transformacoes afim da reta é
um grupo de Lie e pode agir sem pontos fixos no disco unitario fechado e na esfera

bidimensional S%. Mostramos os detalhes em um apéndice no final do texto.



Na 1%. secao damos algumas preliminares, bem como algumas defini¢coes bésicas
relativas a acao de grupo e campos de vetores em uma n-variedade. Também enun-

ciamos o Teorema Principal e algumas de suas conseqiiéncias diretas.

Na 2% secao damos alguns lemas essenciais a prova do Teorema Principal. E,
finalmente, na 3%. secao, provamos o Teorema Principal, e, como corolario deste,

obtemos uma extensao do reultado a uma classe especifica das 3-variedades.



Preliminares

Denotaremos por “n-variedade” uma variedade n-dimensional, conexa, com ou sem
bordo. O bordo de uma n-variedade compacta é uma colegao finita de (n-1)-variedades
compactas sem bordo, que sao subvariedades de M com a topologia induzida. Con-

sulte [4] (Cap.5) ou [5] (Cap.1) para melhores esclarecimentos.

O objeto principal de estudo neste trabalho sao as 2-variedades compactas. O
bordo de uma 2-variedade compacta é, portanto, uma colec¢ao finita de curvas fechadas

simples (sem auto intersegdes), as quais chamaremos circulos-bordo.

Durante todo o texto serao usados resultados de Topologia das 2-Variedades livre-
mente, especialmente o Teorema da Classificacao das 2-Variedades Compactas. Re-

comendo [6] para aclarar tais resultados.

Antes de enunciar o Teorema Principal deste trabalho relembremos algumas defi-

nigoes basicas.

Um grupo topoldgico é um espaco topolégico G com estrutura de grupo, tal que

as aplicacoes:

GxG—3ad

(z,y) =z -y
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sao continuas, onde é a operacao definida em G.

Um Grupo de Lie é um grupo topoldgico G com estrutura diferenciavel tal que as

aplicacoes
GxG—3d
(@,y) —~z-y
e
G—G
z— !

sao diferenciaveis.

Exemplos de Grupos de Lie:

1) O conjunto R dos nimeros reais com a estrutura de soma e a estrutura dife-
rencial usual é um Grupo de Lie. No mais geral, o espago euclidiano R" para todo
n =1,2,... com a estrutura de soma e a estrutura diferencial usual é um Grupo de

Lie.

2) O conjunto S* = {z € C;|z| = 1}, onde C ¢ o conjunto dos nimeros complexos,

com a seguinte estrutura de grupo multiplicativo em S': Se o, 8 € S, entdao a - 3 é



o produto dos nimeros complexos « e 3. Veja que

CxC-—=C

(z,y)— -y

sao diferencidveis e suas restricoes a S* tém imagem em S*, portanto S* é um Grupo

de Lie.

Uma /flgebm de Lie é um espago vetorial L, com uma aplicagao bilinear | , | :
L x L — L satisfazendo:

a) [X,Y] = —[Y, X] (anticomutatividade)

b) [[X,Y], Z] + [[Y, Z], X] + [[Z, X], Y] = 0 (identidade de Jacobi)
para todo X,Y,Z € L.

Exemplos de Algebras de Lie
1) O conjunto G(n, R) das matrizes n X n reais ¢ uma Algebra de Lie relativamente
a operacao

[A, B] = AB — BA,
onde AB indica o produto usual de matrizes.
2) Seja M uma variedade diferenciavel e seja W(M) o espago vetorial dos campos

C* tangentes a M.

Para f: M — R de classe C* e para X,Y € V(M) definimos



(X, Y](f) = XY(f) =Y X(f).
Com esta operacao W(M) é uma Algebra de Lie.

Esta operacao em V(M) é chamada Colchete de Lie de campos vetoriais e pode
ser aplicada também a campos de classe C'. O colchete de Lie de dois campos de
classe C" ¢ um campo de classe C"~1. Para maiores informacoes sobre o Colchete de

Lie de campos vetoriais veja [3], [16] e [2] (Pg.210).

Uma a¢ao de um grupo topolégico G em um espaco M ¢é uma aplicagao continua
¢ :Gx M — M tal que, para todo g,h € G e x € M, p(gh,z) = ¢(g,p(h,x)) e
(e, z) = x, onde e € G é o elemento neutro. Quando G é um grupo de Lie e M uma

variedade diferenciavel temos também a nocao de acao diferenciavel.

Um fluro é uma acao & : R x M — M do grupo aditivo dos nimeros reais.
Dar um fluxo diferenciavel em uma n-variedade M é equivalente a dar um campo de
vetores diferenciavel sobre M com a seguinte condicao adicional: se M tem bordo
entdao o campo deve ser tangente ao bordo. Assumiremos esta condi¢cao sempre que
nos referirmos a campos de vetores. Isso é necessario para garantir que as orbitas do

campo estejam bem definidas em M.

Seja X um campo de vetores de classe C'! em uma n-variedade e seja & : R x M —
M o fluxo correspondente. Dado x € M, temos X (z) = 0 (z é uma singularidade
de X) se, e somente se, {(s,z) = x, Vs € R, isto é,  é um ponto fixo do fluxo &.
Seja Y um outro campo de vetores de classe C' em M e n seu fluxo correspondente.
Dizemos que X e Y comutam quando o colchete de Lie [X, Y] é identicamente nulo.
Esta condigao significa que &(s,n(t,z)) = n(t,&(s,x)) para todo s,t € R e todo

x € M, ou seja, a ordem da composi¢gao dos fluxos é irrelevante.



Se X e Y comutam entdao eles geram uma acao ¢ : R? x M — M do grupo
aditivo do plano R? em M definido por o(r,z) = &(s,n(t,z)) = n(t,&(s,x)), v € M e

r=(st) € R%

Um ponto x € M é ponto fixo de ¢ se, e somente se, é uma singularidade comum
dos campos comutativos X e Y, isto é, X (z) = Y (z) = 0. Similarmente, uma cole¢ao
finita de campos de vetores Xy, ..., X,, dois-a-dois comutativos em uma n-variedade

M gera uma acao ¢ : R" x M — M.
O resultado principal deste trabalho é:

Teorema A. Toda agao (continua) do grupo aditivo R” em uma 2-variedade com-

pacta M, com x(M) # 0, tem um ponto fixo.
X(M) denota a caracteristica de Euler de M.
Como conseqiiéncia deste, temos o seguinte resultado:

Teorema B. Dados X, ..., X,, campos de vetores de classe C!, dois a dois comuta-
tivos, em uma 2-variedade compacta M, com y(M) # 0. Existe um ponto z € M tal

que Xq(z) =... = X,(x) =0.

Este tltimo resultado pode ser estendido a uma cole¢ao { X, } arbitraria de campos
vetoriais de classe C! dois-a-dois comutativos em uma 2-variedade compacta M, com
X(M) # 0. De fato, para todo subconjunto finito A = {ay, ..., a,} de indices «a , seja
F(A) o conjunto de singularidades comuns dos campos X,,, ... X,,. Pelo Teorema
B, cada F(A) é um subconjunto fechado e nao-vazio de M. Temos também que

F(A))N...NF(Ay) = F(AyU...UA;) # &, onde Ay,..., A, sdo subconjuntos



finitos de indices «, entdao a familia {F(A)} tem a propriedade da intersegao finita.
Como M é compacta segue que F' = NaF(A) # & e cada x € F é singularidade

comum de todos os X,,.

Evidentemente, o mesmo método mostra a existéncia de um ponto fixo para qual-
quer acao ¢ : G x M — M de um grupo topoldgico abeliano que seja gerado por

subgrupos isomorfos aos espacos euclideanos R™.

Sejam M uma n-variedade e ¢ : G x M — M uma acao continua de um grupo

topoldégico G em M.

A drbita de um ponto x € M é o conjunto (G x {z}) = {p(g,x) € M | g € G},
que denotaremos O(x) ou “p-6rbita de z”, quando houver mais de uma acao envolvida

no argumento. Da mesma maneira definiremos a 6rbita de um subconjunto A C M

por O(A) = (G x A) ={p(g,x) e M | g€ G,x € A}.

Proposicao 1. Se A C M ¢é um aberto entio o conjunto O(A) também é um aberto

de M.

Prova. Seja A um aberto qualquer de M e seja g € O(A), logo O(q) N A # &. Tome
p € O(g) N A. Existe g € G tal que ¢ = ¢(g,p). A fungdo f, : A — O(A) dada
por fg(z) = ¢(g,x), é continua, e sua inversa, que é dada por f; ' (y) = (97", ),
também é continua. Logo f,(A) C O(A) é um aberto de M e ¢ € f,(A). Isso encerra

a prova. [ ]

O grupo de isotropia de um ponto z € M é o conjunto G, = {g € G | p(g,x) = z}.

Esse conjunto é claramente fechado em G, e a funcdo g — (g, x) induz uma bijegao



do espago quociente G/G, na 6rbita de . Quando ¢ é um fluxo, o grupo de isotropia
de um ponto pode ser {0}, um subgrupo discreto {0, +to, +2tg,...;to > 0} ou a reta
real inteira. No primeiro caso, a érbita de x é nao-compacta, no segundo caso ¢ uma
curva fechada simples, neste caso dizemos que tem uma érbita periddica de periodo

to, € no terceiro caso x é um ponto fixo.

Dizemos que um subconjunto A C M é invariante por ¢, se O(A) = A. Deno-
taremos “A é p-invariante”. Por exemplo, a 6rbita de um ponto x € M, O(z), é um

subconjunto ¢-invariante de M, visto que O(O(x)) = O(xz).

Proposicao 2. Se A C M ¢é um subconjunto p-invariante entao o seu interior fol,

seu fecho A e sua fronteira OA também sdo p-invariantes.

Prova. Por defini¢ao o interior de um conjunto é o maior subconjunto aberto desse
conjunto. Da proposi¢ao 1 concluimos que ¢(G X A) ¢ um aberto de M. Como
Ac o(G x A) C A concluimos que ¢(G x A) = A, logo A é p-invariante.

Como A é p-invariante, M — A também é p-invariante, e pela primeira parte
desta proposicio M — A também é p-invariante, pois int(M — A) = M — A. Logo A
é @-invariante.

Como 0A = A — A, segue-se que A também é p-invariante. [ ]

Um conjunto minimal de uma agao ¢ ¢ um subconjunto fechado, nao-vazio, invari-
ante por ¢ e que nao contém nenhum subconjunto préprio com essas trés propriedades.
Por exemplo: cada ponto fixo de ¢ é um conjunto minimal de ¢; se ¢ é um fluxo

entao suas 6rbitas fechadas (se existirem) sdo também conjuntos minimais de ¢.
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Seja £ : R x M — M um fluxo e x um ponto de M. O conjunto w-limite de x é o
conjunto de todos os pontos y que podem ser escritos como y = lim,, ., &(t,, ) com
t, — +00. O conjunto a-limite de x é o conjunto de todos os pontos y que podem ser
escritos como y = lim, o &(t,, ) com ¢, — —oo. Os conjuntos a-limite e w-limite
de qualquer ponto de M sao subconjuntos fechados e invariantes de M pelo fluxo &,

e como M é compacta, eles também sao compactos (e conexos).

A 6rbita de um ponto x € M sob um fluxo £ é dita recorrente se ela nao for
compacta e estiver contida no conjunto w-limite (consequentemente no a-limite) de
x. A drbita de qualquer ponto pertencente a um conjunto minimal de um fluxo ou é
o conjunto inteiro ou é recorrente, por exemplo: quando o conjunto minimal é uma
orbita fechada ou a variedade inteira, respectivamente. Quando o grupo G é abeliano,
todo ponto da mesma drbita tem o mesmo grupo de isotropia. Também, se p é um
conjunto minimal relativo a acao de um grupo abeliano G, todo ponto x € u tem o

mesmo grupo de isotropia.



Alguns Lemas

Lema 1. Seja ¢ : G X M — M uma a¢do de um grupo topoldgico simplesmente
conexo G em um espago M. Seja p : M — M uma aplicacao de recobrimento onde
M é um espaco de recobrimento de M. Fxiste uma unica ag¢ao ¢ : G X M — M que

levanta ¢, fazendo o diagrama abaizo comutar:

GXM—QM
id X p | Ip
GxMZM

Prova. Denotemos pelo subscrito # o homomorfismo induzido no grupo fundamen-

tal. Ponhamos f = po(idxp). Logo py : m (M) — m (M) e fu: m(Gx M) — 1 (M).

como G é simplesmente conexo temos (G x M) = m(G) x 7 (M) = m;(M), logo

Ja(m (G x M)) = py(m(M)).

Tome z( € M fixo. Pela teoria dos espagos de recobrimento (para tal recomendo
ao leitor a referéncia [1]) existe uma tnica aplicagdo ¢ : G X M — M que faz o
diagrama acima comutar, e tal que @(e, o) = Tg, onde e é o elemento neutro de G.

Agora vamos mostrar que ¢ é uma acgao.

Primeiro, ¢(e,Z) = & para todo & € M. De fato, usando Idy; para denotar a

aplicagao identidade em M e Idj; para denotar a aplicagao identidade em M , temos

11
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que Idgy; 1 Z— T ea: T ¢(e, &) levantam Idy, ou seja, po Idy; = poa = Idy e

Id’M(jo) = a(i’o> = i’o lOgO a = IdM

Segundo, ¢(g, p(h, z)) = ¢(gh, T) para todo g,h € G e T € ]/\\/[/, pois as aplicacoes
A GxGx M — M definidas por A(g, h,z) = ¢(g,(h,Z)) e ulg, h, &) = §(gh, T)
levantam a aplicagdo v : G X G x M — M dada por v(g,h,z) = ¢(g,¢(h,x)) =

w(gh, ). Como (e, e, Tg) = p(e, e, To) = To, entdo X = p. [

Nota 1. Dado 7 € M e x = p(Z), entdo = é um ponto fixo de @ se, e somente se, T é

um ponto fixo de @.

Uma conseqiiéncia do lema acima é que, para o Teorema Principal, s6 precisaremos
tratar das 2-variedades compactas orientaveis. De fato, se ¢ : G x M — M ¢é uma
acao em uma 2-variedade M nao-orientavel, tome p : M — M seu recobriento duplo
orientavel. Levante a acao ¢ a uma acao ¢ de G em M (no nosso caso, o grupo G
é um espago vetorial, e portanto, simplesmente conexo). M seré compacta se M o

for e como M é ndo-orientdvel M é conexa e x(M) = 2 - x(M), logo x(M) # 0 se

X(M) # 0 (veja [6]).

A reducao a uma variedade orientdvel nao é essencial mas simplifica bastante o

problema. Essa orientablilidade seré assumida na prova do Teorema Principal.

Teorema do Ponto Fixo de Lefschetz.

(um pouco enfraquecido e adaptado para o problema em questdo)

Seja M uma 2-variedade compacta com x(M) # 0, entao qualquer aplicagao

f M — M homotopica a identidade tem um ponto fixo.
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Para ver sua versao mais geral e sua demonstragao veja [4](Cap.6).

Lema 2. Todo fluxo £ : R x M — M em uma 2-variedade compacta, com x(M) # 0

tem um ponto fizo.

Prova. Para cada n = 1,2,... definamos f, : M — M por f,(z) = £(27", z).
Cada f, é, portanto homotdpica a identidade, logo, pelo Teorema do Ponto Fixo
de Lefschetz, tem um ponto fixo. Tome o conjunto F,, de todos os pontos fixos de
fn- Claramente F,, # &. Dada uma seqiiéncia convergente {zy}treny em M com
xy € F, para todo k € N, entdo, da continuidade do fluxo &, temos f,(limy_ zx) =
limg oo fr(xg) = limg_o xg, logo F,, é fechado e, portanto, compacto, pois M ¢é

compacta. Obtemos a seqiiéncia F; D Fy, D F3 D ...

Tome F' = NpenF,. F é compacto, nao-vazio e seus elementos sao pontos fixos

de &. De fato, tome x € F. Para todo r € R existe um inteiro p, e uma seqiiéncia

{(ar)ntnen C {0,1} tal que r =p, + > 07 (ar)n - 27", logo

E(r,) =y + Y (a)n - 27" 1)

n=1

Como limy_oo > 07, (ar)n - 27" = 0, entdo &(r, z) = £(0,z) = z, ou seja, x é ponto

fixo de &. |

Seja & : Rx M — M um fluxo em uma 2-variedade M, e seja y € M. Suponha que

y nao seja ponto fixo de £&. Uma seccao transversal local de £ em y é um subconjunto
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S de M, homeomorfo a um intervalo fechado [—a,+al, contendo y e tal que para
algum ¢ > 0, a aplicagdo [—¢/2,+¢/2] x S — M, dada por (t,z) — &(t,z) é um
homeomorfismo no fecho de um aberto contendo y. A imagem () desse homeomorfismo
é chamada vizinhanca retangular de y relativo ao fluxo £&. O ponto y serd uma
extremidade de S se, e somente se, y pertence ao bordo de M. Neste caso dizemos
que () é uma vizinhanca retangular de comprimento ¢ relativo ao fluxo £. A grosso
modo, isto significa que € é o tempo que um ponto demora para ir de um dos lados

verticais de () ao outro pelo fluxo &.

Lema 3. Seja £ : R x M — M um fluzo em uma 2-variedade M, e seja y € M um
ponto cujo grupo de isotropia € discreto. Fxiste uma sec¢ao transversal local de & em

y (em particular y tem uma vizinhanga retangular).

Dado um subconjunto A C M, dizemos que S ¢é uma secgao transversal de A
relativo ao fluxo ¢ se:

(i) nenhum ponto y € S N A é ponto fixo de &;

(ii) para todo y € SN A, existe g, > 0 tal que {([—¢y, +¢,],y) C A;

(iii) para todo y € SN A, S contém uma seccao transversal local de £ em .

Proposicao 3. Seja ¢ : G x M — M um ac¢do de um grupo topologico G em uma
2-variedade M. Seja p um conjunto minimal de p. Entao:

a) Se x € u, entdo a orbita de x é densa em (.

b) Se p tem interior ndo-vazio, entio p = M.

c) Suponha G = R, neste caso ¢ é um fluro. Se S é uma sec¢ao transversal de

e i nao € uma orbita fechada, entao S N é um conjunto perfeito.
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Prova.

(a)
Sejam x € p e O(z) sua dérbita, entdo O(x) é um subconjunto fechado e ndo-vazio
de pu, pois p é invariante. Como O(x) ¢é invariante, a Proposicao 2 garante que O(z)

¢ invariante, logo O(z) = p.

(b)

Se int(u) # &, entao existe um aberto A C M tal que A C p, logo O(A) C u
pois p é invariante. Por (a) toda 6rbita de p passa por A, logo u C O(A). Isso nos
dd O(A) = p. Como A ¢ aberto, a Proposigao 1 garante que O(A) é aberto em M,

ou seja, u é aberto e fechado em M, e como M é conexa, u = M.

(c)

Seja x € SN e seja O(x) sua orbita. Se p # O(x) existe 2’ € u tal que 2’ ¢ O(z),
logo O(x) N O(2') = @ com O(2') C p. Seja h : [—1,1] — S um homeomorfismo
tal que h(0) = z, existe um N € N, tal que Q,, = £([—1/n,1/n], [A(—1/n), h(1/n)])
¢ uma vizinhanca retangular de x relativa ao fluxo £ para todo n > N, n € N.
Como z € O(z') entdo, para todo n > N existe um z, € O(z') N Q,, x, pode ser
escolhido sobre S pois qualquer ponto sobre o segmento horizontal de (),, que contem

x, pertence a O(x') e esse segmento intercecta S. Obtemos assim uma seqiiéncia

{z,} C O(z')N S tal que x,, — x, ou seja, £ NS é um conjunto perfeito. u

Em particular se int(u) = @ e 0SNu = &, entdo SN p é um conjunto de Cantor.
Neste caso dizemos que p é um conjunto minimal nao-trivial. Os conjuntos minimais

triviais sao: um ponto, uma curva fechada simples ou a variedade inteira.
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Lema 4. Seja ¢ : GXM — M uma acao de um grupo topologico G em um espago M .
Todo subconjunto compacto, nao-vazio e p-invariante A C M contém um conjunto

mainimal.

Prova. Observe que O(x) é o menor subconjunto de M p-invariante que contém x.

Pela Proposicao 3, O(x) é também invariante, portanto O(z) é o menor subconjunto

fechado de M, p-invariante e que contém x.

Tome a familia {O(z)},ea. Suponhamos que A ndo contenha nenhum subcon-

junto minimal, entdo, para cada z, € A podemos encontrar x5z € O(z,) tal que

O(z5) € O(z,), logo podemos construir em A uma subfamilia maximal {O(z4)}a de

subconjuntos compactos, distintos e linearmente ordenados por inclusao.

Defina p = N,O(x,). Como A é compacto, entdo p é compacto e nao-vazio, e

O(z) = p para todo = € p. Contradicao. n

O lema anterior pode ser visto como uma conseqiiéncia do Lema de Zorn. O leitor

interessado pode ver [17] e [18].

Denjoy [9] deu um exemplo de um fluxo de classe C' sem ponto fixo no toro 7%
com um conjunto minimal nao-trivial. Este exemplo e os detalhes da sua construcao

podem ser encontrados em [2](Pég.56). Faremos aqui apenas um esbogo deste:

Primeiro constroéi-se um conjunto de Cantor p em X, onde ¥ é um meridiano fixo
do toro. Depois constréi-se uma fluxo € : R x T? — T2 de classe C'! sem pontos fixos

tal que:

(i) O campo de vetores associado a este fluxo é transversal a ¥ em todos os pontos

de X;
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(ii) A drbita O(z) de todo ponto x € ¥ intersecta ¥ uma infinidade de vezes;

(iii) Para todo ponto x € u o conjunto B = {Y"(z),z € p, " =po...0o¢n
vezes} é denso em pu, onde ¢ : ¥ — ¥ é a aplicacdo de Poincaré (aplicagao de primeiro
retorno) que leva cada ponto x € ¥ em {(to, x), onde ty é 0 menor nimero real positivo
tal que &(to, x) € X;

(iv) ¥ () = p.

O conjunto O(u) assim construido é um conjunto minimal nao-trivial de £ em T2.

Uma modificacao desse exemplo fornece conjuntos minimais nao-triviais em qual-
quer 2-variedade de género maior [14]. De acordo com um teorema de A. Schwartz
[10] e A. Denjoy [9], um fluxo de classe C* em uma 2-variedade nao admite conjun-
tos minimais nao-triviais. Se o fluxo é apenas continuo, um étimo resultado sobre
conjuntos minimais nao-triviais é o lema abaixo, que é uma generalizagao do classico

Teorema de Poincaré-Bendixon.

Lema 5. Um fluzo £ : R x M — M em uma 2-variedade compacta M de género g,

tem no mdximo 2g — 1 conjuntos minimais nao-triviais.

Prova. Observe que distintos e disjuntos dois-a-dois tém o mesmo significado para
conjuntos minimais. Podemos assumir que M é orientavel. Caso nao seja, tomamos
seu recobrimento duplo M , que ¢ orientavel e tem o mesmo género que M; e se
E ‘R x M — M é o levantamento do fluxo ¢a M , entao E admite, no maximo, tantos

conjuntos minimais em M quantos £ admite em M.
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Faremos a prova por indugao sobre o género g de M. Primeiro note que as curvas
do bordo de M sao subvariedades (com a topologia induzida) e sdo 6rbitas de & a
menos que £ tenha um ponto fixo em uma delas, entao todo conjunto minimal nao-

trivial p de & esta contido no interior de M.

Primeiro considere g = 0. Se M # S? podemos assumir M C R?(Teorema da
Classificacao das 2-Variedades Compactas [6]), e entdo o Lema é o classico Teorema
de Poincaré-Bendixon: Suponha que M tenha um subconjunto minimal nao-trivial p.
Escolha z € p e tome uma vizinhanca retangular () de x relativo ao fluxo £. A 6rbita
de x retornara a esta vizinhanca e quando isso acontecer ela tera tracado uma curva
de Jordan aa’ba, como na figura 1 abaixo, limitando uma regiao plana R C R2, logo
ou o a-limite ou o w-limite de x esta contido em R, e o que satisfazer esta condicao
serd um subconjunto préprio e invariante de p, o que é uma contradi¢ao. Se M for a
esfera S, da mesma forma como acima, obtemos a curva aa’ba que limita duas regices
R, R’ em S? homeomorfas a regioes simplesmente conexas de R? onde o a-limite de
r esta em uma e o w-limite de x na outra, e da mesma forma encontramos uma

contradicao.

figura 1

Tome agora g > 0. Suponha que o lema tenha sido provado para todas as 2-varie-

dades compactas de género < g.
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Dado um fluxo £ : R x M — M em uma 2-variedade compacta de género g,
suponha por contradicao que pi, fto, ... flag s20 2g conjuntos minimais nao-triviais
distintos de £ em M. Seja () uma vizinhanca retangular de um ponto x € p94. Escolha
() tao pequena que nao intersecte nenhum dos outros conjuntos p;, 1 <11 < 29 — 1
e QN IOM = @. Considere o seguinte mergulho h : Q — @: h é a identidade nos
lados de @ exceto no lado vertical da direita (veja a figura 2), onde h é linear nos
segmentos limitados por @’ com h(a’) = '. No interior de @, h é definido por uma
funcao que leva linearmente cada segmento yy' em yh(y'), y pertencendo ao lado

vertical esquerdo de @) e ¥’ ao lado direito (como na figura 2).

a a a o d =h®)
5 b b, f??//////:// I

figura 2

Definamos agora um novo fluxo ¢ : R x M — M cujas 6rbitas fora de Q) sao as
mesmas que as de & e dentro de (), sao as imagens das &-6rbitas pelo mergulho h.
Sob o novo fluxo £, o ponto a tem uma 6bita fechada . Observe que p, o, . . . fog—1

sa0 conjuntos minimais nao-triviais de & em M.

A curva v nao pode separar uma subvariedade compacta de género 0 em M: Se
. , : e
isso acontecesse, a curva aa’ba, na figura 1, separaria, em M, uma regiao homeomorfa
a uma regiao plana do R?, e, argumentando com o fluxo anterior £, como fizemos no

caso g = 0, terfamos uma contradicao.
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Suponha que ~ separa M em duas subvariedades compactas M; e My de géneros
g1 € go, respectivamente, com ¢;,go > 0, neste caso g1,92 < g, pois g1 + g2 = g. A
hipotese de indugao garante no maximo 2g; — 1 e 2go — 1 conjuntos minimais nao
triviais para a restricao de & a M; e Ms, respectivamente. Lembremos que M; e M,
sao ’-invariantes, logo ¢ admite no maximo 2g; — 1 4+ 2go — 1 = 2¢g — 2 conjuntos
minimais nao triviais em M (veja que 2¢g; — 1 e 2go — 1 sdo positivos). Isso contradiz a
hip6tese inicial de que & admitiria no minimo 2g — 1 conjuntos minimais nao triviais

em M. Concluimos que v nao pode separar M.

Portanto, cortando-se M ao longo de v, nés obtemos uma nova 2-variedade com-
pacta M’ de género g — 1, em que o fluxo £ é definido e admite pelo menos os
subconjuntos minimais nao-triviais fu, ft2, . .. fiag—1, que € uma contradi¢ao, pois a
hipétese de indugao nos garante no méximo 2(g — 1) — 1 = 2¢g — 3 conjuntos minimais

nao-triviais para & em M’. Isto conclui a prova do Lema 5. [ ]

Observacao 1. O resultado acima prova também que uma 2-variedade compacta de
género g tem no maximo 2g — 1 drbitas recorrentes (pg. 9) com fechos dois-a-dois
disjuntos. Em particular, uma 2-variedade compacta com g = 0 nao possui orbita
recorrente. Note também que este resultado dd informagoes sobre fluxos diferencidveis

pois estes também admitem orbitas recorrentes.

Lema 6. Seja £ : R x M — M um fluxo em uma 2-variedade compacta M. Suponha
que x € M € tal que v = lim,,_ o x,, onde cada x, tem uma orbita fechada p,, de
periodo t,. Entdao:

a) A orbita de x nao € recorrente;



21

b) Se x tem uma drbita fechada de periodo ty entao lim,, .o t, = a-ty (onde a =1
se p € uma curva de dois lados em M e a =2 se p € uma curva de um lado em M)

Prova.

(a)

1° caso. Nenhuma 6rbita da cole¢ao { i, fnen corta M.

Neste caso cada p, separa M em duas variedades M, e M. Suponha que a
orbita pu de x seja recorrente, entao, dada uma vizinhanga retangular () de z relativa
ao fluxo &, existe ty > 0 suficientemente grande tal que a orbita p de z passa por Q)
pelo menos trés vezes para 0 <t < ty. A orbita de pontos suficientemente proximos
de = tem a mesma propriedade. Escolha entao n € N suficientemente grande tal
que p, passe pelo interior de @) pelo menos trés vezes (figura 3), logo existem dois
segmentos consecutivos a, 5 C p, N Q , tais que @) entra em M/ por um deles e
sai pelo outro como na figura 4 abaixo. Mas isso nao pode acontecer, pois a e 3
deveriam ser igualmente orientados em p, e em (), e isso nao acontece neste caso.

Portanto a 6rbita de x nao pode ser recorrente. Isso prova o 1° caso.

figura 3
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figura 4

2°. caso. Existe um ny € N tal que p,, corta M.

A prova deste caso se da por indugao sobre o género g de M. Para g = 0, a prova
estd contida na observacao no final do Lema 5. Agora suponha o Lema 6(a) provado
para toda 2-variedade de género < g. Cortando-se M ao longo de ji,,, obtemos uma
nova variedade M’ de género g — 1 e a seqiiéncia {x, }nen, com exce¢ao do ponto .,
estd contida em M’. Portanto a hipdtese de inducao nos garante que a Orbita de x

nao pode ser recorrente. Isto conclui a prova de (a).

(b)
Dado € > 0 suficientemente pequeno. Tome uma vizinhanca retangular @) de z

de comprimento § relativo ao fluxo {. Tome também uma vizinhanga tubular V' da
orbita fechada p que nao seja mais espessa que (). Escolha ny € N suficientemente
grande tal que: (i) para todo n > ng, x, estd suficientemente préximo de x; (ii)
E(t,x,) € V para 0 < t < 2tp; (iii) e que a &-6rbita de x,, encontra ) pela primeira

vez em t = t;,, onde |t;, — to| < § e pela segunda vez em ¢ = ¢, onde |t;, — 2{o| < 5.

Considere inicialmente o caso em que p tem dois lados em M (veja a figura 5).

Entao V' é um cilindro. £(t, x,) pertence ao mesmo segmento horizontal de @) que
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T, caso contrario a érbita p, nao seria fechada, logo o tempo para £(t!, z,,) encontrar

€

T, a primeira vez é menor que §, portanto [t, —t,| < 5. Como [t;, —to| < § temos

que |t,, — to| < €. Neste caso temos lim,, . t,, = to.

o

(-'5-
3
Y,

figura 5

Agora suponha que p tenha apenas um lado em M (veja a figura 6). Entao V' é
uma faixa de Mdebius cujo equador é u. Portanto £(t,z,) retorna a ) pela primeira
vez, no outro lado de p relativo a ), mas o segundo retorno £(t, x,,) estard no mesmo
segmento horizontal de () que x,, caso contrario a érbita u, nao seria fechada, logo

lt, —tI'] < 5. Como |t — 2ty| <

5 temos que [t, — 2t5] < e. Neste caso temos

£
29

figura 6



24

Para concluir a prova de (b) primeiro observe que a inclusao p C {y € M;y =
My, oo Yn, Yn € fn,n = 1,2,...} é 6bvia. Agora suponha y = lim, oo Yn, Yn €
tn,m = 1,2,.... Para cadan = 1,2,... temos y, = &(sp,x,), onde 0 < s, < 1.
Logo a seqiiéncia {s, }nen ¢ limitada e portanto admite uma subseqiiéncia {s,, }ren
convergente. Coloquemos s = lim,, ., S, entao y = lim, o {(sp, zn) = &(s,2) € p.

Isso prova a inclusao oposta e portanto a igualdade. [ ]

Para o proximo lema consideremos a seguinte situacao: Seja M uma 2-variedade
compacta e I' um de seus circulos-bordo; seja {p,} uma familia de curvas fechadas,
simples e disjuntas em M, nenhuma delas tocando o bordo de M. Assumiremos que
para cada « exista um cilindro compacto C, C M, cujos circulos-bordo sejam I e .
Por conveniéncia, tomaremos I' C C,, mas C, Nu, = <, tal que cada C, é aberto em
M. O conjunto dos pontos do bordo de C, em M é i, e podemos escrever 0C, = o
para denotar o bordo de C,, em M. Assim teremos também C,, = Cy U pq, onde C,

é o fecho de C, em M.

Lema 7. Com a notacao acima:
a) A familia {C,} € linearmente ordenada por inclusao, a menos que M seja um

disco com bordo I';

b) A uniao de qualquer subfamilia linearmente ordenada de {Cy} € um cilindro
C aberto em M, contendo I', e pode ser escrito como C' = U,enC,, C1 C Cy C ... C

C, C ... onde, para cadan=1,2,..., C, = C, para algum o

c) Se o conjunto dos pontos do bordo de C em M ¢é uma curva fechada simples
entdo, ou o fecho C' é um cilindro com circulos-bordos T' e i, ou entdo C = M e M

¢ faiza de Mdoebius.
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Prova.

(a)

Seja C, # Cp uma escolha arbitraria. Suponha que M nao é um disco. Denote por
h: 8*x[0,1] — C, um homeomorfismo, onde S* ¢é o cifrculo unitdrio e h(S*x{0}) =T.
Como C,, N Cj é compacto, existe to € [0,1] e yo € S* tal que h(ty,y0) € Co N Cs e
se tg < 1, entdao h(t,y) ¢ C, N Cs para todo t > t, qualquer y € S*. Coloquemos
x = h(ty,yo). Veja que, da forma como x foi definido, nenhuma vizinhanga aberta de
x estd contida em Cy N C_'B, logo x ¢ C,NCp, entdo x € o U pg € como p, Npg = 9,

entao ou T € fi,, OU T € Ug.

Suponha x € pg, entao x € ugNC,, portanto pg C C,. Observe que 13 nao pode
limitar um disco D em C,, pois se isso acontecesse Cz U D seria um disco em M com
circulo-bordo igual a I'. O disco Cz U D é aberto em M pois todos os seus pontos
tem uma vizinhanga aberta em M. Como Cs U D é aberto e fechado em M entao

M = C3 U D = disco, que contradiz a hipdtese.

Portanto C,, — 15 6 uma uniao disjunta de duas componentes conexas X e Y, com
'CX , e CYedX =0Y =pg. I' CCsNX, mas ug = 0X ¢ Cs. Como C,,
Cp e X sao conjuntos conexos, Cg C X C C,. Se tivéssemos assumido = € fi,, a

conclusao seria C, C Cp. Isto prova (a).

(b)

Mudando a notagao, denotaremos ainda por {C,} a subfamilia em questao. Pelo
Teorema de Lindelof (Confira: Elon Lages Lima. Elementos de Topologia Geral,
pg.219), existe uma seqiiéncia {C,, }nen tal que U,enChy, = UaCy. Denotemos C,, =

Co, UC,, U...UC,, . Visto que os C,’s sao linearmente ordenados por inclusao, para
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cadan=1,2,..., C, = C, para algum «. Temos entao C; C Cy, C ... C (C,, C ... e

Unen Cn = Ua Ca .

Denotemos C' = U,enC,. Se C' = C, para algum n € N, entao C' é um cilindro
aberto em M. Caso contrario C,, C C,4; para uma infinidade de n’s. Podemos

assumir que isso acontece para todo n € N. Cada C,, — C,, é um cilindro fechado.

figura 7

Considere o cilindro padrao K = {(z,y,2) € R% 2?4+ y? = 1,2 > 0}. Denotemos
K, = {(z,y,2) € K;z < n}, entdao K = Up,enK,, ¢ K, C K, ;. Para cada n =

1,2,...,seja k, : K, — K,,_1 — C,, — C,,_; um homeomorfismo tal que
kn([_(nfl - anl) = C_fnfl - Cnfl-

Por conveniéncia tomemos Ky = Cy = &. Agora definamos um homeomorfismo

h: K — C e assim provaremos que C' é um cilindro (veja a figura 7). Comecemos
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tomando h|K; = k; e prosseguiremos por indugdo como segue: Suponha que ji
tenhamos definido h para K, de forma que h|f(n é um homeomorfismo entre K, e
C,, agora estendemos h a K, ;; colocando, para cada (z,v,2) € K, 11 — K,,

h(z,y,n+2") = kpi1(kyty o h(z,y,n) + (0,0, 2') onde 0 < 2’ < 1.

Assim, um homeomorfismo entre K e C' foi construido, provando que C' é um

cilindro aberto de M, com I' C C.

()
A partir das conclusoes de (b) temos que pNT' C pNC =0C NC = @, entdo i

nio tem pontos em comum com I'. Suponha que exista um colar A = St x [0,1] em

M, com p = S* x {0}. Escreva A =S5 x (0,1).

Sempre existird um colar se p tocar o bordo de M ou se p tem dois lados em M.
No primeiro caso, qualquer colar intersecta C' e no segundo caso existe um colar em

ambos os lados de . Nés sempre escolheremos o colar que intersecta C'.

Como A é conexo e disjunto de pu, segue que A C C. Podemos escolher A de tal
forma que A; = S' x (0,1] C C' e v = S' x {1} seja uma curva fechada em C' disjunta
de I". Temos entao duas possibilidades, a priori. A primeira é que v limita um disco
em C'. Isto nao pode acontecer: tome o ponto de compactificacao w de C, w também
sera o ponto de compactificagao de Ay e o disco C' = CU @ contém o disco 4; = AU
w. Estes discos tém em comum o ponto interior w, entao v = 0A; nao pode limitar

~

um disco em C' = C— .

Ficamos com a segunda possibilidade: v nao limita um disco em C (veja a figura
8). Entdo v, juntamente com I' limita um cilindro compacto B, tal que AN B = v,

logo C' = AU B e portanto C' é um cilindro compacto limitado por p e I
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Agora suponha que p tenha apenas um lado em M. Entao pu nao toca o bordo de
M. Tome uma vizinhanca tubular V de pu, tal que VNIM = &. Entdo V é uma faixa
de Mdebius com bordo v (veja a figura 8). V' — u é conexo e intersecta C' mas nao
intersecta dC' = p, logo V C C. Entao C' = C'Upu é aberto e fechado em M pois, dado
z € C,sex € pentiox €V que é aberto em M, caso contrario € C' que também
é aberto em M. Logo C' = M é uma 2-variedade com bordo I e, se cortarmos M ao
longo de p, obtemos uma nova variedade M’ com dois circulos-bordo, a saber, I" e p,
tal que, omitindo-se o circulo-bordo p obtemos o cilindro C'. Logo M’ é um cilindro

compacto e M é uma faixa de Mdoebius.

figura 8



Prova do Teorema A

Provaremos o Teorema A, por indugao sobre n.
Para n =1 o Teorema se reduz ao Lema 2, e portanto esta provado.
Consideremos uma agao continua ¢ : R x M — M.
Suponha o Teorema provado para acoes de R 1.

Para esta demonstragao usaremos as seguintes notagoes:

hiperplano: um subespaco vetorial de R™ de dimensao n — 1;

reta: um subespaco vetorial unidimensional de R";

1-6rbita: uma érbita unidimensional,

Dado um subespago vetorial F de R", ¢|E denotard a acao de E em M induzida
pela restrigao de ¢ a E}

Dado x € M, denotaremos O(z) a sua @-érbita.

Para continuarmos a prova precisaremos de dois resultados auxiliares:

Sublema 1. Seja 9M a colecao de todos os conjuntos minimais da ag¢ao ¢ em M.
Se ¢ nao twer ponto firo, entao M é nao-enumerdvel e todos os seus elementos, a

menos de um numero finito, sao curvas fechadas simples.

29
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Prova. Dado um hiperplano Z C R", a hipétese de inducao garante que ¢|Z tem

pelo menos um ponto fixo. Tome um ponto fixo 5 € M de ¢|Z. Pela continuidade

de ¢ todos os pontos de O(x ) sao pontos fixos de p|Z. Pela Proposigao 2, O(zz) é

p-invariante. Como O(xz) é fechado e nao-vazio, o Lema 4 garante que O(zz) contém

pelo menos um conjunto minimal de ¢. Podemos entao denotar 9(Z) a colegao de

todos os conjuntos minimais de ¢ cujos pontos sao pontos fixos de ¢|Z.

Dado uma reta [CR™ tal que [ N Z = {0}, visto que | e Z geram R", temos

O(z) = o(R™, {z}) = o(l, o(Z,{z})) = ¢(l,{z}) para qualquer ponto z € O(xz), ou

seja, a -6rbita de qualquer ponto de O(zz) é igual a sua |l-6rbita. E importante

observar que se u € M(Z), entao p = O(x) = ¢(l,{z}) para todo = € p, logo p é

também um conjunto minimal do fluxo ¢|l.

Se Z e W s@o hiperplanos distintos entao 9(Z) NOM(W) = &, pois se u fosse um
elemento comum a estas duas colegoes, entao cada ponto x de u seria ponto fixo de
v|Z e de p|W, mas Z e W geram R", logo x seria ponto fixo de ¢, o que contraria a
hipétese. Tomemos M = UzcaIMM(Z), onde A é a familia de todos os hiperplanos de

R™, portanto, 2 é nao-enumeravel.

Agora, seja pu um conjunto minimal de ¢. Suponha p tenha ponto interior. Entao

a Proposicao 3 nos dd = M = O(z) para todo x € M. Sejam Z e | um hiperplano

e uma reta respectivamente tal que [N Z = {0}. Tome xz um ponto fixo de ¢|Z, logo

M = O(xy), portanto a ¢-6rbita de qualquer ponto de M é igual a sua pl|l-érbita.

Tomemos z; um ponto fixo do fluxo ¢|l, entao M = O(x;) = (I, {x;}) = {1}
Absurdo. Logo p tem interior vazio. Tomemos x € p, como int(u) = & entdo

a @-orbita de x ¢ unidimensional, portanto o grupo de isotropia de z contém um
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hiperplano Z' C R™, ou seja, = é ponto fixo de ¢|Z’. A Proposi¢ao 3 nos da u = O(z),
logo p € M(Z") € M. Com isso concluimos que M contém todos os conjuntos

minimais de .

Denotemos por Iy, ls, . .., 1, os eixos de R e definemos M; = U{IMM(Z); Z € A, ZN
l; ={0}},i=1,2,...,n. Todo elemento u € M; é conjunto minimal de ¢|l;, entao,
pelo Lema 5, todos os elementos p € 9M; sao curvas fechadas simples, a menos de um
numero finito deles. Como um hiperplano nao contém todos os eixos de R", entao
M= UMy, U...UM,. Portanto todos os elementos de M sao curvas fechadas
simples, a menos de um nimero finito de exce¢oes. (Note que se o género de M é

zero, entdo nao existem excegoes.) [

Sublema 2. Se ¢ nao tiver ponto fixo, entao podemos encontrar uma 1-orbita fechada
de ¢ que € disjunta dos circulos-bordo de M e nao limita um cilindro com nenhum

deles.

Prova. Escolhamos um circulo-bordo I' de M. Considere a cole¢ao {C,} de todos
os cilindros que sao abertos em M tal que C, é um cilindro compacto cujos circulos-
bordo sao I' e g, onde u, é uma 1-0rbita fechada de ¢. Podemos entao escrever
0Cy = o Se M nao é um disco, a cole¢ao {C,} é linearmente ordenada por inclusao
(Lema 7). Se M é um disco, o Principio Mazimal de Hausdorff (veja [17] e [18])
nos permite escolher uma subfamilia maximal de {C,} linearmente ordenada por
inclusao, para a qual, por conveniéncia, usaremos a mesma notacao. Em ambos os
casos, usando novamente o Lema 7, a uniao C' = U,C, é um cilindro aberto que pode

ser escrito como C' = U,enC,, onde, para cadan =1,2,..., C, = C, para algum « e

CicCyC....
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Queremos, agora, mostrar que JC' é uma curva fechada simples. Lembremos que

x € 0C se, e somente se, x = lim,, .o T, T, € pt, = 0C,,, n=1,2,....

Todo C,, é p-invariante, logo C' é p-invariante e a Proposicao 3 nos garante que 9C'
é p-invariante, portanto, pelo Lema 2, 9C' contém um conjunto minimal de ¢. Seja
@ C OC um conjunto minimal de ¢. O grupo de isotropia de (todos os pontos de) u
contém um certo hiperplano Z. Escolha uma reta [ que nao esteja contida no grupo
de isotropia de nenhuma das p,,, nem de p. Tome o fluxo p|l. As curvas p, sdo érbitas
de ¢|l e p é um conjunto minimal de @|l. Agora usaremos o Lema 6. Por (a) nenhum
ponto de u pode ter érbita recorrente, entdo p é uma curva fechada. Por (b) = 9C.
Concluimos entdo que C' é um cilindro compacto (lembramos que estamos lidando
apenas com variedades orientaveis, logo M # C = faixa de Moebius) com circulos-
bordos p e T', cujo bordo (relativo a M) dC' = u é disjunto dos outros circulos-bordo
de M (pois M nao é um cilindro), e M — C' é uma 2-variedade homeomorfa a M
com p no lugar de I' como circulo-bordo. M — C' é ¢-invariante e nenhuma 1-érbita

fechada de ¢ pode limitar um cilindro juntamente com I'.

Repetimos a mesma construcao para todos os circulos-bordo de M, obtendo assim
uma 2-variedade M’ C M homeomorfa a M. Como x(M') # 0, existe uma 1-érbita
fechada v de ¢ em M’, obtida pelo Sublema 1. Como 90 é infinito, v pode ser

escolhida diferente dos circulos-bordos de M’ (veja as figuras 9 e 10).



figura 10

A existéncia de v prova o Sublema 2.

33



34

Agora seguiremos com a prova do Teorema A.

Para provarmos que ¢ : R" x M — M tem um ponto fixo, usaremos uma segunda
indugao, que serda dada sobre o género g da variedade M. Suponha que ¢ nao tenha

ponto fixo.
Comecaremos provando o Teorema para variedades de género g = 0.

Considere, em primeiro lugar, o caso M = D = disco, entao uma aplicacao do

Sublema 2 nos d4 um absurdo.

Agora tome o caso M = S? = esfera. Pelo Sublema 1 encontramos uma 1-6rbita
fechada p de ¢ em S%. Esta érbita limita um disco D C S? que é p-invariante, logo,

pelo caso anterior, existe um ponto fixo em D, e portanto em S?. Contradicao.

Para os casos restantes (ainda g = 0) usaremos uma terceira inducdo, desta vez
sobre o nimero de circulos-bordos b de M. O enunciado ja foi provado para b = 0
(esfera) e b =1 (disco). O caso b = 2 corresponde ao cilindro (x(M) = 0), e portanto,
fora de questao. Seja M uma 2-variedade de género g = 0 com k circulos-bordo, k > 2.
Nesse caso, M é uma esfera com k buracos, ou se preferir, um disco com k—1 buracos.
Suponha o enunciado provado para variedades com b circulos-bordo, b < k. Aplicando
o Sublema 2 nés obtemos uma 1-6rbita fechada v de ¢ que nao limita cilindro em
M com nenhum dos seus circulos-bordo. Neste caso, v divide em M duas variedades
M'" e M" de género g = 0, p-invariantes, com b’ e b” circulos-bordos respectivamente,
tal que v/, #2e b <b'. Como b/ +b" =k+2ek >3, entdo V' < k (Observe o
exemplo mostrado na figura 11). Pela hipétese de indugao sobre b, ¢ tem um ponto

fixo em M’, e portanto em M. Contradigao. Isto finaliza a prova para o caso g = 0.
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figura 11

Voltamos para a inducao sobre o género g de M.

Seja M uma 2-variedade de género g > 0. Suponha o Teorema provado para var-
iedades de género menor que g. Tomemos uma curva v C M obtida por uma aplicagao
do Sublema 2. Cortando-se M ao longo de v, ou obtemos uma nova variedade de
género g — 1 e mesma caracteristica de Euler, ou entao obtemos duas variedades com
caracteristica de Euler ndo-nula (as quais, somadas, dao x(M)), onde pelo menos
uma delas tem género menor que g. Na figura 12 vemos um exemplo em que o corte
ao longo de v transforma a variedade M de género 2 e com 1 circulo-bordo na var-
iedade M’ de género 1 e com 3 circulos-bordo. A caracteristica de Euler, entretanto,
continua inalterada, ou seja, x(M) = x(M') = —3. A figura 12 também mostra um
exemplo em que o corte ao longo de v divite M que tem género 2, 1 circulo-bordo e

caracteristica de Euler —3, em duas novas variedades, M; e M, onde a primeira tem
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genero 1, 2 circulos-bordo e caracteristica de Euler —2 e a segunda tem género 1, 1

circulo-bordo e caracteristica de Euler —1.

figura 12

Em ambos os casos a hipdtese de indugao sobre g garante um ponto fixo em M.

Contradicao. Isso finaliza a prova do Teorema A. [ ]

Corolario 1. Se o conjunto minimal de uma agao de R™ em uma 2-variedade com-

pacta M ¢ a variedade inteira, entao M € um toro ou uma garrafa de Klein.

Prova. Se M é o conjunto minimal de ¢, entdo M = O(x) para todo x € M, logo
¢ nao tem ponto fixo, portanto, pelo Teorema A, y(M) = 0. Nesse caso o género
de M ou é zero ou é 1, visto que a féormula que fornece a caracteristica de Euler de
M é dada por x(M) = 2 —2g — b se M é orientéavel e (M) =1—g—bse M é
nao-orientavel, onde g é o género de M e b é a quantidade de circulos-bordo de M

(9,0 >0).

Observamos que o género de M tem que ser 1. De fato, se o género de M for

zero entdo M tem bordo (b= 1ou b= 2 se M é orientavel ou nao, respectivamente),
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e o0 bordo de M é ¢-invariante pois todos os campos de vetores que definem ¢ sao
tangentes ao bordo de M, entao para um ponto x do bordo OM de M temos M =
O(x) C OM. Absurdo.

Obtemos entao que x(M) = 0 e que o género de M é 1. Conseqiientemente M

nao tem bordo. Concluimos, entao, que M é um toro ou uma garrafa de Klein.

Exemplo: Tome o toro 7% = S! x S'. Todas as érbitas da acao ¢ : R x T? — T2

definida por
90<t7 62m‘6’ €2m‘)\) — (627r1(9+t)’ 62771'(/\+at))7 a € R\Q

sao densas em T72.

Para a garrafa de Klein K2, tome T? como seu recobrimento duplo orientével e p :
T? — K? sua aplicacao de recobrimento. A acao ¢ induz uma acao ¢ em K? cujas

érbitas sao as projecoes por p das drbitas da acdo ¢ em T2 portanto sdao densas em

K2 m

Corolario 2. Seja M uma 2k-variedade do tipo M = M, onde M; é uma 2-

=1
variedade compacta com x(M;) # 0 para todo i = 1,2,... k. Se para todo i =

k

1,2,..., k tivermos uma acao continua p; : R™ x M; — M;, onde n; € N, entao
a agdo produto ¢ = @1 X ... X @ : (R™ x ... x R™) x M — M definida por
(Tla"'yrk) X (‘Tla"ka) = (@1(7"1,.@1),..-,SOk(Tk,.fEk)) ’ onde T € R™ e T € Mi}

tem um ponto fizo.

Prova. Pelo Teorema A, cada uma das agoes p; : R™ x M; — M; admite um ponto
fixo z; € M;, portanto, um ponto (21, 22, ... 2x) € M obtido desta forma é um ponto

fixo de ¢. |
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Corolario 3. Seja M uma 3-variedade compacta com bordo, tal que pelo menos uma
das componentes do seu bordo tenha Caracteristica de Euler ndo-nula. Entdo toda

agao (continua) do grupo aditivo R™ em M tem um ponto fizo.

Prova. Seja A a componente do bordo de M tal que x(0A) # 0 e seja ¢ uma acao
continua de R™ em M. Segundo nossas condigoes iniciais, todos os campos de vetores
que definem ¢ sao tangentes a JA, portanto 0A é p-invariante, e uma aplicacao do

Teorema A garante a existéncia de um ponto fixo de ¢ em JA e portanto em M. m

O leitor interessado pode encontrar mais informagao sobre as 3-variedades em [19],

20] e [21].

Lema 8. Seja M uma 3-variedade compacta sem bordo. Entdo x(M) = 0.

Prova. Seja 7 uma simplexagao de M (por tetraedros). Como M é compacta 7
¢ finita e podemos denotar por v, a, f e t o numero de vértices, arestas, faces e

tetraedros de 7 respectivamente. Temos entao
XM)=v—a+ f—t.

Como M nao tem bordo entao todo ponto de M tem uma vizinhanga homeomorfa

a bola sélida aberta B? = {z € R?;|z| < 1}.

Em cada vértice V; de 7,i = 1,2, ..., v, tomemos uma vizinhanca W; homeomorfa
a B3 tal que a colecio {W;} é disjunta e tal que para todo tetraedro T; de T, j €
{1,2,...,t}, que tenha V; como vértice, W; N T seja um tetraedro, de forma que

OW; N1} seja um triangulo. Dessa forma temos
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X(UaWs) = > x(0W;) = 2v,
pois OW; é homeomorfo a S? para todo i.

A simplexacao 7 de M induz uma triangulagao 7" em U{_,0W; tal que cada
tetraedro de 7 contém 4 triangulos de 7', cada face de 7 contém 3 arestas de T e

cada aresta de 7 contém 2 vértices de T' (veja a figura 13), logo

2

W(UJows) = 2a — 3f + 4t.
=1

figura 13

Igualando estes dois resultados obtemos

2a — 3f + 4t = 2v.

Lembremos ainda que, para a simplexacao 7, cada face pertence a exatamente 2

tetraedros, e, visto que cada tetraedro tem 4 faces, temos a seguinte relacgao:

At =2f <— f = 2t.
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Logo
—3f +4t==2f+(—f+2t)+2t =-2f + 2t
entao
26 — 3f + 4t =20 <= 2a — 2f + 2t = 20,
e portanto

XM)=v—a+f—-t=0.

Lema 9. Seja A um conjunto compacto de R?® tal que OA seja uma 2-variedade

1
compacta e conexa (portanto orientdvel e sem bordo) entio x(A) = 5 X(0A).

Prova. Se A é uma bola sélida fechada, entao A é homeomorfa a um tetraedro sélido

fechado, logo

figura 14
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Suponha que A seja um toro sélido fechado. Tomemos um prisma solido fechado
P de base triangular. “Colando” suas bases obtemos um toro sélido ST. P é
homeomorfo a um tetraedro sélido fechado, por isso x(P) = 1. Tome uma sim-
plexagao de P tal que as bases de P sejam faces da simplexacao. A “colagem” faz

desaparecerem 3 vértices, 3 arestas e 1 face da simplexagao, logo

X(ST)=x(P)—(3—=3+1)=1—1=0.

= ¥(8T)=0

figura 15

Como A é homeomorfo a ST temos

X(A) =0.

Falta apenas a prova para o caso em que A é um n-toro sélido fechado. Para
isso basta provarmos para A sendo um bitoro sélido fechado e o restante segue-se

indutivamente.
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Tomemos dois toros solidos fechados e tomemos uma simplexacao para cada um.
Para cada toro escolhamos uma face da simplexagao que esteja no seu bordo e “cole-
mos” os dois através destas (veja a figura 16). Obtemos assim um bitoro sélido

fechado cuja simplexacao é a uniao das simplexacoes dos dois toros menos 3 vértices,

3 arestas e 1 face. Portanto

X(A)=0+0—-(3-3+4+1)=—1.

figura 16

Prosseguindo indutivamente, obtemos que: se A é um n-toro sélido fechado entao
X(A)=n—1.
|

Proposicao 4. Seja M uma 3-variedade compacta. Se x(M) # 0, entao M tem
bordo, e pelo menos uma das componentes do seu bordo tem Caracteristica de Euler

nao-nula.

Prova. Do Lema 8 vemos que se M nao tem bordo entao x(M) = 0. Observemos que

uma 3-variedade compacta com bordo M ¢é obtida excluindo-se de uma 3-variedade
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compacta sem bordo M abertos cujos fechos em M sao dois-a-dois disjuntos e home-

omorfos a conjuntos compactos de R® como no do Lema 9.

Ao se excluir um aberto A; de M como acima obtemos

X(M\A;) = x(M) = x(A1) + x(0A1)
= X(0A1) — x(A1)
= X(04)) 5 x(04)
= % - X(041)

:1—n1

onde ny é o género de 0A;.

Portanto, para M obtemos

Portanto, se x(M) # 0 entao 1 — n; # 0 para algum 4, logo x(0Ai) # 0. |

Esta proposicao mostra que as hipdteses do Corolario 3 sao muito mais abrangentes
do que x(M) # 0. De fato, podemos obter, sem esforco, 3-variedades compactas
M com x(M) = 0 que verificam o coroldrio. Por exemplo: tome uma 3-variedade
compacta M cujo bordo é composto de uma esfera e um bitoro. Qualquer acao
continua de R™ nessa variedade admite pelo menos dois pontos fixos, um em cada

componente do bordo, e pela Proposicao 4, x(M) = 0.

Para a esfera S? temos x(S®) = 0, mas sempre é possivel encontrar uma acao de
R em S? sem ponto fixo como mostra o lema abaixo, que também traz um resultado

muito importante para esferas de dimensao qualquer.
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Lema 10. Todo campo de vetores continuo em uma esfera S™ tem singularidade se,

e somente se, n € par.

Prova.

Suponha n fmpar, digamos n = 2k — 1, k € N. Sejam (xy,...,Z) as coor-
denadas em R?*. Tome S*~! = {z € R%*;|z| = 1}. Basta ver que o campo
(X1, .oy Thy Tty - -+, Tok) — (—Tpa1, ..., —Tok, T1, . . ., k) Nao tem singularidades em

S2k=1 veja que este campo é tangente a S?*~1 e é unitario em S?*71.

Agora suponha n par. Suponha por contradi¢ao que exista um campo de vetores
v continuo sem singularidades em S™. Tomemos em S™ a aplicacao f : S™ — S™

definida por

B x + v(x)
flo) = iz + ()]

Entao existe uma homotopia H : [0, 1] x S™ — S™ definida por

_ tf(x)+ (t—1)z
[tf(x) + (t = 1)x]

H(t,x)

entre a aplicacao antipoda o : x — —x e f em S™, veja que tf(x)+ (t— 1)z, t € [0,1],
descreve o seguimento de reta ligando —z a f(z) em R""! portanto, como f(z) # x

para todo z € S™, entao |tf(x) + (t — 1)z| # 0 para todo ¢ € [0,1] e todo = € S™.

Também existe uma homotopia G : [0,1] x S™ — S™ definida por

x + tv(x)

) = o)

entre a aplicagao identidade Id : z — z e f em S™, note que |z + tv(z)| > 1 para

todo t € [0,1] e todo = € S™.
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Pela propriedade da transitividade da homotopia encontramos que a aplicagao
identidade é homotopica a aplicacao antipoda em S™, o que nao é verdade para n par

(Confira: Elon Lages Lima. Curso de Anélise, vol.2, pg. 499). [ |
Para ver mais sobre homotopia consulte [1].

Estes ultimos resultados mostram, dentre outras coisas, que a hipétese “x (M) #
0” ndao é uma “boa hipotese” para tentar estender o Teorema A para dimensao 3.
Observe que a Caracteristica de Euler nao classifica as 3-variedades compactas como

o faz em dimensao 2 (principalmente as sem bordo como mostrou o Lema 8).

Conseqiientemente, a auséncia de um teorema de classificacao das n-variedades,

n > 2, dificulta a tentativa de estender o Teorema A a dimensoes maiores.



Apeéendice

Exemplo de uma acao sem ponto fixo do grupo afim
no disco unitario fechado

O grupo afim da reta real é o conjunto G de todas as aplicagoes da forma x +— ax + b,
a > 0, de R sobre si mesmo, com a estrutura de grupo dada pela composicao de
aplicagoes. Abstratamente, G é o conjunto de todos os pares (a,b) de ntiimeros reais
tais que a > 0, e a operacao em G ¢ definida por (a,b) * (¢,d) = (ac,ad +b). G
tem a topologia natural que o torna homeomorfo ao semi-plano aberto direito de R?
e, portanto, é um grupo de Lie bidimensional simplesmente conexo. Sua algebra de
Lie tem uma base {ej, e} para a qual o tinico colchete ndo-nulo é [e, e5] = e1. Para
obter uma agao de G em uma 2-variedade M, é suficiente obter um par de campos

vetoriais X e Y em M, tais que [X,Y] = X.

Para construirmos campos de vetores X e Y no disco unitario fechado D =
{(z,y) € R% 2% + y*> < 1} com essa propriedade, primeiro definiremos campos A

e B em R? por

A(z,y) = (0,1) e B(z,y) = (z,y).

Observe que

46
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o, 0 0 0 0.0
A Bl = —(z—+y—) — (1— + y— )—
. 82 +£+ 82 . 32 B 82
- TOyoxr Oy y8y2 0x0y y8y2
0,
= o =

Identifiquemos cada (z,y) € R? com o niimero complexo z = x + yi, e definamos

o difeomorfismo & : R? — int(D) do plano no interior do disco D por
if (|2])
h(z) = —
T+1P
onde f : R +— R é uma fungao diferencidvel tal que f(t) =0 parat < 1e f(t) = logt,
para t > 2. O significado geométrico de h pode ser visualizado na figura 17 abaixo,

que exibe a imagem, em int(D), de duas retas ortogonais que passam pela origem.

e i

figura 17

Definamos X e Y em int(D) como
X = ho(A) e Y = h.(B)

Observe que
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Agora é s6 mostrar que X e Y se estendem continuamente a dD. Para isso

calcularemos a derivada de h para |z| > 2, neste caso, podemos tomar f(|z|) = log |z|,
1
logo f'(t) = T

L eif (D)
hz) = —C
)= T
() + 250 ()L + )7 = (1 o2 el e
1+ |2)?

RNIENEELE <Z“f (=Dl =77 |zr2)

=) (3 + (12~ 1) T

2z 2
Lembremos que |z|> = 22 + y? logo 2|z||z| = [ y] e portanto |z||z|" =
0

W

Agora podemos calcular X e Y em int(D) préoximo a dD. Lembremos que

W(z) =

A(z) = A(z,y) = (0,1) =14

B(z) = B(z,y) = (z,y) = 2.

Logo

iy y
—niz) (L4 .
(=) ( e 1+|z|2)
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z h='(2) i B 1 K Reh™(z) Imh™'(z)
(hl(zﬁ(\hl(z)\? )| o

= (1 * (|h—1i(z)|2 1T !hl—l(z)P) | ’h_l(z)lz)

=z2(1+i—|2]?).

Reh™!(z)
Im h~=1(2)

Bt e ((R=1(2)) h=1(2)[2
Note que z = ( (2) [h(2)

tio |22 = = L
T pe e F = T

Obtemos assim expressoes para os campos X e Y em int(D) definidas préximo a

0D, dadas por

1 1 Y )
X(h(2)) = h(z) (;+Z—|2—T|Z|2),ondez:x+yz, (z,y) ER?* e |2| > 2
)

Y(2) =2(1+1i—|2]?), onde z € D e |h71(2)] > 2

Como |h(z)| < 1 para todo z € C, obtemos lim |X(h(z))| = 0 entdo podemos

zZ—00

definir X =0 em 9D.

Como lim Y(z) = iz, podemos definir Y em 0D = S' por Y (z2) = iz.

|2|—1
Obtemos assim os campos X e Y que nao se anulam simultaneamente em nenhum

pontode D, e [X,Y] = X. Os campos X e Y definem, portanto, uma agao sem ponto

fixo do grupo afim G no disco unitario fechado D.



50

Como corolario da construgao precedente, podemos obter uma agao sem ponto
fixo de G na esfera S?. E s6 “colar” duas cépias de D pelo bordo e definir a acao de

GG em cada disco como foi definida acima.
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