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O bilhar ¢ o sistema dinamico definido pelas sucessivas colisoes de uma particula na fronteira
de um dominio @, pelo menos diferenciavel por partes, denominado mesa (de bilhar), de
acordo com a lei "o angulo de incidéncia é igual ao angulo de reflexao”, ou seja, as colisoes sao



elasticas. O formato da mesa em duas dimensoes define completamente o comportamento
do fluxo.

Um ponto (denominado "line element”em [26]) estd bem definido dados sua posigao na
mesa e seu vetor velocidade. Uma vez que as colisoes sao elasticas, ha conservacao de
energia, e portanto a tUnica informagao que utilizaremos do vetor velocidade é a dire¢ao do
movimento e, assim, podemos normalizé-lo, obtendo, desse modo, o espaco de fase ) x S*
para o fluxo do bilhar. Podemos também trabalhar com a transformacao do bilhar obtida
tomando a fronteira da mesa como secao transversal. Seu espaco de fase consiste nos pontos
(r,) € M =(0,L) x (0,7), L € R" U{oo}, onde r é o comprimento de arco medido sobre
a fronteira a partir de um ponto convencionado como a origem até o ponto de colisao e ¢ é
o angulo que a trajetéria faz com a tangente nesse mesmo ponto.

Ao estudar o bilhar, questoes interessantes e intrigantes sao levantadas como: ”Sera que
a particula visita as vizinhangas de todos os pontos da fronteira?”, ”Ela viaja em todas as
dire¢oes?”, ”Ou seja, serd que, para qualquer ponto inicial, a trajetoria de uma particula é
densa no espago de fase da transformacao?”. Perguntas como essas podem ser reformuladas
na seguinte: 7O bilhar é ergédico?” Ser ergddico é o mesmo, em algum sentido, que ser
caotico, pois significa que qualquer regiao do espaco é visitada por um iterado de quase todo
ponto pela transformagao. Notamos que existem propriedades mais fortes que ergodicidade,
como ser misturadora, Kolmogorov (propriedade K) ou Bernoulli. Esta tltima significa
que o sistema se comporta assintoticamente como o langamento de uma moeda, ou seja,
perfeitamente aleatério. As outras propriedades sao intermediarias entre ergodicidade e
"bernoullicidade”.

Q

Figura 1: A mesa de bilhar com uma ctispide ndo compacta.

Trabalhos referentes ao bilhar surgiram nas décadas de 40 e 60 com Krylov [14] e Sinai
[25]. Sinai [26] provou a propriedade K (que implica ergodicidade) do bilhar definido no
toro bidimensional com obstaculos. Este resultado foi refinado em trabalho conjunto com
Bunimovich [1] para uma classe mais ampla de bilhares dispersivos (bilhares cuja fron-



teira é formada por uma quantidade finita de pedagos convexos, quando vista do interior).
Gallavotti e Ornstein [9] provaram que o bilhar de Sinai (ou seja, dispersivo) também é
Bernoulli.

O primeiro exemplo de um bilhar cadtico com fronteira focalizadora (ao contrario de
dispersiva) foi apresentado por Bunimovich [2]. Este bilhar é definido em uma mesa formada
por dois semicirculos unidos por segmentos de reta, denominada estddio.
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Figura 2: O estadio de Bunimovich.

Em 1977, Pesin [22] estabeleceu as fundagoes de sua teoria nas propriedaes ergddicas de
um sistema dinamico hiperbdlico e suave. Anos depois, esta teoria (agora chamada teoria de
Pesin) foi extendida por Katok e Strelcyn [11] para sistemas hiperbdlicos com singularidades.
Esta teoria é aplicavel a bilhares também.

Sinai e Chernov [28] e Kramli, Simanyi e Szdsz [13] provaram resultados que garan-
tem uma certa ergodicidade local, isto é, sob certas condicoes, quase todo ponto possui
uma vizinhanca pertencente a uma componente ergbdica. Resultados como esses sao cha-
mados ”teoremas fundamentais”. Chernov [3] e Liverani e Wojtkowski [19] apresentaram
formulacoes mais gerais desse mesmo teorema.

Wojtkowski [29] formalizou e explorou o conceito de cones invariantes e em [30] mostrou
como utilizar éptica geométrica para definir cones invariantes para bilhares no plano. Mar-
karian [20] melhorou esse trabalho em 1988. Notamos que essa ferramenta foi utilizada em
[19] para provar a ergodicidade local de sistemas hamiltonianos. Observamos que os bilhares
podem ser considerados como casos particulares de sistemas hamiltonianos.

Bilhares com cuspides, ou seja, quinas com angulo zero, foram estudados, por exemplo,
por Leontovich [18], King [12] e Lenci [17]. Além disso, versoes poligonais desse mesmo
sistema foram apresentadas por Degli Esposti, Del Magno e Lenci ([6] e [7]).

A seguir apresentamos alguns exemplos de bilhares. O primeiro a analisarmos € o circular
devido a sua simplicidade de apresentacao e construcao. Tomemos um circulo de raio 1 e
centro C' parametrizado pelo comprimento de arco. O espaco de fase da transformacao do



Figura 3: Construcao do bilhar circular.

bilhar é um cilindro cuja base é o circulo e altura .

Seja z = (r, @) onde r é comprimento de arco medido até um certo ponto Py pertencente
ao circulo e ¢ o angulo de reflexao em P, medido a partir da tangente. Se P; é o ponto do
circulo da primeira colisao da trajetéria de z, notamos que o triangulo PyC'P; é isdsceles.
Logo o angulo de incidéncia em P; é ¢ e o angulo central 6 é 2. Assim, se z; = T'z, temos
que z1 = (r+¢,p) ez, =T"z = (r + np, ), onde r + ny é tomado médulo 27.
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Figura 4: Exemplo de drbita periddica no circulo.

Isto mostra que as curvas ¢ =constante sao invariantes pela transformacao T e este fato
é suficiente para afirmarmos que a transformagao do bilhar no circulo nao é ergédica.

Se ¢ for um miltiplo irracional de 7, observamos que a particula descreve uma érbita que
continuamente atinge pontos diferentes do circulo, preenchendo um anel no interior da mesa,
como mostra a Figura 5. Caso contrario a érbita é periddica, como a da Figura 4. Notamos
que em ambos os casos (mais visivel no caso irracional) ha a formacdo de uma curva no



Figura 5: Exemplo de formacao de caustica no circulo.

interior da mesa com a propriedade de que se ela é tangente a um trecho de trajetoria entre
duas colisoes sucessivas, entao todos os outros trechos também serao tangentes a ela. Essa
curva é denominada cdustica. Ver [15] para a prova de existéncia de cdusticas em dominios
focalizadres.

Figura 6: Exemplo de formacao de cdustica eliptica.

Nosso segundo exemplo é o bilhar na elipse, que possui propriedades geométricas interes-
santes. Inicialmente apontamos que existem duas érbitas periddicas de periodo dois que sao
as descritas sobre os eixos maior e menor da elipse. Portanto estudemos a érbita de um
ponto cuja trajetoria corta o eixo maior. Temos trés possibilidades para a trajetoria de saida
desse ponto: entre os focos, entre um dos focos e a elipse ou sobre um dos focos.

Se a trajetoria passar entre os focos, todos os outros trechos de trajetéria entre colisoes
sucessivas também passarao por entre os focos preenchendo uma area delimitada por uma
hipérbole confocal & elipse, que no caso é uma cdustica (Figura 7). No entanto, se a trajetéria



Figura 7: Exemplo de formacao de cdustica hiperbdlica.

passar entre um dos focos e a elipse, a 6rbita mantera esse padrao preenchendo uma area
entre a mesa e a caustica definida por uma elipse confocal a original (Figura 6). Passando
sobre um dos focos, nossa terceira possibilidade, todos os segmentos de trajetoria passarao
por cima de um dos focos. Isto é conseqiiencia do fato de que raios partindo de cada um
dos focos da elipse formam angulos iguais com a tangente a elipse no ponto de colisao. Para
prova desse resultado, ver [27].
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Figura 8: O espaco de fase do bilhar eliptico.

O bilhar eliptico nao é ergddico. De fato, o espaco de fase da transformagao é formado por
curvas invariantes, conforme Figura 8. Nesta figura, as 6rbitas que descrevem uma hipérbole
como caustica sao as curvas no interior da regido com o formato de co. As curvas fora dessa
regiao sao as formadas pelas érbitas que produzem elipses. As drbitas periddicas de periiodo
dois estao representadas em quatro pontos desse espaco de fase: as intersegoes dos ramos da
regiao representam a orbita periddica sobre o eixo maior e os centros desse mesmos ramos



representam a érbita peridédica sobre o eixo menor.

Obtém-se um bilhar ergédico deformando o circulo em um estddio (Figura 2). De fato,
mostra-se (ver [2]) que o espago de fase do bilhar no estddio, & medida que se aumenta
o numero de rebatidas, é totalmente preenchido, a menos de duas regioes que tornam-se
cada vez menores quando o nuimero de rebatidas tende a infinito. Essas duas regioes estao
relacionadas a orbita periddica formada por rebatidas nos semicirculos cuja trajetoria é
paralela aos segmentos de reta.

O objetivo desse trabalho é provar a ergodicidade do bilhar definido em uma mesa deli-
mitada pelos semi-eixos positivos e o grafico de uma funcao f : R — R™, limitada, convexa,
trés vezes diferenciavel e tendendo a zero quando x tende a infinito. Mais geralmente, mesas
compostas por partes convexas (quando vista do interior) e partes retas sao denominadas
semidispersivas. De fato, provaremos a afirmagao abaixo:

Afirmacao A. Mesas de bilhar semidispersivas obtidas a partir de f(z) = C(z + a)7?,
C,p,a >0, sao ergodicas.

Este resultado foi obtido por Lenci em [17].

O trabalho esta organizado como descrito a seguir. Na Secao 2 apresentamos um pequeno
roteiro com as idéias dos resultados por tras da demonstracao da Afirmacao A. As defini¢oes
e resultados bésicos sobre Teoria da Medida e Teoria Ergddica sao expostos na Segao 3.
Enquanto que na Secao 4, fazemos as principais consideracoes sobre o sistema que trabalha-
remos neste texto. Apresentamos a mesa do bilhar a ser estudado, definimos a transformacao,
seu espaco de fase, seu conjunto de singularidades e sua medida invariante. Na Secao 5 cons-
truimos um feixe de cones invariantes para o nosso bilhar, definimos a ”distancia instavel”e
descrevemos a vizinhanga das singularidades com respeito a esta distancia. Estes resultados
serao utilizados, na Secao 6 para demonstrar a existéncia de variedades instaveis e estaveis
locais para quase todo ponto do espaco de fase. Na Secao 7 provaremos que a folheagao
induzida por essas variedades é absolutamente continua com respeito a medida invariante.
Na Secao 8 estudamos as caracteristicas das variedades instaveis, em uma seqiiéncia de re-
sultados que culminam na prova do Teorema de Sinai, na Se¢ao 9. A Sec¢ao 10 nos apresenta
a prova do Teorema de Ergodicidade Local e como conseqiiéncia provaremos ergodicidade
global para uma classe de bilhares. Na Secao 11 provaremos a Afirmacao A.

2 Esboco da Prova

O objetivo deste texto, como salientamos no final da se¢ao anterior, é demonstrar a Afirmagao
A. Em primeiro lugar, provaremos o Teorema de Ergodicidade Local (Teorema 10.4) que
nos garantird a existéncia de uma componente ergédica contendo uma vizinhanga de quase
todo ponto. Para isto utilizamos o método de Hopf que consiste em ir de um ponto a outro
através das variedades estaveis e instaveis dos pontos entre eles, baseando-se no fato de que
médias temporais passadas (futuras) sdo constantes em variedades estaveis (instdveis). Mas,
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devido a existéncia de singularidades, as variedades estaveis e instaveis locais podem nao ser
longas o suficiente para se utilizar este método. No intuito de contornar essa dificuldade,
apresentamos um método adicional, devido a Sinai. Este método foi apresentado em [19]
para sistemas hamiltonianos com medida finita. A sua adaptacao para sistemas com medida
infinita foi obtida por Lenci [17] e estd concentrada no Lema 9.4, denominado ”Tail Bound
Lemma”.

Para a prova da existéncia e continuidade absoluta das variedades estaveis e instaveis
locais, novamente nos confrontamos com o problema do sistema possuir medida infinita,
pois, apesar da teoria de Katok e Strelcyn, citada na Secao 1, ser adequada para bilhares,
ela nao cobre sistemas com medida infinita. Portanto, teremos que (re)construir toda a
demonstragao para este caso. Para a existéncia baseamos na hipétese de que ha um feixe de
cones invariantes e na estimativa da medida das vizinhancas de singularidades, utilizando
uma ”distancia instavel”definida neste texto. Além disso, definimos uma variedade M, C
M, que possui medida finita e contém as singularidades. Definimos a transformagao Ty de
retorno a My e, para esse sistema, construimos as variedades estaveis e instaveis locais.
Depois, uma vez que M \ My nao contém singularidades, podemos retornar a M, aplicando
T. No entanto, T possui mais singularidades que 1. Mas essas singularidades nao interferem
na dinamica do sistema e, assim, alteramos a fronteira de M, definida arbitrariamente,
sempre que necessario. Devido a este comportamento, em [17], a fronteira foi apelidada de
”fuzzy boundary” (fronteira indistinta).

Para a continuidade absoluta, provaremos o resultado para um sistema dinamico auxiliar,
de medida finita e mostraremos que é possivel estender o resultado para o sistema original
(M, T, ). Neste sistema auxiliar, a prova consistird em constuir uma holonomia sobre a
folheagao gerada pelas variedaes estaveis e instaveis e mostrar que seu jacobiano é positivo.

Com tudo isto feito, a demonstracao da Afirmacao A saird quando mostrarmos que a
classe de bilhares obtida a partir de f(x) = C(x + a)~? satisfaz as hip6teses do Teorema
10.4.

3 Preliminares

Nesta se¢ao apresentaremos os principais conceitos necessarios para uma melhor compreensao
dos resultados apresentados no decorrer deste trabalho. Para mais informagoes e demons-
tracoes dos teoremas relacionados nesta se¢ao, recomendamos a leitura de [8], [21] e [24].

Uma colegao 7 de subconjuntos de um conjunto X é denominada uma topologia em X
se T possui as seguintes propriedades:
i)PeTeXerT.
(i) Se V; € 7, parai = 1,...,n, entao Vi N...NV, € T.
(iii) Se {V,} é uma colec@o abitraria de membros de 7 (finita, enumerdvel ou ndo enumeravel)
entao U,V, € 7.

Se 7 é uma topologia em X entao X ¢ denominado um espaco topoldgico, e os membros



de 7 sdo chamados (conjuntos) abertos em X. Se X e Y sdo espagos topolégicos e f é
uma transformagao de X em Y, entdo f é denominada continua se f~(V') é um aberto em
X para todo aberto em Y.

Uma colecao A de subconjuntos de um conjunto X é uma o -algebra em X se A possui
as seguintes propriedades:

(i) X € A.
(ii) Se A € A, entao A° € A, onde A° é o complementar de A em relagdo a X.
(iii) Se A, € A, paran =1,2,..., entao A = U A, € A.

Se A é uma o-dlgebra em X, entao X é denominado um espago mensuravel, e os
membros de A sao chamados conjuntos mensuraveis em X. Se X é um espaco mensuravel,
Y é um espaco topoldgico, e T' é uma transformacao de X em Y, entao T' é dita mensuravel
se T~Y(B) é um conjunto mensurdvel em X para todo conjunto aberto B em Y.

Se (X, 7) é um espago topoldgico, a o-algebra gerada pela topologia é chamada o-algebra
de Borel e seus conjuntos, boreleanos. Uma medida definida sobre uma o-algebra de Borel
¢ chamada medida de Borel.

Uma medida é uma funcao g : A — [0, 00] tal que () =0 e p([ =, Ai) =D ooy 1(Ay),
onde o simbolo | | denota unido disjunta. Um espago de medida é um espago mensuravel
que possui uma medida definida na o-algebra de seu conjuntos mensuraveis, usualmente
denotada pela terna (X, A, u). Se u(X) = 1, dizemos que p é uma probabilidade e (X, A, i)
é um espaco de probabilidade.

Se E C R¥ e x € R¥, a translacao de E por x é o conjunto

E+z={y+z;yeFE}
Um conjunto da forma
W=A{x=(21,...,2,) ; o <x; < f; , 1 <i <k},

ou qualquer conjunto obtido substituindo um dos ou todos os sinais < por <, é chamado
uma k-célula. Seu volume é definido por

k

vol(W) = 1_[(6Z — ;).

i=1

Proposicao 3.1. Eziste uma medida Leb definida em uma o-dlgebra A em R¥, com as
sequintes propriedades:

(a) Leb(W') = vol(W), para toda k-célula W .

(b) A contém todos os boreleanos em R*.

(c) Leb € invariante por translagdo, isto é, Leb(E + x) = Leb(E), VE € A e Vx € R*.

(d) Se pi é uma medida de Borel em R* qualquer, invariante por translacdo, tal que u(K) < oo
para todo conjunto compacto K, entao existe uma constante c tal que p(F) = c.Leb(E), para
todo boreleano E C RF.



(e) Para toda transformacdo linear T de R¥ em R* correponde um mimero real A(T) tal que

Leb(T(E)) = A(T)Leb(E) para todo E C A.

Os membros de A definida na proposi¢ao acima sao os conjuntos Lebesgue men-
suraveis em R*: Leb ¢ a medida de Lebesgue em R”.

Dado (X, A), sejam u e v medidas definidas sobre A. Dizemos que v é absolutamente
continua em relagao a u se v(A) = 0 para todo A € A tal que u(A) = 0. As medidas p e v
sao equivalentes se u é absolutamente continua em relagao a v e vice-versa.

Sejam (X, A, ) e (Y,B,v) espacos de medida. Dizemos que uma transformacio 7' :
X — Y preserva medida se, para B € B, temos que T"'(B) € A e u(T~*(B)) = v(B).
Se (X, A, n) = (Y, B,v), diz-se também que p é T-invariante ou invariante sob T.

Definicao 3.2. Dizemos que um ponto x € X € recorrente se para toda vizinhanca V de
x, T™(x) € V para infinitos valores de n. Em outras palavras, x é recorrente se existe uma
seqiiéncia ny, — oo tal que T (x) — w.

Teorema 3.3 (Poincaré - versao probabilistica). Seja T um automorfismo do espaco
de probabilidade (X, A, ). Entdo, para todo A € A, o conjunto Ay dos pontos x tais que
T"(x) € A, para infinitos valores n > 0, pertence a A e 1(Ag) = u(A).

Dada f € L'(X, u) definimos sua média temporal no ponto x como

1 k=n

f*(x) := lim —Z(foTk)(x).

n—oo M
k=1

Teorema 3.4 (Birkhoff). Seja (X, A, ) um espago de probabilidade e T : X — X uma
aplicagao que preserva p. Seja f uma fungao definida em X integrdvel. Entao o limite

1 k=n

fr=lm =% (foT")(x)
k=1
existe para j1-q.t.p. x € X.
Além disso:
(a) f*oT = f*em pu-q.t.p.;
(b) se f € LP(u) entio f* € LP(u), temos convergéncia na norma || - ||, e temos que

11l < IfNlps
(¢) [ frdu= [ fdu.

Definigao 3.5. Seja T uma transformagao que preserva medida de um espago (X, A, ).
Dizemos que T ¢é ergédica quando Vf € L' (X, 1), sua média temporal existe e é constante
para p-q.t.p. x € X.
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Notamos que existem varias caracterizacoes para uma transformacao ser ergoédica, como
pode ser visto em [21]. Porém, a maioria dessas sao para sistemas com medida finita.
Portanto preferimos enunciar a definicao acima, devido a Boltzmann, que independe da
medida ser finita ou nao.

Antes de definirmos o que entendemos por variedades estaveis e instaveis locais, apre-
sentaremos o conceito de cones. Para os resultados a seguir, utilizamos o sistema dinamico
(M, T, i), com T pelo menos de classe C?, M é seu espago de fase e yu a medida invariante
por T'.

Definicao 3.6. Cone ¢é o conjunto
Ct=C={u+v| ueSwveS |ul|>al|a>0},

onde S é um subconjunto de R™, S+ é o seu complementar ortogonal. O complementar de
C, C—, também é um cone, chamado cone complementar.

Seja C(z) um cone definido em 7, M para quase todo z € M. Dizemos que {C(2)} é um
campo de cones em M. O campo de cones é invariante por T se

DT.C(z) C C(T2)
e estritamente invariante se, para quase todo z € M existe n = n(z) tal que
DT!C(z) C int C(T"z2).
Seja ST (S7) o conjunto de singularidades de 7' (T~). Seja também
n—1
Sy = JT17s"
i=0

Definicao 3.7. Dado z € M\S;ro(_), definimos uma variedade estdvel (instdvel) local,
W*®, para T em z como um disco topoldgico C' contendo z, sem intersecio com ST e
tal que:

(a) o espaco tangente a W*™  em todo ponto, estd contido no cone estdvel (instdvel) de
toda ordem, isto €, Yw € W*W T, Ws® N, C;H)(w), e tem dimensdao mdzrima (um, no
nosso caso);

(b) Vw € W@ || T™(w) — T™(2)|| — 0, n — +oo(—00);

(c) Se Wos(u) ¢ outra variedade desse tipo, entdo W* N Wos(u) também o é.

Se a convergéncia em (b) for ewxponencial, dizemos que W*®) ¢ exponencialmente
estdvel (instdvel).
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Figura 9: Exemplo de folheacao.

A proxima definicao fornece o significado de uma folheacao ser absolutamente continua
em relacao a uma medida. Usamos o termo folheagao para indicar a decomposicao de M
em subvariedades chamadas folhas que se aglomeram localmente como os subconjuntos de
R™" = R™ x R" com segunda coordenada constante.

Na definicdo a seguir, um cilindro ¢ um conjunto difeomérfico a B x RV~ onde B é uma
bola nao-degenerada em R”.

Definicao 3.8. Uma folheagdo v-dimensional W em RY ¢ absolutamente continua com
respeito a medida p se o sequinte ocorre: dados qualquer espagco (N — v)-dimensional afim
© e qualquer cilindro C contendo © , e qualquer uniao L de folhas W(z) € W, transversal
em todo ponto a dire¢io de © e excedendo C (isto é, OW (z) € RN \ C), entdo temos que

wLNC)=0 = Lebg(LNO)=0;
onde Lebg ¢ a medida de Lebesque (N — v)-dimensional em ©.

A Definigao acima diz que a medida transversal em W definida por Leb em © é absolu-
tamente continua com respeito a .

Seja A = {x € M; x possui variedades estavel e instavel locais} (conforme Definigao
3.7). Suponhamos que esse conjunto possua medida total.

4 Construcao do Sistema Dinamico

Nesta secao apresentamos o tipo de mesa de bilhar com a qual trabalharemos, listando as
hipoteses que exigimos sobre a curva delimitadora da mesa para garantirmos a existéncia de
estrutura hiperbdlica para o sistema. Definimos a transformagao do bilhar, seu espago de fase
e sua medida invariante. Em seguida apresentamos a matriz Jacobiana da transformagao e
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seu conjunto de singularidades.Finalmente provamos que a transformacao do nosso bilhar é
recorrente (Corolério 4.3)

Estudaremos o bilhar definido na mesa

Q= {(z,y) eRy; 0<y < f(x)},

onde f : Rf — RT é trés vezes diferencidvel, limitada e convexa. Uma mesa desse tipo é
dita semidispersiva pois possui uma parte reta e a uma convexa (seus efeitos sdo como os
de espelhos planos e convexos). Por exemplo, a mesa da Figura 1.

O angulo no vértice V.= (0, f(0)) é 7/2 + arctgf'(0") e pode ser zero. Assim o bilhar
pode ter uma cuspide -isto é, quina com angulo zero- compacta junto com a nao-compacta
em r = +00.

Figura 10: Apresentacao de (5.

Figura 11: Apresentacao de (4.
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Aproveitando o momento, vamos apresentar duas outras mesas que serao luteis em varias
provas geométricas no decorrer do texto (Figuras 10 e 11):

Q2 = {(z,y) €RJ; |yl < f(2)},
Qs ={(z,y) €Ry; |yl < f(lz])}-

Introduzimos as seguintes notagoes. Para f, g funcoes positivas, seja:
(i) f(x) < g(x) indica que existe C' constante tal que f(z) < Cg(x), quando z — +o0.
Analogamente para f(x) > g(z);
(ii) f(z) ~ g(z) indica que f(z)/g(x) tende a um c diferente de 0 e de +00, quando z — +o0.

Definimos z; = x;(x), para cada x em ()9, implicitamente por

f@) + 1)

T — Tt

= —f,(ft)-

Temos que x; é a abscissa do ponto de tangéncia em D.

A seguir, enumeramos certas hipdteses que f deve satisfazer para ser escolhida como fron-
teira para nossa mesa de bilhar (lembrando que todos os limites sdo tomados com z — 00):
(H1) f"(x) — +os,

(H2) |/ (z)| < [ ()],

) LOF@

(f'(2))?

£ (@),
(H4) ) <L

(H5) | f'(x)] > (f(x))?, para algum 6 > 0.

As hipéteses (H1)-(H4) devem ser satisfeitas para obtermos a existéncia de variedades
estaveis e instaveis locais, enquanto que (H5) é necessiria para obtermos a continuidade
absoluta das variedades estaveis e instaveis locais. Vale notar que, com um argumento
parecido com o da regra de I’'Hopital, (H1) e (H4) implicam

/ "
@l @ "
flx) /(@)

As fungoes f(z) = (z+a)?, p > 0, a > 0 por exemplo, verificam as hipéteses (H1)-(H5).

Dado um fluxo do bilhar, é comum tomar 9@ como secao transversal. Mas, dada a
geometria de nossa mesa, como podemos perceber utilizando ()4, basta tomarmos a porcao
dispersiva D de 0@, pois as colisbes nas partes retas estao associadas a rebatidas nas partes
dispersivas de um (ou mais) dos outros trés quadrantes.
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Com essa secao transversal, definimos uma transformagao 7', denominada transformacao
do bilhar. O espaco de fase para essa transformacao é constituido dos pontos (7, p) € M =
(0, +00) x (0,7), onde r é a medida do comprimento de arco tomado em D e ¢ é o angulo
que a trajetéria da particula faz com a tangente do ponto de colisao.

A matriz jacobiana da transformacao do bilhar é facilmente calculada e dada por:

sin ¢ kT T
siny;  siny; sin 1
DT, =+ , (2)
i kk k
- L I
SInN Y1 SN Q1 S111 (01

onde 7 = 7(z) é o tempo de viagem (correspondente a distancia em ()4) entre dois pontos
de colisao; k (respectivamente ki) é a curvatura de dQ em z (em z;). Por convencao, a
curvatura é nao-negativa. O sinal menos em evidéncia na matriz é para quando a trajetéria
do bilhar quica uma vez nas fronteiras planas e o sinal mais quando a trajetéria rebate duas
vezes nessas fronteiras.

Na verdade a forma comum de apresentacao da matriz jacobiana é com o sinal mais.
S6 que, como adotamos como se¢ao transversal apenas um trecho de 9Q) (no caso, a porgao
dispersiva D), notamos que quando a particula se choca com uma das partes retas da fronteira
ha uma mudanca de orientacao de um dado vetor v € T, M.

A partir da matriz jacobiana podemos obter que se a fronteira for uma curva de classe
C**1! a transformacao do bilhar é um difeomorfismo de classe C*, k > 0.

E sabido também que T preserva a medida du = sin @ drdye (ver [4] pp. 113-115 e suas
referéncias).

Figura 12: Curvas de singularidades.

Note que, na adocao de M, nao definimos 7" em pontos que passariam tangentes a D ou
que colidiriam com o vértice. Ou seja, excluimos T~*9M. Esses pontos formam o conjunto
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de singularidades de T, denotado por S. Este é formado por duas curvas (conforme [17]
p.138) S = ST US?* ( como mostrado na Figura 12). S+ corresponde a tangéncias em 0Q4
no terceiro quadrante (em @), tangéncias em D, apés quicar no lado vertical); esta curva é
regular como f. Em relacao & S?T, sua primeira parte corresponde a elementos apontando
para V' (em @), apds quicar na horizontal); & medida que r aumenta, esses tornam-se tangentes
a 0Q. A fronteira desses dois comportamentos é o tinico ponto nao-regular de S?*.

Observacao 4.1. As particulas que atingem a origem do plano xy tém suas trajetorias re-
vertidas apos essa colisao, ou seja, fazem o mesmo percurso porém em sentido contrdrio.
Para ver que essa reversao de sentido ocorre na origem, basta tomar trajetorias suficien-
temente prozimas a original e paralelas a essa mesma. Notamos que apds as consecutivas
colisoes com os eizos x e y (ndo necessariamente nessa ordem) a trajetdria de partida é
paralela o de chegada. Com isso a trajetoria que incide sobre a origem pode ser estendida
continuamente de modo que retorna paralelamente, no caso, coincidentemente.

Analogamente definimos S~ = S~ US?~, o conjunto de singularidades de 7!, onde S~
é obtido a partir de S** aplicando o operador de reversao de tempo

(r,0) = (1,7 = ).

Proposicao 4.2. Nenhuma semi-orbita do bilhar cai no vértice ou no “vértice no infinito”,
a nao ser que disparado diretamente para esses pontos. Ou seja, se (z(t),y(t)) é uma drbita

em @
(1) dim (x(t),y(t) =V < (2(),y(t)) =V, Vi = (<) to,

t—+oo

(17) tliin (z(t)) = +o00 < (y(t)) =0, Vi
Demonstragao. No caso (i), quando o vértice possui angulo positivo é possivel estimar o
nimero maximo de rebatidas antes que a particula retorne (ver [1] p. 410). No caso de uma
cuispide, o resultado se encontra em [10]. No caso (ii), quando hd uma cispide nao-compacta,
damos como referéncia [12] p. 9.
O

Corolario 4.3. O sistema (M, T, u) € recorrente no sentido do Teorema 3.3.

O corolario acima segue trivialmente do Teorema 4.4 abaixo. Antes de enuncia-lo, vamos
apresentar algumas caracteristicas do fluxo do bilhar ®°.
O espaco @Q x S! possui uma medida-produto natural

vol = area X arco,
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onde area é a medida de Lebesgue definida sobre ) e arco é a medida de Lebesgue defi-
nida sobre S'. O fluxo do bilhar deixa essa medida invariante, se a fronteira da mesa for
diferencidvel por partes [12].

Introduzimos a notacao ®(@?(v) para indicar a trajetéria do fluxo do bilhar, passando
por v € () para os instantes de tempo a <t < b, a,b € R. A notagao do intervalo (a,b) é a
usual.

Para ¥ C M, definimos a fungao primeiro retorno Ry : ¥ — [0, 00| como

Ry (v) = sup{t > 0; dO) () N T = p}.

Como a transformagao T é recorrente se, e somente se, o fluxo ®' é recorrente, [12],
provaremos a seguir que o fluxo do bilhar é recorrente.
O préximo teorema ¢é valido para dominios que satisfazem

liminf f(z) = 0. (3)
Teorema 4.4. O fluzo do bilhar sobre uma cispide que satisfaz (3), mesmo que de drea
infinita, € recorrente.

Demonstragao. Ver [12] pp. 14-16.
[

5 Cones Invariantes e Vizinhancas das Singularidades

Nessa secao apresentaremos um feixe de cones estritamente invariantes para o nosso sistema
e mostraremos que esses cones convergem para um subespaco do espago tangente formado
por vetores que expandem (ou contraem, dependendo do cone) sob acao da transformagao T
(Proposicao 5.1). Em seguida apresentamos a defini¢ao de distancia instével (Definigao 5.3) e
com essa métrica estimamos a medida de vizinhancas tubulares das curvas de singularidades
(Teorema 5.4). Como coroldrio desse teorema obtemos uma medida finita definida sobre os
conjuntos de singularidades (Corolério 5.5).

Em T M defina
Ct(z) =C(2) = {(dr,dyp) € T.M; dr.dp <0},

onde ”.”denota a multiplicacao usual. Ou seja, o segundo e o quarto quadrante do espaco
tangente T, M, que serdo denominados cones instaveis, (pela Defini¢ao 3.6, identificando
T, M com o R? tomando L como sendo a bissetriz par e o = 1).

Estes cones possuem a propriedade de serem estritamente invariantes, isto é, DT,C(z) C
intC(7T'(z)), onde intC(7T'(z)) indica o interior de C mais o 0. De fato, seja (dr,dy) € C(z).
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1

DT, (dr,dy) = =+-— ((—siny — k7)dr + (1)dp, (ksingy + sin g + kki7)dr + (—singy —
sin ¢4
= (dry,dey).
1 . . . 2
dri.der = —5—((—sing —k7)(ksing; + +sinp + kky7)dr
sin® ¢y

+ (—sing — k7)(—siny; — ky7)drdyp +
+  7(ksin iy +sin g + kky7)drde + 7(—sin @, — ky7)dp?).

Uma vez que ¢, 91 € (0,7), k, k1,7 > 0 e (dr,dp) € C(z), todas as parcelas sdo nao-
positivas e portanto (dry,de;) € C(T2).

Analogamente, define-se para T~! os cones estdveis como sendo o primeiro e o terceiro
quadrantes de T, M.

Seja S, = U, TS~

Para (r_,,¢_n) = 2_p, =T7"(2) =T "(r,¢), defina 0 n-ésimo cone encaixado
1 d
Co(z) = DT C(2_, {drdgo )€ TuM;a, < “Ogb}
sin p dr

Utilizando a propriedade do cone e a matriz jacobiana (2), temos que

ap = _sinap N 1 ) (4)
T
2k_4 1
_Sin Y_1 1
€
k 1
by = —— 1 , (5)
sing 4 — 1
-4 -
sinp_; ..
' 1
_T—n + Tk,n
sin p_y,

onde 7_; e k_; sdo, respectivamente, 7(z_;) e k(z_;). Da maneira como foram definidos, a,
e b, sao aproximagoes a esquerda e a direita de uma fragao continua, que, pela préoxima
proposigao, converge.
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Proposicao 5.1. Para todo z ¢ S, = J; o T°S™, temos que
lim a, = lim b, = x“(2).

n—oo n—oo

Observagao 5.2. A proposicao acima assequra que quando n — oo, Cn(z) converge, no
sentido de conjuntos decrescentes, a um subespago E"(z) C T, M, chamado subespago
instdvel. Este é uma linha de inclinagao x*(z)sing, com respeito a base {0/0r,0/0p}.

Demonstragao. Uma vez que os termos de (4)-(5) sdo negativos, uma condigao necessiria e
suficiente para convergéncia é (ver [26] e suas referéncias)

— ( 2k; )
Z T + — = 4-00.
sin ;

i=—1

Supondo o contrario, o convergéncia da série acima implicaria que o termo geral tenderia
a zero, e assim, 7; tenderia a zero. Mas isto significa que as orbitas passadas de z tenderiam
a V ou a cuspide no infinito. Em qualquer caso, obtemos uma contradicao com a Proposicao
4.2. O

Utilizando a matriz jacobiana da transformacao do bilhar 2, vamos calcular uma cota
inferior para o vetor (dry,dy;) em C(2):

(dr1)? > (S.m“‘))z (1+ b7 )2dr2; (6)

e = (14 27 )2d902- 7)

A partir de agora estamos interessados em estimar a medida das vizinhancas tubulares do
conjunto de singularidades. Como S** sao curvas de comprimento infinito toda e-vizinhanca
tem medida infinita, pelo menos se usa-se a distancia riemanniana usual. Por outro lado, em
todos os argumentos, é suficiente medir distancias ao longo da direcao instdvel. Com este
proposito segue a

Definigao 5.3. Uma curva instdvel é uma curva diferencidvel v tal que dy(t)/dt €
Ci(y(t)). Definimos a disténcia instdvel entre z e w, d“(z,w), como sendo o infimo
dos comprimentos das curvas instaveis unindo z e w (caso ndo exista tal curva, definimos
d“(z,w) = 1). A distancia instdavel entre um ponto e um conjunto e entre conjuntos sao
definidas da maneira usual.
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Dados e > 0e A C M, seja
Ag ={zeM;d"(z,A) <e}.
Teorema 5.4. Seja Leb a medida de Lebesque em M e assuma (H1)-(H4). Para i=0,1,2

,u(S[Z:]E) < Leb(SE) <e e—0T
Demonstragao. Tomemos, inicialmente, S**. Seja v uma curva instavel de comprimento
menor que € e com um extremo, digamos 7y, em S%*. Suponha que 7 estd abaixo de S**.
A curva v tem inclinacao negativa e, portanto, pode ser reparametrizada como o gréafico
de uma fungao ¢ : [ro,ro + 0] — (0,7), com ©(r9) = @o € (10, ¥0) = Yo-
Por defini¢ao de curva instavel e aplicando (4) com n = 1,
sin ¢
— > —k(r) — ———; ©(ro) = o, 8
dr — ( ) 7__1(707 SO) 90( 0) ©o ( )
tomado no dominio U = [rg, ro+£o] X [¢0 — b, o], com & fixo a posteriori e b suficientemente
grande.

Figura 13: A curva instavel .

Defina a(r, ¢) = 7_1 sin ¢ como na Figura 14. Logo (8) se torna

dy sin“y
s k() - 2
dr — )
Como se trata de uma desigualdade, para facilitar sua resolugao, podemos limitar algumas
fungdes. Tomemos ky; = k(T) = maxp, e K Do lugar de k(r) e, uma vez que a(r,p) é
decrescente em ¢, seu minimo, a,,, é atingido em algum (7, @) € OU e (9) fica

; ¢(r0) = wo. (9)

sin¢p

_ 2
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Figura 14: Definicao de a.

A constante pode ser absorvida por a,, sem perda de generalidade e utilizando ¢ =
T — (r + 1), obtemos

dp  dy (m — ) . -
o o = kv + - kan + . (0) = o, (10)

cuja solucao é

207 <10 (12 artg () ) )

Estamos interessados na distancia vertical maxima entre S** e 7, com ~ definida no
dominio [rg, o + 0]. Esta distancia é a soma de dois valores, a saber, v1d e v9d (ver Figura
13). As fungoes v; e vy sdo na verdade fungdes de g e 0. Para o que vamos fazer a seguir serd
mais conveniente eliminar a dependéncia de d, obtendo limitacoes para as v;’s por funcoes
de 7o = (10, p0) € S?, integraveis. De fato, poderemos considera-las fungoes de z = z(ro),
ou seja, a coordenada x de um ponto de 0@ antes parametrizado por ro. Assim, x(r) é a
inversa de

r(z) = / (L ()

Com isso, no decorrer do texto, alternaremos livremente entre rg.
Em relagao a vy, note que S** pode ser considerada gréafico de uma fungao g : R — (0, 7),
concava. E assim temos

U1 ('Ta 5>5 S gl(,jl])&

onde ¢’ é a derivada da funcao g em relacao a x, e ¢’ é obviamente integravel.
Para vy temos que
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p| _ dp @
< — < — <k —
vz (x’ 5) - [7’0,7’0-}—5] d - dT ( ) M + A,
? -
< (1 + tg® (\ [ (o) 4 arctg ( 20 ))) kar, (12)
Am kMam

onde a 1ltima igualdade foi obtida substituindo (11) em (10). Vamos estudar seu compor-
tamento assintético. Se T = x(F) obtemos

/()
(14 (f"(z))?)*>

Integrando (H4), para todo Z > x, obtemos f"(T) < f”(x)e“®=), para algum c positivo.
Como 7 — r < gp implica T — = < €y, temos que f”(T) ~ f”(z) e portanto

kv = k(F) = ~ (7).

ke ~ f"(2). (13)
Pela Figura 14 e definicao de x4,
$o = — o = arctg|f'(x)| + arctg| f'(z)|.

Mas
arctg|f'(z)| + arctg| f'(z)] ~ | f'(@)| + [ f (@)l

(basta utilizar a expansao de tangente da soma de dois angulos e o limite trigonométrico
fundamental). Logo

Go ~ @)+ ()| ~ [ f(2)]. (14)

Quanto a a,, = a(7, o), por definigao,

Qm > 7-71<7:7 @) sin @7 (15)

onde ¢ foi escolhido de tal modo que (7, ¢) € S**. Denotando & = z(7) e £y = x4(%), temos
que

sing = sin(m — @) ~ 7 — G~ | f1(@)] + [ f(£)] ~
~ 2 (&) + [ (@0)] ~ 2arctg|f'(2)] + arctg| f'(£1)], (16)

sendo que a primeira relagao é o limite trigonométrico fundamental, e a segunda e a ultima
foram obtidas acima.
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Note que o ultimo termo da relacao acima ¢ a inclinagao da trajetéria de comprimento 7_
entre (7, %) e um ponto que denotamos (r_1,p_1). Assim, (15) fica a,, > f(Z) + f(x_1) >
f(@).

Integrando (1) obtemos, para todo & > x,

f(‘f?) > efc(i"fa:)’

para algum ¢ > 0. Logo a,, > f(z).
E a medida que ¢ se aproxima de 7/2, a,, < 2f(x). Portanto

Por (13), (14) e (17) e por (H3), o argumento da funcdo arcotangente em (11) é limitado

e, assim, essa funcdo é menor que um A < 7/2. Por (1), f”(x) < f(z) e portanto ,/];—’Z <

1. Tome ¢y suficientemente pequeno tal que \/%50 < m/2 — A. Feito isso, obtemos que
vo(x,0) < kpr ~ f"(z), que é integravel.

Denote por S[Ta] a porgao de S[Qe] abaixo de S?. Para r > 0 dado, a espessura de S[Ta] é de
S[v1(r — 6,0) + vo(r — §,0)], onde 6 < € é o comprimento do suporte da curva instéavel que
une (7, ¢) na parte inferior de 85[2] a (ro, o) em S? (g é o comprimento de y e § é 1 — rg).
Note que § depende de r. Além disso,

Leb(S[L]) < / elvi(r —e,e) + vo(r —e,e)|dr <
0

Ce /Ooo[g'(:v —e)+ f(x—¢)]lde < Ce, (18)

uma vez que, pela defini¢ao, dr/dx — 1, quando x — oo, e C' é uma constante.

Provaremos o mesmo resultado acima para a porcao de S[QE} acima de S?. Temos que
a desigualdade (8) ainda é vélida. Tomemos, no entanto U = [ro — €g] X [¢0, o + b].
Novamente fazemos as simplificagoes, tomando o méximo de k, ky; = k(T) e o minimo de
T 1, Tm = T-1(T, o), para algum 7,7 € [rg — €g,79]. E fazendo a mudanca de varidveis
o(r) = 7 — o(r + ro), a desigualdade se torna

dp ¢ . i
— <k —; ©(0) = .
dT — M+ Tm’ SO( ) 800

Como dp/dr > 0 ( os vetores tangentes a v pertencem ao cone instavel ),

dp dp, . Yo
E(%?% = (0) = kn + . vo(z, ).
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Os valores assintdticos para ks e o ainda valem e, para 7,,, temos que 7, > 7_1(7, p),
7o € 8% Assim a = 7_1(7, $) sin ¢ é semelhante & a,, do caso anterior e portanto Jg/ 7, ~
Y2/a < ky,, 0 que implica em vy(z,0) < f”, que é integravel.

A integrabilidade de v; é garantida da mesma maneira que a anterior, uma vez que ainda
se trata de S?*. E assim terminamos a prova para S [QJ

Provaremos os outros casos como corolario do primeiro. Por exemplo, tomemos S H O
lado direito de (8) é decrescente em ¢ (ou seja, os cones encolhem a medida que se aproximam
da fronteira superior verticalmente). Assim, as solugoes terdo inclinagdo menor e vy (e vy)
sera menor, verificando (18) ainda. Para 5[25177 tomemos o simétrico de uma vizinhanga
de S?T. Assim sin(m — ) = sing e 7_1(r, 7 — @)7(r, ) > 7_1(r, ), para o > 7/2 e r
suficientemente grande. Novamente, o lado direito de (8) se torna pequeno e a estimativa de
vy é grande o suficiente. Além disso, a distancia vertical maxima entre v e S?~ e |vg — 1], 0
que torna a limitagao suficiente para provar (18). Os outros casos seguem como esses. U

Corolario 5.5. Fxiste uma medida m definida no conjunto de singularidades, de massa
finita, tal que para todo AC ST U S~ fechado,

Leb(Ap) < m(A)e +o(e), e—07.

Essa medida € absolutamente continua com relagao a medida de Lebesgue unidimensional no
conjunto de singularidades.

Demonstragao. Considere sem perda de generalidade um arco fechado A = {(r, g(r));b <
r <c} C 8*", com g como a da demonstracio do Teorema 5.4. Defina

=) ’ " dr
w4)= [ e+ g

Para aproveitar o raciocinio da demonstracao anterior, vamos estimar apenas a parte de

Ajg) que se encontra abaixo de 5%+ e chamé-la AL}. Com isto, obtemos que, para £ pequeno,

Leb(Al)) < m(A)e + oe),

seguindo a linha de demonstracdo que nos conduziu até a estimativa de (18) no teorema
anterior. O termo que resta é basicamente Leb({c} ), dependendo de A.

Para o caso geral, podemos supor que A = A" U A*F U A= U A%, A* c S™*. Como
vimos no final da demonstracdo do Teorema 5.4, a medida das e-vizinhancas de cada S é
estimada como a de S?*, o raciocinio acima continua valido. O

6 Existéncia de Variedades Estaveis e Instaveis Locais

O objetivo dessa se¢ao é mostrar a existéncia de variedades estaveis e instaveis locais para u-
quase todo ponto z € M. O ideal seria podermos utilizar ou a teoria de Pesin ou a de Katok
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e Strelcyn para obtermos este resultado. Isto nao é possivel diretamente porque o nosso
sistema possui medida infinita e um conjunto de singularidades de medida finita positiva.
Para superar essas dificuldades, trabalharemos em um subconjunto My C M de medida
finita, que contém o conjunto das singularidades e tal que para z € M, exista n inteiro tal
que T"z € My. Em M, seguiremos a mesma linha da teoria de Katok e Strelcyn [11] para
obter a existéncia das variedades estaveis e instaveis locais. Feito isto, utilizaremos o fato
de que M \ My néo contém singularidades e de que contém um representante da drbita de
cada ponto de M para estender a existéncia de variedades estaveis e instaveis locais para
quase todo M. Procedemos do seguinte modo.

Seja M definido de modo arbitrario em uma regiao compacta de M e para r (ou z, como
na correspondéncia da segdo anterior) grande, exigimos que OMNint M seja composta por
duas curvas: a inferior é S?~, que é o gréfico da funcao

r— g(r) = arctan | f'(x)| + arctan [ f'(z,)| ~ [f'(2)];

e a superior é o grafico de uma funcdo r — m— h(r), com h(r) ~ g(r) ~ |f')x)|. Desse modo,
My D Msj e, portanto, M, é uma secao transversal global para o fluxo. Logo, faz sentido
pensar em Ty, a transformacao de retorno a M.

T

Figura 15: A escolha de M.

Porém, o conjunto de descontinuidades de Ty ¢ maior que o de T', uma vez que o conjunto
MoNT"90M; induz novas dscontinuidades. Mesmo assim, utilizaremos a idéia apresentada
acima, adicionando o fato de que estas novas descontinuidades nao tém nenhum apelo fisico
no sistema. Assim, sempre que for necessario, podemos alterar a fronteira de M, uma vez
que esta foi definida de maneira arbitraria.

Vale a pena ressaltar que as definicoes de d“ e B" sao as generalizagoes naturais da
Definicao 5.3 para contexto mais abstrato.

Teorema 6.1. Seja M uma variedade riemanniana, imersa em R"™ e (M, T, i) um sistema
dinamico recorrente e inversivel definido em M. Seja S o conjunto de descontinuidades de
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T. Suponha que, para algum o, 3 > 0, o sequinte ocorre:

(a) ((SUIM))) < e, e = 07F;
(b) existe um feize de cones invariantes e continuos C, tal que Vz € M, (), Cn(2) = E"(2)
subespaco de T, M ;
(c) existe uma norma || - || para vetores do cone tal que, Vz € M\ S Fk(z) > 1 tal que
Yo e C(z),

IDT.vllr. = k(2)[[v]l;

(d) seja H = {z; 3z, — 2z, k(z) — 1}. Entdo p(Hy) < %, ¢ — 0F;

(e) denote por |- | a norma riemanniana em TM e tome duas fungoes 0 < p < q tais que
Vze M\S, p&) - |l: <11 < q2)|-|l.- Entao p(z) pode acumular apenas em 0 se z
acumula em SUIM e q(z) < (d*(z, S UIM))P.

Entao para p-q.t.p. z, a variedade instavel local existe.

Além disso, tomemos Mo € M, (M) < oo tal que (S UOM), € Mo para algum
go > 0. Entao W"(z) € exponencialmente expansor com respeito aos retornos a M. Isto
significa que dado um z € My, para o qual W"(z) existe, e denotando por {—ny}ren @
seqliencia de seus retornos no passado, entdo 3 C, A > 0 tais que Yw € W"(z), |T™(w) —
T (2)] < Ce ™ k — +o0.

Demonstragao. Podemos assumir também que H,) C© My. Seja Ty a transformacao de
retorno a My (estd bem definida devido a recorréncia).
Defina

A = {z€ My (T %2, HUSUIM) < 1/(k+1)%")
= Tok«H usu 8M>[(;€+1)72/a}).

Pela hipétese (a), u((S U OM)gi1)-2/0) < (K +1)72 ¢, por (d), p((H)gi1)-2/0) <
(k 4+ 1)72, ambas quando k — +o00. Logo

Ay = Ty ((HUSUIM)yry-2/a))
= w((HUSUIM){gi1)-2/0))
< 2(k+1)7%
Definindo
A = {{A} infinitas vezes} = ﬂ U Ay,

meN k>m
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entao p(A) = 0, pelo lema de Borel-Cantelli . Assim, para todo z € Mg\ A, existe C;(z) > 0
tal que, para todo k € N,

2C,
d"(Ty "2, H > 1
(Ty "2, uSu@M)_<k+1)2/a (19)
Por (d), H é um conjunto de medida nula. Logo, para z € M\ H defina
¥(z) = inf{log k(w); w € B*(z, (d"(z,H))/2} > 0. (20)

Precisamos de um resultado de demonstracao direta:
Lema 6.2. Seja (Mg, Ty, pu) um sistema dinamico, com pu(Mgy) < 400, e ¥ uma funcao
positiva em M. Entao sua média ergodica 1* é positiva em q.t.p..

Assim, existe B C My, u(B) =0, tal que se z € My \ B

1
lim —
m—-—400 T,

zm: W(Ty*z) > 0. (21)

Agora fixe z € My \ (AU B) e seja {—ny} sua seqiiéncia de retornos & My. Como 1) é
positiva, pelo Lema 6.2 e (21), existe A > 0 tal que, para todo m € Z*

Zz/}(TO_"’“z) > mA. (22)

k=1
Um ponto w pertencente a uma vizinhanca de T-"™z é "bom”se, para todo j=0,1,....m
. _ 4
T "w e BY (T ™z, ——=— | . 23
(i) )
De (19) e (23) obtemos que

(24)

w (r—k
Trm—niy ¢ BU <T"1z, d“(Ty "z, HU S U 8M)) .

2

Se w é bom, (20) vale com folga para w e suas m primeiras imagens no futuro. A dinadmica
aqui tratada é a de {T™ "}, gerada pelos retornos de z. Esses nao sao necessariamente os
mesmos retornos de T"™w. De fato, as bolas em (24) podem exceder My. Mas como My
pode ser escolhida arbitrariamente (desde que ela ainda seja de medida finita, contenha as
singularidades e contenha pontos da érbita de pontos de M), contornamos essa dificuldade
ajustando dM, e concluimos que os iterados T"""w, para 7 = 0,1,...,m, de w bom
continuam no interior de M.

!Se {A,,n > 1} é uma seqiiéncia de eventos para os quais > -, P(A,) < oo entdo P(N32, U, A,) =0.
Ver [5] p.42
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Para w bom e v € C(w)

m—1

m—1
I DT 0| oy > ka%ﬂMM?ﬂ(ZﬂJW”%>WM23WﬂW(m
Jj=0 7=0

onde a primeira desigualdade ¢é de acordo com a hipédtese (c), a segunda é devido a (20) e a
terceira é pela estimativa em (22).

Uma curva instdvel é boa se contém 7"z e é formada por pontos bons. Seja [ o
comprimento de uma curva na métrica || - ||, entdo (25) implica que uma curva boa v verifica

(T ) > e (). (26)

Note que v suficientemente pequena (em termos de [|) é boa. Mas mais do que isso,
pode-se alongar v de maneira que ela continue boa e

l”(T"’”_"fy) < C'Qe_)‘j, ji=1,..,m; l”(T"’”y) = (Y, (27)

para algum Cy = C3(z) a ser determinado a seguir:
Por (19) e (24), temos que

&

U T, — 15 > ]
a“ (T w,SU@M)_ingl)z/a

Portanto, de acordo com a hipétese (e) do Teorema, existe C3 tal que

q(Tm"w) < Cy(j + 1)/ (28)

Defina C5 como qualquer nimero inteiro que satisfaca, Vk € N

%!

26/~ Ak <
Cala(k+1) (k+ 1)2/

(29)

Vamos provar a afirmacao de (27):

Primeiro suponha que 7 continue boa a medida que é alongada. Nao satisfazer (27)
significa encontrar um j, 1 < j < m, tal que [j(T"""~) = Coe ™ e [|(T") < Cy. Mas
isto contradiz (26) que, efetuando as substitui¢ées adequadas, garante que (T "~)eN <
(T ).

Resta mostrar que 7 continua boa até alcangar a situacao de (27), isto é, quando
l”(Tnm_an}O < 026_)\j7 .7 = 17 ey T

De (28) e da hipdtese (e) do Teorema, obtemos

(T ") < q(Tnm—njw)l”(TNm_njfy> < Cs(j + 1)26/0‘[“(Tnm_njfy>’ (30)

onde [ é o comprimento de uma curva na norma riemanniana. E, de (29) obtemos
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» C
I(T7m ") < )PV <
( 7) < CoC3(j +1)7 %™ < (j+ 1)%e

Assim, pela definicao de d“, todos os pontos de T"m "~ estao tao préoximos de T "z
quanto (23) recomenda e isto prova (27).

(31)

Observacao 6.3. Por (24), nenhum dos T" ", j = 0,...,m podem ser cortados por S.
E isto também € verdade para T"" "y, n =0,...,ny, n # n;. De fato, paran; <n < njiy,
T "z ¢ My ( por definicao de {n;}), e, por construgcdo, T "z estd mais longe de S'UIM,
que T~ "™ z. Portanto, pela hipdtese (e), (28) e (30) valem com n no lugar de n;. E como
L(Tm=my) < L (Tmm"7y), (31) vale também com n no lugar de n;.

Dado z € My \ (AU B), seja A, um disco topolégico suave, centrado em 7~"z, bom,
dentro do feixe de cones (isto ¢é, Yw € A,,, DT,A,, C C(w)), e com dimensdo maxima,
digamos v € Z™*.

Apesar de A,, ser pequeno (condigdo necessdria para ser bom), nés podemos tomar
T A,, com um tamanho adequadamente maior, isto €,

inf{lj(7); v curva suave C A,, unindo T"""z a 0A,,} > Coe ™. (32)

Pela hipétese (e), {|(-) < C4l(-) em uma vizinhanca de z, o que garante a existéncia de
um disco topoldgico de raio Cy/Cy dentro de T™"A,,, digamos B,,. De fato, suponha o
contrario, ou seja, existe uma curva n C T""A,,, que une z a 9T""A,,, com I(n) < Cy/Cy,
ou, [j(n) < Co. Assim T7"mn ¢é boa e, conseqiientemente, por (27) I(T~"mn) < Che ™
(basta substituir  no lugar de T7"~). Mas T~"™n une T~""z a alguma 0A,,, contradizendo
(32).

Defina

W"(z) = lim B,,.

m—00

O limite acima é tomado com a seguinte distancia:

dist(B, B) = max dist(z, B) + max dist(w, B),

z€B weB

onde
dist(z, B) = min{|z — w| + dg, (1. B, T,B)}.

wEB
A norma e a métrica no lado direito da equacao acima sao aquelas herdadas da imersao em
RY. A métrica dg, é qualquer métrica em G,(R"), o espago dos planos v-dimensionais em
RV,

A distancia definida acima é completa. Vamos mostrar que o limite acima estd bem

definido. Para isto vamos utilizar o préximo lema:
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Lema 6.4. Seja {g,}nen uma familia de fungoes positivas definida em um compacto K.
Suponha que g, € continua no compacto K,, com K, O K, 1. Se, Vx € Ky, g,(x) \, 0,
quando n — 00, entao maxg, gn \, 0.

Para todo m > 0, chamemos K, a vizinhanca compacta de z constituida pelos pontos z
tais que T7"Z é bom. Ou seja, T~ ""Z € B" <T‘"ﬂ'z, (]ﬁﬁ), Vi =0,...,m. Logo K,, é a
intersecao dessas bolas para j = 0, ..., m. Dessa forma, é claro que K,, 1 C K,,.

Revendo a definicao, pontos de K,, permanecem distantes de S, , portanto 77" ¢é

um difeomorfismo entre K, e sua imagem. Com isso, C,, varia continuamente em k.
Definindo g¢,,(Z) da seguinte maneira:

gm(2) = max{dg, (X —Y); X, Y subespagos v-dimensionais de C,,, (Z)},

ou seja, gm(Z) corresponde a abertura do cone C,,, (Z) e dessa maneira ¢,,(Z) \, 0, quando
m — oo, de acordo com a hipétese (b). Pelo Lema 6.4, essa convergéncia ocorre de maneira
uniforme em subconjuntos decrescentes, o que é suficiente para nds obtermos que, para j > m
suficientemente grande, dist(B,,, B;) < . De fato, T""A,, e T™ A estao contidos em K, e
seus espacos tangentes estao uniformementes pertos; e como ambos os discos possuem z em
comum, seus pontos também estao pertos.

Como a métrica dist é completa, B,, possui um limite. E este limite nao depende da
escolha do disco A,,. Basta utilizar o mesmo argumento do paragrafo anterior para um outro
A, bom, com dist(B,,, B;) < e. Assim, W*(z) = lim,, B,, = lim; B;.

Para quase todo z € M\ M, define-se W*(z) como T-"W"(T"z), n o menor inteiro
positivo tal que T"z € M,.

Note que W*(z) definido dessa maneira satisfaz os axiomas da Definicdo 3.7: (a) é
verificado por construgdo. Para (b) basta relembrarmos a Observacao 6.3, que diz que
|T~"(2) —T~"(%)| torna-se pequeno, mesmo quando n # n; No caso de (c), fixamos z € M,
e, dado W¥(z), construimos A; tomando T~ W%(z) que deve ser menor que o tamanho regu-
lamentado por (37). Aplicando 7" e tomando o limite, pelo mesmo argumento usado acima,
obtemos W*"(z). finalmente, com uma estimativa para (34), mostramos que VZ € W¥(z),
T~ (2) =T (2)| < Cse™N, para A! < A, uma vez que a distancia em R" é menor ou igual
a distancia instavel em M. Isto prova a ultima afirmacao do teorema. O

Observemos que as hip6teses (a)-(d) do Teorema 6.1 sdo satisfeitas pelo nosso sistema:

o Teorema 5.4 garante a veracidade de (a); (b) é verdade por construcao de A,,; a norma
crescente de (c) é

I(dr, dellf,,) = sin® pdr® + di (33)

, obtida a partir de (6) e (7); H = 0, e assim, (d) é trivialmente verificado. No entanto, da
norma obtida para a hipétese (c), obtemos p = 1 e ¢(r, ) = 1/sinp, e portanto a condigao
(e) nao é satisfeita. Entretanto, podemos inserir algumas pequenas adaptagoes neste teorema
para que o resultado continue valido para o nosso sistema.
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Teorema 6.5. As afirmacoes do teorema anterior continuam vdlidas se a estimativa sobre
q em (e) é substituida pelas sequintes:

(f) eziste um B > 0 tal que fMo ¢Pdp < oo;

(g9) existem g9, C > 0 tais que sup{q(w)|w € B*(z,d*(z,S UdM)/2)} < Cq(z) uniforme-
mente em z, sempre que d*(z, S UOM) < gg;

(h) para z € M fizo, com {—n;} sua seqiiéncia de retornos no passado para My, ¢(T7"(z)) <
C"q(T™(2)), para n; <n < nj1, C' ndo dependendo de z.

Demonstracao. Apds uma réapida revisao, notamos que o fato principal utilizado sobre ¢ é
a estimativa (28), ou seja, que a razao entre as duas métricas de um ponto bom w cresce
polinomialmente ao longo da érbita no passado de T™w. Logo é essa que devemos recuperar
com as novas hipdteses.

Por (f) e uma desigualdade do tipo da de Tchebychev 2

n({z € Mg; q(2) > E*P}) < k72
Logo, repetindo a linha de raciocinio que conduziu a (19), existe Cs = Cy(2) tal que
q(I5"2) = (T z) < Cok™”,

para todo z nao pertencente a um conjunto de medida nula.
De (g), e seguindo a demonstragao do teorema anterior, para w bom e m > j > jo, para

algum jo = jo(€o)

a“(T—mi
d"(T""w, T " z) < min {so, ( 2 5 UOM) } .

2

Entao, para j > jg

q(T™w) < Cq(T™) < CCaj*P = Crj?/P. (34)

Para a quantidade finita de valores de j restante, basta um pequeno ajuste em C7.
Finalmente, (34) é a substituigao para (28) que necessitamos.

Quanto a hipdtese (h), ela se refere a observagao 6.3, que faz referéncia a (28). Sem essa
hipétese, poderia acontecer de T™y ser tao grande na norma riemanniana e atingir S, para
n; <n < njy. Ao invés disso, a hipdtese (h), juntamente com a equagao (34), garante que
a observacgao ainda é verdadeira. O

Vamos agora mostrar que a variedade M definida no inicio da segao (antes do enunciado
do Teorema 6.1), satisfaz o Teorema 6.5. De fato (f) vale com =1 pois, por defini¢ao

1
/ q(r, @)du(r, ) = / —— sin pdrdp = / drdp = Leb(M,) < +oo.
Mo Mo Sy Mo
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Y

Figura 16: A forma de B*(z,d"(z,0M)/2).

Vamos para (g): podemos nao nos preocupar com S uma vez que ¢ s6 diverge em OM. A
Figura 16 mostra como é B"(z,d"(z,0M)/2). Se z = (r, ) estd muito préoximo (na métrica
riemanniana) de dM, B" é quase horizontal e o méximo de ¢ é atigido em z; = (11, ¥1).
Este ponto corta a curva v em duas partes de mesmo comprimento. A curva -y é exatamente
o tipo de curva instavel que estudamos na prova do Teorema 5.4. Eo grafico de uma funcao
r +— (r) que satisfaz

de I sin

dr T1(r

’ 80(7,0> =m,
conforme (8). Temos que mostrar que

q(z1)  sing  sinp(r)

q(z)  singp;  sinp(r)

Definindo ¢(r) = m — ¢(r + 19), como na Secao 5, e notando que sin ¢ = sin ¢ ~ @, para

¢ proximo de 7, uma condigao suficiente para (35) é ¢(27,)/¢(71) < C’, onde 71 = 11 — 719.
De fato, ¢ é uma fungao convexa crescente e 2(ry —rg) > r — 1. Logo

<. (35)

sin (r) _ sin (r — 1) N @(r — o) < P(2(r1 —10))
sing(ry)  sing(ry —rg)  @(ri—ro) = P(ri—r0)

O Teorema do Valor Médio de Lagrange garante que existem py, po € (0,77) tais que

B(2m) 2@(%1)

U g'f: .
() %(Pz)

(36)

2PX — EX >a < % Ver [5] p.106

(l2
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O denominador é limitado inferiormente por k(rg + p2). Quanto ao numerador, para -y
menor que um certo £y, sabemos estimar a partir da demonstracao do Teorema 5.4. De fato,
dp/dr(2p1) < Cskyr, Cs nao dependendo de zy. Mas ky; é da mesma ordem, assintotica-
mente, de k(rg + p1) e, portanto, (36) é limitado superiormente, como queriamos mostrar.

Vamos mostrar agora que a hipdtese (h) é satisfeita. Seja z_,, = (r_,,¢_n) = T "z.
Quando z_,, pertence a um subconjunto compacto de Mj o trecho de sua drbita formado
pelos pontos {z_n}zk:tjkfl esta em um subconjunto compacto de M, onde ¢ é limitado. Logo,
podemos estudar somente o caso no qual z_,, situa-se muito a direita de My, seja acima do
grafico de m — h ou abaixo S?~.

Caso z_,, esteja acima do grafico de m — h, existe no maximo um valor para n para
oqual 7, > r_,, e 1/q(z_, = sinp_,, <sinp_,, = 1/q(2_,,. Para este n, obtemos que
sinp_, ~ sing_,,. Para os outos valores de n para os quais siny_,, < sing_,,, 2, deve
estar & esquerda de z,, e acima de S*~. Assim, como ¢(r) > h(r),

SINY_p ~ Py > g(r_pn,) > h(r_p, > @n, ~sing_,,.

Por outro lado, nada ha a demonstrar no caso em que z_,, estd abaixo de S*~ uma vez
que a trajetdria passada desse ponto atravessa o eixo y em ()4 e, portanto, z_,, _; situa-se
acima de S?*, logo, em M.

7 Continuidade Absoluta

O objetivo dessa secao é provar a continuidade absoluta das variedades estaveis e instaveis
locais de M com respeito a medida p. Isto sera feito indiretamente. De fato, construiremos
um sistema dinamico auxiliar tomando uma secao transversal para o fluxo do bilhar diferente
da secao transversal D que temos considerado até agora. Consideramos na mesa do bilhar
() linhas verticais ao longo de sua extensao tal que o comprimento de sua uniao é finito.
Isto acarretard na medida finita do novo sistema. A cada uma dessa linhas chamaremos
"paredes transparentes”, pois as ”colisoes” com essas paredes serao passagens através delas.
A uniao dessas paredes sera nossa nova secao transversal que denotaremos por G. Definimos a
transformacao 77 que leva um ponto sobre uma parede transparente no ponto correspondente
a passagem através da parede consecutiva.
Para n > 1, sejam as paredes transparentes

G, = {Xn} X [07 f(Xn)]a

onde X, ¢é tal que f(X,) =n"3. O novo espaco de fase ¢

Ml _ |_|(Mr,n |_|Ml’n),

n>1
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onde M = (0,n73) x (0,7) ¢é constituido por pontos z = (r,¢), sendo r a coordenada y
do ponto em G,, e ¢ o angulo, medido no sentido anti-horario, entre a direcao y e o vetor
velocidade; e M™" = (0,n73) x (0, 7) também ¢é formado por pontos z = (r,p) mas r é n=>
menos o valor da coordenada y e ¢ é o angulo, medido no sentido anti-horario, entre direcao
negativa do eixo y e o vetor unitario.

Figura 17: Definicao de G,,, V,, e M"™".

Mais adiante mostraremos que as variedades estaveis e instaveis de M induzem varie-
dades estdveis e instdveis em M e, dessa forma, provaremos para o sistema (M, Ty, 1) a
continuidade absoluta dessas variedades, estendendo depois o resultado para M.

A transformacao 17 estd definida em todo os pontos que nao resultarao em tangéncias
nas paredes transparentes ou que nao atingirao um vértice V,,. Chamamos R o conjunto
desses pontos excluidos, e para i = [, r, seja R*™ = R N M".

Observagao 7.1. Seja z € My \'R um ponto cuja trajetdria atinge D uma certa quantidade
k de vezes antes de atravessar a prorima parede transparente, digamos G,,. Devemos consi-
derar que, ao atravessar G,,, ha uma dupla colisao instantanea que nao altera a direcao da
trajetoria da particula. A diferencial de Ty em z, D(11),, € igual ao produto

k—1
[ pr..(-D1.,).
=0

onde cada z;, i = 0,..k — 1, sao os pontos de colisao com D e DT, se refere a 'dupla
colisao instantanea’ em G,,. A matriz que representa DT, ¢é (2), escolhendo o sinal mais
em evidéncia e tomando p1 =T —p ek =k, =7 =0, isto €, a matriz jacobiana de DT, ¢é
menos a matriz identidade.

Seja M,, o nimero maximo de rebatidas em D para pontos em G,,.
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Lema 7.2. Assumindo (H5), M, < n%, 6y =60 — 1.

Demonstracao. A trajetéria que maximiza o nimero de colisoes em D entre G,,_1, G, Gyt
é como a da figura 18, ou seja, partindo de G,,, a particula atinge o ponto (X,+1,0) e sua
trajetoria é revertida, fazendo com que a particula faga o mesmo percurso duas vezes antes
de atravessar G,,.

Seja 3, = arctan |f'(X,,)|. Defina e, como

en = f(Xns1)tg(28ns1) ~ f(Xur) [ (Xnsa)| = (0 + 1) 7|/ (Xsa) |-

Note que
M. < Xn+1 - Xn
n en 9
onde a constante implicita nao é maior que dois. E claro que
1

(S ((n+1)7%)

f(Xas) = (ST (n+1)7%) =

Tome g = f~! e t, =n~3. Entao

tn—i—l

Ep ~ ———.
|9 (tns1))]

Figura 18: Definicao de e,.

Também obtemos que
Xn+1 — X = g(tn—i—l) - g(tn) < |g,(tn+1)|(tn+1 - tn)a
uma vez que f’ (e conseqentemente ¢') é mondtona. Assim

|g,(tn+1> |2<tn+1 - tn)
tn+1

1
M, < ~ |g/(’5n+1)|25-
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Por (H5)

/ - 1 1 o0 30
7 = el < GO Gl ™" "
66
e assim, M, < o -

Vamos mostrar que as variedades estaveis e instaveis de 7" em M podem ser levadas sobre
M. Concentraremos nosso raciocinio nas variedades instaveis, sendo o outro caso analogo.
Consideremos a transformagao de Poincaré T, correspondente a secao transversal formada
pela uniao de D com as paredes transparentes. A variedade sobre a qual T estd definida é
My = MU M,. Para z € M, seja k o menor inteiro positivo tal que T4z € M. Entdo
defina W*(2) = Ty *W*(TFz). Embora W*(z) contraia para iteracoes no passado, em geral,
nao é uma curva de classe O, devido as singularidades R. Nosso objetivo é ajeita-la de
modo que as condigoes da Definicao 3.7 sejam satisfeitas. Para isso, precisamos da seguinte
Proposicao:

Proposicao 7.3. Para algum n > 1, defina M™ = [0,n7"] x [0,1] e seja R™ C M™ a uniao
de M, grdficos de fun¢des mondtonas sobre [0,n~"]. Defina R = U,enR"™ e denote por
Ry} a vizinhanga de R de raio € (com respeito a métrica usual). Se M, cresce no mdximo
polinomialmente em n, entio Leb(Rysy) decai polinomialmente em e, quando e — 0%,

Demonstracao. Sem perda de generalidade, podemos supor que R" é formado por segmentos
verticais M™. A pior situacao, no sentido de menor quantidade de sobreposicoes entre as
vizinhancas, ocorre quando esses segmentos sao espacados igualmente, que é a que iremos
considerar.

Seja M, < Cin”. Entdo o espacamento entre os segmentos R” é de pelo menos n~ ") /(.
Dado ¢ > 0, seja k 0 maximo n tal que n~"*) /C) < 2¢. Para n > k, a medida de RF é
estimada pela de M*. Assim:

Leb( | ] R?€}> < Y < Golk + 1) < Cye,
n=k+1 n=k+1

Para n < k, as vizinhancas de raio ¢ dos segmentos nao se sobrepoem. Logo:

k k
Leb (I_l R?6}> < ey Zn” < CuekPtl < 0551*% = 058%.

n=1 n=1

O

Pela Proposicao 7.3, u(Ry) vai a zero como uma poténcia em e. Além disso, sendo
q(r, ) = 1/sinp, como na Secao 6, é claro que fMl q dp < co. Estes dois fatos implicam
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que as pré-imagens de quase todo ponto z € My, via T}, aproximam de R apenas polinomi-
almente e aconstante de deformagao entre a distancia riemanniana e a distancia || -|| também
cresce polinomialmente. Uma vez que Tl_kW“(z) contrai exponencialmente com respeito a
| ]|, segue que ela pode nao ser suave apenas para um nimero finito de k’s. Assim, ela pode
ser ajeitada, de forma que a Definigao 3.7, (b), vale, sem o risco de seu comprimento reduzir
a zero.

Observagao 7.4. Adotamos My como nossa variedade pois p(Mi) < 0o, garantindo con-
tracao exponencial para tempos no passado. Nao utilizamos Mg porque nessa variedade nao
fica claro estabelecer a quantidade de rebatidas em D. Mas My € necessdria pois para a
prova do ”Tail Bound Lemma”(Lema 9.4), precisamos que as vizinhangas € das singularida-
des tenham medida €. O conjunto S| satisfaz isto mas para Ry isto nao € claro. De fato,

a partir da demonstra¢ao do Lema 7.3, obtemos que a medida de Ry € da ordem de 6%.
Lembrando que n = 3 e p estd associado a 0 obtido em (H5), o expoente de £ pode ser menor
que 1.

Antes do préximo teorema, podemos simplificar a situagao da Definicao 3.8. A medida
i pode ser substituida pela medida da Lebesgue bidimensional, uma vez que as duas sao
equivalentes. Consideramos V a folheagao definida por segmentos de reta paralelos estrita-
mente contidos no cone C~. Apesar do abuso de notacao, utilizamos [ nao s6 para indicar
o comprimento dado pela métrica riemanniana d, mas também para a medida de Lebesgue
unidimensional em curvas suaves, por exemplo, em © € V.

Tome um © € V e defina I C ©, [(I) > 0, tal que W"(2) existe para l-g.t z € I.
Chamemos W™"(z) o lado direito de W"(z) com respeito a ©, e L a uniao de todos os
W™"(z) para z pertencentes a I. Se provarmos que existe dg > tal que para [-q.t. OcVy
a direita de O, com d(O, (:)) < d, l(C:),L) > 0, entdo teremos provado que © verifica a
Definigao 3.8 para todo cilindro C' (utilizando o Teorema de Fubini e integrando © sobre V).
O caso da folheagao estavel é analogo.

Teorema 7.5. Supondo (H1)-(H5), as folheagdes estdveis e instdveis em My sdao absoluta-
mente continuas com respeito a fi.

Demonstracdao. Seja A C Mj um conjunto de medida total. De que maneira escolhemos A?
A primeira exigéncia é que todo z € A tem uma variedade instavel local.

Tome © € V e um I C O tal que para [-quase todo z € I, z € A. Fixemos um desses z,
o qual passaremos a chamar zy. Se denotarmos por L. a uniao de todos W™ (z), com z € [
e [((W™"(2)) > ¢, entao existe g > 0 tal que zo € IN L. el(INL.) > 0.

Fixemos dy = const.cy. Para uma escolha adequada de const, asseguramos que qualquer
W*"(z) maior que g, intercepta qualquer © & direita de ©, com d(©,0) < dy. Assim,
para um O fixo, definimos a holonomia h em I N L. tal que h(z) é o tinico ponto (por
transversalidade) em W*"(z) N . Seja wo = h(z).
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Figura 19: Construcao da holonomia h.

Sem perda de generalidade, z; ¢ um ponto de densidade de Lebesgue de IN L. e, portanto,
também é um ponto de acumulacao do mesmo conjunto. Assim, faz sentido falar do jacobiano
de h em z, isto é,

h(z) — h(z
Jh., = lim Ihz) = hzo)| (37)
z—z0 |2 — 2o
Queremos mostrar que esse limite existe e é positivo. .
Vamos trabalhar com h,, a holonomia entre 77 "© e T} "©. Seja z_,, =1} "zp € w_,, =

T, "wy. Por (37)

n—1 -1
J(TY).
They = JIT™) a0 (B J(T ), = T (ha)os, || ST ey

k=0

(38)

Se u_j, e v_; forem vetores unitdrios tangentes para 7,70 em z_j e 7770 em w_y,
respectivamente, entao

J(Tl_l)z_ :|D(T1_1)Z—ku_k?| € J(T1_1)w_ :|D(T1_1)Z—kv_k?|

k k

sao derivadas, uma vez que, por definicdo de A, W"(zy) (que contém z; e wy) pertence a
M\ R,. Portanto, para todo k, uma certa vizinhanga de W"(z_;) esta contida em uma
componente conexa de M; \ R, no qual T} ' é suave.

Temos que mostrar que o produto em (38) converge para um numero finito e lim, o J(hy,), , =
1, uma vez que 77 "© e T} " se aproximam quando n cresce. Mas este é um passo deveras
complicado. Na verdade, mostraremos isso para aproximagoes do jacobiano

larc(w_p,,w_y,))

larc(z_p,Z2_pn))

R(hn)(z-n, 2-0) =

onde W_,, = hn(%_,) € arc(z, 2) é o segmento de arco na pré-imagem apropriada de © e ©.
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Observacao 7.6. O jacobiano de h é dado por

_ i UA(B(2,7)))
Jh(z) = rlggo Wg. D

onde B(z,r) € a bola aberta de centro z e raio r. Se h é um difeomorfismo de classe C*,
entao oh
det | —
e (82) (2)

onde o membro direito indica o valor absoluto do determinante da matriz jacobiana (8_)
z

Jh(z) =

Y

no ponto z [8].

Fixemos Zy € I N L. suficientemente perto de zy e consideremos o quadrilatero curvilineo
P formado pelos pontos zg, 2o, wo € Wy = h(Zy). Seja A a constante obtida no Teorema 6.1
e tomemos \; < A e C > 0 tais que a bola B(z_,,Ce ") é boa, Vn > 0 e W*(z) estd
estritamente contido em B(zg, C) (basta tomar g, dy menores, se necessario). Seja, também,
n o menor inteiro tal que P, = T;"P nao estd contido em B(z_,,Ce ") (isto acontece
porque p(P,) é constante em n - Ty preserva p - enquanto que pu(B(z_,, Ce ")) tende a
7Z€ero).

Uma vez que os pontos de P, sdo bons, por construcao, para qualquer z € 1N L. W*"(z)
contrai a uma velocidade maior que e~*", para todo X' € (A, ), conforme (31). Mas o
diametro de P, é maior que Ce™M", pela definicio de P, acima. Isto implica que P, estica
cada vez mais na direcao estavel. Além disso, os lados opostos formados por z_,Z_, e
w_,w_, terao aproximadamente o mesmo tamanho e, também, as curvas qoe os unem sao
quase paralelas uma vez que suas tangentes devem pertencer ao cone C,, que, por sua vez, é
estreito pra n grande, para pelo menos quase todo zj.

Isto prova que, quando Zy — 2 (ou seja, n — o0), R(h,)(2_n,2_,) — 1. Agora temos
que mostrar que

T RO (2 Ek)
Jim T R w g (39)

Pelo Teorema do Valor Médio, R(T; ') (2 g, 2_) = J(T7 V)z_,, paraalgum Z_;, € arc(z_g, Z_p).
O mesmo vale para R(T;')(w_g, W_;). Desse modo, obtemos uma condicdo suficiente para
(39) com o seguinte:

n—1

lim Y~ [log J(Ty )z_, — log J(T} V), | < o.
k=0

Podemos aplicar o Teorema do Valor Médio para cada termo acima obtendo
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0
—log J(T7Y);
8bk g ( 1 )2—
com Z_j; no segmento entre Z_j e w_y, e by sendo um vetor unitario na dire¢cao desse segmento.
Para z € My, seja M(z) o nimero de rebatidas em D (isto é, iteragoes de T', ou melhor,
de T,) antes da particula retornar a M;. Pelo Lema 7.2, existe C; > 0 tal que

[W_ = Z k| el (40)

{z € My; M(2) > Cik™} C | [(MPm oMb,

n=~k

cuja medida é da ordem de k2. A série acima converge e, portanto, podemos utilizar
o argumento de Borel-Cantelli para garantirmos que, para qualquer z pertencente a um
subconjunto de medida total de M; (podemos supor contendo A) existe Cy = Cy(z) para o
qual M(z_y) = M(T%2) < Cyk%.

Para todo w € Py (inclusive Z_;), o nimero de rebatidas em D é o mesmo de z_j. De
fato, se M(w) # M(z_y) entdo w e z_, estdo separados por uma curva de singularidade de
R, o que contradiz a construcio de Pj. Assim M(Z_;) < Cyk%. Decompondo D(T; ) no
produto de diferenciais de T, ', (40) se torna

M(3_1)—1 P

Wk —Z k| ) a—bklogJ(T{l)z_k,i )

=0

com Z_p; =Ty 'Z_y, parai=0,1,..., M(Z_;) — 1. Desse modo, uma vez que [W_; —Z_x| <
1 . Ny A , .

eM* e o ntimero de termos do somatério é um poténcia de k, é suficiente mostrar que cada

termo do somatorio ¢é limitado por uma poténcia de k.

Seja by; = D(TQ_i)gikbk/|D(T2_i>2ikbk|. Observamos que

R P S
6bk ~ sin QE_]M‘ 8b;w

De fato, by estd no cone instavel de Zj (se nao, basta ajustar a definigao de wy, para que
este esteja em W™ (Zy)). Assim ||D(T5"): bl < ||br]l e |D(Ty ") bi| < =—=2—1bx|. Logo,

sing_g ;

)| - (41)

podemos considerar derivadas direcionais de log J (T} ").
O seguinte lema nos sera ttil:

Lema 7.7. Seja T uma transformacgao do bilhar associada a uma mesa ) com horizonte
finito, isto é, T(z) < T, Vz. Assuma que a curvatura k(r) e sua derivada sao limitadas
superiormente por kyy e ky,, respectivamente. Seja JT, = |DT,v(2)| o jacobiano de T relativo
ao campo direcional suave v contido no reticulado tangente unitdrio SM de M. Entao, para
be SM,, temos que .

0
_lOgJT < - 2 .4 )
sin“ ¢ sin” ¢

0b

40



onde C depende apenas de Tar, kar, kyy e |(Ov/0b)(2)].

Demonstragao do Lema 7.7. Ver [17] p. 177.
]

Pela Observacio 7.1, podemos considerar D(T’) como uma diferencial de uma trans-
formagao de bilhar regular. Portanto, podemos aplicar o Lema 7.7 & Z_j; = (F_ji, P—rs) €
encontramos uma constante C3 tal que

0 ~ Cs

lo J T z | < )

81),]&2‘ g ( 2 ) —ki| — SiIl2 Sé—k,i Sin4 @—k},i-{-l

levando em consideracao que, quando ¢ = M(Z_x) — 1, $_x;+1 € a segunda coordenada de

Tz_lé,m. Mas este ponto pertence a Py, e observamos que os préximos argumentos nao
sao invalidados.

(42)

Observacao 7.8. Hd duas questoes a esclarecer para que possamos utilizar o Lema 7.7.
Primeiro, o lema aplica-se a bilhares com horizonte finito. Mas suponhamos, por exemplo,
que temos uma iteragao de Ty que corresponde a um segmento de trajetoria indo de G, a
Gn_1 (este é o caminho livre mais longo para um ponto em M'™). Podemos sempre dividir
este segmento em M, segmentos com aproximadamente o mesmo comprimento, imaginando
a mesma quantidade de paredes transparentes entre G,,_1 e G,,. E’fa’cil ver que este compri-
mento € menor que uma quantidade que depende apenas do formato da mesa.

A sequnda questao € controlar (Ou_y;/0by;)(Z_k;) uniformemente em k e i. Temos que
Z_p; pertence a uma seqiiéncia de conjuntos bons com respeito ao mesmo zy (mais precisa-
mente, vizinhancas de {z_j,;}). Com esta seqiiéncia, tem-se algum tipo de hiperbolicidade
uniforme. Portanto, para as (pré-)imagens do campo direcional (estavel) V, as iteragoes de
©, © € V aprozimam uniformemente da dire¢ao estdvel mais rapido do que se aprorimam
uma das outras (ver [23] 3.10-3.14).

De acordo com (41) e (42), resta mostrar que q(Z_p;) = 1/sin@_,; cresce como uma
poténcia de k. De fato, para a subseqiiéncia de {z_;,;} correspondente a retornos a M,
isto foi provado no Teorema 6.5, (f) e (h). Quanto aos retornos a M, usa-se 0s mesmos
argumentos, uma vez que fMl q dp < oo, também.

Apesar disso, isto nao é suficiente para garantir que essa mesma propriedade vale para
Z_k,i; este estando suficientemente proximo de z_j ;, para ser bom através da dérbita no pas-
sado de zg. Ou seja, nao podemos utilizar o Teorema 6.5, (g), porque estamos lidando com
iteracoes de T, e, embora a distancia riemanniana entre Z_;,; e 2_;; tende a zero exponen-
cialmente, a distancia instavel pode ser infinita (isto é, para qualquer p > 0, Z_; pertence
a bola B"(z_, p)).

Entretanto, uma vez que zZ_j; € Py, — TQ_iPk, cujos lados encolhem exponencialmente em
k, entao, pelo menos para k grande, Z_j; deve pertencer ao triangulo curvilineo Fj,; definido
por prolongamentos dos lados de P ; que se interceptam em z_j;, nas diregoes estaveis e
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instaveis, até que seus comprimentos sejam d*(z_j;, OM)/2 e d*(z_y,;, OM)/2 (quantidades
maiores que uma certa poténcia de k), e unindo os vértices originados por um segmento de
reta.

Uma vez que ¢(z) é uma funcao de uma variavel, seu méaximo em Fj; é atingido em um
ponto pertencente a um dos lados curvilineos. Entao, uma aplicacao dupla do Teorema 6.5,
(g),para as bolas estdvel e instavel, mostra que o valor de ¢ sobre esses lados curvilineos é
comparavel a q(z_x ;). Mas este tem a exata taxa de crescimento, como mencionado acima.
E assim, concluimos a prova do teorema. O

Uma vez que T, é suave para quase todo ponto, a continuidade absoluta estabelecida
para M, é estendida para M, concluindo o objetivo desta secao.

8 O Papel das Variedades Instaveis

Nesta secao trabalharemos com as variedades instaveis, que garantimos existirem para quase
todo ponto em M na Secao 6. Introduziremos a definicao de variedade instavel de tamanho
¢ (Defini¢ao 8.4), mostraremos que devido a existéncia de singularidades é preferivel cons-
truir uma variedade instavel pequena e expandi-la até interceptar o conjunto de singulari-
dades (Teorema 8.6), definiremos o que sao retangulos (Definigdo 8.8) e o que significa uma
variedade instavel ser conexa no retangulo (Defini¢cdo 8.9), que formaliza a idéia de uma
variedade ser ”longa”o suficiente . Analogamente, tudo o que for feito para variedades
instaveis vale para para as variedades estaveis. Finalmente, provaremos que se a medida
das variedades estdveis e instaveis conexas em um certo retangulo (e restritas a esse mesmo
retangulo) for positiva, sua unido pertence a uma componente ergddica (Proposigao 8.12).
As demonstragoes dos lemas e proposigoes desta segdo podem ser encontradas em [19] § 8-10.

Definigao 8.1. Um subconjunto compacto A C R™ é chamado regular se é uma unido finita
de pedacos ¥3; de subvariedades de codimensao 1, tal que:

(i) 3; € o fecho do seu interior (na topologia da subvariedade);

(i1) Os pedagos sobrepoem-se no mdximo em suas fronteiras, isto é, ¥; N X; C 0%; N 0%;;

(#ii) 0%; € uma unido finita de suconjuntos compactos de subvariedades de codimensao 1.
A ¢é chamado localmente regular se, para todo z € R", existe uma vizinhanca U de z

tal que ANU € reqular.

Vamos aqui enumerar as condigoes que nosso sistema dinamico deve satisfazer para que
os resultados apresentados no decorrer do texto sejam aplicaveis.

Condigoes:

(C1) Espago de Fase: O espaco de fase M é um subconjunto aberto e conexo de R?¢,
com OM regular. R?? estd dotado de uma forma simplética que assume-se equivalente a
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padrao, isto é, o elemento de volume simplético du é assumido como absolutamente continuo
com respeito ao elemento de volume padrao dLeb, e vice-versa.

(C2) Transformacgao: A transformacao T' é inversivel e recorrente, no sentido de Poin-
caré. Ela nao esté definida no conjunto de singularidades S* e T~! nao estd definida em S—.
Em M\ S*, T preserva a forma simplética mencionada em (C1).

(C3) Feixe de Cones: Um feixe de cones CT = C estd definido onde a transformacao
estd definida, é continuo e invariante por 7. Além disso, C é estritamente invariante.

(C4) Regularidade Local dos Conjuntos de Singularidades: Denotando S& =
U?;ol TFS%, suponhamos que S e S, sido localmente regulares para todo n.

(C5) Medida das vizinhangas tubulares: Em S—, existe uma medida finita 7_ tal
que para todo subconjunto fechado A de S~ (na topologia de S™),

p(A) < m(A)e +ole).

A medida 7_ deve ser absolutamente continua com respeito a medida p induzida em S~ e a
distancia usual. Uma condicao andloga vale para ST e a distancia estavel.

(C6) Alinhamento correto dos conjuntos de singularidades: O espago tangente a
ST em qualquer ponto z € ST possui uma linha caracteristica contida em C~(z).

(C7) Propriedade de nao-contragao ao redor dos conjuntos de singularidades:
Para todo zy € M, existem Uj vizinhanca de zy, €9 0 e k£ > 0 tal que, sempre que w € S[;] e
T"w € Uy, n > 0, entao

DTz0] = kol

onde |- | denota a norma riemanniana apropriada de um vetor em R? A condigao andloga
vale para o sistema dinamico no passado.

Definigao 8.2. Uma norma || - || € dita crescente se satisfaz as hipdteses (c¢) e (d) do
Teorema 6.1, com H = (), e é localmente equivalente & norma riemanniana | - | de (C7).

(C8) Sinai-Chernov Ansatz para a norma crescente: Existe uma norma crescente
| - || tal que para 7_-q.t. z € S,
DT ol _

lim inf —F— =00
n—0o0 0#£veC (z) ||U||

Relembramos que as provas omitidas nessa se¢ao podem ser encontradas em [19], § 8-10.

Antes de prosseguirmos, faz-se necessaria uma definicao. Dadas uma transformacao T :
M — M, um ponto p € M e N > 1, dizemos que D, T~V é estritamente monétona se
ela satisfaz a condicao de um cone ser estitamente invariante.

Construiremos um sistema de coordenadas conveniente em uma vizinhanga de um ponto
estritamente monoétono p € M. Como monotonicidade estrita no passado e no futuro sao
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simétricas, vamos nos ater a apenas um dos casos. A saber, assumiremos que existe N > 1
tal que

(i) T~ é diferencidvel em p: p ¢ Sy UOM,;

(1)  D,T~ é estritamente monétona. (43)

Encontraremos uma vizinhanga U (p) na qual existe uma grande quantidade de variedades
estaveis e instaveis ‘longas‘. Enfatizamos que assumimos apenas que p (e suas N pré-imagens)
nao pertencem a S~ mas pode muito bem pertencer a ST. Tal nivel de generalidade é crucial
para obtermos ergodicidade local também para pontos nos conjuntos de singularidades S=.

Nossa primeira suposigao sobre a vizinhanga é que 7~ ¢ um difeomorfismo de U(p) em
uma vizinhanga de p = T-"p. Além disso, reduzindo mais U(p), se necessario, podemos
identificd-la com uma vizinhanca I do espaco linear simplético usual R?? = R? x R?

u:ua:VaXVaa

onde V, = {z = (1, ...,x4) | |zi| <a,i=1,...,d}.
No restante do texto, serd mais util definir novos setores no espago tangente, como os
seguintes: para qualquer positivo p,

Co = {(&m) € R x R% [|n]| < pll€]l},

e seu complementar
C, ={(&n) e RTx RE [ig]| < p~*Inll}-

Pela hipdtese (43) o cone D;TNC(p) esté estritamente contido no cone C(p). Fazemos
uma mudanga de coordenadas em U de tal maneira que para algum p < 1

C(p)=C,i e D;TNC(p) CC;
(Ver [19] §8 para mais detalhes sobre essa mudang a de coordenadas.)
Tomamos p, p < p < 1. Pela continuidade do feixe de cones C(z), z € U (condi¢ao (C3)),
e da derivada D, TV, y € T~NU, se reduzirmos o tamanho de U apropriadamente, podemos
obter que para qualquer z € U
C(z)ccC, .,

e para qualquer y € T-NU
D,TVC(y) subsetC,.

As propriedades acima parecem ser assimétricas no tempo, isto é, T" atua diferentemente
nelas de 7-!. Contudo podemos obter delas a préxima Proposicao que é perfeitamente
simétrica no tempo.

Dizemos que um ponto z € U possui k retornos espagados em um dado intervalo de
tempo se existem k tempos i1 < iy < ... < 7, nos quais z visita U e as visitas sao espacadas
por pelo menos N, isto é, i; —tj41 > N, paraj=1,...,k— 1.
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Proposicao 8.3. Se T" é diferenciavel em z € U, paran > N e z, = T"z € U, entdio
D.T"C,-» CC, e DznT*”C; C C;,l. Além disso, para (&n,m,) = D,T™(E,n), se (£,n) € C,
entdo ||&,]| > bp~*||€|| e se (&n,mn) € C;_l entdo |n]| > bp~*||n.ll, onde k € o niimero mdzimo
de retornos espacados de z no intervalo de tempo de N an eb= /1 — p.

Definicao 8.4. Dizemos que uma variedade instdvel em U de um ponto z = (21,22) € U
possui tamamnho ¢ se ela contém o grdfico de uma transformacdao suave de B(z1,¢) para V.
Essa variedade serd denominada variedade instdvel de tamanho ¢, W}z

Sejam 7, e Ty as projegoes em relacao a primeira e segunda coordenada, respectivamente.

Por defini¢ao, m (W¥(2)) = B(m(2),¢).
Lema 8.5. my(W¥(2)) C B(ma(z), pe)

Uma vez que nosso sistema apresenta singularidades, nao temos tanta liberdade no ta-
manho das variedades instaveis locais. De fato, é preferivel comecar com uma variedade
"pequena’e aumenta-la até um certo limite. Este é o papel do proximo Teorema.

Teorema 8.6. Para cada 0 > 0, quase todo ponto z € Uj = Uy, 5) (a1(0) = a —b19,

b = +/1—p*), ou possui uma variedade instdvel de tamanho 0 ou possui uma variedade
instdvel de tamanho §' < 6 tal que o fecho de Wii(z) intercepta |J;.,, T7S™.

Demonstragdo. Seja A(e) C Uy o conjunto dos pontos que possuem variedades instdveis de
tamanho e. Pelos resultados anteriores, quase todo ponto de U} pertence a U.~¢A(g). Fixe
A(e) de medida positiva e seja k o menor natural tal que bp~*e > 4.
Quase todo ponto em A(e) possui k retornos espacados a A(e) no passado. Tome z um
destes pontos e seja
—N>—i1>...>—i, =—n

os k tempos de retornos espacados deste ponto, isto é, T %z € A(e), j =1, ..., k.

O mecanismo para aumentar as variedades instaveis consiste em tomar a variedade
instavel de tamanho ¢ de T~"z e mapeé-la para frente sobre a agao de T". A propriedade de
expansao de T' garante que a imagem contém a variedade instavel de tamanho ¢. Porém, T
pode nao ser continua em W*(T~"z), ou seja, W*(T~"z) N S}t # (). Além disso, partes da
imagem da variedade instavel podem estar fora de U,onde a propriedade de expansao pode
falhar.

Inicialmente, suponhamos que T™ é diferenciavel em W*(T7"z) e que

TniijW;L(Tinz) - Z/{;j = 07 ey k<20 = O>

Prova-se que z possui uma variedade instével de tamanho . Com efeito, seja W*(T~"z) o
grafico de ¢ : B(m (T "z),e) — V e tomemos a transformacao ¢ : B(m (T "z),e) — V,
definida como

¢(x) = m(T"(z,9(x))).

45



Temos que || D@E|| = ||€all > bp"||€]|, ou seja, ¢ é expansora, com coeficiente de expansao
maior ou igual a bp~*. Isto é suficiente para garantir que a imagem de B(m (T "z),¢) por ¢
contém B(mz,d). ¢ ndo é necessariamente injetiva. Mas, uma vez que ¢ é um difeomorfismo
local, podemos definir ¢~! em B(m z,d) como o ramo da inversa para o qual ¢~ !(mz) =
71 (T7"z). Portanto, T"W*(T~"z) contém o grifico da transformagao my0T™ o (id x ¥) o™ !,
que define W§(z).

Vamos agora trabalhar o caso geral. De acordo com as observagoes acima, devemos
construir o subconjunto maximal de W*(T~"z) no qual T™ é diferencidvel e suas imagens
pelos tempos de retorno a U estao contidas em U.

Consideremos W a componente conexa de W*(T " nz) \ S§ que contém T~"z. E mais, a

componenete conexa de
k

(75 ™(T"5W nU)
j=0
que contém T~ "z sera denotada por W. Esta é a parte da variedade instavel que possui as
propriedades desejadas.
Considere a imagem T"W e seja § o maior nimero positivo tal que W5 (z) estd bem
definido e contido em T"W. Se § > §, nada resta a demonstrar. Vamos supor que § < 4.
Da maximalidade de §', obtemos que a fronteira de W{i(z) deve conter um ponto da
fronteira de T"W. Seja Z tal ponto. Se Z pertence a U?;]%,TiS_, acabou. Se nao, T™"
é diferencidvel em Z e, assim, T~"Z pertence a fronteira de W e nio pertence a S;. Por
construgao, T—"Z pertence a fronteira de W*(T~"z) ou T~% Z pertence a fronteira de U, para
algum 0 < 5 < k.
Seja Wi (z) o grifico de x : B(mz,6) — V eseja v : [0,1) — B(m2,6) o segmento
unindo m 2 e 7 2. Tomemos as pré-imagens da curva {(yo(t), x70(t)));0 <t < 1} C Wg(2)
e obtemos 7; : [0,1) — V, j = 0,1, ..., k pela férmula

i (t) = (T (30(t), x70(t))).

Segue da Proposicao 8.3 que o comprimento de vy nao ¢ menor que o comprimento de 7;
vezes bp~7. Se T~"Z pertence a fronteira de W*(T~"z) entdo o comprimento de ~y;, é de pelo
menos € e assim obtemos a contradicao 5 > bp~Fe > 6. Se T~ % pertence a fronteira de
U para algum 0 < j < k, entdao v; deve ter comprimento de pelo menos bp™7, que leve &
contradicao 5 > bp~ b6 > 6.

O

Definigao 8.7. Dizemos que a variedade instavel de tamanho §, Wi (z), é cortada por
T'S~, 1 >0, se sua fronteira contém um ponto de T°S~.

Fixemos um dy suficientemente pequeno e tomemos U! = L{élo. Em U*, pelo Teorema 8.6,
quase todo ponto possui uma variedade instéavel (de tamanho dy) uniformemente grande ou
uma variedade instavel menor, cortada por alguma imagem do conjunto de singularidades

ST
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Definicao 8.8. Um retdngulo R(z,0) com centro z = (21, 22) e tamanho 6 € o produto
cartesiano de bolas fechadas R(z,0) = B(z1,0/2) x B(z2,9/2).

Note que, para sistemas bidimensionais, as bolas fechadas definidas acima sao na verdade
intervalos fechados ocasionado que seus produtos cartesianos formam verdadeiro retangulos,
dai o nome.

Definicao 8.9. Dizemos que uma variedade instdvel de Z de tamanho 6°, W (Z), é coneza
no retangulo R(z,6) se

B(2,0/2) C B(3,,0 ) e (Wi (2) N R(z,0)) C B(22,0/2).

Poderiamos ter definido, de maneira equivalente, que uma variedade instavel de z’ de
tamanho 6”,IW(2), é conexa no retangulo R(z,0) quando a intersecao de W (2) com R(z,6)
é o grafico de uma aplicagao suave da bola fechada B(m(z),§/2) a bola aberta B(my(2),/2).
Necessariamente, § > §/2.

Definimos o nicleo instavel de um retangulo R(z,0), o subconjunto dos pontos Z =
(21, Z2) para os quais p||Z; — z1|| + ||Z2 — 22]| < (1 — p)d/2. A importéancia do nicleo instavel
de um retangulo pode ser visualizada no préximo lema:

Lema 8.10. Se uma variedade instavel Wi (2") de tamanho ¢’ > ||m 2’ —m1 2|46 /2 intercepta
o nicleo instdvel de um retangulo R(z,0), entdo ela € conexa no retingulo.

Vemos, pelo Lema anterior que, uma variedade instavel pode nao ser conexa se ela inter-
ceptar o retangulo em pontos muito préximos da fronteira.

Lema 8.11. Se uma variedade estdvel e uma variedade instdvel sao conexas no retangulo,
entdo a intersecao € constituida por um wunico ponto e este ponto pertence ao interior do
retangulo.

Dado um retangulo R, seja W**)(R) a unido das intersecoes com R de todas as variedades
instaveis (estaveis) conexas no retangulo, isto é,

Wee(R) = U{R N W;(S)(Z) | W;(S)(Z) ¢ conexra em R}.
Proposigao 8.12. Para cada retingulo R C U', se os conjuntos W*(R) e W*(R) tém
medida positiva entdo W*(R) U W?(R) pertence a uma componente ergodica de T.

Demonstracao. Seja v uma fungao continua definida em nosso espago de fase. Como esta é
uma proposi¢ao local, podemos supor ¥ com suporte compacto em R (e portanto, uniforme-
mente continua). Sejam

V() = lim ©

n—oo 1

n—1
Z o Tik(z).
k=0
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Afirmamos que 9™ é constante em todas as variedades estdveis e 1)~ é constante em todas
as variedades instdveis. Vamos provar isto para 1t e, analogamente, obteremos para 1)~:
Seja w pertencente a uma variedade estével local de W*(R), digamos, W§(z). Temos que

0+ ()~ ()] = Jim S o THw) — p o TH)

n—oo

1 n—1
< Jlim — > o THw) — o TH(z)|.
k=0
Como w € W§(z), |T*(w) —T*(2)| — 0 quando k — 0, e assim, | o T*(w) —1p o T*(2)| — 0,
pela continuidade uniforme de . Portanto ¢t (w) = 9" (2), para todo w € W§(z).

Chamamos Z um ponto tipico se ¥ (2) e ¢~ (2) estao bem definidos e estes dois valores
sao iguais.

Queremos mostrar que ¥ e ¥~ sdo constantes para quase todo ponto em W*(R) U
W#(R). Antes, vamos tentar compreender o método que iremos utilizar. Suponhamos que
as variedades estdveis e instdaveis de W*(R) e W*(R), respectivamente, sejam paralelas.
Pelo Teorema de Fubini, a menos de uma uniao de variedades instaveis de W*(R) de medida
zero, quase todo ponto de uma variedade instével é tipico. Fixemos uma dessas variedades.
Novamente pelo Teorema de Fubini, as variedades estéveis de W#¥(R) devem interceptar nossa
variedade instavel fixa em pontos tipicos, a menos de um conjunto de variedades estaveis
de medida zero. Pela afirmacao acima sobre o valor de ¥ e 1)~ em variedades estdveis e
instaveis, respectivamente, concluimos que a média temporal de 1) é constante em quase todo
W*(R). Usando ainda o Teorema de Fubini, obtemos que W*(R) e W*(R) se interceptam
em um conjunto de medida positiva e, portanto, a média temporal é constante em todo
W*"(R)UW?(R).

Porém, nossas variedades nao sao paralelas. Entretanto, o argumento acima ainda é
valido. Basta substituirmos as varias aplicacoes do Teorema de Fubini pela continuidade
absoluta das folheacoes estaveis e instaveis, provada na secao 7.

Segue da continuidade absoluta das folheacoes em variedades instaveis que, exceto pela
unido de variedades instaveis de W*(R) de medida zero, quase todo ponto (com respeito
ao volume riemannniano na variedade) em uma variedade instavel de W"(R) tem médias
temporais futuras e passadas iguais. Tomemos uma dessas variedades instaveis. Novamente
pela propriedade de continuidade absoluta a unido de variedades estaveis em W*(R) que
interceptam a variedade instavel escolhida em pontos onde as médias temporais passadas
e futuras existem e sao iguais difere de W*(R) por um conjunto de medida zero. Assim a
média temporal de nossa fungao é constante em q.t.p. pertencente a W"(R). Finalmente,
pela propriedade da continuidade absoluta, W*(R) e W*(R) se interceptam em um conjunto
de medida positiva. Portanto a média temporal de nossa funcao é constante em q.t.p.
pertencente a W*(R) U W*(R).
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Estamos prontos para terminar a demontracao da proposicao. Seja A um subconjunto
T-invariante e y4 sua fungdo caracteristica. Tomemos {g,}, uma seqiiéncia de fungoes
continuas uniformemente limitadas tais que g, — x4 em L*(M, u). Se |- ||; denota a norma
L', temos que

N
1 7 7
g, = x4l = hmOONZ(gnoT—xfxoT)'
n=1
N
= lim — Zl(gnoTl—onTw ,

pelo Teorema da Convergéncia Dominada. Assim,

+_ v = 1 _
g = xall = Jim

lim —Z 1(9n — x|l = llgn — xall,

onde a penultima igualdade foi obtida pela invariancia da medida e relembrando a defini¢ao
de || .

Como as médias temporais sao constantes em quase todo W*(R)UW?*(R), a desigualdade
acima nos diz que x| é constante em quase todo W*(R) U W*(R). Por outro lado, a
invariancia de A implica que X} = x4. Unindo estes dois fatos, concluimos que ou (W*(R)U
W4 (R))\ Aou (W“R)UW?*(R))N A tem medida zero. Pela arbitrariedade de A, obtemos
que W*(R) U W?#(R) pertence a uma componente ergddica.

U

9 Teorema de Sinai

Nesta segao provaremos a adaptacdao do Teorema de Sinai (Teorema 9.1) para sistemas com
medida infinita. Este teorema garante que a uniao dos retangulos de tamanho § que nao sao
atravessados por variedades estaveis e instaveis tém medida o(d) (isto é, quando dividida
por 0, tende a zero quando § tende a zero). Provaremos apenas o caso instével, podendo ser
feito de maneira andloga para o caso estavel. A prova do Teorema de Sinai serd feita a partir
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de dois resultados. No primeiro provaremos que dado M > N, a uniao dos retangulos de
tamanho ¢ que possuem variedades instaveis cortadas por Uf‘i ~ T"S™ tém medida o(d) ( este
resultado - Proposigao 9.3 - vale para sistemas com medida finita ou infinita). E no segundo
mostraremos que, para um certo zg € M, existem uma vizinhaca U de zy e um M > 0 tais que
as variedades instéveis de tamanho 0 de pontos da vizinhanca U cortadas por ;- ,, 41 TS~
tém medida o(§). Este tltimo resultado é chamado ”Tail Bound Lemma” (Lema 9.4) e nele
é realizado a adaptacao para sistema com medida infinita. De fato, provaremos apenas este
ultimo resultado sendo que a prova da Proposicao 9.3 pode ser encontrada em [19] § 12.

Consideremos UZ definido de tal modo que um retangulo com centro em U7 e tamanho
§ esteja totalmente contido em U' (UF = Uy, ), a2(0) = a1(dy) — 0/2 - esta é a folga que
necessitamos). Note que U7 — U' a medida que & — 0.

Seja N (9, ¢) a rede definida por

N(S,¢) = {c6(m, k) € UZ|m, k € 7%},
e Gs a familia de todos os retangulos com centro em N (4, ¢) e tamanho 4,
Gs = {R(2,9) |z € N(4,¢)}.

Se ¢ ¢ suficientemente pequeno, Gs é uma cobertura de UZ e o valor de ¢ sera escolhido
de tal maneira que uma grande quantidade de retangulos em Gs se sobrepoem. Mas, depois
de fixado ¢, um ponto podera pertencer a, no méaximo, k(c) retangulos.

Os centros de dois retangulos em G5 serao vizinhos préximos se a distancia entre eles
for de cd.

Dado a, 0 < a < 1, um retangulo R € G5 é a-conexo na diregao instéavel (estével)
(ou, simplificadamente, conexo) se pelo menos a « parte da medida do ntcleo instavel
(estavel) de R é coberta por W**)(R)

Teorema 9.1 (Teorema de Sinai). Se p < 1/3 entdo existe o, 0 < o < 1 tal que para
todo c,

. 1 . S _
(1551(1)5 ,u(U{R € Gs; R ndo é a-conexo}) =0,

isto €, a uniao de retangulos que mao sao «a-conexos tanto na direcao estdavel quanto na
instavel tem medida o(9).

Dividiremos a demonstracao deste teorema em dois resultados, aos quais nos ocuparemos
até o final dessa secao.

Para cada y pertencente ao nicleo de um retangulo R(z,d) ha duas alternativas:
(1) y possui uma variedade instavel de tamanho & > ||71(y) — 71 (2)|| +6/2 (que é conexa
pelo Lema 8.10);
(2) y possui uma variedade instdvel de tamanho & < ||m(y) — m1(2)|| + 6/2 cortada por

Uiso T'S™.
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Se um retangulo R(z,0) é desconexo, a segunda possibilidade deve ocorrer para pelo
menos 1-a parte de seu nticleo.
Para o que se segue, sera conveniente apresentarmos uma nova definicao. Para M > N

(2M) y possui uma variedade instédvel de tamanho & < ||mi(y) — m(2)| + §/2 cortada
por UM, T'S™.

Definigao 9.2. Dado a < 1/2, um retangulo R de tamanho 6 é M-desconexo se pelo

menos 1 — 2a parte da medida do nicleo instdvel de R € formado por pontos que satisfazem
(2M).

Proposicao 9.3. Para todo p < 1/3, existe a, 0 < oo < 1 tal que, para todo M > N

(lsir% 5_1u(U{R; R tem tamanho § e é M-desconexo}) = 0.

Lema 9.4 (”Tail Bound Lemma”). Para todo zy € M, existe uma vizinhanga U de zg e
um 09 > 0 tais que, para todo n > 0, existe M que verifica

] ({z e U; W*(z) tem raio < 0 e € cortada por U T%}) < ndo,

i=M+1
para todo § < dy.

Demonstragao. Fixe h > 0. Como a medida 7_ de (C5) é finita, existe F; C S, com
m_(Ey) < h e S\ E; limitado. Pela condigao (C4), podemos assumir que S~ \ F; é
compacto e 7_(E;) < h.

Para uma transformacao linear L : TM, — T'M,, que deixa C invariante, defina

L
o.(L) = inf [ Lo]
0£veC v

Pela equivaléncia das normas e por (C8), temos que lim,, o 0.(DT}') = 400, para 7-q.t.
z€5.
Para todo s > 0 suficientemente grande, existe M = M (h, s) tal que

Ey={z€ S;0.(DT}) <s+ 1}

tem medida 7_(Ey) < h.
Do conjunto de descontinuidades de T, que ,pela condicio (C6), possui medida p (e,

conseqentemente medida 7_) zero, remova um aberto E3 tal que m_(FE3) < h.
Seja

S5 =57\ O — {25 \ (B UEy): 0.(DTM) > s+ 1}.

j=1

o1



S5 C S7\ (B, U E3) é compacto, tem distancia positiva de S;; e a derivada de z —
0.(DTM) é limitada superiormente em S &> ¢ suficientemente pequeno. Em Sp, o.(DTM) >
S.

Note que
3

UEj CEUEQUE:EU(EQ\Eg)UE
j=1
é fechado e W_(U;).’Zl E;) < 3h.
Tome Uy, €9 como em (C7). Existe C; > 0 tal que, para todo w € Uy,

[l < Col - fu,

pela equivaléncia das normas (como visto na demonstragdo do Teorema 6.1). Tome U vizi-
nhanga de 2z tal que Ujg, 5, € Up.
Para z € Y(d, M), seja m(z) o menor i > M + 1 tal que W"(z) é cortado por TS, e seja

k(z)=#{i=1,...,m(z) = M;T 'z € U}.

Defina
YE =12 eY (6, M);m(z) =m, k(z) =k}
Temos que T-™Y* N T_m/Y,fL, = (), para m # m’. Com efeito, suponhamos o contrario e que
m <m'. Sejaw € T™"YENT™YFE, Entdo, para z = T™w e 2,y = T™ w, como w € U e

m’ > m, temos que k(z,,) > k(z), absurdo.
Para k € N fixo,

" ( U Y,fz) < S ¥ = 3 wT ) = p < U T-mYn‘z) , (44)

m>M m>M m>M m>M

onde a primeira igualdade foi obtida pela invariancia da medida pu.
Pela definigdo de norma crescente, existe p < 1 tal que, para todo w € Uy e v € C(w),

IDT, " vll7-r0 < P[],

se j é o nimero de retornos a Uy de {T"“w}™ ;. O resultado acima é satisfeito uniformemete
em w € Uy. Com efeito, se supormos que U, permanece afastado de M, entao, pelo
Teorema 6.1(c), a quantidade de contracio ¢ limitada inferiormente por inf ¢y, k(w)™ = p.
(Isto para vetores instdveis com rela¢do a norma crescente).

Fixe z € Yn’j (ke N, M > M +1). Existe, como vimos na demostragdo do Teorema 6.1,
7 curva suave que liga z a z,, € OW"(z) NT™S~ e tal que I(y) < §. Assim

L(T ) < Cips, (45)
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sendo n o maior natural i« < m — M tal que T~z € U. De fato, pela definicio de U, como
T~z retorna a U k vezes, Ty retorna a Uy k vezes.

Para T~™z,,, temos dois casos:

Caso 1: Tz, € U?ZlEj:

Por (45), equivaléncia das normas e (C7), [(T"™y) < %,0 J.
Se Cg = CQ/K

3
Tz e T ™y C <U Ej> :
(C5pk0]

j=1

que possui medida g menor ou igual a 6hC5p"4.
Caso 2: T "z, € S*:

C
Entdo I(T~™y) < —p"8 e assim
s
T "y ¢ S[Sclsflpké} C S[Cls—lpk(g],

que possui medida g menor ou igual a 27(S)Cys~1p"6.
Os dois casos acima e (44) implicam que

(UT myk) 6hC + 27 (S)s~LC4] o0

E portanto
k m>M m>M

=> > uyh < Z[@‘hcg +271(S)s7LCy]pko =

k=1 m>M k=1
- 4}

= [6h03 + 271'(5)5_101]5 pk = [6h03 + 271'(5)8_101] 1— p’
k=1
pois p < 1.

Dado n > 0, tomando h suficientemente pequeno e s suficientemente grande, conseguimos
tornar o coeficiente de § menor do que o valor de 7. Isto nos diz quao grande M = M(h, s)
deve ser no enunciado do lema.

O
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10 Teorema de Ergodicidade Local

Nesta segao apresentamos a prova do Teorema de Ergodicidade Local (Teorema 10.4) que
garante que se um sistema dinamico satisfizer certas condigoes (que o nosso satisfaz) entao
quase todo ponto possui uma vizinhanca pertencente a uma componente ergodica. Para a
prova deste Teorema, utilizaremos o Teorema de Sinai (Teorema 9.1) e a Proposigao 8.12. Em
seguida provamos a ergodicidade global dos bilhares que satisfazem as hipdteses do Teorema
10.4 (Teorema 10.5).

Para cada subconjunto finito A, seja |A| a cardinalidade de A.

Lema 10.1. Seja {Y,|a € A} uma familia de subconjuntos mensurdveis de igual medida m
no espago mensurdvel (X, v), tal que nenhum ponto em X pertence a mais do que k elementos
da familia. Para cada subfamilia finita {Y,|la € A1}, Ay C A, temos que

m
2 < (| Ya) < mlal

acAq

Além disso, se para cada subconjunto mensurdvel Y C X e um o, 0< a <1, v(Y,NY) >
av(Y,), a € Ay, entdo

v JYany) > %V(U Y,).

Demonstracao. Uma vez que a familia de subconjuntos é finita, temos que:

(| Ya) < 3 n(Ya)= 3 m=mlAy.

a€A; a€A; a€A;

E, como cada ponto de X pertence a no maximo k elementos da familia, obtemos, da anélise
combinatoria,

%|A1| <v(|J Y.

a€A;

De substituicao direta, segue o "além disso”. O

Consideremos o reticulado Z? e suas partes finitas L, = L,(d) = {0,1,...,n — 1}¢ C Z%.
Seja KC L, (d) um subconjunto arbitrario, que chamaremos de configuragao. Elementos
de K sao sitios ocupados e elementos de L, \ K, sitios vazios.

Para uma configuracao KC L,, dada, consideremos o gréafico obtido unindo, por segmentos
de reta, todos pares de sitios ocupadosque sao vizinhos proximos. Seja gKCK a familia de
sitios na maior componente conexa do grafico.

L,\ K

Lema 10.2. Seja KC L,(d) uma configura¢io arbitrdria. Se % < a < 1 entdo
n

9K

e >1—(d—1)a.
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Demonstracao. Prova por inducao em d:

Se d=1, temos: |L, \ K| < a <1 = |L,\ K| =0 = todos os sitios sdo ocupados =
lgK| > 1.

Suponhamos o resultado vélido para d e queremos mostrar que vale para d+1:

Inicialmente particionamos L, (d 4+ 1) como L, (d) x {i}, i=0,...,n-1 e chamaremos cada
uma dessas particoes andares. Escolhemos o andar com o menor ntimero de sitios vazios.
Por hipétese, | L, \ K| < an?, e como tomamos um dos n andares, este niimero nao ¢ maior
que an~! para este especifico andar. Assim, por hipétese de inducdo, temos que o grafico
conexo neste andar possui pelo menos (1 — (d — 1)a)n? elementos.

Particionamos agora L, (d + 1) em subconjuntos {z} x {0,1,...,n — 1}, z € L,(d), que
chamaremos colunas. Uma coluna serd um elevador se todos os seus elementos sao sitios
ocupados.

Temos que a quantidade de elevadores é de, pelo menos, (1 —a)n?. Com efeito, posicione
todos os sitios vazios em cada andar de maneira que, em cada coluna haja apenas um sitio
vazio. Como em cada andar hd no méximo an?! desses, teremos um total de an? colunas
com pelo menos um sitio vazio, e portanto, n? — an? = (1 — a)n? elevadores.

Assim, a quantidade de elevadores que interceptam o grafico do andar considerado acima
¢ de pelo menos (1 — da)n?. Adicionando esses elevadores ao gréfico original obtemos um

novo grafico conexo, com pelo menos (1 — da)n?*! elementos. O

A partir desse lema, obtemos diretamente a seguinte proposicao:
n|Ly \ K]

Proposicao 10.3. Seja K,, C L,(d), n=1,2,.. uma seqiiéncia de configuragoes. Se 7

|9 K|

n

0 entao — 1, n— 0.

Teorema 10.4 (Teorema de Ergodicidade Local). Considere um sistema dindmico
(M, T, ), dotado de uma estrutura hiperbolica. Suponha, além disso, que este sistema sa-
tisfaz (C1) — (C8). Entao para todo zy que possua uma semi-orbita (isto é, zo € M\S, ou
20 € M\SL ), existe uma vizinhang¢a U de zo pertencente a uma componente ergédica de T.

Demonstracao. A idéia é provar que a vizinhanca U!, construida na secao 8, pertence a uma
componente ergddica. Podemos tomar p <1/3. Do Teorema de Sinai (Teorema 9.1) obtemos
um « <1 que depende apenas de p e que pode ser muito pequeno se o valor de p for muito
proximo de 1/3.

Consideremos a rede N (4, ¢) e a cobertura Gs. Escolhemos ¢ suficientemente pequeno,
de modo que se os centros de dois retangulos sao vizinhos préximos em N (4, ¢) entdo seus
ntcleos instaveis (e assim, os nicleos estaveis, também) sobrepoem-se em mais que 1-« parte
de suas medidas. Note que ¢ nao depende de .

Como conseqiiéncia dessa escolha de c, se dois retangulos R; e Ry com centros vizinhos
proximos em N (0, ¢) sdo a-conexos na diregao instdvel entao W*(R;) e W*(Ry) se inter-
ceptam em um subconjunto de medida positiva. Se, além disso, soubermos que W*(R;) e
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W?*(Rs) tém medida positiva entdo, pela Proposicao 8.12, W*(Ry) U W*(Rs) U W*(Ry) U
W*(Ry) pertence a uma componente ergodica.

Seja K (0) a configuragio na rede N (4, ¢) constituida pelos centros de todos os retangulos
em Gs que sao a-conexos tanto na direcao estavel quanto na instavel; o grafico obtido unindo,
com segmentos de reta, todos os pares de vizinhos proximos em K(d); e gK(J) a colecao de
vértices na maior componente conexa desse grafico.

Por construcao, o conjunto

Y(8) = [ H{W"(R(=,8)) UW*(R(=,0)); = € gK(6)}

pertence a uma componente ergédica. Este conjunto cobre uma certa parte o da medida
dos retangulos com centros em gK (), ou seja,

(w(R(z,0)NY(8) > o u(R(z,0). (46)

Resta mostrar que os pontos de gK (d) alcancam todas as partes de U!. Pelo Teorema
de Sinai, a medida total coberta por retangulos que nao sao a-conexos é o(d). Utilizando o
Lema 10.1, temos que

52d
TG WO\ K@) =000)

Além disso, (c6)?4N (6, c)] = O(1). Assim
1 1N(6,¢) \ K(9)|

— 0,0 — 0.
k() o |N(6,c)| ’
Portanto, pela Proposicao 10.3
9K (9)]
——— — 1,0 — 0. (47)
N (8, c)]

Estamos prestes a terminar a demonstracao, por contradi¢ao. Tomemos E;, F5 conjuntos
T-invariantes, ambos interceptando U! em subconjuntos de medida positiva. Sejam pi, po
pontos de densidade de Lebesgue para £y NU' e Ey NUY, respectivamente. Fixemos cubos
C1, Cy com centros em Pp, ps tao pequenos que

WCiNE) > (1 - %()) u(C) (18)

( é possivel pois p; e py sdo pontos de densidade de Lebesgue).
Por (47)
V(0 ¢) \ gK(5) N Ci
V(8 0)]

— 0,0 — 0,
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para ¢ = 1,2. Uma vez que

V(6. 0)]
Neonal W
concluimos que
NG.ONCNIKO] 5o
INV(6,¢) N Ci ’ ’
para i =1,2.
Obtemos que
u (U{R(z, 5); 2 € gK(6) NG} A Ci> 0,6 =0, (49)

i=1,2.
Por (46) e o Lema 10.1,

u (U{R(z, 5); 2 € gK(6) NGy} N Y(é)) > %M <U{R(z, 8); 2 € gK(5)N ci}) . (50)

~k
i=1,2
Utilizando (49) podemos afirmar que, a partir de (50),
a/
C;NY () > —u(C).
HENY () 2 175n(C

Comparando com (48), concluimos que Y (d) deve interceptar tanto F; quanto Fy em subcon-
juntos de medida positiva. Mas isto contradiz o fato de Y () pertencer a uma componente
ergbdica. O

Como conseqiiéncia do Teorema 10.4, obtemos a ergodicidade global do sistema:

Teorema 10.5. Se os bilhares T apresentados na Secdao 4 sao localmente ergodicos, como
no Teorema 10.4, entdo eles sao ergodicos como na Defini¢cdo 3.5.

Demonstragao. Note que os conjuntos ST e S sdo unides enumerdveis de curvas suaves,
crescentes e decrescentes, respectivamente. Assim, a intersecao de cada par de curvas cres-
cente/decrescente é constituida de no maximo um ponto, o que acarreta na existéncia de
uma quantidade enumerdvel de pontos em ST N ST que nao verificam o Teorema 10.4, isto
¢é, nao estao no interior de uma componente ergdédica. Mas a remocao desses pontos ainda
mantém M conexa.

Mostremos que, sob essas condigoes, existe uma tinica componente ergodica. De fato, seja
2o um ponto que satisfaca o Teorema 10.4. Logo existe uma vizinhanga de z, pertencente
a uma componente ergodica A, . Tém- se que pelo menos um ponto z; da fronteira dessa
vizinhanga também satisfaz o Teorema 10.4 (caso contrario M deixaria de ser conexa),
obtendo uma componente ergddica A,,. Observamos que A,, N A,, # (). Assim temos que
A, = A,,. Como z, é arbitrario, mostramos que existe uma unica componente ergdédica e,
portanto, o sistema é ergddico, concluindo a demonstragao. O
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11 Prova da Afirmacao A

Com base nos Teoremas 10.4 e 10.5, devemos mostrar que os bilhares obtidos a partir da
classe de fungoes f(z) = C(x 4+ a)™?, C,p,a > 0, devem satisfazer as hipéteses do Teorema
10.4 para garantirmos que esses mesmos sao ergddicos.

A existéncia de estrutura hiperbdlica foi mostrada nas Segoes 5, 6 e 7. Quanto as
condigdes (C1)-(C8) apresentadas no inicio da Segdo 8, as condigoes (C1) e (C2) foram
mostradas na Secao 4; (C3) é garantido na Secao 5; (C5) foi obtido no Teorema 5.4 e seu
Coroldrio 5.5; (C6) ¢é trivialmente satisfeito em nosso caso.

Quanto & (C4), cada um dos conjuntos S* é constituido por trés curvas, duas das quais
nao sdo limitadas. Assim SZ ¢ formado de um ntimero finito de curvas suaves, das quais al-
gumas deixarao de ser compactas apenas devido a suas nao limitacoes. Assim a regularidade
local é garantida.

Para (C8), a norma crescente é a obtida em (33), ou seja, ||dr, dgoH%r’@) = sin? pdr? + dp?.
De (6) e (7) obtemos:

|DT.v||? = sin®pidr? + dp?

kr \? ko \ 2
> min{<1+ : ) ,(1+ -1 ) }||v||2.
s @ Sin

De (H4) obtemos que f“ > Oe portanto a curvatura de D ¢ positiva e é continua devido
a hipotese de diferenciabilidade de f. Logo k7 e ki7 sao limitados inferiormente quando o
a particula esta suficientemente longe de V' e da cispide no infinito. Mas de acordo com a
Proposigao 4.2 para toda drbita isto acontece infinitas vezes e assim (C8) é garantido.

Resta mostrar a validade da condigdo (C7). Relembrando a definicao de z;, tomemos a
reta tangente a 0Q4 em (zy, f(x;)) e denote por —z, = —x,(z) < 0 a abscissa do ponto de
intersecao da reta tangente com 9@, no segundo quadrante ( ver Figura 20).

As fugbes do tipo f(z) = C(x + a) 7P satisfazem a

/()| < [F(2)]- (51)

Sejam r7 um numero suficientemente grande determinado a posteriori e

Mp={(r,p) e M; r<rr} =(0,rr) x (0,7)

os elementos relativos a )7, um certo bilhar truncado cuja cépia de quatro folhas (4 r estd
mostrada na Figura 20. Devido ao formato de S, existe ¢y tao pequeno tal que S[;)] N Mrp
permanece longe de ¢ = 0.

Portanto para w € S[;o} N Mt e v vetor instavel com base em w temos

|DT"| > min {1, i } ] > Cyl],
Sin

n
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Figura 20: A definigao de z,.

onde w = (r,¢) e (1, pn) = w, = T"w (o vetor DT,v foi obtido no inicio da Se¢ao 5; para
DT"v basta utilizar o mesmo processo recursivamente).

Falta considerar o caso em que w € S ™ \ Mr. Tomemos w € Fr, um conjunto definido
como se segue (ver Figura 21): Fr C M\ My e Fr D Sieq) \ Mr. A parte mais a esquerda
de OFr pertence ao segmento r = rp.

Na Secao 6 vimos que S~ e as fronteiras superior e inferior de S [25;] sao graficos de funcoes
que se comportam assintoticamente como |f’(z)|. O mesmo vale par S*~. Assim é possivel
tomar as fronteiras inferior e superior de Frr como gréaficos de duas fungées h; (j = 1, 2) tais
que

hj(x) = K[ f' ()] (52)

Em K, adicionaremos mais algumas restri¢oes a fim de que o grafico de hy esteja acima de
5[253]' Seja também G a regiao a direita de r = rp e abaixo do grafico de h;.

Assumimos que rp é grande o suficiente para que z € My e tomamos U, estritamente
contido em My Além disso, sem perda de generalidade, rr é tao grande que todo w € Fr
aponta a direita com pouca deflexao quando tomado como um vetor com base em D.

Fixemos um w como acima e chamemos m o nimero de colisoes que a trajetoria cor-
respondente faz na parte de ()4 que estd a direita do bilhar truncado Q4. Assim w,, € a
ultima colisao antes que a particula atravesse o eixo y ou atinja a porgao dispersiva de 0Q 41
(ou ambos). A Figura 22 exibe exmplos para w,, assim como de w’ que é o vetor velocidade
logo apds a colisao em 7.

Lema 11.1. Considere o segmento finito de trajetoria {zo = z,21 = Tz, 20 = T?z} de
uma transformacao do bilhar T. FEntao , na primeira ordem em dz, e a menos de um
sinal menos, dzo € dada por uma diferencial simples de uma transformacao do bilhar, com
parametros dinamicos:

Caminho livre: 7 = 1o+ 1 + 2=

sin p1

ToT1,
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.. A . ki 71,
Curvatura no ponto inicial zg: ko = ko + 2 sin Cosnoy 7

Curvatura no ponto final zo: ko = ko + 2sin 902%%0'

Ou seja, DT,, DT,, = —M, onde M (7, po, ko, P2, ko) € novamente uma diferencial do tipo
de (2). Se tomamos os mesmos angulos inicial e final como para o verdadeiro segmento da
trajetoria, Yo = @o, P2 = P2, entao o0s outros trés parametros sao fixados como acima.

Demonstragao. Ver [17] pp. 178-179. O

Figura 21: A definicao de Fr e Gr.

Seja {w;}, uma porgao finita da dérbita. Utilizando o Lema 11.1 juntamente com (6)

obtemos que
. 2 m 2
k
(dTerl)z Z (7 i ) 1 + — E Ti dTZ,
S Pm41 sing \ =

e este resultado diz que a quantidade de expansao horizontal s6 decresce se é tomado colisoes
com as partes retas da fronteira.

Consideremos {w;}", e tomemos v € C;(w) e seja 7 =
do paragrafo anterior, obtemos que

| DTy >0 (singp—l—kﬁ')
— 2>y | —— |,

|v] SN Q11

"o Ti- A partir da estimativa

(53)

para algum Cy € (0, 1). De fato, se v = (dr, dp) pertence a C;(w) entdo |dr| > Cs|v| porque
C1(w) se torna mais fino e horizontal a medida que w permanece em Fr e se move para a
direita, conforme (8).

Resta-nos analisar trés casos referentes a w,, 11: W1 € Fr, Wy, € Gr ou w11 € Mr.
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Caso 1: w11 € Fr. Ouseja, w,, atravessa o bilhar truncado atinge a por¢ao do segundo
ou do terceiro quadrante de d@) com angulo de incidéncia nao tao perto de zero. Por exemplo,
o vetor B da Figura 22.

Afirmamos que o lado direito de (53) pode ser tomado maior que 1 se 7 for selecionado

suficientemente grande, ou seja,
| DT | > v. (54)

Como w € Fr e hj(z) = K| f'(z)|, j = 1,2, temos que sinp > |f'(z)|.
Agora devemos estabelecer uma estimativa para sin,,,1, que serd obtida a partir do
pior caso, que estd exemplificado pelo vetor A na Figura 22. Assim,

sin @1 ~ | ()] + [ ()| < | F(2)],
conforme (16), (H2) e (51).

Analogamente a (13), temos que, utilizando a equivaléncia r « z,

k(r) ~ f"(x).

Logo
3 k, 2
e <1+ d ) 203+C4f,(x)%.
S @ 41 sin ¢ ()]
Devido a classe de fungoes que estamos estudando, f”(z)/|f'(x)| = constante/x. Assim
o resultado seguira a partir do préximo Lema:

Lema 11.2. Para as fungoes do tipo f(x) = C(x +a)~? e rp fizo temos

lim min = +00.
z—oo (r(z),p)eFr T

Demonstragao. Ver [17] pp. 175-176. O

Caso 2: w41 € Gr

A estimativa do Caso 1 serve com folga para esta possibilidade de w,,,; uma vez que
sin ¢,,+1 € menor neste caso. Mas queremos evitar que a colisao no terceiro quadrante seja
com angulo préximo de zero, como o vetor C na Figura 22. Com isso, trabalharemos com
Wypto @0 INVES de Wy, 41

Primeiramente mostremos que w12 € Fr. Temos que | f'(Zm41)| < | f/(@ms2)|. De fato,
| (@ma )/ f (Xma2)| € méximo quando x,,11 = 2(Tyy2). Temos também que

Pmi2 = Pm1 + arctan [ f'(zmi1)| + arctan | f/(zm2)].

Temos que @11 < Ki|f'(zmy1)] e escolhendo K, suficientemente grande, @,,1o <
K2|f,(37m+2)| € W42 € FT-

61



Além disso, sin o < |f (Tmi2)| < |f'(x)] (pois © > zp,42). Dessa maneia, utilizando
(53) com m + 2 no lugar de m + 1 e as desigualdades obtidas acima, temos:

| DT 2y >0 (sinngrk:T "(x) _
w7 Y (et N

; > Oy + Oy,
0| SN Pry 42 ) P )]

como no Caso 1, e o resultado segue.

Fizemos uma distingao entre o Caso 1 e o Caso 2 porque se estabelecessemos w’ como
sendo Wy, 41 OU Wy, 12, dependendo do Caso 1 ou 2, entao w’ € Fr. Entao é possivel considerar
os trés caso anteriores para w’ também, e assim, sucessivamente. Em particular, enquanto a
trajetoria estiver oscilando entre a cispide esquerda e direita sem colidir no interior de Q4 7,

| DT o] > o], (55)

onde os valores m; sao os andlogos a m ou m + 1, nos retornos futuros aos ”passeios’na
cuspide.

Figura 22: Dado w’, o vetor velocidade de uma trajetéria viajando em direcdo a ctspide
e retornando, apresentamos exemplos possibilidades para w,,, a ultima colisao na regiao
a direita de Q4 Essas possibilidades sao escolhidas de um mesmo raio dispersivo, isto é,
possuem um mesmo foco.

Caso 3: w,, 1 € Mr.

A estimativa em (54) vale neste caso também afinal de contas essa estimativa foi obtida
considerando o vetor A da Figura 22 que também é a pior possibilidade para o caso em que
Wm+1 € MT.

Por motivos que ficarao claros mais tarde, também gostariamos de garantir que

sin Oma1 Z C5, (56)

para algum Cs = C5(r7). Isto nao é verdade em geral, como mostra a Figura 22. Podemos
ter wys ¢ Moy e sin g, arbitrariamente perto de zero. Se este é o caso podemos ajustar as
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coisas na proxima colisao adaptando as idéias ja utilizadas. Escolhendo Cj suficientemente
pequeno, se sin @1, Cs, entao w,,1 estd posicionado na parte do primeiro quadrante de
0Q4r (atingindo a fronteira do segundo ou do terceiro quadrante implicaria em @,,11 >
arctan | f'(zp)| = M). Além disso, a préxima colisdo ocorrera no segundo quadrante, com
angulo de incidéncia ¢,,. 2 maior que, por exemplo, M.

Finalmente notamos que decidindo escolher a préxima colisao implica que |DT™2y| >
|v|, uma vez que sin ¢, 2 é menor do que sin[p,,,1 poderia ser, ja que w,, sendo tangente.
De qualquer maneira, estamos em boas situagoes.

Verificamos agora a condigao (C7). Se, para algum n > 0, w, pertence a U, (e assim a
M), existe um inteiro positivo [ tal que wy,,+1 € Mp. Excluindo o caso em que deverfamos
considerar w,, 2, que ndo mudaria muito a situagdo, como vimos, podemos aplicar (55) e
(56) para m = m; e obter

|DTyv| _ |DTy | [ DTy . Si0 P, 11
= 1~ in 1, ———
[v] | | DTy |

que estabelece a propriedade de nao-contracao.
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