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Hiperbolicidade Essencial em Superficies

Bruno Rodrigues Santiago

Orientador: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

O objetivo deste trabalho é estudar o problema da existéncia de atratores
hiperbélicos para difeomorfismos em superficies. Com as fecundas técnicas introduzi-
das por Mafié na década de 80, é possivel dar uma solugdo completa para o problema:
todo difeomorfismo genérico em superficies ou bem possui infinitos pogos, ou possui
um ndmero finito de atratores hiperbdlicos cuja unido das bacias de atragdo cobre um
conjunto com medida de Lebesgue total. A segunda condi¢do ganhou importancia
recentemente, com os trabalhos de S. Crovisier e E. Pujals [12] sobre a conjectura de
Palis, e recebeu o0 nome de hiperbolicidade essencial.

O teorema cuja prova apresentamos foi dado por A. Aratijo, em sua tese de doutorado,
[3]. No entanto, o trabalho de E. Pujals e M. Sambarino [33] sobre a conjectura de Palis
em superficies, introduziu novas técnicas que permitem simplificar uma parte sub-
stancial da prova original de Aratjo. E esta demonstracdo que apresentamos aqui.
O objetivo secundério do trabalho é usar as idéias e ferramentas da prova para obter
outros resultados sobre difeomorfismos em superficies.



Essential Hyperbolicity on Surfaces

Bruno Rodrigues Santiago

Advisor: Alexander Eduardo Arbieto Mendoza

The main purpose of this work is to answer the question concerning the existence
of hyperbolic attractors on surfaces. With the profound techniques introduced by Mafié
in the eighties, one can give a complete solution to the following question: for a generic
diffeomorphism on a surface, either it has an infinite number of sinks, or a finite number
of hyperbolic attractors whose union of the basins of attraction covers a full Lebesgue
measure set. The second condition gains importance recently, with the work of S.
Crovisier and E. Pujals [12] about Palis” Conjecture, and received the name of essential
hyperbolicity.

The theorem that we present here was originally proved by A. Aratjo, in his doctoral
thesis [3]. However, with the work of E. Pujals and M. Sambarino [33] about Palis’
Conjecture on surfaces, new techniques were introduced. These techniques allows us
to make substantial simplifications in the original proof of Aratjo. Here, we present
this simplified proof. The secondary purpose of this monograph is to use the ideas
and tools developed along the proof, to obtain other results concerning the dynamics
of diffeomorphisms on surfaces.
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Capitulo 1

Introducao

A teoria dos sistemas dindmicos tem como um de seus principais objetivos descrever
o comportamento assintético das 6rbitas, para a maioria dos sistemas. Este propésito,
bem como a teoria em si, possuem uma longa histéria que remonta a Newton e as leis
da mecanica cldssica expressas em termos de equagdes diferencias. Acreditava-se que
resolvendo tais equagdes, poderia chegar-se ao pleno conhecimento sobre o universo,
tanto no passado como futuro.

Um dos exemplos mais expressivos desta crenga, foi sem davida o problema de
n-corpos: o sistema de equagOes diferenciais originado ao aplicar-se a segunda lei
de Newton a um conjunto de n massas no espago sujeitas somente a sua atracdo
gravitacional mutua. Este problema, modela por exemplo o nosso sistema solar, e
portanto tem grande importancia. Resolver a equacao significa determinar a posigdo
e a velocidade de cada particula em cada instante do tempo. Como a mecanica de
Newton teve esplendoroso sucesso em explicar diversos fendmenos, esperava-se que
mais cedo ou mais tarde uma solugdo para o problema de n-corpos apareceria. No
entanto, mesmo que uma tal solucdo surgisse, os exemplos foram mostrando que ela
poderia ser tdo complicada a ponto de ser inttil para a descricdo do fenémeno!

Nesse ponto surgiu uma revolugdo no ponto de vista, liderada pelo matemético
francés Henri Poincaré, de que as caracteristicas interessantes do fendmeno poderiam
ser obtidas analisando-se a equagdo, mas sem resolvé-la! Além disso, a dificuldade de
se entender exemplos especificos fez com que surgisse uma teoria geral, capaz de gerar
resultados que norteiem o entendimento dos exemplos especificos. Esta teoria trata de
modo abstrato, tanto as solu¢des das equagdes diferenciais, bem como qualquer outra
lei matemética que modele situa¢des concretas. Neste trabalho iremos estudar uma
questdo de fundamental importancia dentro dessa teoria, a qual passamos a descrever
de modo preciso a seguir.



Defini¢des e Resultados

Neste trabalho, um sistema dindmico significa um difeomorfismo f : M — M numa
variedade riemanniana M compacta, conexa e sem bordo M. Iremos indicar por d(x, ),
com x, y € M a distancia induzida pela métrica riemannina. O espago Diff' (M) dos
difeomorfismos de classe C" em M, munido da topologia C’,

d(f,g) = max {SUP{d(f(x), g}, supflldf(x) — dg@)ll}, ..., sup{lld" f (x) - drg(x)ll}} ,
xeM xeM xeM

é um espago de Baire e portanto todo residual é denso.! Dizemos que uma propriedade
vale para a maioria dos sistemas quando ela vale num residual de Diff’ (M). Dado um
ponto p € M, a érbita de p é o conjunto O(p) = {f"(p); n € Z}. Uma pergunta que norteia
quase toda a teoria é qual o comportamento assintético das drbitas (i.e. quais sdo os
limites de f"(p) quando o tempo n tende a +o0 ou —o0) de um determinado sistema?
Naturalmente, responder a esta pergunta para um sistema arbitrario é impossivel, e
por isso tentamos respondé-la em residuais de Diff’ (M).

Um exemplo de comportamento assintético de 6rbitas bem entendido é fornecido
pela aplicagdo f : R? —» R, dada por f(x) = % pois ¢ imediato que f"(x) — 0, quando
n — +oo, para todo x € R%. Ou seja, a orbita positiva de todo ponto “morre”na
origem. Dada a sua simplicidade, podemos nos perguntar se um comportamento
dessa natureza ocorre para a maioria dos sistemas, ao menos localmente. Isto leva a a
seguinte definicao.

Definic¢ao 1.0.1. Um ponto p é periddico quando existe n > 0 tal que f"(p) = p. Ao menor
valor de n, damos o nome de periodo de p, e o denotamos sempre por n(p). Dizemos que um
ponto periédico p é um pogo para f se todos os autovalores de d f™P)(p) possuem médulo menor
do que 1. Denotamos o conjunto de pogos de f por S(f).

Veremos no capitulo 03, que todo pogo p admite uma vizinhanga U tal que para todo
ponto em U, a sua Orbita positiva converge para p, de modo semelhante ao exemplo
anterior, porém localmente. No entanto, também ndo é verdade que a maioria dos
sistemas sequer possua pogos, por exemplo sistemas robustamente transitivos (que
serdo estudados mais tarde).

Ao invés de olhar para 6rbitas periddicas, podemos olhar para subconjuntos invari-
antes. Um compacto A € M é f-invariante, qundo f(A) = A. Podemos entdo usar estes
conjuntos para generalizar a nogdo de pogo.

Defini¢do 1.0.2. Um compacto invariante A é dito um atrator para f, se f|a é transitivo’ e
existe uma vizinhanga U de A, dita a bacia local, tal que f(U) C U e Ny f"(U) = A. Abacia
de atragdo de A é o conjunto

W) = .

n=0

Wer [13]

2 Apesar de ndo estar definida num dominio compacto, o exemplo é instrutivo

31sto significa que existe um ponto x € A tal que para todo p € A existe uma subsequéncia da 6rbita
de x, tal que f™(x) — p. Em outras palavras, a érbita positiva de x é densa em A

2



A primeira condigdo significa que A ndo pode ser decompor em partes invariantes
fechadas disjuntas e a segunda garante que todo ponto no aberto U morre em A
no “futuro”. A defini¢do mais geral perde um pouco a simpliciadade da motivagdo
original, até mesmo porque, em principio, ndo sabemos muito sobre a dindmica dentro
de A. Por isso, estudamos uma classe especial de atratores: os atratores hiperbdlicos.
Um conjunto invariante A é dito hiperbdlico se existe uma decomposicdo E° ® E* do
tibrado tangente restrito T\M, tal que df(E3) = Er (similarmente para E*) e ainda tal
que

I ()lesll < CA™ e ldf ()]l < CA”,

para todo x € A. Quando um atrator é hiperbdlico, a sua dindmica é bem entendida,
logo a dindmica de todos os pontos da bacia de atragdo também é conhecida. Além
disso, todo pogo é um atrator hiperbodlico.*

Por isso, uma pergunta importante é se existem sistemas que possuem um nimero
finito de atratores hiperbdélicos cuja unido das bacias de atracdo é “grande”em M, por
exemplo um conjunto denso. Isto garante que, para a maioria (no sentido topolégico)
dos pontos em M, o comportamento assintético é conhecido: ou o ponto pertence a um
atrator hiperbélico, e nesse caso sabemos o que pode ocorrer com a sua 6rbita, ou a sua
Orbita acaba morrendo num atrator.

Guiados por isto, dizemos que f : M — M é essencialmente hiperbélico se f possui
um numero finito de atratores hiperbdlicos cuja unido das bacias de atragdo cobre um
subcojunto de M com medida de Lebesgue total,”> em particular é aberto e denso. O
conceito de hiperbolicidade essencial, surgiu nos trabalhos recentes de S. Crovisier e
E. Pujals, [12], muito embora a defini¢do de [12] exija apenas que unido das bacias
seja aberta e densa em M. Sua importancia esté ligada a um dos principais problemas
atualmente em sistemas dindmicos, a chamada conjectura de Palis. Iremos tecer alguns
comentdrios sobre este problema em capitulos subsequentes.

Oresultado principal deste trabalho, fornece uma resposta parcial a pergunta acima,
no caso em que M possui dimensdo dois, através de uma dicotomia: ou o sistema é
essencialmente hiperbdlico, ou entdo ele admite um ntmero infinito de pogos.

Teorema 1.0.3 (Aratijo). Seja M uma superficie. Entdo, existe um residual R de Diff" (M) tal
que todo difeomorfismo f € R cumpre uma das seguintes condicoes

e f possui infinitos pogos

o f é essencialmente hiperbélico

O teorema de Aratjo foi obtido em sua tese de doutorado [3], em 1987. No entanto,
com os trabalhos de E. Pujals e M. Sambarino, [33] é possivel simplificar uma parte
substancial da prova original. Neste trabalho iremos apresentar uma demonstragdo do
teorema de Aratijo com esta simplificagdo.

#Isto ird ficar claro no capitulo 03
°>A medida de Lebesgue em M ¢ obtida usando-se a forma de volume riemanniana.



Um corolério do teorema de Aratijo, é que num residual de Diff' (M), todo difeomor-
fismo f admite um atrator. Uma pergunta natrural é se o resultado vale em dimenséao
mais alta. Esta pergunta foi respondia negativamente, em [7].° Outra pergunta nat-
ural é se podemos estender o resultado para topologias mais altas. No entanto, isto
ainda estd muito longe, pois atualmente os resultados de perturbagdo que temos estao
disponiveis apenas na topologia C.

O trabalho estd organizado da seguinte maneira: no capitulo 02 apresentamos
os principais resultados de teoria ergédica que serdo utilizados ao longo do trabalho.
Resultados auxiliares sobre este tema também sdo provados nesse capitulo. No capitulo
03 introduzimos com mais detalhes o conceito de hiperbolicidade, e apresentamos os
resultados de dindmica hiperbdlica que usaremos. Embora os dois primeiros capitulos
tenham um sabor de survey, também sdo apresentados alguns conceitos e resultados que
ja vao na direcdo da prova do teorema de Aratijo. Um dos capitulos mais importantes
é o capitulo 04, onde falamos um pouco sobre o importante conceito de dominacéo, e o
aplicamos para obter resultados que serdo usados na prova do teorema de Aratjo. No
capitulo 05, apresentamos o resultado de Pujals e Sambarino que ird simplificar uma
parte da prova original de Aratjo, e cujo papel, essencialmente é obter hiperbolicidade
a partir da dominacdo. No capitulo 06, provamos o teorema de Aratjo.

Em todos esses primeiros capitulos o objetivo é que leitor possa ir diretamente ao
resultado principal, e por isso algumas demonstra¢des sdo deixadas para o apéndice.
Em seguida, no capitulo 07 comentamos uma outra prova do teorema de Aratjo, que
é devida a R. Potrie, e usa resultados muito mais recentes. No capitulo 08 discutimos
outros resultados interessantes e importantes que seguem das idéias e técnicas intro-
duzidas ao longo do texto, idéias das demonstra¢des sdo apresentadas. Deixamos estes
comentarios pro final, pois pensamos que poderiam confundir o leitor se colocadas
nos capitulos iniciais. Por dltimo, no apéndice apresentamos as demonstra¢des dos
resultados técnicos que foram postergadas.

Notacao e Pre-requisitos

Em todo o texto M sempre denotard uma variedade riemanniana compacta, conexa
e sem bordo. A partir do capitulo 04, a menos de mencdo em contrario, M serd uma
superficie. Os resultados e se¢des que sdo verdadeiros em dimensao qualquer, com uma
prova andloga ao caso de superficies, serdo explicitados. Como trabalhamos a maior
parte do tempo com medidas de probabilidade, adotaremos a convencado de chama-las
simplesmente de medidas. Quando esta convencdo nado for adotada seremos explicitos.

Para acompanhar o texto, o leitor deve estar familiarizado com as nogdes bésicas
sobre variedades diferencidveis, ao nivel de [20], teoria da medida, como exposta na
parte 3 de [36] e as nogdes iniciais de um curso de geometria riemanniana, para as
quais os primeiros capitulos de [22] sdo suficientes. Ao longo do texto, sempre que for
necessario, daremos mais referéncias.

%De fato, em [7] os autores provam a existéncia de um aberto U em Diff" (M%), com d > 2 tal que o
conjunto {f € YU; fnédo possui atratores} é residual.



Capitulo 2

Teoria Ergddica

Como comentamos brevemente na introdugdo, uma das principais motivag¢des histéricas
para a teoria moderna de Sistemas Dindmicos foi o problema de n-corpos. Este é um
exemplo de sistema de equagdes diferenciais ordindrias com a seguinte propriedade
notdvel: se considerarmos o fluxo gerado pelas solugdes das equagdes e deixarmos, por
exemplo, um cubo evoluir por esse fluxo, entdo o volume dele ndo sofrerd alteragdo
com o tempo, embora sua forma possa mudar. Usando esta propriedade, Poincaré
provou o seu famoso Teorema de Recorréncia que diz que para a maioria dos dados
iniciais o sistema retorna a condig¢des arbitrariamente préximas da inicial.

Neste capitulo iremos estudar sistemas que possuem a propriedade descrita acima
num contexto muito mais geral. Embora muitos teoremas deste capitulo possuam
enunciados mais gerais, para ndo fugirmos em demasia do objetivo principal deste
trabalho, em sua maioria os resultados ndo serdo enunciados em toda sua generali-
dade. Também nado daremos demonstracdes de muitos deles, mas remetemos o leitor
interessado aos excelentes livros [21], [41] e [23].!

Comecamos definindo o objeto principal:

Definicao 2.0.4. Dadas uma uma medida u e um difeomorfismo f : M — M, dizemos que 11 é
invariante por f (ou simplesmente f-invariante) se, para todo conjunto A, u(A) = p(f~(A)).

Exemplo 2.0.5. Seja x € M e considere a medida dada por 6,(B) = 1se x € Be 6,(B) = 0se
x ¢ B. A esta medida damos o nome de medida de Dirac centrada em x. Se p € M é um ponto
fixo para f, entdo é claro que 6, é uma medida f-invariante. Generalizando isto, se p é um ponto
periddico podemos definir uma medida invariante pondo

n(p)-1

by O fip)-

) &

A esta medida damos o nome de medida periddica associada ao ponto p.

10 livro [21] é bem mais introdutério do que os outros e pressupde pouco. J4 [41] possui mais
pré-requisitos e é muito mais abrangente, enquanto [23] também satisfaz esta condi¢do, porém tem um
enfoque maior na chamada Teoria Ergédica Diferencidvel.



A Teoria Ergédica estuda a dindmica de sistemas que possuem medidas invariantes.
Acontece que a presenca de uma medida invariante d4 uma certa complexidade ao
comportamento da transformacédo, ao menos do ponto de vista da medida. Em outras
palavras, uma transformacdo que admite uma medida invariante possui uma certa
riqueza inerente no comportamento das 6rbitas que sdo vistas pela medida. Em grande
parte esta riqueza é fornecida pelos dois teoremas iniciais do assunto: o Teorema de
Recorréncia de Poincaré e o Teorema Ergédico de Birkhoff. Estes dois resultados sdo o
tema da préxima segéo.

2.1 Recorréncia e o Teorema Ergéddico

Um tipo de complexidade que aparece na presenca de uma medida invariante é a
recorréncia. Um ponto x € M é dito recorrente se, para toda vizinhanca U de x existe
um iterado f"(x) € U, com n > 0. Intuitivamente, um ponto é recorrente se a sua 6rbita
positiva retorna arbitrariamente préxima dele mesmo. Note que isto implica que toda
Orbita periddica é recorrente.

Exemplo 2.1.1. Considere no circulo S' a transformagio fo : S' — S', onde 6 é um niimero
real, que leva um ponto (cos x, sinx) em fo(p) = (cos(x + ), sin(x + 0)).> Se 6 = 5271, com p
e g # 0 inteiros, entio a 6rbita de qualquer ponto x € S é periddica de periodo q. Se 6 = A2,
com A € R —Q é possivel mostrar que a drbita de todo ponto é densa. Em ambos os casos, ternos
que todo ponto do circulo é recorrente.

Exemplo 2.1.2. Considere agora o intervalo [0,1] com os extremos identificados, e f(0) =
f(1) =0, e f(x) = x/2, e x # 0,1. Entdo, a orbita de qualquer ponto converge a 0, e 0
é o tinico ponto recorrente, porque é um ponto fixo. Em particular, floq) ndo possui pontos
recorrentes. Note que (0,1) ndo é compacto. Observe também que a medida de Dirac centrada
em 0 é invariante por f.

Nos dois exemplos acima, presenciamos comportamentos opostos em relagdo a
“quantidade”de pontos recorrentes. No entanto, na presenca de uma medida invari-
ante, esta “quantidade”é sempre relevante do ponto de vista da medida.

Dizemos que uma certa propriedade vale p-quase todo ponto se o conjunto dos pontos
de M que gozam da referida propriedade possui medida u total.

Teorema 2.1.3 (Teorema de Recorréncia de Poincaré). Seja f : M — M um difeomorfismo
e u uma medida f-invariante. Entdo, u-quase todo ponto é recorrente.

Observacdo 2.1.4. Pode ocorrer que o ponto de vista da medida seja trival. Por exemplo, a
transformagio do exemplo 2.1.2 possui um iinico ponto recorrente, logo a 1inica medida que
pode ser invariante por f é a que da peso total ao tinico ponto recorrente, ou seja, a tinica medida
invariante pela transformagdo é a medida de Dirac centrada no 0.

2Tal transformagdo também pode ser vista no intervalo [0, 1] identificando-se os pontos extremos, e
pondo fo(x) = (x + O)mod1.



Suponha agora que temos f e ;1 como no enunciado acima e considere um conjunto
B com p(B) > 0. Em particular B é ndo vazio. O enunciado acima diz apenas que
p-quase todo ponto x € B retorna arbitrariamente préximo de x, mas ndo garante que
para algum iterado positivo temos f"(x) € B, ou seja, ndo temos garantia de que a 6rbita
de algum ponto x € B ird intersectar B no futuro.

Para responder a esta pergunta, é possivel dar uma versdo “mensurdvel”do Teorema
de Recorréncia de Poincaré, (a qual inclusive implica o enunciado acima, ver [21]), que
diz que dado um conjunto B, com u(B) > 0, entdo para p-quase todo ponto b € B,
existem infinitos valores de n para os quais f"(b) € B.

No entanto observe que isto ndo responde, por exemplo, a perguntas ligeiramente
mais quantitativas, como por exemplo: com que frequéncia os iterados de b retornam
ao conjunto B? Existem pontos b € B que retornam exatamente nos iterados f#(b), com
p primo? Note que, de certa maneira, estas perguntas sdo de natureza estatistica.

Por isso mesmo, uma tentativa razodvel de respondé-las seria fazer uma média
do ntimero de visitas ao conjunto B dos iterados de 1 até n, e enxergar o comporta-
mento assint6tico dessa média. Em outras palavras, para cada ntiimero n de iterados,
calculamos quantas vezes a 6rbita do ponto b € B intersecta o conjunto B via

n-1

LY (P )

j=0
onde xp é a fungdo caracteristica do conjunto B, e tomamos o limite quando n — co.

Definic¢ao 2.1.5. O limite

n—1

.1 -
Jim ). xe (f ),

quando existe, é dito o tempo médio de permanéncia da dérbita de b em B.

Uma pergunta natural, é se este limite existe, pelo menos para a maioria dos pontos.
A resposta é dada pelo Teorema Ergédico de Birkhoff.

Teorema 2.1.6 (Teorema Ergédico de Birkhoff). Seja f : M — M um difeomorfismo que
preserva uma medida p. Entdo, dada qualquer funcdo p-integrdvel ¢ : M — IR, o limite

n—1
— 1 ‘
= lim — ]
@&)kﬂné¢gﬁﬁ
existe para u-quase todo ponto x € M. Além disso, ¢ é uma fungio u-integrdavel com

f pdy = f pdp. (2.1)

Um {tem do teorema acima merece atengdo especial. Imagine que ao invés de
calcular as médias assintéticas do ntmero de visitas ao conjunto B, queiramos obter
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esta informacdo a priori. Como tudo que sabemos sobre B é a sua medida, a tinica
maneira de obtermos isso é havendo alguma relagdo entre p(B) e o tempo médio de
permanéncia da 6rbita de b em B. O que a igualdade 2.1 diz (colocando nela ¢ = x3) é
que a média com respeito a u dos tempos de permanéncia é igual ao peso que u da ao
conjunto B.

Além disso, se ¢ é (como na linguagem dos fisicos) um observével, i.e., descreve
algum comportamento em M (como por exemplo a temperatura), podemos dar uma
interpretagdo semelhante a equagdo 2.1. Isto é, podemos generalizar a nocdo de tempo
médio de permanéncia, apenas trocando em sua defini¢do a fungao caracteristica por
qualquer fungdo p-integravel:

n—1
lim Y p(F(0),
=0

n—+co 1] A

e damos a esta quantidade o nome de média orbital com respeito a func¢do (ou ao
observével) ¢. Com esta linguagem, a equacdo 2.1 diz que, em média com respeito
a medida invariante, as médias orbitais com respeito a uma fungdo ¢ sdo iguais a
média (espacial) de ¢ em M. Para elucidar melhor este ponto, apresentamos abaixo
um exemplo informal, que representa a filosofia da Mecénica Estatistica de Boltzman.

Exemplo 2.1.7. Suponha que M é a unido das particulas de um gds, e que f é uma lei que
diz como as particulas do gds se mexem dentro de um recipiente. Por um lado, temos uma
temperatura média em M. Por outro lado, imagine que fixemos um ponto p € M e consideramos
a sua Orbita pelo sistema f. Em cada ponto {p, f(p), f*(p), ...} podemos medir a temperatura e
considerar a média dos resultados obtidos no limite quando o niimero de iterados que tomamos
tende a 0. O que o teorema ergddico diz (na equagdo 2.1) é que, em média, o que vamos encontrar
ao fazer isso para todos os pontos de M é a temperatura média de M.

2.2 Existéncia de Medidas Invariantes

Uma outra pergunta bastante natural, que surge imediatamente apds apresentarmos a
defini¢do de medida invariante, é se dado um difeomorfismo f : M — M, existe uma
medida invariante para f. Veremos nesta secdo um modo construtivo de responder a
esta pergunta, o qual tem ainda outras aplicagdes.

A idéia béasica da construcdo é comecar com uma medida qualquer definida em
M e tentar forcar a invaridncia do seguinte modo: suponha que a medida seja v.
Consideramos as medidas dadas por v;(B) = v(f7(B)), fazemos uma média dessas
medidas para i = 0,..., 1, e tomamos o limite quando n — +oco. Como tomamos uma
média, com um ntmero grande de iterados a agdo de f vai sendo cada vez menos
sentida, e no final iremos obter uma medida invariante.

No entanto, para que tudo isso faga algum sentido preciso, necessitamos de uma
nogdo de limite para medidas, ou seja, precisamos colocar uma topologia no espaco
das medidas. Mais ainda, precisamos ter garantia que este limite exista, pelo menos



depois de passarmos a uma subsequéncia, ou seja, precisamos de compacidade nessa
topologia.

Como o espago das medidas é o dual do espago das fungdes continuas, pelo teorema
de Riesz, a topologia usada serd a topologia fraca®, e a compacidade sera garantida pelo
teorema de Banach-Alaouglu.®

No entanto, para tornar o texto mais auto-contido, preferimos seguir a apresentagao
feita em [21], e vamos a definir a topologia fraca* explicitamente. Como serd preciso
usar medidas que ndo necessariamente sdo medidas de probabilidade, somente nesta
se¢do, ndo iremos adotar a convencdo que fizemos na introducdo de que sempre que
falarmos de medida estaremos nos referindo a medidas de probabilidade.

Considere M;(M) o conjunto das medidas em M, tais que para toda p € M;,
p(M) < 1. Dada u € M;(M), e dado um conjunto finito F = {¢y, ..., ,} de funcoes
continuas ¢; : M — R, e dado € > 0, definimos o conjunto

f Pidv — f Pidp

E facil ver que os conjuntos V(u, F,€) com u e F variaveis definem uma base para uma
topologia em M;(M).

Vg, Ee) = {v e P(M);

<€, paratodo ¢; € F}.

Definigao 2.2.1. A topologia fraca* em M;(M) é definida como a topologia dada pela base
{V(u, E e€)).

Os resultados a seguir expressam propriedades muito tteis da topologia fraca*.
A sua demonstragdo pode ser encontrada no capitulo 3 de [21]. O primeiro deles
mostra como € a convergéncia de sequéncias em M;(M) munido da topologia fraca®, e
o segundo diz que esse espaco realmente tem as propriedades que esperdvamos acima.

Lema 2.2.2. Uma sequéncia {11} em My (M) converge a uma medida p em My (M) na topologia
fraca® se, e s6 se, f odu, — f ¢odu, para toda fungio continua ¢ : M — R.

Teorema 2.2.3. O espaco My (M) munido da topologia fraca* é metrizdvel e compacto.
Defina (M) como o espago das probabilidades de M;(M). Pelo lema 2.2.2 é ime-

diato que P(M) € M;(M) é um subespacgo fechado, em particular é compacto, pelo
teorema 2.2.3.

Suponha que tenhamos um difeomorfismo f : M — M. Dada uma probabilidade
1, podemos usar f e gerar uma nova probabilidade em P(M) via

fou(B) = u(f~(B)),

para todo conjunto B. Ao operador f. : P(M) — P(M) damos o nome de operador
de push-forward. Como f é continuo, o operador de push-forward também é continuo
(novamente, ver [21], pg. 34). Note que p é invariante se, e s6 se, u = f. .

3Ver [39], ou qualquer outro livro de Anélise Funcional.
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Agora podemos responder a pergunta que motivou esta se¢do. A estratégia heuristica
que apresentamos acima pode ser implementada sem problemas para mostrar que toda
transformacao continua em M admite uma medida invariante, e o leitor pode encontrar
este argumento no lema 3.10 de [21]. Vamos provar um enunciado ligeiramente mais
geral aqui, muito embora o argumento seja praticamente o mesmo. Note que, dado
f:M — M, entdo, para cadan € N,

n—1 n
1 1
ﬁ [E ; 6fi(x)] = E ; 6fi(x) (22)

Proposicao 2.2.4. Seja f : M — M um difeomorfismo. Considere uma sequéncia de pontos
{x,} em M e considere a sequéncia de probabilidades u, = %2?2—01 Ofitx,)- Entdo todo ponto
de acumulagio de {u,} é uma probabilidade invariante por f. Em particular, como P(M) é
compacto, existe uma probabilidade invariante por f.

Demonstragido. Nao hd perda de generalidade supor que u, — p. Nosso objetivo é
provar que f.u = p. Mas como f. é continuo, e como

lu - nl_l)r_floo n Z 6f] (oxn)”
usando 2.2 temos que

fip = lim — Z(sz(xn

n—+oo 1

No entanto, a expressdo do lado direito pode ser reescrita como

nlirf‘oo n Z Ofiy) = Ox, + Oprix,) |-

Portanto, para completar a prova, basta observar que lim,_,,. 26,, = 0 bem como

n
im0 %6 (e = 0, pois isto implica que

o= tim 2004

n—+oo 11

Para ver que as afirmagdes sdo verdadeiras, note que para toda probabilidade v, e para

todo boreliano B, temos que

1 1
—1(B) < —
—v(B) < -,

donde lim,,_, ; %V(B) = 0, e como 0y, e Ofr(x,) sdo probabilidades o resultado segue.t O

4Pelo lema 2.2.2 é facil provar que a convergéncia pontual nos borelianos, também chamada de
convergéncia forte, implica a convergéncia fraca®. A reciproca ndo é verdadeira em geral (cf. exercicio
3.2 de [21]).
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Daqui em diante, todos os conceitos serdo definidos relativamente a um difeomor-
fismo f : M — M fixado.

Definic¢do 2.2.5. Dado x € M, denotamos por M(x) o conjunto dos pontos de acumulagio das
medidas [1,(x) = %Z?:_Ol Ofity- Cada medida u € M(x) é chamada uma medida orbital do
ponto x. Como cada u, é uma probabilidade, toda medida u € M(x) é uma probabilidade.

Como consequéncia automadtica da proposi¢do anterior no caso em que x, é uma
sequéncia constante, obtemos o seguinte resultado:

Coroldrio 2.2.6. Toda medida orbital é uma probabilidade invariante por f.

As medidas orbitais serdo muito usadas ao longo deste trabalho. Iremos agora
estudar algumas de suas propriedades bésicas. A partir daqui, e em todo o resto do
trabalho ndo usaremos mais nenhuma medida que nédo seja medida de probabilidade.
Por estarazdo, voltaremos a adotar, daqui em diante, a convengdo de chamar as medidas
de probabilidade simplesmente de medidas.

Suponha que exista um ponto p tal que uma certa medida orbital de x d4 peso
positivo a toda vizinhanga desse ponto. Entdo, é razodvel esperar que a 6rbita de x
ird acumular em p. Para tratar dessa questdo de modo adequado, vamos relembrar a
defini¢do e algumas propriedades do suporte de uma medida.

Defini¢ao 2.2.7. Dada uma medida . € M, (M) definimos o seu suporte como sendo o conjunto
supp(u) = {x € M; u(V) > 0, para toda vizinhanga V de x}.

E facil ver que o suporte de u é um subconjunto fechado de M e portanto é compacto.
Além disso, observe que se x ¢ supp(u), entdo existe uma vizinhanga V de x tal que
p(V) = 0. Como M — supp(u) é aberto, podemos no maximo obter uma quantidade
enumerdvel de abertos V,, tal que U,;59V,, cobre M —supp(u) e cada V,, cumpre u(V,) = 0.
Desse modo, obtemos que p(M — supp(u)) = 0, portanto o suporte de uma medida
recebe sempre peso total. Além disso, se u é invariante por um difeomorfismo f, entdo
o suporte de u é um conjunto invariante, pois dados x € supp(u) e V uma vizinhanca
de f(x), como f!(V) é uma vizinhanca de x, e como u é invariante, temos que u(V) > 0.
Finalmente,

Lema 2.2.8. Seja p uma medida orbital de um ponto x. Entdo supp(u) C w(x).
Demonstragio. Considere p,; = %2281 Ofitx tal que p,, — u. Seja p ¢ w(x). Entdo,

existe uma vizinhanca V' de p tal que f"(x) ¢ V para todo n > 0. Tome € > 0 tal que
B(p,2e) Cc V. Em particular, para todo j, temos que

t; (B(p, 26)) = 0.

Considere uma fungdo bump ¢ : M — [0,1],i.e., o =1em B(p,€) e p = 0 em M — B(p, 2¢)
e ¢ é de classe C*. Entdo,

fqbd(u”] < luﬂj (B(P,ZG)),
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e como f dpn, — f ¢du, segue que

fcpdy =0.

No entanto, i (B(p,€)) < [ ¢dy, e portanto

H (B(p/ 6)) =0,

donde segue que p ¢ supp(u). m]

Se x € A, onde A é um compacto invariante, entdo w(x) C A. Como coroldrio, obte-
mos que para toda medida orbital de x, supp(u) C A. No entanto, o mesmo argumento
empregado no lema anterior se presta automaticamente a seguinte generalizagdo:

Lema 2.2.9. Suponha que A é um compacto invariante, e temos uma sequéncia x, € A, e
uma sequéncia de probabilidades u, como na proposigio 2.2.4. Entdo, se u é qualquer ponto de
acumulagio da sequéncia 1, vale que supp(u) C A.

Apesar de terem uma certa ingenuidade, tais resultados garantem um certo controle
sobre o suporte de medidas orbitais e serdo importantes nas aplicagdes que faremos
para estes tipos de medidas invariantes.

2.3 Medidas Ergédicas e o Teorema de Decomposicao

Agora que ja temos garantia da existéncia de medidas invariantes, vamos retomar o
exemplo 2.1.7. Lembre que o teorema ergddico nos dava garantia de que os valores das
temperaturas médias ao longo de 6rbitas oscilavam em torno da temperatura média
de M. Ainda assim, ndo temos uma informagdo precisa sobre o valor da temperatura
média em cada 6rbita. Contudo, imagine que estivéssemos na situacdo ideal, na qual,
para a maioria dos pontos, ao calcularmos a temperatura média ao longo de sua 6rbita,
obtivéssemos a temperatura média de M. Isto seria como se cada particula guardasse
em si o comportamento de todo o sistema.

Num contexto geral, esta propriedade poderia ser traduzida assim: dada uma
medida u invariante por um difeomorfismo f, para u-quase todo ponto, a média
orbital com respeito a qualquer observével ¢ é igual ao valor médio desse observavel
com respeito a u. Em outras palavras, para x num conjunto de medida u total vale que

- 1 n-1 .
Jim 5 X o) = [ oan 23)

para toda fungdo u-integravel ¢ : M — R. Se u é uma medida com esta propriedade,
dizemos que u é uma medida ergddica. E evidente que as medidas ergédicas sdo especiais.
Nesta sec¢do, iremos estudar um pouco as suas propriedades e tratar a questdo de como
obter medidas ergodicas.
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De modo anélogo a noc¢do de conjunto invariante por um difeomorfismo, dizemos
que ¢ : M — R é uma fungdo invariante se ¢ o f = @. A préxima proposicdo diz que
um conjunto A invariante por um difeomorfismo f que admite uma medida ergédica
p ndo pode ter medida 0 < p(A) < 1.

Proposicao 2.3.1. Seja u uma medida invariante para um difeomorfismo f : M — M. Entio,
as afirmagoes a seguir sido equivalentes.

1. u é uma medida ergédica para f.
2. Para todo suconjunto A C M invariante, u(A) = 0 ou u(A) =1

3. Toda fungio invariante é constante num subconjunto de medida total.

A prova deste resultado é bastante simples e pode ser encontrada no capitulo 5 de
[21].

Exemplo 2.3.2. Se p um ponto periddico para f, e 11, é a medida periddica, entdo 1, é ergodica.
Com efeito, se A é um conjunto invariante com p,(A) > 0, entdo entido A contém um ponto
da orbita de p, e por invaridncia deve conter a érbita de p inteira. Portanto u,(A) = 1. Pela
proposicio 2.3.1 segue que L1, é ergodica.

Exemplo 2.3.3. Considere um conjunto B C M e u uma medida invariante e ergddica para
f. Neste contexto, podemos responder a uma pergunta feita anteriormente. Seja P C M tal
que para todo b € P, fF(b) € B, se, e s6 se, p é um niimero primo. Pelo Teorema dos Niimeros
Primos®, isto implica que o tempo médio de permanéncia da 6rbita b em B é zero, para todo
b € P. Com efeito, para b € P, ao calcularmos o tempo médio de permanéncia da orbita de b em

B, iremos obter
. mi(n
lim —),
n—o0 n

onde 1i(n) é quantidade de niimeros primos menores ou iguais do que n. O Teorema dos Niimeros

Primos diz que, assintoticamente, L) S portanto @ — 0. Como u é ergddica, se

n logn’
u(P) > 0, entdo existe pelo menos um ponto b € P tal que o tempo médio de permanéncia da
orbita de b em B é iqual a u(B), e portanto u(B) = 0. Isto prova que se B tem medida positiva,
entdo os pontos que retornam a B exatamente nos iterados primos sdo despreziveis do ponto de

vista da medida.

A seguir vamos apresentar um teorema que diz como é possivel obter uma medida
ergddica a partir de uma medida invariante. A sua prova pode ser encontrada em [23]

Definigao 2.3.4. Dizemos que um subcojunto A C M possui probabilidade total se u(A) =1,
para toda medida invariante L.

Teorema 2.3.5 (Teorema de Decomposicdo Ergddica). Seja f : M — M um difeomorfismo.
Entdo, existe um subconjunto Ey C M de probabilidade total tal que, dada uma medida

SPara o enunciado preciso e uma prova, ver [4].
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invariante |, para u-quase todo ponto x € Ey existe uma medida ergédica i, de forma que
x € supp(uy) C supp(u), toda fungio ¢ : M — R p-integrdvel é i, integrdvel e

fM(wadyx)dy:fM(m

A cada medida ergoédica iy, como no teorema, damos o nome de representante da
decomposigdo ergddica de . Para os nossos propésitos, o resultado pode ser visto as-
sim: dada uma medida invariante com alguma propriedade especial expressa por
meio da integral de uma funcdo, sempre podemos escolher um representante da sua
decomposicdo ergddica, de modo que a propriedade ainda valha. Isso nos permitira,
em diversas situagdes, ao encontrar uma medida invariante, supor (sem perda de gen-
eralidade) que ela é ergddica. Na proxima segdo, teremos oportunidade de empregar
tal procedimento.

2.4 Orbitas J-fracas

Obviamente, as orbitas periddicas sdo aquelas cujo comportamento assintético é o
mais trivial possivel. Por isso mesmo, sua importancia na descricdo da dinamica de
determinados sitemas ¢ monumental. De fato, em certos contextos é possivel obter
propriedades extremamentes fortes a partir de comportamentos simples de 6rbitas
periddicas que persistam por perturbagdes suficientemente pequenas. Um exemplo
disto, é o proprio Teorema de Aratjo, no qual, como veremos no decorrer dos préximos
capitulos, a partir da condicdo de finitude robusta do ntiimero de pogos é possivel
concluir hiperbolicidade essencial. Situa¢des semelhantes irdo aparecer no capitulo 08.
Nesta se¢do, vamos introduzir uma classe de 6rbitas periddicas que é muito importante,
quando estamos nesta condigdo de finitude robusta do niumero de pogos.® Em toda
esta secdo estardo fixados um difeomorfismo f : M — M e um ntimero 6 > 0.

Definicao 2.4.1. O conjunto P(5, f) é o conjunto dos pontos periddicos p tais que

L log | detd f"P(p)| < o.

T(p)

E imediato que S(f) C P(5, f), pois se p é um poco |detd ™) (p)| < 1. Mas, pode
ocorrer que existam pontos em P(6, f) que ndo sejam pogos.

Exemplo 2.4.2. Suponha M tem dimensio 2 e que p é um ponto fixo tal que df (p) possui 2 e 3
como autovalores. Entdo é claro que p € P(5, f). Por outro lado, se os autovalores sio 20 e 3, e
se 6 for pequeno, entdo p nio pertence a P(5, f).

O exemplo acima d4 um significado intuitivo ao conjunto P(6, f) a partir da contragao
e da expansdo que df™P)(p) apresenta. Se p € P(§, f), e a derivada apresenta uma

A definicdo precisa desta condigdo serd dada no capitulo 04.
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expansdo, entdo ela tem que apresentar uma contracdo suficientemente forte para
“compensar”o determinante. Em particular, se 6 < 1, P(6, f) ndo pode conter fontes.

Por outro lado, note que se p € P(5, f), entdo p estd no suporte de uma medida
ergddica, pois a medida periddica u, € ergdédica. Além disso, vale que

n(p)-1

f log|detdfldu, = %p) Z log | detdf(f/(p))l = L
j=0

log | detd f™® < 0.
) gldetd ™ (p)|

Isto motiva a defini¢do a seguir.

Definicdo 2.4.3. Dizemos que uma probabilidade invariante ergddica p pertence a M(5, f) se
flog |detdfldu < 6. Definimos o conjunto X.(6, f) = Uueme,f) supp(u)

Observe que toda medida periédica de um ponto em P(6, f) pertence a M(5, f),

portanto P(5, f) C X(5, f). Além disso, como o suporte de uma medida invariante é
um conjunto invariante, e como o fecho de um conjunto invariante é um conjunto
invariante, é facil ver que 2(6, f) é um subconjunto compacto e invariante de M.

Dado um difeomorfismo arbitrdrio ndo é garantido que P(5, f) # 0. Para contornar
essa dificuldade, usamos o conjunto X(6, f), que, conforme vamos provar a seguir, é
ndo-vazio. Mais ainda, veremos um meio muito simples de se produzir medidas que
enxergam X(, f). Tudo comecga em olhar as 6rbitas, ndo necessariamente periddicas,
mas que apresentam um comportamento parecido com os pontos em P(§, f).

Definicao 2.4.4. Uma orbita O(x) é dita J-fraca se, existe N > 0 tal que n > N implica
|detdf"(x)] < (1 +0)".

Denotamos por A(6, f) o conjunto de todas as érbitas J-fracas. O préximo lema
garante que este conjunto é relevante sob o ponto de vista da medida de Lebesgue de
M.

Lema 2.4.5. Se m é a medida de Lebesgue normalizada de M entdo m (A(9, f)) = 1.

Demonstragido. Tome um € > 0 e dado n € N, seja A, = {x € M;|detdf"(x)| > (1 + 6)"}.
Observe que para todo N > 0,

+00

(M= A € AG, £,
n=N
e portanto
m(A@, f)) > 1 —m(U AH) > 1 —Zm(An). (2.4)
n=N n=N

Por outro lado, como f" é um difeomorfismo, aplicando a férmula da mudanca da
varidveis a fungdo constante igual a 1, temos

1= f |detdf"|dm > f |detdf"|dm > (1 + 6)"m (Ay),
M An
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donde segue que
1

(1+06)"

Logo, tomando N grande o bastante para que ).,y m(A,) < € segue de 2.4, que

m(A,) <

+00
m (A, f)) =1 - Zm(/\n) >1-e.
n=N
Como € > 0 é arbitrério, o lema estad provado. m|

E razoavel esperar que se considerarmos a medida orbital gerada por uma 6rbita
J-fraca, ela pertenca a M(§, f). De fato, é isto que diz o préximo lema.

Lema 2.4.6. Se x € A(6, f) e u € M(x) entio flog |detdfldu < o.

Demonstragio. Seja x € A(O, f), e considere u € M(x). Entdo, por defini¢do, existe uma
subsequéncia n; — +oo tal que

p = lim y; = lim —Z(Sf,(x)

z—>+oo i—+o0 11;

Como x € A(, f), existe N > 0 tal que n > N implica |detd f"(x)| < (1 +6)". Além disso,
pelo teorema do valor médio, log(l + 6) < 6. Portanto, tomando i suficientemente
grande temos que

ni—1
1y ; 1
flog |detdfldu; = p Z log|detdf(f/(x))| = o log | detdf" (x)]
i =0 i
1 .
< p log(1 + 6)" =log(1 + o),

portanto flogldetdfldy =lim; e flog |detdfldu; <log(1l+0) <. m|
Observe que a medida orbital gerada por uma 6rbita J-fraca, ndo necessariamente
é ergddica e por isso ndo podemos dizer de imediato que ela pertence a M(6, f). No
entanto, isto pode ser contornado usando o Teorema da Decomposi¢do Ergédica. Com
efeito, se u € M(x) com x € A(, f), pelo Teorema da Decomposicdo Ergddica, ex-

iste &y C M conjunto de probalidade total tal que a cada y € &y estd associada u,
probalidade invariante e ergédica para f, com y € supp(u,), e satisfazendo

flogldetdfldy:f (f logldetdfldyy)dy.
M & \IM

Observe que o conjunto

C={yeéw flogldetdfldyy < 6}
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possui medida u positiva, pois, se A = M - C e u(A) = 1 entao

f(f logldetdfldyy)dy
& \IM

f(f logldetdfldpy) du > ou(A) =6,
A\Im

violando o lema 2.4.6. Desse modo, existe um representante da decomposicdo ergddica
de u que pertence a M(6, f). Usando isto, sempre que aplicarmos o lema 2.4.6, podemos
supor que u é ergddica.

f log|detdf|du
M

Além disso, observe que y € C implica u, € M(9, f), e desse modo y € supp(u,) C
Y.(0, f). Portanto u, (X(6, f)) > uy(supp(uy)) = 1. Com isto, obtemos que

WO = [ (e N> fc iy (66, ) du

Y

fldy = u(C) > 0.
c

Em particular, segue que X(9, f) é ndo vazio. Ou seja, provamos o

Lema 2.4.7. Paratodo 6 > 0 e Lebesgue quase todo ponto x € M temos que para toda u € M(x),
w(X(6, f)) > 0. Em particular, (6, f) é ndo vazio.

O lema acima garante que ao provarmos resultados sobre X(, f), ndo estaremos
falando do vazio. Por outro lado, ao tentar provar alguma coisa sobre X (6, f) (como por
exemplo, hiperbolicidade) esbarramos na dificuldade conceitual, pois sua defini¢do
envolve de modo crucial o uso de medidas ergddicas, e pode ser dificil relacioné-
las com a conclusdo desejada. Um caminho, pode ser usar novamente as orbitas
periddicas P(6, f), via perturbacdes. Na proxima secdo iremos aprender a fazer este
tipo de perturbagdo que nos permite “trocar”um ponto em X(6, f) por um ponto em
P(6, g), com g proximo de f.

2.5 O Ergodic Closing Lemma de Mafié

Como as orbitas periddicas sdo fundamentais em certos contextos, principalmente
quando valem propriedades que persistem por perturbagdes suficientemente peque-
nas, é natural tentar realizar uma pequena perturbagdo que transforme uma 6rbita
recorrente, por exemplo, numa 6rbita periédica. Existe um resultado cldssico, devido
a Charles Pugh [34], que permite fazer isto.

Teorema 2.5.1 (Closing Lemma). Sejam f : M — M um difeomorfismo de classe C' e p um
ponto recorrente para f. Para toda vizinhanga U de f, na topologia C', existe ¢ € U tal que p
¢ um ponto periédico para g.
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No entanto, hd uma dificuldade séria no closing lemma a qual impede, por exemplo,
que o apliquemos para que um ponto x no suporte de uma medida em M(5, f) se torne
um ponto em P(§, g), para um difeomorfismo g préximo de f. Isto se da, porque o closing
lemma ndo controla a érbita periddica criada, de modo que a g érbita de x poderia se
afastar de sua f Orbita, e isto poderia fazer a média temporal de x para g, com respeito
a fungdo log | detdg|, se afastar de o, e portanto poderiamos néo ter p € P(§, g). Ou seja,
a dificuldade toda estd em fazer com que a 6rbita periddica criada pela perturbacdo
esteja sempre proxima da 6rbita recorrente original.

Em [24] Mafié provou que é possivel realizar isto, se nos restringirmos a um conjunto
de probabilidade total de pontos em M. A seguir, iremos enunciar o seu ergodic closing
lemma.

Dado € > 0, seja Be(f,x) = U,ezB(f"(x),€). Considere L(f) o cojunto dos pontos
x € M com a seguinte propriedade: para toda vizinhanca U de f e todo € > 0 existem
S€UepePer(g),g=femM-Bf, x)e

d(f'(x),§'(p)) < € paratodo 0 < j < m(p),
onde 7 (p) é o periodo de p.
Teorema 2.5.2 (Ergodic Closing Lemma). X(f) é um conjunto de probabilidade total.

Antes de prossegirmos, é oportuno estabelecermos uma linguagem que facilitara a
referéncia a alguns resultados deste capitulo, e fard com que muitos enunciados fiquem
mais limpidos.

Definicao 2.5.3. Dada uma medida u, invariante e ergdédica para f, x € supp(u) é dito um
ponto genérico se x cumpre todas as propriedades que valem para p-quase todo ponto deste
trabalho.” Em particular, x é recorrente, satisfaz a equagio 2.3, e pertence a X(f).

Observe que os pontos genéricos sdo densos no suporte da medida. Com efeito,
dado y € supp(u), e dada V vizinhanca de y, como u(V) > 0, e como o conjunto dos
pontos genéricos possui medida total, segue que existe um ponto genérico em V.

Exemplo 2.5.4. Considere uma medida 11 € M(6, f), e x € supp(u) um ponto genérico. Entdo,
como x é genérico,

n-1
lim %Zlogldetdf(fj(x))l = flogldetdfldy <9,
j=0

n—+oo
e como | detd f*(x)| = H?z_ol | detdf(f/(x))|, obtemos que

lim %logldetdf”(x)l <o.

n—+oo

Isto prova que se um ponto genérico x € supp(u) é periddico, entdo x € P(9, f), pois nesse caso
im0  log | detdf"(x)| = = log | detd f™(x)!.

7Além dos resultados deste capitulo, somente a se¢do 3.4, do préximo capitulo, contém outras pro-
priedades que valem para quase todo ponto com respeito a medidas invariantes.
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Com o ergodic closing lemma, podemos provar que um ponto genérico no suporte de
uma medida em M(6, f) pode ser aproximado por pontos periédicos em P(§, g), para
difeomorfismo préximos de f.

Antes de provar o teorema, vamos explicar informalmente a idéia do argumento.
Suponha que x é um ponto genérico, e que g é um difeomorfismo préximo de f pos-
suindo um ponto periédico p cuja g-6rbita acompanha a f-6rbita de x, como dado pelo
ergodic closing lemma. Se considerarmos as fungdes 1 := log|detdg| e ¢ := log|detdf],
como g estd C'-proxima de f, i estda C'-proxima de ¢. Logo, os valores de ¢ e ¢ em
pontos préximos diferem pouco.

E af entra o ponto crucial, pois como a g-Orbita de p estd préxima da f-6rbita de x,
podemos provar que ¥(g/(p)) ~ ¢(f/(x)), para todo j. Com isto, teremos que a média
temporal para g da funcdo 1 estd préxima da média temporal para f da fungdo ¢p. Como
a média temporal para f da funcdo ¢ estd proxima de f ¢dyp < 6, a média temporal
para g da fungdo ¥ também serd menor do que 6, implicando que o ponto periédico p
pertence a P(6, g).

Teorema 2.5.5. Dado f € Diff' (M), se x € X5, f), existem g, — f na topologia C*, possuindo
Pn € P(5, 1), pn — x.

Demonstragio. Basta provar que todo pontono suporte de uma medida p € M(9, f) pode
ser aproximado por pontos periédicos em P(6, g,), para difeomorfismos g, préximos
de f. Como os pontos genéricos sdo densos no suporte de u, é suficiente provar que
todo ponto genérico no suporte de i possui tal propriedade. Fixemos entdo p € M(, f)
e um ponto genérico x € supp(u).

O primeiro passo é obter uma sequéncia g, — f, possuindo pontos periédicos
Pn — X, cujas respectivas medidas peridédicas u, — u, na topologia fraca®. Dai seguira
que para todo n suficientemente grande, temos p,, € P(, g).

Fixe um n € N e tome V = V(u, F,B), com F = {¢, ..., o} € C°(M), uma vizinhanca
basica de u na topologia fraca* tal que v € V implica d(v, u1) < 1. Como p é ergédica e x
¢ um ponto genérico, para cada j = 1,..., N, existe um n; € N tal que, se k > n;, entdo

1 k-1 .
- (Fi()) — A
k;d)](f ®) f ¢jdy

Considere 7 = max{n;} e tome y > 0 tal que

.t

y < min{d(f(x),x);1 <i <7,

e ainda de forma que se d(a,b) < y entdo d(¢;(a), (b)) < g, paratodo1l < j <N, via
continuidade uniforme das fungdes ¢;.

Como x € L(f), existe g, € Diff' (M), L-préximo de f, possuindo um ponto periédico
px tal que
A(f (), &u(pn) <

4

N =
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para todo 1 <i <k, onde k = n(p,). Em particular, pela escolha de y isto implica que
k >n. Além disso, para todo 1 < j < N, temos que

‘fqudﬁp—fqudﬂ

=~

-1

< +

g

NI S

1 ' 1 k-1 ' 1 k-1 ‘
F L)~ L otr )+ [p Lot~ [ o

1

< +

<pB,

NI

e portanto a medida periédica u, associada a p, pertence a V, o que implica que
At ) < 1.

Por fim, sejam ¢ = log|detdf| e ¢, = log|detdg,|. Como u € M(5, f), temos que

fgbdy <0,

logo existe um ntimero a > 0 tal que se

- [

entdao f Yudpy < 6. Como g, — f, temos 1, — ¢ na topologia C° e como y, — u
na topologia fraca®, segue que para todo n suficientemente grande ||, — ¢|| < a e
| f odu, — f qbdy| < a. Portanto, pela desigualdade triangular,

‘ f Yudptn — f pdu f Pepin — f cPdu'

e isto prova que para todo n suficientemente grande, p, € P(, gn)- m|

< 2a,

< f 90— Ol +

< a+a=2aq,
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Capitulo 3
Dinamica Hiperbdlica

Um objetivo central na teoria dos sistemas dindmicos é entender a estrutura de 6érbitas
(tanto do ponto de vista topol6gico quanto do ponto de vista estatistico) da maioria dos
sistemas. Uma classe que inicialmente achava-se que constituiria a maioria é a classe
dos sistemas estruturalmente estdveis, aqueles cuja estrutura topolégica de 6rbitas
permanece inalterada por perturbagdes suficientemente pequenas. Naturalmente, car-
acterizar esta classe de sistemas é de suma importancia para decidir se de fato eles
constituem a maioria. A nocdo de hiperbolicidade surge entdo como uma fonte de
estabilidade, nos trabalhos de Anosov [2] sobre o fluxo geodésico em variedades de
curvatura negativa. Matemadticos como Hopf, Andronov e Peixoto também obtiveram
resultados nessa direcdo.

Com os trabalhos de Smale [37], e outros matemadticos, surgiu a noc¢do central
de sistema Axioma A, e o conceito de hiperbolicidade ganhou for¢a uma vez que
foi provado que ele implicava em estabilidadde. A questdo reciproca, de saber se
a estabilidade também implicava hiperbolicidade ficou conhecida na década de 70
como a Conjectura da Estabilidade. Este tornou-se um problema central, ja que, com a
intensa pesquisa a estrutura de 6rbitas dos sistemas hiperbdélicos acabou tornando-se
razoavelmente bem entendida e, portanto, uma resposta afimativa a Conjectura da
Estabilidade implicaria no conhecimento da estrutura de 6rbitas dos sistemas estéveis.
Por outro lado, também implicaria que a maioria dos sitemas ndo seria estdvel, uma vez
que ja se conheciam exemplos de conjuntos abertos inteiramente formados por sitemas
nao hiperbdlicos. A conjectura teve uma resposta afirmativa, com a solu¢do de Marié
[25] no final dos anos 80 para o problema.

Neste capitulo iremos definir hiperbolicidade e estudar suas principais propriedades.
Para ndo fugirmos ao tema principal do trabalho, as relacdes mencionadas acima entre
hiperbolicidade e estabilidade serdo discutidas somente no capitulo 08.

Assim como o capitulo anterior, este tem somente a intensdo de ser um survey
sobre o assunto, e coletar pre-requisitos necessarios ao entendimento das principais
demonstracoes. Para maiores detalhes remetemos o leitor aos livros [13], [28], [10], [35]
e [40].
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3.1 Hiperbolicidade Local

Seja f : M — M um difeomorfismo e considere p um ponto fixo para f, ou seja, f(p) = p.
Dizemos que p é hiperbélico se df(p) : T,M — T,M nédo possui autovalores de médulo
igual a 1. Isto faz com que T,M se decomponha como E° @ E*, onde E° é o subespago
gerado pelos autovalores de médulo menor do que 1, e chamado o subespaco estivel
e E* é o subespago gerado pelos autovalores de médulo maior do que 1, chamado o
subespaco instdvel. Além disso, para todo vetor v € E°, df"(p)v — 0 quandon — +oo e

para todo vetor u € E*, df "(p)u — 0 quando n — +oco.

Ou seja, o comportamento qualitativo da derivada num ponto fixo hiperbdlico é
muito simples: todo vetor no subespaco estavel sofre contracdo pela agdo positiva
da derivada e todo vetor no subespaco instdvel sofre contragdo pela agao negativa
da derivada, o que implica em expansdo.! Como a derivada ¢é a linearizagdo do
difeomorfismo, é razodvel esperar que o difeomorfismo, ao menos topologicamente,
também se comporte assim numa vizinhanca de p. Este é o contetido do teorema de

Hartman-Grobman.

Teorema 3.1.1 (Teorema de Hartman-Grobman). Seja f : M — M um difeomorfismo e
p um ponto fixo hiperbélico. Entdo, existem uma vizinhan¢a U de p, uma vizinhanga V de
0 em T,M e um homeomorfismo h : U — V que leva érbitas de f em 6rbitas de df(p), i.e.

hof=df(p)oh.

Um ponto periédico p é dito hiperbélico se é um ponto fixo hiperbdlico para f™).
Trocando f por f™#), obtemos o teorema de Hartman-Grobman para pontos periédicos
hiperbdlicos.

Exemplo 3.1.2. Seja p € S(f) um pogo para f. Entdo é claro que p é um ponto periédico
hiperbélico. Similarmente, se p é um poco para f~', p é um ponto periédico hiperbdlico, pois,
neste caso, todos os autovalores de df™?)(p) possuem médulo maior do que 1.

Um pogo para f~! é dito uma fonte para f. Usando o teorema de Hartman-Grobman
podemos descrever o comportamento de f numa vizinhanga de um pogo.

Definicdo 3.1.3. Seja p € S(f), e seja U a vizinhanga de p dada pelo teorema de Hartman-
Grobman. Dizemos que U é a bacia de atragdo local de p, ou simplesmente a bacia local de
p. Considere B(p) = U,»of "(U). Dizemos que B(p) é a bacia de p.

Note que, se p é um pogo e B(p) é a sua bacia, entdo para todo ponto x € B(p),
d(f*¥)(x),p) — 0. Isto permite descrever intuitivamente a bacia de p (a qual é aberta!)
como o conjunto dos pontos cuja 6rbita futura “morre”em p. Em particular, nenhum
ponto x € B(p) — {p} é recorrente. Com efeito, por continuidade existem ry > 0, r; >
0,...,7n—1 > 0, onde n = 7t(p), tais que

B(f'(p), ) N B(f/(p), 1)) = 0,

IDizer que um vetor é expandido pela acdo positiva da derivada nao caracteriza o subespaco instével,
pois todo vetor fora do subespago estdvel é expandido pela a¢do positiva da derivada.
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sei # j, e ainda tais que
£ (B(f (o) 7)) € B(F*'(p), i),

paratodoi=0,..,n—-2,e

£ (B (p), 7)) € Blp, o).

Sem perda de generalidade, podemos supor que x € B(p,ry) C B(p). Dai, temos que x
s6 pode retornar a B(p, 1y) nos iterados da forma kn(p), k € N. Por outro lado, tomando
um r > 0 tal que B(p,r) N B(x,r) = 0, e B(x,r) C B(p, 1), como f**®(x) - p quando
k — +oo, existe um N > 0, tal que k > N implica f**®)(x) € B(p,r). Logo, para todo
k> N, f*®)(x) ¢ B(x, 7). Como os iterados de x que ndo sdo mdltiplos de 7(p) estdo fora
de B(p, rp), temos que a 6rbita de x ndo retorna infinitas vezes a B(x,r). Portanto x ndo
é recorrente. Usando isso, temos o seguinte

Lema 3.1.4. (6, f) — S(f) é um compacto invariante

Demonstragido. Como os pontos recorrentes sdo densos em X(9, f), ndo pode existir
nenhum ponto de Z(6, f) — S(f) dentro da bacia de um pogo, poisisto levaria a existéncia
de pontos recorrentes dentro da bacia do pogo, o que, como vimos acima é impossivel.
Como a bacia de um pogo ¢é aberta, isto prova que S(f) C (6, f) é isolado, e portanto
X(6, f) — S(f) é fechado. Como M é compacta, X(0, f) — S(f) é compacto. Além disso,
como S(f) é formado somente por pontos periddicos, e Z(6, f) é invariante, é claro que
(0, f) — S(f) é invariante. O

De fato, os argumentos usados acima para provar que os pogos sdo isolados em
(0, f) também se prestam para provar que os pogos sdo isolados no conjunto nao-
errante.” Vamos destacar isto como um corolario para uso futuro.

Coroldario 3.1.5. S(f) é um subconjunto isolado de CQ(f)

Obviamente, valem resultados andlogos para fontes. No caso de um ponto periédico
que ndo é pogo nem fonte, a descri¢do obtida pelo teorema de Hartman-Grobman nao
fornece uma informacéo tdo precisa, como a existéncia de uma bacia de atracdo. No
entanto, observe que os pontos no subespaco estdvel sdo assintéticos a origem pela
acdo da derivada. Logo, a sua imagem pela conjugacdo fornece um subconjunto de
pontos de M que sdo assint6ticos ao ponto p. Como no caso de pogos obtivemos um
aberto com esta propriedade, é natural perguntar se seria possivel obter uma estrutura
de subvariedade para este conjunto. A resposta é fornecida pelo teorema da variedade
estavel. Antes de enuncid-lo, vamos estabelecer uma outra propriedade importante
sobre pontos periddicos hiperbdlicos e dar algumas defini¢oes.

Note que se p é um ponto periédico hiperbédlico para f, entdo df™P(p) — Id ¢ um
isomorfismo. Usando este fato e tendo em vista o terema da fun¢do implicita em espagos
de Banach podemos provar que pontos fixos hiperbdlicos sdo isolados e persistem por
perturbagdes suficientemente pequenas.

20 cojunto nao-errante, denotado por Q(f), é formado pelos pontos p € M, tais que para toda
vizinhanga U de p existe n > 0 tal que f*(U) N U # 0. Usando a compacidade de M é possivel provar que
Q(f) # 0. Ver, [41] capitulo 05.
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Teorema 3.1.6 (Continuagdo Analitica). Sejam f um difeomorfismo de classe C" em M e p
um ponto periddico. Entdo existem uma vizinhanca C" U de f e uma vizinhanca U de p tais
que todo se § € U entdo existe um tinico ponto periddico de perido n(p) para g em U. Além
disso, a fungdo que a cada § € U associa o ponto periddico para g de periddo m(p) é continua.

Demonstragio. Como o problema é local, podemos supor que M = R". Dai, o mapa
F : Diff'(R") x R" — R",

definido por F(g,x) = g"P)(x) — x, satisfaz F(f,p) = 0, d,F = Id e d,F = dg"?) — Id. Com
isso, podemos aplicar o teorema da fungdo implicita e obter vizinhancas U de f, U de
p e uma fungdo continua C : U — U, tal que se {(g) = p, entdo F(g,p,) = 0, portanto p,
é ponto periddico de periodo 7t(p) para g. m|

Daqui em diante sempre que dissermos a continuagio analitica de p ou a vizinhanga
dada pela continuagdo analitica estaremos nos referindo ao teorema anterior.

Defini¢ao 3.1.7. Dado p um ponto periddico hiperbélico de um difeomorfismo f : M — M.
Definimos, respectivamente, o conjunto estdvel de p e o conjunto instével de p por

Wi(p) = {xeM; d(f"(x), f"(p)) = 0, quando n — +oo},

W(p) ={x e M; d(f"(x), f "(p)) = 0, quando n — +oo}.

Dado B > 0 definimos também o conjunto estdvel local e o conjunto instdvel local de p
pondo, respectivamente,

W;(p) ={xeM; d(f"(x), f"(p)) < p, paratodon >0},

Wg(p) ={xeM; d(f"(x), f "(p)) < B, paratodon > 0}.

Note que os conjuntos estdvel/instdvel de p sdo invariantes por f.

Definicdo 3.1.8. Sejam S e R subvariedades de classe C" de M e € > 0. Dizemos que S e R estio
e-C"-préximas se existe um difeomorfismo de classe C" h : R — S, tal que Is o h estd e-préximo
de Ig na topologia C", onde Is : S — M e Iz : R — M denotam as aplicagdes de inclusio.

Teorema 3.1.9 (Teorema da Variedade Estével). Sejam f € Diff (M) e p um ponto periédico
hiperbélico. Considere E° o subespago estivel de T,M por d f™P)(p). Entdo, vale o seguinte

a) We(p) é uma subvariedade de classe C" imersa injetivamente em M, e o espago tangente
a W(p) em p é E°. Além disso, existe um p > 0O tal que W;(p) C W2(p) e é um disco

mergulhado de classe C".3

30u seja, é a imagem de uma bola em E° por um difeomorfismo de classe C'.

24



b) Considere a vizinhanga U de f dada pela continuacio analitica de p. Dado € > 0
existe uma vizinhanga V C U tal que para todo difeomorfismo g € V, existe um disco
mergulhado D C Wi(p,) e-C" proximo de Wi(p), onde p é a continuagdo analitica de p.

Trocando f por f~! obtemos um resultado anélogo para a variedade instavel. Daqui
por diante, sempre que nos referirmos a variedade estdvel/instavel (local) de p estare-
mos nos referindo aos conjuntos estavel/instavel (locais) de p dados pelo teorema da
variedade estavel.

O préximo resultado que iremos enunciar é um teorema classico, e extremamente
atil. Para uma prova, remetemos o leitor a [13].

Teorema 3.1.10 (A-lema). Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto fixo hiperbélico
para f. Considere D um disco mergulhado de mesma dimensido que W"(p), que intersecta
transversalmente W*(p). Entdo, para todo € > 0 existe um ny tal que se n > ng etdo f"(D) estd
e-C' préximo da variedade instivel local de p

Ou seja, se tomamos um disco D transversal a variedade estdvel, com mesma
dimensao que a variedade instdvel, entdo os iterados f"(D) sdo subvariedades que vao
acumulando em Wi(p), quando n — +co.

Os resultados enunciados acima forncecem bastante informagdo sobre a dindmica
proxima a um ponto periddico hiperbdlico. No entanto, podemos nos perguntar se
Orbitas periddicas hiperbdlicas sdo frequentes o bastante para que tais resultados pos-
suam alguma utilidade. A resposta é que, genericamente (de fato C" genericamente!),
todo difeomorfismo possui somente 6rbitas periédicas hiperbdlicas. O teorema que
responde isto, é conhecido como Teorema da Kupka-Smale, e ele ainda diz mais do que
isso.

Definic¢do 3.1.11. Dadas V e N subvariedades de M, dizemos que V e N sio transversais se
VNN = 0ou, para cadap € VNN, tivermos T,N + T,V = T,M.

Teorema 3.1.12 (Kupka-Smale). Para todo r > 1, existe um residual KS" tal que todo difeo-
morfismo f em KS" cumpre

a) Todos os pontos periddicos de f sio hiperbélicos

b) Para todo par de pontos periddicos p e q de f, W*(p) e W*(q) sdo transversais

Logo, a questdo de saber se a hiperbolicidade de 6rbitas periédicas é ou ndo abun-
dante fica reduzida a saber se a existéncia de 6rbitas periédicas é, ou ndo, uma pro-
priedade abundante. Est4 pergunta ainda esta em aberto para topologias C" com r > 1,
e na topologia C! a resposta é fornecida pelo closing lemma, que enunciamos no capitulo
anterior. De fato, usando o closing lemma, pode-se provar o seguinte resultado:

Teorema 3.1.13 (Teorema de Densidade Geral de Pugh). Existe um residual em Diff' (M)
tal para todo f neste residual tem-se Q)(f) = Per(f).

Como o conjunto ndo-errante é sempre ndo vazio, o resultado acima garante que
Cl-genericamente Orbitas periodicas existem. Uma prova do Teorema de Densidade
Geral de Pugh, assumindo o closing lemma, pode ser encontrada em [35] e [29].
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3.2 Conjuntos Hiperbélicos

A hiperbolicidade de um ponto fixo implica em contracdo e expansdo exponenciais
pela agdo da derivada, em dire¢des complementares de T,M. Se pretendemos gener-
alizar isto para um conceito semi local, podemos trocar o ponto fixo por um compacto
invariante A, e pedir, por definigdo, a existéncia de dire¢des complementares, agora em
T'AM, nas quais ocorram, respectivamente, contracdo e expansao exponenciais.

Defini¢ao 3.2.1. Dizemos que um compacto A C M invariante por um difeomorfismo f,
¢ um conjunto hiperbélico se existe uma decomposigio do fibrado tangente restrito a A,
TAM = E° @ E* df-invariante, ou seja df(x)E] = Bty 0 =sue tal que existam constantes
C > 0e0 < A < 1satisfazendo, para todo x € A etodon € N,

L ||df"x)le:
2. |l df @l | < CA™A

|<car,

A definicdo acima exige que as taxas de contragdo e expansdo ndo dependam do
ponto escolhido em A, e esta é uma hipétese forte. Por esta razdo, em certos contextos,
um conjunto A como na definigdo acima é dito uniformemente hiperbélico. Nao iremos
adotar esta terminologia aqui, no entanto, mais a frente, discutiremos um pouco o
contexto ndo-uniformemente hiperbélico.

Propriedades de Conjuntos Hiperbélicos

Nesta secdo vamos tentar explorar um pouco a definicdo de um conjunto hiperbélico.
Comecamos apresentando uma reformulacdo da noc¢ao de hiperbolicidade que é muito
atil.

Definicao 3.2.2. Se A é um compacto invariante por um difeomorfismo f, e E é um subfibrado
df-invariante de TAM, dizemos que E é contrator para f, se existem constantes C > 0 e
0 < A <1 tais que

ldf" o] < ca,

para todo x € A e todo n € N. Dizemos que E é expansor se é contrator para .

Observe que se A é um conjunto hiperbélico, e E° @ E* é a sua decomposicdo
hiperbélica, entdo E° é um subfibrado contrator para f, e E* é um subfibrado expan-
sor para f. Sempre iremos nos referir a direcdo contratora de uma decomposigdo
hiperbélica como estivel, e a direcdo expansora como instdvel. O lema a seguir fornece
uma condi¢do necessdria e suficiente para que uma decomposi¢do em soma direta e
df-invariante de T\M seja uma decomposic¢do hiperbélica.

“Em todo este trabalho, se E é um subfibrado, adotamos a notacio d f(x)|g, significando a agdo da
derivada df(x) restrita a fibra E, C T, M.
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Lema 3.2.3. Sejam A um compacto invariante por um difeomorfismo f, e E é um subfibrado
df-invariante de TA\M. Entdo, E é contrator se, e somente se, existe em N > 0 tal que

lar e < 5,

para todo x € A.

N
Demonstragio. A necessidade é 6bvia. Para provar a suficiéncia, tome A = (%) ,
c = max {1 sup{ldfi@)l; x€ A, 1< j<N}},

ek > 0tal que 1 < kAN. Em particular, 1 < kA’, paratodo1 <7 < N, pois 0 < A < 1. Dai,
se n € IN, pelo algoritmo da divisdo de euclides, existem naturais g > 0 e r < N tais que
n = gN + r. Portanto, pela regra da cadeia,

1\
||dfn(x)|E|| <c (E) < CrAqN < CNk/\qNH’
e basta tomar C = ¢Vk. O lema esta provado. O

A seguir vamos apresentar um resultado que investiga o que ocorre na auséncia
de hiperbolicidade. Para esse estudo, a seguinte terminologia é util: uma corda é
qualquer pedacgo finito {x, ..., f"(x)} de 6rbita, com n > 0. Vamos provar que se um
subfibrado de T\M Contmuo E ndo é contrator, entdo existem cordas arbitrariamente
grandes em A que apresentam uma contra¢do média muito fraca. O argumento é
devido a Mafié, e, em conjunto com o ergodic closing lemma, pode ser usado para
obter hiperbolicidade, quando existe alguma uniformidade nas taxas de contragdo e
expansdo de Orbitas periédicas, que valha robustamente. Em capitulos subsequentes
veremos como conseguir tal cendrio, e portanto teremos oportunidade de aplicar o
teorema abaixo para obter hiperbolicidade.

Teorema 3.2.4. Seja A um compacto invariante por um difeomorfismo f, e considere um
subfibrado de T\M continuo E. Se E ndo é contrator, entdo existe uma medida u invariante e
ergédica para f, tal que para um ponto genérico x € supp(u) temos

lim ~ Z log || f(F(x)le]| = 0.

n—+oo 11

Tomando um ponto genérico x no suporte da medida ergédica dada pelo teorema e
tomando um n grande, obtemos uma corda {x, ..., f"(x)} com contragdo média arbitrari-
amente fraca na diregéo E.

Demonstragio. Pelo lema 3.2.3, se E ndo é contrator entdo para todo n € IN existe um
ponto x, € A tal que

-1
5 <l eale] < H |7,
j=0
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e portanto,

n—-1 ‘ 1 )
LY tog s = -2~ (3.1)
j=0

n

Considere as medidas u, = %Z;:& Ofi(x,- Por compacidade e pela proposicdo 2.2.4,
a menos de passar a uma subsequéncia, podemos supor que u, — , onde y é uma
medida f-invariante. Além disso, supp(u) C A via o lema 2.2.9. Como a desigualdade

3.1 diz que
log 2
| rog aste s, > 22,

e como flog”dflE”dyn - flog”dfl;;”dy, obtemos

f log Jdfle]| du = 0.

Pelo Teorema da Decomposicdo Ergédica, como no capitulo 02, podemos supor que u
é ergddica. Com a desigualdade acima, pela definicdo de medida ergédica, tomando
um ponto genérico x € A, o teorema segue. O

Como pontos periddicos hiperbdlicos sempre persistem por pequenas perturbagoes,
é natural perguntar se vale o mesmo para conjuntos hiperbélicos. Uma resposta positiva
parcial é dada pelo seguinte resultado.

Proposic¢ao 3.2.5 (Robustez de Conjuntos Hiperboélicos). Seja f : M — M um difeomor-
fismo de classe C" e A um conjunto hiperbolico para f. Entdo, existem uma vizinhanga U de f,
na topologia C", e uma vizinhanga U de A tais que para todo g € U, o invariante maximal de
U por g, Ay = U,ez8"(U), é um conjunto hiperbodlico para g.

O teorema acima, em principio ndo é suficiente para garantir que conjuntos hiperbdlicos
sobrevivem por pequenas perturbagdes, pois nada garante que o invariante maximal
de U por g com g préximo de f serd ndo-vazio. Iremos garantir isto, mais a frente,
quando o conjunto hiperbélico contar com uma hipétese adicional.

Prosseguindo com a tentativa de generalizar os resultados que valem para pontos
tixos hiperbdlicos, também podemos nos perguntar se vale um teorema da variedade
estdvel para conjuntos hiperbdlicos. A resposta é sim, e é um dos principais resul-
tados sobre conjuntos hiperbodlicos. Podemos definir os conjuntos estaveis/instaveis
da mesma forma que definimos para pontos. O teorema da variedade estdvel diz
que tais conjuntos sdo subvariedades imersas, tangentes as dire¢des estavel/instavel,
respectivamente.

Definicao 3.2.6. Seja A um conjunto hiperbélico. Dado p € A, definimos, respectivamente, o
conjunto estavel de p e 0 conjunto instavel de p por

Wi(p) = {x e M; d(f"(x), f"(p)) = 0, quando n — +oo},

Wi(p) ={xeM; d(f "(x), f"(p)) = 0, quando n — +oo}.
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Dado B > 0 definimos também o conjunto estavel local e o conjunto instdvel local de p
pondo, respectivamente,

Wz(p) ={xeM; d(f"(x), f"(p)) < B, paratodon >0},

Wg(p) ={xeM; d(f"(x), f "(p)) <pB, paratodon > 0}.

Para uma prova do teorema da variedade estavel, bem como da robustez de con-
juntos hiperbélicos, sugerimos ao leitor consultar [40].

Teorema 3.2.7 (Teorema da Variedade Estédvel). Seja f : M — M um difeomorfismo de
classe C", e A um conjunto hiperbolico, com decomposicio E° ® E*. Entdo, existe p > 0 tal que,
para todo p € A, Wi(p) é um disco mergulhado de classe C" em M, T,Wi(p) = E,,. Além disso,

WE(p) = Upso f " (WE (p)) (donde segue que W°(p) é subvariedade imersa) e pedacos compactos
de W*(p) variam continuamente com p. O mesmo vale para o conjunto instdvel.

Com a existéncia de variedades invariantes possuindo comportamento dindmico, e
com uma hipétese adicional de isolamento (no sentido de o cojunto nédo ser acumulado
por outros compactos invariantes) é possivel obter uma descri¢do da dindmica dentro
de um conjunto hiperbdlico bastante satisfatéria. A propriedade de isolamento de
um conjunto hiperbdlico, estd intimamente relacionado com as interse¢des entre as
variedades estdvel/instdvel dos pontos do conjunto.

Definicao 3.2.8. Sejam f um difeomorfismo e um conjunto hiperbélico A. Dizemos que A
possui estrutura de produto local se existe um € > 0 tal que Wi(x) N WZ(y) C A, para todos
x, Yy €A

Note que, em consequéncia do teorema da variedade estdvel, para quaisquer dois
pontos x, ¥ num conjunto hiperbdlico A e suficientemente préximos, W*(x) sempre
intersecta transversalmente W"(y) num uinico ponto. Com efeito, como W?*(x) intersecta
transversalmente W"(x) num tinico ponto, o préprio x, e como W* varia continuamente,
existe um € > 0 tal que se d(y,x) < €, entdo W"(y) intersecta transversalmente W*(x).
Como A é compacto podemos obter um € > 0 que ndo dependa de x. Isso mostra
que a parte da defini¢cdo de estrutura de produto local ndo-trivial de se obter, é que
We(x) N WH(y) C A.

Definic¢do 3.2.9. Um compacto A invariante por um difeomorfismo f é dito isolado se existe
uma vizinhanga U de A, tal que A = Nyez f"(U), i.e., A coincide com o invariante maximal de

U por f.

Surpreendentemente, para um conjunto hiperbdlico, ser isolado e ter estrutura
de produto local sdo conceitos equivalentes. Isto é consequéncia de outro teorema
fundamental, que vamos apresentar a seguir, conhecido como shadowing lemma. Este
resultado fala da possibilidade de se obter 6rbitas que acompanham sequéncias de
pontos que sdo “quase”6rbitas.
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Definic¢ao 3.2.10. Dado um niimero real a > 0, uma a-pseudo-Orbita é uma sequéncia {x;}
de pontos em M, com —oo < ny < i < 1y < 409, tal que d(f(x;), xis1) < a, para todo i. Uma
pseudo-6rbita é dita periddica, se existe n > 0 tal que x;., = x;, para todo i.

Observe que se uma sequéncia {x;} é uma 6rbita, por definicdo, tem-se f(x;) = xi41.
Dai, podemos interpretar uma pseudo-6rbita como uma sequéncia que deixa de ser uma
6rbita por erros pequenos. Acontece que, proximo a um conjunto hiperbdlico, toda
pseudo-6rbita pode ser “sombreada”por uma 6rbita verdadeira, no seguinte sentido:
dada {x;}, uma pseudo-6rbita, dizemos que uma 6rbita O(x) p-sombreia esta pseudo-
orbita, se d(fi(x),x;) < B, para todo i. Também dizemos que x ¢ uma sombra para a
pseudo-oOrbita.

Teorema 3.2.11 (Shadowing Lemma). Seja A um conjunto hiperbélico para um difeomor-
fismo f. Dado > 0, existem «« > 0 en > 0, tais que para toda a-pseudo-orbita {x;}, satisfazendo
d(x;, A) < n, para todo i, existe um ponto x cuja orbita p-sombreia a pseudo-6rbita. Além disso,
se {x;} é periddica, entdo x é um ponto periodico; se ny = —oo e ny = +o0 entdo a sombra é linica;
finalmente, se A possui estrutura de produto local, entdo x € A.

A prova do teorema acima, o leitor pode encontrar em [35] e [10]. Para a prova do
fato que estrutura de produto local e isolamento sdo conceitos equivalentes para um
conjunto hiperbdlico, sugerimos [28] e [9].

A importancia do shadowing lemma para a teoria dos sistemas hiperbélicos é mon-
umental, e estd intimamente relacionada com a estabilidade de tais sistemas. De fato,
adcionando-se a hip6tese de isolamento e usando o shadowing lemma podemos melho-
rar substancialmente o teorema da robustez de conjuntos hiperbdlicos, e provar que de
fato o conjunto persiste por pequenas perturbagdes e, mais ainda, a dindmica também
persiste.

Teorema 3.2.12 (Estabilidade de Conjuntos Hiperbdlicos Isolados). Seja A um conjunto
hiperbélico isolado para um difeomorfismo de classe C' f. Entdo existem vizinhangas U de A em
Me U de f em Diff' (M) tais que para todo g € U, Ay = ez §"(U) é um conjunto hiperbélico
isolado para g. Além disso, existe um homeomorfismo hy : A — Ag tal que gohy = hgo feh,
varia continuamente com g.

O homeomorfismo h, deve ser visto como uma mudanca de coordenadas continua
que leva orbitas de f em 6rbitas de g, e portanto a estrutura topoldgica de 6rbitas de g
e f é amesma. No capitulo 08 iremos provar o teorema acima no caso em que A = M,
e discutiremos como adaptar a prova para o caso geral. A estabilidade de conjuntos
hiperbélicos sera muito importante para nds, exatamente porque ela garante que um
conjunto hiperbélico ndo “morre”ao perturbarmos um pouco o difeomorfismo original.
Discutiremos este ponto com mais detalhes na secao final deste capitulo.

Pontos Homoclinicos

A defini¢do de um conjunto hiperbdlico, diferente da definicdo de um ponto fixo
hiperbdlico, é bem mais rebuscada, pois envolve a existéncia de subfibrados invariantes,
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e uma pergunta natural é como obter isto. Veremos nas préximas linhas, um resultado
que d4 a existéncia de um conjunto hiperbdlico, a partir de um mecanismo bastante
simples.

Defini¢ao 3.2.13. Dado um ponto periddico p, dizemos que x € W*(p) N W*(p) é um ponto
homoclinico associado a p. Se W*(p) e W*(p) sdo transversais em x, dizemos que x é um ponto
homoclinico transversal.

Teorema 3.2.14 (Birkhoff-Smale). Seja p um ponto periédico para um difeomorfismo f : M —
M, e x um ponto homoclinico transversal associado a p. Entdo, existem um inteiro N > 0 e um
conjunto hiperbélico A para fN, contendo p e x.

Para uma prova, ver [35].

Como aplicagdo do teorema de Birkhoff-Smale e do shadowing lemma, temos o
seguinte resultado.

Lema 3.2.15. Sejam f € Diff'(M), 6 > 0 e p € P(5,f). Entdo, todo ponto homoclinico
transversal associado a p pertence a £(5, f).

Demonstragio. Seja x € W*(p) N W"(p) (intersecdo transversal). Como P(6, f) € (9, f),
é suficiente provar que x pode ser aproximado por pontos em P(§, f). Trocando f por
™), podemos supor que p é um ponto fixo hiperbélico para f, satisfazendo

%log |detdf(p)| <6,

onde m = n(p). Pelo teorema de Birkhoff-Smale, existe um inteiro n > 0 e um conjunto
hiperbdlico A para f", contendo p e x.

Informalmente, aidéia da prova é usar o shadowing lemma para criar 6rbitas periddicas
de periodo muito grande, mas que passem a maior parte do tempo préximas a p, e de-
pois se aproximem de x. Como |detdf(p)| € proximo de 1, isto ird passar para os pontos
da 6rbita que ficam perto de p, e como estes serdo a maioria da 6rbita, na média, teremos
|detdf| perto de 1, e portando a 6rbita periddica estard em P(9, f).

Para realizar o argumento preciso, considere a fun¢do continua ¢ := L log|detdf(p)|.
Tome € > 0 tal que 6 —2¢ > 0, e tome r > 0 e § > 0 tais que

p(y) <06 —2¢, (3.2)
paratodoy € B(p,1), e
) - @) < - (33)

para todo par de pontos y, z f-préximos em M. Considere @ > 0 dado pelo shadowing
lemma e defina uma a-pseudo-6rbita periddica centrada em x e contida em A do seguinte
modo:

Xo = X% x=f'(%), 6= ), 0= 1),
f—kn(x)/ Xk+2 = f_kn+1(x)/ v X2k+1 = X,

Xk+1
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onde k > 0 é grande o bastante para que

! i !
d(F @, p) < 5 e d(f 0, p) < 5
Pela desigualdade triangular, isto implica que

d(f (i), Xa1) < d(F1(x), p) + dlp, F7 (%) < @,

e desse modo {x;} ¢ uma a-pseudo-6rbita. Pela escolha de a, existe um ponto periédico
Yy, cuja Orbita f-sombreia {x;}. Seja m, = n(y) = 2k + 1.

Afirmamos que se k > 0 é suficientemente grande, entdo

m Z p(xi) <6—¢€ (3.4)

De fato, seja ¢ = sup{@(z);z € M} e considere ko > 0 tal que f™(x) e ™ (x) pertencem
a B(p,r). Essencialmente, esse é o tempo em que a pseudo-orbita fica fora da B(p, r).
Temos que fazer com que k—ky (o tempo no qual a pseudo-6rbita permanece em B(p, r))
seja muito maior do que ky. Para tanto, é suficiente observar, via 3.2, que

m my—1 m ko—1 2kn—ky my—1
=N o) = —| Y )+ Y e+ Y ex)
My = My \ = i=ko 2kn—ko+1
2komc N 2nk — 2ky (6 - 2€)
my my ’

pois, a partir dai, lembrando que m, = 2k + 1, temos que se k é grande o bastante para

2kome
que p

2k—2k ~ . »
< €,como == < 1, entdo a desigualdade 3.4 se verifica.
Y Y

Por fim, como

d(fl(y)/ xi) < ﬁ/
para todo 0 < i < m,, podemos passar a estimativa 3.4 para a ¢rbita de vy, pois
1 my—1 my—1
m , m :
—logldetdf™(y)l = —= ) @(f'y)=—=2 (p(fy) -+
My My ; My ; ( )

< €+06—€<),

onde, na tltima passagem, usamos respectivamente, a desigualdade 3.3 e a estimativa
3.4. Isto prova que y € P(6, f) e, como 8 > 0 é tdo pequeno quanto quisermos, estabelece
o lema. O

A importancia do lema anterior serd vista na préxima secao.
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3.3 Classes Homoclinicas

Ja comentamos que as Orbitas periddicas sdo centrais na descri¢do da dindmica de al-
guns sistemas, devido a sua simplicidade. De fato, uma filosofia comum em matemaética
é tentar entender objetos complicados decompondo-os, de alguma forma, em objetos
simples cuja descri¢do seja bem conhecida. Nesta se¢do, vamos introduzir uma relagao
de equivaléncia entre 6rbitas periddicas, a qual terd o papel de dividi-las em “blo-
cos”distintos. Mais tarde, estes blocos serdo utilizados para decompormos X(, f),
seguindo essa filosofia.

Dado um ponto periédico hiperbélico p para um difeomorfismo f : M — M,
considere W*(O(p)) = Uieo) W¥(x), € similarmente para W*(O(p)).

Definicao 3.3.1. Dados p e q pontos periédicos hiperbélicos para f, dizemos que p e q sio ho-
moclinicamente relacionados se W*(O(p)) intersecta transversalmente W*(O(q)) e W*(O(p))
intersecta transversalmente W*(O(q)).

A defini¢do acima permite introduzir uma relagdo no conjunto Per;,(f) dos pontos
periédicos hiperbélicos pondo p ~ g se p e g sdo homoclinicamente relacionados. E
imediato que esta relagdo é reflexiva e simétrica. Observe também que todo ponto
x € O(p) é homoclinicamente relacionado com p. Usando o A-lema, é possivel provar
que tal relagdo também é transitiva, ver [28], pg. 25. Mais ainda, definindo a classe

homoclinica de p por H(p) = {g; g ~ p}, temos o seguinte resultado, cuja demonstracao,
o leitor também pode encontrar em [28], pq. 26.

Proposicao 3.3.2. H(p) é um conjunto compacto, invariante e transitivo.

Um fato importante sobre a relacdo homoclinica é que, dentro de um conjunto
hiperbélico A, quaisquer dois pontos periédicos suficientemente préximos sdo homo-
clinicamente relacionados. De fato, anteriormente (logo apds a defini¢do de estrutura
de produto local) observamos que, dado um conjunto hiperbdlico A existe € > 0 tal que
para quaisquer dois pontos x, y em A, com d(x, y) < €, entdo W°(x) intersecta transver-
salmente W*(y). Por simetria, é claro que W"(x) intersecta transversalmente W*(y).
Portanto, se x e iy sdo pontos periédicos, entdo x ~ y. Mais ainda, usando a robustez de
conjuntos hiperbdlicos e 0 mesmo argumento, temos que existe uma vizinhanca U de
A tal que se p, g € U sdo periddicos e suficientemente préximos, entdo p ~ g.

Usando isto, podemos deduzir importantes propriedades de classes homoclinicas.
A primeira delas é uma caracterizacdo para a classe homoclinica de p considerando o
conjunto

HT(p) = {x; x é ponto homoclinico transversal associado a p}.

Como f é um difeomorfismo, temos que HT(p) é um conjunto invariante. O lema a
seguir, em geral, é um exercicio nos textos de dindmica hiperbdlica. Como os argu-
mentos usados na demonstracdo irdo aparecer também em resultados importantes do
trabalho, por uma questdo didética, optamos por fazer um esbogo da prova.
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Lema 3.3.3. Seja f : M — M um difeomorfismo e p um ponto periddico hiperbélico. Se
H(p) # O(p), entdo H(p) = HT(p).

Demonstragido. Como H(p) # O(p), existe um ponto peridédico g ¢ O(p), tal que g ~ p.
Tomando uma poténcia de f, podemos supor que p e g sdo pontos fixos distintos
homoclinicamente relacionados. Logo, existem pontos y € W*(p) N W"(q) e x € W*(p) N
W?(g), com ambas interse¢des transversais. Dai, por um lado temos que qualquer disco
mergulhado suficientemente préximo do disco mergulhado D ¢ W¥(q) tal que y € D
intersecta W*(p) transversalmente. Por outro lado, pelo A-lema, se D ¢ W¥(p), tal que
x € D, é um disco mergulhado, entio f"(D) acumula em D. Portanto, y é acumulado
por pontos homoclinicos transversais associados a p, e como HT(p) é um conjunto
invariante segue que g € HT(p). Isto prova que H(p) C HT(p). Reciprocamente, se
x € HT(p), entdo usando o teorema de Birkhoff-Smale e tomando um poténcia de f,
podemos supor que existe um conjunto hiperbédlico A para f contendo o ponto fixo p
e contendo x. Assim como fizemos no lema 3.2.15, podemos criar uma pseudo-6rbita
periddica centrada em x que passa muito proximo de p. Pelo shadowing lemma existe
uma 6rbita periédica O(q) tal que g estd perto de p, e um iterado f¥(g) estd perto de x.
Pelas observacgdes feitas acima, z ~ p, para todo z € O(g), e portanto x é acumulado por
pontos homoclinicamente relacionados com p. Segue que HT(p) C H(p). O

Os argumentos usados no lema anterior, também se prestam para provar um outro
resultado importante.

Lema 3.3.4. Seja H(p) uma classe homoclinica hiperbélica para um difeomorfismo f. Entdo
H(p) possui estrutura de produto local

Demonstragio. Sejam x e y em H(p) tais que W*(x) N W¥(y) = {a}, e W*(x) N W*(y) = {b}.
Pela definicdo de H(p), existe um ponto periédico g préximo de x, e um ponto periédico
r proximo de y. Pelo teorema da variedade estdvel, existem pontos a; € W*(q) N W¥(r)
préoximo de a e by € W¥(g) N W*(r) proximo de b, pois as variedades invariantes variam
continuamente. Vamos provar que a € H(p). O argumento para ver que b € H(p)
é o mesmo. Pelo A-lema, como na proposicdo anterior 2; é acumulado por pontos
homoclinicos transversais associados a q. Usando o teorema de Birkhoff-Smale e o
shadowing lemma, como no lema anterior, os pontos homoclinicos transversais sdo acu-
mulados por pontos periédicos homoclinicamente relacionados com g, portanto, como
a relacdo homoclinica é transitiva, segue que a; é acumulado por pontos peridédicos
homoclinicamente relacionados com p. Como podemos tomar a; tdo perto de a quanto
quisermos, isto prova que a € H(p). m|

Como consequéncia imediata do lema 3.3.3 e do lema 3.2.15, temos o

Corolario 3.3.5. Dados f € Diff' (M), 5 > 0 e p € P(5, f), entdo H(p) C L(0, f).

O resultado acima torna natural tentar usar as classes homoclinicas de pontos em
P(6, f) como “blocos”basicos cuja unido constitua o conjunto (9, f), seguindo a filosofia
discutida no comego desta secdo. Para levar a cabo esta idéia, serd preciso que os
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pontos periddicos P(5, f) sejam densos em X(6, f). Na proxima se¢do, apresentamos
um shadowing lemma mais geral, o qual, no préximo capitulo, terd o papel de garantir

que, sob certas condig¢des, P(5, f) = X(6, f). Por outro lado, na se¢do seguinte, iremos
estudar a relacdo entre (6, f) e os atratores hiperbdlicos de f, a qual nos dard um indicio
de que realmente, X(, f) é um conjunto adequado para estudarmos se queremos obter
hiperbolicidade essencial.

3.4 Dinamica Nao-Uniformemente Hiperbdlica

Nesta sec¢do iremos estudar a nogdo de hiperbolicidade sob um ponto vista bem mais
geral, a qual, por conseguinte, ndo pressupde que as taxas de contragdo e expansdo
sejam as mesmas para todos os pontos. Para comegar, precisamos definir os conceitos
de contragdo e expansdo, sem o auxilio de subfibrados invariantes. Considere f :
M — M um difeomorfismo e um ponto x € M. Para cada vetor v € T,M, ao invés
de nos perguntamos a priori se v é expandido ou contraido pela acdo da derivada
df(x), poderiamos simplesmente medir o que ocorre com v, ao longo de sua 6rbita por
df(x). Ou seja, podemos calcular [|df"(x)v||, para cada n > 0, e medir o crescimento
exponencial médio da érbita de v, via

7

1 n
- log ||df (x)v
e depois tomar o limite quando 1 — co. E razoavel pensar que se

lim = log ldf" (x| < 0,

n—oo 11

entdo, em média, v foi contraido ao longo de sua 6rbita, e similarmente se
.1 "
lim - log ||df (x)v” >0,
n—oo 11

entdo v sofreu expansdo ao longo de sua 6rbita. Isto nos leva a pensar que, se em
todos os pontos x € M, o limite acima nunca é zero, entdo é razodvel dizer que f é
ndo-uniformemente hiperbolico. Apesar de ndo ser garantido que os limites tomados
existam, poderiamos simplesmente forcar a existéncia, por definicdo, e depois tentar
provar que o conjunto dos pontos x € M e dos vetores v € T,M nos quais o limite existe
é, em algum sentido, grande. Formalmente é basicamente isto o que ocorre.

Por simplicidade, em toda esta se¢do suporemos que M é uma superficie.

Expoentes de Lyapunov

Seja f como acima. Um ponto x € M é dito regular se existem ntimeros reais A;(x) < A(x)
e uma decomposigdo
T:M = E;(x) ® Ex(x),
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tais que
lim % log ||df"(x)o|| = Aj(x),

para todo vetor 0 # v € Ej(x), com j = 1,2. Os ntimeros A;(x) sdo chamados os expoentes
de Lyapunov de f em x, e os subespagos E;(x) sdo chamados os subespagos proprios de f
em x. E possivel provar que os expoentes de Lyapunov e os subespagos préprios num
ponto regular x sdo univocamente determinados para cada x, ver [23], pg. 340.

Podemos considerar o conjunto A, formado por todos os pontos regulares de M.
Tome um ponto x € A, e suponhamos que dim E;(x) = dim E»(x) = 1. Entdo, df(x)E;(x) e
df(x)Ez(x) sdo subespagos unidimensionais de Tf)M, tais que d f(x)E(x) ®d f (x)Ex(x) =
TtM. Além disso, se v € df(x)Ei(x), entdo v = df(x)v;, com v; € Ei(x) e portanto
df*(f(x))v = df"*1(x)v;, donde segue que

tim 4" (Fye]| = ()

Similarmente, se u € df(x)E,(x), vemos que

lim % ldf"(fF)ul| = A2x).

n—o0o

Logo, f(x) € A. Similarmente, podemos provar que f~'(x) € A. Analogamente, se
dim E;(x) = 2, também concluimos que f(x), f}(x) € A. Com isto, provamos que A é
um conjunto invariante. Mais ainda, o argumento que apresentamos prova que

df(0)Ej(x) = Ej(f(x))
Ai(f(x)) Aj(x),

para todo j =1, 2.

Apesar disso, ainda ndo temos garantia, sequer, de que A é ndo-vazio. O teorema
a seguir, mostra que, do ponto de vista ergédico, a situagdo na verdade é bastante
satisfatéria, porém é preciso que f possua mais regularidade.

Teorema 3.4.1 (Oseledec). Se f é de classe C?, entdo o conjunto dos pontos regulares de f
possui probabilidade total.

Para uma prova do teorema de Oseledec, em qualquer dimensdo, sugerimos ao
leitor [23]. Além disso, é possivel provar que os expoentes de Lyapunov sdo fungdes
mensurdveis, e como provamos acima que sdo fungdes invariantes, se u é uma medida
invariante e ergédica para f, entdo para p-quase todo ponto em M, os expoentes de
Lyapunov sdo constantes. Além disso, também é possivel provar que a dimensdo dos
subespacos proprios é constante num subconjunto de medida total.

Agora, podemos introduzir o conceito de hiperbolicidade ndo-uniforme. Dizemos
que uma medida invariante e ergddica u é hiperbélica, se para p-quase todo ponto os
expoentes de Lyapunov sdo diferentes de zero. Se f possui uma medida hiperbdlica,
dizemos que f é ndo-uniformemente hiperbdlico.
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Uma pergunta natural, é quais resultados que valem para conjuntos hiperbdélicos
também sdo verdadeiros para sistemas ndo-uniformemente hiperbdlicos. Nao tratare-
mos deste assunto aqui, mas existe uma vasta literatura sobre isso, ver por exemplo [5]
ou [31]. No entanto, um resultado que sera de vital importancia para nossos propoésitos,
é uma certa generalizacdo do shadowing lemma, devida a A. Katok.

O shadowing lemma quando aplicado a cordas recorrentes é conhecido como Anosov
closing lemma. Ou seja, tal resultado permite sombrear érbiras recorrentes em conjuntos
hiperbdlicos por 6rbias periddicas. O resultado de Katok, que enunciamos a seguir,
permite fazer o0 mesmo, s6 que no contexto ndo-uniformemente hiperbélico. A forma
como o apresentamos aqui esta contida na prova do teorema 4.1 em [18].°

Teorema 3.4.2 (Katok). Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C?, que admite uma
medida hiperbélica u. Entdo, para todo ponto genérico x € supp(u), dado € > 0, existem um
n > 0 e um ponto periédico p, tal que t(p) = n, e d(f/(p), f(x)) <€, paratodo1 < j < n.

Com o teorema acima, no préximo capitulo poderemos provar que P(§, f) é denso
em X(, f), quando f é de classe C*> e cumpre uma hipétese adicional, a qual também
serd estudada no préximo capitulo.

3.5 Atratores Hiperbdlicos

Considere f € Diff'(M) e A ¢ M compacto e invariante, tal que f|, é transitivo. Lembre
que tal conjunto é dito um atrator se existe um aberto U, chamado a bacia local de A,
contendo A tal que f U)cUeA =Ny f"(U). Ao conjunto W*(A) = U, f"(U) damos
o nome de bacia global, ou simplesmente a bacia de A. Note que a bacia de um atrator
é um conjunto aberto. Nesta se¢do, iremos estudar algumas propriedades gerais de
atratores hiperbdlicos.

Fixe f e A como na defini¢do acima.

O primeiro coroldrio automatico da defini¢do é que atratores sdo sempre isolados,

pois
(ﬁﬂaD=UWfWUJm(WfWU>

n=0
Ac() W,

nez.

C A,

e como obviamente,

segue que A é isolado. Note também que toda vizinhanga de A contida na bacia local
de A também é uma bacia local.

Vamos examinar o que ocorre com os pontos na bacia W*(A). Observe que, se x € U,
entdo a Orbita positiva de x estd inteiramente contida em U. Considere a € w(x). Por

°De fato, 0 teorema que enunciamos é provado tomando um ponto genérico no suporte da medida e
aplicando-se o main lemma do mesmo artigo, como na prova do teorema 4.1 de [18].
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definigdo, existe ny — oo, tal que
a = lim f"(x).

Logo, dado [ > 0, temos
f(@) = lim f*™(x),

e como para todo k suficientemente grande f~*"(x) € U, segue que f'(a) € U. Portanto,
a € f/(U), para todo I > 0, ou seja,

ae ﬂfl(U) = A

>0

Isto prova que w(x) C A. Além disso, se x € W*(A), entdo existe um iterado N > 0 tal
que fN(x) € U, e portanto

w(x) = w (M) c A

Em resumo, temos o seguinte

Lema 3.5.1. Se x € W*(A) entdo w(x) C A.

O lema acima diz que a defini¢do formal de um atrator realiza o que era esperado
intuitivamente. A seguir vamos dar uma condi¢do necessdria e suficiente para que um
conjunto hiperbdlico seja um atrator. Na prova, usaremos um lema devido a Smale,
cuja demonstragdo o leitor pode encontrar em [28], pg. 47.

Lema 3.5.2 (Smale). Suponha que T seja um compacto invariante por f que admite uma
vizinhanga U satisfazendo (1,5, f"(U) = I'. Entdo, existe uma vizinhanga V de I', com V Cc U
tal que f(V) C V.

O lema de Smale diz que para provarmos que um compacto invariante e transitivo
I' é um atrator, é suficiente provarmos que existe uma vizinhanca U de f tal que
MNuso f"(U) = T. Note que esta condicao significa que se x € U e f"(x) € U para todo
n>0entdox €T

Proposicao 3.5.3. Seja A um conjunto hiperbélico transitivo para um difeomorfismo f. Entio,
N é um atrator, se, e somente se, para todo x € A, W*(x) C A.

Demonstragido. Suponha que A seja um atrator. Tome € tal que, sep € M e d(p,A) <€
entdo p € U, onde U é a bacia local de A. Logo, para todo x € A se p € W{(x), entdo
d(f(p),\) < €, para todo n > 0. Portanto, para todo p € W¢(x), f(p) € U, para
todon > 0. Como U é a bacia local de A, concluimos que p € A. Isto prova que
W (x) C A, para todo x € A. Por outro lado, reduzindo €, se necessério, temos também
que W*(x) = Uy f" (W(x)), e segue que W¥(x) C A, para todo x € A. Reciprocamente,
€ > 0, a determinar, e U a vizinhanga de A tal que, para todo vy € U, d(y,A) < €. Seja
p > 0 tal que Wy(x) C A, para todo x € A. Suponha que € < /2, e tome 0 <y < /2.
Entdo € + y < B. Pelo shadowing lemma, existe a > 0 tal que toda a-pseudo-6rbita
pode ser y sombreada. Suponhamos também que € < /2 e tome 0 < r < a/2. Entdo,
r+e€ < a. Por fim, pela continuidade uniforme de f~!, se € é pequeno, temos que
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d(f(a), f~1(b)) < r, sempre que d(a,b) < €. Agora vamos provar que se € satisfaz estas
hipéteses, entdo a correspondente vizinhang¢a U cumpre

() =a

n>0

Para estabelecermos isto, suponha que y € U é tal que f"(y) € U, para todo n > 0.
Segue dai que existem pontos x, € A, tais que d(x,, f "(y)) < €. Pela desigualdade
triangular,

A(pit, £7H0) <A@, f77N W) + AN ), ) <e+ 1< a,

donde segue que {x,} é uma a-pseudo-6rbita. Logo, existe um ponto p € A cuja 6rbita
y-sombreia a sequéncia {x,}. Portanto, para todo n > 0, temos

d(f"(p), £ (W) < d(f (), xn) +d(xn, f(Y)) <y +€ <P,

donde segue que y € Wi(p) C A. Portanto, A = Ny f"(U) e, pelo lema de Smale, segue
que A é um atrator. m]

Como atratores sdo sempre isolados, e como dissemos acima que que isolamento e
estrutura de produto local sdo conceitos equivalentes para conjuntos hiperbélicos, todo
atrator hiperbdlico possui estrutura de produto local. No entanto, a proposi¢do acima
também oferece uma outra prova desse fato, o qual destacamos no corolario abaixo,
para referéncia no futuro.

Corolario 3.5.4. Todo atrator hiperbélico possui estrutura de produto local.

Demonstragio. Basta tomar € > 0 tal que se x, y € A e d(x,y) < € entdo W*(x) N W¥(y),
pois como W*(y) C A, pela proposic¢do anterior, segue que W*(x) N W*(y) C A. m]

Como conjuntos hiperbélicos persistem por perturbagdes suficientemente peque-
nas, podemos nos perguntar se a continuacdo de um atrator hiperbélico é ainda um
atrator hiperbdlico. Para responder a esta pergunta, usaremos a estabilidade de con-
juntos hiperbdélicos isolados.

Com efeito, tome U e V as vizinhangas de f e de A, respectivamente, dadas pela
estabilidade de conjuntos hiperbdlicos isolados. Sabemos que para todo ¢ € U, o
invariante maximal da vizinhanca V é um conjunto hiperbdlico para g. Vamos provar
que este conjunto é um atrator. Seja

Te=(g"(V).
n=0

Reduzindo V se necessario, podemos supor que f(V) € V, e como f(V) é compacto, a
distancia entre f(V) e M — V é positiva, logo se g estd suficientemente préximo de f,
temos que g(V) C V. Como Ay = [,z &"(V) é 6bvio que

Agc(gWV).

n>0
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Por outro lado, como I'; € V implica ¢"(I'y) C V temos que
Fg C g_m(v)/

para todo m > 0. Isto implica que

Iy C m g"(V),

m<0

donde segue que
Iy = ()N (ﬂ g’"(V)] c()g"W).
m=0 meZ.

Portanto, para toda g suficientemente préxima de f, temos que A, é um conjunto
hiperbélico para g, o qual admite uma vizinhanca V, tal que g(V) c Ve

Ag= m g'(V).

n>0

Além disso, como existe um homeomorfismo /i, : A — Agtalque hgo f = goh,, e como
A é transitivo para f, temos que A, também é um conjunto transitivo para g. Portanto,
A4 é um atrator para g. Em resumo, temos o seguinte resultado.

Teorema 3.5.5 (Estabilidade de Atratores Hiperbolicos). Sejam f um difeomorfismo de
classe C! e A um atrator hiperbélico. Entdo, existem uma vizinhanga V de A, contida na bacia
local de A (em particular também é uma bacia local) e uma vizinhanga V de f tal que para
todo g € V, Ay = Nyux0g" (V) é um atrator hiperbolico para g, tal que V é uma bacia local para
Nq. Além disso, existe um homeomorfismo hy : A — Ag tal que hy o f = g o hy, e hy varia
continuamente com g.

O teorema acima garante que, todo difeomorfismo suficientemente préximo de f
possui um atrator hiperbélico A, préximo de A e A, possui a mesma bacia local de A.

Agora vamos estudar a relacdo entre o conjunto X(§, f) e os atratores hiperbélicos
de f.

Proposigao 3.5.6. Sejam f € Diff' (M), 6 > 0 e A um atrator hiperbélico para f. Entdo, existe
y € Atal que y € P(5, f).

Demonstragido. Como W*(A) é um subconjunto aberto de M, m (W*(A)) > 0. Pelo lema
245, m(A®, f)) = 1. Logo, existe x € A(5, f) N W*(A). Considere uma medida orbital
p € M(x). Comox € W*(A), w(x) C A, e,deacordocomolema?2.2.8, supp(u) C w(x) C A.
Por outro lado, como x € A(6, f), usando o teorema da decomposicdo ergddica e o lema
2.4.6 temos que u € M(5, f). Seja y um ponto genérico no suporte de u. Se y é periddico,
entdo y € P(6, f) e ndo hd nada para provarmos. Suponha entdo que y ndo é periddico.
Vamos provar que ele é acumulado por pontos periédicos em P(9, f).

Em linhas gerais a idéia do argumento é a seguinte: como y é genérico e u é
ergodica, tomando uma corda {y, ..., fN(y)} da 6rbita de y, suficientemente grande,
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a média temporal (com respeito a fun¢do log|detdf|) associada a esta corda estara
préxima de

flogldetdﬂdy <9,

e portanto também serd menor do que 6. Como vy é recorrente, podemos usar o shad-
owing lemma e obter uma 6rbita periédica sombreando {y, ..., f¥(y)}. O sombreamento
implicard que a média temporal ao longo da 6rbita periddica estara préximo da média
temporal associada a corda, e como esta é menor do que 6, aquela também sera.®

Formalmente, o argumento é assim: considere b = f log|detdf|du. Tome e > 0 tal
que, se
|x — b| < 2,

entdo x < 0. Considere também ¢ :=log|detdf|, e como esta fungdo é continua, existe
B > 0 tal que para quaisquer dois pontos x, ¥ de M S-préximos vale |p(x) — p(y)| < €.
Pelo shadowing lema, existe a > 0 tal que que toda a-pseudo-6rbita periddica em A pode
ser f-sombreada por uma 6rbita periédica. Como i é ergddica e y € supp(u) é genérico,
existe um N grande satisfazendo,

AN ), y) < a,

_

<Y o) -b

i=

<E.

Defina a sequéncia periddica {x;}, xo = ¥, x1 = f(y),...xn-1 = fV1(y) e xy = y. Entdo,
d (xn, f(xn-1)) < @,

pela escolha de N, e segue que {x;} é uma a pseudo-6rbita periddica centrada em y.
Seja p € M o ponto periddico cuja 6rbita f-sombreia {x;}. Vamos provar que a medida
periddica u, pertence a M(9, f). Note que, paratodo0 <i <N -1,

lp(f'(p)) — p(f )l <e,

e portanto
N

1 -1 ' 1 N-1 '
Y o) - < Y of W)
i=0 i=0

<E.

Z|

Como

<e€,

1 N-1 ‘
< ) e(f'(y) -0

pela desigualdade triangular segue que

< 2e.

1 N-1 '
5 2, (f ) -
i=0

®De fato, esta idéia de sombrear um ponto genérico no suporte de uma medida em M(5, f) j& foi usada
na prova do teorema 2.5.5. A diferenca, é que 14 era necessério perturbar, via o ergodic closing lemma para
obter um ponto periédico em P(o, ).
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Devido a escolha de ¢, isto prova que u, € M(6, f). Como f é tdo pequeno quanto se
queira, e como o sombremento implica d(p, y) < f, o resultado segue. m]

Observagado 3.5.7. Note que, no meio da demonstragdo, obtivemos o seguinte “fato geral”:
se um ponto genérico no suporte de uma medida p € M(5, f) pode ser sombreado por 6rbitas
periddicas, entdo estas érbitas estido em P(5, f). Esta observagdo é importante, porque em diversos
contextos temos outros resultados que fazem o papel do shadowing lemma, como por exemplo
o teorema de Katok e o ergodic closing lemma, e isto nos permite ainda assim obter pontos
periddicos em P(O, f) (ou P(6,8), com g ~ f, no caso do ergodic closing lemma), a partir de
pontos genéricos no suporte de uma medida em M(5, f).

Como atratores sdo isolados, a 6rbita periddica encontrada pelo shadowing lemma na
proposicdo anterios pertence a A. Com isto, temos o seguinte coroldrio.

Corolario 3.5.8. Se f é um difeomorfismo como na proposicio anterior entdo todo atrator
hiperbélico de f contém pontos periédicos em P(9, f).

Desse modo, existe pelo menos um ponto periédico p € P(6, f) em A. O préximo
resultado examina a relacdo entre a classe homoclinica de p e A.

Proposicdo 3.5.9. Seja f um difeomorfismo que admite uma atrator hiperbélico A. Suponha
que existe uma classe homoclinica H(p) tal que H(p) N A # @. Entdo H(p) = A.

Demonstragio. Sejaq € ANH(p). Pela proposicdo 3.3.2, H(p) é transitivo, logo existe um
ponto x € H(p) tal que w(x) = H(p). Em particular, como g € A, e como a bacia local de
A contém A, existe um iterado f"(x) que pertence a bacia local, digamos U, de A. Se
f"(x) € A, entdo w(x) € A, e segue que H(p) C A. Se, no entanto, f"(x) € U — A, como
os pontos de U sdo assintéticos a A, temos, da mesma forma, que w(x) C A. Portanto,
H(p) C A.

Para estabelecer a inclusdo contraria devemos provar que todo ponto de A é acu-
mulado por pontos periédicos homoclinicamente relacionados com p. Para isso, basta
provar que, para todo € > 0 suficientemente pequeno, existe uma 6rbita periédica
e-densa em A que é homoclinicamente realcionada com p, pois isto implica que todo
ponto de A é acumulado por pontos periddicos g ~ p, donde segue que A C H(p)

A'idéia é usar a transitividade de A para obter uma corda §-densa em A e recorrente,
e daf usar o shadowing lemma para 5-sombrear essa corda por uma 6rbita periddica, e
portanto esta Orbita periédica deverd ser e-densa em A. Como A é um conjunto
hiperbélico, se € é pequeno esta 6rbita serd homoclinicamente relacionada com p.

Com efeito, seja y € A cuja 6rbita futura é densa em A e tome €; > 0 tal que quaisquer
dois pontos periédicos em A €;-préximos sdo homoclinicamente relacionados e tome
€ < €1. Pelo shadowing lemma, existe & > 0 tal que toda a-pseudo-6rbita pode ser
€/2 sombreada. Por compacidade podemos cobrir A com um nimero finito de bolas
B(x;, §). Para cada i existe n; > 0 tal que f"(y) € B(x;, §). Além disso, existe N > max{n;}
tal que d(y, fN(y)) < a. Definimos a sequéncia periédica o = V,...yn-1 = f (y) e
yn = y. Com o mesmo argumento usado na proposigdo anterior, vemos que {y;} € uma
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a-pseudo-Orbita periddica. Além disso, dado z € A, existe algum i tal que z € B(x;, §),
logo

Az, () < d(z, ) + dx, £1(9) < 5,

e segue {y;} é €/2-densa em A. Pelo shadowing lemma existe um ponto periédico g € A
cuja Orbita €/2-sombreia a pseudo-6rbita {y;}. E imediato que a 6rbita de g é e-densa
em A. Em consequéncia disso, existe um ponto da 6érbita de g e-préximo de p. Como
€ < €1, segue que p e g sdo homoclinicamente relacionados. Isto conclui a prova. m|

Finalmente, dado um difeomorfismo f de classe C!' e A um atrator hiperbélico para
f, o corolério 3.5.8 diz que existe um ponto periédico p € P(6, f) N A. Pela proposigao
3.5.9, A = H(p). Portanto, pelo corolério 3.3.5, A C £(6, f), e provamos assim o

Teorema 3.5.10. Dados f € Diff' (M) e A um atrator hiperbdlico para f entido A C L(5, f).

Este teorema diz que para tentarmos provar que um certo difeomorfismo f é essen-
cialmente hiperbdlico uma tentativa é estudar o conjunto X(6, f). A propriedade que
buscamos obter é a hiperbolicidade, pois, como veremos no capitulo 06, ela ird garantir
que f é essencialmente hiperbodlico. No meio do caminho, aparece uma dificuldade,
pois para provarmos que X(6, f) é hiperbolico serd preciso exigir mais regularidade de
f. Para contornar esta dificuldade iremos usar o fato que Diff*(M) é denso em Diff' (M).”
Contudo, como somente isto ndo sera suficiente, teremos um trabalho adicional no fim
do préximo capitulo.

7Ver [13], pg. 25, ou qualquer livro de Topologia Diferencial
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Capitulo 4

Dominacao

A idéia de dominacdo surgiu em diversos trabalhos ao longo da década de 70, e foi
usada de maneira central por Mafié e Liao no estudo da conjectura da estabilidade.
Inicialmente, ela foi pensada como um mero passo auxiliar para se obter hiperbolici-
dade, mas nos dias atuais é um conceito central, especialmente no entendimento dos
sistemas nao hiperbdlicos.

Tudo comeca em tentar enfraquecer um pouco a defini¢do de hiperbolicidade. Lem-
bre que hiperbolicidade significa contragdo e expansdo em dire¢cdes complementares.
Ou seja, os comportamentos nas dire¢des complementares sdo absolutos. Uma maneira
de enfraquecer a definicdo é tornar estes comportamentos relativos: o que acontece
numa direcdo depende do que acontece na outra.

De modo preciso, a defini¢do de dominacao é a seguinte.

Definicao 4.0.11. Dizemos que um conjunto A C M invariante por um difeomorfismo f :
M — M admite uma decomposicdo dominada se existe uma decomposigio em soma direta
do fibrado tangente restrito a A, df-nvariante, T\M = E ® F, e existem constantes C > 0 e
0 < A <1 tais que

£ Colel| [P o] | < ca,

para todo x € A!

2

E imediato que toda decomposicéo hiperbélica E* ® E* é uma decomposigao domi-
nada.

O significado intuitivo da defini¢do acima é o seguinte: se ao longo de uma 6rbita
existe uma contragdo (ou uma expansdo muito fraca) na dire¢do F, entdo, nesta 6rbita,
tem que haver uma contragdo ainda mais forte na dire¢do E. Similarmente, se acontece
alguma expansdo (ou uma contragdo muito fraca) na diregdo E, tem que haver uma
expansdo mais forte ainda na dire¢do F. Observe que a definicdo ndo é simétrica. Em
outras palavras, se E @ F é uma decomposi¢do dominada, isto ndo implica que F & E
seja. Mesmo que isto seja verdade, sdo decomposi¢des dominadas diferentes.

'Em todo este trabalho, optamos por usar a notagdo df (x)|r para denotar a agdo da derivada no ponto
x restrita a fibra E,, omitindo a meng&do ao ponto base na fibra.
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Este é um dos principais capitulos do trabalho. Seguindo a estratégia de Marié, para
obter hiperbolicidade em X(6, f), primeiro vamos obter uma decomposi¢do dominada.

Algumas propriedades basicas

Note que enunciamos a no¢do de doming¢do num subconjunto qualquer da variedade,
ndo necessariamente compacto. No entanto, é facil provar que se A admite uma

decomposicao dominada, entio A também admite.

Lema 4.0.12. Seja A C M um conjunto invariante que admite uma decomposicio dominada
E®F. Entdo, A admite uma decomposigio dominada.

Demonstragio. Essencialmente, a prova consiste em usar a compacidade do grassmani-
ano? para, dada uma sequéncia x, em A, obter um limite para E,, e F,,, pois a estimativa
da dominacdo segue pela continuidade da derivada.

Com efeito, sex € Aex, € A, x, — X, pela compacidade do grassmaniano, podemos
supor, a menos de passar a subsequéncias, que E,, e F,, convergem a subespacos E, e
F, em T:M. Em seguida, a menos de passar a uma subsequencia novamente, podemos
supor que Ef,) e Fy,) convergem a subespacos Ef() e Fr,). Mediante um processo
diagonal®, podemos supor que Ejjy,) € Fyi(,,) convergem a subespagos E i e F i, para
todo j € Z. Pela continuidade da derivada, segue que E¢(.,) = df(x,)(Ex,) — df(x)E,
e portanto df(x)E, = lim E(,,) = Ef(). Similarmente, provamos que F é um subfibrado
invariante. Finalmente, para provar que E e F satisfazem a estimativa de dominacéao,
tixamos k € IN. Pela dominagdo em A, temos que

£ Gle]| [ (FEGenle]| < €A%,

logo, como df* é continua,

14 )le | [l F o] < A%,

e o resultado segue. m]

Uma forma mais geral de se obter dominagéo a partir de decomposi¢des dominadas
ja existentes é fornecida pelo resultado a seguir, o qual é uma extensdo do lema anterior
e serd importante mais a frente.

Lema 4.0.13. Seja A um conjunto invariante por f. Suponha que exista N € IN com a sequinte
propriedade: para todo x € A existe uma sequéncia f, — f, e pontos x, — x, com uma

20 grassmaniano de dimensdo k da variedade é o fibrado cujas fibras sdo Gy(T+M), i.e. o conjunto de
todos os subespacos de dimensao k de T, M, para cada x € M. E possivel provar que cada Gi(TM) é uma
variedade compacta, ver [20] pg. 123. Como as fibras sdo compactas, este fibrado é compacto. Para o
estudo dos fibrados, ver [38].

3Como na prova do Teorema de Arzela-Ascoli, ver [36]
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decomposigdo df, invariante ao longo da f,-6rbita de x,, To,, (x,M = E" & F", de maneira que
para todo n € IN exista um natural 1 <k = k(x,n) < N tal que

||df;i((xn)|E"

£ CFE )

1
< -

2
Entdo, A admite uma decomposigdo dominada pra f.

Demonstragio. Fixe x € A. Argumentando como antes, via compacidade do grassma-
niano podemos supor que E” ., —E i) € similarmente para F", e ainda de modo que

n{Xn

a invariancia de E" e F" impl{c(iu)e que E e F sdo df-invariantes, ja que df, — df. A idéia
para concluir a prova é mostrar que a hipétese implica que os f, satisfazem a estimativa
de dominagdo, com constantes C > 0 e 0 < A < 1, independentes de n. Isto permitird
passar a estimativa ao limite e conseguir a estimativa de dominagdo ao longo da 6rbita
de x = limx,,.

Para obtermos a estimativa de dominacdo ao longo da 6rbita de x,, procedemos
assim. Dado m € IN, temos

ldfmeole || |4f; " el < lldfECele|| |df G @ale
X ||ld e || |df G e
< %IIdff"‘(f,i%xn))lEn [d k)|,

onde k = k(x,n) do enunciado. Se m —k > N, considerando k(f**"(x),n), podemos
aplicar o mesmo raciocinio seguidamente, mas como k(x,n) < N, para todo x e todo n,

isto s6 podera ocorrer, no maximo [%] vezes, e concluimos que

7

[%]
)

lagzrcte g ool < () Nag=csicate| g G e

comm —1 < N. Comodf, — df, temos que
sup{lldfu()ll; x € M n € N} < oo,
0 que nos permite tomar
c = sup{lldf,IL IIAf; W)l y €M, n €N, 1 <i < N,

e da estimativa acima obtemos

<o’

Tomando m suficientemente grande, vemos que existe 1o € IN tal que

lld £ ealen | |4 £ £ G

e el ™ e < 3,
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para todo n e todo x € A. Agora, tomando

1y\"
=(3)
co = max {1, sup{lldf) (Il ldf, (v); y €M, 1 < j <y, n €N}, ko > 0 tal que 1 < koA™ e
C = coko, com um argumento andlogo aquele usado no lema 3.2.3, obtemos que

£ enles|[ £ Gl | < €A™,

para todo x € A e todo m € IN. Dai, fixando m e tomando o limite quando n — oo,
segue finalmente que

Il Fole|| [l (Feonle| < cam,

e isto prova que E & F é uma decomposi¢do dominada para f. m|

Algumas propriedades que valem para conjuntos hiperbdlico, também valem para
decomposi¢des dominadas. Por exemplo, podemos provar que E e F sdo tinicos, fixada
sua dimensdo,* continuos, e que vale um teorema tipo robustez: existe uma vizinhanca
de f tal que para todo difeomorfismo ¢ nesta vizinhanga, o invariante maximal por
g desta vizinhanga possui uma decomposi¢do dominada. As provas sdo similares ao
caso hiperbdlico, e o leitor pode encontrar em [8], por exemplo.

4.1 Difeomorfismos com Finitos Po¢os Robustamente

O teorema de Aratjo diz que difeomorfismos genéricos com apenas um ntmero finito
de pocos sdo essencialmente hiperbdlicos. Para provarmos isto vamos considerar
difeomorfismos que possuem, robustamente, um ntmero finito de pogos. No capitulo
06 veremos que um difeomorfismo genérico com um niimero finito de pogos, sempre
cumpre esta condigao.

Definigao 4.1.1. Definimos P(M) C Diff'(M) como o conjunto dos f que admitem uma
vizinhanga na qual todos os difemorfismos possuem o mesmo niimero finito de pogos.

Esta finitude robusta do namero de pogos aliada a sua continu¢do analitica nos
permite localizar e ter controle sobre o conjunto de pogos de todos os difeomorfismos
na vizinhanga de definicdo de P(M). De fato, temos o seguinte lema, que é uma
consequéncia imediata da definigdo.

Lema 4.1.2. Sejam f € P(M) e S(f) o conjunto de pogos de f. Entdo, existem uma vizinhanga
U de f e uma vizinhanga U de S(f) tais que para todo g € U os tinicos pogos de g sdo aqueles
dados pela continugio analitica dos pogos de f e S(g) C U.

*A dimenséao de E damos o nome de indice da decomposi¢do dominada. Como no caso hiperbélico,
temos o resultado que diz que, fixado o indice, s6 existe uma decomposi¢do dominada
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Demonstragio. Suponha que o conjunto de pogos de f é S(f) = {p1,...,ps}. Seja U a
vizinhanga de f dada pela defini¢do de P(M). Pela continuagdo analitica de pontos
periddicos hiperbdlicos, podemos supor que para todo ¢ € U, existe pi(g) € B(p;, 1)
para todo i, onde B(p;, ) N B(p;,r) = @ para todo i # j. Como o nimero de pogos de
g é igual ao ntiimero de pogos de f, temos que S(g) = {pi(g), ..., p»(g)}. Basta tomar
U = UB(p;, 7). O

Com isso, podemos derivar muitas propriedades importantes gozadas por P(M),
mediante argumentos de perturbacdo, via a seguinte estratégia heuristica: de certo
modo, f € P(M) é semelhante a f ndo possuir pogos robustamente, logo para provar um
resultado sobre f, podemos supor que o mesmo nao é verdadeiro e produzir um pogo
para uma perturbagdo. Neste ponto a principal ferramenta é um lema, aparentemente
ingénuo, apresentado por Franks em [15], mas que possui uma iportancia monumental
para a teoria. No Apéndice apresentamos uma prova deste resultado.

Lema 4.1.3 (Lema de Franks). Sejam f € Diff' (M) e U vizinhanga C' de f. Entdo, existem
Uy C U vizinhanga C' de f, e € > 0 com a seguinte propriedade: se ¢ € Uy e {x1, ..., x,} é um
conjunto finito de pontos distintos de M, tal que existam mapas lineares L; : Tx,M — T\ M
satisfazendo

ILi — dg(x)ll <e,

e U é uma vizinhanga desse conjunto finito de pontos, entio existe g € U, g = gem {xy, ..., x,} U
(M = U) de tal forma que dg(x;) = L;.

Olema de Franks diz que, ao realizarmos pequenas perturbagdes lineares da derivada
de um difeomorfismo, num conjunto finito, é sempre possivel obter um difeomorfismo
proximo do original, que realiza as perturbacdes como derivada, ao longo do conjunto
finito de pontos. Em particular, ele reduz algumas dificuldades a problemas de Algebra
Linear. Teremos intimeras oportunidades de ver como isto funciona, pois este sera um
dos resultados mais utilizados no trabalho. Por exemplo, o leitor pode notar que se
f € P(M)ep ¢ S(f) é um ponto periédico que possui um autovalor menor do que 1,
entdo o outro autovalor ndo pode ser igual a 1, ja que, do contrario, usando o lema de
Franks, poderiamos transformar p num pogo para um difeomorfismo g arbitrariamente
préximo de f, eisto viola o lema 4.1.2. De fato, vamos apresentar uma versao mais geral
deste argumento no lema a seguir, o qual fornece uma dicotomia sobre as (possiveis)
forgas de contracdo/expansdo nos periédicos em P(6, f) que ndo sdo pogos.

Lema 4.1.4. Se f € P(M) entdo existem Oy > 0 e uma vizinhanga U, de f tal que se g € Uy e
x € P(6,8) — S5(8), com 6 < 8¢ e (p) = n, entdo os autovalores |A| < |u| de dg"(x) cumprem

Al > (1 +06)" ouul > (1+05)".

Demonstragio. Suponha que o lema nédo é verdadeiro. Entdo, arbitrariamente préximo
de f, existe um difeomorfismo g exibindo um ponto periédico x (que ndo é pogo) de
periodo n, cujos autovalores sdo tdo fracos quanto se queira, i.e, menores que (1 + 6)",
com 6 podendo ser escolhido arbitrariamente pequeno.
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A idéia da prova é a seguinte: se pudéssemos produzir uma ligeira perturbagdo g
de g, tendo ainda x como ponto periédico de periodo 1, mas com a derivada

dg"(x) = (1 - 0)"dg" (x),

como os autovalores de dg"(x) sio dominados por (1 + 6)", o mapa resultante teria os
autovalores com tamanho dominado por

[(1+0)1-0)"=(1-86)"<1,

o que implicaria em x ser um pogo para g. Como x ndo é poco para g, isto faria com que
g possuisse um pogo a mais do que g, portanto e seria uma contradigdo com f € P(M).

Para ver que esta idéia realmente funciona, tome U, e € > 0 do lema de Franks
aplicado a U vizinhanga de f dada pelo lema 4.1.2. Com isto, podemos supor que para
todo difeomorfismo g € U, S(g) = {p1(g), --., px(g)}, onde k é o nimero de pogos de f, e
cada p;(g) é a continuagdo analitica de um pogo de f. Além disso, como M é compacta
podemos supor também que

sup{lldh(p)ll;p € M, h € Up} < oo.

Considere .

0o < :
" supllldh(p)li;:p € M, I € U}
Supondo o lema falso, dado 6 > 0 existe g € U, possuindo um ponto periédico x que
nao é pogo, de periodo n, tal que os autovalores de dg"(x) possuem, ambos, médulo
dominado por (1 + 0)".
Tome A; : TgiyM — T,iyM, dadapor A; = (1-0)Id,0 <i<n—-1. Dai,se 6 < dp e
L; = dg(g'(x)) o A;, entdo

ILi — dg(g' (DIl < lldg(g' Il - 1A; - Id]| < e.

Pelo Lema de Franks, existe g € U, g = g em {x, (%), ..., "' (x)} UM — U’ B(g'(x), ),
edg"(x) =LyoLjo..oL, 1 =(1-0)"dg"(x). Tomando r > 0 suficientemente pequeno,
como O(x) é disjunto de S(g), podemos supor B(g'(x),7) N S(g) = 0, para todo i. Logo,
como g = g em M — U 'B(g'(x), ), cada p;(g) é um pogo para g.

No entanto, como argumentamos no inicio da prova, x é poco para g € U. Portanto,
g possui k + 1 pogos, o que contradiz f € P(M). O

Com o lema anterior, obtemos uma estimativa uniforme sobre o tamanho dos au-
tovalores de pontos periédicos em P(, f) que ndo sdo pogos. No préximo resultado,
usaremos U e Oy dados pelo lema acima.

Lema 4.1.5. Seja f € P(M). Entdo existem 0 < 01 < 0pec > 0taisquese g € Uye x € P(5,g)
de periodo n que ndo é pogo, com 6 < 61, entdo os autovalores A e p de dg"(x) : T\M — T.M
satisfazem:

log|A| < —cn < 0 < cn < log|ul.
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Demonstragio. Pelo lema anterior, podemos supor sem perda de generalidade que
|ul'" > 1+ 8.

Como x € P(5, g), temos que
%log |det(dg”(x))| <.

Faca 6 = log(1 + ), p1 = % ea = e seja 01 = log(1l + B1). Dai, é claro que 6 < 6,

implica § < f1, e temos que

_ %0
2(1+50)”

log IA[""|u["'" = log |det(dg" ()| < log(1 + ).

Logo,
log [AIY" + log |ul'" < log(1 + B),
donde
log |AIY" < log(1 + B) — log |ul"" < log(1 + B) — log(1 + o),
e portanto
1+ 1+p:
1/n <
log A" < log(1 +60) < log(1 +60)'
Como S
1+p _1+5 _ +2+—60_ _1_L_1_0{
1+8, 1+060 — 2(1+06)  2(1+6y) ’

obtemos que log |A|'/" < log(1 — a) e como

o o
14+6>1+ > >1+2(1+60)_1+a,
obtemos também que log |u'/" > log(1 + a).
Por fim, basta tomar ¢ = min {|log(1 — )|, |log(1 — a)|}. |

Do capitulo anterior, j& sabemos que (6, f) contém todos os atratores hiperbolicos
de f. Nosso objetivo, para mostrar que a unido de suas de bacias de atragdo cobre um
subcojunto de M com medida de Lebesgue total, é mostrar que X(6, f) é um conjunto
hiperbdlico. Seguindo a estratégia de Mafié e Liao, para isso vamos primeiro obter
uma decomposicao dominada em X(, f). Observe que basta considerar X(9, f) — S(f),
pois se f € P(M), S(f) é finito e portanto é um conjunto hiperbdlico. Para obter a
decomposicdo dominada, o lema anterior é peca chave, uma vez que a estimava que
ele fornece vale robustamente, e com o lema de Franks temos uma boa ferramenta para
realizar perturbac¢des. Na proxima se¢do iremos montar o cendrio que permite colocar
isto em pratica.
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4.2 Dominagdo em X(0, f) — S(f)

Nesta secdo estaré fixado um difeomorfismo f € P(M).” Vamos provar que o compacto
invariante X(5, f) — S(f)® admite uma decomposi¢do dominada. O argumento é um
pouco elaborado, mas a idéia por trds é simples. Gostariamos de usar as Orbitas
periédicas em P(6, f) — S(f), pois, pelo lema 4.1.5 elas sdo hiperbdlicas, e portanto
cada uma possui uma decomposicdo dominada. Ndo temos garantia, em principio, da
existéncia de tais 6rbitas, no entanto, via o teorema 2.5.5, moralmente podemos supor
que P(6, f) é denso em X(6, f), a menos de trocar f por um difeomorfismo g préximo.
O trabalho todo, essencialmente serd provar que as constantes de dominagao para as
decomposi¢des hiperbdlicas em P(5, f) — S(f) (ap6s perturbar) sdo uniformes, o que
como vimos acima, sempre nos permite passar a dominacdo ao “fecho”, como no lema
4.0.13.

Esta uniformidade serd garantida pelo mesmo lema 4.1.5, como comentamos in-
formalmente no fim da se¢do anterior, através da técnica, também devida a Mafié, de
relacionarmos o dngulo entre os subespacgos instdvel e instdvel de um ponto periédico
com a decomposicdo dominada. A seguir, iremos definir de modo preciso o conceito
de angulo entre subespacos.

Angulo

O conceito de angulo entre dois subespagos E®F = R?, apesar de ndo ser exatamente o
mesmo conceito da geometria euclidianda plana classica, tem um significado bastante
intuitivo. Vamos dar a defini¢do formal, e depois explicaremos este significado.

Defini¢do 4.2.1. Sejam E, F subespagos de R?, tais que R> = E®F, e seja L : E* — E a tinica
transformacdo linear tal que

F = graf(L) = {v + Lv;v € E*}.

O angulo entre E e F é definido como /(E,F) = ||L||™!

Se E e F sdo subespacos de R?, o angulo entre E e F, intuitivamente, pode ser visto
como o maior comprimento obtido, ao ligar um vetor unitario em E a F, por uma reta
paralela a E*. No caso de E e F serem retas no plano, Z(E, F) na nossa defini¢do é igual
ao médulo da tangente do dngulo formado pelas retas E e F. Além disso, esta defini¢cdo
funciona em qualquer dimensdo, bem como o lema que vamos provar a seguir (com
mesma prova), o qual fornece algumas estimativas envolvendo o dngulo entre dois
subespacos, e serd importante mais a frente.

Lema 4.2.2. Suponha que R* = E®F e L : E* — E é como na definigio de Angulo entre E e F.
Entdo

>No entanto, para comodidade do leitor, iremos repetir esta hipétese no enunciado dos principais
resultados.
®Ver lema 3.1.4.
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a) Para todou € E, v € F temos que

L(E,
o~ 2 oD

e L

b) SeT : R* — R? é um mapa linear entdo

1+ #(E,F
iy < L 4ED

W(IITIEII +[[TIF[).

Demonstragio. a) Tome w € E* talque w + Lw =v € F. Daf,seu € EentdoLw —u € E, e
pelo Teorema de Pitdgoras, segue que

o —ull = [lw + Lw — ul| > ||w]|.

Contudo, |[v]| < [fwll + LI - lzoll = ||w[|(T + |ILI). Logo,

Iloll > (5

ioll,
IILII

e finalmente temos
o - > —AED
=1+ 4EF"

b)Sev e RN, v =¢+e*,comet € E*ee € E. Dai,

IToll = IT(e + eIl = IT(e™ + Le™) + T(e — Le™)||

<ITIEFNE + ILIDNe™ Il + ITIEN el + L He™[D).-

Como, novamente por Pitdgoras, |le|| < ||[v]| e |le*]| < |lv|| e como ||L|| = £(E,F)™', segue o
resultado. O

Observacgao 4.2.3. O mapa L da definigio acima é obtido usando as projegdes ortogonais P, de
F sobre E, e Py, de F sobre E*+. Como F e E*+ sempre posuem a mesma dimensdo, Pz é invertivel
e podemos obter L via P o (P£)™. No entanto se E e F possuirem a mesma dimensdo (e como
estamos em dimensio 2, este é o caso aqui), Pr é invertivel também e podemos usar L™ ao invés
de L, e nesse caso /(E,F) := ||L||. O lema acima continua sendo verdade, com a mesma prova,
apenas trocando E+ por E, e vice-versa.

Pela observagdo acima, podemos adotar Z(E,F) := ||L||, onde L : E — E* é tal que
F = graf(L) = {w + Lw;w € E}.

Uniformidade do angulo

Vamos provar agora que o dngulo entre o subespaco estdvel e o subespaco instével de
todo ponto em P(6, g) — S(g), para difeomorfismos g suficientemente préximo de f, ndo
pode ser arbitrariamente pequeno.
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Proposic¢do 4.2.4. Seja f € P(M). Entio existem 6 > 0, V uma C'-vizinhanga de f, e y > 0
tais que para todo g € V e para todo p € P(, ) — S(g), vale L(E;, E}) > .

Demonstragio. Sejam V e € > 0 do Lema de Franks aplicado a f e a vizinhanga U
do lema 4.1.5, e considere 6 > 0 tal que o lema 4.1.5 valha. Suponha por absurdo
que a proposigdo ndo seja verdadeira. Entdo, arbitrariamente préximo a f existe um
difeomorfismo g possuindo um ponto periédico p € P(6, g) — S(g) tal que o angulo entre
E, e E; é tdo pequeneno quanto se queira.

Pelo lema 4.1.5, temos que p é uma sela hiperbdlica para g. Fixe n = nt(p) e suponha
que todos os autovalores de A := dg"(p) sdo positivos. Vamos obter uma contradi¢dao
nesse caso, e em seguida mostrar que o caso geral se reduz a ele.

A idéia para chegar a uma contradigdo € a seguinte. Os subespagos E := E} e I := E}
dividem T,M em quatro quadrantes, dois dos quais formam um cone de abertura
pequena, e os outros dois que formam o complementar deste cone.

Dado um vetor v no cone da abertura pequena, como os autovalores de A sdo
positivos, Av também estd no cone de abertura pequena. Dai, se conseguirmos um
vetor v tal que [|Av|| = ||[v]|, compondo A com uma rotagdo préxima da identidade que
leve Av em v, obtemos uma aplicagéo linear B : T,M — T,M que possui um autovalor
1. Usando o Lema de Franks, obtemos um difeomorfismo g que possui p como ponto
periédico de periodo 1 e realiza B como derivada dg"(p). Como rotagdes possuem
determinante 1 ou —1, teremos p € P(6, g), mas como B possui um autovalor 1, isso dara
uma contradi¢do com o lema 4.1.5.

Seja 0 > 0 e suponha que Z(E,E) < 0.Sejam 0 < A <1 < u os autovalores de A e seja
L: E — E* dada pela defini¢do de angulo.

Considere um vetor v € T,M, dado porv = ae+ff,come € E unitarioe f =e+Le € F
e a,f > 0. Isto implica que v pertence ao cone de abertura pequena formado por E e
F, e como A, u > 0 temos que Av também pertence ao cone de angulo pequeno. Em
particular, se 1 := Z((v), (Av)), temos que n < 0. Por outro lado, Av = (Aa + uf)e + pfLe
e tomando a = 1, é facil ver que existe > 0 tal que ||Av|| = [|9]|.

Portanto, se 0 é pequeno, ) também o ¢, e temos que existe R, : T,M — T,M rotagao

tal que R,0cAv=ve
€

IDg(g"(p)II
Considerando L : Tgw-14,)M — T,M dada por L = R, o Dg(g""'(p)), temos que

IR, — Id|| <

IL —dg(g" ' (p))ll <e.

Pelo Lema de Franks, obtemos g € U tal que p é ponto periédico de periodo n para g,
g =gem {¢" ()} UM - B(g"(p),r), onde r > 0 é tomado de forma que ndo existem
pontos da 6rbita de p em B(g"(p), 1), além de ¢"~'(p). Além disso, temos também que
dg(¢"'(p)) = L e que

ag"(p) = R, 0 dg"(p),
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e como R; é uma rotagdo, temos
detdq"(p) = detdg¢"(p),

donde segue que p € P(6, g).

No entanto, R, o A possui um autovetor v associado ao autovalor 1, por construcao,
e isto viola o lema 4.1.5.

Para reduzir o caso geral ao caso em que os autovalores sdo ambos positivos, basta
trocar f por f? e usar a mesma prova, pois se ¢ estd proximo de f, entdo ¢* estd
proximo f2, e se p € P(, f) entdo p € P(25, f). Dai, como os autovalores da derivada de
¢* sdo todos positivos, exigindo que 26 < 6y, e repetindo o argumento acima obtemos
novamente uma contradi¢do com o lema 4.1.5. O

Dominagdo em %(9, f) — S(f)

Usando a proposicdo 4.2.4, vamos provar um resultado que é passo essencial para
obtermos uma decomposicdo dominada em X(6, f) — S(f). Daqui em diante neste
trabalho, fixamos um ntmero 6 > 0 pequeno, de modo que os resultados anteriores
sobre P(6, f), com f € P(M) sejam verdadeiros.”

Proposicdo 4.2.5. Seja f € P(M), numa superficie M. Entdo, existe uma vizinhanca V de f
eny € N tais que se g € Vo ep € P(6,g) — S(g) entdo existe n < ny satisfazendo:

< % 4.1)

48" Pl || [[dg ™ (8" ()l

Demonstragio. A estratégia é mostrar que a cota inferior para o dangulo entre os subespacgos
estdveis e instdveis dos pontos periddicos de difeomorfismos préximos a f, obtida
acima na proposicao 4.2.4, gera a estimativa 4.1. Dito de outra forma, vamos supor
por absurdo que a proposigdo ndo vale. Neste caso, serd possivel encontrar, mediante
uma pequena perturbagdo, um difeomorfismo ¢ préximo de f, posuindo um ponto
peridédico p € P(6, §) — S(g), cujo dngulo entre o espago estavel e o espago instavel é tdo
pequeno quanto se queira, e isto ird prodizir uma contradi¢do, devido a proposi¢ao
42.4.

Como dissemos acima, vamos supor que o resultado seja falso. Entdo, existe uma
sequéncia g, convergindo a f na topologia C!, possuindo pontos p, € P(5, 1) — S(gx)
tais que

1
| > 5/ Ppara todo0 <m < n. (4.2)

|4, (8" (Pn)) e

Podemos supor sem perda de generalidade que g, € V, para todo n, onde V é a
vizinhanca de f dada pela proposicdo 4.2.4. Além disso, como f € P(M), temos que
todo difeomorfismo em V possui o mesmo ntimero de pogos.

||dgzz(pn)|E5

7Como vimos no fim da prova da proposigdo 4.2.4, basta que 26 < 61, onde 6; é dado pelo lema 4.1.5.
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Para simplificar anotagdo, iremos tomar § = g, ep = p,, comn grande, a determinar.
Como p ndo é pogo para g, e g possui um ntmero finito de pogos, podemos tomar uma
vizinhanca U de O(p) tal que S(g) N U = 0.

Podemos supor também que m(p) é arbitrariamente grande, pois, usando o lema
4.1.5 temos que:

ldg™ P e || [ldg Pl < e
— 0, quando k — +oo,

donde existe k; (que s6 depende de c) de modo que

1
2
e isto implica que 7t(p) > n/ky, via 4.2. Como n estd sendo considerado arbitrariamente

grande, isto nos leva a concluir que 7(p) também pode ser tomado arbitrariamente
grande.

||dgk°”(”)|EsH ||dg_k0n(p)|gu

| <

Sejam V, € V e € > 0 dados pelo lema de Franks aplicado a g e a vizinhanga V.
Nas préximas linhas vamos definir uma série de mapas e subespagos auxiliares que
usaremos para construir a perturbacéo.

Tome vetores unitdrios v € E, e u € E;. Como estamos supondo que ndo vale a
estimativa de dominacgdo, temos que

1 . 4
Elldgl(P)ull < ldg'(p)oll,

para todo 0 < i < n. Defina L : Ej — E, como Lu = av, onde a > 0 é pequeno, a
determinar.

Usando L, definimos L : E, — E;, como

L=(1+a)yVdg})oLodg,.”.

Observe quef possui norma pequena. De fato, pelo lema 4.1.5 obtemos
]| < (1 + ay e @)L <
desde que a seja pequeno o bastante para que, por exemplo, (1 +a)e™ < (1 +a)e™ < 1.

Considere os subespagos G = {u + Lu; u € E;‘} eG = {u +fu;u € E;}.

Mais ainda, considere os mapas lineares, P,S : T,M — T,M, dados por Pu = Lu,
Pv=0,5 =0, S(u +Iu) = —Lu. Pela definicdo dos mapas P e S ndo é dificil verificar
que

Plg; =0, (Id + P)E! = G, S|g; = 0 e (Id + S)G = EL.

Por exemplo, vamos ver que a tltima igualdade é verdadeira. Note que
Su=5(u +Lu —fu) = —Iu,
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e portanto (Id + S)(u +Lu) = Su+u+Lu = u, e isto prova a igualdade desejada. As
demais afirmacdes sdo provadas de modo similar.

Além disso, temos também que
det(Id+S) =1, e det(ld+P) <1 +aq,

pois a matriz de S na base {u, v} de T,M ¢é triangular superior com 1 nas duas entradas
da diagonal, e a matriz de P na mesma base é diagonal, com 0 e a nas entradas da
diagonal.

Seja y > 0 dado pela proposi¢do 4.2.4. Como £(E;, E) > , aplicando o lema 4.2.2,
obtemos as estimativas

1+ 1+
1Pl < ( y)a e 18Il < ( V)a.
)4 )4

Por fim, definimos T; : ToigpyM — TyginyM comoTjIE;(p) =alde leggj@ = 0, para todo
0 < j < 7(p), onde E; o = dg/(p)ES, 0 = s,u. Note que, usando uma base dadas por
vetores unitarios em EZ i © ng o 2 matriz de T; é diagonal com «a e 0 nas entradas da
diagonal, e portanto

det(Id + Tj) =1 + a.

Agora estamos em condi¢des de definir os mapas L; que fardo ligeiras perturbagdes
de dg ao longo da 6rbita de p. Definimos,

Lo=(1+a)'(Id+ T1) odg(p) o (Id + P) : T,M — Tg,yM
eparal < j < 7(p) — 2 definimos

Li = (Id + Tj.1) 0 dg(g'(p)) : TgiyM — TyiyM,

Lrg-1 = (Id + S) o (Id + Ty) 0 dg(§™ "' (p)) : Tysp1(yM — T,M.

Nao é dificil verificar, usando a desigualdade triangular, que se a é suficientemente
pequeno, temos

IL; — dg(g’(p))ll < €, paratodo 0 < j < m(p) -1

De fato, note que todos os L; foram obtidos compondo-se dg com ligeiras perturbagoes
da identidade.

Pelo lema de Franks, obtemos g € V, tal que p € Per(g), g coincide com g na 6rbita de
p e fora da vizinhancga U da 6rbita de p, escolhida acima, a qual é disjunta de 5(g). Além

disso, dg(g/(p)) = L,. Desse modo, temos que dg" (p)(p) = H;I:(i -1 L;, donde obtemos

n(p)-1
det dgn(p)(P) = H detL; = (1+ a)™?) det dg”(f’)(p),
j=0
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e portanto se a é pequeno o suficiente para que log(1+a) + —— log |detdg™)| < 6, temos

que p € P(5,g). Observe também que p ndo é pogo para g, p01s como ¢ = g fora de
U todo pogo de g é um pogo para g, logo se p € P(6, g) — S(g) fosse um pogo para g, g
teria um pogo a mais do que g, contradizendo g € V, pois, como vimos acima, todo
difeomorfismo em YV possui 0 mesmo nimero de pogos.

Por simplicidade, denote E? = E, = s,u. Afirmamos que o E} é o subespaco

)
estavel de dg ") (p). Com efelto, como 0s subespagos E’ sdo invariantes por Id + Tj, e Eo
é invariante por Id + P e por Id + S, assim como dg(gj(p))Ej. =
que

%11, por definigao, temos

dg(g'(p)E; = LiE; = E;

j+1s

N(P)(

e portanto Ej é invariante por dg " (p). Além disso, temos que

(1+ )T ()l ll < (1 + ) Pe® <1,

pois exigimos acima que a é pequeno o bastante para que (1 + a)e™ < 1. Logo, dg"“” )

contrai na direcdo (invariante) Ej.
Por outro lado, temos que
AP (pyu = (1d+S) (dg”(”)u +(1+ a)”(”)dg”(p)L(dg_”(”)dg”(mu))
(Id + 8) (dg™P(pyu + L(dg™ P (p)u)),

e como

dg™ (p)u+ L(dg™(p)u) € G,
uma vez que (Id + S)G = Eg, segue que dg”(’”>(p)Eg = Ej. Como p nédo é pogo para g

2z

temos que EX é o subespaco instavel de dg"™ " (p).

Finalmente, usando o Lema 4.2.2 vamos estimar o dngulo f entre E;, (g) = (p)(E )
e E(3) = dg" (p)(EY), para m grande.

Sejam,
uy = Ly (u) =dg" (p)u + 6(1 + 6)"dg" (p)v,
uy = L,,(60) = 6(1 + 0)"dg" (p)v.

Entdo, pelo Lema 4.2.2, obtemos

llur = ua| 2 ( 55)” 1l

N 01+ 0)"Idg" (ol = g )

ldg™ (p)ull

Donde,




pois
1
Sldg™ (p)ull < lldg™ (pyoll.

Assim, temos que

2
P=sasop—a=V

desde que que m seja grande o bastante para que 6(1+0)" > 4+ )2—/ o que pode ser feito,
pois 1t(p) pode ser tomado tdo grande quanto se queira, conforme observamos no inicio
da prova. Isto contradiz a proposicdo 4.2.4, e termina prova. |

Agora estamos em condi¢des de obter uma decomposicdo dominada para f sobre
2(6, f) = S(f). Com efeito, aplicando o teorema 2.5.5, se x € X(6, f) — S(f), entdo existe
uma sequéncia f, — f, possuindo pontos periédicos p, € P(5, f,), p» — x. Como x estd
longe de S(f), podemos supor que p, ¢ S(f,), para todo n. Pela proposigdo 4.2.5, temos
que para todo n existe um k < ny, onde ny > 0 é dado pela proposigdo 4.2.5, tal que

P
>

1 fx ez | 1 f Gy,

Pelo lema 4.0.13 segue que (0, f) — S(f) admite uma decomposi¢do dominada.

Vamos denotar esta decomposigdo por E @ F, e supor que as constantes sdo C > 0O e
0<A<l

Propriedades da Decomposicao Dominada de X(6, f) — S(f)

Agora iremos provar que a dire¢do F da decomposicdo dominada de (o, f) — S(f) é
expansora. A demonstracdo, a qual é baseada num argumento devido a Mafié [24]
explora a finitude robusta do ntimero de pogos, de acordo com a seguinte linha de
idéias: caso F ndo seja expansor, pelo teorema 3.2.4, existirdo cordas apresentando uma
expansdo média arbitrariamente fraca. A dominacdo implicard que tais cordas apre-
sentem contragdo na dire¢do E. Com isto, usando o ergodic closing lemma, poderemos
criar pontos periddicos com contracdo na direcdo E e expansdo muito fraca na dire¢do
F, o que ira contradizer o lema 4.1.5.

Teorema 4.2.6. O subfibrado F é expansor.
Demonstragio. Suponha que F ndo seja expansor. Pelo teorema 3.2.4 existe uma medida

ergddica u suportada em X(0, f) — S(f), tal que para um ponto genérico x € supp(u)
temos

1
lim —
n—+oo 11

n-1
Y log ldf(f ] = 0. (4.3)
i=0

Fixe um ponto genérico x € supp(u). Se x for um ponto periédico (denotaremos
k = n(x)), entdo x € P(6, f) — S(f), pois, como é um ponto genérico em X(9, f) — S(f),
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podemos supor que x pertence também ao suporte de uma medida em M(9, f). Como
F é unidimensional, pela desigualdade 4.3, segue que

k-1
%bg laf @] = %Z log ldf(f )| = 0. (44)

Exponenciando e invertendo,
ldf ol < 1. (4.5)

Contudo, pela dominagéo,

A o] < A @ote]| [l £~ @l < Ak,

e portanto '
[ )le]| < A,

Isto implica que ||d fk(x)IEH — 0, quando j — +oo. Logo, df¥(p) possui um autovalor
menor do que 1 na dire¢do E, o que, juntamente com 4.5 contradiz o lema 4.1.5.

Se x ndo for periédico, podemos aplicar o ergodic closing lemma e chegar a uma
contradigdo semelhante. Com efeito, tome U a vizinhanga de f dada pelo lema 4.1.5.
Como a aplicacio h + h~! é continua em Diff' (M), V, = {h € Diff (M); i™! € U}, é
uma vizinhanca de f~!. Como x é um ponto genérico, podemos aplicar o ergodic closing
lemma e obter um difeomorfismo g, tdo proximo de f~!, quanto se queira, possuindo
um ponto periédico p tal que d(g/(p), f/(x)) é tdo pequena quanto se queira, para todo
0 < j <k := n(p) (em particular, como p estd préximo de x ¢ S(f), temos quep ¢ 5(g), via
o lema 4.1.2). Isto possibilitard passar a esitmativa 4.3 para a g 6rbita de p, e continuar
a prova como no caso em que x é periédico.

Para fazer isto, usaremos um argumento um pouco técnico, mas cuja idéia é a
seguinte: como a derivada de g em cada ponto da 6rbita de p estd proxima da derivada
de f~! em cada ponto da 6rbita de x, podemos trocar d¢g(g/(p)) por df~(f7/(x)), usando
o lema de Franks e perturbando g. Com isso, a estimativa 4.3 serd verdadeira para g, e
também poderemos usar a dominagao.

Em detalhes, o argumento segue do seguinte modo. Sejam V; C Vy,ee > 0do lema
de Franks aplicado a “Vy e f~! e considere as aplicagdes lineares L; : TgigM — Tgin()M,
0<i<k-1,ondeL; = Aadf ' (f'(x)A;! e A; : Tp-iyM — Ti,)M sdo mapas lineares
tais que, quando restritos a E(s-i(y) e F-i(y) sd0 isometrias, para todo0 <i<k-1e
ainda de modo que

Ao(Ex) = Ak(E(s+(x))

Ao(Fx) = A(F ()

Se ¢ estd suficientemente préxima de f, para todo 0 < i < k, temos

IL: — dg(g'®))|| < e.
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O papel dos mapas A; é “transladar”df~! para podermos substituir dg na 6rbita de
p por ela, ja que, como df1(f/(x)) e dg(¢/(p)) atuam em espacos diferentes, ndo faz
sentido trocar dg por df diretamente.

Pelo Lema de Franks, obtemos h € V,, h = g ao longo da g-6rbita de p, tal que
dh(h'(p)) = Li. Segue imediatamente que Ao(E,) e Ao(F,) sdo subespagos de T,M,
invariantes por di*(p), e decompoem T,M em soma direta. Além disso,

ah" @) ageo|| = [[df"CF @Dl -,

=" lageo || = lAfF"(F @)l ¢

Seja g = h™'. Como h € Vy, § € Uy e, além disso, é claro que p € Per(g). Como p
ndo é pogo para g, novamente pelo lema 4.1.2, temos que p nado é pogo para g. Como x
nao é periédico para f, temos que k — oo quando ¢ — f~ 1.8 Com isso, podemos supor
que C(e“A)" < 1,° onde C e A sdo as constantes da decomposicdo dominada, e ¢ > 0 é
a constante do Lema 4.1.5. Tome 0 < < ¢ + 0 e suponhamos ainda que k é grande o
bastante para que

Llogldf 0ol = ~,
via a estimativa 4.3. Temos entdo que
ldf Q]| > 7™,

donde .
192" O] = Al < ldfF ]| < & < <. (4.6)

Por outro lado, como ||d§k(p)|Ao(E)|| = ”df”(f‘k(x))lg

, temos que

e | dg e || < [l G nle] [lf el < ca,

logo
198" 1ase)|| < ClPAYF < 1. (4.7)

Pelas desigualdades 4.6 e por 4.7, temos que | det d§k(p)| < ', e portanto
1
7 logldetdgk(p)l <B<d,

ou seja, p € P(6,8) — S(g). No entanto, as mesmas desigualdades 4.6 e 4.7 contradizem
o lema 4.1.5. Isto completa a demonstragéo. O

Como F é expansor, existem constantes K > 0 e 0 < y < 1, tais que para todo
x € X(6, f) = 5(f),
s~ ol < Ky,

8Lembre que k = nt(p).
9Note que podemos supor, reduzindo c¢ se necessério, que e“A < 1. Observe também, que ao reduzir-
mos ¢, o lema 4.1.5 continua valendo.
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para todo n > 0.

Naturalmente, o leitor pode se perguntar porque ndo tentamos empregar o argu-
mento acima para provarmos que a diregdo E é contratora. Na verdade, o leitor podera
notar, se levar a cabo tal estratégia, que todos os passos do argumento funcionam, exceto

quando calculamos o determinante de dgk(p), pois ai ndo iremos obter que p € P(6,3).
Logo as desigualdades 4.6 e 4.7 ndo chegam a contradi¢do nenhuma. O que acontece, é
que para a mesma estratégia funcionar na direcdo E, deveriamos adicionar a condi¢do
de f possuir finitas fontes robustamente. No capitulo 8, vamos apresentar o argumento
acima em outro contexto, e ele bastard para obter hiperbolicidade, uma vez que 14 ndo
teremos esta assimetria.

Ainda assim, podemos usar o argumento de Mafié para obtermos que a direcado E
é ndo-uniformemente contratora, resultado que serd fundamental na préxima se¢do. No
enunciado a seguir, ¢ > 0 é a constante do Lema 4.1.5.

Teorema 4.2.7. Seja u € M(6, f) uma medida sem pogos no seu suporte. Entdo, para u-quase
todo ponto x € L(6, f) — S(f) vale,

tim log e < —.

Demonstragio. Sejam U, a vizinhanga de f dada pelo lema 4.1.5 e U a vizinhanga de
S5(f) dada pelo lema 4.1.2. Além disso, pelo mesmo lema 4.1.2 podemos supor que,
para toda g € U\, S(g) C U.

Se o teorema ndo é verdadeiro, existe u € M(6, f) sem pogos no seu suporte, e existe
A C supp(u), com u(A) > 0, tal que
.1 .
lim ~log [[df"(x)le| > —, (4.8)
para todo x € A. Dai, podemos tomar um ponto x € A genérico. Como y ndo admite
Pogos no seu suporte, x ndo é um pogo para f, e podemos supor que x ¢ U.

Se x for peri6dico, entdo x € P(5, f).1° Além disso, se 7t(x) = n temos que

%log”df”(x)lEH > —c,

donde segue que
ldf" @)l > e

Por outro lado, como F é expansor, segue que o autovalor na diregdo F é maior do que
1. No entanto, a desiguladade acima contradiz o lema 4.1.5.

Se x ndo for periddico, por 4.8 podemos tomar m suficientemente grande tal que

%log| |df"@)le|| > —c,

10Para a prova deste fato, ver exemplo 2.5.4.
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para todo n > m. Tome V C Uy e € > 0, do lema de Franks aplicado a f e Uy. Como
x é genérico, pelo ergodic closing lemma, existe g € V, possuindo um ponto periédico
p tal que d(f/(x), g'(p)) é tdo pequeno quanto se queira, para todo 0 > j > 7t(p). Além
disso, como x ndo é periédico, podemos supor que 7(p) é tdo grande quanto se queira.
Usando o lema de Franks, com o mesmo argumento usado no teorema 4.2.6, podemos
“trocar”a derivada de g ao longo da 6rbita de p pela derivada de f ao longo da 6rbita de
x. De modo preciso, obtemos ¢ € U, tal que p é um ponto periédico para g e existem

subespagos E. . eF. deT. M, para todo j =0, ..., m(p) — 1, de tal forma que

FUT) I FU)
93Dl = [l
|2 O] = [[dfFple] -

Portanto, supondo que k = nt(p) > m, temos que

1
Llog[ds* ()i = 7 log 4 Cole]| > .

donde segue que
5" D)l > e (49)
Por outro lado,

25" @Iz 1™ @)l
|2 £ @] [[df @)le]| < CA*.

e ||ldg Pl

A

Logo, dg_k(p)lfn < C(e°A)* < 1, desde que k := mi(p) seja grande, e segue que d§k(p)
possui um autovalor maior do que 1 na direcdo F. Como x ¢ U e p esta préximo de x,
temos que p ¢ U, o que implica que p ndo é poco para g. Além disso, como g-6rbita
de p sombreia a f-6rbita de x, temos que p € P(6, f)!! No entanto, a desigualdade 4.9
contradiz o lema 4.1.5. Isto completa a demonstracéo. m|

O leitor pode notar que a hipétese, no teorema acima, de y ndo posssuir pogos
em seu suporte ndo é restritiva. Com efeito, se uma medida u € M(6, f) possui um
POco p em seu suporte, como 0s pogos sdo isolados em X(6, f), temos que O(p) é um
conjunto invariante com medida positiva, e como u é ergédica, pela proposicdo 2.3.1,
1 (O(p)) = 1. Mais ainda, pela defini¢do de medida ergddica, isto nos leva a concluir
que p é a medida periédica de p. Logo, as tinicas medidas ndo contempladas pelo
teorema anterior sdo as medidas periddicas associadas aos pogos de f.

4.3 Outras Aplica¢des da Dominacao

Nesta secdo iremos usar a decomposi¢do dominada E @ F sobre Z(6, f) — S(f) de um
difeomorfismo f € P(M) e provar mais dois resultados importantes. O primeiro deles

Este argumento foi dado na prova do teorema 2.5.5.
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fala sobre a densidade de P(6, f) em X(0, f), e serd fundamental para provarmos, no
préximo capitulo, que Z(6, f) é um conjunto hiperbdlico. No entanto, tanto este resul-
tado como os teoremas do préximo capitulo, exigem mais regularidade de f. Como
ndo sabemos se os lemas de perturbagdo que temos, o lema de Franks e o ergodic
closing lemma, valem na topologia C?, precisaremos provar, sem assumir que (5, f) é
hiperbolico, que um difeomorfismo f € P(M) de classe C' possui um namero finito de
atratores hiperbdlicos.

Aproximagio por Orbitas Periédicas

Considere f € P(M), um difeomorfismo de classe C>. Usando o teorema de Katok, que

enunciamos no capitulo anterior, vamos provar nesta secao que P(6, f) = Z(5, f). Aidéia
da prova é bem simples. Tudo que precisamos é garantir que qualquer ponto genérico
x no suporte de uma medida em M(9, f) pode ser sombreado por um ponto periédico
p, pois, como ja vimos na prova da proposi¢do 3.5.6, isto implica que p € P(, f). Para
podermos usar o teorema de Katok, devemos primeiro provar que toda medida em
M(6, f) é hiperbdlica.

Lema 4.3.1. Se f € P(M) entio toda medida u € M(6, f) é hiperbélica.

Demonstragido. Suponha que u ndo é a medida peridédica de um pogo. Pelo teorema
4.2.6, temos que para todo ponto x € supp(u),

1 1
~log |[df"'()le| = —K - logy,

onde K> 0e 0 <y < 1sdo as constantes de expansdo de F, e portanto

lim %log ||df”(x)|p|| > —logy > 0.

n—+00

Por outro lado, o teorema 4.2.7 diz que para u-quase todo ponto x,

lim %log”df”(x)l;;” < —c.

n—+00

Portanto, pela unicidade dos expoentes de Lyapunov e dos supespacos proprios, para
p-quase todo ponto x € supp(u), E; e Fy sdo os subespagos proprios de T,M, e os
respectvos expoentes sdo A1(x) < —c < 0 e A(x) > —logy > 0. Logo, u é hiperbdlica.
Por outro lado, se p é a medida peridédica de um pogo, entdo para todo ponto ponto
x € O(p), temos

.1 .
Jim ~log ldf" ()| <0,
e portanto p também é hiperbdlica. m|

Teorema 4.3.2. Seja f € P(M) um difeomorfismo de classe C*. Entio P(5, f) = £(5, f).
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Demonstragdo. Ja temos quase tudo pronto. Pela defini¢do de X(§, f), basta provar que,
dada u € M($, f), todo ponto em suporte pode ser aproximado por pontos periédicos
em P(6, f). Como os pontos genéricos sdo densos em supp(u), basta provarmos que
todo ponto genérico em supp(u) pode ser aproximado por pontos periédicos em P(6, f).
Como f é de classe C?, pelo teorema de Katok, todo ponto genérico em supp(u) pode
ser sombreado por Orbitas periddicas, as quais, devido ao sombreamento, pertencem a
P(s, f).12 O

A Finitude do Ntimero de Atratores Hiperbdlicos

O principal objetivo agora é provarmos o seguinte resultado.

Teorema 4.3.3. Considere um difeomorfismo f € P(M) de classe C'. Entdo f possui um
niimero finito de atratores hiperbélicos.

O argumento é um pouco rebuscado, e envolvera algumas definicdes novas, no
entanto a idéia que o norteia é bem simples. Para ilustrd-la, suponhamos que X(9, f) é
hiperbdlico e que f possua infinitos atratores hiperbélicos A; distintos. Em particular,
como atratores sdo conjuntos transitivos, temos que para todo i # j, A; N A; = (. Para
cada i, tome um ponto x; € A;. Por compacidade, a sequéncia {x;} acumula em algum
lugar, logo existem pontos distintos x; e x;, arbitrariamente préximos. Como cada
A C X(0, f), e estamos assumindo que X(9, f) é um conjunto hiperbdlico, o Teorema
da Variedade Estdvel garante que as variedades invariantes de x; e x; se intersectam.
Como W*(x;) C A;, para todo i, devido a proposicao 3.5.3, se x € W*(x;) N W¥(x;), entdo
x € Aje w(x) € A\;. Portanto, A; N A; # 0, absurdo.

Apesar de ndo sabermos provar que X(5, f) € um conjunto hiperbdlico, sem a
hipétese de regularidade, iremos implementar exatamente a estratégia acima. Ob-
serve que o iinico momento no qual utilizamos a hiperbolicidade de X(§, f) foi quando
concluimos que as variedades invariantes de x; e x; se intersectavam. Isto é garantido,
quando X(9, f) é hiperbdlico, porque as variedades invariantes de x; e x; possuem um
tamanho minimo e porque a decomposicdo hiperbélica E°®E" varia continuamente. No
caso em que ndo sabemos se X(9, f) é hiperbolico, o tamanho minimo das variedades
invariantes de x;, em principio, depende i. O trabalho todo que faremos serd exata-
mente para garantir que existem pontos x; € A;, cujas variedades invariantes possuem
um tamanho minimo, independente de i.

No que se segue, f é um difeomorfismo como na hipétese do teorema 4.3.3, que
possui infinitos atratores hiperbélicos A; distintos. Podemos supor que nenhum A; é a
6rbita de um pogo, e como vimos acima, A; N A; = 0.

O Lema de Pliss

O primeiro passo serd um lema geral que garante a existéncia de cordas com hiperbolici-
dade uniforme em compactos invariantes que admitem uma decomposi¢do dominada.

12Veja observagao 3.5.7.
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Seja A um compacto invariante para um difeomorfismo g € Diff' (M). Suponhamos
que A admite uma decomposi¢cdo dominada E & F. Dado um ntmero y > 0, dizemos
que uma corda {x, g"(x)} contida em A é uma y-E-corda se

n—

ldg (& eIe]| <

1
j=0

Dizemos que {x, §"(x)} é uma y-E-corda uniforme se {x, ¢*(x)} é uma y-E-corda para todo
0<k<n.

Uma y-E-corda é uma corda com hiperbolicidade no iterado n. Acontece que, por
exemplo, se y < 1, a corda poderia apresentar, em principio, expansdo na mairia dos
pontos da 6rbita de x, e contragdes muito fortes em poucos pontos, mas o bastante para
resultar em contracdo no tempo final n. Contudo como a norma de dg é limitada em
M, porque g é C', qualquer contragdo que ocorra ndo pode ser arbitrariamente forte, o
que nos leva a pensar que, se n for muito grande, uma y-E-corda ird apresentar uma
contracdo uniforme a partir de algum tempo. Este é o contetido do lema de Pliss.

Lema 4.3.4 (Lema de Pliss). Dado 0 < y < 1, para todo 0 < y < yy < 1l existem N > O e
0 < b < 1taisquese{x, §"(x)} é umay-E-corda,comn > N, entdo existem 0 < ny < ... <np <n
tais que k > nb e {g"(x), §"(x)} é uma yo-E-corda uniforma para todo 1 <i < k.

O lema de Pliss diz que, para todo € > 0, com y-E-cordas suficientemente grandes
conseguimos () +e€)-E-cordas uniformes, e ainda com tamanho grande. E nesse contexto
que o usaremos a seguir. A prova do lema de Pliss serd dada no apéndice. Nos
argumentos que seguem, E & F é a decomposicdo dominada de X(6, f) — S(f).

Controlando a Derivada

Iremos usar o lema de Pliss para obter uma estimativa sobre a derivada em pontos de
A, que ndo dependa de i. Pelo teorema 3.5.10, existe um ponto p; € A, pi € P(5, f),
tal que A; = H(p;). Podemos supor que nenhum p; é poco, uma vez que o nimero de
pocos é finito.

Fixemos um i > 0.

Pelo lema 3.3.3, A; = HT(p;), onde

HT(p) = {x; x é ponto homoclinico transversal associado a p}.

Pelo lema 3.2.15, cada ponto em HT(p;) ¢ acumulado por pontos periédicos em P(6, f),
logo existe uma sequéncia de pontos distintos p,, € A;, p, € P(5, f)—S(f) (ja que os pogos
sdo finitos) para todo n > 0. Podemos supor que n(p,) — +co quando n — +o0, pois,
pelo lema 4.1.5, cada p, é hiperbdlico e como pontos fixos hiperbélicos sdo isolados, o
nimero de pontos periddicos hiperbdlicos de periodo < k é finito, para todo k > 0.

Considere A = ¢™¢, onde ¢ > 0 é a constante do lema 4.1.5. Entdo, se |1;]| < e <
¢° < |A,| sdo os autovalores de d gk", onde k, = n(p,), como E & F é uma decomposicao
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dominada, A; é o autovalor na direcédo E, e portanto

kn—1

/\k” — e—knC > |/\1| - ||dfk”(Pn)|E|| = H ||df(fj(Pn))|E

j=0

7

ou seja, {p,, f*(p,)} € uma A-E-corda.

Tome 0 < A < B < 1. Aplicando o lema de Pliss, existem N > 0e 0 < b < 1,
tais que para toda A-E-corda com tamanho ! > N existem pelo menos Ib tempos a
partir dos quais temos uma -E-corda uniforme. Se n é suficientemente grande, entao
k, = n(p,) > N, e como {p,, fk" (pn)} ¢ uma A-E-corda, para cada n grande obtemos
tempos 0 < my <my < ... <m,, <k, tais que {f"i(p,), f"” (pn)} € uma p-E-corda uniforme
paratodoj=1,..,r, Definay, = f"(p,) e observe que {y,, fk"‘"’l(yn)} é uma f-E-corda
uniforme. Como, por Pliss, r, > k,b temos que k, — m; — +00, quando n — +oco. Dali,
por compacidade podemos supor que y, — x; € A;. Como

kn—my—k-1

[T llarcriwn] g,

j=0

para todo 0 < k <k, —m; — 1, dado m > 0, para todo n suficientemente grande temos
que

ldf" le|| < B
Portanto, tomando o limite quando n — +oo,

ldf™ ele|) < .
Em resumo, obtivemos o seguinte resultado:

Lema 4.3.5. Existe um niimero 0 < f < 1 que s6 depende de f, com a sequinte propriedade:
para cada i, existe um ponto x; € A tal que

" )le|| < 7,

para todon > 0.

Em palavras, existe uma constante 0 < § < 1 tal que para todo i, temos um ponto
x; € A com contracdo na derivada a uma taxa . O ponto importante é que essa
constante de hiperbolicidade ndo depende de 1.

Os Teoremas de Hirsch-Pugh-Shub e do Valor Médio

Agora vamos usar a estimativa que temos sobre a derivada nos pontos x; para provar-
mos que as variedades estdveis dos pontos x; possuem um tamanho minimo. Heuris-
ticamente, a idéia do argumento é a seguinte: como M é uma superficie e E é um
subfibrado unidimensional, podemos tentar usar teoremas de EDO para integrar a
direcdo E e obter curvas tangentes a ela com comprimento minimo. Por outro lado,
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como df"|g possui uma contragdo uniforme nos pontos x;, pelo teorema do valor médio,
para todo n > 0, f" deve contrair distdncias de pontos préximos de x; tangentes a E,
também de modo uniforme. Isto ird implicar que as curvas com comprimento minimo,
obtidas integrando a dire¢do E, serdo contraidas pela acdo de f", portanto estardo
contidas em W*(x;), para todo i.

A principal falha desta estrtégia heuristica é que ndo temos de fato um campo
de vetores definido a partir do subfibrado E e definido num aberto de M, para que
possamos integrar usando teoremas de EDO. Para sanar esta dificuldade usaremos o
resultado a seguir, cuja prova o leitor pode encontrar em [17].

No enunciado iremos denotar por Merg ((—1, 1); M) o espacos dos mergulhos de C?
do intervalo (-1,1) em M, munido da topologia C.

Teorema 4.3.6 (Hirsch-Pugh-Shub). Seja f um difeomorfismo numa superficie M. Suponha
que A C M é um compacto invariante que admite uma decomposi¢ido dominada E @ F. Entdo
existem fungodes continuas y° : A — Merg ((—=1,1); M) e y* : A — Merg ((—1, 1); M) tais que

1. ¥°(x)(0) = y"(x)(0) = x para todo x € A.
2. 495 (x)(B)li=0 = Ex € £y (x)(B)l=0 = Fu.

3. Para todo € > 0 existe um 6 > 0 tal que

(P ((=6,0))) € y*(f(x))((=€, €))

FHOM@(=0,0)) €y (f ()€ €)),

para todo x € A.

O teorema acima garante a existéncia de curvas tangentes a E e a F em cada ponto
x € A (onde A é um compacto invariante como no enunciado) com comprimento
minimo e localmente invariantes por f.

Aplicando o Teorema de Hirsh-Pugh-Shub a X(5, f) — S(f), obtemos uma familia
continua y°(x) de curvas tangentes a E em todo ponto x € (6, f) — S(f). Vamos denotar
vi(x) == y°(x)((—€, €)). Se € é suficientemente pequeno, podemos supor que todas estas
curvas sdo parametrizadas pelo comprimento de arco, e tém comprimento 2¢.

Fixemos arbitrariamente um i > 0 e considere A; e o ponto x; € A;, dado pelo lema
4.3.5. Nosso objetivo agora é mostrar que y:(x;) C W*(x;). Em particular, isto ird provar
que W*(x;) tem comprimento pelo menos 2e.

Por simplicidade de notagdo, nas proximas linhas iremos denotar A; por A e x; por
x. O fato de que o tamanho € ndo depende de i ird ficar claro dos argumentos que
iremos apresentar.

Como y* é continua, f é de classe C! e £(6, f) — S(f) é compacto, dado a > 0 tal que
(1+a)p <1, existe g > 0 tal que para todo y € X(6, f) — S(f), sez € y; (y) e G, = Toyg,
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denota o subespago de T:M tangente a y%, entdo’

lf@le]| < (1 + @) ldf )| (4.10)

Observe que, devido a continuidade uniforme de df, esta escolha de €, é claramente
independente de i. Pela invariancia local, exsite € < €y tal que

fiw) cve,(fw),

desde que € < ¢ seja escolhido suficientemente pequeno, o que novamente pode ser
feito de modo independente de i.

Também por simplicidade de notacdo, seja y(t) = yi(x)(t). Iremos provar por
indugdo que o comprimento I/(f" o ) — 0 quando n — +oco, pois isto obviamente
implica que y C W*(x).

Pela estimativa 4.10, temos que

(foy) = f ldf @y @) dt < @+ a) |df@le|| 1),

e como de(x)IE” < B, obtemos

I(foy) <1+ a)pl(y) < 2e.

Como, devido a invariancia local, f oy C y% (f(x)), a estimativa sobre o comprimento
de f o y mostra que de fato temos f oy C yi(f(x)).

Suponhamos agora, por indugéo, que l( fio )/) < (1 +a)ipily), e floy Cyifix)),
para todo 1 < j < n. Vamos provar que isto também vale com j = n + 1. Por um lado, a
invaridncia local nos garante que

frhoy Cya(f ) (4.11)
Por outro lado, tendo em vista a hip6tese de indugdo, segue da estimativa 4.10 que
laf ool < 1+ a) [df(F e

para todo 1 < j < n. Multiplicando em j a desigualdade acima, como E e G sdo
unidimensionais, obtemos

A O] < (1 + @y |df @) -

7

Logo,

i(re2) = [ laroen ol

(1 + a)n+1 ||dfn+1(x)|E|| l(')/)

IN

BBEm particular G, = E, e G é 0 subespago gerado pelo vetor y*(y)'(z).
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e portanto, devido ao lema 4.3.5, temos que

(™ oy) < @ +a)™p(y) < 2e.

Por 4.11 temos que
frioy cyd(f()

o que completa a prova da indugdo e mostra que
I(f"oy) =0 quando n — +oo,

como queriamos.

Em resumo, obtivemos que para todo 7, yi(x;) C W*(x;), logo I (W*(x;)) > 2e. Como F
é um subfibrado expansor, o argumento acima mostra que todas as curvas y(y) com
y € X(6, f) — S(f) estdo contidas na W"(y), e portanto todas a variedades instaveis ja
possuem um comprimento minimo.

Conclusio da Prova

Pelo que vimos acima, obtemos um € > 0 e pontos x; € A;, tais que [ (W°(x;)) > 2¢, para
todo i, 0 = s,u. Ou seja, provamos que as variedade invariantes dos pontos x; possuem
um tamanho minimo. Logo, como E & F é continua, para i, j suficientemente grandes,
existe z € W*(x;) N W¥(x;) e como W*(x;) C Aj, z € A;. No entanto, z € W¥(x;) implica
w(z) C A;. Como w(z) # 0, concluimos que A; N A; # 0, absurdo. O teorema 4.3.3 esta
provado.
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Capitulo 5

O Teorema de Pujals-Sambarino

Na referéncia original [3] apds obter a decomposi¢do dominada sobre X(6, f) — S(f)
como fizemos no capitulo 4, Aratijo consegue integrar os fibrados E° e E", como fizemos
no capitulo anterior, obtendo subvariedades tangentes. Dai, a parte dificil do trabalho é
conseguir provar que na verdade esses conjuntos possuem comportamento dinadmico,
e de fato sdo variedades estdveis e instdveis, como num conjunto hiperbélico. A
existéncia das variedades invariantes é o passo crucial para a conclusdo de que X(6, f)
¢ um conjunto hiperbdlico.

No entanto, a tecnologia dos dias atuais, nos permite obter diretamente que X(0, f) é
um conjunto hiperbélico, isso gracas aos trabalhos de E. Pujas e M. Sambarino. Em sua
solucdo da Conjectura de Palis em superficies, eles obtiveram uma descrigcdo bastante
satisfatéria da dindmica de subconjuntos compactos invariantes que admitem uma
decomposi¢do dominada, para difeomorfismos de classe C2. Basicamente, a descri¢do
que eles obtiveram diz que um compacto invariante com uma decomposi¢do dominada
se divide numa parte, que é um conjunto hiperbélico, e noutra que sdo curvas periédicas
(i.e. existe n > 0 tal que f"(C) = C) nas quais a dindmica é conjugada a uma rotacao
irracional no circulo.

Defini¢ao 5.0.7. Dizemos que uma curva C periddica, fechada e simples em M é normalmente
hiperbdlica para um difeomorfismo f, se existe uma decomposicido dominada E & F, sobre C,
tal que E é tangente a C e F € hiperbolico, isto é, é contrator ou expansor.

O resultado que enunciamos a seguir é o Teorema B em [33].

Teorema 5.0.8 (Pujals-Sambarino). Seja f um difeomorfismo de classe C* numa superficie
compacta M, e considere A C M um compacto f-invariante possuindo uma decomposicio
dominada E ® F e ainda tal que todos os pontos periédicos em A sdo hiperbélicos e nio sdo nem
pogos nem fontes. Entdo, A = Ay U A, onde Ay é um conjunto hiperbélico e A, é uma unido
finita de curvas Cy,...,C,, fechadas, simples, periédicas de periodo Tt;, normalmente hiperbdlicas
e tais que f™ : C; — C; é conjugado a wma rotagdo irracional.

Nao veremos a prova desse profundo resultado neste trabalho. Nosso objetivo é
usé-lo para simplificar a prova do Teorema de Aradjo.
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Usando o teorema de Pujals-Sambarino é possivel provar que (C'!) generica-
mente, para certos tipos de subconjuntos compactos invariantes em M, admitir uma
decomposicdo dominada é o mesmo que ser hiperbdlico. Ndo iremos provar este resul-
tado aqui, mas veremos seu enunciado preciso no capituilo 07, no qual daremos uma
outra prova para o teorema de Aradjo.

Na proxima se¢do vamos aplicar o teorema de Pujals-Sambarino a (6, f) — S(f), e
concluir sua hiperbolicidade no caso C>.

5.1 Decomposicao Espectral para (9, f)

Suponha que f € P(M) é um difeomorfismo Kupka-Smale C2. Pelos resultados do
capitulo anterior, sabemos que X(, f) — S(f) admite uma decomposi¢cdo dominada
E & F, tal que F é um subfibrado expansor. Entdo, aplicando o Teorema de Pujals-
Sambarinoa X(6, f) — S(f), como S(f) é finito, segue que X(, f) é a unido de um conjunto
hiperbélico e um ntimero finito de curvas fechadas e simples, periédicas e normalmente
hiperbdlicas nas quais a dindmica é conjugada a uma rotagdo irracional no circulo.
Tome C uma qualquer dessas curvas. Vamos provar que C ndo pode existir. Suponha,
por simplicidade, que C é fixa, pois o caso geral é andlogo. Em primeiro lugar, pela
conjugacdo com a rotagdo irracional, ndo podem haver pontos periédicos em C. Por
outro lado, como C é normalmente hiperbdlica, temos uma decomposi¢do dominda
E & T sobre TcM, constituida de uma direcao E tangente a C e outra complementar e
hiperbdlica (contratora ou expansora) F. Como M é uma superficie, as decomposicoes
E®F e E® E possuem o mesmo indice, logo sdo iguais. Como F é expansor, segue que
C é repulsora, e portanto ndo pode ser acumulada por 6rbitas periddicas. Mas como
P(5, f) = (6, f), pelo teorema 4.3.2, obtemos uma contradi¢do. Portanto C ndo pode
existir. Desse modo, estabelecemos o seguinte resultado.

Teorema 5.1.1. Se f € P(M) é um difeomorfismo Kupka-Smale C* entio X(5, f) é um conjunto
hiperbélico.

Com esse resultado, podemos mostrar que Z(6, f) se decompde como uma unido
disjunta de um ndmero finito de classes homoclinicas de pontos periédicos em P(5, f).

Teorema 5.1.2. Seja f € P(M) um difeomorfismo Kupka-Smale C* e 6 > 0 pequeno. Entdo
26, f) = MU...UA,, unido disjunta de subconjuntos compactos, invariantes, topologicamente
transitivos, isolados e com pontos periédicos densos.

Demonstragio. Defina A; como a classe homoclinica de um ponto periédico em P(9, f).
Pelo Corolério 3.3.5 cada A; é um subconjunto de Z(, f).

Sabemos que classes homoclinicas sempre sdo conjuntos compactos invariantes,
topologicamente transitivos e com pontos periédicos densos. Como X(9, f) é hiperbélico,
cada classe homoclinica de um ponto periédico em P(5, f) é um conjunto hiperbélico,
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e como toda classe homoclinica hiperbélica possui estrutura de produto local,! segue
que cada A; é um conjunto isolado.

Resta provar que temos finitas classes homoclinicas e que elas sdo disjuntas. Suponha
por absurdo que existam infinitas classes distintas, digamos Aj, Ay,...,A,,... Nesse caso,
tome p; € A; paracadai € IN o ponto periédico em P(6, f) que gera a classe homoclinica.
Por compacidade, a sequéncia {p;} possui ao menos um ponto de acumulacao, logo ex-
istem pontos p; suficientemente préximos. Mas, como X (6, f) é hiperbdlico, isto implica
que, para um par i, j suficientemente grande p; ¢ homoclinicamente relacionado com
pj,logo A; = A}, contrariando a hipétese de que todos os A; eram distintos, e provando
a finitude. Com o mesmo argumento podemos provar que se /; intersecta A;, entdo
eles devem ser iguais. Isso completa a demonstragao. m]

Cada conjunto A; na decomposicdo espectral de Z(6, f) é dito uma pega bdsica.

O resultado acima é um passo grande para obtermos o teorema de Aratjo, mas
ainda precisamos aprender como controlar a medida de Lebesgue da unido das bacias
dos atratores hiperbolicos. Isto é o que faremos no préximo capitulo.

Wer lema 3.3.4
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Capitulo 6

Dinimica Genérica e o Teorema de
Aratjo

A dinamica genérica estuda propriedades que valem para a maioria dos sistemas.
Lembre que o espago Diff'(M) é um espaco de Baire, portanto todo residual é denso.
Dizemos que uma propriedade é genérica em Diff' (M) se ela vale num residual deste
espago. Neste capitulo, iremos enunciar um teorema béasico de topologia que é uma
das principais ferramentas na obtencdo de propriedades genéricas. Depois, usaremos
esse teorema e os resultados vistos anteriormente sobre P(M) e X(6, f) para provar o
Teorema de Aratjo.

6.1 O Lema de Semicontinuidade

Podemos enfraquecer o conceito de continuidade de fun¢gdes que tomam valores na
reta pelos conceitos de semicontinuidade superior/inferior. Considere uma fungdo
f: X = R, onde X é espaco topolégico. Por completude, vamos dar a defini¢do formal
de semicontinuidade.

Definicdo 6.1.1. Seja f : X — R como acima. Dizemos que f é semicontinua inferiormente
em x se, para todo € > 0 existe uma vizinhanga U de x tal que f(y) > f(x) — €, sempre que
y € U. Se f é semicontinua inferiormente em todos os pontos de X, dizemos simplesmente que
f é semicontinua inferiormente.

Intuitivamente, semicontinuidade inferior num ponto x € X significa que para
pontos de X suficientemente préximos de x, os valores correspondentes por f ndo sdo
muito menores do que f(x). Podemos definir, de modo similar, o conceito de fungao
semicontinua superiormente, e de modo que f é continua num ponto, se, e sé se, é
semicontinua inferior e superiormente no ponto.

E natural se perguntar se a definicdo de semicontinuidade é realmente mais geral
do que a defini¢do de continuidade. Contudo, é facil dar um exemplo de uma fungao
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escada que é semicontinua mas ndo é continua. Por outro lado, é possivel obter bastante
informacao sobre o conjunto dos pontos de continuidade de uma fung¢do semicontinua.

Lema 6.1.2 (Lema de Semicontinuidade). Seja f : X — R uma fungdo semicontinua
inferiormente. Entdo, existe um residual em X no qual todo ponto é um ponto de continnuidade

de f.

Mais do que dar informacao sobre o qudo continua pode ser qualquer funcdo semi-
continua, este resultado nos da uma fonte poderosa de residuais. Sob esse ponto de
vista ele nos diz, por exemplo, que uma aplicacdo que leva difeomorfismos em ntimeros
reais e que possui uma varia¢do semicontinua, possui variagdo continua num residual
de difeomorfismos. Como a hiperbolicidade ndo pode ser “destruida”por pequenas
perturbacdes, é de se esperar que ela produza variagdes semicontinuas, e portanto
residuais. Uma ilustracdo de tal afirmagdo é dada no lema a seguir, o qual é de vital
importancia para este trabalho.

Seja f : M — M um difeomorfismo de classe C' e denote por B(f) a unido das baicas
dos atratores hiperboélicos de f. Note que B(f) pode ser vazio em principio. Considere
a aplicacdo

L : Diff'(M) —» R,

dada por
L(f) = m(B(f))-

Lema 6.1.3. L é semicontinua inferiormente

Demonstragiio. Fixe f € Diff'(M) e e > 0. Como m(B(f)) < 1 e como as bacias de atracio
de atratores hiperbdlicos sdo disjuntas, temos que, se {A;}, como i € IN sdo os atratores
hiperbdlicos de f, entdo

12 m(B(f) = Y m(B(AY)),
i=1

donde existem Ay, ..., A, atratores hiperbdlicos de f tais que

Y m(BAY) 2 m(B(H) ~ 5.
i=1

Sejam Kj, ..., K;, compactos satisfazendo A; C K; C B(A;) e m(B(A\;) — K;) < 5. Usando
a estabilidade atratores hiperbdlicos, teorema 3.5.5, obtemos uma vizinhanca U de f
tal que para cada g € U existem A4(g), ..., An(g), atratores hiperbélicos para ¢ com
K; € B(Ai(g)), uma vez que todo difeomorfismo para todo g € U A;(g) é um atrator
hiperbélico com a mesma bacia local de A; para f. Dai, temos que

mBE) = Y mK)= Y (mBEA) - o)
i=1 i=1

- €
Y mBA) -5 2 mB(f) —e,
i=1
e isto prova a semicontinuidade de L. m]
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Nao iremos provar o teorema 6.1.2, mas uma prova pode ser encontrada em [19].

A topologia de Hausdorff

Para podermos levar mais adiante a afirmacdo que fizemos acima, de que a hiperbolici-
dade d4 origem a variag¢des semicontinuas, devemos considerar também a variagdo de
conjuntos que contenham alguma hiperbolicidade, ao invés de somente ntiimeros. Para
tanto, é preciso dar uma nogdo de proximidade entre conjuntos.

Seja Cy = {K € M; K é compacto }. Dados A, B € Cy definimos o nimero d4(B) =
sup{d(b, A); b € B}. Intuitivamente este nimero mede a maior distancia ao conjunto A
que é vista pelos pontos do conjunto B. E bem claro que uma nocéo de proximidade
entre A e B deve levar em conta tanto d4(B) como dg(A).

Defini¢ao 6.1.4. Definimos a métrica de Hausdorff em Cy; pondo

d(A, B) = max{da(B), ds(A)}.

E preciso provar que a nogao acima realmente providencia uma topologia em Cy
e que essa topologia possui boas propriedades. Nao iremos dar esta prova aqui, mas
coletamos o resultado no

Lema 6.1.5. A métrica é de Hausdorff é de fato uma métrica sobre Cy que o torna um espago
métrico compacto.

Para uma prova, ver [19].
Agora podemos dizer o que significa uma variacdo semicontinua de conjuntos.

Seja X um espago topolédgico. Dizemos que uma funcdo I' : X — Cy é semicontinua
inferiormente em x € X se, para todo aberto U C M tal que U NT'(x) # 0, existe uma
vizinhanca V de x tal que U NI'(y) # 0 para todo y € V. Dizemos também que I' é
semicontinua superiormente em x, se para todo compacto K tal que K N I'(x) = 0, existe
uma vizinhanga V de x tal que KN TI'(y) = 0 para todo y € V. Informalmente, a no¢do
de continuidade é bem clara: para pontos y numa vizinhanga de x, I'(yy) pode ser visto
como I'(x) apenas ligeiramente deformado. Seguindo essa idéia, podemos dizer que
quando I' é semicontinua inferiormente, para pontos y sufcientemente préximos de
x, I'(y) é uma deformacao de I'(x), que ndo é muito menor, mas pode ser bem maior.
Dualmente, se I' é semicontinua superiormente, para todo ponto y préximo de x, I'(y)
pode diminuir em relagdo a I'(x), mas ndo pode aumentar.!

Observacgdo 6.1.6. Note que semicontinuidade inferior num ponto equivale a dizer que, dado
€ > 0, existe uma vizinhaga U de x, tal que y € U implica dr,(I'(x)) < €.

Finalmente, dizemos que I' é semicontinua inferiormente/superiormente se o é em
todos os pontos de X. Um ponto de continuidade de de I' é um ponto onde I' é semi-
continua inferiormente e superiormente. Ou seja, quando I' é continua, I'(x) persiste
em I'(y), e I'(y) ndo explode I'(x).

! Agradego ao Davi por me fazer notar isso.
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Assim como no caso de func¢des tomando valores reais, semicontinuidade é uma
fonte de residuais. Por abuso de notagcdo, damos o mesmo nome a este resultado, e
nos referimos indistintamente a ambos os resultados por Lema de Semicontinuidade,
a menos de haver perigo de confusao.

Lema 6.1.7 (Lema de Semicontinuidade). Seja I' : X — Cuy uma fungido semicontinua
inferiormente. Entdo o conjunto dos pontos de continuidade de I' é um residual de X.

Agora, podemos provar um lema similar ao lema 6.1.3. Para este fim, considere um
difeomorfismo f de uma superficie fechada M. Denote por S(f) o conjunto de pogos
de f. Considere a aplicacdo

P : Diff'(M) — Cu,

dada por P(f) = S(f).

Lema 6.1.8. P é semicontinua inferiormente.

Demonstraciio. Fixe f € Diff'(M), e tome um aberto U que intersecta S(f). Logo, existe
um pogo p em U. Pela continuagdo analitica, existe U, vizinhanca C' de f tal que
todo difeomorfismo g € U possui um pogo em U. Portanto, S(g) N U # 0, e segue a
semicontinuidade de P. m|

6.2 Estratégia para obter o Teorema de Aratjo

Nesta secdo vamos dar uma idéia de como provar o Teorema de Aratijo, e reduzir a sua
prova a demonstracdo de um lema. Comegamos relembrando o enunciado.

Teorema 6.2.1 (Aratjo). Seja M uma superficie fechada. Entdo, existe um residual R de
Diff! (M) tal que todo difeomorfismo f € R cumpre uma das seguintes condicdes

e f possui infinitos pogos

o f éessencialmente hiperbélico.

O Lema de Semicontinuidade nos permite obter um residual em Diff' (M) no qual os
pocos variam continuamente. Dai, vamos tomar um difemorfismo f neste residual com
um numero finito de pogos e provar que ele é essencialmente hiperbolico. Veremos que
a variagdo continua do conjunto de pogos aliada a sua finitude implica que f € P(M).
Pelo teorema 4.3.3, obteremos que f possui um ndmero finito de atratores hiperbélicos.
A parte mais delicada do argumento serd mostrar que a medida de Lebesgue da unido
das bacias dos atratores hiperboélicos é total.

Pelos lemas 6.1.3 e 6.1.8 e pelo Lema de Semicontinuidade, existem residuais Rp e
R, em Diff! (M), tais que todo difeomorfismo em Rp é um ponto de continuidade da
funcédo P, e similarmente para a fungao L.
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Considere o residual KS' dos difeomorfismos Kupka-Smale de classe C! e seja
R =Rp NR, NKS".

Lema 6.2.2. Se f € R possui um niimero finito de pogos entio f € P(M).

Demonstragio. Suponha que f € R possua um ntmero finito de pogos, digamos, S(f) =
{P1, ..., pu}. Neste caso, podemos escolher um r > 0 tal que B(p;, r) N B(p;, r) = 0, sempre
quei # j. Como f é ponto de continuidade da func¢éo P, existe uma vizinhaca U de f (na
topologia C') tal que para toda g € U, S(g) = {p1(g), .-, Px()}, onde cada pi(g) € B(p;, 1)
é a continuagdo anallitica de p; para g, e portanto o nimero de pogos de g também é
finito e é igual ao de f. Logo f € P(M). O

Como dissemos, pelo teorema 4.3.3, obtemos o

Corolario 6.2.3. Se f € Rentdo f possui um niimero finito de atratores hiperbélicos.

O que falta é provar que se f € R entdo L(f) = 1. Mas, como f é um ponto de
continuidade de L, e como (pelo que vimos acima) R € P(M), a prova do Teorema de
Aratjo estd reduzida a prova do seguinte lema:

Lema6.2.4. Se f € P(M) é um difeomorfismo Kupka-Smale, entdo existe uma sequéncia f, — f
na topologia C tal que L(f,) = 1, para todo n.

Como comentamos acima este lema contém a parte mais delicada do argumento.
Para provéa-lo usaremos mais métodos de dindmica genérica combinados com cetas
propriedades caracteristicas de difeomorfismos de classe C?, as quais discutiremos na
proxima segao.

6.3 Prova do Teorema de Aratjo

Nesta se¢do vamos provar o lema 6.2.4 concluir a prova do Teorema de Aratijo. Vamos
comegar enunciando algumas propriedades de difemorfismos de classe C? cujas provas
serdo discutidas no capitulo final da dissertacéo.

Preliminares

O primeiro resultado versa sobre a criagdo (mediante perturbac¢des) de pontos ho-
moclinicos associados a pecas basicas de conjuntos hiperbélicos isolados, e é devido a
Mafié, num belissimo trabalho que discutiremos no capitulo 10. Ele diz moralmente
que se tivermos Orbitas que aproximam-se e depois afastam-se do conjunto hiperbélico,
mas de modo que a distdncia entre o ponto da 6rbita que chega perto e o conjunto
diminua exponencialmente rdpido, entdo podemos usar estas 6rbitas e criar uma 6rbita
homoclinica mediante uma perturbagéo.
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Definicdo 6.3.1. Dado um conjunto hiperbélico isolado A para um difeomorfismo f, definimos
W3 (A) = {x e M; d(f"(x),A) — 0, quando n — +oo},

0 conjunto estavel de A. Definimos W"(A) como sendo Wi(A) para f~'. Um ponto ho-
moclinico associado a A é um ponto p € (WS(A) N W (A)) - A

Usando o shadowing lemma, é possivel provar que

W) = W),

XEA

e similarmente para W"(A). Ver [28], pg. 32. O teorema a seguir é o Teorema D de [26]

Teorema 6.3.2 (C?> Connecting Lemma de Mafi¢). Sejam f um difeomorfismos C" (r = 1 ou
2) e A um conjunto hiperbdlico isolado para f com Q(f|x) = A. Suponha que exista um ponto
x & Wi(A) tal que u(A) > 0 para toda u € M(x). Entdo, dada uma C" vizinhanga U de f, e
uma vizinhanga U de A, existe um difeomorfismo g € U que concide com f em U e que possui
um ponto homoclinico fora de U associado a A.

No capitulo 10 iremos discutir e fazer um esboco da prova do teorema acima. Em
particular iremos explicar como a hipétese sobre a medida orbital gera a aproximacdo
exponencial e de que modo isto permite criar a 6rbita homoclinica para uma perturbacéo.

Na prova do lema 6.2.4, o teorema 6.3.2 serd usado para violarmos uma con-
tinuidade, ao “explordirmos”o conjunto hiperbdlico apés a criacdo da 6rbita ho-
moclinica, numa idéia semelhante aquela que usamos na prova do lema 4.1.4, quando
“explodimos”o conjunto de pogos mediante uma perturba¢do usando o lema de Franks.
Naquele contexto, a continuidade estava escondida na finitude robusta do nimero de

POgos.

O outro resultado que iremos usar na prova do lema 6.2.4 é um teorema classico
devido a Bowen que versa sobre a medida de Lebesgue de conjuntos hiperbdlicos para
difeomorfismos de classe C2.

Teorema 6.3.3. Seja A uma pega bisica de um difeomorfismo f de classe C*. Entdo m(W°(A)) >
0 se, e somente se, A\ é um atrator.

Com este teorema seremos capazes de descartar, no sentido da medida de Lebesgue,
pecas basicas que ndo sdo atratores. A dificuldade serd considerar o caso ndo Anosov,
onde ndo temos informacgdo assintética sobre todos os pontos da variedade.

Prova do lema 6.2.4

Fixe um difeomorfismo f : M — M de classe C' em P(M) e Kupka-Smale, onde M é
uma superficie fechada. Queremos provar que existe uma sequéncia f, — f tal que
L(f,) = 1. Primeiro vamos apresentar a idéia central do argumento, e depois iremos a
dar prova formal.
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Observe que para obter o resultado basta tomar uma vizinhanca U de f e conseguir
um subconjunto denso de difeomorfismos nessa vizinhanga no qual L = 1. Como
Diff* (M) é denso em Diff' (M), podemos restringir nossa atengdo ao mundo C? numa
vizinhanca de f. Considere ¢ : M — M um difeomorfismos de classe C> em P(M) e
Kupka-Smale (note que, como f € P(M), basta que g esteja suficientemente C'-préximo
de f para termos g € P(M), e note também que KS? é denso em Diff*(M), e portanto
denso em Diff'(M)). Como vimos no capitulo 5, (6, g) é um conjunto hiperbélico. E
razoavel esperar que tenhamos variagdo semicontinua de X(6, g), e portanto variacao
continua num residual. A idéia entdo, é estabelecermos que para todo difeomorfismo
nesse residual temos L = 1 e com isso provar o lema 6.2.4. O argumento que realiza isso
é classico: supondo que ndo vale, usamos um lema de perturbacdo (aqui serd o teorema
6.3.2) para explodir X(6, g) e violar a continuidade. Apesar de a idéia ser simples, é
preciso ter um certo cuidado com as topologias usadas, uma vez que um aberto C> ndo
é aberto C'.

Agora vamos destrinchar os detalhes do esbogo acima.

Tome U a vizinhanga de f na qual o nimero de pogos é finito e constante, dada
pela definicao de P(M). Considere

D := U n Diff*(M) N KS2(M).

Uma observacao facil, mas fundamental, é que D é inteiramente formado por difeomor-
fismos de classe C2. Como Diff*(M) é denso em Diff' (M) e KS%(M) é denso em Diff*(M),
temos que D é C'-denso em U. Em particular, se obtivermos um subconjunto denso
de D, obteremos um subconjunto denso em U. Para este propdsito, o préximo lema é
importante.

Lema 6.3.4. Todo residual de D é denso em D

Demonstragio. Pelo teorema de Kupka-Smale, D é denso em Diff*(M). Dai, todo sub-
conjunto de D é denso em Diff*(M). Logo, todo aberto e densos de D estd contido num
aberto e denso de Diff?(M). Portanto, todo residual de D estd contido num residual
de Diff*(M), o qual é denso em Diff*(M), pelo teorema de Baire. No entanto, os pontos
desse residual maior que formam o conjunto denso em Diff*(M) pertencem, obriga-
toriamente, a O, logo sdo fontos do residual menor (contido em D) que formam o
subconjunto denso em Diff"(M). Isto prova o lema. O

Agora iremos obter um residual de D no qual L = 1, logo, pelo lema acima, iremos
obter um subconjunto denso em U no qual L = 1. Isto obviamente implicard o lema
6.2.4.

Para obter este residual iremos usar o lema de semicontinuidade. Definimos a
aplicacdo
V:D->C M/
pondo W(g) = X(6,). Pelo teorema 5.1.1, se g € D entdo X(6,g) é um conjunto
hiperbélico, e pelo teorema 4.3.2 temos que Z(6, §) = P(5, g).
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Lema 6.3.5. WV é semicontinua inferiormente

Demonstragio. Fixe g € D. Seja U um aberto de M tal que UNX(6, g) # 0. Em particular,
existe p € P(5,9) N U. Queremos provar que para todo h € D suficientemente C?-
préximo de g, X(6,h) N U # 0. Como todos os pontos periddicos de g sdo hiperbdlicos,
pela continuagdo analitica temos que existe uma vizinhanga U de g, na topologia C?,
tal que para todo h nessa vizinhanga, existe p(h) € U, um ponto periddico hiperbélico
e de mesmo periodo que p. Além disso, como para todo h € U n(p(h)) = n(p) = n,
podemos supor que

%log | detdh" (p(h))| < .

Isto implica que p(h) € P(6,h) e prova o lema. O

Pelo Lema de Semicontinuidade, obtemos um residual 7~ C D tal que todo difeo-
morfismo em 7~ é um ponto de continuidade de W. Resta provar que g € 7 implica

L(g) =1

Seja entdo g € 7. Pelos resultados do capitulo 05, £(6, g) € um conjunto hiperbélico
e temos uma decomposicado espectral: (5, g) = A U ... U A,, onde cada A; é uma peca
basica. Além disso, cada atrator hiperbdlco de ¢ é uma dessas pecas basicas.

Se X(6,8) = M entdo ¢ é Anosov e pelo teorema 6.3.3, para as pegas bdsicas A;
que ndo sdo atratores temos m(W*(A;)) = 0. Como, m(UL, W*(A;)) = 1, isto nos leva a
concluir que L(g) = m(B(g)) = 1.

Se X(6,8) # M, suponha por contradicdo que ndo vale L(g) = 1. Dai, temos que
existe um subconjunto Q C M, com medida de Lebesgue positiva, tal que x € Q
implica que w(x) é disjunto dos atratores hiperbélicos. Além disso, se A, ..., A, sdo as
pecas da decomposicdo espectral de X(, g) que ndo sdo atratoras, pelo teorema 6.3.3,
m(W°(A;)) = 0, paratodoi =1, ..., 7. Logo, podemos supor que Q é disjunto de W*(A;),
paratodoi=1,.r.

Pelo lema 2.4.5, como estamos supondo que m(Q) > 0, existe x € A(5, g) N Q. Logo,
pelo lema 2.4.7 temos que para toda u € M(x) vale u(x(6,g)) > 0, donde existe pelo
menos um A;, i =1, ..., n, tal que u(A;) > 0. Como w(x) é disjunto dos atratores, nenhum
deles pode ter medida p positiva. Logo, existe um j = 1,...,7, tal que para A = A;,
temos p(A) > 0. Como A é um conjunto transitivo, {2(g|x) = A e como Q é disjunto de
WE(A), temos que x € WE(A).

Aplicando o teorema 6.3.2, obtemos um difeomorfismo #, Cz-prc’)ximo de g, que
coincide com ¢ numa vizinhanca U de A e que possui um ponto homoclinico z ¢ U
associado a A(h). Ou seja, se A(h) é a continuacgdo de A para h, temos que existe

z€ W(AMR) NWHA() e z¢ UL

Além disso, como h é C? proximo de g, podemos supor que h € P(M), de modo que
2(6,h) é um conjunto hiperbélico com uma decomposicdo espectral A;(h), ..., An(h),
e cada peca dessa decomposicdo é a classe homoclinica de um ponto periédico em
P(6,h). Pela mesma razdo podemos supor também que i € ‘W onde W é dada pela
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continuidade de W e é tal que para todo difeomorfsimo em ‘W a continuagdo de A esta
contida em U.

No entanto, temos que z € A(h), devido ao seguinte argumento: como A é isolado,
existem a, b € A tais que z € W*(a) N W*(b). Como A possui pontos peridédicos densos,
usando a continuidade dos pedacos compactos das variedades invariantes, existem
pontos periddicosp, g € A (portantop, g € P(6,h), viaolema 3.3.5) com y € W*(p)NW*(g),
e y arbitrariamente préximo de z. Além disso, como p e q sdo homoclinicamente
relacionados (pois pertencem a uma classe homoclinica), temos que arbitrariamente
préximo de y existe um ponto homoclinico transversal associado a p, e pelo lema 3.2.15
tais pontos estdo em X(5,h). Isto prova que z é acumulado por pontos em X(6, h),
portanto z € X(5,h). Como as pecas da decomposicdo espectral de X(, ) sdo isoladas
e z € W(A(h)), concluimos que z € A(h).

Pela continuidade de W, deveriamos ter A(h) C U, ja que h € ‘W. Esta contradicado
conclui a prova do Teorema de Aradtjo. m|
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Capitulo 7

O Argumento de Potrie

Neste capitulo iremos expor de modo sucinto uma demonstra¢do alternativa do Teo-
rema de Aratjo, devida a R. Potrie [32], que explora resultados recentes da Dindmica
Genérica. Exatamente por usar tais ferramentas, e por contar com alguns dos resultados
dos capitulos anteriores, a prova é curta em relacdo aquela apresentada nos capitulos
anteriores. Existe uma pequena diferenca em relagdo ao Teorema de Aratjo, uma vez
que o resultado de Potrie garante apenas que a unido das bacias de atra¢do dos atratores
hiperbélicos forma um subconjunto aberto e denso da superficie. De modo preciso, o
resultado cuja prova iremos expor aqui € o seguinte

Teorema 7.0.6. Existe um residual P C Diff' (M) tal que se f € P possui um niimero finito de
pogos entdo f possui um niimero finito de atratores hiperbolicos cuja unido das bacias de atragio
forma um subconjunto aberto e denso de M.

O capitulo esta dividido da seguinte forma: na primeira se¢do apresentamos alguns
conceitos e resultados preliminares que serdo usados, e na se¢do seguinte provamos o
teorema.

Muitos resultados dos capitulos anteriores serdo utilizados, inclusive a decomposigao
dominada de X(o, f) — S(f). O objetivo é combinar as técnicas cldssicas de Mafié com
resultados recentes de dindmica genérica que irdo fazer um papel semelhante ao de
resultados cruciais na prova de Aratjo, como o teorema de Pujals-Sambarino e o C*-
Conneting Lemma de Mafié, s6 que de um modo bem mais direto. Ao longo do capitulo
iremos explicar um pouco estas diferengas.

7.1 Preliminares

Por uma questdo didatica vamos dividir esta parte em subsecoes, cada uma dedicada a
um conceito especifico. Partimos das classes homoclinicas e das medidas hiperbdlicas,
as quais ja apresentamos, e tentamos ir apresentando os demais conceitos em ordem
crescente de dificuldade. Para que o leitor possa acompanhar melhor, sugerimos que
leia cada subsecdo isoladamente e procure apenas extrair o significado dos conceitos e
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resultados introduzidos. Quando apresentarmos o argumento de Potrie, iremos juntar
as pegas construidas aqui e montar o quebra-cabegas.

Classes Homoclinicas e Medidas Hiperbdlicas

Assim como na prova de Aratjo, as classes homoclinicas de pontos periédicos P(9, f)
desempenham um papel central no argumento de Potrie.

O resultado principal desta subsec¢do, devido a S. Crovisier em [11], investiga a
possibilidade de se sombrear pontos genéricos no suporte de uma medida hiperbdlica
por pontos periddicos. Ele é andlogo ao teorema de Katok que apresentamos no capitulo
03. A diferenca é que ele funciona no caso C', mas exige que o suporte da medida
admita uma decomposi¢do dominada. Por simplicidade, vamos enuncia-lo apenas no
caso particular de superficies e de um modo conveniente aos nossos propdsitos.

Teorema 7.1.1. Seja u uma medida ergédica hiperbdlica para f € Diff' (M) cujo suporte
admite uma decomposigdo dominada. Entdo, existe uma classe homoclinica H(p) tal que todo
ponto genérico em supp(u) pode ser sombreado por 6rbitas periédicas em H(p). Em particular,

supp(u) € H(p).

Intuitivamente, o teorema acima diz que quando uma medida hiperbélica admite
uma decomposi¢do dominada em seu suporte, podemos supor que todo ponto genérico
no seu suporte é um ponto periédico que pertence a uma mesma classe homoclinica

H(p).

Conjuntos Lyapunov Estaveis

Um compacto invariante e transitivo A € M é dito Lyapunov estdvel se, para toda
vizinhanga U de A existe uma outra vizinhanga de A, V C U, tal que f*(V) C U, para
todo n > 0. Observe que todo atrator é um conjunto Lyapunov estdvel. Na presenca
de hiperbolicidade, todo conjunto Lyapunov estdvel é um atrator, conforme o seguinte
lema.

Lema 7.1.2. Seja A um conjunto Lyapunov estidvel. Se A é hiperbélico entido A é um atrator.

Demonstragio. Tome p € A arbitrdrio e vamos provar que W*(p) C A. Se isto ndo ocorre,
entdo existe um ponto x € W*(p) fora de A. Podemos tomar uma vizinhanga U de A
tal que x ¢ U. Como A é Lyapunov estdvel, existe uma vizinhan¢a V C U, tal que
f"(V) c U. Por outro lado, existe um n > 0 tal que y = f"(x) € V, uma vez que
x € W¥p). Como f"(y) = x ¢ U, obtemos uma contradi¢do. Pela proposi¢do 3.5.3 o
resultado segue. m|

Uma outra propriedade de conjuntos Lyapunov estdveis que iremos usar é um
resultado semelhante a um lado da proposicdo 3.5.9.
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Lema 7.1.3. Se A é um conjunto Lyapunov estdvel e I' é um conjunto transitivo que intersecta
Aentiol' C A.

Demonstragio. De fato, se existisse um ponto x € I', fora de A, poderiamos tomar uma
bola B(x, r) disjunta de uma vizinhanca U de A. Como A é Lyapunov estédvel, existe
uma vizinhanga V' C U tal que se y € V entdo a 6rbita positiva de y estd inteiramente
contida em U. Por outro lado, como I é transitivo, existe um ponto a € I' N B(x, r), cuja
Orbita positiva se aproxima de A (pois A NI # (), em particular atinge V, e depois
retorna a intersectar B(x, 7). Absurdo. O

Moralmente, os conjuntos Lyapunov estdveis possuem um papel semelhante ao
conjunto X(9, f), ja que quando eles sdo hiperbdlicos, sdo atratores, e L(5, f) era o
conjunto “maior”que enxergava os atratores hiperbélicos. S6 que nesse caso, esta é
uma ferramenta mais direta para obter a existéncia dos atratores hiperbélicos, uma
vez que basta provar hiperbolicidade. Na prova de Aratjo, isto foi feito indiretamente,
pois ap6ds obter a hiperbolicidade de (9, f) foi preciso usar o C>-Conneting Lemma
para garantir que as bacias de atragdo dos atratores cobrem um conjunto de medida
total.

A diferenca principal no argumento de Potrie, é que temos uma fonte de conjuntos
Lyapunov estdveis com boas propriedades para se obter dominagdo, dada por um dos
resultados genéricos que veremos mais a frente.

Classes de Recorréncia por Cadeias

Vamos definir uma relagdo de equivaléncia em M a partir da possibilidade de se ligar
dois pontos por pseudo-6rbitas. Dados x, y € M, dizemos que x — y se, para todo
€ > (0 existe uma e-pseudo-6rbita ligando x a y, i.e. uma sequéncia xp = x, X1,...,.X, = Y
tal que

d(f(x;),xj;1) <€ paratodo j=1,..,n.

Dizemos que x <> yse x — y e y — x. E imediato que isto define uma relagao de
equivaléncia em M. A cada classe de equivaléncia por esta relacdo damos o nome de
classe de recorréncia por cadeias. Observe que todo compacto invariante transitivo esta
contido numa classe de recorréncia por cadeias. Em particular, toda classe homoclinica
estd contida numa classe de recorréncia por cadeias.

Iremos estudar um tipo especial de classe de recorréncia por cadeias. Dizemos que
uma classe de recorréncia por cadeias A é um quase atrator se existe uma sequéncia U,

de vizinhangas encaixadas de A, i.e. U,41 C U, tais que N, U, = Ae f (Un) c U,. Quase
atratores suportam medidas ergddicas segundo as quais, em média, f contrai volume.

Lema 7.1.4. Seja A um quase atrator. Entdo existe uma medida ergddica u suportada em A tal
que

flogldetdfldy <0.
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Demonstragio. Considere m, a medida de Lebesgue normalizada em U, e seja p, um
ponto de acumulagdo das medidas vy = %Z'}zl fj (m,), onde fj é o operador de push-
foward. Pelo mesmo argumento que usamos na prova da proposicdo 2.2.4, temos que
i, é uma medida invariante suportada em f(U,). Como f(U,) C U,, usando a férmula

da mudanca de varidveis temos que

1>mn(f(Un))=f|detdf|dmn,

e tomando logaritimos e aplicando a Desigualdade de Jensen segue que

0>log(f|detdf|dmn)2flogldetdfldmn.

Similarmente, como fX(U,) ¢ f*'(U,), obtemos que

flogldetdfldffmn <0.

Por linearidade, isto implica que

flogldetdfldvk <0,

e como podemos assumir que vy — {, na topologia fraca®, concluimos que

flogldetdﬂdyn <0.

Agora, considere uma medida i que é um ponto de acumulacdo das medidas y,,. Entao,
pelo que vimos acima, f log|detdfldy < 0. Como cada p, é uma medida invariante,
e como o operador de push-foward é continuo, temos que f.u = lim f.u, = limu, = y,
e portanto u é uma medida invariante. Além disso, como N, U, = A, temos que u
estd suportada em A. Finalmente, pelo Teorema de Decomposicdo Ergédica podemos
supor que p é ergddica. Isto conclui a prova. O

No caso de X(o, f) as medidas do lema acima eram fornecidas de graca, pela
defini¢do. Esse é um dos pontos que torna o argumento de Potrie mais direto, pois o
conjunto no qual obtemos a medida i é um quase atrator, em particular é uma classe
de recorrécnia por cadeias e, como veremos, genericamente, tais conjuntos possuem
outras propriedades interessantes.

Resultados Genéricos

Concluiremos estes preliminares enunciando resultados recentes da Teoria de Dindmica
Genérica que relacionam os conceitos que apresentamos acima. O primeiro deles diz
que para um subconjunto denso de pontos na suerficie, o as 6rbitas “morrem”num
conjunto Lyapunov estdvel que é um quase atrator.
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Teorema 7.1.5 (Corolério 1.8 de [6]). Existe um residual Ry C Diff' (M) tal que para todo
f € Rq existe um residual Rf C M de modo que se x € Ry entdo w(x) é um quase atrator
Lyapunov estdvel.

O resultado acima é muito importante, pois fornece informagdo sobre o comporta-
mento assintético de muitas 6rbitas em M (no sentido topolégico). Combinando-o com
outros resultados genéricos, é possivel caracterizar o w-limite da maioria dos pontos
da superficie. Seu papel no argumento de Potrie é andlogo ao papel do C*-connecting
lemma na prova de Aratjo: garantir que a unido das bacias de atracdo dos atratores
hiperbélicos é densa. Aqui, isto é feito de modo direto, basta provar que os quase
atratores fornecidos pelo teorema 7.1.5 sdo de fato atratores hiperbdlicos. Na prova de
Aratjo, isto foi conseguido indiretamente, usando o connecting lemma.

Nesse caso, tendo em vista o lema 7.1.2, é suficiente obter hiperbolicidade. Dai,
uma pergunta natural é se existe um teorema como o Teorema de Pujals-Sambarino no
caso genérico, que reduz obter hiperbolicidade a obter dominagdo. A resposta é sim, e
é dada pelo seguinte resultado

Teorema 7.1.6 (Teorema 2 em [1]). Existe um residual Ry C Diff! (M) tal que se f € Rye A
¢é uma classe de recorréncia por cadeias que admite uma decomposicido dominada entdo A\ é um
conjunto hiperbolico.

Nesse ponto esta claro qual a estratégia do argumento de Potrie: mostrar que
os quase atratores Lyapunov estdveis do teorema 7.1.5 sdo classes de recorréncia por
cadeias que admitem uma decomposigdo dominada. Como vimos no capitulo 04, é mais
facil obter dominacdo em conjuntos com pontos periédicos densos, como por exemplo,
classes homoclinicas. Dai, uma pergunta natural é quando uma classe de recorréncia
por cadeias que contém um ponto periédico coincide com a classe homoclinica este
ponto peridédico. Isto vale genericamente, conforme o seguinte resultado

Teorema 7.1.7 (Observacado 1.10 de [6]). Existe um residual Re < Diff' (M) tal quese f € Re,
entdo toda classe de recorréncia por cadeias de f, que contém um ponto periodico, coincide com
a classe homoclinica deste ponto.

Para uma discussdo detalhada e uma prova dos resultados acima, exceto o teorema
7.1.6, sugerimos ao leitor consultar [29].

7.2 Prova do teorema 7.0.6

Considere P : Diff' (M) — Cy a funcdo que a cada f € Diff' (M) associa P( f) =5(f) e
que estudamos no capitulo anterior. Como vimos, pelo lema 6.1.8 e pelo lema de Semi-
continuidade, existe um residual Rp tal que todo f € Rp é um ponto de continuidade
da funcao P.

Além disso, o lema 6.2.2 diz que se f € Rp possui um namero finito de pogos, entdo
f € P(M) e o teorema 4.3.3 nos garante que f possui um namero finito de atratores
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hiperbélicos. Portanto, para provarmos o teorema 7.0.6 resta apenas concluir que a
unido das bacias de atra¢do dos atratores hiperbdlicos de f formam um aberto e denso
em M. E nesse ponto que vamos usar os resultados genéricos da se¢do anterior.

Com efeito, considere o residual
?::RPORQORCORH,

onde Ry, Rc e Ry sdo os residuais dados pelos teoremas 7.1.5, 7.1.7 e 7.1.6, respectiva-
mente. Tomemos f € P possuindo um ntimero finito de pogos.

Como f € Rp, existe um residual Rf C M, portanto um conjunto denso, via o
teorema de Baire, tal que se x € Ry entdo A := w(x) é um quase-atrator Lyapunov
estavel.

Fixemos um ponto x € Ry. Como S(f) é finito podemos supor que x ndo é um pogo.
Além disso, podemos supor também que w(x) ndo contém pogos, pois se para todo
x € Ry, a 6rbita de x morre num pogo, entdo temos que a unido das bacias de atragdo
dos pogos de f é densa em M, e a demonstragdo acaba. Dai, pelo lema 7.1.4, existe uma
medida ergédica y, suportada em A e tal que

flogldetdfldy <0.

Em particular, u € M(6, f), para qualquer 6 > 0, e como supp(u) ndo contém pogos,
temos que

supp(u) C Z(6, f) — S(f),

com 0 > 0 pequeno, e portanto, pelos resultados do capitulo 04, obtemos que supp(u)
admite uma decomposi¢do dominada E®F tal que F é expansor e E é ndo-uniformemente
contrator. Além disso, temos que i é hiperbdlica, pelo lema 4.3.1. Fixemos um valor
de 6 > 0 pequeno.

Usando o teorema 7.1.1, vemos que existe uma classe homoclinica H(p) que contém
supp(u). Como supp(u) C A, isto implica que ANH(p) # 0. Mas como A é um conjunto
Lyapunov estdvel e H(p) é transitivo, devemos ter H(p) C A. Mas entdo, A é uma classe
de recorréncia por cadeias que contém um ponto periédico. Como f € R¢, obtemos
que A = H(p).

Mais ainda, pelo mesmo teorema 7.1.1 todo ponto genérico em supp(u) é sombreado
por pontos periddicos homoclinicamente relacionados com p. Como u € M(9, f), se
um ponto genérico em seu suporte é sombreado por um ponto periédico, esse ponto
periédico pertence a P(6, f). Portanto, existe

q € H(p) N P(5, f).

Como g é homoclinicamente relacionado com p, H(p) = H(g), aplicando os lemas 3.3.3
e 3.2.15 obtemos que P(6, f) é denso em H(p).

Por outro lado

P(5, f) "H(p) € (6, f) = 5(f),
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logo P(6, f) N H(p) admite uma decomposicdo dominada. Como esta decomposicdo
dominada estende-se ao fecho, segue que H(p) admite uma decomposi¢cdo dominada.

Como H(p) é uma classe de recorréncia por cadeias, uma vez que f € Ry obtemos
que H(p) é de fato um conjunto hiperbdlico. Mas como também é Lyaponov estdvel,
aplicando o lema 7.1.2 concluimos que

Hp) = A = 0()

¢ um atrator hiperbdlico. Como x € R¢—S5(f) é arbitrério, e como S(f) é finito, provamos
que para um subconjunto denso de pontos x € M, w(x) é um atrator hiperbdlico.
Portanto, a unido das bacias de atracdo dos atratores hiperbdlicos de f é um conjunto
aberto e denso em M. Como ja sabemos que f possui um ntmero finito de atratores
hiperbdlicos, conclcimos a prova do teorema 7.0.6. O
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Capitulo 8

A Conjectura da Estabilidade

No capitulo 03 comentamos brevemente sobre o problema de mostrar a hiperbolicidade
dos sistemas cuja estrutura topoldgia de 6rbitas permance inalterada por perturbacdes
suficientemente pequenas, problema que ficou conhecido como a conjectura da esta-
bilidade.

Vamos coloca-lo em termos precisos. Dizemos que um difeomorfismo f € Diff' (M)
é estruralmente estivel quando existe uma vizinhanca U de f tal que para todo g € U,
existe um homeomorfismo h : M — M que leva 6rbitas de f em 6rbitas de g, ou seja,
tal que vale a equagdo de conjugacao

hof:goh,

Um difeomorfismo f é dito Axioma A, se o conjunto ndo-errante {)(f) é um conjunto
hiperbdlico e satisfaz ((f) = Per(f).

No trabalho [25], Mafié provou a conjectura da estabilidade, mostrando que todo
difeomorfismo estruturalmente estavel é Axioma A (cf. Teorema A de [25]). As técnicas
e idéias que ele usou nesse monumental trabalho, mostraram-se extremamente ricas
e ainda hoje influenciam o entendimento dos sistemas nao-hiperbélicos. Ndo é nosso
objetivo expo-las neste capitulo. Contudo, no trabalho anterior [24], com seu ergodic
closing lemma, Mafié mostrou um resultado parcial, ao qual daremos o nome de Teorema
de Separacdo de Marié, e a conjectura da estabilidade em superficies. As técnicas ali
desenvolvidas essencialmente foram as técnicas que utilizamos no capitulo 04 para
obter dominagdo em X(6, f) — S(f) e provar a hiperbolicidade numa das dire¢des.

Assim sendo, nosso objetivo neste capitulo é mostrar como tais métodos permitem
obter resultados interessantes em superficies, relacionados com a conjectura da esta-
bilidade, e ainda mostrar o Teorema de Separagdo de Mafié, o qual vale em dimensédo
qualquer.

Salientamos, no entanto, que em quase todo o capitulo M é uma superficie. Sempre
que este ndo for o caso, seremos explicitos.
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8.1 A Propriedade Estrela

Quando um sistema é estruturalmente estavel, todas as suas propriedades topolégicas
também valem num aberto que o contém. Naturalmente, podemos nos concentrar
em uma propriedade topolégica especifica que valha numa vizinhanga inteira de um
sistema. Para nomear esse tipo de propriedade, introduzimos a seguinte terminologia:
dizemos que f € Diff' (M) possui uma uma certa propreidade P robustamente, se existe
uma vizinhanga U de f tal que se ¢ € U entdo g possui a propriedade P. Assim,
por exemplo, um difeomorfismo é dito robustamente transitivo quando admite uma
vizinhanga U tal que se ¢ € U entdo g é transitivo.

E claro que um homeomorfismo nao deve preservar propriedades da derivada de
um difeomorfismo. No entanto, quando uma propriedade de um difeomorfismo vale
robustamente, certos comportamentos da derivada podem ser proibidos, pois medi-
ante perturbacdes pode ser possivel violar a propriedade em questdo. Por exemplo,
é possivel provar que um difeomorfismo estruturalmente estdvel ndo admite pontos
periédicos ndo hiperbélicos.! Logo, todo difeomorfismo estruturalmente estével pos-
sui, robustamente, somente pontos periédicos hiperbdlicos. Aos difeomorfismos com
tal propriedade damos o nome de difeomorfismos estrela.

Naturalmente, pelo resultado acima mencionado, o estudo dos difeomorfismos
estrela contém o estudo dos difeomorfismos estruturalmente estdveis. Nesta secdo ver-
emos algumas propriedades basicas de difeomorfismos estrela. A primeira delas é que
um difeomorfismo estrela ndo pode ter pontos ndo-errantes que ndo sao aproximados
por orbitas periddicas. Sua prova repousa no fato de que a criagdo/destruicdo de uma
Orbita peridédica para um difeomorfismo, mediante perturbac¢des, necessariamente en-
volve o aparecimento de um ponto periédico ndo hiperbélico. Ele vale em dimensdo
qualquer, com a mesma prova.

Teorema 8.1.1. Seja f um difeomorfismo estrela. Entio Q(f) = Per(f).

Demonstragido. Suponha que exista p € Q(f) — Per(f). Em particular, existe uma
vizinhanca U de p, tal que U é disjunto de Per(f). Tome U a vizinhanca de f tal
que se g € U entdo todos os pontos periédicos de g sdo hiperbdlicos, e considere U a
componente conexa de U que contém f. Pelo closing lemma de Pugh, existe g € U, tal
que g possui um ponto periddico g € U.

Considere um caminho continuo em Uy, t — f, t € [0,1], tal que fo = ge f1 = f.
Como q é hiperbdlico, para cada t € (0, 1) suficientemente pequeno, existe a continuagdo
q: € Per(f;)NU, e note que todos os g; possuem o mesmo periodo. Considere o conjunto
X c [0,1] tal que se t € X entdo existe q; € Per(f;) N U, com 7t(g;) = m(q). Observe 0 € X,
e portanto X é ndo-vazio. Além disso, pela escolha de U, 1 ¢ X.

Tome s = sup X, e observe que 0 < s < 1, pois se s = 1, tomando uma sequéncia
s, — 1 terlamos uma sequéncia g, de pontos periddicos, de mesmo periodo, para f,,,

Ver [35] teorema 4.1, capitulo 10, ou [15]
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e, a menos de passar a uma subsequéncia, teriamos que g, convegiria a um ponto
periddico para f em U, absurdo.

Afirmamos que g, é um ponto periédico ndo hiperbélico para f;. Com efeito, se g,
fosse hiperbdlico, pela continuagdo analitica existiria um € > 0 pequeno tal que para
todo t € (s — €,5 + €) haveria um ponto g; € Per(f;) N U com periodo m(g), violando o
fato de s ser o supremo do conjunto X. No entanto isto mostra U, contém um ponto
periédico ndo hiperbélico, absurdo. O

A segunda propriedade que veremos versa sobre uma condigdo suficiente para a
propriedade estrela.

Proposicdo 8.1.2. Todo difeomorfismo C'-robustamente transitivo em superficies é estrela.

Demonstragio. Primeiro observe que a presenga de um poco (ou de uma fonte) implica
na existéncia de pontos errantes, basta tomar qualquer ponto na bacia local (que ndo
seja o pogo/fonte). Por outro lado, a transitividade implica que todo ponto em M é
ndo-errante. Dai, concluimos que um difeomorfismo transitivo ndo possui nem pogos
nem fontes.

Seja f um difeomorfismo qualquer e tome U uma vizinhanca qualquer de f.
Suponha que f possua um ponto periddico ndo-hiperbdlicop, e sejan = n(p). Como M é
uma superficie temos apenas trés possibilidades: ou df"(p) possui somente autovalores
de médulo 1,2 ou df"(p) possui um autvalor real de médulo 1, e um outro autovalor
real de médulo menor do que 1, ou df"(p) possui um autovalor real de médulo 1, e
um autovalor real de médulo maior do que 1. Nos dois primeiro casos, compondo
df(f"1(p)) com um mapa da forma rld, com r < 1 mas perto de 1, e aplicando o lema
de Franks no ponto f"(p) obtemos uma perturbagdo de f para a qual p é um poco.
Similarmente, no terceiro caso, usando r > 1, criamos uma fonte para uma perturbacao.
Isto prova que f ndo pode ser robustamente transitivo.

Portanto, se f é robustamente transitivo, todos os seus pontos periddicos sdo
hiperbélicos. Como todo difeomorfismo suficientemente préximo de f também é
robustamente transitivo, concluimos que f é estrela. i

Uma das propriedades mais importantes dos difeomorfismos estrela é que eles

admitem uma decomposi¢do dominada em Per(f). No capitulo 04, provamos que se
f € P(M) e 6 > 0 é pequeno, entdo L(0, f) — S(f) possui uma decomposi¢ao dominada,
e para tanto usamos o lema de Franks para construir uma perturba¢do com um ponto
periédico ndo-hiperbdlico. Nesse ponto, tinhamos uma ferramenta importante que era
olema4.1.5, o qual fornecia uma estimativa uniforme e exponencial com o periodo para
as forcas de contracdo e espancdo das Orbitas periddicas. Um olhar atento naquelas
demonstra¢des mostra que, a menos do lema de Franks, essencialmente s6 aparecem
argumentos de algbra linear para produzir perturbagdes.

20 que pode ser um autovalor complexo de médulo 1, ou dois autovalores reais de médulo 1.
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No estudo da propriedade estrela, em seu belo trabalho [24], Mafié foi muito além
nessa observacgao e introduziu o importante conceito de sequéncias peridédicas de iso-
morfismos lineares, que passaremos a estudar na préxima secdo. Em seguida, veremos

que usando este conceito, podemos provar que se f € estrela entdo Per(f) admite uma
decomposicdo dominada.

8.2 Sequéncias Periddicas

Nesta secdo M é uma variedade de dimensdo qualquer.

Seja GL(N) o grupo dos isomorfismos lineares de RN. Se & : Z — GL(N) é uma
sequéncia de isomorfismos de RY, denote E?(E) e E}‘(é), respectivamente, os subespagos

dos vetores v € RN tais que

sj(v):sup{ |n20}<oo

(ﬁ Ej+i)v
i=0

([ JeEm™o|in= o} < co.

i=0

uj(v) = sup{

Com isto podemos definir a no¢do de hiperbolicidade para sequéncias de isomor-
fismos.

Definicao 8.2.1. Dizemos que uma sequéncia & é hiperbélica se Ej.(é) S E;‘(é) = RN para todo
jEZ.

Note que é equivalente exigir essa condi¢do para apenas um j € Z, pois, como
nao é dificil ver, v € E;T(E,) © v € E{(E), para todo i,j € Z, onde ¢ = s,u, e portanto
EX(&) @ E}(&) = RN para algum j € Z implica E3(£) ® E¥(£) = RN para todo i € Z.

De maior interesse no nosso estudo sdo as sequéncias peridédicas de isomorfismos,
que passamos a definir: & é dita periddica se dng > 1 tal que &4, = &, para todo j.

Exemplo 8.2.2. Considere a sequéncia dada por:

;5 0 20
EZn = [6 2 6621’!+1 = 0 % s
para todo n € Z, na base canonica de R?. E ficil ver que para todo v € R?, 54(v), up(v) < o0, e
portanto nio temos E5(E)®E(E) = RN. Isso mostra que mesmo que todas as aplicagdes &; sejam

hiperbdlicas, a sequéncia pode ndo ser hiperbolica. Por outro lado, uma sequéncia hiperbélica
pode possuir termos ndo-hiperbélicos, como mostra o seguinte exemplo:

Eon = [(1) (1)1 e Eony1 = [3 8],

2

para todon € Z.
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No caso periédico, a relagdo correta entre a hiperbolicidade de uma sequéncia e a
hiperbolicidade dos seus termos é dada pelo seguinte lema.

Lema 8.2.3. Uma sequéncia periddica de isomorfismos & : Z. — GL(N) é hiperbdlica se, e s6
se, a aplicagdo linear H}gl &; € hiperbolica, onde ng é o periodo da sequéncia.

Demonstragio. De fato, suponha que H;ﬁgl &; é hiperbolica. Diremos que v € RN ¢é
um vetor estdvel (resp. instavel) se pertence ao subespaco estavel (resp. instdvel) de
H?igl &, e denotaremos os subespacos de RY formados por esses vetores, respectiva-
mente, por F*(§) e F*(&).

Dai, por defini¢do, se v é um vetor estdvel ||(Hfi’é°_1) &)oll = 0 quando k — +oo.

Como a sequéncia é periddica, isso implica sy(v) < oo, donde v € E}(). Similarmente,
se u € um vetor instavel entdo u € Ej(&).

Por outro lado, como os vetores estaveis/instaveis decompoem RN em soma direta,
e como um vetor v € E}(§) ndo pode ter componente em F*(E), temos que E(S)(E) -
Fs(&). Portanto, E5(E) = F¥(&), e similarmente E{(&) = F*(£), donde segue que & é uma
sequéncia hiperbdlica.

: -1 : . <
Reciprocamente, se 0 mapa H’;io &; possui um autovalor de médulo 1 entdo um

autovetor v associado cumpre sy(v), uy(v) < oo, por perio- dicidade. Portanto ndo temos
E;(E,) ® E;’(E,) =RV, e a sequéncia néo é hiperbolica. O

O leitor que ndo teve contato com o trabalho de Mafié, [24], certamente estd se
perguntando o que isso tudo tem haver com a propriedade estrela, ou (pior ainda) com
dindmica! Acontece que temos uma maneira muito simples de gerar uma sequéncia
periddica de isomorfismos, a partir de um sistema dindmico, como mostra o exemplo
a seguir.

Exemplo 8.2.4. Considere um difeomorfismo f : M — M. Suponha que temos p € Per(f),
hiperbélico, de periodo n. Adotando bases ortonormais em TapM, 1 < i < n, podemos

identificar df(f'(p)) : TripyM — T i (M com isomorfismos lineares de RY. Entdo, usando o
lema 8.2.3 a sequéncia &; = df(f/(p)) é hiperbélica.

Como a propriedade estrela envolve robustez na hiperbolicidade dos pontos periédicos,
é razoavel pensar que isso serd traduzido como robustez na hiperbolicidade das
sequéncias.

De modo a tornar isso rigoroso, considere agora uma familia {E®|a € A} de
sequéncias periddicas de isomorfismos lineares. Dizemos que ela é hiperbdlica se toda
sequéncia da familia é uma sequéncia hiperbélica e

£

Se {EW]a € A} e (NW|a € A} sdo familias de sequéncias periddicas de isomorfismos
lineares de RY, definimos a distancia entre elas por

d(&,n) = supf|[e” = ¥

sup{| ||a€ﬂ,neZ}<oo.

||a€ﬂ,n€Z}.
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Dizemos que duas familias sdo periodicamente equivalentes, se para todo a € A o periodo
minimo de £ e @ coincide.

Dizemos que uma familia hiperbdlica de sequéncias periddicas {£@| a € A} é uni-
formemente hiperbolica se existe ¢ > 0 tal que toda familia ) periodicamente equivalente
e suficientemente proxima, isto é, d(&, n) < ¢, também é hiperbdlica.

O leitor atento ja deve suspeitar que a propriedade estrela é uma fonte de familias
uniformemente hiperbélicas de sequéncias periddicas: basta definir cada sequéncia
como no exemplo 8.2.4 acima. Ou seja, a familia é formada pelos campos estrela e
cada uma de suas 6rbitas periddicas, e as respectivas sequéncias sdo definidas como no
exemplo 8.2.4. E a grande utilidade disto estd no seguinte teorema.

Teorema 8.2.5 (Lema I1.3 [24]). Se {€W| a € A} é uma familia uniformemente hiperbélica
de sequéncias periddicas de isomorfismos de RN, entdo esxistem constantes K > 0, m € Z e
0 < A <1 tais que

a) Se a € A e E® possui periodo minimal n > m, entdo

k-1 m—1

(a) k
H mj+z')|Ef,,]-(E(“)) < KA

j=0

k-1

-1 k
H (H ém}“ lEfn(m)(‘(’(a)) < KA,

j=0
onde k = [n/m].

b) Paratodoa € A, j € Z:

m—1

m—1 -1

(@) (a)
HE'J'“lE;(E’(M) ' (H éf+i] lex oyl <A
i=0

i=0

¢) Paratodo o € A

n—+oo

n-1 m
lim sup — Zlog (H Effj)ﬂ] E, g(a)) <0
= =0

n—+oo i=0

— m=1 -
lim sup — Zlog [H mw) lee (g(a)) <0.

Lembre que, dada uma sequéncia periédica e hiperbdlica de isomorfismos, temos
contracdo e expansdo em dire¢des complementares. No caso de uma familia hiperbdlica
de sequéncias periddicas, as taxas de contragdo e expansdo de cada sequéncia da familia
ndo tém porque serem as mesmas. O que o item 1 do Teorema 8.2.5 diz é que, se a
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familia for uniformemente hiperbélica, entdo (a0 menos para sequéncias com periodo
suficientemente grande) as taxas de contragdo e expansdo sdo uniformes. J4 o item 2,
diz que as sequéncias da familia gozam de uma propriedade do tipo dominacdo, mas
(e isto é fundamental nas aplicagdes) com uma constante de dominagdo A uniforme. O
item 3 diz que assintoticamente em média, todas as sequéncias tem contragdo/expansao
exponencial.

O teorema 8.2.5 segue das versdes para dimensdo mais alta dos argumentos pertur-
bativos que apresentamos no capitulo 04 para obter dominacao.

Aplicacao

Vamos usar o teorema 8.2.5 para mostrar que todo difemorfismo estrela admite uma
decomposicdo dominada. Com efeito, seja f € Diff' (M) estrela. Entdo, para cadap €
Per(f), comono exemplo 8.2.4, asequéncia &; = df(f/(p)) é periddica e hiperbélica. Mais
ainda, seja U a vizinhanga de f na qual todos os pontos periddicos sdo hiperbélicos.
Considere € e Uy C U do lema de Franks aplicado a f e U. Podemos definir uma
familia de sequéncias periédicas pondo

A=1{a=(g,p); g€ U, ep € Per(g)},

&; = dg(g'(p))-
Esta familia é uniformemente hiperbdlica, pois, caso contrario, existiria uma familia 1%,
e-proxima de & e periodicamente equivalente, mas possuindo uma sequéncia 1%, ndo
hiperbélica. Suponhamos que a = (g, p), com g € U,. Entdo, temos que

- A2 )| <e,

para todo 0 < j < 7mt(p) — 1. Pelo lema de Franks, existe g € U, tal que ¢ = g ao longo da
g-Orbitadepe ‘
dg(g'(p)) = ;.
Logo,
n(p)-1

g’ =[] n
j=0

e portanto p é um ponto periédico ndo hiperbdlico para g, contradizendo a defini¢do
de U. Aplicando o teorema 8.2.5 neste caso particular, obtemos o seguinte resultado

Teorema 8.2.6 (Proposicdo II.1 de [24]). Se f € Diff' (M) é um difeomorfismo estrela entdo
existe uma vizinhanga U de f e constantes K> 0,m € N e 0 < A <1 tais que

a) Se g € Uy e p € Per(g) cumpre n(p) > m entdo

k-1

[T l4s" " )le

]:

| < KAK
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k-1

[ T lds™ (g™ ip)le]| < KA¥,

j=0
onde k = [rt(p)/m].

b) Paratodo(Q < j < d, onded = dim M existe uma decomposigio continua E®F do fibrado
tangente sobre Per;(f) tal que>

2 @)le|| - lf (o] < A,

para todo x € Per;(f). Além disso, E, = E} e F, = E}, sempre que p € Per;(f).

c) Para todo p € Per(f),

n—1

timsup Y log /" (7" jp)e | < 0
j=0

n—+oo

<0

1 n—1 '
limsup — " log [l4f " (f "/ (p)):-
j=0

n—+o0

O item b) do teorema acima é o andlogo do lema 4.1.5 para dimensdo qualquer, pois
ele fornece uma cota inferior para as forcas de contragdo e de expangdo da derivada
num ponto periédico. Em dimensédo 2, um resultado desse tipo é mais fécil de se obter
pois a norma da derivada no subespago estével coincide com o médulo do autovalor*

O item c) diz que Per(f) é ndo-uniformemente hiperbdlico, ou seja que para todo ponto

em Per(f) apresenta contracdo e expansdo em média, para toda corda suficientemente

grande. O item b) garante que Per(f) admite uma decomposi¢ao dominada, via o lema
4.0.13.

8.3 Hiperbolicidade e Estabilidade

Agora vamos estudar as relacdes entre hiperbolicidade e propriedades robustas, e um
caso particular da conjectura da estabilidade.

Comecamos mostrando que a hiperbolicidade implica em estbilidade, se a superficie
inteira for um conjunto hiperbélico. Os difeomorfismos que satisfazem esta condigao
sdo chamados difemorfismos de Anosov. Neste caso, o shadowing lemma desempenha um
papel fundamental, como veremos na prova. Neste resultado, a hipdtese de M ser uma
superficie ndo é necessdria.

3Per;(f) é, por definicdo, o conjunto dos pontos periédicos de f cuja variedade estavel possui dimens&o

4A menos, é claro, do caso de pogos e fontes.

96



Teorema 8.3.1. Seja f um difemorfismo de Anosov. Entdo f é estruturalmente estdvel.

Demonstragio. Considere € > 0 dado pelo teorema da variedade estavel. Entdao, dados
x, y € M,sed(f"(x), f"(y) <€, para todo n € Z temos que y € Wi(x) N W¥(x), mas como
W:i(x) e W(x) sdo discos mergulhados, tangentes aos subespacos estavel e instavel em
x da decomposigdo hiperbélica de f, respectivamente, reduzindo € se necessario, temos
que Wi(x) N W¥(x) = {x}. Dai, devemos ter x = y.°

Tome B < £, e considere 6 > 0 dado pelo shadowing lemma. Considere U uma
vizinhanga de f tal que se g € U entdo d (f(x), g(x)) < o, para todo x € M. Fixemos um
ponto x € M e um difeomorfismo g € U arbitrarios. Pela escolha de U temos que

d(f(g'(x), 8" () <,

para todo j € Z. Logo, a sequéncia {g/(x)} ¢ uma 6-pesudo-6rbita para f. Como M é
obviamente um conjunto hiperbélico isolado para f, pelo shadowing lemma existe um
tnico ponto y = h(x) € M tal que

d (fj(x), g/(y)) < B, paratodo j€ Z.
Isto define uma aplicagdo h: M — M.

Vamos provar que h é continua. Tome um ponto x € M e uma sequéncia de pontos
x, € M convergindo para x. Observe que para provar que h(x,) — h(x) é suficiente
provar que toda subsequéncia h(x,, ) possui uma subsequéncia h(x,, ) convergindo para
h(x), pois se h(x,) ndo converge para h(x) obtemos uma subsequéncila h(x,,) que ndo tem
esta propriedade. Para tanto, dada qualquer subsequéncia h(x,,), como M é compacta,
obtemos uma subsequéncia y; := h(x,,_) que converge a um ponto z € M. Por simpli-
cidade também denotaremos x; := xnk_l e y = h(x). Fixemos j € Z. Por continuidade,
tomando i suficientemente grande temos que

d(f), fi@) < p e d(gtx), §@) <.
Dai, usando a desigualdade triangular e a defini¢do de & temos,
d(f), f@) < d(fw),d@)+d(g),0)+d(g@), F) +d(fy) F)
< 4B <e,
pois como h(x) = y e h(x;) = y;. Segue h(x) = y = z, e portanto h(x,) — h(x).

Finalmente, observe que se y = h(f(x)) entdo, por defini¢do,

d(FI(Fe), g1sw) = d (' (), 8" W) < B,
e pela unicidade h(f(x)) devemos ter

8(h(x)) = g(y) = h(f(x))-

*Quando um homeomorfismo 4 : X — X, num espago métrico X, possui esta propriedade, de que
quaisquer duas Orbitas suficientemente proximas devem ser iguais, dizemos que ele é expansivo. O
mesmo argumento prova que se A é um conjunto hiperbélico entdo f|, é expansivo.

97



Isto prova que h : M — M é continua e que goh = ho f. Trocando os papéis de g e f no
argumento, uma vez que, pela robustez de conjuntos hiperbélicos g também é Anosov,
vemos que & é um homeomorfismo. Isto completa a prova. O

A versdo mais geral do teorema anterior é a Estabilidade de Conjuntos Hiperbdlicos,
que enunciamos sem prova no capitulo 03. Com uma adaptacao facil do argumento
acima, pode-se provar a Estabilidade de Conjuntos Hiperbolicos Isolados, e o leitor
encontrard tal demonstrac¢do na pégina 33 de [28].

Os dois resultados que iremos provar a seguir sdo, de certa forma, casos particulares
mais simples da conjectura da estabilidade. Embora o primeiro deles seja um corolério
do segundo, iremos expor o primeiro com a demonstracdo completa, pois ela é mais
simples nesse caso, e com pequenas adaptagdes iremos obter um resultado que vale em
dimensao qualquer.

Teorema 8.3.2. Todo difemorfismo C'-robustamente transitivo em supeficies é Anosov.

Demonstragio. Seja f € Diff' (M) tal que numa vizinhanca U de f todo difeomorfismo
é transitivo. Como f é transitivo, todo ponto é ndo errante, e pela proposigdo 8.1.2

temos que f é estrela, e portanto, tendo em vista o teorema 8.1.1, temos que M = Per(f).

Logo, para provar que f é Anosov, é suficiente provar que A := Per(f) é um conjunto
hiperbdlico.

Por outro lado, também sabemos que nenhum difeomorfismo na vizinhanca U
possui nem pogos nem fontes.

Pelo teorema 8.2.6 exsite uma decomposi¢cdo dominada TAM = E & F. Suponhamos
que a direcdo E ndo seja contratora. Aplicando o teorema 3.2.4 obtemos um ponto
genérico x no suporte de uma medida ergédica tal que para todo € > 0 existe um N > 0

tal que se n > N entdo
n—1

ldf iG] = e,

j=0

e como E é unidimensional, temos que

df" @)le|| > e

Aplicando o ergodic closing lemma, e usando o lema de Franks como fizemos na prova
do teorema 4.2.6, obtemos uma pequena perturbacdo g € U de f possuindo um ponto
periddico p, de periodo n > N, e de forma que

1dg (8" (p))le:ll
ldg (g (p))le-l

paratodo j=1,..,n—1. Com isto, temos que

Hdg”(p)|Es

£ (1)l
£ (F7(x))Iell,

| > e (8.1)
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Como E & F é uma decomposi¢cdo dominada, pelas igualdades acima, E° ® E* é uma
decomposicdo dominada para g ao longo da 6rbita de p. Sejam C >0e0 <A <1as
constantes da decomposi¢do dominada E®F. Podemos supor que 1 é grande o bastante
para que

C(efA)" < 1.

Entao

Hdg_”(p)|Eu

A desigualdade 8.2 mostra que dg"(p) expande na direcdo E*, e como p ndo pode ser
uma fonte, temos por 8.1 que dg"(p) apresenta uma contracdo fraca na diregdo E°.
Desse modo, existe um namero r < 1, perto de 1, tal que compondo dg(g" " (p)) com um
mapa da forma rld, obtemos que rdg"(p) ainda apresente uma expangdo na direcdo E¥,
mas agora apresente expangdo também na dire¢do E*.® Aplicando o lema de Franks,
obtemos um difeomorfismo g perto de f que possui uma fonte, o que, como vimos,
¢ uma contradicdo. Para provar que F é expansor, procedemos de modo anédlogo,
concluindo que a perturbagdo criada possui um pogo. A prova esta terminada. |

< CA"e™ < 1. (8.2)

Por fim, iremos apresentar o teorema de separagdo de Mafié. O enunciado do
teorema a seguir é um pouco mais fraco do que o Teorema B de [24], pois somente
consideramos a parte que se encaixa na linha de idéias que estamos seguindo, a qual é,
resumidamente, usar o ergodic closing lemma para violar propriedades robustas quando
nao ha hiperbolicidade. Iremos comentar o enunciado geral no fim do capitulo. Salien-
tamos que a hipétese de M ser uma superficie ndo é necessaria.

Teorema 8.3.3. Se f € Diff' (M) é um difemorfismo estrela que nio possui pogos nem fontes e
Per;(f) N Per;(f) = O para todo 0 <i < j < d, onde d = dim M, entdo f é Axioma A.

Demonstragdo. Pelo teorema 8.1.1 é suficiente provar que Per(f) é hiperbdlico. Como

temos a hipotese de separagédo, basta provar que Per;(f) é hiperbdlico, para cada j =
1,..,d —1. O primeiro passo é garantir que ao fazermos uma perturbagao local numa

Orbita periddica de indice j, os conjuntos Per;(f), com i # j permanecam inalterados.

De modo preciso, afirmamos que se U é uma vizinhanga de Per;(f), tal que U ¢é
disjunta de Per;(f) para todo i # j. Se U é uma vizinhanga conexa de f e temos g € U,

g = f em M — U entdo Peri(g) = Peri(f), para todo i # j. Com efeito, se isto ndo é

verdade entdo exsite um ponto periédico p de g em U — Per;(f), e podemos tomar
uma vizinhanga de p na qual ndo hd nenhum ponto periédico de f, uma vez que U

é disjunta de Per;(f) para todo i # j. Logo, ligando g e f por um caminho continuo
contido em U, temos a destruicdo de um ponto periédico, o que, como vimos na prova
do teorema 8.1.1, implica na existéncia de um ponto peridédico ndo hiperbdlico, e isto
viola a propriedade estrela.

Suponhamos entdo que se A := Per(f) e E® F é a decomposi¢do dominada sobre
TxM, dada pelo item b) do teorema 8.2.6, temos que E néo é contrator, para algum j.

®Este argumento é muito parecido com aquele que apresentamos na prova do lema 4.1.4.
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Considere m > 0 dado pelo teorema 8.2.6. Como A nao é hiperbdlico para f, ndo é
hiperbélico para f™, dai, por simplicidade iremos supor que m = 1. Com isto, temos
que se g estd suficientemente préximo de f, e p € Per(g) entdo

k-1

ldg(g'®))e:

i=0

< KAk

k-1 '
[ T4 & @)
i=0

onde k = 7(p) Por outro lado, como A néo é hiperbdlico, aplicando o teorema 3.2.4, e
usando o ergodic closing lemma em conjunto com o lema de Franks, como antes, tendo
em vista a afirmacdo acima, por simplicidade iremos assumir’ que existe um ponto
periédico x € A, com periodo k arbitrariamente grande, tal que

k-1

lFCFEDIe]| = e, (83)

i=0
com € > 0 podendo ser escolhido arbitrariamente pequeno. Usando a dominacao,
temos que

LA )| [ df el
H

df )| <
L | e YT
< CAkeF <1,

desde que € seja pequeno o bastante para que Ae® < 1 e k seja suficientemente grande.
Esta estimativa mostra que F é o subespaco instavel de df*(p). Como o indice de
p é j, isto implica que E é o subespaco estavel de df*(p).® No entanto, tomando k
suficientemente grande, e € suficientemente pequeno temos que

1
e € > KkA,

o que, pela desigualdade 8.3 nos leva a uma contradi¢do com o item a) do teorema
8.2.6. Novamente, podemos repetir o argumento com f~! no lugar e provar que F é
expansor. Acabou. m|

Comentarios finais

Topologias Mais Altas

Em toda a discussdo que fizemos, sempre estivemos restritos a topologia C!. O fato de
nao sabermos resultados como o ergodic closing lemma e o lema de Franks em topologias

“No momento em que tal suposigdo for demasiado restritiva, iremos apresentar as devidas explicagdes

8Como o difeomorfismo ao qual, por simplicidade, chamamos de f é na verdade uma perturbagdo
de f, e os subespagos E e F formam uma decomposicdo dominada para esta perturbacdo apenas na érbita
de p, ndo podemos concluir diretamente do teorema 8.2.6 que E = E° e F = E*.
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mais altas faz com que o conhecimento sobre a conjectura da estabilidade em topologias
mais altas ainda seja muito pobre. De fato, todos os resultados deste capitulo estdo em
aberto em topologias mais altas.

O Enunciado Completo do Teorema de Separacao de Marié

O Teorema de Separacdo foi apresentado por Marfié em [24] com o seguinte enunciado

Teorema 8.3.4. Um difeomorfismo f é Axioma A sem cilos se, e somente se, ¢é estrela e
Per;(f) N Per;(f) = 0, para todo i # j.

Para a defini¢dao de um difeomorfismo Axioma A sem ciclos, remetemos o leitor a
[28], pagina 44. A parte “somente se”do enunciado segue do Teorema da Decomposicdo
Espectral, ver [28], pdgina 38. A parte “se”segue do teorema que apresentamos na segao
anterior e de um resultado devido a Pliss [30] o qual afirma que se f é estrela entdo f
possui um nimero finito de pogos e fontes.

O préprio Mafié acreditava que a propriedade estrela, sozinha, ja era suficiente para
garantir a conclusdo de seu Teorema de Separacao. Isto foi conseguido 9 anos depois,
por S. Hayashi em [16], onde ele provou que f € Diff' (M) é estrela se, e somente se é
Axioma A sem ciclos.
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Capitulo 9

Apéndice

Neste tltimo capitulo iremos apresentar algumas demonstragdes e comentarios para
alguns dos resultados utilizados na prova do Teorema de Aratjo. O principal objetivo
deste apéndice é tornar o texto mais autocontido. A primeira se¢do contém uma prova
completa do lema de Pliss e a segunda seg¢do contém uma prova do lema de Franks.
Na tltima segdo comentaremos a prova do C?-conetting lemma de Marié.

9.1 Provado Lema de Pliss

Nesta se¢do iremos provar o lema de Pliss, que foi usado na prova do teorema 4.3.3. E
suficiente estabelecer o seguinte lem numérico.

Lema 9.1.1 (Pliss). Dados A € R, € > 0 e H > 0 existem Ny, e 0 positivos de forma que se
ai, ..., Ay sio niimeros reais, com N > Ny tais que

N
a;<NAelaj| <H, Yi=1,..N,

i=1
entdo existem os tempos hiperbdlicos 1 < n; < ... < n; < N os quais satisfazem

n

Z a; < (n—nj)(A+e)

i=nj+1

para todos j = 1,..,len; <n < N. Além disso, o nitmero | de tempos hiperbélicos cumpre
I > Né.

A idéia por trds do lema é muito simples: como s6 sdo permitidas sequéncias
uniformemente limitadas, se a quantidade de termos é muito grande os termos ndo podem,
a maioria, dominar A + €. Imagine que temos 1 milhdo de termos dominando A + ¢,
logo a soma desses termos domina 10% + 10°A. Digamos que s6 restem 5 termos. Cada
um deles no maximo subtrai H. Se, por exemplo o nosso ntimero de termos € tal que
10% > 7H, a soma total ndo serd dominada por NA.
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Isso j4 dd uma pista razodvel de como atacar o problema. De fato, a parte realmente
dificil é estimar por baixo o niimero de tempo hiperbélicos.

Para provar o lema, comecamos definindo os inimigos: b; = a; — (A + €). Note que
se b; é negativo para todo i > n entdo n é um tempo hiperbdlico! Podemos exigir um
pouco menos considerando as somas S, = Y./, b.

Definimos os tempos hiperbdlicos com sendo os inteiros 1 < n; < ... < n; < N tais
que S, > S, para todo n > n; e de tal forma que / ¢ 0 maior nimero possivel desses
tempos, ou seja, entre 1 e n; e n; e nj;; ndo existem tempos hiperbdlicos para todo
j=1,..1L

Observe que esses inteiros realmente cumprem as conclusdo do lema, pois n > n;
implica

Z a4 = Z bi + (= n))(A+€) = (S = Su) + (n = n))(A +€)

i=nj+1 i=n;j+1

(n—n;)(A +e).

IA

Agora vamos a parte dificil, que é estimar a quantidade de tempos hiperbdélicos.
Note que o ultimo tempo sempre é hiperbdélico, ou seja n; = N. Além disto,

N
SN:Zai—N(A+e)$NA—NA—N€S—Ne.
=0

Por outro lado, como |a;| < H, temos

51:b1:ﬂ1—(A+€)2—(H+/\+€).

Portanto, se
S H+A+e

€
teremos S; > —Ne > Sy. E isto implica que, se S,, = max{S,; 1 < n < N}, entdo
1 <m < N. Dai, m é um tempo hiperbdlico nao trivial (# N).

N 9.1)

Daqui em diante iremos obter a estimativa sobre o valor de I. Afirmamos que

S Snj+1. Com efeito, suponha que isto ndo acontega. Entdo,

Mjy1 2
Sn]-+1 > Sn/ ¥n = nj+1/

pela definigdo de n;;. No entanto, 7; + 1 ndo é um tempo hiperbdlico, e pertanto tem
que existir nj,; > ki > n; + 1 tal que Sy, > Snj+1. Pela mesma razdo, tem que exsitir
niz1 > ky > ky tal que Sy, > Sy, Por indugdo, obtemos uma sequéncia nj; >k, > k,_1 >
... >k > k. No entanto, como p ndo pode ser maior que nj.; — (1; + 1), isto nos levara
a um absurdo, a menos que n;,; = (1; + 1), 0 que pela hipétese que fizemos, também
nos leva a um absurdo.

Pelo mesmo argumento, podemos provar que S,,, > S;.
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Com isso temos que se 1 < j <[, entdo

S > Sn]-+1 = Snj + bnj+1 > Sn/- - (H + |A| + e)/

njt1 =
via a desigualdade triangular, pelo que obtemos (por indugédo)
Snj 2 Suy — (j— D(H + |A| + €).

Em particular,
Sw =Sy, — (= 1)(H + [A] +e).

Mas como n; = N, segue que

—eN > Sy=2S, —(I-1DH+A+e)=2S1-(1-1)H+|A+¢€)
> -H-A—-e—-(-1)H+|A+€)=-I(H+|A| +¢€),

L

ou seja, provamos que y > mriime-

Para completar a prova do lema, basta tomar 6 = 5.

9.2 Prova do Lema de Franks

Nesta se¢do iremos apresentar uma demonstracdo do lema de Franks. Aqui, a condi¢do
de M ser uma superficie ndo é necessaria. O préximo lema ensina que dado um mapa
linear préximo da derivada de um difeomorfismo podemos obter um difeomorfismo
proximo que é, em coordenadas locais, igual a esse mapa linear. De fato, para obter um
difeomorfismo que realiza um determinado mapa linear como derivada, o0 modo mais
facil (pelo menos em R") é tomar o préprio mapa linear como sendo o difeomorfismo!
A dificuldade técnica que aparece, é que a variedade ndo possui estrutura vetorial, logo
nao faz sentido definir uma mapa linear nela. Mas a variedade possui estrutura vetorial
localmente. Para usar isto e aplicar a mesma idéia, é que vdo aparecer no lema as cartas
locais e uma fungdo bump.

Lema 9.2.1. Seja f € Diff'(M). Dada U vizinhanga C* de f, existe 6 > 0 tal que: se p € M,
g=fp),e:UcCcM-—>Uyey:V CM — V,, sio cartas locais ao redor de p e q com
o) =Y(@) =0,ese A=do fop1)0)eB: R — R ¢ linear e cumpre |B — A|| < 9,
entio existe ¢ € U tal que Y o go o~ = Bem B(0,r) e g = f fora de U.

Demonstragio. Considere  : RY — R uma fungdo bump na bola unitéria, isto ¢,  é

suave, = lem B(0,1) e B = 0 fora de B(0,2). Denote Cy = sup{|ldB(x)|; x € R%}.
Considere a fungdo suave a(x) = f(x/r). Note que

sup(lldao)l; x € RY) = <
Pela defini¢do de derivada, podemos escrever
Yofop () =Ax+],
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onde f 0)=0,d f (0) = 0. Em particular, ||d f @)l e Y9 30 a zero quando x — 0. Tome
r > 0 de modo B(0, 2r) C Uy. Definimos a perturbagao desejada pondo g = f fora de U,
e

pogop i(x) = a()Bx+(1-a)po fop™(x),

para todo x € Uy. Dai, é claro que a representacdo de g, nas cartas ¢, ), éigual a B em
B(0,7) e é igual a representagdo de f fora de B(0, 2r). Vamos estimar a distancia C' entre
g e f. Comecamos calculando para as derivadas. Temos que

o gop(x) — Ax = a(x)Bx — a(x)Ax + (1 — a(x)) f (%),

e portanto se x € B(0,2r) temos que

I 0 g0 97 @)~ Axll < (W2 + DIB - All+ LIf00] + I4f00l
< (G + DB - Al + 2C0|f|(| + 1l f G
< a,

desde que 6 < 3(zc 75 € 7 seja pequeno o bastante para que os outros temos da segunda
desigualdade acima sejam estimados por %, onde a > 0 € tal que dci(g, f) < a implica

geEU.

Reduzindo r, se necessario, pelo Teorema do Valor Médio segue que a distancia C
entre f e g também é menor do que 4. Deixamos a verificagdo deste detalhe a cargo do
leitor.

Portanto obtemos ¢ nas condicdes do lema, cuja distdncia C! a f é menor do que a.
Isto conclui a prova. m|

Observacgdo 9.2.2. Observe que 6 s6 depende de U.

Lema 9.2.3 (Lema de Franks). Sejam f € Diff' (M) e U vizinhanga C' de f. Entdo, existem
YV C U vizinhanga C' de f, e € > 0 com a sequinte propriedade: se g € V e {x1, ..., x,} é um
conjunto finito de pontos distintos de M, tal que existam mapas lineares L; : Tx,M — Ty \M
satisfazendo

IL; —df(x)ll <€,

e U é uma vizinhanga desse conjunto finito de pontos, entio existe g € U, g = gem {xy, ..., x,} U
(M = U) de tal forma que dg(x;) = L

Demonstragdo. Seja a > 0 tal que todo difeomorfismo g que é 2a-C'-préximo de f esta
em U. Definimos V como o conjunto de difeormofismos que estdo a-C'-préximos de
f. Por compacidade, podemos cobrir M com um ntamero finito de cartas locais, {¢ j};zl

Seja C = sup{|ldp;(p)Il, ||dg0]71(x)||; peM, xeB(01),j=1...,1}. Aplicando o lema

9.2.1 a vizinhanca V obtemos um 6 > 0. Escolhemos € = 2. Afirmamos que com essa
escolha o lema esta provado.
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Com efeito, dada g € V, podemos escolher um r > 0 pequeno de modo que as bolas
B(x;, r) sejam disjuntas e que valha o lema 9.2.1. Podemos supor que ¢;(x;) = 0, e que
para cada i existe j tal que se 1; = @; entdo ;(f(x;)) = 0. Como cada L; cumpre

ILi —df ()l <e,

se definirmos B; = dip;o L; o d(pi‘l(O), entdo, pelo modo como escolhemos ¢, é facil ver
que teremos
IB; — Aill < 6,

onde A; = d(i; o f o p;1)(0).

O que vamos fazer agora é aplicar o lema 9.2.1 para obter a perturbacdo desejada.
Por ele, existe g1, cuja C' distancia a g é igual a a tal que

Y1ogio@; =B

nabola B(0, r). Em particular, dgi1(x1) = L1, g1(x1) = g(x1) e g1 = g fora de uma vizinhanga
muito pequena de x; (desde que r seja pequeno o bastante). Em seguida, perturbamos
g1 para obter g, igual a g; fora de uma vizinhan¢a muito pequena de x, (novamente
desde que r seja pequeno), satisfazendo dg»(x;) = Ly e g2(x2) = g(x2). A observagdo
é que como g, s6 perturba g; numa parte na qual g = g, temos que d(g», ) < a.
Prosseguindo um niimero finito de vezes, obtemos a perturbacdo desejada. m]

9.3 Sobre a criacao de pontos homoclinicos

O teorema 6.3.2, o qual foi crucial na prova do Teorema de Aratjo, pertence a uma
classe muito importante de resultados em Sistemas Dindmicos: os chamados lemas de
perturbagido. Um outro lema de perturbagdo que utilizamos foi o ergodic closing lemma.
Ambos resultados possuem a mesma filosofia: a partir de um determinado cendrio,
criar uma situacdo dindmica interessante, mediante uma perturbagdo. No caso do
ergodic closing lemma, a a partir de certas 6rbitas recorrentes criam-se 6rbitas periddicas,
e no caso do connecting lemma (i.e. teorema 6.3.2) a partir de 6rbitas que aproximam-
se da variedade estdvel e também da variedade instavel de um conjunto hiperbdlico,
criam-se 6rbitas homoclinicas.

Nesta se¢do iremos considerar um caso particular do teorema 6.3.2 no qual o con-
junto hiperbdlico reduz-se a um ponto fixo hiperbdlico p, que ndo é pogo nem fonte,
e temos um ponto x € W*(p) — {p} tal que u({p}) > 0, para uma certa medida orbital
1 € M(x). Nosso objetivo é mostrar que para toda vizinhanga U de f, existe um difeo-
morfismo g € U, tal que ¢ = f numa vizinhanga de p e ¢ possui um ponto homoclinico
associado a p.

Além disso, iremos supor ainda que f é linear numa vizinhanga U de p. Esta
hipétese adicional ird simplificar algumas tecnicalidades da prova e, no entanto, ainda
iremos nos deparar com as principais dificuldades do connecting lemma.

De fato, a menos da hipétese adicional da linearidade numa vizinhanga do ponto
fixo e do fato de M ser uma superficie, iremos provar aqui o Teorema A de [26].
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A ferramenta bdsica da prova, bem como de quase todos os lemas de perturbacgao é
o seguinte resultado:

Lema 9.3.1. Dados ¢ > 0 e uma vizinhanga N da identidade em Diff*(M), existe R > 0 tal que
para todo 0 < r < R e todo par de pontos a e b em M satisfazedno

d(a,b) < 7

existe um difeomorfismo h € N tal que

h(a)
h(x)

I
Xa

para todo x fora de B(a, r).

A demonstracdo do lema acima é bastante simples, e o leitor pode facilmente adaptar
os agumentos das péginas 23 e 24 de [27] para conclui-la.

A seguir vamos descrever, mediante algumas suposi¢Oes, a estratégia para criar
a 6Orbita homoclinica. Como toda medida orbital de x d4 peso positivo ao ponto p,
existem pontos da 6rbita de x que se aproximam de p, em particular se aproximam
da variedade estdvel de p. Extrapolando um pouco, suponha que exista um ponto
y € Wi(p) — {p} e um iterado g = fN(x) perto o suficiente de y para que possamos
aplicar o lema 9.3.1 numa pequena bola B(y, r) disjunta de p, e obter um difeomorfismo
h préximo da identidade tal que h(q) = y, e h(x) = x para todo x fora de B(y, 7). Como f
é linear numa vizinhanga de p, se r é suficientemente pequeno, a 6rbita futura de y ndo
intersecta B(y, r). Vamos supor que 6rbita passada de g ndo intersecta B(y, r). Logo, se
g =ho f, temos que p é um ponto fixo para g, e como

s(f @) =hg =y,

e f/(y) ¢ B(y,r) assim como f~/(q) ¢ B(y,r) para todo j > 0, temos que

(@) = fw)
(@) = fFN W),
para todo j > 0, e portanto f~!(g) é um ponto homoclinico associado a p para g.

O argumento acima, embora impreciso, deixa claro que a principal dificuldade para
criar a 6rbita homoclinica é a escolha do iterado f"(x) usado para conectar as variedades
invariantes, via o lema 9.3.1. Se esta escolha ndo for feita de modo adequado, i.e.
satisfazendo as hip6teses que impomos acima para o argumento dar certo, ndo teremos
controle sobre a drbita criada.

Vamos ser um pouco mais formais. Dada uma vizinhanca U de f, tomando N =
U o f!, obtemos uma vizinhanga da identidade em Diff(M). Dado ¢ > 0, 0 lema 9.3.1
fornece entdo R > 0 tal que para todo 0 < r < R, se a4,b sdo pontos em M tais que
d(a,b) < r**¢ entdo existe h € N, h(a) = b, e h = Id fora de B(a,r). Por isso, além de
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escolher um ponto f"(x) que esteja ¥ préoximo da variedade estavel de p, devemos

garantir que os iterados anteriores f/(x), j < n, ndo pertencem a bola (um pouco maior)
B(a,r).

A solucdo para esta dificuldade é considerar quadrados Q, centrados em p, com
lados 2r,, onde a sequéncia r, é definida recursivamente via

o =170,
com(0 <6<1e0<ry <1épequeno o bastante para que Qy C U, a vizinhanga de p
na qual f é linear. O tamanho dos quadrados Q, decai exponencialmente com 7, e isto
é um ponto fundamental. Dai, uma idéia para solucionar a dificuldade apresentada
acima é tentar garantir a existéncia de uma corda o = {fN(x), ..., f"(x)} da ¢rbita de x,
cujo ponto inicial pertence a Q, — Q41 (0 espago entre dois quadrados consecutivos)
e tal que nenhum ponto ff (x), com j < N, intersecta Q,. Se r, for muito pequeno,
poderemos estimar a distdncia entre o primeiro elemento desta corda, digamos b, e um
ponto a na variedade estdvel de p por r;,, mas de modo que a bola centrada em a de raio

S
1y, ndo contenha nenhuma iterado negativo de b, para um certo s.

A seguir vamos enunciar o lema que d4 a existéncia de tal corda, e em seguida
iremos mostrar como isto permite implementar a idéia acima. Como como a prova
de tal lema contém argumentos que escapam um pouco da linha idéias que estamos
seguindo, a sua demonstragdo serd apresentada depois que concluirmos a prova do
connecting lemma, no caso particlular que estamos considerando.

O lema de sele¢ao das cordas

Para enunciarmos o lema que daré a existéncia das cordas adequadas para realizarmos
a perturbagdo desejada, vamos estabelcer uma linguagem geométrica que ird facilitar
a vida do leitor, e também ird explorar as hipéteses adicionais que temos.

Podemos supor que E := W*(p) N U e F := W¥(p) N U se intersectam ortogonlamente
em p, e portanto Q, é caracterizado como o conjunto dos ponto a € U tais que

d@a,E)<r, e d@F)<r,.

Além disso, pela lineriadade e como E e F sdo unidimensionais podemos assumir que
existem ndmeros 0 < y, A < 1 tais que pontos em E aproximam-se exponencialmente de
pno futuro, com uma taxa A, equanto que pontos em F aproximam-se exponencialmente
de p no passado, com uma taxa y. Dito de outra forma, temos que se x € Q, entdo

d(f"(x),F) = A"d(x,F) e d(f"(x),E) = (%) d(x,E), (9.2)

para todo n > 0, com igualdades similares para n < 0. Este fato, no nosso caso,

corresponde ao lema 2 de [26].

Considere S,, o conjunto dos pontos a € Qy que podem ser escritos como a = f"(y,)
com vy, € Qu e fi(y,) € Qo, paratodo 0 < j<m,sem>0em<j<0sem<D0.
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Geometricamente S, é a regido do quadrado Q, limitada pelas hiperbéles que passam
pelos vértices do quadrado Q,,.

Dada uma sequéncia de naturais n; < 1, < ... < n¢ < ..., dizemos que uma corda
o = {f/(x), ..., f*(x)} é uma (n,k)-corda se 0 C Q, de modo maximal, i.e. f/7'(x) ¢ Q,
e {7 (x) ¢ Q,, com1 < j<j+I<n Um fato importante é que existe uma ordem
natural entre (1, k)-cordas, definida dizendo-se que 01 < 0, se o primeiro elemento de
0, é um iterado estritamente positivo do ultimo elemento de 0;. Por simplicidade,
(0, k)-cordas serdo chamdas simplesmente de k-cordas. Na maioria dos argumentos
iremos lidar somente com k-cordas.

O enunciado do lema de selacdo das cordas é o seguinte:

Lema 9.3.2. Existe uma sequéncia de naturais n; < n < ... < t... tal que para todo N > 0,
uma das sequintes afirmagoes é verdadeira:

a) Existemn > N, k > 0 e duas k-cordas 01 < 0o, ambas contidas em S, tais que

0 N (Sy = Sp+1) = O para toda k-corda 01 < 0 < 0.

b) Existemn > N, k > 0 e uma k-corda o1 C S, tais que

0 N (Sy — Sp+1) = 0 para toda k—corda o < 0.

O leitor deve estar se perguntando o que a sequéncia 1 tem haver a discussao feita
até aqui. Lembre que uma das nossas hipoteses é que existe uma medida orbital de x
que dé peso positivo ao ponto p. Lembre que esta medida é o limite na topologia fraca*
de medidas da forma py = Z?ial 0 Fi()- Veremos mais a frente que esta é a sequéncia ny
do enunciado. A prova do lema 9.3.2 é o tinico momento no qual a hipétese sobre a
existéncia de uma tal medida orbital serd usada.

O significado intuitivo do item a) do lema 9.3.2 é que se considerarmos g4 o ultimo
elemento de 0; N Q,, a sua 6rbita positiva até um certo iterado fN(g) ndo intersecta o
espaco entre entre os quadrados Q, e Q,+1. Como Q,+1 C Q,, isto equivale a dizer que a
6rbita positiva de g ndo intersecta Q, — Q,.+1. Dito de outra forma, se considerarmos b =
fN(g), a sua 6rbita passada até o iterado f~N(b) ndo intersecta Q, — Q,+1. Similarmente,
o significado do item b) é que se considerarmos g o primeiro elemento da (1, k)-corda
01NQ, asua Orbita negativa inteirajamais intersecta Q,—Q,+1. Observe que em ambos os
casos o lema 9.3.2 fornece um ponto da érbta da 6rbita positiva de x, o primeiro elemento
da corda o, do item a), e o primeiro elemento da corda o1 do item b), que pertence a
Sp+1 € que admite um certo controle sobre a sua 6rbita passada. Aparentemente, este
controle ndo é forte o bastante para podermos realizar a perturbacdo. Contudo, como
veremos a seguir, ele é de fato suficiente.

Criando a orbita homoclinica

O lema 9.3.2 diz que existem n arbitrariamente grande e k > 0, tais que uma das
propriedades a) e b) é satisfeita. Suponhamos inicialmente que a propriedade a) seja
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satisfeita. Uma adaptacdo facil para a prova desse caso, mostra que se a propriedade
b) for verdade, também conseguimos criar a érbita homoclinica.

Entéo, temos k-cordas 01 < 0, contidas em S,,1; tais que cNS,, = 0, para toda k-corda
01 < 0 < 0y, €, além disso, n pode ser tomado tdo grande quanto quisermos.

Observe que, pela defini¢do de k-cordas, 01 N Q, e 01 N Q,, sdo (1, k)-cordas. Tome a
o ultimo ponto da (1, k)-corda o1 N Q,, e b o primeiro ponto da o, N Q,. Como 07 < 03,
existe um inteiro [ > 0 tal que f'(a) = b. Observe ainda que, como x € W¥(p) — {p}, temos
que a € W*(p) — {p}.

Vamos estimar a distdncia entre b e a variedade estdvel de p, d(b, E), e obter um
expoente s > 0 de modo que para algum 7 > 0 esta distancia seja menor do que 75, o
que nos permitird aplicar o lema 9.3.1 como fizemos heuristicamente antes.

Lema 9.3.3. Existem 8 > 0, e n > 0 de tal forma que d(b, E) < 2. Em particular, existe um
ponto y € E tal que b € B(y,r2'").

Demonstragdo. Como b é o primeiro ponto da (1, k)-corda 0, N Q,,, temos f~1(b) ¢ Q,,
uma vez que uma (1, k)-corda é uma corda maximal contida em Q,,. Dai, como a 6rbita
passada de b se aproxima de E, devemos ter

d(f7(b), F) > 1. 9.3)
Tome um ponto by € 0, N Q.1 tal que b = f~"(by). Entdo,
ru < d(f "N (r), F) = A" Dd(by, F) < A7 Dp g = AT D)0,

e portanto
rb > /\m+l
n = .

Agora observe que
d(b,E) = d(f"(b1),E) = y"d(b1,E) < y"rns1 = Y"1

O
Tome a > 0 tal que y = A*. Entdo, usando que A" < %, temos que

V4 =A S(X)/

e desse modo s\a
I )

m,1+0 n 1+6

Yo, = (X) ol

donde ‘
d(b, E) < A—arrll+b+a6.

Podemos escolher 0 < 6 < 1tal que 6(1 + &) > 1, e tomando 0 < < 6(1 + &) — 1, vemos

que

1+0+ad

2+
r, <71, .
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No entanto, se n é grande temos ainda que

—a, 1+6+ad 2+p
A, <r,".

Isto mostra que tomando n suficientemente grande, temos que
d,E) <1,
e portanto existe um ponto y € E tal que
b e B(y, 2.
O

Daqui por diante, iremos garantir que se 1 é grande, podemos aumentar o raio da

bola B(y, r;, 2*%) de um modo que nos permitird aplicar o lema 9.3.1. Ou seja, temos que
garantir que a 6rbita passada de b ndo intersectard esta bola centrada em y com raio
maior, que é onde a perturbagdo do lema 9.3.1 ird ocorrer, e que a 6rbita futura de y
também ndo intersectard esta bola. Como vimos no comego, isto é tudo que precisamos
para que f~!(b) seja um ponto homoclinico para uma perturbacio de f.

Vamos comegar provando que a Orbita futura de y ndo retorna a bola centrada em
, com 0 raio um pouco maior.

, g
Lema 9.3.4. Se n é suficientemente grande entdo f'(y) ¢ B(y, r},+3), para todo j > 0.

Demonstragio. A prova é basicamente usar a desigualdade trangular algumas vezes,
explorando a linearidade de f e o lema anterior, para obter uma estimativa por baixo

para d(fi(y), y)-
De fato, pela desigualdade triangular,
d(f'(y),y) = d(y, F) — d(f'(y), F),
contudo d(f/(y), F) = Md(y, F) < Ad(y, F), logo

A(f(),y) = (1= d(y, F).
Por outro lado, novamente pela desigualdade triangular
d(}/,F) 2 d(b/F) - d(}/, b)/

e pelo lema anterior temos que d(y, b) < rath

Ad(f~1(b), F) > Ar,. Logo,

,enquanto 9.2 e 9.3 implicam que d(b, F) =

d(y,F) > Ar, — 127, (9.4)

e finalmente obtemos que
d(f(y), y) 2 (1= H(Ar, = 1,").
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Se n é grande o bastante para que P < A, entdo r,"(A = 1) > A2 = A, e obtemos que

B
nPA -1 =1 >A2- 4,
donde segue
B
1= V)(Ary = 2Py > 175,

Isto conclui a prova. O

B
Por dltimo, vamos provar que a 6rbita negativa de b ndo intersecta B(y, r:r%). Este
é o passo mais delicado da prova, e nele usaremos que estamos assumindo que vale o
item a) do lema 9.3.2. Dividiremos a prova em trés etapas. As duas primeiras sdo mais
facies, e ndo usam o lema 9.3.2. A terceira etapa é a parte principal.

i
1+§

Lema 9.3.5. Se n é suficientemente grande entio f~1(b) ¢ B(y,1,, °).

Demonstragio. A estratégia é a mesma do lema anterior. Pela desigualdade triangular,

A(f~1 ), y) 2 d(y, £~ () —d(f~ (W), f7 ()

Pela continuidade uniforme de 7!, e pela compacidade de M, existe A > 0 tal que
d(f1(z), fH(w)) < Ad(z, w), para quaisquer z, w € M. Usando isto, e 0 lema 9.3.4, segue
da desigualdade anterior que

A7), y) = d(y, () - AR,

Por outro lado, a desigualdade triangular implica que

d(y, f(v)) = d(f'(y),F) — d(y,F),

epor9.2d(f(y),F) = A'd(y, F), enquanto que por 9.4 d(y, F) > Ar,—7."", e desse modo

Ay, f1) = A = DA, = 1,).
Portanto,
Ay, f10) = A = DAr = (A =1- A"
Nao ¢ dificil ver que se n é suficientemente grande, o lado direito da desigualdade

B
. . . 1+5% . .
acima é maior do quer, 3 , e1sto termina a prova. O

g
Como a = f7!(b), para provar que a 6rbita negativa de b ndo intersecta B(y, ri+3 ), va-
mos provar que nem a 6rbita negativa de a e nem a corda {f~}(b), ..., f (b)} intersectam

il )
B(y, r,11+3). Mas note que, por 9.4, d(f/(a),y) > d(y,F) > Ar, — P e j& escolhemos n
grande para que

B
1= ) (Ar, =2y > 1,75,
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logo
d(f i), y) > it

B
£o1s . ~ 1+5 , .
Isto prova que a 6rbita negativa de a ndo intersecta B(y,r, *). Dai, para concluirmos

g
que toda a 6rbita negativa de b ndo intersecta B(y, r,11+3) resta apenas o

. g
Lema 9.3.6. Se n é suficientemente grande entdo f~/(b) ¢ B(y, r,l1+3), paratodo2 < j <1

Demonstragio. Suponhamos por contradi¢do que

d(Fib),y) <,

para algum 2 < j <. Seja B > 0 tal que d(f(z), f(w)) < Bd(z, w), para todos z e w em M.
Como y € E, temos que

B

d(f 71 (b), E) < d(f 7' (b), f(y)) < BA(f(b), y) < Br,”,
e desse modo, se n é grande entdo
d(f 7 (b), E) < 1.
Por outro lado, pela desigualdade triangular,

d(f7(b), F) <d(f7*1(b), f(y)) +d(f(y), F),

d(f(y), F) < d(f(y), f(b)) + d(f(b),F) < Bry* + Ar,,

logo, usando o lema 9.3.3 obtemos

. B il
A(f*(b),F) < Bry's + B2 4+ Ar, = (Bri + Bra™ + A)r,.

Portanto, se n é grande,

A(f 77 (b), F) < .

Segue que f/*1(b) € Q,. Seja o ak-corda que contém f7*1(b). Como um iterado positivo
de um elemento de ¢ é igual a b, temos que 0 < 0, e como um iterado negativo de um
elemento de o é igual a a, temos que 01 < ¢. Pelo item a) do lema 9.3.2, devemos ter
0 = 01 ou 0 = 0,. Mas entdo, no primeiro caso, temos que

f) = fNf @) = £ @) € Qu,

euma veaz que 2 < j </, logol—j+1 > 1, temos uma contradigdo com o fato de
a ser o ultimo elemento de g;. No segundo caso temos que o iterado f7/*1(b), que ¢é
estritamente negativo uma vez que j > 1, pertence ainda a Q,, contradizendo o fato
de b ser o primeiro elemento de 0,. Em qualquer caso, obtemos uma contradigdo,
concluindo a prova. m|
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Agora podemos aplicar o lema 9.3.1 a vizinhanga da identidade N = U o f~!, com

2+
REETEN
1+§
no caso em que f é de classe C* e
2+
NEETEN
1+§

no caso em que f é de classe C!. Seja k = 1 ou 2 tal que f € Diff‘(M). Pelo lema 9.3.1
existe R > 0 tal que, se n é grande o bastante para que r, < R, e como

k+
148\ o
rn - rn 4

existe h € N tal que
h(b) =y
h(x) = x,
g
para todo x ¢ B(y, ”111+3)- Definindo ¢ = h o f, temos que ¢ € U, e que ¢ = f em
: = £
- (B(y, r’lfg))' Como d(p,y) = d(y,F) > Ar, = 1;" > 1+, temos que p ¢ B(y,7,), e
_ g - 5
como p é um ponto fixo, ndo podemos ter p € (B(y, r};’s )). Logo, M — f~! (B(y, 7/)11+3 ))
é uma vizinhanca de p, na qual ¢ = f. Finalmente, como observamos no inicio
g () = fv)
FI(f®) = W),

para todo j > 0, e como, devido aos lemas 9.3.4, 9.3.5 e 9.3.6, a 6rbita positiva por g é
igual sua 6rbita psitiva por f, assim como a 6rbita negativa de b por g é igual a sua
orbita negativa, obtemos que f71(b) ¢ um ponto homoclinico associado a p para g.

O caso em que é item b) do lema 9.3.2 que vale é anélogo, e fica a cargo do leitor.

Prova do lema 9.3.2

Para concluir esta segdo, iremos expor a prova do lema de selecdo das cordas. Aqui
usaremos a hipétese de que existe uma medida orbital do ponto x que dé peso positivo
ao ponto fixo p. De modo preciso, isto significa que existe uma sequéncia de naturais
n < ny < ...<n<..tal que as medidas

n—1
1
[Jk = Tl_k ; 6ff(x)/
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convergem a uma medida u na topologia fraca®, e u({p}) > 0. Veremos que o lema 9.3.2
é verdadeiro com esta sequéncia n. Para tanto, iremos supor que isto ndo é verdade, e
derivar uma contradi¢do. De fato, vamos mostrar que se existe N > 0 tal que os items
a) e b) do lema 9.3.2 sdo ambos falsos, entdo u({p}) = 0.

Para realizar isto, iremos estimar px(S,), com k e n arbitrariamente grandes. Com
efeito, observe que podemos supor que a sequéncia {r,} satisfaz p(dS,) = 0 para todo
k > 0etodon > 0. Com isto, temos que

quando k — +oo, para todo n > 0.! Além disso, observe ainda que a sequéncia S, é
decrescente e sua intersec¢do é o ponto p, logo

u(p}) = im p(S,). (9.6)
Dai, para provar que u({p}) = 0, é suficiente provar que

lim ]}im ur(Sn) = 0.

n—00 k—o00
Vamos obter uma estimativa sobre 1(S,) que nos permitird passar o limite quandon e
k tendem a oo, e concluir que este limite é zero.

Note que ui(S,) é estimado pelo ntimero de k-cordas contidas em S, vezes o “com-
primento maximo”de tais cordas. Logo, para estimar ux(S,) devemos controlar o
“comprimetno maximo”e o ntiimero de k-cordas contidas em S,,.

Ora, é razoavel esperar que o comprimento das cordas em S, seja maior do que o
comprimento de qualquer corda fora de S, pois intuitivamente é claro que as hiperbéles
que passam dentro do quadrado Q, tém comprimento menor do que as que nao
passam por Q,. Dai, o préximo lema estabelece isto de modo preciso, dizendo que o
comprimento das cordas em S, cresce super-exponencialmente com n, enquanto que
para as cordas em Qo mas fora de S, o crescimetno se dd sub-exponencialmente com .
Naturalmente, tal resultado serd uma ferramenta importante para estimar p(S,).

Dadoa € Qy, o comprimento da maior corda {f " (a), ..., f">(a)}, com 1, e n, positivos,
contida em Qy é o niimero

T(a) = suplj; f'(x) € Qo paratodo0 <i< j}
+ sup{j; f_i(x) € Qo, paratodo0 <i < j}.

Lema 9.3.7. Existem constantes C,, C1 > 0 tais que se 6 é como acima, para todo n > 0 temos
T(a) < Co(1 +06)"

sea€Qp—S,e
Ci(1+0)" < T(a)

sea€sS,.

174 usamos que a convergéncia forte de medidas (convergéncia pontual nos borelianos) implica a
convergéncia na topologia fraca estrela, cf. proposigdo 2.2.4. Aqui, estamos usando a reciproca deste
fato, a qual é verdade se o bordo do conjunto possui medida y igual a zero. Ver, por exemplo, [21],
pagina 37 exercicio 3.2, e teorema 1, pagina 54 de [14]
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Demonstragido. Suponha que a € Qp — S,. Em particular, temos que a ¢ Q,. Sejam n;
e np positivos tais que f/(a) € Qp para todo —n; < j < n,. Como a ¢ Q, devemos ter
d(a,E) > r, oud(a,F) > r,. Suponha que d(a,E) > r,, pois o caso em que d(a,F) > r, é
analogo. Aplicando a igualdade 9.2 obtemos que

ro > d(f"(a),E) = y™™d(a,E) >y "r,.

(1+5)"
0

1+6

L °noslevaar, =r

Por outro lado, a defini¢do recursiva r,,1 = r , donde segue que

logr, = (1+ 0)"logr.
Usando a desigualdade acima temos
-nylogy + (1 +6)"logry < logry,

e finalmente segue que

log g

logy’

Para estimar o tamanho de n;, observe que se d(a, F) > r, entdo, usando a igualdade
d(f™(a), F) = A™™d(a, F) e uma mera repeticdo do argumento acima, temos a estimativa
desejada.

ny < (1+06)"

Suponhamos entdo que d(a, F) < 7,,.

Observe que ao iterarmos o ponto a para trés, ele se afasta de F. O que vamos
fazer é considerar os iterados para trds de a que permanecem r,-préximos de F, e obter
uma estimativa para a maior quantidade possivel destes iterados, semelhante a que
obtivemos para n,. De fato, considere m tal que d(f ~i(a),F) < 1y, paratodoj=1,..,me
d(f~(a),F) > r,. Comoa ¢ S,, se g = f™"(a), devemos ter d(q, E) > r,, e portanto

ro 2 d(f"(q), E) = y™"d(q,E) = y™"1,
e portanto, argumentando como acima, segue que

log g

ms(1+5)"logy.

Por outro lado, para o restante da 6rbita negativa de 2 podemos argumentar como
fizemos para n,. Com efeito, seja b = f~"!(a). Como d(b, F) > r,, usando que

ro = d(f""(b), F) = AT"A(b, F) > Ay,
pelo argumento usado para estimar 7,, obtemos que

1
n—m< (149) o810

logA

Como n; = n; —m + m, isto nos dé a estimativa procurada para o tamanho de n;.
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Com isto, obtemos a existéncia de uma constante C, > 0 tal que
ny + 1y < C(1+0)".
Pela defini¢do de T(a), é imediato que
T(a) < C(1+0)".

A estimativa por baixo para T(a) no caso a € S, é andloga. m|

Agora vamos estimar o ntiimero de k-cordas contidas em S,, o qual serd denotado
daqui pra frente por v(S,). Tome 1+ 6 < £ < 2 e um natural s > 0 tal que 25 — 1 > &s.
Dai, se r > s entdo

P
2-¢&
e portanto 2r — 1 > &r.
Lema 9.3.8. Suponha que exista N > 0 tal que a propriedade a) do lema 9.3.2 ndo seja satisfeita.
Entdo

We(S,) < (%)msn_o,

para todo k > 0 e todo n > N tais que vi(S,) > s.

Demonstragido. Como estamos assumindo que o item a) do lema 9.3.2 ndo é verdade
para N, temos que para todo n > N, e quaisquer duas k-cordas 01 < 0, contidasem S,41,
existe uma k-corda 0; < 0 < 0, que intersecta S,. Logo, se 01 < ... < 0;, onde | = 1,(S,)
sdo as k-cordas contidasem S,,, paracadai =1, ...,[-1, existe uma k-corda 0; < &; < 01,
tal que 6; N S,—1 # 0. Entdo, por definicdo de S, e pela defini¢cdo de k-cordas, temos que
6; C Sy—1. Logo, S,-1 contém as k-cordas 41, ..., 0/-1. Além disso, como S, C S,_1, temos
que S, também contém as k-cordas o3, ..., 0;. Portanto,

Vi(Sn-1) 2 21 =1 2 Evi(Sy),
pois vi(S,) > s. O
Iremos obter a estimativa sobre x(S,) indutivamente, olhando os conjuntos S,, —

Sm+1, com m grande. Como o lema anterior depende de v((S,) > s, vamos considerar o
valor minimo de 7 a partir do qual isto deixa de ocorrer, definindo o nimero

r(k) = min{j; vi(S;) < s}.
Dai, como S, pode ser escrito como a unido dijunta
S, =S5wU U Si—Sj,
n<j<r(k)

temos que

u(Sn) = u(Srpy) + Z p(S; = Sjs)- 9.7)

n<j<r(k)

Naturalmente, pela estimativa acima ndo queremos que r(k) seja limitado.
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Lema 9.3.9. Se existe N > 0 tal que b) do lema 9.3.2 ndo vale, entio

lim r(k) = co.

k—o0

Demonstragido. Suponha por absurdo que a conclusdo do lema ndo seja verdadeira.
Entdo, existe ny > 0 tal que r(k) < ny, para todo k > 0. Logo, v(S,) < s para todo
n > ny, pois, como os conjuntos S, sdo decrescentes, Vi(Sy) < vi(S,), sempre que m > n.
Além disso, existem k e n arbitrariamente grandes tais que (S,) > 1, pois se isto ndo
for verdade teremos que para todos k e n suficientemente grandes vi(S,) = 0, mas isto
implica que ux(S,) = 0 para todo k e n suficientemente grandes, o que, como vimos
acima em 9.5 € 9.6, implica que u({p}) = 0. Dai, podemos tomar 7 e k grandes o bastante
para que n —s > ng, n —s > N e 14(S,) > 1. Logo, existe uma k-corda contida em
S,. Como ndo vale o item b) do lema 9.3.2, e como n > N, existe uma k-corda contida
em S,_;. Similarmente, como n —1 > N, deve existir uma k-corda contida em S,,_,.
Prosseguindo dessa maneira, iremos obter que vi(S,—s) > s + 1, o que é um absurdo,
uma vez que n — s > 1y implica v(S,-s) < s. m|

O proximo lema aplica o lema 9.3.8 e 0 lema 9.3.7 para obter uma estimativa sobre
[J(S] - Sj+1), se Vk(Sj) > 8.

Lema 9.3.10. Suponha que o item a) do lema 9.3.2 nio seja verdade para um certo N > 0.

Entdo,
1+6

pt(Ss = Suen) = Co ) (1+6)EY,

para todo k > 0 tal que v(S,) > s.

Demonstracdo. Pelo lema 9.3.8,

(S, < (%)N Ve(Sn),

para todo k > 0 e n > N tal que vx(S,) > s. Considere T o supremo dos comprimentos
de k-cordas contidasem S,, — S,,+1. Entdo,

(81— Sim) = (o) Card(1 < < s i) €5, = Sy
k

IN

(=) T k(S ~ k(S 1) < (nlk)m@n).

g
Aplicando o lema 9.3.7, obtemos

1
H(Sn = Sn1) < C(1+ 5)n+1n—kvk(5n)

1 (1\"N
C2(1+5)"+1n_k(€) vi(Sx),

IA

contudo .
— <
(nk)Vk(SN) <1,

pois, por defini¢do, o nimero total de k-cordas ndo supera n,. Dai segue imediatamente
a estimativa procurada. |
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Agora vamos considerar o caso em que vx(S,) < s.
Lema 9.3.11. Suponha que exista N > 0 tal que o item b) do lema 9.3.2 nio é verdade. Entio,
Vi(S4) < CoCy (1 + 6)*54(S 2 — S,

para todon > N +2 ek > 0 tal que vi(S,) < s.

Demonstragio. Considere n > N +2 ek > 0. Se S,, ndo contém k-cordas, o resultado é
verdadeiro. Dai, podemos supor que S, contém ao menos uma k-corda. Mas como b)
do lema 9.3.2 ndo vale, temos que 5,1 — S,, contém uma k-corda. Como n -1 > N, pela
mesma razdo, S,—» — S,-1 contém uma k-corda o. Aplicando o lema 9.3.7, vemos que o
comprimento de ¢ é maior ou igual do que C;(1 + 6)"~2. Dai, temos que

1
pe(Sa2 = ) 2 () Gl + 0",
Ny
Por outro lado, ja vimos que u(S,) é menor do que ou igual ao maior comprimento

de k-cordas contidas em S, vezes o niimero de k-cordas em S,. Denotando por T este
comprimento, isto se traduz em

(1) < () TGS,

Pelolema 9.3.7, T < Cy(1 + 6)" < Co(1 + 6)"**. Portanto, como 1,(S,) < s, obtemos

IN

L Co(1+0)""s
(o) ca1+0)

‘Uk(sn) n_k

1 (G + 5y
(n_k) C(1+0)"s (ci(1 T 5)n—2)

GG (1 + 0™ s pi(Su—z — Sn)-

O

Finalmente, estamos prontos para completar a prova do lema 9.3.2. Suponhamos
entdo que exista um N > 0 tal que a) e b) do lema 9.3.2 sdo ambos falsos.

Ja temos quase tudo pronto. Como dissemos, a idéia é obter uma cota superior para
uk(Sy) que seja arbitrariamente pequena quando k e n sdo suficientemente grandes.
Para tanto, usaremos a igualdade 9.7. Observe que, pela definicao de r(k), vi(S;) > s,
para todo j < r(k). Por isso, para estimar a segunda parcela da igualdade 9.7 basta usar
o lema 9.3.10, do qual obtemos

1+6Y
Hk(Sj—Sj+1)SC3( ) ,
para todo N < j < r(k). Por outro lado, pelo lema 9.3.9, se k é suficientemente grande

entdo r(k) > N + 2. Dai, podemos aplicar o lema 9.3.11 para estimar a primeira parcela
obtendo

Hi(Sr) < GG (A + 6) s pi(Sry—2 — Sriwy)-
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Contudo, observe que pela definigdo de (k) temos que vi(Syx-1) > se como (k) -2 > N
aplicando o lema 9.3.10 obtemos

(uK(Sr(k)_z - Sr(k)) = ‘Uk(Sr(k)—2 - Sr(k)—l) + (uk(SV(k) - Sr(k)—l)
1+6y02 11 45y®
3( £ ) ¥ 3( £ )
1+ (S)’(k)'z
E 7

IA

2C, (

onde C; = Co(1 + 0)EN, e porque (%) < 1. Portanto, se n > N e k é grande, pondo
Cs = 25C,C;'C5(1 + 6)°**2, temos que

14 6)®2 1406\
) o X ()

ux(Sn) < C4( g ra

n<j<r(k)
donde segue imediatamente que

lim lim (S,) =0,

—00 k—00

como queriamos provar.
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