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Resumo

Estimativas sobre a convergéncia da iteracao de Graeffe tangente

Caio Guimaraes Souza

Resumo da dissertacao de Mestrado submetida ao Programa de Pés-graduagao em Matematica,
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos
necessarios & obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Resumo: A iteracao de Graeffe era o algoritmo mais popular para aproximar as raizes de
um polindémio no século dezenove e no inicio do século vinte. Em [5], Malajovich e Zubelli
propuseram uma variacdo desse método, chamada iteracdo de Graeffe tangente, adequada
para a aritmética de ponto flutuante IEEE de computadores digitais. Apds N iteragoes, o
erro do algoritmo proposto é funcao da separacao das raizes do polinémio de entrada, cujo
valor, desconhecido, ndo é estimado em [5]. Nesta dissertagdo, expomos a teoria desenvolvida
em [5] e, adicionalmente, provemos meios de estimar-se a separacao das raizes de certas classes
de polinomios.

Palavras—chave. Iteracao de Graeffe, método de Graeffe, iteracao de Graeffe tangente, zeros de um
polindmio, algoritmo para aproximar as raizes de um polinémio, estimativa da separagao das raizes.
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Abstract

Estimates of the convergence of the tangent Graeffe iteration

Caio Guimaraes Souza

Abstract da dissertacdo de Mestrado submetida ao Programa de Poés-graduacdo em Matemaética,
Instituto de Matematica da Universidade Federal do Rio de Janeiro (UFRJ), como parte dos requisitos
necessarios & obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Abstract: Graeffe iteration was the most popular algorithm to approximate the roots of a
polynomial in the nineteenth and early twentieth centuries. In [5], Malajovich and Zubelli pro-
posed a variation of this method, called tangent Graeffe iteration, suitable for IEEE floating-
point arithmetic on digital computers. After IV iterations, the error of the proposed algorithm
depends on the separation ratio of the roots, whose value, unknown, is not estimated in [5].
In this dissertation, we expose the theory developed in [5] and, further, we provide means to
estimate the separation ratio of the roots for some classes of polynomials.

Keywords. Graeffe’s iteration, Graeffe’s method, tangent Graeffe iteration, polynomial zeros, algorithm
to approximate the roots of a polynomial, estimate of the separation ratio of the roots.

Rio de Janeiro
Junho de 2010
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Prefacio

O método de Graeffe é um procedimento para estimar as raizes de um polindémio que foi inventado inde-
pendentemente por Karl Heinrich Graeffe, Germinal Pierre Dandelin e Nikolai Ivanovich Lobatchevsky
[2]. Introduzimo-lo na segao 1.2.

O método gozou de grande popularidade no século 19 e na maior parte do século 20, mas nao recebeu
muita atencdo desde entdo [8]. Um algoritmo que, baseando-se no método, permite resolver o problema
para um polindomio qualquer eficientemente foi proposto apenas no artigo “Tangent Graeffe iteration” [5]
de Malajovich e Zubelli. Apresentamos, na se¢do 1.3, os principais obstaculos que existiam antes das
inovagoes promovidas pelos autores do artigo mencionado.

Nos capitulos 2, 3 e 4 desta dissertagdo, estudaremos a teoria desenvolvida em [5], que corrobora
o algoritmo proposto pelos autores, ao qual nos referiremos como o algoritmo de Graeffe tangente. O
algoritmo de Graeffe tangente se baseia na convergéncia da iteracao de Graeffe tangente, a qual gera
valores aproximados para as raizes de um polinémio. Resultados numeéricos obtidos a partir de sua
implementagao sao apresentados nesse artigo, mas nao serao mostrados aqui.

A velocidade de convergéncia da iteracdo de Graeffe tangente depende de parametros inerentes ao
polindémio de entrada cujos valores nao sao conhecidos, a saber, dos moédulos das raizes e da separagao
das raizes. Por essa razao, nao podemos, dada uma margem de erro, estabelecer um ntmero de iteragoes
do algoritmo de Graeffe tangente que seja suficiente para aproximar as raizes de um polindmio a menos
que saibamos estimar tais parametros.

Ostrowski desenvolve em [6] e [7] uma vasta analise de propriedades de raizes de polindmios e, mais
geralmente, de séries de Laurent. Muitos dos resultados presentes nesse trabalho possibilitam estimar os
parametros em questao.

Em “Tangent Graeffe iteration”, enuncia-se sem prova um teorema de Ostrowski que pode ser usado
para fazer estimativas a priori € a posteriori dos moédulos das raizes. Esse é o teorema 2.14 deste
trabalho, o qual demonstraremos integralmente. Adicionalmente, apresentaremos um outro resultado
(corolario 5.7) que possibilita aproximar os modulos das raizes desde que uma estimativa da separacao
das raizes seja conhecida.

Por outro lado, com o fim de prover um meio de fazer estimativas a priori e a posteriori da separagao
das raizes para certa classe de polindmios, apresentaremos um resultado obtido por Malajovich em [3].
Enunciaremos e demonstraremos, ainda, um teorema de [7], do qual extrairemos um corolério que tornara
possivel a realizacao de tais estimativas em outra classe de polinoémios. No caso de um polinémio pertencer
& intersecao dessas classes, exemplificaremos na secdo 1.1 que a estimativa do corolario obtido nesta
dissertacao é mais fina.

Os méritos desta dissertacao residem, entao, sobretudo no seguinte: a velocidade de convergéncia da
iteracdo de Graeffe tangente, que em [5] era fungdo de um parametro desconhecido, passa a poder ser
estimada numericamente para certas classes de polinomios através da anélise desenvolvida neste trabalho.
Os ingredientes principais de tal analise sdo resultados de [6], de [7], de [3] e do proprio [5].
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Capitulo 1

Introducao

Apresentaremos, aqui, os resultados principais desta dissertacdo e exporemos o método de Graeffe, o qual
embasaré a teoria a ser desenvolvida.

1.1 Os resultados principais

Seja
d
f(@) :ijxj = fo+ frz+ -+ faz*
§=0
um polindémio real ou complexo de grau d e sejam (; # 0, ...,y # 0 as suas raizes.

Definicao 1.1.
. |Ci+1l
G =161 1G]

¢ dita a separacao das raizes de f. Se |(i| = --- = |(4| convencionamos p = oo, de modo que p~t = 0.

Vamos apresentar nesta dissertacdo um algoritmo (algoritmo 7, secdo 4.5), ao qual nos referiremos
como o algoritmo de Graeffe tangente, para estimar as raizes de polindmios reais e complexos, o qual foi
proposto originalmente em [5]. Serdo requeridos polinémios livres de circulos e sem raizes nulas como
entrada:

Definigao 1.2. Um polinémio real p é dito livre de circulos se para quaisquer (, £ raizes distintas de p,

temos || # [¢] ou ¢ = €,

Definigao 1.3. Um polinémio complexo p é dito livre de circulos se para quaisquer (, £ raizes distintas
de p, temos || # |¢].

Proposicao 1.4. Dado um polindmio f com raizes nao nulas, temos que

f(x) := (xsinf + cos0)* f <$cose - sino)

xsinf + cosf
é polinémio livre de circulos para todo 6 € [0,27) a menos de um nimero finito de valores.

Demonstragao. Sejam (3 = ay + ib1, (2 = as + by duas raizes de f. Logo, as raizes z; de f correspon-
dentes a (;, i = 1, 2, sao tais que

__wjcosf —sind

" z;sinf + cosf

5



1.1. OS RESULTADOS PRINCIPAIS

0 que pode ser expresso como

~_ Gicosf +sind
‘" —(sinf + cosf’
ja que (1,2 # 0. Dai, |z1| = |2 se, e somente se,
|(aycos@ +sinf) +i(bycosf)|  |(azcos@+ sinf) + i(by cos )]

[(—aysinf + cosf) + i(—bysinf)|  |(—azsinf + cosd) + i(—by sin b)]
0 que é equivalente a
(ay cos O +sinf)? + b3 cos? @ (ag cosf + sin0)? + b3 cos® 6
(a1 sin® — cos )2 4+ b2sin>@  (agsinf — cosh)2 + b2sin 6’

(1.1)

Desenvolvendo essa expressido para |(1| # |(2|, obteriamos uma equagdo polinomial de grau 4 em
cosf, o que nos daria no méaximo 8 valores de 6 para os quais terfamos |z1| = |z2|.
Por outro lado, supondo que [(1] = [(a], isto é, a? + b3 = a3 + b3, a equagdo (1.1) é equivalente a

(2a1 sin @ cos O — 2ag sinf cos 0)(|¢1| +1) =0,

equacdo que ¢ vélida se, e somente se, 0 =0, 0 = 3,0 =7, 0 = 37” ou a; = as.

Logo, duas raizes distintas ndo conjugadas de f correspondem a raizes de mesmo maédulo de f apenas
para um niumero finito de valores de 8. Como a probabilidade de um polinémio complexo possuir duas
rafzes conjugadas é nula, isso conclui a demonstragao.

O

A proposi¢do acima mostra que tal restricio da entrada ndo implica perda de generalidade do al-
goritmo. De fato, dado um polindmio arbitririo, podemos reduzi-lo a um polind6mio sem raizes nulas
(guardando a informagao sobre tais raizes) e aplicar a transformagao da proposi¢io 1.4 para 6 aleatorio,
de maneira a obter uma entrada valida para o algoritmo; uma vez calculadas aproximacoes das raizes
para o polindmio modificado, recuperamos facilmente estimativas para as raizes do polinémio original.

Podemos supor, entao, sem perda de generalidade, que f é livre de circulos.

Se contadas com multiplicidade, as raizes (1, ...,(y de um polindmio livre de circulos f podem ser
ordenadas de sorte que:

G| < -+ <1l
Para f real, se |(;| = |¢j41] entdo ¢ = (ji1- (1.2)

Para f real, se j =1 ou |(j_1| < |¢;| entdao Im ¢; > 0.

Seja 1 < p < p uma estimativa de p. Se assumirmos que todas as operagoes aritméticas sao realizadas
de maneira exata, as propriedades matematicas do algoritmo de Graeffe tangente sao resumidas pelo
teorema seguinte.

Teorema 1.5. Seja f um polindmio, real ou complexo, livre de circulos e sem raizes nulas de grau d,
cujas raizes 1, . ..,Cq sao ordenadas como em (1.2). Entdo, a N-ésima iteracao do algoritmo de Graeffe
tangente (algoritmo 7) produz CfN), e ,C((iN) € C tais que

. N .

lim §]( ):§j j=1,...,d

N —o0
O tempo de execugio de cada iteracio é O(d?) operagoes aritméticas exatas. Se

dln2
N > 3+ log, 7n~,
Inp

. . L _oN . R . )
o erro da aprozimacio das raizes € menor que 2=2 ¢, onde C é wm pardmetro que depende das estimativas

dos modulos e da estimativa da separacao das raizes de f.



CAPITULO 1. INTRODUCAO

Demonstragao. Veja a secao 4.5.
O

Para estimar o quao perto estamos do valores verdadeiros das raizes numa dada iteracao do algoritmo
de Graeffe tangente, é suficiente estimar o parametro C' do teorema acima. Podemos aproximar os médulos
das raizes através do teorema 2.14, o qual estava presente em [5], e do corolario 5.7. Entretanto, tal artigo
nao apresenta meios de se estimar a separagao das raizes.

Conforme veremos no capitulo 5, o corolario 5.4 desta dissertacdo permite estimar a separacao das
raizes de um certo conjunto de polinémios, o qual contém o conjunto de todos os polinémios cujas raizes
tém modulos diferentes. Veremos, ainda, um resultado de Malajovich [3], o teorema 5.6, que possibilita
realizar estimativas da separacao das raizes de polinémios com coeficientes inteiros.

O exemplo seguinte mostra que, quando podemos aplicar tanto o corolério 5.4 quanto o teorema 5.6,
a estimativa dada pelo corolario é mais fina:

Exemplo 1.6. Seja
fz) =242 +1=0,

cujas raizes sao 2 & /3 e cuja separacio das raizes é

2
p= +V3 1303
2-V3

Usando o teorema 5.6 de Malajovich, estimamos

p>14 (8 x4)72*% > 1.000976.
Por outro lado, utilizando o corolario 5.4 deste trabalho, obtemos (ver exemplo 5.5)
p > 3.342,

0 que é uma estimativa muito superior & obtida com o teorema 5.6.

1.2 O método de Graeffe

Como em 1.1, seja
d .
flx) =" fi?
i=0

um polindmio de grau d cuja separacao das raizes é p e sejam (1 # 0,...,(y # 0 as suas raizes, as quais
ordenamos de modo que

|Gil < -+ <[l

Assumiremos daqui por diante, sem perda de generalidade, que f é moénico. Para o restante deste
capitulo, f nao precisa ser necessariamente livre de circulos.
Vamos precisar do seguinte resultado:

Teorema 1.7 (Formulas de Viete). Dado f como acima e definindo

ok (z1,...,2q) = Z Ty ... T,



1.2. O METODO DE GRAEFFE

temos que

fo=(=D%q (... Ca) = (-1)%C ... &
fi=(=D)" o1 (G- Ca)

fi=ED 00 (G )

fd:ao(Ch"'de):L

Definicao 1.8. Os indices principais de f sdo os elementos de

{161 < 1Gl}s
os quais denotaremos por iy < --- < 4. Se {j : |(;| < |{j+1|} = 0 convencionamos | = 0.

A escolha desse termo para referir-se aos elementos do conjunto em questdo é motivada no fim da
secao 2.3.
Se k € {1,...,1} temos que

fin = (_1)d7ik Z G -+ deﬂ‘k
J1< e <Ja—iy

= (—1)* (Cik+1 cCat Z/le "'de—m) ;

onde Z/ ¢ o somatorio sobre todos 0s j; < -+ < j4—;, exceto o caso j1 =tx+1,j0 =i +2,...,Ja—i, = d.
Logo,

—ip ! C'l C'd—ik
fio = (D" G (1 +Z Ci:+1 ]ﬁd >

= (D" *Cq1-. . Ca(1+0),
onde

! <'1 C‘d_ik
ol < Z Ci:+1 ]Cd

S ()

Portanto, supondo p “grande” podemos aproximar:

| fir| = |Cipsal - |Cal-

Fazendo ig := 0 e i;41 := d temos ig < iy < --- < i41, fio = (—1)%1 ... Ca e fi, =L
Dentro da hipotese anterior sobre p, dado j € {1,...,d} e tomando k € {0,...,[} tal que iy < j <
ikx+1, concluimos que

fik+1

Essa equacao nos fornece uma maneira de estimar os modulos das raizes de um polinémio que tenha p
“erande” desde que sejam conhecidos os seus indices principais.

Um procedimento de determinacao dos indices principais de um polinémio é exposto no capitulo
3. Para aproximarmos os moédulos das raizes de um polinémio qualquer é suficiente, portanto, que
contornemos a suposi¢do a respeito de p na equagao (1.3). Isso é feito através da introducao do seguinte
conceito:

o |G (1.3)




CAPITULO 1. INTRODUCAO

Definicao 1.9. A iterada de Graeffe de f(z) é o polinémio de grau d

Gf(z) = (-1)*f (V) f(~Va).

As raizes de Gf sdo (12, ...,¢qs%. De fato:

Gf(z)=(-1)"(Vz—G) (Ve —G) ... (VT — GQ) (VT — )
=(WVe+a) Ve —-0G) ... Vo + &) (Vo —Ca)
—(@-a)... (—¢P).

Concluimos por inducao que se
9™ (@) =GN f(x)

é a N-ésima iterada de Graeffe de f, entéo as raizes de g/¥) sdo

2N

Cl a"'aCd

2N

Isso implica que a separacio das raizes de g(¥) & p2N e que os indices principais de ¢™¥) sdo os mesmos
que os de f.

Usaremos daqui pra frente a convencio ¢(®) = f.

Como p > 1, fato que segue diretamente de sua definicdo, podemos escolher uma iterada de Graeffe
que tenha a separacdo de raizes tdo grande quanto desejarmos. De fato, dado M > 0, se tomarmos um

ntmero natural Ny > log, 1;;]\;[ entao

donde a Ny-ésima iterada de Graeffe de f tem a separacao das raizes maior que M.
Deduzimos, seguindo o mesmo raciocinio desenvolvido anteriormente, que

2N

gz(;i\]) = (—1)d_i’“@'k+12N G (1+9) (1.4)

s (14))

Entao, se p é “grande”, podemos aproximar

onde

Ny 2"
g
(N)
Tk+1

~ |G T (1.5)

. N z
Como limy_,s p*> = 0 concluimos finalmente que

= |G (1.6)

(N)
Tk+1

Essa é a formula fundamental do método de Graeffe. Na se¢do 3.2, apresentaremos, por motivo a ser
visto, a equagdo (1.6) sob uma outra forma, e estimaremos o seu erro de truncamento.

1.3 As limitacoes do método de Graeffe

O fato de retornar apenas o médulo das raizes é uma das duas grandes fraquezas do método de Graeffe.
Como vemos no exemplo abaixo, a informacao a respeito do argumento das raizes é perdida e, por
conseguinte, deve ser recuperada por outros meios.



1.3. AS LIMITACOES DO METODO DE GRAEFFE

Exemplo 1.10. Considere os polinomios f(x) = 2% — 2z + 1, p(z) = 22 — 1, ¢(x) = 2> + 1. Depois de
duas iteragoes de Graeffe, os trés polinomios sdo levados em f(x).

O mérito de Graeffe perante aos predecessores Dandelin e Lobatchevsky reside sobretudo em ele ter
desenvolvido métodos praticos para a determinagao dos argumentos da raizes. No entanto, além dos
procedimentos serem diferentes para diversos casos particulares, eles nao englobam o caso mais geral
possivel. Por exemplo, nao seria possivel calcular os argumentos das raizes de um polindmio que tivesse
duas raizes de mesmo moédulo.

Depois de Graeffe, muitos algoritmos foram propostos para recuperar os valores completos das raizes:
veja [8]. O algoritmo desenvolvido em [5] serd exposto no capitulo 4 desta dissertacio. O fato, o qual
pode ser verificado no trabalho [9] de Wilkinson, que as iteradas de Graeffe podem levar polinoémios bem
condicionados em polinémio mal condicionados ndo afetard o algoritmo em questao.

A outra grande fraqueza da iteracdo de Graeffe classica relaciona-se & representacdo digital das
iteradas. Como seus coeficientes crescem duplamente exponencialmente com o numero de iteragdes, um
overflow do expoente do sistema de ponto flutuante ocorre, em geral, apds poucas iteracoes, o que limita
a precisao obtida no calculo dos médulos das raizes:

Exemplo 1.11. Se
fl@)=(x—1)(z—1.01)(z — 2)(z — 3)(x — 4)

entdo ¢g¥)(z) tem raizes 1,1.012N,22N,32N,42N e |géN)| > 242" Se N = 8, entdo o calculo de gég) ~
1.68 x 21173 causaria um overflow, ja que o sistema numérico de ponto flutuante IEEE de precisdo dupla,
utilizado na maioria dos computadores modernos, nao pode conter nimeros de ponto flutuante maiores
que 21924 [1]. Por outro lado, mostraremos que 8 iteragoes de Graeffe nido sao suficientes para calcular o
modulo da primeira raiz (isto ¢, 1) de f com um precisdao de 10~%. De fato, usando a estimativa (1.5)
para N = 8§,

‘CQS e ro®ee”
I g (12 4 1.012)242°
B 1
141012
~ 0.927,

donde [¢;] ~ 1 —2.9 x 10*. O erro obtido ¢, portanto, maior que 10~

A teoria dos capitulos 2, 3 e 4 serd desenvolvida no sentido de superar as restri¢des e limitagoes
aqui expostas com o objetivo de resolver o problema de aproximar os valores completos das raizes de um
polinémio arbitrario. A soluc¢do encontrada é resumida no teorema 1.5, enunciado na sec¢ao 1.1, e algumas
analises a respeito do erro de aproximacao do algoritmo de Graeffe tangente sao realizadas no capitulo 5.
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Capitulo 2

Renormalizando Graeffe

Neste capitulo, definimos uma nova maneira de representar os coeficientes da iteracdo de Graeffe, desen-
volvemos um método para estimar os moédulos das raizes de um polindmio, motivamos o algoritmo de
determinacdo dos indices principais de um polinémio (algoritmo 3), o qual serd mostrado no capitulo 3,
e apresentamos conceitos e resultados que nos serao uteis no capitulo 5.

2.1 A iteragao de Graeffe renormalizada

Com o fim de superar a segunda fraqueza da iteracdo de Graeffe classica, que foi exemplificada na
secdo 1.3 (ver exemplo 1.11), introduzimos nesta se¢do a iteracdo de Graeffe renormalizada, que foi
proposta originalmente por Malajovich e Zubelli em [3]. A partir de agora, todos os célculos envolvendo
os coeficientes das iteradas de Graeffe serao realizados nas novas coordenadas. Resultados numeéricos
fornecidos em [4] mostram que polindmios aleatérios de grau até 1000 podem ser resolvidos através de
tal iteracdo sem a ocorréncia de overflow.

Neste capitulo e no préximo, f serd como na secao 1.2. Novamente, a teoria aqui desenvolvida nao
demanda que f seja livre de circulos.

Dado ¢g™) = GNf, N > 0, os seus coeficientes gJ(»N),j =0,1,...,d, serao representados em coorde-
nadas, ditas coordenadas renormalizadas:

N _ N
rj(. )= 2 Nln|g§ )|
N N N

a§ ):_gj( )/|9J(‘ )"

N_(N)
A representacio é, de fato, valida, uma vez que g(-N) = agN)e_Q i

Notemos que g](p) = f;,7=0,1,...,d, sdo os coeficientes de f.

O calculo das coordenadas renormalizadas de ¢V) sera dividido em niveis de renormalizacdo, pas-
sando pelo nivel 0 (as coordenadas renormalizadas de f), pelo 1 (as de Gf), assim sucessivamente até
chegar ao nivel N, que é associado as coordenadas renormalizadas de GV f.

A passagem de um nivel para o seguinte em coordenadas renormalizadas seréd feita no algoritmo
4 na secao 4.2. Esse procedimento realizard, como célculos intermediarios, operacoes aritméticas em
coordenadas renormalizadas, as quais definimos da maneira 6bvia: o produto renormalizado (r,«) de
(r1, 1) por (re,as) em nivel de renormalizagdo N é

r=1mry+r7re

a = 12

11



2.1. A ITERACAO DE GRAEFFE RENORMALIZADA

Algoritmo 1 SOMARENORMALIZADA (11, 1,71, Q2,D)
Entradas:

Ty = rgN),rg = réN) € RU {oo},

ag,ag € C tais que |ag| = |ag| =1,

p =2~ onde N é o nivel de renormalizacdo.
Saida:

As coordenadas renormalizadas em nivel de renormalizacdo N da soma de e P™ com age P2,

se r; = ro = 00 entao
retorne oo, 1

A ro —1T1

se A > 0 entao
t+— a1 + age P2

In [t
retorne 7, — %, +

[t]
senao
t — a9 + ajeP?

Int|] ¢
2R

retorne ry — b TH]

e a soma renormalizada (r,«) de (r1, 1) com (ra, ae) em nivel de renormalizacdo N é
N, _oN ..
r=-2"Nnlage 2 " 4+ age 2 2|

_oN _oN,.

o= aje 2 r1+a26 2V rg
- N N,
|041672 Tl+0{2€72 72‘

A soma renormalizada pode ser computada fazendo-se apenas uma exponenciagdo através do algo-
ritmo 1.

Da forma como foram definidas, as coordenadas “angulares” possuem dinamica cadtica. Entretanto,
pelo menos no caso de raizes de médulos diferentes, obteremos a convergéncia das coordenadas radiais.
Com efeito, da equagédo (1.4) segue que

(N)

) =—27N1n \gj(

J

=2 V|G G =2 V1 +6  j=1,...,d—1,
onde |§] < p_QN( ). Dai,

d—j

lim r") = —In|¢r...Cal  j=1,...,d—1.

N —oc0
Como r(()N) =—In|¢ ... ¢l e rgN) = (0 para todo N, temos que r;N) converge para todo j de fato.
Para cada N, considere a funcao linear por partes
)2 10,d) — R U {0} (2.1)
satisfazendo v N
T(N)(]):r‘g ):_2—N1n|g§ )|’ j=0,...,d,

12



CAPITULO 2. RENORMALIZANDO GRAEFFE

e tal que o gréafico entre dois nimeros naturais consecutivos é uma reta.

Dentro da hipdtese que |(1] < -+ < |¢4|, afirmamos que essa funcio converge para uma fungéo
convexa linear por partes em [0,d]. De fato, pela equagdo (1.6) e pelo fato de as desigualdades dos
moébdulos das raizes serem estritas temos que

v T _
]\;EHOOQ Nhl( J(N) :ln(|Cj+1|)a VJZO,...,dfl,
9j+1

donde, para N suficientemente grande,
r (G +1) =M (G) > M) =M - 1)

uma vez que

)
tim [r¥)(j+1) =™ (5)] = fim 2—N1n<'gﬂ ')

N—oo N—oo |g]($i|
= In([¢j+1])
> In(|¢5])
-1 (N)(3y — (N (5 _
i [r () =m0 1)}-

Isso prova a afirmagao.

No entanto, se existirem pelo menos duas raizes de mesmo médulo, nao podemos garantir a con-
vergéncia de (V)| como mostramos no exemplo seguinte. Essa é uma das razoes para introduzirmos o
diagrama de Newton renormalizado, que, conforme demonstraremos na préxima se¢ao, converge sempre.

Exemplo 2.1. Se f(z) = (v — 1)(z — '), entdo sua N-ésima iterada de Graeffe ¢
gM (@) = — 1+ Oz 420
Temos (M) (0) = rV)(2) = 0, mas
r™M(1)=—-2"Nm|1+ 62Ni9| = —2"N1n|2cos2V719).

Portanto, dependendo da escolha de 6, r¥)(1) pode nio convergir.

2.2 O diagrama de Newton renormalizado

Definicao 2.2. Se ¢ : [0,d] — R U {oo} é tal que o grafico entre dois nimeros naturais consecutivos é
uma reta, e se J é o conjunto dos elementos da lista de indices retornada pelo algoritmo 2 com parametros
de entrada (¢, d), dizemos que o fecho convexo de ¢ é a funcao

¥ :[0,d] — RU {oo}

tal que
V(i) =) VielJ

e que o grafico entre dois indices de J consecutivos é uma reta.

Como pode ser observado na demonstragao da proposicao 2.8 abaixo, o fecho convexo de ¢ nada mais
é que a maior fun¢do convexa menor ou igual a ¢.

Definigao 2.3. Se ¢ : [0,d] — R U {oo} & tal que o grafico entre dois niimeros naturais consecutivos
é uma reta, dizemos que as quinas de ¢ sdo os pontos de ndo-diferenciabilidade do fecho convexo de ¢
mais as extremidades 0 e d.

13



2.2. O DIAGRAMA DE NEWTON RENORMALIZADO

Algoritmo 2 FECHOCONVEXO (i, d)

Entrada:
¢ :]0,d] — R U {oo} cujo gréfico entre dois nimeros naturais consecutivos é uma reta,
deN.

Saida:

Uma lista de niimeros naturais com pelo menos 2 elementos (0 0 e 0 d) e no maximo d + 1.

{ Crie uma lista A contendo inicialmente o elemento Ag =0 }
k<0
Ag < 0 { A serd sempre o ultimo elemento da lista }

{ Agora, vamos tentar adicionar novos pontos a A. Seja ¢’ : [0,j] — R construida no final da
j-ésima iteracdo de maneira que ¢'(j) = ¢(j), ¢’ (A1) = o(A;) paral =0,...,k e cujo grafico entre
os indices consecutivos de {Ag, ..., Ak, j} seja uma reta. Procedemos na j-ésima itera¢do de modo
a assegurar que ;' é convexa e que a sua derivada nao estd definida em {Ai,...,Ax} }

para j < 1 ad faga

enquanto k >0 e @(A[fz:fié’i‘l) > “’(j]).:xi/\’“) faca

k < k — 1 { Retira o ultimo elemento da lista }
{ Agora, vamos acrescentar o ponto j no fim da lista }
k+—k+1

Ap <

retorne (Ag,...,Ag)

Note que as quinas de ¢ sao exatamente os indices retornados pelo algoritmo 2 com parametros de
entrada (o, d).

Definicao 2.4. O diagrama de Newton renormalizado de f de nivel N é o fecho convexo de (V) (equacio
2.1), que denotamos por dN). Se N = 0, referiremos-nos a tal diagrama simplesmente como o diagrama
de Newton renormalizado de f e denotamos-no simplesmente por d.

()
J
invés dos modulos dos coeficientes de gV), como é feito em [6]. Por esse motivo o termo “renormalizado”
é adicionado & nomenclatura original do trabalho de Ostrowski. Daqui pra frente, no entanto, nos
referiremos a dN) simplesmente como o diagrama de Newton de f de nivel N.

Notemos que sao utilizadas as coordenadas renormalizadas radiais r;’ para construir o diagrama, ao

Definigao 2.5. O majorante de um polindmio dado é qualquer outro polindmio de mesmo grau que
tenha coeficientes nao negativos maiores ou iguais aos modulos dos coeficientes do polinémio dado.

Definigao 2.6. Um polinomio p(x) = Z?:o p;xt é dito normal se valem as seguintes condicoes:
1. pj > 0paraj=0,...,d

2. Se p; >0 e pr > 0para j <k, entdo p; > 0 para todo j <l <k

3. p? > pj—ipj+1 paraj=1,...,d—1

Definigao 2.7. Um majorante normal é dito minimal se os seus coeficientes sdo menores ou iguais aos
de qualquer outro majorante normal.

14



CAPITULO 2. RENORMALIZANDO GRAEFFE

Proposigao 2.8. Qualquer polinémio
d
N
g™ =3 gMad,
§=0

N >0, possui uwm unico majorante normal minimal

Demonstracao. Seja d¥) o diagrama de Newton de f de nivel N. Como g(()N),gc(iN) # 0 (ja que o

polinémio tem grau d e ndo possui raizes nulas), temos pela construcgao de d™) que
d™([0,d]) C R.
Definamos

Tj(N) — 2NN () j=0,...,d.

(N)

E claro que Tj(N) > 0 para todo j. Como d™¥) < (M) temos que

N) o —aNp(N)(; N
TN > 20 < i),

donde M](CN) ¢ um majorante de g(V).

Que M }N) é normal segue da desigualdade
1
d™M() < 5 [V (G +1) +dM (G- 1),
a qual resulta da convexidade de d¥) e é equivalente a

(V)2 (N) ()
T > T NT.

Resta apenas provar a minimalidade de M JEN). Seja h(zx) = Z?:o hj:vj um outro majorante normal

de g\¥). Como hg, hg > 0 (uma vez que |géN) l, \g;N)| > 0), h; > 0 para todo j pela definicao de polinémio
normal.
Definamos d’™) : [0, d] — R fazendo

d™MG)y=-2"Nmn; j=0,....d

e assumindo que o seu grafico entre dois nimeros naturais consecutivos é uma reta. Uma vez que h é
normal, concluimos, de modo anélogo ao que acabamos de fazer, que d’™) & convexa. Se J é o conjunto
de quinas de r®) entéo

AV () =r™(j)  vied

Dai,
dM(j)=—2"Nmh; < -2V |g™NM|=a™()  vied

donde segue, pela construciao de d) e pelo fato de d’(V) ser convexo que
dM @) <d™M(@)  j=0,....d.
Finalmente, essa tultima desigualdade implica que
hy = e 2"V 5 2NN M G4,

o que conclui a demonstracao.
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2.2. O DIAGRAMA DE NEWTON RENORMALIZADO

Faz sentido, entao, o seguinte:

Definigao 2.9. O majorante normal minimal M}N) de ¢(¥), N >0, é dito o majorante de Newton de

f de nivel N. Chamaremos o majorante normal minimal M](CO), também denotado por My, de g(0) = f
simplesmente de majorante de Newton de f. '

Definigao 2.10. A j-ésima inclina¢do numérica de f de Nivel N, N >0, é

()

. Timt

T
J

j=1,....,d

Por convencao, R(()N) =0e Rfi]i)l = 0. Nos referiremos a R\

; simplesmente como a j-ésima inclinagao
numérica de f.

Definigao 2.11. O j-ésimo desvio de f de Nivel N, N >0, é

DM .= ol =1,...,d—1
J T R(N) .] ) M
J

() _ p¥) )

~ . 0) . C .
Por convengao, Dy’ = = 00. Nos referiremos a D§ simplesmente como o j-ésimo desvio de f.

(N2 S (V) (V) (N) 5 p) | (V)
Como T} > T, Ty, temos R, 1 > R e D7 > 1.
Definigio 2.12. j ¢ dito um indice principal de d™) se DIV > 1.

Afirmamos que os indices principais do diagrama de Newton de f de nivel N sdo exatamente as suas
quinas. Optamos por estabelecer a definicao anterior, no entanto, com o intuito de manter a coeréncia

com a nomenclatura utilizada por Ostrowski em [6]. De fato, D)

E > 1 se, e somente, se 7 =0, j = d ou

e—2Vd™M () e—2Va™M (j-1)
>

e—2NdM (1) ~ o—2NaM(j)

Essa desigualdade, por sua vez, é equivalente & equagao
AN (j +1) = d™ () > dN () —d™M (G - 1),

a qual constitue o critério para determinar se j é uma quina de d¥). Isso prova a afirmacao.

No caso em que o polinémio tem raizes de médulos diferentes, temos que, para N suficientemente
grande,
N)|

(N) _ € _
TN = |4 j=0,....d.

Com efeito, ja que, nesse caso, r(™) é funcdo convexa para N suficientemente grande, como vimos na
secdo 2.1, esse fato segue diretamente da constru¢ao do majorante de Newton.

Os resultados a seguir, originalmente obtidos em [6], nos serdo tteis nas se¢oes 2.3 e 5.2.

Lema 2.13. Seja

Entao,
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CAPITULO 2. RENORMALIZANDO GRAEFFE

Demonstracao. Seja j € {1,...,d}. E claro que ¢ suficiente provar que

J oN

[ ) 3

IT(1+ > 2

N >

k=1 < R§' : 2

Ponha )
R=R;

e tome os dois indices principais consecutivos ji, j» de dN) tais que
n=J—-a<j< g
Uma vez que Dj, 11 = Dj 10 =---=Dj;,_; =1, temos que
Rjy1=Rj4o=--=Rj, =R.
Além disso, por construcdo do diagrama de Newton de f de nivel N, é evidente que

(N) _y,(N) (N) _ |,(N)
le _|gj1 ‘7 Tj2 _|gj2 |

Dai, se k > j1,
(N) (N) (N)
Rk7j1 _ R(N)l R’(CN) _ ,le _ |gj1 | |gj1 |
DS 2 T p(N) T N) = | (N
1 o e
e, se k <7y,

N N N
T,g)_T,E) |91(c )|

N) N)| — N),~
T g g,

R =R"N) RV =
Concluimos entao que
9V IRE < ¢ MR = |¢ M) |RIT k=0,....d.

Multiplicando ¢(™) por uma constante, afirmamos que podemos fazer com que o termo da direita da
equacgao anterior seja igual a 1, de maneira que podemos supor, sem perda de generalidade, que as
relagoes

|gl(gN)|Rk <1, |g§1jL|ija =1 k= 0,..., da (22)
sdo vélidas. De fato, se ¢ > 0 é uma constante e g’(N) = ¢g™) entdo
g = cg,(cN) k=0,...,d. (2.3)

Isso implica que '™ (k) = ™) (k) — 2=V In¢, donde d’™ (k) = d™) (k) — 2=V Inc. Dai, T,™) = ¢V
e isso nos permite concluir, finalmente, que

N
™M =p™M k=0, ...d (2.4)

As equacoes (2.3) e (2.4) implicam, portanto, trivialmente a afirmagio anterior.
Agora, consideremos o polinémio

J J
W)= [[@- &)=Y axR™*a,
k=1 k=0

o qual, obviamente, tem Hizl(x + |§13N |) como majorante. Entao, avaliando os polinémios em = = R,
’ : i T [
] < JT®R+1G1P) =R ] [1+ “h
0 k=1 k=1

k=
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2.2. O DIAGRAMA DE NEWTON RENORMALIZADO

e, portanto, para provar o lema, basta mostrar que

J
3 .
> lax = SR
k=0

ou, como, pela definicdo de h, a; = R7, que

j-1 ;
R a;
>—= =2 2.5
Sl > =% (25)
k=0
Seja agora
M(z)
g _ ZAkR kgk
=0
Designemos maxjeqo,....d—;} |Ax| por A e tomemos um indice I € {0,...,d — j} para o qual

‘Al|:A: max |Ak|
ke{0,...,d—j}

Comparando os coeficientes de mesma poténcia de x dos dois lado da equagao

J d—j
0= Tt = (L) (S )
=0 =0

e expressando gj(_H e g(N)

gJ(ZJ\rIl) = (Clel + aj,1A1+1 + -4 aoAj+l)R_(j+l), (26)
gj('Jj()x = (4j-aAo+ aj_a1A1 4+ +agA;_a) R, (2.7)

onde A =0 para k > d — j. Segue das equagdes (2.7) e (2.2) que

j—a j—1
1=[gM )R < A Jay| < AN Jax,
k=0 k=0
donde

Z olaxl’

Por outro lado, utilizando as equagoes (2.6) e (2.2):

N
1> \9( JRIH > Jag|| A| — |aj1 Ay + - + ap Aj]
j—1
> 4 ( zak)
k=0

onde na ultima desigualdade usamos uma desigualdade tringular reversa. Segue, finalmente, desta dltima
equagdo e de (2.8) que

Z o lax]
- Z o lax]

o que implica a equagao (2.5) e, portanto, conclui a demonstragao.

1>
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CAPITULO 2. RENORMALIZANDO GRAEFFE

Teorema 2.14. Seja

Entao,
G2 1
< =1,....d
e S ES
Como consequéncia dessa estimativa, obtemos
(3d)—2*N < |C32| — < (3d)% j=1,....d.
R™
j
Demonstragao. Seja
d
% 1
F) =t f(2) =3 fapat
k=0

cujas raizes sio || < --- < |Cq|. Se N >0, defina

que tem raizes |51|2N << |5d|2N. Note que

o 1 v 1 N 1

Clzay~-~a<d—j+l:ij-wgdzg-
Como
u(N) g )7'..’§3N3+1_QJ(N)’ ] ‘(v]éN):ggN)7
temos que
pv 1 j=1,....d

d—j+1 R(N)

Dai, usando o lema 2.13 para o polinémio g(N)( ), obtemos:

o oN

(N)
Rd Jj+1
0 que é equivalente a
()
W >o(d—j+1),
J
que é o que buscavamos mostrar.
Finalmente, que
. 1 .

segue trivialmente de sua expansao em série binomial

() -0+ -2 (06

onde os coeficientes binomiais geneneralizados sao

(Z) _ a(a—l)(a—?}ﬂ)!...(a—k+1).
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2.3. O DIAGRAMA DE NEWTON LIMITE E OS INDICES PRINCIPAIS DE UM POLINOMIO

Corolario 2.15.
lim (d<N)(j) —dM(j - 1)) =G| j=1,....d

N—o0

Além disso, o erro de aproximacdo na N-ésima itera¢ao é em mddulo menor ou igual a
27N n(3d).
Demonstragao. Pelo teorema,
_ _ N _ N _
—27N¥1(3d) < ¢ — 2V TN + 27N m T < 2V n(3a),

donde o resultado segue da definicio de d(V).
O

Como d™)(d) = r(M)(d) = 0 para todo N > 0, a convergéncia do diagrama de Newton de f de nivel
N resulta do corolério.

2.3 O diagrama de Newton limite e os indices principais de um
polinémio
Esta secao visa estabelecer a conexao entre o diagrama de Newton e os indices principais de um polinémio
I
Definicao 2.16. O diagrama de Newton limite de f & o limite de d™) quando N — oo.
A definicdo acima faz sentido pelo que vimos no final da se¢do anterior.
Definigao 2.17. Os indices principais do diagrama de Newton limite de f sao as suas quinas.

Alternativamente, os indices principais do diagrama de Newton limite de f sdo os elementos do limite
do conjunto de indices principais d™) quando N — oco.
Considere a extensdo linear por partes da fun¢io

¢:{0,....d} — R

definida por
¢(0) = —In|fo|
(b(j):_1n|f0|+21§k§jln‘<-k| J=1...,d,

ao intervalo [0, d] tal que o grafico entre dois nimeros naturais consecutivos é uma reta. As suas quinas,
excluindo-se os elementos 0 e d, sdo exatamente os indices principais de f. Com efeito, as quinas de ¢
sd0 0, d e os indices j € {1,...,d — 1} tais que

o) =01 —1) <@ +1) — o).

Essa ultima desigualdade é equivalente a
|Gl < 1G4l
e isso demonstra o fato citado.

Por outro lado, afirmamos que os indices principais do diagrama de Newton limite de f sao iguais as
quinas da extensdo da fun¢do mencionada acima. Como consequéncia disso, estabelecemos de maneira
obvia a relacdo entre o diagrama de Newton limite de f e os indices principais de f. A validade da
afirmacao decorre de que, pelo corolério 5.4,

lim d™(j) = lim d™(j —1) +1n|¢),
N— o0

N —o0

20



CAPITULO 2. RENORMALIZANDO GRAEFFE

donde concluimos que

lim d™(j) = lim d™(0)+ Y ¢l

N—o0 N—o0 15hej
=—In[fol+ > In|¢l
1<k<j
= ¢(j).

Assim, podemos reformular a defini¢do 2.17:

Definigao 2.18. O conjunto dos indices principais do diagrama de Newton limite de f é

I={j:1¢l <G|} uio,d},
os quais denotaremos por 19g = 0 < 41 < -+ < 4 < 4j41 = d, como na defini¢ao 1.8.

Essa definicao sintetiza a relacao entre os indices principais de um polinémio e o seu diagrama de
Newton limite, a qual motivou a escolha do termo “indices principais” na defini¢do 1.8 da sec¢do 1.2.
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Capitulo 3

Computando os indices principais de
um polinémio

Este capitulo é dedicado & enunciacao e justificacao tedrica de um algoritmo de determinacao dos indices
principais de um polinémio. Como subproduto dos resultados obtidos, teremos, se assumirmos dados os
indices principais de um polinémio, uma estimativa dos médulos das raizes em funcdo das coordenadas
radiais da N-ésima iteracdo de Graeffe. Tal estimativa serd usada no capitulo 4 no procedimento de
célculo dos valores completos das raizes.

3.1 O algoritmo

Consideramos, como na sec¢ao 1.2,
d
fl@)=>" fia’
i=0

um polindémio de grau d sem raizes nulas cuja separacao das raizes é p e cujas raizes ordenamos de sorte
que
] < - <l

Conforme visto na sec¢ao 2.3, para determinar os indices principais de f basta calcular as quinas do
limite do fecho convexo de V) quando N — oo (isto ¢, do diagrama de Newton limite de f). Tal calculo
ndo é, entretanto, viavel na pratica, pois ndo pode ser feito em tempo finito. A solugdo aqui proposta
supera essa limitacdo através da computacio das quinas do fecho estritamente convexo de #(N) para um
N suficientemente grande: essa ideia ficara clara no decorrer do desenvolvimento dos resultados.

Seja N um nivel de renormalizacio fixado. Denotemos por Zi, ..., Z; as raizes de g = GV f de sorte
que
2N

— 2y —
Zl_Cl a"'aZd_ d

Note que omitimos o sobrescrito N de ¢V) e de Z ](N). Pelo restante do capitulo, ndo expressaremos,

por simplicidade, explicitamente a dependéncia de N quando ela existir em algum termo.

Lembremos que a separacao das raizes de g é p2N e que o conhecimento de I é equivalente a o dos
indices principais de f.

Suponha que tenhamos uma estimativa 1 < p < p da separacdo das raizes de f. Métodos para fazer
essa aproximacao para certas classes de polindmios serao vistos no capitulo 5.

Eis o algoritmo principal deste capitulo e o resultado que o corrobora:

Proposigao 3.1. Se

dln?2
N > 3+ log, lnn
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3.2. ESTIMATIVAS A RESPEITO DOS COEFICIENTES DE UM POLINOMIO

Algoritmo 3 FECHOESTRITAMENTECONVEXO (r,d, N, p)
Entrada:

r:=r®™) (a coordenada radial renormalizada de G f),

d € N (o grau de f),

N € N (o nivel de renormalizacdo de f),

p > 1 (estimativa inferior da separacgio das raizes de f).
Saida:

Uma lista de niimeros naturais com pelo menos 2 elementos (0 0 e 0 d) e no maximo d + 1.

{ Crie uma lista A contendo inicialmente o elemento Ag =0 }
k<0

Ag < 0 { Ay serd sempre o ultimo elemento da lista }

{ A escolha de E ¢é baseada no lema 3.6 }

) —2-N+21n(1 — 245

—aoN —aoN

E « 27N+t In(2¢ + 245 )+ 2]
{ O procedimento é essencialmente igual ao algoritmo 2 }

para j < 1 ad faca
w(Ar)—p(Ar_1) > ga(j)—go(Ak) - E faga

enquanto k£ >0 e

Ar—Ak_1 J—Ak
k+—Fk—-1
{ Adicione o ponto j na lista }
k—k+1
A+
retorne (Ag,...,Ax)

entdo o algoritmo 8 com entradas r,d, N, p produz I (o0s indices principais do diagrama de Newton limite
de f) como saida.

3.2 Estimativas a respeito dos coeficientes de um polinémio

Com a notacao da se¢do anterior,

go = (—1)%04(Z1,...,Zq)
g1 = (_l)d_lad_l (Z1,...,2Zq)

g = (V)" oy (Z1,...,Z4)

gd:UO(Zl7~-~aZd>:1-

Para provar a proposicao 3.1, vamos precisar de algumas estimativas sobre as k-ésimas funcoes

simétricas elementares
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CAPITULO 3. COMPUTANDO OS INDICES PRINCIPAIS DE UM POLINOMIO

Lema 3.2. Se j € I temos
Od—j (Zl, ey Zd) = Zj+1Zj+2 R Zd(l + C),
onde |c| < ((f) — 1) pf2N < desz < 2d/~),2N,

Demonstragao. Escreva

Od—j (Zl,...,Zd): Z Zjl"'Zjd—J'
J1<-<Jd—j
Na soma acima, |Zj, ...Z;, ;| < /3_2N|Zj+1...Zd| para qualquer escolha de ji,...,j4—;, exceto j +
1,...,d, uma vez que |Z;| < |Z11].

Ja que o somatorio contém (’;) — 1 termos diferentes de Z;4, ... Z4, obtemos que

d N
\0a—i (Z1y. s Za) — Zjs1 .. Za| < ((J) —l>p 2 NZig1 . Za).

Que (‘Ji) — 1 < 29 segue do fato que

Jj=0 J
O
Lembremos que
I={j:1G| <G+l u{0,d} = {io, i, ... i1, 041},
onde ip =0<iy <+ <4 <41 =d.
Definigao 3.3. Dizemos que k; e ky sdo elementos sucessivos de I se existe k € {0,...,l} tal que

kl = ik, kg = ik+1.
Lema 3.4. Sejam ki e ko elementos sucessivos de I, e m tal que k1 < m < ko. Entdo

ko — k _
aem (@ 2| < (22 0) 4¢) 121 " B .12,

onde ¢ < ((dilm) -~ (llzz:l:é)) p_QN < de—zN < Qdﬁ—gN.
Demonstragao. Escreva

Oacm (Z1,- 0 Za)= Y Zj Dy,

J1<<Jd—m
!/ "
= : : Zjl T Zjd*ﬂl + z Z]l T Zjd—1n7

onde Z/ abrange os indices tais que k1 < j1 < -+ < Jkp—m < k2+1leque ji,—mi1 = ka+1,. ., Jja—m = d.
Podemos reescrever Y.’ como:

/

Z = Zk2+1.-.Zd Z Zj1 ".ij27‘m,

k1<j1<-<Jkg—m<k2

Entao,
/

>

ko — k1 —m
< (PIM)mamznl d
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3.2. ESTIMATIVAS A RESPEITO DOS COEFICIENTES DE UM POLINOMIO

Todos os ( d ) — (k"'_kl) termos de 3" sdo, em mo6dulo, menores que [)*2N|Zk2|k2’m|Zk2+1| | Zal-

d—m ko—m
Logo,
d ko — ky 9N o
< — Zi, |72 Z VAR
_<(dnJ <b1n>)p | Zko |7 [ Zhy 41| - - - | Za

>

Somando essas duas estimativas, obtemos

ko — k d ko — k1) o~ L
o= () () - ()

O

Como estamos trabalhando com os coeficientes em coordenadas renormalizadas, precisamos converter
as estimativas acima:

Lema 3.5. Sejam ki e ko elementos sucessivos de I, e m tal que ky < m < ko. Entdo, se

dIn?2
N > 3+ log, 7n~
Inp

vale o sequinte:

1.
ko) —r(k
r(k2) — (k1) =In|G,| +2 ¥ In1 +¢),
ko — k1
onde |c| < 29572 .
2.
ko) — ko — k
rhe) =) e e N (P2 TR ) oV,
ko —m ko —m
onde |c| < 29572 .
3.

—rlk ko — k
len|<k2|72’]\lln M) ) 427 V1 + ¢,
-k ka —m

onde |c| < 2d,6_2N.

Demonstracgao. O lema 3.2 com j = k1 nos da

—27V¥1n |0'd7k1 (Zl7 e, Zd) |

= 2"Nn|Zp, 1|+ +In|Zy)) =27V In 1 + ¢, (3.1)

r(k1)

onde |c| < Qdﬁ*QN. Usando, agora, o lema com j = ks:

r(ky) = =27 Nn|og_p, (Z1,...,Z4)|
= —2*N(ln|Zk2+1| 44 1n|Z4]) — 27N1n|1 ¥ e, (3.2)

onde |co| < 252" Como mostraremos na se¢io 3.4, le1], |e2] < 1 para tais valores de N. Subtraindo
as duas expressoes e usando o fato, o qual segue do Teorema do Valor Intermedirio, que existe c,
le| < max(|e1], |eal), tal que
C Infl+ci| —In|l 4+ cof

2(ko — k1) ’

In(1+¢)
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CAPITULO 3. COMPUTANDO OS INDICES PRINCIPAIS DE UM POLINOMIO

temos:

r(ks) —r(k) _ 27N(n[Zp, 1|+ +1n|Z,))
kz — k‘l k2 - kl
=27V 1n|Zp,| + 27V In(1 + ¢)

=In|C,| +27 ¥ In1 +¢).

+27N(n |1 + ¢ —In|1 + ¢3)

Para provar as parte 2 e 3 do lema, usamos o lema 3.4:
r(m)=—-2"Nn|og_m (Z1,...,Zq)|

ko — k
> 27 N(ky — 1) In|Zk,| — 27V (0| Zpy 1| + - - - +1n|Z4)) —2_N1n<< ? 1) +c’), (3.3)

kg—m

onde || < 245727
Subtraindo (3.3) de (3.2), dividindo por ks —m e, novamente, escolhendo ¢, |c| < Qdﬁ_ZN, de maneira
apropriada, obtemos:

r(kg) —r(m)

ko — k
p <1n|§k2|+2Nln<( 2 1)—l—c'>—|—2N1n|1—|—c|.
y —

k‘g —m
Subtraindo, agora, (3.1) de (3.3), dividindo por m — k; e escolhendo ¢, |c| < Qdﬁ_QN, de maneira
apropriada, obtemos finalmente:

MZIM@J—TNIH by +2 V|1 +¢.
l— k1 ko —m

3.3 Um critério de decisao

O lema seguinte nos diz que o lema 3.5 pode ser usado para decidir se um ponto do fecho estritamente
convexo de r é uma quina do diagrama de Newton limite de f desde que sejam satisfeitas certas hipoteses.
Na prova da proposi¢ao 3.1 vemos que tais suposi¢oes valem automaticamente para N suficientemente
grande.

Lema 3.6. Supondo que
dln2

a. N >3 +log, 7%=
b. p > max(ky — k1), onde k1, ko sao elementos sucessivos de I.

—N+1 d=—2N —N+2 d=—2N Inp
c. 2 In(2P +2%p72" ) —2 In(1-2%%"72" )< E< 7P
d i<j<k
temos o seguinte

1. Sei e j sao elementos de I e nao existe elemento de I entre j e k, entio

') = (i) _ rk) = ()

-F

2. Sei ek sao elementos de I entao
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3.3. UM CRITERIO DE DECISAO

Demonstragao. Prova da parte 1: Assuma que ¢, j sdo elementos sucessivos de I. Como 2d,5’2N <1,

como verificaremos na se¢ao 3.4, a parte 1 do lema 3.5 nos diz que
T(]) - T(Z) S ln |C_]| _ 27N+1 hl(l _ 2dﬁ72N
J—1

);

ja que
N N
In(l1+¢)<—-In(1-24"2") V<272

Para estimar T(klzi:;(j), temos que distinguir dois casos. Se k € I, entdo, novamente utilizando a parte 1
do lema 3.5,
r(k) —r(j)
k—j
Por outro lado, se k ¢ I, tome m de modo que j e m sejam elementos sucessivos de I. Por hipotese,
j <k <m. A parte 3 do lema 3.5, entdo, nos da:

7r(k)7f(3)zln\cmlf2”"ln TN 49dp2Y ) f o N1 — 24572
k—3j m—k

~_9oN

> n |Gl =27V (27 + 295727 + 27V In(1 - 29577,

>1n |G| +2 ¥ In(1 — 29572").

No primeiro caso, é 6bvio que

_9oN

N
TR =) S el + 2V (1 — 245727 — 27N In(2p 4 2052,
j

k —

Também no segundo caso, temos que

T(’“]z:;(j) >In || + 27N In(1 — 29572 ) — 27N In(2p 4 245727).
Logo, em qualquer caso,
r(j; — :(i) <In|¢| - (2—N+1 In(1—2%2") 427N+ n(1 - 2dﬁ_2N)) — o N (1 — 24572")
= (Gl + 27 (1 - 295727 =2V m(2r 4245727
+In[¢] — I |¢e + 27N In(2P 4 295727) — 27N +21n(1 — 245727
<R =rl@) 1G] = In |G| + 27V In(2p + 295727 ) — 2= N+2 (1 — 245727

k—j
1) (i
< W+IH|Q|1H|@|+E-

Usando que F < l“Tp por hipotese, deduzimos que In|(;| — In|(x| = —In|¢x/¢;| < —lnp < —2F, isto &,

In|¢;| —In|¢x| + E < —E e, por conseguinte, concluimos finalmente que

T(j} —(‘(i) < r(k) —f(j) B
J—1 k—j

Prova da parte 2: Usando o lema 3.5, obtemos

PO =) S e = 27V In(2r 4 24572Y) 4 2N (1 — 295-2")
] —1

) (i
r(k) = rlj) <In|C|+2 NIn(22 +2%52") = 27N (1 — 242"

k—j )
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CAPITULO 3. COMPUTANDO OS INDICES PRINCIPAIS DE UM POLINOMIO

Subtraindo a segunda desigualdade da primeira:

r(j) — (@) > (k) —r(j) _9-N+1 In(2° + od ~—2N) 49 N+1 In(1 — od ~—2N)

=i — k—j P P
) — (i
> k) =) /3; r) _g-na1 In(2F + 29572") 4 27 N+2 (1 — 245727
—J
. (k) —f(J) )
k—3j
O
3.4 Prova da proposicao 3.1
Demonstragao (da proposicao 3.1). Seja
dIn2
N > 3 + log, 7n~
Inp
Como .
In2
ﬁzN > ﬁ87,3%2 _ (ﬁﬁ) _ 98d
entdo 242" < 2774,
Sabemos que, se |z| < 1,
]_ +x Z ]+1 LC
j=1
donde concluimos que
1 d5=2" 1 ) < —In ) < S R R
—In(1-2%"% )< -In(1-2"") < —In(1 -2 _z_: _17277_2 .
Portanto, podemos estimar:
_ 9N _ _oN 2In2rtt 4 x 276
27N (2P + 29577 ) =27V PP In(1 - 29577 ) < T + s
Inp Inp
~_2(p+1)Inp Inp
- 8d 27dIn 2
Inp
< —.
2
Isso mostra que é possivel escolher E como no lema, 3.6, donde podemos fazer uso desse lema.
A validade do algoritmo 3 segue, entdo, por indugao.
Hipétese de indugao No inicio daiteragio j do loop do algoritmo, a lista A contém Ag, ..., Ag, Agyq, ...
onde Ag,...,A; s@o elementos sucessivos de I e Ag1q,..., A ndo estdo em I. Note que é possivel que

tenhamos s = k.
A hipotese de indugdo ¢ verdadeira para j = 1, com £k = 0 e 0 € I. Em cada passo, ha duas

possibilidades.
Caso 1: j ¢ I. Nesse caso, alguns dos elementos Ag1, ..., Ax podem ser descartados. Entretanto, como
pela parte 1 do lema 3.6,
r(s) —r(sn) 1) —r(As) g
As - A5,1 J— AS

29

7Aka



3.4. PROVA DA PROPOSICAO 3.1

se s > 0, entao nenhum elemento de I pode ser descartado.

Caso 2: j € I. Vamos mostrar que, nesse caso, todos os Asy1,..., A serdo descartados e nenhum dentre
0s Ag, ..., A serd descartado.

Que nenhum elemento de I pode ser descartado segue novamente pela parte 1 do lema 3.6.

Se 1 <t<k-—s, Agyy serd descartado se, e somente se, 0s Agy411, ..., Ar forem descartados e

T(Asye) = r(Asti—1) > 7(j) = r(Astt)

- - F.
As+t - As—s—t—l J— As+t

Como j e A sdo elementos sucessivos de I, segue da parte 2 do lema 3.6 que

r(Asye) — 7(Ay) > r(j) — r(Astt)
As+t - As .7 - AS-H

) vt.

Para concluir a prova da proposigao é suficiente, entdo, mostrar que

r(Asie) = r(Asie-1) o T(Asre) —7(As)
Aoy — Mo T~ A — Ay

vale Vi, o que decorre diretamente de dois fatos:

1)
T(Asyi—1) = r(Asti—2) < T(Asie) = 7(Ast—1)

As+t—1 - As+t—2 As+t - As+t—1

)

T(Aste) — 7(As) < < T(Asiu) = 7(Asyu-1)
Aert — A T ue{l,..t} As+u - Aerufl -

Como Ag1;—1 nao foi descartado na iteragdo Asy¢, temos que

T(Agyi—1) = (Asyi—2) < r(Age) = 7(Agyi—1)

< - F
Aertfl - As+t72 As+t - As+t71

)

donde segue 1).
Uma vez r é derivavel exceto possivelmente em um ntumero finito de pontos,

Asye
r(Agit) = r(Ay) +/ ' (v) dv,
As
o que implica
) orlh) 1 ) do
As+t - As As+t - As A

1 As+t ,
< 7/ max 7' (u)dv
As+t — As A uE[A57As+t]
= max 7'(u)
UE[As,Asti]

T(Aspu) = 7(Astu—1)
ue{l,...,t} Aeru — ASJru,l '

I
=
&

Isso prova 2) e conclui a demonstragéo.
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Capitulo 4

A iteracao de Graeffe tangente

Neste capitulo, definiremos a iteracao de Graeffe tangente, a qual, conforme mostraremos, guarda a in-
formacao relativa nao sé aos médulos das raizes de um polindémio, mas também aos seus argumentos. Por
conseguinte, essa nova iterada nos permitira estabelecer um procedimento para recuperar os valores com-
pletos das raizes. Lembremos que, conforme mostrou o exemplo 1.10, é impossivel calcular os argumentos
das raizes através da iteragdo de Graeffe original.

O produto central deste capitulo é a demonstracao do teorema 1.5, que estabelece as propriedades
matematicas do algoritmo de Graeffe tangente (algoritmo 7), o qual seré exposto na secdo 4.5.

4.1 Preliminares
Consideramos, neste capitulo, f um polinémio moénico livre de circulos com raizes (; # 0,...,(q # 0

ordenadas como no teorema 1.5.
Podemos utilizar a iteracdo de Graeffe renormalizada de f através do corolario 5.4, por exemplo, para

estimar os modulos das raizes: obtemos ay ~ |(1],. .., aq = |4l
Consideremos agora uma perturbagdo de f: f(xz+¢). Analogamente, utilizando as iteradas de Graeffe
renormalizadas de f(x + ¢) obtemos 81 ~ |(1 —¢],..., B4 =~ |(a — €|. Dai,

af = B2 = | — |¢j — e]” = —2eRe (; + €7, j=1,....,d,

donde podemos estimar os valores completos das raizes.
A utilizagdo desse método, no entanto, implica a perda de metade da precisdo ao calcular-se a
diferenca entre duas estimativas. Vamos buscar ver essa pertubac¢ao de uma outra maneira.

Definigao 4.1. O k-jato de um polinémio f no ponto z é

Jex(z) = f(o)+ fl(x)e + -+ %Ek.

Notemos que o k-jato de f assemelha-se & série de Taylor de f truncada apdés o k-ésimo termo;
entretanto, o k-jato de f é visto como dependendo funcionalmente do ponto base = ao invés de €.
Consideremos novamente a perturbagio f(x 4 €). A sua representagdo em série de Taylor é

f(j)(f)sj.
j!

flx+e)= Z
=0

Se € & “pequeno”, entdo f(x +¢) ~ f(x) + f'(x)e, e essa aproximagdo é tao boa quanto menor for €. Se,
entretanto, tratarmos € como um infinitesimal, de maneira que £2 = 0, entdo vale a igualdade:

flx+e) = f) + f'(2)e = Jea(a).
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4.2. A ITERACAO

A representacao da perturbacao pelo 1-jato de f se mostrard conveniente.
Polinémios de grau d serdo representados como pontos em R4 ou C?*!. Uma vez que £ nio sera
armazenado em memoria, 1-jets de polinémios serdo representados como pontos em R2%+1 ou C24+1,

4.2 A iteracao

Definigao 4.2. A iteracdo de Graeffe tangente do 1-jato de f é
TG(f(x) +ef'(2)) = (=) (f(Vx) + e (Vo)) (f(=V) +f' (=V1)) -

A defini¢do acima é motivada em [5] através da diferenciacdo do operador da iteragido de Graeffe.
Notemos que a expressao da iteracao de Graeffe tangente é semelhante & da iteragao original.
Lembrando que £? = 0 e rearranjando termos, podemos reescrever:

TG(f(z) +ef'(2)) = Gf +e (1) (f(V2) f' (V) + f(—V2) f' (V7)) -
Seja

d
g M (@) +eg™M () =3 (62l +egiVal) = TGN (f(2) + e f'(2)). (4.1)

Denotamos ¢(© (z), ¢V (z) simplesmente por f(x) = f'(x), §(z), respectivamente.
Em coordenadas renormalizadas:

AN = 9= Np |gtN)]

(N . (N . (N
& = g™ g™

A equagao (4.1) nos da, de maneira 6bvia, formulas para calcular a primeira iterada do 1-jato f+ef’:

g5 = (— )dﬂf2 +22k> (- )d+]+kf itk fi—k

= 23 o (V)M

desde que assumamos que f; = f]’, =0se j <0ouj>d. Dai, para passar dos coeficientes da iterada N
para os da iteradas NV + 1, fazemos

N+1 N N N
9,§ +1) _ =(- 1)d+]g( )2 +22k>( )d+;+kgj(+l)€g]( )

N N
( +1) _22 o= )d+J+kg](7)gj(+l)c

considerando g( = gj(N) =0sej<0Oouy>d.

Para evitar overflow na computacgao das iteradas, as formulas acima precisam, no entanto ser renor-
malizadas: isso é feito no algoritmo abaixo utilizando as operagoes de soma e produto em coordenadas
renormalizadas que derivamos na secao 2.1. Sao necessarios, também, ajustes para que os resultados

sejam expressos no nivel de renormalizacao seguinte.

4.3 Recuperando os argumentos das raizes

Seja 1 < p < p uma estimativa de p.
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CAPITULO 4. A ITERACAO DE GRAEFFE TANGENTE

Algoritmo 4 ITERACAOTANGENTE (1, a, 7, &, N, d)

Entradas:
r=rM a=a®™ =7 & =aW") (as coordenadas renormalizadas de TGN (f + ef")),
N (o nivel de renormalizacao),
d (o grau do polinémio f).

Saida:

As coordenadas renormalizadas em nivel de renormalizacdo N 41 da (N + 1)-ésima iterada de
Graeffe tangente de f + ef’.

p 2N+
para j < 0 a d faga
{ Primeiro, calculamos as primeiras parcelas de (4.2) em nivel de renormalizacio N + 1. }
(85, 85) = (rj, (=1)*a3)
(35, 85) + ((rj +7)/2 + n2/p, (=1)" a;d;)
Agora, somamos as demais parcelas, uma a uma, em nivel de renormalizacdo N + 1.
g
para k < 1 a min(j,d — j) faca
(s;,B;) + SomaRenormalizada(s;, B, (rj4x + 7j—k)/2 + In2/p, (—1)4 *a;  pa;_k, p)
(5, B;) + SomaRenormalizada(s;, 8;, (rjk +75—k)/2 + I 2/p, (1) + 0y, p)
(84, 5;) < SomaRenormalizada(s;, 8, (rj_x + 7511)/2 + I 2/p, (1) ~*a; _yévjik,p)

retorne (s, [, s, B)

Enunciamos nesta secao dois resultados que relacionam os valores completos das raizes de um
polinomio livre de circulos f com a convergéncia das iteradas de Graeffe tangente do seu 1-jet. Supomos
I dado: para calcula-lo, basta utilizar, pela proposicao 3.1, o algoritmo 3 com

dIn2
N>3+10g2%.

Lembremos que um polindémio complexo livre de circulos s6 admite duas raizes de mesmo modulos
se elas forem iguais:

Lema 4.3 (Caso complexo). Seja f um polindmio complexo livre de circulos com raizes (1 # 0,...,(4
ordenadas como no teorema 1.5. Sejam ig < --- < 141 0s elementos de I = {j : |(j] < |(j4+1|} U{0,d}.
Entao, se k € {0,...,1}, d' = ix41 — i,

_ - (N) .(N)
lim _2 Y <gik+1 _ iy, ) _ Cik+1
= o
Nooo d gl(i\i)l gz(i\f) G|

Além disso, se N > 3 + log, dl“;, o erro de aprorimagdo nao é em modulo maior que

In

_oN

a3 dp < d+3ﬁﬁ72 '
|Gl T d Gl

Ja no caso de termos um polindmio real livre de circulos, duas raizes de mesmo moédulo sao iguais
ou conjugadas:

N
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4.4. PROVA DOS LEMAS 4.3 E 4.4

Algoritmo 5 RECUPERACOMPLEXO (r, o, 7, &, N,d, I)
Entradas:
r=rM a=a®™ =7 & =aW") (as coordenadas renormalizadas de TGN (f + ef")),
N (o nivel de renormalizacao),
d (o grau do polinémio f),
I={io, .. yipa} = {5 1G] < I¢G4al} U {0, d}.
Saida:

C1,...,Cy (as raizes aproximadas de f)

para k< 0 a/l faga
d =ipp1 — ik

{ Calculamos a soma (em coordenadas renormalizadas) das coordenadas renormalizadas de

5 (N) L(N)
k41 _ i

(- Com — iy }
ikl ik

Yippy . Qi N
,27)

(b, B) <— SomaRenormalizada(r;, ,, — 74, ey i T T s

{ Como veremos na sec¢io 4.5, m — |(;,,,|* quando N — oo }

Tigyr —Tig
m $— exp (27(1, )

T —Q;ﬁBeXp(—QNb)m
para j <+ 1 a d’' faga
Ciretj @

retorne 51, NG

Lema 4.4 (Caso real). Seja f wm polinomio real livre de circulos com raizes (1 # 0,...,(q ordenadas
como no teorema 1.5. Sejam ig < --- < i;41 o0s elementos de I = {j : |(j| < |(j4+1|} U{0,d}. Entdo, se
ke {O,...,l}, d/=ik+1 — ik,

_ - (N) - (N)
lim —2 N (gik+1 Y > _ ReCik“
N N) | 2
N—o0 d g§k+)1 gl(k ) |<ik+1‘

Além disso, se N > 3 + log, d&}“{f, o erro de aproximac¢do nao é em mddulo maior que

_oN ~_oN
d+3ip 2 <2d+3ﬁp 2 '
d |G| ~ d |G

As demonstragoes dos lemas sdo postergadas para proxima se¢do. Para um dado N, os lemas 4.3 e
4.4 nos permitem estimar os valores completos das raizes através dos algoritmos 5 e 6.

4.4 Prova dos lemas 4.3 e 4.4

Demonstracao (dos lemas 4.3 e 4.4). Seja f +cf’ o 1-jato de f com raizes (; + 5Cj, onde (; é solugdo
de f. Como 2 = 0, temos que

fl@+e) = f(z) +ef'(2),
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CAPITULO 4. A ITERACAO DE GRAEFFE TANGENTE

Algoritmo 6 RECUPERAREAL (r,a, 7, &, N,d, I)
Entradas:
r=rM a=a®™ =7 & =aW") (as coordenadas renormalizadas de TGN (f + ef")),
N (o nivel de renormalizacao),
d (o grau do polinémio f),
I={io, .. yipa} = {5 1G] < I¢G4al} U {0, d}.
Saida:

C1,...,Cy (as raizes aproximadas de f)

para k< 0 a/l faga
d =ipp1 — ik

{ Calculamos a soma (em coordenadas renormalizadas) das coordenadas renormalizadas de

5 (N) L(N)
k41 _ i

(- COm — iy }
ikl ik

(iik+1 . dik 2N)

(b, B) <— SomaRenormalizada(r;, ,, — 74, gy T T Tis g

{ Como veremos na se¢ao 4.5, m — [(;, ,,|* quando N — oo }

Tigyr —Tig
m $— exp (27(1, )

T —Q;fvﬂexp(—QNb)m
{ Se d’ & impar, ;,t1,...,Ci,+a S80 reais. }
se d' é par e |z| < \/m entao
Yy /m—|[z[?
senao
X \/ﬁli—‘
y+0
para j «+ 1 a d faga
Cintj & T +i(—1)7 Ty

retorne 51, NG

donde as raizes de f +¢f’ sdo (; — ¢, isto &, Cj = —1. Como

"

(G +e) =" +2VE 1 10,

as raizes Z; +eZ; de gN)(z) + eg™) (x) = TGN (f(x) + ef'(x)) sdo tais que

; N 2N -1
Z; =—2 Cj .

J
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4.4. PROVA DOS LEMAS 4.3 E 4.4

Notemos que g( )4 5g(N) (-1 oq_; (Zl +eZi, ... Zg+ de). Se j € I entdo

d
0
((95)5 Od— J(Z1+6Z1,.. Zd-i-EZd):Z 10d—j— 1(217.. A 17Zl+1,... Zd)

d
= Z —Z104—j-1 (21, s 211, Zias - Za)

( 6 ) Od—j (Zl +5Z1,...,Zd+5zd) _ i Zl Zl Od—j—1 (217...7Zl_17Zl+1,...,Zd)
e—0 Od—j (Zl,...,Zd) 1 Od—j (Zla~-~7Zd)

j d -
7 Zioaein (Zay oo Ziny Zigns oo 2
:Z+Z Zy Zyoa—j—1 (21 1-1, Zi41 d)

=0 I=+1 Zl Jd,j (Zl,...7Zd)
Pelo lema 3.2,
d : d .
Z ézladfjfl (Zla"'aZlflaZH’lw"7Zd> _ Z éZl Zj17$l<“'<jd_j_17$l ZJ1 -.Zjd—] 1 (4 3)
155 Z Od—j (Zl,...,Zd) 15551 Z Zj+1~-~Zd(1+C) ’
onde

d d 1
|C| < << ) _ 1> ﬁ—QN < <> ﬁ—QN < 2dﬁ—2N < 2—7d < Z
J J

(a penultima desigualdade foi obtida na se¢ao 3.4). Como

[\

|Zj+1| ~_oN

k=0, ...
| Z| =7 g
temos
d— ~_oN
Zl Zjl?él<'“<jd7j,1?fl Zjl "'Zjd—j—l 1+ (d*jil) 2
Zj+1...Zd(1+C) - 1+c
d _oN
_ 1+ (j) 2
- 1 d —9N
(57
d d *
-+ ()2 (0
J J
d d
(i () (o)
J J
d ) 2
~rea(f)e e ((G))
J
- 4(d)ﬁ_2N
J
onde nas duas ultimas desigualdades usamos o fato que (j) 52 3. Concluimos da equagdo (4.3),
entao, que
d . d .
Z1Z104—j—1 (21, 211, 21, -+, Za) Z é(1+77')
, j
=41 Zl O'd_j (Zl, ey Zd) =41 Z
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CAPITULO 4. A ITERACAO DE GRAEFFE TANGENTE

d\ ~—
com ] < 4(1)5~2
Analogamente, temos que

i i
Zy Zyoqg—j—1(Z1,..., 211, Zis1, . .., Zq) 7 7

Z = 1+ ;).
ZZ 0a—j (Z1,...,2Zq) Z (1+mn5)

Entao,

88 Od—j (Zl, ey Zd) 15541 Zl =0 1 Zj 1 15511
J Z d
U o~
SO Ll Yo || Il
=0 | 7 1=j+1
i ~_ 9N d ~—_oN
<max|—|(G+1)p 1+4( " |p
l J
4 A
+max |—|(d—j 4()
7 (d—7) ;)P
l d+2 ~—2N
< — | d2 .
max 7
Como
(N (N N N
g _hm( +eg™) ="
N) — N
g](- ) e50 Egj(- )
Od—j (Zl + 621, ey Zg+ 624) — O0d—j (Zl, ey Zd)
= 1.
EE)I%J E0d—j (Zl>~--;Zd)
<a> Od—j (Z1+€Zl,...,Zd+€Zd) - p
== 7=0,...,d,
Oe Od—j (Zl,...,Zd)
temos, se iy, ix4+1 sa0 como no enunciado dos lemas,
N) (V) - (N) . (N)
iy, Girin N1 Girir N 1 93y N1
(Bg-2)e > ovilefiny 3 odlfiioy 3o
iy Tht1 i <l<igy1 i l=igy1+1 9iy, l=ip+1

N
< max | —| d2NHd3 5727

l

9 Od—j (Z1+821,...,Zd+82d) d Zl J Zl 7 Zl
() - Y A a3 Fae -
e=0

Assuma que estamos sob as hipoteses do lema 4.3. Como todas as raizes de mesmo moédulo de um

polindmio complexo livre de circulos sao iguais,

l _ Cl / Clk+1
Z B Z ‘Cl|2 = |C’Lk+1|

i <l<ing1  Ge<l<ipg
e, dai,
B . (N) L (N) — N
2-N (gikJrl _ glk > o Cik+1 d+3£p °
N N 2 :
d’ g'L(k+)1 gl(k) |<ik+1| d |<1‘
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4.5. O ALGORITMO DE GRAEFFE TANGENTE

Agora, sob as hipoteses do 4.4,
> LR

o<1t G Cira

Assim,
27 (gaﬁ)l _ ggj”) ~ Rediyyy d+3iﬂ
@ \gh g ) NGl &Gl

Isso conclui a demonstragao.

4.5 O algoritmo de Graeffe tangente

Uma vez concebidos os algoritmos de aproximacao das raizes de um polinémio, estamos prontos para
estabelecer o algoritmo principal (algoritmo 7) e para provar o teorema 1.5.

Demonstragao (do teorema 1.5). Se

dln?2
N > 3+log2—n~,
Inp

o calculo de I é correto pela proposicdo 3.1. A sua demonstracio, feita na secdo 3.4, nos diz, ainda, que

para tais valores de N temos
~oN

24577 < 2774,

Nos algoritmos RecuperaReal e RecuperaComplexo, temos
m = exp (2rik+1d/_ a )

2
m= |Cik+1| o1,

donde, pela parte 1 do lema 3.5,

onde
9= N+2 o—N+2

(1-2%72") <o <124

Logo, 1 — 1 quando N — oc.
No caso de o polinémio ser complexo, temos pelo lema 4.3:

27N 2 N Cz
———Bexp(=2"b) = (14 62),
d |<ik+1‘
onde Y
dp2
Syl <23 L
<2

E claro que d, — 0 quando N — oco. Dai,
27N N
|Cirtj — 2| = ’(CikJrj T B exp(—2 b)m>|

= | (Cik+j - LCWJA(I =+ 52)) |

2
|<ik+1|

= ‘C’ik+j| |1 _61(1 +52)| = 63

e 3 — 0 quando N — oo.
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CAPITULO 4. A ITERACAO DE GRAEFFE TANGENTE

Por outro lado, se o polinémio for real, o lema 4.4 nos diz que

—N R .
S Bexp(—2Nb) = 76){“”21 (
|<ik+1‘

1+ 69).
Lembrando que, agora,
2—N

7 Bexp(—2Nb)ym,

T=—
concluimos, através do mesmo raciocinio que acabamos de empregar, que
|Re§ik+j — {L‘| = (53.

Temos que analisar os casos seguintes.
Caso 1: d' é impar. Nesse caso, as raizes em questio sdo, de fato, reais e, por conseguinte, o valor y = 0
designado para a parte imaginaria das raizes pelo algoritmo é correto. O valor atribuido & parte real das

raizes é ‘/ml%l e

x T
[Girts = \/ﬁm| = [Cirts — |Cik+j|\/51m| = [Girts = i V01
= |Cip 14111 — /61| = 0 quando N — oo,
onde na segunda desigualdade usamos que, como N ¢é grande, x e (;, +; = Re(;, 4+; tém o mesmo sinal.

Caso 2: d' é par e |z| > y/m. Como |z| = [Re(;,+j], vm — |G+;| quando N — oo e estamos supondo
N grande, podemos assumir que essa desigualdade implica que

e, portanto, o valor y = 0 designado para a parte imaginaria da raiz é correto. Como no caso anterior, o
valor \/mli—‘ atribuido a parte real da raiz é tal que

T

|l,|| = |Cix 14111 — V01| = 0 quando N — oc.

|Cirtj — Vo

Caso 3: d' é par e |z| < v/m. Nesse caso, o valor designado para a parte real da aproximagcdo da raiz é
T e ja vimos que

[ReGiy 45 — x| = J3.

Aqui, a parte imaginaria da aproximagdo da raiz ¢ y = vm — 22. Se Im(;, +; =0,

MG, +5 —yl = vVm — 22

2
Re ka1
|<ik+l|261 - ( <k+ (1 + 52)|<ik+1|261>

2
‘ Tht1 |

= IGi 281 = G P14+ 82263

= |Cipya [\ 01 — 02(1 + 85)° = 0 quando N — oo
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4.5. O ALGORITMO DE GRAEFFE TANGENTE

Por outro lado, se Im¢;, +; > 0,

€ — (Re¢; ) +vVm — x?
G 15— 1 = /I 2 = (ReGis)® = v/om —x?N ool - )
VG2 — (ReGy )% + vim — a2

< (Gt = m) + (2 = (ReGi15)?)]
VIGil? = (ReGyy)?

|[Cir 14> — m| + [ReGiy 45 — [|ReCi, 15 +

\/|Clk+]|2 xi&d)

< |Gt 211 = 01| + 03(|Cint5| + V)

a VGixts1* = (] + 193])2

_ G P11 — 01 + 031G 451 (1 + V01
VIGixts1? = (Jz] + 183])2

Finalmente, se Im(;, 1; < 0 também vale

|Cirti 1211 = 61] 4 03]Ci, 41 (1 4+ V/E1)
VG52 = (Jz] +103])

Em qualquer caso, a convergéncia dos valores aproximados para os valores reais das raizes é dominada

por 52" Como

<

— 0 quando N — oo

— 0 quando N — oo.

|Im<ik+j - y‘ <

~_9oN _oN 150, 5 _oN
Ap 2 :210g2A 2 log2p§2 2 C’7

onde C é uma constante que depende apenas das estimativas dos moédulos e da separacao das raizes. Isso
prova o teorema.
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CAPITULO 4. A ITERACAO DE GRAEFFE TANGENTE

Algoritmo 7 GRAEFFETANGENTE (f,d,e_real)
Entradas:

f= Z?:o f;@7 polinémio livre de circulos real ou complexo,

d (o grau de f),

e_real (variavel booleana que indica se f é real ou complexo).
Saida:

Estimativas §~1, ceey (Nd das raizes sao produzidas a cada iteragao do loop principal.

para j < 0 a d faca
se f; # 0 entao
aj < fi/1fil
senao
a; <1
rj < —In[fj]
para j<+< 0ad—1 faga
[ G+ fin
se f; # 0 entao
a; < fi/11;]
senao
a; <1
7 —In | f]]
N +0
p—2
repita
(r,a, 7, &) < TteracaoTangente(r, o, 7, &, N, d)
N+N+1
I + FechoEstritamenteConvexo(r, d, N, p)
se ¢_real entao
¢ + RecuperaReal(r, o, 7, ¢, N, d, I
senao
¢+ RecuperaComplexo(r, a, 7, &, N, d, I)
externe (;:1, - ,(fd

se N >3+ log, 42 entao

{ A proposi¢ao 3.1 nos diz neste caso que I é correto para todos os polindmios com separacao

de raizes > p. Podemos, entdo, decrescer p. }

PP
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Capitulo 5

Estimativas sobre o erro de
aproximacao do algoritmo de Graefle
tangente

O erro da aproximagcao das raizes calculada através do algoritmo 7 é funcao dos médulos e da separagao
das raizes do polinomio de entrada, que sio desconhecidos. E de interesse, portanto, saber estimar tais
parametros, pelo menos em alguns casos particulares, seja antes ou durante o célculo: este capitulo é
devotado a isto.

5.1 Estimativas da separacao das raizes

Dentro do algoritmo de Graeffe tangente (algoritmo 7), os procedimentos RecuperaReal e RecuperaCom-
plexo apenas provéem uma aproximacao valida das raizes quando I = {j : [(;] < |(j+1]} U {0,d}, que é
dado como entrada, é, de fato, correto. Pela proposi¢ao 3.1, isto ocorrerd quando

dln?2
N > 3+ log, 7n~7
Inp

onde 1 < p < p é uma estimativa de p.

Uma estimativa da separagao das raizes, se dadas também estimativas dos médulos das raizes, permite
calcularmos, analisando a demonstragao do teorema 1.5, o erro da aproximacao das raizes obtida através
do algoritmo de Graeffe tangente numa dada iteragdo N. Essa informagcao nos possibilita, por conseguinte,
estabelecer um critério de parada para o algoritmo: é facil determinar um ntmero de iteragdes a partir
do qual obtemos valores dentro de uma precisao desejada.

Com essa motivacao, apresentaremos agora resultados que permitem estimar a separagao das raizes
dentro de condigbes gerais sobre os coeficientes do polinémio de entrada.

Em [6] e [7], Ostrowski estuda as propriedades das raizes no caso geral das séries de Laurent. Com
excecdo do proximo lema, os resultados apresentados abaixo sdo adaptacoes de resultados de Ostrowski
para o caso particular dos polinémios.

Lema 5.1. Seja

p(x) =Y pa’
j=—00
onde po = 1,|p;| <1 Vj <0,|p;| <p? Vj>0,
1 1
Ssp=—>0
9 M M



5.1. ESTIMATIVAS DA SEPARACAO DAS RAIZES

e sejam 11, T2 (11 < T2), as duas raizes da equagao

3+ M
Y(1) =77 — +2 T+ M=0.

Entdo 11,72 sio reais, p(x) néo tem nenhuma raiz na coroa circular T < |x| < T2 €

2 M M 3 M 1 M-1
2 2 - -2 ——-- . 1
<n<1_3u<(+9u)<3<3<<2 2><<2 5 9M)<Tz< 5 (5.1)

Demonstragao. 71, 72 sao reais ji que M > 9 implica

(_3+M)2_4M: (M—lL(M—Q)

> 0.
2

Como
P(2)=1>0

V(2 +9u) = (2+9u)* — (34‘2M> (2+9u) + M

_ (9 —1)(18u +7) -

2 K
temos, pelo Teorema do Valor Intermediario e pelo fato que M =M > 9, que 2 <73 < 2+ 9pu < 7o.
De 7 + 72 = 3 segue que
M 1 M -1
71<7—§—9u<7'2< .

As relacoes
M M 3 M 1
2 — — - - —
4—9u<3<3<2 2<2 3 I

resultam imediatamente de p < %, M >9. Como 11 < % < Tg, temos

< T1T2 M 2 <
M<M3~ M3~ T2-
=5 e 13

Que 7 o < 2 + 9p resulta de
2 < (24 9u)(1 —3u) =2+ 3u—27u?

e, com isso, demonstramos a equagdo (5.1).
Suponhamos, por absurdo, que exista uma raiz ¢ de p(z) tal que 71 < || < 72. Entao

-1
1== 2 nd- Zpﬂ“ Z \pJIICIJ+Z|pJII<V< Z ICV+ZM I = |<|IC

j=—00 j=—00 j=—00

(¢l=D WM =[¢])
2

Multiplicando ambos os lados da inequagao acima por , obtemos

3+M

¢I” ~ <l + M >0,

o que implica |¢| < 7 ou || > 72, uma contradigao.

Note que, se M — 00, 71 = 2 € 79 — 00.
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CAPITULO 5. ESTIMATIVAS SOBRE O ERRO DE APROXIMACAO DO ALGORITMO DE
GRAEFFE TANGENTE

Lema 5.2. Seja
d
flo) =Y fal
§=0

um polinémio de grau d sem raizes nulas e suponha que tenhamos

_ Ry

Dy = =M >9.
k Ry
para k € {0,...,d —1}. Entao f(x) ndo possui raizes na coroa circular
R
Rymy < |z < ==L
71

onde T, tem o mesmo significado do lema anterior e 71 = 2 quando Dy = oo.

Demonstragao. Como k é um indice principal do diagrama de Newton de f, | fx| = Tk. Se k > 0 (donde
Ry, > 0), considere a fungio

d—k
f(Ryx) i
p = = piT
@) = 7 Rk _Z j
Temos . ‘ _ |
,RkJrJ 1 R? (R T R
Ip;| = Srts k| \foagll By [ frrsl Ry < T By Ch<i<d-n
JuRy, | fx| Ty Ty
e, em particular,
po = 1.
Se0<j<d—k,
py| = 2kt Tkt i ! . (1>j
! Ty, Thrj—1 ©  Repr...Rpwy © 7 R, Dy
Se —k < j <0,
Ty Th—1 1) iy o
|pj| _ k=3l k lem :Rk—\j\ Rkka < RL]‘Rkljl —1.

Tecjin Ti

Podemos, portanto, aplicar o lema 5.1 para p com M = Dy. Isso nos d& que p ndo tem raizes na coroa
circular 77 < |z| < T2, 0 que implica que f ndo tem raizes na coroa

Rim < |:Z?| < Ryp7o.

Como IS
k41
Ry = Rp— = ;
T1 T1

isso prova o lema para k > 0. Para o caso k = 0, temos fo = Ty, Rg = 0 e Dy = oo. Considere a
sequéncia (R{)nen tal que R} = % para todo n. Definamos

n._ 1
Dy = R n € N.
Seja
Rlx
p(l’) — f( 0 )
fo
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Entao, po =1e,se j >0,

SEE?_ IIR TR T T ey (ij<]'yy

| = =1 <0l
P3| | fol T, — T Ty T Ri...R;, — (R \D}§

donde p satisfaz as hipoteses do lema 5.1 para M = D{. Logo, f(z) ndo possui raizes na coroa circular

R
Ryl < |z < =1,
1

onde 7{* é a menor raiz real da equagao

34 Dr
2 k
T 2

T+ D =0.

Como R{ — 0, 7{* — 2 quando n — 00, o caso k = 0 est4 demonstrado.

Teorema 5.3. Seja
d
fla) =) f
j=0
um polinémio de graw d sem raizes nulas e suponhamos que para k, k' € {0,...,d— 1}, k < ¥/,
M = min(Dk, Dk/) > 9.
Entao, f(x) ndo possui raizes nas coroas circulares

R R ’
k+1, TRy < |1'| < L]

TR, < |z| <
1 1

e possui exatamente k' — k raizes na coroa circular

Ry 1
T1

S |=T| S Tle’7

onde 11 tem o mesmo significado que nos lemas.

Demonstracgao. Definamos

fi(@) =070 fiad
falz) =30, fa

fa(x) == Z?:k’-i—l i@
e consideremos o polinémio
FO@) = th@) + f2le) + tfs(2) <1,

que é igual a f(x) para t = 1.
Denotemos por Tj(t), R§-t), D§t), respectivamente, os coeficientes do majorante normal minimal de
f®(z), a j-ésima inclinacio nimerica de f*)(x) e o j-ésimo desvio de f®) (). E claro que

T =T T =T, T =T
e, como |f;t)| <|f;l, temos
TV<T;  j<k j>K
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Em particular, isso implica que
DY >Dy>9, DY >Dy >0,

e podemos aplicar o lema 5.2 a f(*)(z) para k e para k’. A conclusdo é que f)(z) ndo tem raizes nas
coroas circulares

(®) (®)

¢ k Ry11 t Ry
m RY <o < AL 2 L R = RO < Ja] < —EEL
1, i, i,
onde 7, e 71, sdo raizes de, respectivamente,
3+ D" 3+ DY
7'2772 k 7'+D,(€t)7 72772 k T+D,(f,).
Como 7 raiz de
3+ M
— + T+ M
2
é tal que 71 = max(ry,,71,,) (basta verificar que a derivada de w(z) = 332 — W é negativa
para x > 9), concluimos que f*) ndo tem raizes nas coroas
(t)
R R,
nRY <o) < 2L 1 Ry < o] < AL (5.2)

T1 ’ T1

Variando ¢ continuamente de maneira que |t| permaneca menor ou igual a 1, o nimero de raizes de
f®(x) situadas na coroa circular
NPT (5.3)
71
nio muda, ji que as raizes de f)(z) nio podem “atravessar” as coroas (5.2). Portanto, o nimero de
raizes de f()(z) na coroa (5.3) ¢ igual a esse ntimero para ¢t = 0, isto ¢, é igual ao nimero de raizes do
polinémio f5(z) na coroa (5.3).

Como R,(CO) =0e Rg?ll = 00, como convencionado no capitulo 2, as coroas (5.2) preenchem todo o
exterior da coroa (5.3), com excecdo da origem. Como fo tem k raizes nulas, as k' — k raizes restantes
estdo na coroa (5.3).

O

Corolario 5.4. Seja
d

g M (@)= g"al

=0
um polindémio sem raizes nulas e suponha que

My, = min(DM, DNy > 9 k=0,...,d-2

Se 11, € a menor raiz real de

3+ My
— T+ M, =0,
2
entdo

(N) (N)

Rk+1 Rk+2

oV . . Ty, Ty,
po = min min ™ )
ke{0,nvd=2} 1, Ry, leRkJrl
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5.1. ESTIMATIVAS DA SEPARACAO DAS RAIZES

Demonstragao. Aplicando o teorema 5.3 com f(z) = g (2), ¥ =k +1,k=0,...,d — 2, confinamos
uma raiz em cada uma das d — 1 coroas circulares

Ry 11
le

< |z| <7, Rit1

e garantimos que nao ha raizes nas coroas

Ry,
, TR < o) < =2,

1k le

Ry

leRk < |l’| <

as quais nos permitem obter uma cota inferior para a separacio de raizes de ¢(™) conforme no enunciado
do teorema.
O

Esta conseqiiéncia do teorema anterior ndo havia sido explicitada em [7].
Se o polindémio de entrada f satisfizer as hip6teses do corolério, entao podemos fazer uma estimativa
a priori de p, como no exemplo a seguir.

Exemplo 5.5. Seja
f)=2* -4z +1=0,

cujas raizes sao 2 + v/3 e cuja separacdo das raizes é

C2+V3
=5/

~ 13.93.

Como

temos

donde, uma vez que Dy = oo,
min(D07D1) =16>9.

Logo, podemos utilizar o corolério 5.4 para N = 0:

Ty = 9
< 2.188
e, finalmente,
0.25 4
p > min 2.188 2.188
- 2.188 x 07 2.188 x 0.25
> 3.342.

Caso f nao satisfizer as hipdteses do corolario, podemos também testar as iteradas de Graeffe de f:
se algum desses polinémios satisfizer tais hipéteses, entao uma estimativa a posteriori de p pode ser feita,
ja que as raizes das iteradas sao poténcias das raizes do polinémio original.

Afirmamos que, se |(1| < --- < |{4], entdo podemos aplicar o corolario 5.4 para estimar as rafzes de
g™ (e, consequentemente, as de f) para N suficientemente grande. Com efeito, como vimos na segio
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CAPITULO 5. ESTIMATIVAS SOBRE O ERRO DE APROXIMACAO DO ALGORITMO DE
GRAEFFE TANGENTE

2.2, T].(N) = |gj(.N)\ para N suficientemente grande nesse caso. Dai, se j € {1,...,d — 1},

|9§-N>\

. (N) . lg$71
lim Dy = lim —5

Nooo 7 N—oo |g;_1

™

lg; |

2N
— llm <Cj+1|)
N—o0 ‘<j|

= o0,

onde a peniltima igualdade segue da formula fundamental do método de Graeffe (1.6). Isso demonstra a
afirmacao.

Assim, uma classe de polindmios cujas separacoes das raizes podemos estimar utilizando o corolario
5.4 é o conjunto de todos os polindmios que nao tém duas raizes de mesmos moédulos.

Outro teorema 1til para estimar p, que enunciamos sem demonstracao, foi provado por Malajovich
em [4]:

Teorema 5.6. Se

d
g M (@) =Yg\l
j=0

€ um polindmio com coeficientes inteiros entao

—2d
p?" > 14 (8max|g™M))

Como mostrou o exemplo 1.6 da secao 1.1, as estimativas obtidas através do corolario 5.4 sao supe-
riores as obtidas através do teorema 5.6.

5.2 Estimativas dos moédulos das raizes

Conforme observado na se¢do anterior, dada uma estimativa 1 < p < p de p, podemos definir um critério
de parada para o algoritmo de Graeffe tangente desde que tenhamos estimativas dos médulos das raizes.

O teorema 2.14 diz que
(a2 < 9l <)

= (N o-N —

)
Rj

2—N

i=1,....d,

e, portanto, nos fornece uma maneira de realizar estimativas a priori e a posteriori dos moédulos das
raizes. Para efetuar o referido célculo na iteracdo N, precisamos determinar o diagrama de Newton
renormalizado de f de nivel N, isto é, precisamos executar o algoritmo 2 para a entrada (r(N ), d).
Apesar de a conclusdo de tal teorema dizer respeito a esta secdo, esse resultado foi enunciado antes
porque o seu corolario demonstra a convergéncia do diagrama de Newton renormalizado.

Por outro lado, se N > 0eig =0 < iy < -+ <1i; < ij41 = d s@o como na definicao 2.18, segue da
parte 1 do lema 3.5 que

N (igg1) = r™ (i)

: : =[G, |+2 "' In(l+c) k=0,....1
Te+1 — Tk

onde

le| < 2%

2N
Dai, concluimos imediatamente o seguinte:
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5.2. ESTIMATIVAS DOS MODULOS DAS RAIZES

Corolario 5.7. Se N>0eig=0<i; <--- <1 <ip1 =d sdo como na definicio 2.18, entio

exp M) (1) = 106y
Tet1 — Ik

):|<Zk+1|6 ]f:O,...,l7

onde

e, portanto, 6 — 1 quando N — oo.

O corolario acima prové um método para aproximar os médulos das raizes de um polinémio supondo
que uma estimativa de p e os indices principais I \ {0,d} do polinémio sejam conhecidos. Para aplicar o
resultado, na verdade, basta conhecer p, ja que a proposicao 3.1 diz que podemos calcular I executando
o algoritmo 3 com entradas (r¥), d, N, p) desde que

dln?2

N > 3 + log, mp

Vale observar que se tivermos estimativas dos moédulos das raizes cujos intervalos de indeterminagao
sejam dois a dois disjuntos, entao podemos obter adicionalmente uma estimativa para a separacao das
raizes.
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