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Capitulo 1

Introducao

Seja v uma funcido no espago de Sobolev W1P(R™). Entao, para 1 < p < n, n > 2,

p* =np/(n — p) e uma constante C' > 0 que depende de n e p, tem-se

[ull,- < ClVull,,

que é conhecida como uma desigualdade tipo Sobolev (as desigualdades tipo Sobolev,
em geral sao aquelas nas quais é possivel obter informacao das derivadas menores de
uma funcao, conhecendo as derivadas maiores dela, para mais detalhes ver ([I7])). J4 as

desigualdades de Gagliardo-Nirenberg tem a forma seguinte:

1. Para 0 < p <2, com p =2m/(2m — 1), onde m é um inteiro tal que m > 2

0 1-0
[ull, < Ap [Vully [lullyg-y

2. Para 2 <p < (2n)/(n —2), com p =2/(2m — 1), m como no caso anterior e n um

inteiro tal que n > 3

0 1-6
[ull, < Ap[[Vully [lully

Nestas férmulas, 6 é um expoente tal que 0 < § < 1. Observa-se que, para p = (2n)/(n —
2), a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg é exatamente a desigualdade de Sobolev para

fungoes em W12(R™). E possivel escrever estas duas desigualdades como

0 —0
1£1l, < Aulpr,s) IV 1L
onden>21<p<n,s<r<p eld=0(n,p,rs)ec(0,1)
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Sao resultados conhecidos tanto as constantes 6ptimas como os minimizadores da
desigualdade de Sobolev no caso em que a norma do espaco R™ seja a norma euclidiana.
Além disso, também é conhecida a equivaléncia da desigualdade de Sobolev, no caso
p =1 com a desigualdade isoperimétrica (entre todos os compactos com fronteira suave
dada, o conjunto com volume maior é a bola n-dimensional). No caso das desigualdades
de Gagliardo-Nirenberg, o calculo das constantes 6ptimas é ainda um problema aberto,
mas, em casos particulares, foi obtido em [10] através do cédlculo das variagbes. Mais
exatamente, foi encontrada uma forma precisa para estas desigualdades no caso em que

os parametros verifiquem as relacoes
ps—1)=r(p—1),

p(r=1) =s(p—1),

sendo no primeiro caso r,s > p, € no segundo caso r, s < p.

Nesta disertagao, sera considerada uma norma arbitraria em R™ e encontraremos as
desigualdades precisas tanto de Sobolev como de Gagliardo-Nirenberg e os minimizadores
delas. Os resultados a utilizar serao alguns topicos de Transporte de Massa, além de
duas desigualdades importantes: a desigualdade aritmética-geométrica e a desigualdade
de Holder (para fungoes convexas).

A dissertacao esta dividida em cinco capitulos e um apéndice de notacao.

No capitulo 2, enunciamos alguns dos resultados bésicos da Teoria da Medida, Analise
Funcional, Analise Convexa e Transporte de Massa que serao utilizados ao longo de todo
o trabalho.

No capitulo 3, apresentaremos a desigualdade precisa de Sobolev, obtida a través de
propriedades de Transporte de Massa, para normas arbitrarias e os seus minimizadores,
os quais terao uma forma similar aos que se tem para o caso de normas euclidianas;
mostrando também um resultado de isoperimetria, que também é feito para uma norma
arbitraria.

No capitulo 4, mostramos a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg, no caso particular,
encontrado em [10] por métodos diferentes, encontrando também os minimizadores dela.

Sera observado nas demonstragoes que a desigualdade de Sobolev poderia ter sido incluida



como um caso particular de Gagliardo-Nirenberg, sendo separada por ser de interese
independente.

No capitulo 5 observamos que, tendo encontrado uma funcao extremal para a de-
sigualdade de Sobolev, é possivel, a partir dela, obter uma forma geral para todos os

minimizadores desta desigualdade.



Capitulo 2

Preliminares

Neste capitulo serao apresentadas algumas defini¢oes e resultados , assim como exemplos

a serem utilizados ao longo do trabalho. Admitiremos a notacao do Apéndice A.

2.1 Espacos normados finito-dimensionais

Definigao 2.1. Seja E um espago vetorial sobre um corpo K. Uma funcgdao real ||| é

chamada uma norma se tem as sequintes propriedades

1. Se x € E entao ||z|| > 0 e ||z|| =0 se e somente se x = 0;
2. SeAe€ K ex € E, entao || Ax|| = |\ ||z]|;

3. Sex,y € E, entao ||x +y| <|z| + ||y
Um espago vetorial E com uma norma ||-|| € chamado um espago vetorial normado, e
serd denotado por (E, ||-||z), onde |||z € a norma sobre o espago E.
Nota 2.2. Observa-se o sequinte:

1. Um corpo (ou campo) K é um conjunto, munido de duas operagoes, chamadas de
adicao e multiplicacao, que satisfazem certas condi¢oes. No nosso caso, o corpo K

sera R, e o espaco vetorial serd R™.

2. A dimensao de um espacgo vetorial V € o cardinal de uma base qualquer de V. Neste
trabalho so serao considerados espacgos de dimensao finita, i.e., espacos que tem um

numero finito de elementos em alguma base dele.



Definigao 2.3. Seja o espago vetorial normado (E, ||-||z). Denotamos por E* o espago
de todos os funcionais lineares continuos definidos sobre E (i.e., as aplicagoes definidas
sobre E com wvalores reais que sejam lineares e continuos) e definimos uma norma ||-||,

sobre E* como
1N, = sup{|f (z)|;2 € E, ||z||p <1},

entdo, o espago vetorial normado (E*,||-||,) serd denominado o espaco dual de E.

Nota 2.4. E possivel definir ||-||, também como

/]I, = sup{lf (z)];2 € B, [lx]l 5 =1}

Assim, se temos um espaco vetorial V', é possivel obter um outro espaco vetorial V*

a partir dele. Nos dois teoremas a seguir, estabelecemos uma relagao entre V' e V*.

Teorema 2.5. Seja V um espaco vetorial de dimensao n, e {x1,2s,...,x,} uma base
de V, entdo existe uma base {y1,ys,...,yn} determinada de forma univoca en V*, tal
que z;.y; = 0;j, onde 0;; representa os valores 0 (quando i # j) e 1 (quando i = j).

Consequentemente, dimV = dimV™.
Demonstragao. Ver [16] p.34. O

Teorema 2.6. Dois espacos vetorias finito dimensionais V e W tem a mesma dimensao
se e somente se sao isomorfos (i.e., existe uma correspondéncia bijetiva entre Ve W,

que € linear e que € um homeomorfismo)
Demonstracao. Ver [4] p.216. O

Exemplo 2.7. Seja o espago vetorial normado (R, |-||), onde ||| é uma norma ar-
bitrdria. O espago dual dele serd ((R™)"||-]],). Como R"™ tem dimensdo finita, pelo
teorema , o espago dual (R™)* terd dimensao finita, e mais ainda, a dimensao dele
serd n. Assim, se {e1,es,....e,} € a base usual em R™, existird uma base {f*, f, ..., f*}
em (R™)" tal que

fle;j =0

Agora, sey € R" e f € (R™)", tem-se
Y= Z Yi€i,
i—1

bt



f:Za’ifia

onde a;,y; € R. Entdao

Ifl = suppyi<if-y = supjy< (Z “ifi) Y = supjy|<1 (Z “ifi> : (Z Wﬂ‘) ,
i=1 j=1

=1

onde

1£1l, = suppyi<t Y Y aiy;di; = suppyi<1 > aiyi,
=1

i=1 j=1

e se denotarmos a = (a1, ag, ..., a,) €y = (Y1,Y2, .-, Yn), tem-se
If1l. = supyi<1a-y.
Também, do teorema , temos que R™ e (R™)* sdo isomorfos. Como
n
F=> af,
i=1

a correspondéncia f —— a € um homeomorfismo que preserva operagoes. Assim, €

possivel identificar f e a, ambos elementos de R™, e teremos

[ f]l« = supjy<1.f-y.



2.2 A desigualdade Aritmética-Geométrica

Definigao 2.8. Sejam (x1,x2, ..., T,),(A1, A2y ooy An) € R™, tais que x; > 0,\; > 0 para

cada i € I, e
d =1
i=1

Entdo, com a convencao 0° = 1

n n
\s
i=1 i=1

Esta desigualdade € conhecida como a Desigualdade Aritmética-Geométrica. A prova dela

seque-se da concavidade da funcao logaritmo sobre R .

Exemplo 2.9. Seja M € S (R), entdo

trM
—

3=

(detM) < (2.1)

Com efeito, como a matriz M é simétrica, é diagonalizavel, seque-se que o determinante
de M € igual ao determinante de uma matriz diagonal, cujos elementos nao nulos sao os
autovalores da matriz M; e como € nao negativa, os seus autovalores cy, o, ..., C, $G0 NGO
negativos. Ainda,

detM = cicy...cp,
trl =c1+co+ ... + ¢y,

e utilizando a desigualdade aritmética-geométrica, tem-se

%< cit+ce+...+cy

(cre9...0)7 < - )
1.€.
trM
(detM)» < .
n

Exemplo 2.10. Seja M € S (R"), entao
(L) (detM)' ™7 < (L) +tr (M —1), (2.2)
1—7 1—7
com 11—~ < % Se fizermos k = 1—~ e lembrarmos que tr (M — I) = trM—trl = trM—n,
entao a desigualdade serd
1

- (detM)* < <% - n) +tr (M),

7



onde k < % Consideramos primeiro o caso k € (0, %) (o caso k = % ja foi feito no

exemplo anterior). Como nk < 1, se tem

1 1 1 _n
E (d@tM)k = % (ClCQ...Cn)k = E (CTCS...Cﬁll k)
1
< z (key + keg + ... + ke, + (1 —nk) 1)

1 1
:(61+CQ++Cn)—|—E—n:E—|—tT(M—I),

1.e.
1 1
—(detM)* < (= —=n) +tr (M).
k k
Considerando o caso k < 0 e trocando k por —k, entao —k < 0 ou k > 0, e teriamos
1 “k 1
——(detM)™"" < (== —n | +tr (M),
k k
multiplicando ambos membros por —k

det M™* > (14 nk) — ktr (M),

o qual provamos que € vdlido para todo k > 0. Se fizermos ¢; = %, 0 que € possivel se

¢; >0, para todo v € I,,, a ultima desigualdade tem a forma

1 1 1
didy...d) + k| —+ 4.+ ) > 1 +nk.
(dyrdy )+<d1+d2+ -I—dn)_-I—n
(i) Sek > 2+

1 1 1
didg..d) + k[ — 4 4 —

(didy...dn)" + <d1+d2+ +dn)

1nk k
(dldgdn)"
onde foi aplicada a desigualdade aritmética geométrica aos valores {dil, é, e i}

Lembrando que, parap>1ex >0

T+

8|~
\Y
N



obtemos

17nk nk 1 nk n
n _— > n — _—
[(dldg...dn) ] n -2 1+ nk ([(dldg...dn) } 1) o
(dyds...d,,)
1 nk
= nk (dydy...d,)" + ———— +1—nk > 1+nk.
(dldgdn>”

(it) Se k < %, entdo

. 1 1 1
(didy...d,)" + k (dl + 7 + ..+ dn)

& 1
> (dyds...dy)” + <W - (1= ”k))

>2— (1 —nk)=1+nk,

onde foi utilizada a desigualdade aritmética geométrica da sequinte forma

k:<1+1+ +1)+(1 k)1 > L
—_ —_— —_ —nNn
dy  dy dy, ~ (dbdk...dl1t )

1
(dyds...d,)"

Assim, para k € (—oo, %] — {0} tem-se

1 1 1
(dydy...d,)" + k (d_1 ot d—) > (14 nk).

Nota 2.11. O caso k=0 ou A =1 que nao € considerado aqui, aparece nas desigualdades

de Sobolev Logaritmicas (para mais detalhes, ver [17]).



2.3 Medida e Funcoes Mensuraveis

Seja X um conjunto. Denotamos por 2% o conjunto de partes de X.

Definigao 2.12. Uma aplicacio pi : 25 — [0, 4+00] é chamada uma medida sobre X se

satisfaz

2. p(A) <3702 u(Ay) sempre que A C o, Ay
Nota 2.13. Na defini¢ao , it € usualmente chamada de medida exterior, ver [1])].

Exemplo 2.14.

Seja o conjunto X C R. Se A C X € tal que A C |J;2, C;, com C; C R, definimos o

conjunto

i=1 =1

onde diamC; representa o diametro do conjunto C;. Observa-se que este conjunto ¢

limitado inferiormente. Assim, definimos a medida do conjunto A como

inf {idiam@ A C GC@-;C} C ]R} ,
i=1 i=1

onde o infimo € sobre os subconjuntos C;. O conjunto A foi arbitrdrio, entdo a medida
definida anteriormente serd aplicada sobre o conjunto X, e serd chamada a medida de
Lebesgue (sobre X) unidimensional, denotada por £*(A).

No caso de X C R", definimos a medida de Lebesgue n-dimensional como
L= =L o x L

Usaremos a notacio ZL"(E) para a medida de Lebesque de um conjunto qualquer

E CR™
Definigao 2.15. Um conjunto A C X ¢é p-mensurdvel se para cada B C X,

w(B) =p(BNA)+ u(B—A).

10



Nota 2.16. Seja un conjunto A C R"
1. Se u(A) =0, entio A € p-mensurdvel.
2. Se u(A) =0, entao dizemos que A C R"™ tem p-medida nula.
3. Se A € um conjunto aberto em R™, entao A € L"-mensurdvel.

Exemplo 2.17. Os exemplos dados a sequir sao de conjuntos de medida nula, diferentes
do vazio.
1. Seja um elemento a € R, e o conjunto A = {a}. Entao, existem C; C R tais que,

£

para € > 0 arbitrdrio, diamC; < 57, se tem
Z diamC}; < e,
i=1
e, pela definicao de L*
0<Z(A) <e
Assim, L1 (A) =0 e A= {a} é u-mesurdvel.
2. Seja A =Q CR. Como Q € enumerdvel, é possivel escrever ele como {ay, as, as, ...},
1.€.

Q — U;,')ilAia

onde A; = {a;}. Entao
2@ <3 (A)=0

=1
Assim, L1 (Q) =0, entdo Q é L -mensurdvel e tem medida nula.
Definicao 2.18. Temos as sequintes definicoes.
1. Uma medida p sobre X ¢é regular se para cada conjunto A C X, existe um conjunto
p-mensuravel B tal que A C B e pu(A) = u(B).

2. Uma medida j1 sobre R™ é uma medida de Borel quando qualquer conjunto de Borel é
p-mensurdvel (um conjunto B é de Borel se € obtido de uma quantidade enumerdvel

de operagoes de reunido, intersecao ou complemento, de subconjuntos abertos de

R").

11



3. Uma medida p sobre o R™ é Borel reqular se j € Borel e para cada A C R", existe

um congunto de Borel B tal que A C B, u(A) = u(B).

4. Uma medida p sobre R™ € uma medida de Radon se p € Borel reqular e p(K) < oo

para todo conjunto compacto K C R"™.
Exemplo 2.19. Se X = R" temos que £Z" ¢ uma medida de Radon sobre R".

Definicao 2.20. Tem-se

1. Uma medida p sobre X é absolutamente continua com respecto a uma medida v

sobre R™, e serd denotada como p << v se

mmplica

para todo £ C X.

2. Duas medidas p e v sao mutuamente singulares, o que serda denotado por plv, se

existe um subconjunto B C R™ de Borel tal que
u(R" — B) =v(B) = 0.

Teorema 2.21 (Teorema de descomposicao de Lebesgue). Sejam p,v duas medidas de
Radon sobre R™. Entao

V = Vge + Vs,

onde Vg € Vs sado medidas de Radon sobre R™, com v,. << p e vsLu. A medida v,. serd

chamada a parte absolutamente continua e vy a parte singular de v com respecto a .
Demonstracao. Ver [14], p.42. ]

Exemplo 2.22. Seja f : R" — [—00, 00| uma fungao integrdvel com respecto a medida

de Lebesgue (que neste caso serd denotada como dz), e definimos uma medida p sobre

B) = [ fia)is

Entdo, se ™ (E) =0, teremos que u(E) =0, o que implica p << ZL".

R™ como

12



Definicao 2.23. Uma medida i1 sobre X serd uma medida de probabilidade quando
uw(X) =1.

O espago de todas as medidas de probabilidade sobre X serd denotado por P(X).

Exemplo 2.24. Se X =[0,1] x [0,1], entao L*(X) =1, i.e. £? € 2 (X).

Definicao 2.25. Seja X um conjunto e Y um espago topoldgico. Assumimos que ji é
uma medida sobre X. Uma funcao f: X — Y € u-mensurdvel, se para cada conjunto

aberto U C Y, tem-se que f~Y(U) é u-mensurdvel.

Exemplo 2.26. Seja a medida de Lesbesque sobre R™, e a funcao f : R™ — R definida por
1

f(z) = e =1=F para valores de x tais que |x| < 1, e f(x) =0 para |z| > 1. Esta func¢do é

continua e, se A C R é um conjunto aberto, entio f~(A) € também um conjunto aberto,

e pela terceira parte do exemplo (2.17)), é L™ -mensurdvel. Assim, f é L"-mensurdvel.
) )

13



2.4 Analise Convexa

Definicao 2.27. Um conjunto X ¢é convexo se, dados x,y € X, tem-se que todos o0s
pontos da forma

ax + By

para o + 3 =1, estao em X, onde o e 3 sao numeros reais nao negativos. Observa-se
também que tem que estar definida a operacdo + e o produto de um elemento de x com

um numero real. Se X = R", todas estas condicoes sao satisfeitas.
Nota 2.28. Observamos o sequinte

1. Se X € convexo, entio int(X) e X sdo também convezos.

2. Sea € X ebe X, entdo todos os pontos da forma

aa + (b,

onde o e 3 sao reais nao negativos e a + 3 = 1, estao em X salvo possivelmente

pelo ponto b.

Definigao 2.29. Uma fung¢do convexa propria ¢ € uma fun¢io ¢ : R™ — RU{oo} , ndo

1denticamente 400, tal que

e+ (1—-t)y) <to(x)+(1-1)py),

para quaisquer T,y € R™ et € [0,1]. Definimos também Dom (p) como o conjunto
convezro de pontos onde ¢ € finito. Este conjunto pode ser aberto, fechado, ou nenhum

deles.

Nota 2.30. Observa-se o sequinte

1. Para os pontos x onde uma fungao convexa ¢ é diferencidvel, se tem a relacdao

p(2) 2@ (2)+Vo(r). (2 - 1), (2:3)

2. Seja uma fungao ¢ convera e diferencidvel em Q. Se existe uma sequencia (xy)g>1
tal que xy converge a x, e V(xy) converge a y, entio y = Vo(x).

De fato, sabemos que

v (2) Z ¢ (xn) + Vo (zr) - (2 — 2x),
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e como f € continua e x; converge a x, entdo
2 (2) > ¢ (2) + (limpoeVip (21). (= — 7).
Mas, como ¢ € diferencidvel, o unico vetor no R" que verifica ¢ Vp(x), entao
limg—oo V(1) = V().

. O gradiente de ¢ € localmente limitado, i.e., se B € um subconjunto de R™ tal que é
limitado, entio Vo(B) € limitado.
Seja x € B e s =V(z) tal que

p(2) 2 p(@) +5.(2-1).

Fazendo z = x + ﬁ, temos

pla+ Hj—,,) — o(z) > |5

e como uma func¢ao convera € lipschitz sobre os compactos do interior de 2 ([19],
p.174), e x + ﬁ e x pertencem ao conjunto B + B(0,1), entdo, temos que existe
L > 0 tal que
sl < L,
1.€.
IVe(z)|| < L.

. Seja ¢ uma fungao convexa. Se ¢ € diferenciavel em (), entao Vy € continua em €.
Vamos supor que existe g > 0 e uma sequencia xy, tal que xj converge a um valor
z e |p(xy) —@(x)| > € para k = 1,2,.... Como o conjunto {xy} € um conjunto
limitado, entao {V(xy)} também € limitado, o que implica que existe uma subse-

quencia Vo(zy,) tal que converge a um valor y em R. Mas, se isso ¢ vdlido, entdo

y = V(zx), o qual é uma contradi¢do, dado que a desigualdade

o(zx) — ¢(z)] = €,

¢ valida para todo k € N.
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Nota 2.31. Lembremos que uma funcao f : A — R™, onde A C R™ € localmente

lipschitziana, se para cada compacto K C A, existe uma constante Cx > 0 tal que

[f () = f ()] < Ck |z —yl,

para todo x,y € K. Observa-se que, se temos uma sequencia (fm)m>1 de funcgoes lo-
calmente lipschitzianas tal que essa sequencia converge a uma funcao f, esta funcao f

também € localmente lipschitziana. De fato, seja (fm)m>1 tal que

|fm () — fn(y)] < Llz — 9],

onde L > 0 € uma constante, entao

[f(@) = fW)] < [f(@) = fn (@) + | fn (@) = S )]+ [ (y) = FW)] < [fim(2) = frn()]-

Assim
|f(z) = fy)| < Llz —yl,

i.e., f € localmente Lipschitz se f,, € localmente Lipschitz.

Se temos uma fungao localmente lipschitziana, ela nao necessariamente é diferencidvel.
O sequinte teorema prova que o conjunto sobre o qual essa fun¢ao nao é diferencidvel,
na verdade tem medida nula. A relagao de estas funcoes com as funcoes convexas € que

uma fungao convexa f € localmente lipschitziana nos pontos interiores do seu dominio.

Teorema 2.32 (Rademacher). Seja f : R — R™ uma fungdo localmente Lipschitziana.
Entao f diferencidvel quase sempre em R™, i.e., para quase todo ponto x € R,

o f®) = @) = Df )z ~ )

y—e |z =yl

=0
onde Df(x) € a aplicagdo linear chamada a diferencial de f em x.
Demonstragao. Veja [14], Teorema 2, p.81. ]

Nota 2.33. Uma fungao convexa f € localmente lipschitziana nos puntos interiores do

seu dominio, entao, nesse conjunto, a funcao f € diferencidvel quase sempre em R™.
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Exemplo 2.34. A fungao ||-|| € conveza, entao diferencidvel quase sempre em R™. Se

x € R — {0} € um ponto de diferenciabilidade, o gradiente de ||-|| em x € o unico vetor
a* =V (|l-l]) (x) tal que
v.a® = |z, (2.4)

J2*]l, = 1. (2.5)

Para provar [2.4)), seja wum caminho X : (1—€,1+¢€) — R" , onde € € (0,1) definido
como

A(t) = tx.

Observa-se que \ € diferencidvel em (1 —¢e,1+4¢€) e que A (1) = x. Entdo u= fo ), onde

f=||| € diferencidvel em 1, e se denotarmos x = (x1, g, ..., x,)
: ~ Of .
(1):;3% T, =1x"x
Também, como u (t) = |[tx| =t ||x||, tem-se
w () = |l

Em particular, para t =1 tem-se

Assim

Para provar , como x* € (R™)", tem-se

|z*[], = supjy<12™.y,

entao

"]l = 2%y

para todo y € R™ com ||y|| < 1. Como z nao € nulo, € possivel considerar y como Hi_ll’ )

que implica
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e de tem-se

[l = 1.

Agora, como f € convexa e x € Domf, entdo

f) —f(x) > (y—x),

e temos
fl) = fla) o (y—)
ly—=zl  — fy—=| °
f) = f) <|f )= f@ <yl ==l < lly — =,
entao

fly) = f@)

e — Y

ly — |l
o que tmplica
ry-n)
ly — ||

Como y € arbitrario, € possivel trocar (y — ) por v € R™ — {0}, e teria-se

*

r*v <1

o]
e se denotarmos w = ﬁ, entao

zraw <1
para todo w € R™ e ||lw|| =1, o que implica

"], < 1.
Assim

L< =%, <1,

1.€.

"], = 1.

Nota 2.35. No ezemplo (2.34)), se a norma |-|| fosse a norma euclidiana, a qual deno-

taremos por ||, teria-se

=V @) = (D e ) =

I N o VA
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1.€.

o
|z
entao
rat = = z*|z] = 2],
|z
e também
1ol = | 2| = l=ll, _ supwsiz-y - J=| _
El| —d |z |z

onde foi utilizada a desiqualdade de Cauchy-Schwartz. Também

X
|z*||, = suppy<1z™y > 2*.— =1,

|z
entao

"], = 1.

A sequir, definimos a funcao conjugada de uma func¢ao convexa, a qual nos ajudard

a obter uma desigualdade similar a desigualdade de Young.

Definigao 2.36. Seja ¢ : R" — R U {00} uma func¢ao convexa. Definimos a fun¢ao
conjugada de ¢ como

©" (y) = supzern {T.y — @ ()} .

Da defini¢ao, tem-se como consequencia que
zy <o (x)+¢" (y)
para todo x,y € R™.

Nota 2.37. A funcdo p* € também chamada a Transformada de Legendre-Fenchel de o

e tem a propriedade de ser também convexa.

Exemplo 2.38. Seja uma fungio ¢ : R — R definida como ¢ (x) =

entao a sua func¢ao conjugada serd

onde g > 1 e % + é = 1 (neste caso, a norma |-| € a norma euclidiana). Com efeito,

sejam x,y € R. Aplicando a desigualdade de Young a |x| e |y| se terd

P q
2]y < 12 1
p q
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Como x.y < |z||yl,

P q
x
oyl bl
p q
T wl* 4 - ;
o que implica, para cada y fizo, que .~ ¢ uma cota superior do conjunto

p
{x.y—|x—,x€R}.
D

Agora, suponhamos que existe uma expressao C (y) tal que

$p
w.y—ué()(y)-
p

Afirmamos que para cada y fizo, % < C(y), dado que, se existisse yo tal que

q
C(yo) < |y0‘
entdo, ao escolher xy € R tal que |xo| = |y0|ﬁ, teria-se que
P B .
xo L yO p-l _P_ 1 yO
aupol — 22— 5 ] — 2L e (12 2 - Dl
p p q

o que tmplica

|9€0|p
C (yo) < |zoyo| — p

0 que € uma contradi¢ao, entao

[yl
=——<Cl(y
. ()
para cada y € R i.e., % € a menor cota superior do conjunto
P
{x.y— ﬂ,x € R}.
p
Assim
. Jyl*
" (y) = =—.
q

Exemplo 2.39. Se A >0 e p,q > 1 sao tais que % + % =1, entao, para z,y € R"

AP A
vy < — [l2llS + —llyl” (2.6)
p q

Com efeito, seja uma fungao convera ¢ : R — R|J{oo}. Utilizando [11], proposicao

(4.2), p.19., tem-se, para u,v € R"

¢" (Ivll.) = supuers {wv — o (|ul))},
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entao

wv < @ ([Jull) + ¢ ([oll.)

Agora, fazendo u = %y ev=Ax, com >0, tem-se

AP A
zy < — [lz|7 + —llylI*-
p q
Esta desigualdade é chamada ”Desigualdade de Young para fungoes convezras conjugadas”.

Para o caso de igualdade definimos a funcao f : (0,00) — [0,00) como

A A
FO) = —ll=[lZ + —|ly[|* = z.y.
p q

Derwando esta fungao temos que

/

PRV |1 (7]

entdo, o valor critico de f serd

Nyl = ]l I2 (2.7)
e como neste caso
AP A
vy = — llzli + —llyll*
p q
ou
fA) =0,

entao o valor de A\ que verifica serd o valor minimo de f.

Do teorema de Rademacher, sabemos que toda func¢ao convexa € diferencidvel quase
sempre em R™. Mas € possivel obter um resultado sobre a existéncia de uma sequnda

derivada de uma fungdo conveza.

Teorema 2.40 (Alexandrov). Seja ¢ : R — R uma fung¢ao convexa. Entdo ¢ tem uma

sequnda derivada quase sempre em R™. Mais precisamente, para quase todo ponto x € R"

i lely) = el@) = Dol —y) — 5(y — )" D3p(x)(y — )|

=0
y—z ‘x —y‘Q

onde D% é uma matriz simétrica definida nao negativa.
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Demonstragao. Ver [14], teorema 1, p.242. ]

O lema apresentado a sequir serd utilizado neste trabalho como uma versao mais fraca
da integracao por partes, dado que teremos uma desigualdade e nao uma igualdade, e além

disso, uma das funcoes nao precisa ter reqularidade.

Lema 2.41. Seja ¢ uma funcao convexa sobre R™ com dominio ). Entao, para cada

funcao suave f nao negativa com suporte compacto em €2, temos que

[1aup < [vrve

onde Aap € o trago de D%¢p.

Demonstracao. Ver [§], p.268. ]
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2.5 Distribuicoes

Definicao 2.42. Seja uma funcao f: R™ — R, definimos o conjunto

{r eR": f(z) #0}.

Este conjunto serd denominado o suporte da funcao f, e se for compacto, dizemos que f
tem suporte compacto. Denotaremos o suporte de f como supp(f). Se a fun¢ao f tem

derivadas de todas as ordens e suporte compacto, diremos que pertence ao espago C°.
Nota 2.43. As fungoes no espago C serao também denominadas fungoes teste.

Definicao 2.44. Uma sequéncia (¢;) emCX converge a ¢ em C° se (¢;) C C (K) para

algim compacto K C R" e 0%¢p; — 0“¢ uniformemente para todo o.

Definicao 2.45. Seja uma aplicagao linear T': C° — R. Diremos que T € continua em
C se T|C (K) € continua para cada compacto K C R", i.e., To; — T'¢ se p; — ¢ em
C>®(K) e K € compacto.

Definicao 2.46. Uma distribuicao sobre R™ € um funcional linear continuo sobre C2°.
O espaco das distribuicoes sobre R™ serd denotado como D'. Duas funcées definem uma

mesma distribuicao quando sao iguais quase sempre em R™.
Nota 2.47. A distribuicao T aplicada a funcao ¢ serd denotada como < T, ¢ >.

Exemplo 2.48. Temos
1. Cada funcgao f sobre R™ tal que fK |f| < oo para cada compacto K C R™ define uma
distribui¢io. Mais precisamente, o funcional ¢ — [ f¢, com ¢ € C, define uma
distribuicao.
2. Cada medida de Radon p sobre R™ define uma distribuicao, a qual é ¢ — fK od .

3. A delta de Dirac (ou massa pontual na origem), denotada por &y, € definida como

< 50a ¢ >= ¢(O)
onde ¢ € uma funcgao teste.

Definicao 2.49. Definimos a deriwvada 0“T de uma distribuicio T como
< 0T, ¢ >= (-1 < T,0% >
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Exemplo 2.50. Se u € D', entdo, para quaisquer k,j € N
0j8ku = &ﬁju
Com efeito, da definicao tem-se

< 0;0ku, ¢ >=< 0; (Opu) , ¢ >= (—1) < dju, Opp >=< u, 0;0x¢ >

< 0R0ju, ¢ >=< 0 (Oju) , ¢ >= (—1) < Oyu, 0;¢ >=< u, 0x0;¢ > .

Como ¢ € CF, entao 0;0,¢ = 0r0;¢ donde
0j8ku = 8k8]u

Exemplo 2.51. Seja ¢ : R" — R uma funcdo convera. A Hessiana distribucional de ¢

esta definida como
< D%,go,gzﬁ >= / ¢D2g0
Q

para todo ¢ € C(), onde Q = Int(Domy) e D*p representa uma medida de Radon
(ver [14)], p.240). Se considerarmos uma distribuicdo T' ndo negativa como T'(p) > 0 para
todo ¢ € C* tal que ¢ > 0, entao, a Hessiana distribucional de uma fungao convexa é
uma distribuicao nao negativa com valores matriciais, e isto implica que esta distribuicao
¢ uma medida de Radon nao negativa com valores matriciais (ver [17], teorema 6.22,
p.159). Assim, do teorema , tem-se que esta medida pode se descompor em uma
soma de uma parte absolutamente continua e outra singular. A parte absolutamente
continua € a que aparece como a sequnda derivada de uma funcao conveza, sendo D%p =
[D%dac uma fun¢ao mensurdvel com valores matriciais, localmente integravel, simétrica

e nao negativa, no sentido das matrizes (ver [22], p.58).
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2.6 Espacos L”

Definicao 2.52. Seja f uma funcao mensurdvel sobre R", 0 < p < oo e

= [ [ e

no qual € possivel ||f|, = oo. Entao, definimos LP como o espago de todas as fungoes
mensurdveis tais que || f[|, < oo. No caso p > 1, ||f||, € uma norma. Assim, na maior

parte do trabalho serd considerado p > 1 (0 caso 0 < p < 1 aparecerd somente no Teorema

11).

Nota 2.53. Temos

1. Se considerarmos as funcoes mensurdveis f : R® — B, onde B é um espaco de

Banach(espagos vetoriais normados, onde toda sequencia de Cauchy é convergente),

= [ [ @]

¢ finita, entdo dizemos que f € LP(R" X). Se, em , X € LP(R™,(R")") e
Y € LY(R™,R"), entdo

AP A
/Xys—iﬂwm+—/MW-
P q

, teremos

[xr<(f uxuz)’l’ (/ HYH‘]);, (2.8

que é chamada a Desigualdade de Holder.

tal que

(JIxpz) 7

Agora, se A =
(fIv1)

’d\'—‘ Q=

2. Seja K C R™ compacto e f : R — R uma fungiao mensurdvel tal que [, |f] < oo,

entdo dizemos que f € L} . ou que f € localmente integrdvel.

locr

3. Se felL

s €ntao f pode ser considerada uma distribuigao.

4. Uma consequencia da desigualdade de Holder é a sequinte: se f € LP N L1, com

1<p<qg<oo, entio f € L", para todo p < r < q (wver [5], p.57).
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Lema 2.54 (Lema de Fatou). Sejam fi, : X — [0, 00] fung¢oes mensurdveis (k= 1,...).

Entao
/lilgn inf f, de < lilgn inf/fk dz.
Demonstracao. Ver [14], Teorema 1, p.19. ]

Teorema 2.55 (Convergéncia Dominada de Lebesgue). Sejam g : X — R uma func¢do
integravel e f, fr : X — R fun¢des mensurdveis (k=1,2,...). Se |fxl < g e fr — f

quase sempre em R™ quando k — oco,entao

]}Lrgo/fkdx:/fda:.

Demonstragao. Ver [14], Teorema 3, p.20. ]

Nota 2.56. Temos as sequintes observagoes

1. Se temos uma sequencia (fy)n>1 em LP, com p > 1 tal que f, converge a uma fungdo
fem LP, entdo existe uma subsequencia (fn, k=1 de fu tal que f2 converge a f? em
L'. De fato, como f, converge a f em LP, existe uma subsequencia (f,,) de (fy)
tal que f,, converge a f quase sempre em R". Lembrando que a funcio x — xP
¢ continua para p > 1, temos que fﬁk converge a fP quase sempre em R"™, e como

|fu P < |fIP, entao, de teorema m) tem-se que f£ converge a f* em L.

2. Se temos uma sequencia (fy)n>1 que converge a f , onde f, e f sao nao negativas,
em L', entdo fn% converge a f% em LY. De fato, sabemos que, se a,b > 0, entao
la —b" < |aP — bP| para p > 1. Entdio, se a = f,(z) e b = f(x), tem-se que, para
qg>1

1@ = Fr@pds < [ 1,60 - @) s
1.€.

1 — Foll < 1 — £,

Teorema 2.57. Sejam (u,) e (v,) duas sequencias em LP e L7 respectivamente, com

;ﬁ—l—% = 1. Se u, converge (forte) a u e v, converge fraco a v, entio (u,v,) converge

(forte) a (uv) em L.

Demonstracao. Veja [20], p.56. ]
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Nota 2.58. Se uma sequencia u, converge (forte) a uw em LP, para p > 1, entdo existe
uma subsequencia u,, de u, tal que u,, converge a u quase sempre. Uma prova de este

resultado é através da convergencia em medida de u,. Para mais detalhes, ver [§l], p. 79

e p.207.
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2.7 Regularizacao e Aproximacao
Definicao 2.59. Uma sequencia de fungoes (pk)k21 ¢ dita reqularizante, quando

2. supp(px)CB1(0).

Exemplo 2.60. Seja uma fungao p : R® — R de classe C*°, definida por

1
exp(=n—) selz| <1,
pla) = o
0 se x| > 1.

Observa-se que p € uma fungdo ndao negativa com supp(p) compacto, e supp(p) C By(0),

e [ p>0. Assim, se considerarmos
pr (v) = CK"p (kx)
~1 . . : .
com C = (f p) , entao, (pk)k21 € uma sequencia reqularizante.

Teorema 2.61. Sejam f € L' e g € LP, onde 1 < p < oo. Entao, para quase todo

x € R", a funcao y — f(x —y)g(y) € integravel sobre R™. Definimos
(f *9) / [z — y) dy,
entao fxg € LP.
Demonstracao. Ver [5], p.67. O]

Teorema 2.62. Seja f € LP, com 1 < p < oo0. Entao py * f converge a f em LP, onde

(pr) € uma sequencia regularizante.
Demonstragao. Ver [5], p.71. ]

Corolario 2.63. Seja Q2 C R™ um conjunto aberto. Entao C°(QQ) € denso em LP(S),

para 1 < p < o0.
Demonstracao. Ver [5], p.71. O

Nota 2.64. Serdo utilizadas no trabalho também as chamadas funcoes de corte, 1i.e.,

fungées & € C*°, com 0 < & <1 tais que £ (x) =1 para |z| < L e & (x) =0 para |z| > 1.
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2.8 Espacos de Sobolev

1

e € @ derivada

Definicao 2.65. Assumimos f € L} ei € I,. Dizemos que g; € L

loc

parcial fraca de f com respecto a x; em R™ se

/fgidx: —/giqﬁdx

para todo ¢ € CZ°.

Nota 2.66. Escrevemos a—f =g, parat € I, e Vf = (af o ﬁ) sempre que as

ox Az’ Bz’ """ Ozn

; of of Of ni
derivadas fracas Dot Dagr 0 B CTISLAM.

Definigao 2.67. Seja 1 < p < co. A funcgdo f pertence ao espaco de Sobolev WP se

af

B existem e pertencem a LP para i € I,.

f € LP e as deriwadas parciais fracas

Nota 2.68. Se f € W'P, definimos
1
£y = ( [+ 1917 a0)

[f1ly 0 = €ss sup ([ + [V f])

para 1 < p < oo, e

onde ess sup significa o supremo essencial de um conjunto ou o supremo desse conjunto,

a menos de um subconjunto dele de medida nula.

Definigao 2.69. Dizemos que fi. converge a f em WP quando

1fx = flli,
converge a zero.
Teorema 2.70. Seja Qg CC R" e u € WP, Entdo, py, * u converge a u em WP (Q).
Demonstragao. Ver [20], p.101. ]
Teorema 2.71. O espaco C° (R™) é denso em WP (R™).

Demonstragao. Ver [20] p.105. O
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Teorema 2.72 (Rellich-Kondrashov). Seja 2 C R™ um aberto limitado e a fronteira de

Q de classe C*. Se 1 < p < n, entdo
Wwhr(Q) cc L"(Q)
para cada 1 <r < p*=np/(n—p).
Demonstragao. Ver [13], p.272. ]

Nota 2.73. Seja (fi) uma sequencia em WP (Q) tal que converge fraco a uma fungao

f. Entao, do teorema anterior, existe uma subsequencia (f,) de fi que converge a f em

L' (Q).

2.8.1 As desigualdades de Sobolev e Gagliardo-Nirenberg

Definigao 2.74. Se 1 < p <n, com n > 2 definimos a conjugada de Sobolev de p como

x np
p —=
n—p
Observa-se que
111
N A

donde p* > p.

Teorema 2.75. Assumimos 1 < p <n onden > 2. Entdo existe uma constante C > 0,

dependendo de n e p tal que

lul,. < C[ul, (29)
para todo u € WP,
Demonstragao. Ver [13], p.263. ]

Nota 2.76. Temos

1. Como foi mencionado na introducao, tem-se que para p=1, € equivalente a

desigualdade 1soperimétrica
L (Q) < 2" (B,(0))

ou

n—1

(2" ()T < 2" (Fre),
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onde 2 C R™ € qualquer compacto com fronteira suave, Fr{) representa a fronteira

de Q, e

3=

_(reg)
Co= B

onde I' representa d funcdo gamma. Ao ter a equivaléncia com a desigualdade de
Sobolev, a constante C,, resulta ser optima, i.e., € a menor constante possivel nesta

desigualdade.

2. Se 1l <p<n, tem-se que a constante optima em serd

e o= (22 (552 (ot

3. As fungoes h, : R" — R definidas por

Q=
S|=

p—n
P

hy(w) = (a +blz —y[*)

com a,b> 0, y € R" sdo as fungoes extremais de para 1 < p <n.

Existem resultados similares nos casos p =n e p > n, assim como para as derivadas
de ordem superior, mais detalhes podem ser encontrados, por exemplo, em [21]. No caso

das constantes optimas e funcgoes extremais, ver [1], p. 39-43.
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2.9 Transporte de Massa

Antes de dar as definicoes e resultados referentes ao problema do transporte de massa,
serd dada a formulagao dele a través de um problema prdtico.

Assumimos que temos um pilha de areia, e um recipiente no qual deverd ser colocada
toda ela. A pilha e o recipiente terao o mesmo volume, e consideramos a massa da pilha
wgual a 1. Modelamos ambos, a pilha e o recipiente, com duas medidas de probabilidade
e v, definidas sobre os espagos de medida X e Y, respectivamente. Se A e B sao
subconjuntos mensurdveis de X e Y, entdo pu(A) € a medida da quantidade de areia
existente em A, e v(B) a quantidade de areia que foi colocada em B.

Como mover a areia precisa de algum esfor¢o, modelamos isto através de uma fung¢ao
de custo ¢ definida sobre X X Y .Informalmente, c(z,y) diz quanto serd o custo de trans-
portar uma unidade de massa do lugar x ao lugar y. Assumimos que ¢ € mensurdvel e
nao negativa. Em principio, € possivel que c(x,y) = 0o, entdo ¢ deverd ser considerada
uma aplicacao de X xY a RU {oo}.

Agora, procuramos transportar a areia de um lugar para outro a um custo minimo.
Assim, modelamos este transporte como uma medida de probabilidade w sobre o espaco
X x Y. Informalmente, dn(x,y) mede a quantidade de massa transferida de v ay. Em
principio, € possivel que alguma massa localizada no ponto x seja colocada em diferentes
destinos y. Para que m € P(X xY) faca sentido, é necessdrio que a massa total que sai
de z seja igual a massa total que pode ser extraida de z, i.e., a du(x), e que a massa total
transferida a y coincida com a massa total que pode ser colocada em y. i.e., com dv(y),

ou

| o) = duto)

[ (o) = ivte)
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Entao, para todos os subconjuntos mensurdveis A de X e B de'Y tem-se
T(AxY)=pu(A) e (X xB)=v(B) (2.10)

As medidas de probabilidade m que satisfazem , diz-se que tem marginais 4 e v, e
serdao as que realizam o transporte procurado. O conjunto destas medidas de probabilidade
com marginais p e v serd denotada por 1(u,v).

Assim, o problema a ser resolvido serd

manl || :/X YC(I,Z/)dW(37>3/>

onde

m e M(p,v)

conhecido como o problema de transporte optimo de Kantorovich. Entao, neste problema
¢ procurada uma medida de probabilidade 7 tal que o transporte de A a B seja feito a um
custo minimo.

Uma expressio equivalente a (2.10)), com ¢ € LY () e ¢ € L*(v) (L*(n) representa o

espaco de fungoes mensurdveis que sao integrdaveis com respecto a medida p) serd

/X lpla) + v)dn(o,y) = /X o(x)dp(a) + / (y)du(y) (2.11)

Se considerarmos o caso particular no qual a cada x corresponde uma unica y, defin-

imos uma aplicagio T : X — 'Y tal que T(z) =y, entdo

dr(z,y) = drr(z,y) = du(z)dly = T(2)],
e se ( € uma funcao nao negativa mensurdvel sobre X XY, tem-se

| sy = [ ¢ T@)dua), (212

XxY X

Em particular, o custo total do transporte associado é
Irr) = | e T(@)du(o)
X

Para que mp € M(u,v), mr deve verificar . Mas, de , com ((z,y) = ¢(x) +
W(y), tem-se

/X (@) + 9 o T(@)|du(z) = /X () dp() + / $)dv(y),
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entao
/ (W o T)dp = / v, (2.13)
X Y

onde 1 € L'(v). Se B C Y (mensurdvel) e ) = 15, tem-se

150 T)(W)du(y) = | 1s(y)dv
L, @e D) = [ 1awiy

B

€ como

/X 1p(T(2))dpa() = / L1y (@)dp(x) = p(T~'(B)),

X

entao

(T (B)) = v(B). (2.14)

Quando T wverifica (2.13) ou (2.14)), dizemos que T transporta p sobre v. Neste caso, é

possivel formular uma versao particular de problema de Kantorovich, conhecido como o
problema de transporte optimo de Monge
MinI|T] = / c(x, T(z))du(x)
X

O minimo € sobre todas as aplicagoes mensurdveis T que transportam j sobre v.

Exemplo 2.77. Assumimos que v € uma massa de Dirac, i.e., v = &y. FEntdo toda
a massa de X serd transportada ao ponto 0, e teremos que existe um unico elemento
7o € (u, v) tal que

Imo] = minzenum (7] = / c(x,0)du(z).

X
Definicao 2.78. Sejam (X, ) e (Y,v) dois espagos de probabilidade, e seja ¢ uma fungdo
mensurdvel nao negativa sobre X x Y. O problema de transporte de massa consiste em

minimizar o funcional linear

[ — C(l’,y)dﬂ'(l‘,y)
X XY

sobre o conjunto nao vazio e convero Il(u,v), definido como o conjunto de todas as
medidas de probabilidade sobre X XY com marginais p sobre X e v sobre Y. Mais

explicitamente: m € TI(u,v) se e somente se m € uma medida nao negativa, satisfazendo
7(AXY) = ()
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7(X x B) = v(B)

para todos os subconjuntos mensurdveis A de X e B de'Y. Se a cada x € X corresponde
uma unica y € Y, entdo definimos uma aplicagao mensurdvel T : X — Y, e teremos

um caso particular do problema de transporte, que serd minimizar o funcional I

IIWT]==t[;CK$77T1ﬂ)du($)

JwoTiau= [ var

1. Dando mais condicoes aos espacos X e Y, podemos restringir o espago ao qual per-

com a condi¢ao

Nota 2.79. Temos

tence 1. Por exemplo, se X eY sao espagos métricos completos separdveis (espagos
de Polish), entao é suficiente que ¢ € Cy(Y'), e se além disso, X e Y sao localmente
compactos, entao € suficiente que ¥ € Co(Y) (ver [29), p. 18).

2. Se assumimos que | e v sad duas medidas de probabilidade sobre R™, absolutamente

continuas com respecto a medida de Lebesque, 1.e.

u(4) = [ j(ayte

v(4) = [ gty
A
e se T :R" — R"™ é um difeomorfismo de classe C*, entao, fazendo uma mudanca

de varidveis em , tem-se
fx) = g(T(x)) |det VT (x)| (2.15)

A existéncia e unicidade da aplicagdo m € I(u,v) dependem das condigoes sobre i e
v, e também sobre c(x,y). Mas, € possivel dar uma formulagao alternativa de um teorema

de existencia e unicidade, impondo mais condi¢oes sobre as medidas p e v.

Teorema 2.80 (Resultado Principal). Sejam p e v duas medidas de probabilidade tais
que 1 € absolutamente continua com respecto a medida de Lebesque. Entao existe uma
unica aplicacao mensurdvel T tal que transporta p sobre v. Mais ainda, T = VYV, para

alguma fungao convexa p.
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No nosso caso, serao considerados X =Y = R". Se ¢ nao fosse reqular, tendo que
¢ convexa e as duas medidas de probabilidade absolutamente continuas com respecto a
medida de Lebesgue, entdo ¢ ainda verifica , para quase todo ponto x € R™ (ver
[22], p.133)

Conhecendo a existéncia e unicidade do aplicagao T', damos informacao da requlari-
dade dela. Para isso, consideramos as funcdes no espaco de Holder C*7i.e., as funcoes
de classe C* limitadas tais que a norma

[ullgry = Z ||Dau||c(Rn) + Z [D%u] o (mn)
|| <K || =k
¢ finitd, onde

[ulloqgny 7= suprern [u(@)],

ju(z) — U(y)l}

[u]co,v(Rn) = supwiyeRn { ’x — y’,y

com A > 0. Assim, temos

Teorema 2.81. Sejam f, g duas fungdes integrdveis tais que p = [ f ev = [ g sao duas
medidas sobre R™. Se f,g € C%, sdo duas funcoes positivas e limitadas sobre R", entao

p e C¥,
Demonstragao. Ver [6]. O

Tanto detalhes das defini¢oes e observacoes, assim como o teorema principal e a prova

dele podem ser encontradas em [27].
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Capitulo 3

Desigualdades precisas de Sobolev

Considerando os resultados de Transporte de Massa e as desigualdades aritmética-geométrica
e de Holder, assim como o resultado principal, mostraremos que € possivel obter uma de-
sigualdade precisa de Sobolev, no caso 1 < p < n.

Para 1l <p <n comn > 2, definimos a fungao h, da sequinte forma

L sep>1

h, () == (owtlizl®) P (3.1)
15() —1
Comign it SEP =L
(Zm(B) 7

com o, > 0 é determinada pela condigdao

17

=1 (3.2)

e B denota a bola unitdria no (R™, ||-||). Esta fung¢ao serd extremal para a desigualdade
de Sobolev, outra andloga serd dada posteriormente no caso de Gagliardo-Nirenberg. No
caso euclidiano, isto foi obtido em [1].

Além disso, serd considerada também a norma dual de Vu, i.e.

vl = ([ 19z (33)
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Teorema 3.1. Sejap € (1,n), n>2eq=p/(p—1). Se f € WP (R") e g € LP" (R")
sao duas fungoes com || f| ;- = ||g]| 0=, entdo

1_,

(Sl lg (»)

com a tgualdade no caso f = g = h,.

< pn-1)

y)% ~ n(n—p)

IVl (3.4)

Nota 3.2. Se sequem algumas observagﬁes

1. Como g € LP N L¥", entdo g € L = . dado que p < P(” 1) < p*.
2. O caso p =1, para normas arbitrarias, pode ser encontrado em [18], p.126.

3. A propriedade fundamental de hy, a ser utilizada € que, para quase todo ponto z, existe

uma igualdade na desigualdade de Holder, quando X = —Vh,(z), Y = hy' (z)z e
1
A= <p 1) De fato

1 n—p [ \
—-X=V — = — | x
((Up + II:v\Iq)’Lf) (p - 1) <(% + ||~”U||q)">

P 1 B
Y = hpq (x)x = < nP) T = ‘ n(p—1)
1 q\ ==
(op + [l]*) (op + [l]) 7

Entao, multiplicando ambas expressoes e utilizando temos

N q
oy (1)
p—1) oy + 12l

1
s — q
Também, como \ = <%) , tem-se

ﬂp(p*:}(n—p) |||

D p\p—1) (o, + [|z]|")"
& |7 = 1 (n —p) ]|
q g \p—1) (o, +[z]|")"

)\ p n—p ||x||q
Xp—i——Yq - =X.Y 3.5

o que 1mplica

Como

AP Py
— X" = Iqu,
p
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e - (u) X

p—1

I

[ =

e integrando , tem-se que

[y = [ ixene v

—/Vhp(w)(hp (z)z)dr = |[Vhy], (/Ilwllqhﬁ*(x)dw)é- (3.6)

3=
Q=

)

ou

Demonstracao. A prova é feita em 4 etapas.

1. Se f € W' entao V |f| = £V f. Assim

A1, = 111

IV, = IV AL,

e como C® é denso em W'P na prova do teorema, s6 consideramos fungdes nao

negativas f,g € C¢°, e normalizando as normas de f e g tem-se ||f| . = [|g]|,. = 1.

Também, consideramos as medidas p e v sobre R" definidas como

onde FF = fP" ¢ G = g*". Observa-se que i e v sdo duas medidas de probabilidade
sobre R"™, sendo ambas absolutamente continuas com respecto a medida de Lebesgue.
Assim, é possivel aplicar o resultado principal e obter uma tnica aplicagao Vi que

transporta p sobre v, onde ¢ é uma fungao convexa.

1 1 1
/ Gt < / Flt A (3.7)

2. Provamos que
n
onde Ay = Tr (D%p), sendo D% a derivada segunda no teorema ([2.40)).

De fato, como ¢, é convexa e as medidas p e v sao absolutamente continuas com

respecto a medida de Lebesgue, entao se verifica, para quase todo z € R”
F(z) = G(p(x))det Dy p()
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o que implica

G(Vip(x)) ™ = (F(x)) 7 (det Dyp(x)) ™. (3.8)

Sabemos que D%y é uma matriz simétrica definida nao negativa sobre R™. Assim,

os seus autovalores Ay, ..., A, sa0 nao negativos e também
detD%p(x) = A\1... M,

trD%o(z) = Ay + ... + A,

Entao, da desigualdade aritmética geométrica

(det Dol < TPAED) _ Baple)
e, em (3.8))
G(Vgo(x))—% < (F(x)) 1AA:§<95)

Multiplicando por F'(z) e integrando com respecto a medida de Lebesgue, tem-se

/ G(V(z)) *F(z)dz < / (F(2)) * Anpla).

Como R™ é um espago de Polish (espago métrico completo separdvel) localmente

compacto, em 1} é suficiente que ¥ € C,, e se ¢ = G_%, entao

[6 by < [ P @) st

. Se ¢ fosse suficientemente regular, seria possivel aplicar diretamente a integragao por
partes no segundo membro da ultima desigualdade. Mas, no nosso caso, ¢ é somente
convexa, e F é suave nao negativa, com suporte compacto em (). Entao, do lema

@)
1 1-1 1 1—L
[P < - [ VFH).,

n

ede



Utilizando a desigualdade de Holder para X = -V feY = f T Vi, temos

- [ 15vive < Ve, ([ £ 19l

e fazendo ¢ = ||-|? em (22.13))
/o

w11 pn—1 .
[ <22y, [l

n—p

concluindo a prova de (3.4). Observa-se que, se f e g fossem estritamente positivas,

Vel = / ll” g% () dy.

Assim

seria possivel aplicar o teorema ([2.81]) e concluir que a aplicagao ¢ é de classe C?, e

nesse caso, nao seria necessario aplicar o lema (2.41)).
. Se f =g = hy, tem-se que 1t = v, assim a aplicacao V¢ serd a identidade, i.e.,

Vo (z) = 2. Assim, F = G, Ap(x) =n e tem-se
Como ¢ € C?, entao

l.e.

/Gl—i - —/v (Fl—%> V.

Retomando as notagoes originais, ' = G = hl, entao

I ET Y
/hp = nn=p) hy' ) Vh, .V,
e de (3.6 temos

p(-2)  p—1) o
/h,, i ||Vhp||p</ ] 2" () dz)

n(n

o qual verifica a igualdade em (3.4)).
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Corolario 3.3. Como consequencias do teorema temos

(i) O principio de dualidade

1_,
sup POl e . (3.9)

o=t ([ 1y g () ) "0 =P W
(ii) A desigualdade optima de Sobolev: Se f # 0 € tal que f € LP" e Vf € LP, entdo
IV,

> [[Vhyl,. (3.10)

Demonstracao. Para provar (i), definimos os funcionais u e v como

1_,

u(g) = . (3.11)
(S llyll*lg ()| dy)*
o(f) = PO s vy (3.12)
n(n—p) °MIT=1 p '

e também o conjunto

A:{wEL”*:VwE

p*:1}.

Do teorema (3.1]), sabemos que

entao

< inf v (f).
supu(g) < fnf v (/)

Se tivessemos somente a desigualdade estrita, entao teria-se que

sup, [u(g) —v(f)] <O.

Como h, € A tem-se
0 Su(hp) _U(hp) < sup [u(g) —’U(f)] <0,
f,9€A

o que é uma contradicao.
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Assim

= 1 f
supu (g) = Inf v (/)

o qual prova (7). Observa-se que

u (hy) = supu (9)

v (hy) = }IGIEU(f)

Para provar (i), sabemos que [[Vh,|, = infuea [Vul[, < [[Vu],, e se definirmos

U =7, bara f € WP, entao u € A, o que implica
p*

(o)L

o qual prova (i7). O

IVhyll, <

Teorema 3.4 (isoperimetria). Se f # 0 € uma fun¢do suave com suporte compacto,

entao

T

Demonstracdo. A prova serd feita em 4 etapas

S=

(3.13)

1. Consideramos uma funcao nao negativa com ||f|| » = 1. Assim, serd provado que
n—1
1
VAl = n(Z" (B))

. . _n_
e definimos as medidas u,v,como na prova do teorema 1) onde F'= fn1eG =

h;~*. Tanto p como v sao medidas de probabilidade sobre R", dado que

p(R" / /fnl—l

v®)= o= [0 = i [157 = g @ =

e como ambas medidas sao absolutamente continuas com respecto a medida de

Lebesgue, entao existe uma fungao convexa ¢ tal que V¢ transporta p sobre v.
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2. Utilizando o mesmo procedimento como na prova do teorema (3.1]), obtemos a de-

sigualdade (3.7))
1 ]_ 1
/Gln < —/FlnAAgp’
n

mas
/Gl—é:/ Ay
2 (B)  2n(B)
entao
2By < / F AL,

Aplicando o lema 1’ e lembrando que Fl-% = f, tem-se

(L™ (B))w < —%/Vf.Vgo (3.14)

3. Afirmamos que Vi (z) estd na bola unitdria no R™ para quase todo ponto no suporte
de f. De fato, sabemos que a funcao f é suave, nao negativa, de suporte compacto,

e

n

f(2)7T = h{™ (Vg (2)) det Dy () (3.15)

quase sempre. Entao, se x é um ponto do suporte de f, tal que verifica a igualdade

anterior, temos

W (Vi (@) £ 0,
e, da definicao de hy

15 (Ve (@) £0,
ou

15 (Vi () = L

i.e. Vo (x) estd na bola unitdria no R". Como (3.15|) verfica-se para quase todo
punto em R”, entao

Vo (z) € By (0)

quase sempre em R".
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4. Da definigao de ||-||,, tem-se que =V f. Vo < ||V f],, e, em (3.14))

1 1
< 1981 = 1l

3=

2" (B)
ou
ng™ (B)" < VIl

o qual prova (3.13)).
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Capitulo 4

Desigualdades de
Gagliardo-Nirenberg

Neste capitulo serd obtida a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg na sua forma optima.
FEste resultado foi obtido no caso euclidiano em [10]. Como no caso da desigualdade
precisa de Sobolev, também aqui serd feita a andlise para uma norma arbitrdaria no R™.

Definimos, para o > 0
1

hap () = (0ap + (a = 1) [|2[|*) 7, (4.1)

onde g = € 0ap > 0 € escolhida de tal forma que ||hayl,, = 1.

_b_
p—1

Teorema 4.1. Sejan > 2, p € (1,n) e a € (0 L], a # 1. Se f e g sao tais que

' n—p

| fll zar = |9l zar = 1, entdo, para toda pn > 0

a(p—1)+ qu q ap
iy [ = [ la
Py —n(a—1) alp—1)+1
< / Y L (12)

Nota 4.2. Temos

3 2 ~ 1
1. Com00<a§niwel<p<n, se fazermosn =3, p =3 ea = j, entao ap = 3.

Em geral, temos que (ap) pode ser menor do que 1, e ||fl|,, ndo seria mais uma

norma.

2. A desigualdade se reduz a desigualdade quando o = .

P
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Demonstracdo. A demonstracao é feita em trés etapas.

1. Assumimos que f e g sao duas fungoes suaves nao negativas, de suporte compacto,
F = f*? e G = ¢*P. Definimos duas medidas como pp= [ F e v = [ G e observamos
que ambas sao medidas de probabilidade e absolutamente continuas com respecto
a medida de Lebesgue, entao do resultado principal, tem-se que existe uma fungao

convexa ¢ tal que Vi transporta p sobre v.

2. Na demonstragao do teorema (3.1]) foi utilizada (3.7]) como desigualdade basica. Neste

caso serd provado que se verifica a seguinte desigualdade

1 Q< M/F’Y_i_/FWA@' (4.3)
11— 11—~

De fato, sabemos que

G (Ve (z) = Y7 (detDyg (x))' (4.4)

quase sempre em R™. Como D% () é uma matriz simétrica definida nao negativa,

do exemplo ([2.2]) tem-se

(%> (detDi(x))l—wg(L)HT(D?L‘(;E)—I),

-7 11—
ou
1 1— 1
(—1 - 7) (detDf () " < T (I=n(l=7)+Asp(z),
entao, em tem-se
1 1
TG (Ve @) S g (Lmn (=) P+ A () 7

Multiplicando esta desigualdade por F(z) e integrando com respecto a medida de

Lebesgue temos

1 1
o [e e P s o a-na-) [P+ [ A
e utilizando ([2.13)) no caso em que ¢ = G7~! se tem

1 1—n(l-—
_ - GWSM\/F7+/F7AAQD‘
1—7 1—7
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. Definimos

ap ap

Observa-se que, se 0 < a < nL_p, entao

-1 1 1 — 1
ap p ap np  np n
ie,y>1—1L Utilizando (4.2) e o lema (2.41)) se tem
ap /GV§ O‘_l/FV /VFVWp
a—1 a—1

Retomando as notagoes F' = f* e G = g*? tem-se

«a ap—n(a—1)
p /ga(p—1> 1 Op /f‘“’ DH (o (p— 1)+1)/fa(”‘1)vf.vsa

a—1 a—1

NSRS )

Aplicando a desigualdade de Young (2.6), com X = —Vf(z) e Y = for-UVfVp

temos
ap / a(p—1)+1 ap—n(a—1) / a(p=1)+1 4
g < f
(a—1)(ap — (e —1)) (a—=1) (ap— (@ —1)

1 p o, M ap q
— [ IVAE+= [ r*lIIVel®,
PL q

e, de (2.13), fazendo ¢ = ||-||* na dltima integral, tem-se

(/fWHVwW:=/MyW9”%wd%

(a=1)( o (a—l))/ /Hyl\" P (y) dy <

——/HfW T a;il‘/ﬂp””

o qual termina a demonstragao de (4.2)).

Observa-se que, se v =1 — % obtemos ‘)

entao
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Corolario 4.3. Se em temos que

entao

(1) Quando f =g = h,, tem-se a igualdade e também temos o principio de dualidade

ap-1)+1 M q|,|op _
. ﬂm ——ﬂMW|@M—
19llay [ (a—1) (a -1)) q

Hf“ap,l {pw’/ IVAIS + f)( / e } (4.5)

e hayp € extremal ambos pmblemas Variacionais.

(ii) (Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg) Se f # 0 estd em WP, entdo, para 6 > 0

(a) Para o > 1
0| £11—0
IV AN 1 lagp-1)1
11l

0 —0
> [ Vhap | a5 (4.6)

onde
n(a—1)

0= afnp — (ap+1—a)(n—p))

(b) Para o <1
\|Vf||i\|f||ip> IV hall,

> (4.7)

||f||a(p—1)+1 ||ha,PHa(pfl)+1

onde
B n(l—«)
(ap+1—a)(n—a(n—p))
Nota 4.4. Temos as sequintes observagoes
1. Andlogamente com , temos que hy,, verifica a sequinte igualdade
o(p— 1 P a
~Vhop(@)[hg~(2)2] = o IV hap(@)I[ + ||h V@)l (48)
De fato, da definicao de h,p sabemos que

~Vhop(@)[hg Y (2)z] = ghh, ||zl (4.9)

IVhap(@)[l7 = ¢"he, (@) [l]*
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|18 2=D () ||* = he |||

Das duas ultimas igualdades, temos

a,p

1 B ato- @ MY
e L R AT ¥ TR
Como 4 = q, tem-se

p q pq q q q
ppP q ppP 4q p q
Entao, em

9 hen (@) e = ght () [l
pur q ) P P ’

e de e , temos .

2. Observa-se que, para o < 1, ha, tem suporte compacto e para o > 1, esta fungao €
estritamente positiva e com decaimento polinomial no infinito.
De fato, se a < 1, entdo
(o= 1) [Jz]|" <0,

o que 1mplica
1

0 < (0ap + (@ = 1) [2]|) 5 < (04,)T=

Assim, se tomarmos um ponto x no suporte de hy,, entao hq,(x) # 0, ou
(Oap + (@ = 1) [|l2]7) >0,

e se tem

Oq
2] < =,
l—-«
entao o suporte de hg, € limitado, e como este conjunto é fechado, temos que o
suporte de h,, € compacto.

Se a> 1, entao hyp, >0 e se y = ||z||, o qual implica

1 1 1
ha - h,a = a —_ 1 CA —,
onde ¢ = Z‘”_ﬁ er = ——=, etemos que hyy decae polinomialmente no infinito.

Demonstracao. A prova serd feita em trés etapas

20



1. Como f = g = hq,p, entao temos que as medidas de probabilidade consideradas na

prova do teorema (4.1)) s@o iguais, o que implica V(z) = z. Assim A(z) =n, e

- SR o (02 fe o

ie.
1 1—n(l—~
L PR /F7 /F’YA(,D
|

Como na prova do teorema fazemos v=1— 2= e temos que

( ap )/GlD;pl:ap_n<&_1)/F10;pl_/v(FlO;pl)v
a—1 a—1

Como F' = G = hqp, temos

ap 1-e-l ap —n(a—1 1-e-l 1-at
( )/mw -t = ) [ - [0, )ve -
a—1 a—1

ap —n(a—1) ol .
[ o000 [t

a—1

entao, de (4.8))

op a(p—1)+1 _
(a—1)(a(p —1) 1)/h“’p N
ap —n(a—1) p—1)+1 | Py apl
e T ) e [ 19k [

ey ey Ee e LAt

P n(a—1) a(p—1)+1
s | It x<p—n+4>/hw’ '

2. Definimos os funcionais u e v como
ap a(p—1)+ ,uq/ q ap
u(g) = /g — [ llyll" g (w)|™ dy,
(9) @—Dap—(a=1) |91 . lyll*1g (y)]

o1 p ap—n(a—1) a(p—1)+1
“r | 9 ey S

j‘elgu(g) = inf (/) (4.11)

onde A = {f e W | fll,, = 1}. Do teorema 1) temos

< inf
i‘éﬁ u(g) < }gAv(f),

Provamos que
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e da parte anterior
U(hap) = v(hap),

i.e., hyp € extremal. Se tivessemos

< inf
supulg) < inf v(f).

entao

sup (u(g) —v(f)) <0.

f,geA
Como u(hgp) = v(hayp), entao

0= u<ha,p) - U(ha,p) < 3upf,g€A<u(g) - U(f)) < 07
o que é uma contradigao. Assim
sup u(g) = inf v(f).

geA feA

. Como f # 0, entao || fll,,_1)1 7# 0 € [[fll,, # 0. Utilizando (4.11)) temos

L D ap —1n (Oé — 1) a(p—1)+1
MW/”VN“+M—1MMP%&—DL/U| 2 K

onde

K= ap / / |re@D
(a=1)(alp—1)+1) &
Entao, teremos
ap—n(a—1) D41
wa Ifl6G-1 > K

(@=1)(ap—(a—1))

(@=Dap—(@=1) it o o= 1) (op = (@~ 1)
pirfap—nfa 1)) 1 Ml = K0 )
Denotando

(a-D(ap—(a—1)

= ap —na - 1))

o —1)(op— (@~ 1))
(ap—n{a—1))

CQIIK<
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entao
a(p—1)+1
C VAR + 112070 >

Agora, trocando f por fy = A" @ f(-/A) temos

e e[\ ye? (4.12)
dado que
a D+ nn P 1)+1) 1)+1
IAIGE0T = A R
e

IVAE = A=V AR

Considerando a fungao w definida por

n(a—1)

w(d) = A" |[flI RN

i\l ey

derivamos esta funcao, achando que valor minimo é

R ) (n(a —1)p — ozp2) IVEIp

c == — 141
n(a—1) A1 ilﬂ

Se denotarmos

entao, teremos
BU
>\a+b — —O R=—
Au

e observamos que, se @ > 1, entao R < 0e (C; >0,esea < 1,entao R > 0e Cy < 0.

Assim, se o > 1, obtem-se em (|4.12))

A Bafs > O
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av
av+bu’

onde ('3 é uma constante. Se fazermos 6 := e trocamos pelos valores corre-

spondentes, teremos
n(a—1)

0= =+ 1= =p))’

e também,

IV AUl sy
11l

O procedimento é analogo para o < 1.

+1 0 1-6
> [IVhaplly Papllap-1)+1 -
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Capitulo 5

Minimizadores no caso das

desigualdades precisas de Sobolev

No capitulo 3 foi obtida uma funcdao extremal para a desigualdade de Sobolev. Neste
capitulo veremos que se temos uma funcao f que também é extremal, entdo tem que ser

uma dilatacao-traslagao de hy, i.e., tem que ser da forma
f(x) = Chy(Mz — x0)),

quase sempre em R™, onde C' e A sao numeros reais constantes, e o € R™ é um valor
fizo. Suponhamos que temos duas medidas de probabilidade p = [ f*" ev = [ hz*, entao
existe uma funcdo o convexa, tal que Vo transporta i a v. Se o fosse de classe C? entdo

se verifica a equacao de Monge-Ampere

7 (x) = Wy (p(x))det D*p.

p

Entao, para o caso de igualdade no teorema , teriamos que, da prova deste teorema,

w(1_1 A
1O | (detDo) = =2 | =0,

o que implica que a matriz D*p é um muiiltiplo da identidade (considerando f estritamente

positivo) do qual temos que

V(z) = Mz — ),
e, da equacao de Monge-Ampere teriamos que
f(z) = Chy(A(x — x0)).
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Os problemas neste caso sao: a funcao h, ndao é suave, ¢ ndao € necessariamente reqular,
e a aplicacao do lema no caso de funcoes de Sobolev em geral nao foi estudada até
agora.

Assim, o primeiro passo serd provar que € possivel fazer o procedimento do lema
para funcoes de Sobolev nao negativas, depois serd provar que duas funcgoes extremais no
teorema sao na verdade uma dilatacao-traslacao da outra. Finalmente, considerando

uma delas como h,, obtemos o resultado procurado.

Lema 5.1. Sejam f € W' e g € LP", com f,g > 0,

o= 1, e
[ @l dy < .
Seja Vi a aplicagio de Brenier que transporta [ fP* sobre [ gP". Entdo flavpeLde
o p(n—1) P
Ot < Pl el AR (5.1)

Demonstracao. A prova serd feita em 6 etapas.

1. De (2.13), com ¢ = ||-]|?, temos

[ty

o que implica f T Vgo € L9. E possivel escolher ¢ = ||-|* devido & condicao [ ¢”" (y) ||ly[|* dy <

()| di = / ¢ () [yll° dy

o0, o que implica ||-|? € L*(v), onde v = [ g¥".

2. Seja Q = int(Domy), onde Q é convexo. Considerando f # 0 temos que o suporte
de f estd contido em Q. De fato, como as medidas yu = [P ev = [g" sao
absolutamente continuas com respecto a medida de lebesgue, temos que, para quase
todo ponto x € R™

f(@) = g(Ve(z))det Dy p(x).
Se tomarmos um ponto x que esteja no suporte de f, entao g(Vy)(x) € Rou Vp(z) €
R, i.e., Vip(x) < 00, 0 que implica 2 € Domyp = Q o que é vélido, desde que Q é
CONVeXo.

3. Assumimos que 0 € 2. Se € > 0, definimos, para e suficientemente pequeno

X

) =min{ 1 () onten b,
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onde y é a fungao de corte que aparece na nota (2.64). Observamos as seguintes

propriedades de f..

(a)

O suporte de f. é compacto e estd contido em €2. De fato, se f(z) = f(x)x(ex),
teriamos que, para ||z|| > 1, x(ex) = 0 ou f(z) = 0. Entdo, se [z[| > %,
fe(x) = 0 o que implica que = nao pertence ao suporte de f., ou que, se x
pertence ao suporte de f., entao ||z]| < 1. Se f.(z) = f (£ ), entéo, da defini¢do
de fc temos f.(x) < f(z)x(ex) e seguimos o raciocinio anterior para deduzir que
o suporte de f. é compacto. Além disso, por defini¢ao, o suporte de uma fungao
¢ um conjunto fechado, entao, o suporte de f. é compacto.

Para provar que o suporte de f. esta contido em €2, podemos supor que f(x) =

f (1%6) Se tomarmos um ponto = do suporte de f, entao ;= estara no suporte

de f, o que implica ;= € Q. Como 0 € Q, e Q é convexo, entdo os pontos da

a0+ﬁ(1fe>,

com «, 3 ndo negativos e a+ 3 = 1 estdo em Q. Entdo, para 8 = (1 —¢), da nota

1) temos que (1—¢) (1) z = z estd em Q, i.e., x € Q. Se f.(z) = f(x)x(ex),

entao f(z) < f (li_g), e segue-se o raciocinio anterior. Como o ponto x foi

forma

arbitrario, temos que o suporte de f. esta contido em ).

As funcoes f (li_e) e f(z)x(ex) sao limitadas em WP uniformemente em €. Para

provar isto, denotamos

fo(z) = f(z)x(ex).
No caso da fungao fi, fazendo uma mudanca de variaveis, tem-se
1Al = =7 lIfl,

VA== 7 VS,
No caso da funcao f,, temos

1fall, < W1,
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Para a derivada de f5, temos

Vfa(x) = Vf(z)x(ex) + f(x)Vx(er).

Denotando

f2(z) =V f(2)x(ex)
e

f3(@) = f(2)Vx(ex),
temos

2] < IV A,
18] = [ P9ty de=e [ ) o ds
ecomo f € LV, fP € L%, ij = 1 — 2 utilizando a desigualdade de Holder

Jroserscse(fr) (e frers)

1—-2 P

_ (/f) ' (/Wx(exﬂ”dx)",

1£31], < 1l 19711,

entao

e utilizando a férmula

min(f,g) = f‘2|'9_ |f;9|

tem-se que f. € WP e V. é limitada, quando € — 0, em LP.

4. Fixamos € > 0 e seja (). um aberto limitado tal que Q. C €2 e o suporte de f. estd

em €). (por exemplo, podemos definir
1
Qe=3S2€Q:d(z,Q) >¢ 2] < -
€
e verificar as condigoes pedidas). Definimos as fungoes f* como

ff:pk*fea
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onde (py)r>1 ¢ uma sequencia regularizante. Observa-se que f* > 0e f*¥ € C=.
Além disso, o suporte de f* estd contido em ), para k suficientemente grande. De
fato, se fazermos

1
d= §min[d(x, FrQ,)l,

com x no suporte de f., definimos o cobrimento {B 4 () }, entao teremos que o suporte

de f. estd contido em UB4(z) (a unido é feita sobre os x no suporte de f, e também
2

Como o suporte de f. é compacto, entao ele estard contido em U!" | Ba(x;). Agora,
2
seja x um elemento do suporte de f*, e lembrando que, se f e g sao duas funcoes

€

com suporte compacto tais que é possivel definir f % g, e denotando o suporte de f
por supp(f), implica
supp(f * g) C supp(f) + supp(g),

entdo x = a + b, onde a € supp(f.) e b € supp(py). Como a € supp(fe), a € B% (x;),
e como supp(px) C B%(O). Entao

d 1 d
]x—xi]:\a—irb—xi\§|a—wi]~|—|b\<§—|——<§

d
k 2

+5=d,

o que implica = € Bg(a:i), e como B%(xi) C Q, entao supp(fF) C Q. para k >

Como Q. é limitado, o suporte de f* ¢ limitado, donde é compacto para k

SIS

suficientemente grande.

. Pelo teorema ([2.70]), temos que, como €, CC R",
&= f.

em W1P(Q.). Mas, os suportes de f* e f.(ambos compactos) estao contidos em €,

entao é possivel estender ambas funcoes de forma que
&= fe
em WP e pelo lema
/(ff)”*<1‘i)AA<p < —/V (( f)p*(l’t)) Vo,
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ou
/ (Foy =) A < —cny / (f)7 VfEve,
onde ¢, , = p(n—1)/(n—p) > 0. Também, da nota (2.56)), temos que, como f* — f.

em LP" e Vi é essencialmente limitada em € (dado que €2.), entdo

*

(f5) 5V — ()7 Ve

em LY.

Por outro lado, sabemos que f* — f. em WP entdo
ViE— Ve

em [P. Assim

[y - [ vevi 52

*

* b
dado que (ff”)p?Vgo converge a f* Vo em L9 e V fF» converge a Vf. em LP, com
]19 + é =1 e (f*) uma subsequencia de f*, e do lema 1} tem-se 1} Também,

como D% é uma fungao mensurdvel com valores matriciais, entdao A 4 é uma funcao

mensuravel com valores reais. Além disso

(o ) A g < (gt (073)

Ayp

quase sempre em R"™.  Como (ff")p*(l_%)AAgp ¢ integravel (pelo lema (2.41) e

(fe)p*@_%)AA(p é mensuravel, entao (fe)p*(l_%)AAw é integravel (neste caso foi uti-
lizado um resultado que diz que, se f e g sao duas fungoes tais que f é mensuravel,
g é integravel, e | f| < |g| quase sempre em R"™, entao f é integravel).

Também, como (ff”)p?AAgp > 0 quase sempre em R" e f(ff")%AAgp < 00 para

/gnAAso < —/Vgn.Vso < —/Vg.Vgo.

*

* p_
para todo n (g, = (ff”)p? e g= fe"); do lema de Fatou, tem-se que

todo n dado que

liminf g, A a¢
estd em L', e
/liminfgnAAtp < liminf/gnAAw. (5.3)
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_n_ ~
Sabemos que g, — g em L1 e g, converge a g quase sempre em R", entao

9 < Gn,

para r suficientemente grande, e como A 4 > 0, entao

gAap < gn, Aavp,
o que implica
gAap < liminf g, Aap,
T—00

entao, de ((5.3))

/ gAp < / liminf g,, A < lim inf / gk Aap,

ie.
/(fe)p*(li)AASO < —Cnp /(fe)qufe.Vso,
onde ¢, , = p(n—1)/(n —p).
. A seguir, analizamos a convergéncia de f., de sua derivada fraca, e de o produto com

Vi, onde ¢ é a fungao convexa tal que o seu gradiente trasnporta pu a v.

(a) A fungao f. converge a f quase sempre em R" quando € — 0. De fato, sabemos

que

o) =min{7 (£5) foen}.

Como x € C*, se € — 0, entdo x(ex) — x(0) = 1. Assim, se f(z) = f(x)x(ex),
entao
fe(x) — f(x).

xT

Seja g.(x) = f (E)v tem-se

gelli,, = |g€|§+IVgelﬁ=/Ige(az)|pdx+/|v95(x)|pdx
i) [0 ()

J1rwra-oray == [Ifpds= -

P
dx.

Se y = 7%, entao dy = de, e temos que
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(1—¢)" /|V |pd—

lgelli, < (L= &)"IIF1IT,,

y)lPdy = (1 = )" "IV,

i.e.

e quando € — 0, g é limitado em WP, Também, para ¢ € C°

/gabz/f(lfe) (1=e [ 5ol - oy

(1—¢)r /f (1 = €e)y)dy,

/gecb (L—¢" /f (1 —€)y)dy

Como (1 —¢€)"¢((1 — €)y) — ¢(y) em R", entdao ¢ — ¢ em L7, e como

i.e.

[foe = follr <

¢e - ¢||Q>

onde ¢ = (1 —€)"¢((1 — €)y), entao

[oo— [ 10

para todo ¢ € C>°, o que implica que g, converge fraco a f em WP, entao, do

C )

teorema de Rellich-Kondrashov

ge — [
em L"(V}), para 1 < r < p* com V; C R™ aberto e limitado, com Fr(V}) de classe
C'. Assim

ge — [

quase sempre em V;. Entao, temos que
fe—=f

quase sempre em R"(podemos considerar V; = B;(0) e R" = U,V ).
(b) A sequencia f. converge a f em LP (o que foi provado anteriormente foi que

f& — foem W' com k — oo0). Do item anterior, temos que f. < f, com
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f e LP. Como fP — fP quase sempre em R™ e fP < fP com fP € L'. Entao, do

teorema da Convergéncia Dominada temos
fE—=r
em L'. Agora, como
|fi(z) = f(@)F < [fE(z) = f2(2)],

tem-se

e — fI2 = / fulw) — Flo)Pde < / F2(x) — fo(a)ldz = || fE — £,
ou
1= Fllp < I1F2 = 711
Assim, como fP — fP em L', entao
fe - f

em L.
A sequencia V f. converge fraco a Vf em LP. De fato, como f. e f estao em

WP entao, para todo C'°,

‘/veqs—/vm‘:'/ﬂw—/fw‘

_ ’/(fe _ f)ng‘ < If. = £1, 1961l

e
\/w—/vw' <11f. = 11, IV 9,
entao
[vto— [ovs
Temos que

(/)Y — 5V
em L% De fato, como f. — f em LP, f. — f converge quase sempre em R",

L *
entao f. < f, o que implica (f?)|Vy| < fp? V|, ou

p*
q

u

)

)Vw‘ < ‘f%vw
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€ COImo

*

(£7) Vg = [ [Vl

quase sempre em R", entao

*

(fe%)Vw — fTvy

em L7
(e) Sabemos que
[0 Daug <~y [(15V550
entao

imipt (707 0D e <~y [(D5V1

Como f. — f quase sempre em R", f < f. e A p > 0, entao

fAsp < fAup.

Como f.Asp € L' e fA4p é mensurdvel, entdao fA,p € LY, o que implica

/fAAgO < /limionffEAAgo < limionf/feAAgo.

Assim
[0 D < —a, [ 15919

]

Proposicao 5.2. Sejap € (1,n), e sejam f e g duas fungdes nao negativas satisfazendo
as hipoteses do teorema . Se a igualdade se verifica em , entao f € uma di-

latacao-traslagao de g em €.

Demonstracao. A prova serd feita em 3 etapas.

1. Sejam f,g > 0 tais que tem-se a igualdade em (3.4). Seja Vi que transporta [ f7"
a [g¥", onde ¢ é convexa. Seja 2 = int(Domyp) e o suporte de f contido em Q.
Temos que, se K C €2 é um compacto, existe ag > 0 uma constante tal que para

todoz € K

flz) > ag > 0.
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Neste caso, "para todo”é utilizado como um equivalente de ”"para quase todo”. Com

efeito, observamos que, se
p* * 1
—/f R TA ||ww|p</fp 1Vel[9)5

(onde foi utilizada a desigualdade de Holder l) com X = —VfeY =Ff %Vgp),

entao
[IX[[2 = K[IYT1%
com k > 0 uma constante, ou
IVF@)|E = kf? (2)|[Ve()]] (5.4)
quase sempre em §2.
Agora, seja a sequencia
1
() = maz(f(x), —).

Observa-se que V f,, € LP com Vf,, = Vf1, 1. Entao

IV @I < IV @) = k7 @)[Ve(@)l|* < kfh (2)|[Ve()]]7,

ie.
IV fn(@)Il < kf5 @I V@)
Assim
IV @Dl = 1| (=22 ) P )l
— () 2T @I < () 7 @R @I
= (2 ) BVl
p

ou

VU= @l < (2 ) B Vel (5:5)

__pP
Como Vg é localmente limitada sobre €2, entao V(f,"™") é localmente limitada em

D
n—p

Qo(que é o conjunto onde ¢ é diferencidvel), entdo as fungoes fi, sao uniforme-

mente localmente Lipschitz sobre €2y em m, i.e.

[fm(2) = frn ()| < Lz —yl.
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Também, sabemos que

maz(f,9) = 5(f +9)+ 51/ ~ ],

entao
fole) = S @)+ )+ gl =)
Se m — o0, tem-se
o) = (@)

em R"™ e como (f))m>1 € uma sequencia de fungoes localmente lipschitz, f™ também
é localmente lipschitz. Como f" é localmente lipschitz, f" é localmente limitada em
(). Seja um subconjunto K C 2y compacto, o que implica f” é lipschitz em K, entao
f7 é continua em K, e como esta funcao estd definida sobre um compacto, existem
Tx e yi tal que

ag = flokx) < f(2) < fyx),
ie.

f(x) > ak.

Para m suficientemente grande, f,.(rx) < f(zx) e = < fm(zg), o que implica

1
m
% < f(rk) = akg. Entao

0<ag < f(z)

. A Hessiana distribucional de ¢ ou D3,p, considerada como uma medida, nao tem
parte singular, i.e.
2 N2
D = Dy
Provamos que Aprp como medida de Radon, é absolutamente continua em € com

respecto a medida Aprp. Seja Agp a parte singular de Ap ¢, lembrando que Agp é

uma medida nao negativa e que App = Ao+ Agp. Como devemos ter a igualdade

em (j5.1]), se tem
lim liminf < (f™)"%, Ayp >= 0. (5.6)

e—0 m—0

De fato, sabemos que

Jumrase < —a, [UmEvir e
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ie. /(fem)”* (DA < / (™7 =%) Apg,

(foi aplicado o lema principal, mais detalhes ver []]) o que implica

/ (/7 (7%) Aap < Timinf / (P (D) A

gnmmf/(fgn) () App = —cn,p/fGZer.vgp,

m—0

e também

/ 770D A4 < limy / £ 00 A

< lim {hminf/(fem)p (- >AA<,0} < hr% {hmmf/(fem)p*(l_i)AD/gp

e—0 m—0 m—0

:lu% {—cn,p/fep‘lvfg.Vgo] = —cmp/qu*Vf.V@.

Como
[P0 D80p = e, [ 15919
tem-se
i gt [ (7702 Mg = ting [imint [0 )]
ie.

lim lim 1nf < (fm)p(s:pl)

e—0 m—0

,Agp >= 0.

Agora, suponhamos que 0 € 2 e K C () tal que K é convexo compacto arbitrario,

com 0 € K. Para dg = d(K,Q°), seja
1
Ky = {x € Qd(z,K) < édK} :
Da sua defini¢ao, Ky C €) é convexo compacto tal que
Sabemos que existe a = ag, > 0 tal que

f > OélKO.
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Se € > 0 é suficientemente pequeno, é possivel

1
gt o

e afirmamos que

Com efeito, sabemos que

o) =3 1 (15) + staten)| + 517

2 1—c¢

Como f(z) > ax > 0, entao

o que implica

€ como

) = 51 (7

entao, do fato deser f >0e x >0

R = (75,

o que implica

1.e.

Entao, temos

1.e.

N | —
—
VR

8
~
O |
=
=
>
—

)
=
+
I\ULH
~
N

—_
| |8
)
~~
|
I\DLH
=
8
=
o
=



entao, como ay > 0
Asp K] =0
Como K ¢ arbitrario, de R™ = U°, K, com K; C int(K;;;) (por exemplo K; = B;(0))

e utilizando a propriedade para uma medida u que diz

lim pu(K;) = p(U2, K;) = u(R"™),

1—00
tem-se Ayp = 0. Agora, como D?p é uma matriz simétrica nao negativa, entao

%SAsso

[det(Dggp)} =0,

n

o que implica det(D?*p) = 0, e todos os seus autovalores serao nulos (dado que sao
nao negativos), entao Do = D3, .

. Como se tem a igualdade no teorema (3.1)), entao

/gp*(li) ”_1) /f"if’ SV Ve

n(n —p)

— cup ( / fp5|Vf|q)q ~ [0,

onde ¢,, =p(n —1)/(n —p). Assim

/g”*(li) < /fp*@i)(detDiso(x))i < %/fp*(li)mso

_l p*(l—%) _p(n — 1) %
< /V(f ).V < ") /f VIV
P Al [ Nl )y = [ 70

/ 708 (det D2 () = / 705 Ay,

o que implica

i.e.
/[fp*( )(detDAgo ) ——/fp N A’W} 0
€ Como
770D et D)t < =7 () A,
entao
PO ettt — gD RE g
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quase sempre em ). Como f é estritamente positivo para quase todo ponto de entao,

todos os autovalores da matriz A p(z) sdo iguais, i.e.
Do = My

quase sempre em (2, onde I; é a matriz identidade e temos que D2, é também um
multiplo constante da identidade quase sempre em ). Se tomarmos uma sequencia
regularizante (px)r>1, entao teremos que D%,(gp * pr) = D%,QD * pr € um multiplo da

identidade em £, onde
1
Q= {x € Q;d(x,Q°) > E}’

entao D2, (¢ * p) ¢ um miltiplo da identidade em © (dado que se x € Q, como Q é
aberto, existe 6 > 0 com d(z,Q) > § > %, para algum k > 0 inteiro). Assim, como
pr converge a massa de Dirac quando k — oo tem-se que D%,gp ¢ um multiplo da
identidade. Finalmente, isso implica que, como V¢ é a aplicagao que transporta f

em ¢, da equacao de Monge-Ampere

f(z) = Cg(Mz — x0)),

i.e., f é uma dilatagao-traslacao de g em (2.

]

Teorema 5.3. Uma funcao f € WP (R™) € optima na desigualdade de Sobolev se e

somente se existe C' € R, A #£ 0 e g € R tal que
f () = Chy (A (z = x0)) , (5.8)
em 2.

Demonstragao. Considerando as duas funcoes f e h,, da proposigao anterior, tem-se que

f ¢ uma dilatacao-traslagao de h, em 2. O]
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Apéendice A

Notacao

A.1 Notacao de conjuntos e nimeros reais

1. O conjunto I, representa o conjunto dos nimeros naturais desde 1 até n inclusive.

2. O vetor a« = (avq,...,q,), onde oy € N, i =1,..., é denominado um multi-indice de
ordem || = oy + -+ - + ay,.

3. Seja r > 0. Dizemos que B.(x) = {y € R" : |v —y| < r} € a bola fechada do R™. F
escreveremos a(n) para o volume da bola unitdria do R™.

4. Sejar > 0. Dizemos que S,(z) = {y € R" : |[z—y| = r} € a esfera do R". Escrevemos

Wy_1 para a drea da esfera unitdaria do R™.

A.2 Notacao para integrais, funcoes e convergéncia

1. Ao longo do trabalho, salvo mencao explicita, as integrais serao sobre R™ com respecto
a medida de Lebesque, i.e., [ [ = [o. f(x)d.
2. Escrevemos 1g para denotar a funcdo caracteristica de E, isto €,

1, sexek

0, sex¢FE.

8. Escrevemos g (x) = (f (x)), para indicar que a funcdo g € igual a parte ndo negativa

de f.
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4. A expressio “quase sempre em R™significa que a afirmacao feita € vdlida em todo

o dominio, salvo um conjunto de medida nula.

5. Seja o espaco LP, e uma sequéncia de funcoes (fi),s,. Dizemos que (fi),~, converge

fraco a uma funcao f € LP, o qual também se denota como f, — f se

[ o — [ 1o

onde ¢ € uma funcao teste.

A.3 Espacos vetoriais e espacos de funcgoes

(a) Todos os espagos de fungoes considerados neste trabalho, salvo mengao explicita,
estio definidos sobre R™i.e., LP = LP(R™), W'?(R"), D' = D'(R"), etc.

(b) RT € o conjunto dos nimeros reais positivos.

(¢) M,(R) € o espago de todas as matrizes n X n com entradas reais.

(d) M (R) é o espaco das matrizes em M,(R) que sao definidas nao negativas.

(e) ST(R) € o espago das matrizes em M, (R) que sao simétricas.

(f) Sejam U, V, conjuntos abertos do R™. Dizemos que V esta compactamente con-
tido em U, e denotamos por V CC U, se V é compacto e V C U.

(9) CR") ={f:R" — R | f € continua}

(h) C* ={f:R" — R | f € k-vezes continuamente diferencidvel}

(i) Cy € o espago das fungdes continuas limitadas sobre R™ e Cy € o espago das

funcoes continuas com suporte compacto.
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