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Resumo

Neste trabalho pretendemos descrever duas representacoes tipo Weierstrass no espago hi-
perbdlico H3. A primeira representacao que exibimos sera para superficies de curvatura media
um, baseado no trabalho de Bryant [1]. A segunda representagao sera para superficies planas,
baseado no trabalho de Galvez, Martinez e Milan [7].

Estas representacoes possem uma grande semelhanca com a representacao de Weierstrass para

superficies minimas em R3.

Palavras Chaves: Superficies Minimas, Espaco Hiperbdlico, Representacao de Enneper-

Weierstrass, Representagao de Bryant.



Abstract

In the present work we describe two Weierstrass-type representations in the hyperbolic
3-space H. The first such representation is for surfaces of constant mean curvature one in H?,
based on the work of Bryant [1]. The second representation is for flat surfaces in H?, based
on the work of Galvez, Martinez and Milan [7]. These representations are analogous to the

well-known Weiestrass-Enneper representation for minimal surfaces in R3.

Key words: Minimal Surfaces, Hyperbolic Space, Enneper-Weierstrass Representation,

Bryant Representation.
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Introducao

Superficies minimas é um dos principais tépicos da geometria diferencial, que desperta um
interesse muito grande entre os matematicos. Os resultados destas superficies encantam por
ter facil visualizacao e por ser uma teoria muito rica. Tem conexdes profundas com as fungoes
analiticas de varidaveis complexas e equacoes diferenciais parciais. Um dos mais belos efeitos
disto é a bem conhecida representacao de Weierstrass para superficies minimas de R3, consis-
tindo de uma funcao meromorfa g e uma 1-forma holomorfa w que descrevem inteiramente uma
tal superficie. Isso influenciou na procura de uma representacao analoga em outros modelos
espaciais, particularmente em H?3.

A teoria de superficies de curvatura média um no espacgo hiperbdlico comecou com o trabalho
de R. Bryant [1], onde foi obtida uma representagao de tais superficies em termos de dados
holomorfos, em analogia com a representacao de Weierstrass em R3.

O trabalho pioneiro de Bryant tem despertado um interesse ao estudo de superficies de curva-
tura media um, ou seja CMC-1, em H?. Em 1993, M. Umehara e K. Yamada [14], refinaram
consideravelmente o trabalho de Bryant e foram capazes de criar uma ampla classe de exem-
plos, conhecido sob 0 nome de superficies de Bryant.

As superficies de Bryant nao sao a tnica classe de superficie em H? que admite uma repre-
sentacao conforme. Mais concretamente, em [7] Galvez, Martinez e Mildn demostraram que
as superficies planas de H? podem ser descritas a través de dados holomorfos, no espirito da
representacao de Bryant.

Apos o aparecimento deste trabalho muitos matematicos contribuiram para o tema. Como
exemplos, podemos citar os trabalhos de Kokubu, Rossman, Saji, Umehara e Yamada [10] e

[9], que fizeram estudos sobre singularidades em superficies planas.

Agora vamos descrever brevemente o contendo desse trabalho.
No Capitulo 1, fazemos um breve estudo sobre alguns resultados de geometria Riemanniana

via método do referencial mével, e caracterizamos a aplicagao normal de Gauss.

Teorema 0.0.1. Seja M C R3? superficie imersa. A aplicacio normal de Gauss é conforme,

se e somente se ou M é totalmente umbilica ou minimal.



Logo apresentaremos a representacao de Enneper-Weierstrass para uma superficie minima.

Teorema 0.0.2 (Teorema de Representacao de Weierstrass). Qualquer imersao minima

conforme nao-plana X : M — R® com M simplesmente conexo pode ser escrita na forma

w = el [10590)
va(2) = Re (/OMCLZ) (1)

) = pe( [ foaz)

onde z € M, f(z)dz é 1-forma holomorfa, g(z) € fungcdo meromorfa e cada polo de ordem m
de g € um zero de ordem 2m de f(z). A reciproca também wvale: dadas 1-forma holomorfa
f(2)dz e fungao meromorfa g em M, onde os polos de ordem m de g sao zeros de ordem 2m
de f, podemos encontrar imersao minima conforme nao-plana em R3 a través das equacoes

acima.

No Capitulo 2, fazemos uma breve revisao do espaco hiperbélico H?, apresentando alguns
modelos e as equacoes de estrutura de H?. Também definiremos uma aplicacio de Gauss
hiperbdlica ansloga a aplicacao normal de Gauss em R3 e mostraremos um resultado analogo

ao caso das superficies minimas em R3.

Proposigao 0.1. A aplicacio hiperbdlica de Gauss [eg + e3] : M — S2 € conforme se, e
somente se, f € totalmente umbilica (neste caso [ey + e3] reverte a orientacdo) ou f satisfaz

H =1 (nesse casso [eg + e3] preserva a orientagao).

A continuagao demostraremos o teorema de representacao de Bryant. Segue abaixo o

enunciado.

Teorema 0.0.3. Seja M? uma superficie de Riemann e F : M? — SL(2,C) uma imersdo
holomorfa nula. Entdo ego F = f : M?* — H? é uma imersao conforme com H = 1.
Reciprocamente, se M? é simplesmente conexa e f : M?* — H? € uma imersao com H = 1,
entdo existe uma imersao F : M* — SL(2,C) holomorfa, com respeito a estrutura compleza

sobre M?, tal que f = ey o F. Ademais, F ¢é unica a menos de uma multiplicacdo por uma

constante g € SU(2) C SL(2,C).



No Capitulo 3, centramos o estudo nas superficies planas no espacio hiperbélico, falando
sobre a existéncia de coordenadas isotérmicas globais e exibimos a segunda forma fundamen-
tal em uma coordenada conforme. Para a aplicacao de Gauss hiperbdlica mostraremos um

resultado andlogo ao caso das superficies minimas em R? e de curvatura media um no H?3.

Teorema 0.0.4. Seja N uma superficie orientada e conexa e  : N — H?® uma imersdo tal
que sua sequnda forma fundamental € definida positiva para uma escolha de campo de vetores
unitdrio normal a n. Se em N consideramos a estrutura conforma determinada pela sequnda
forma fundamental, entio a aplicagdo hiperbdlica de Gauss [p —n] : N — S% € conforme se

e somente se a métrica induzida por ¢ em N € plana ou ¢ € totalmente umbilica.

Finalmente enunciamos e demostramos o analogo do teorema de representacao de Weiers-
trass para superficies planas (ver 3.2.1), dando como exemplos as superficies paralelas de uma

superficie plana e as superficies de revolucao.



Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo introduzimos algumas defini¢oes e alguns resultados béasicos de geometria
Riemanniana com o intuito de fixar a notacao, admitindo que o leitor tinha se familiarizado

com os pré-requisitos necessarios. Para este capitulo as principais referéncias sao [2], [3] [4].

1.1 O Método do Referencial Movel

1.1.1 Equacgoes de estrutura de R?

Definigao 1.1.1. Seja U C R3 aberto, p € U fizo arbitrdrio

i) Consideramos campos de vetores e; : U — R, 1 = 1,2, 3 tais que, os vetores e1(p), ea(p), e3(p)
formem uma base ortonormal de ]Rg, Vp e U. O conjunto dos campos ey, es, e3 € chamado

um referencial (triedro mével) em U.

i) Consideramos o espago dual (R3)* de R3, e sejam (61)p, (62),-(02), 0s elementos da base
dual de (R;;)*. Para cada i, 0; é 1-forma diferencial em U. O conjunto das 1-formas

01,605,035 € chamado o coreferencial de ey, es, es.

Para cada i tem sentido falar da diferencial (de;), : T,U — R? da aplicagao ¢; : U — R?.

Logo para cada v € T,U, (de;),(v) € R® pode ser escrito como uma combinagio linear de



61(]9)7 €2 (p), eg(p), ou seja:

(dei)p(v) = (0ir)p(v)er(p) + (Oiz)p(v)ea(p) + (0iz)p(v)es(p)

Como (de;), é linear em v, tem-se que cada coeficiente (6;;)(v), i,j = 1,2, 3 é linear em v.
Decorre dai que 0;; sao 1-formas em U, ¢,5 = 1,2, 3.

Deixando cair o indice p e a indicacao do argumento v, escrevemos:

d61 = 91161 + 91262 + 91363
d@g = 92161 + 92262 + (92363

des = 031€1 + O32e0 + O33e3

ou, mais sucintamente
3
dei: E Hijej ’L,j: 1,2,3
=1

As formas 6;; sdo chamadas as formas de conexao do referencial {ey, es, e3}.
Em resumo, associados a um referencial e;,es, e3 em U C R3, obtivemos um coreferencial

01,05, 05 e formas de conexao 0;;.

Observagao:

1. Das nove formas 6;; apenas trés sao independentes. Com efeito:
Seja a1 (—e€,€) — U uma curva parametrizada diferencidavel com a(0) = p e o/(0) = v.

Restringindo o produto escalar (e;, e;) = §;; a curva « e derivando em ¢, obtemos:

dei dej
e )+ (e =2 ) =0
Cao) (%)

donde:

(03)p(v) = ((de;)p(v), €5)
= — (e, (dej)p(v))
= —(;)p(v)

Por tanto:

8;; = —0;; e, em particular 0;; =0, Vi =1,2,3.



2. Entre as formas 6; e 0;; e suas diferenciais existem certas relagoes (equagoes de estrutura

de Elie Cartan) que estao na base da geometria local das subvariedades de R3.

Teorema 1.1.1 (Equagoes de Estrutura de E.Cartan). Seja U € R3, e, €5, e3 um refe-
rencial ortonormal em U e 0;,0;; o coreferencial e as formas de conexao do referencial e, ez, e3.

Entao:

3
do; = > O N0y (1.1)
k

3
k

Demonstragao. Seja u; = (1,0,0),us = (0,1,0),u3 = (0,0,1) os vetores da base candnica
associada a origem de R?. Para cada ponto p, existe uma matriz ortogonal (a;;(p)) de mudanga
da base {e1(p), e2(p), es(p)} para {uy, us, us} (supostos transladados para p) dada por
=y ay(p)y
j=1
Se dx1,dxs, dxs é a base dual de uq, us, uz, temos:
0i(p) = aij(p)de;
j=1
Inicialmente, vamos provar que da;; = Zizl Oir;.
De fato,
3 3 3
dei = Z Qikek = Z sz (Z aijj> (13)
k=1 k=1

= = j=1
3

3

=1 k=1

3 L ,
Como de; = Y =1 dajju;j, comparando os somatdrios, concluimos que

3
dCLU = Z@ikakj (15)
k=1

Usando este resultado, vamos obter a primeira equacao de estrutura. Por definicao de diferen-

cial exterior, temos

3
d(gz = Z daij A dl’j

j=1

6



donde, por (1.5),

j=1 \k=1
3 3
= Z sz A (Z akjdxj) (17)
k=1 j=1

3
= > O A (1.8)
k=1

como queriamos.

Para obter a segunda equagao de estrutura, tomaremos a diferencial de (1.5), obtendo

3 3
0= Z d@ikakj - Z sz A dakj
k=1 k=1
Isto é

3 3 3
Z d&ikakj = Z ezk,‘ A <Z eksasj> )
k=1 k=1 s=1

ou
3

3 3
Z db;sas; = Z (Z Oir. N ‘9k3> s
s=1 k=1

s=1 =

Cada termo desta igualdade ¢ um elemento da matriz produto de uma matriz de formas com

a matriz (a;;), que é nao singular. Multiplicando o produto destas matrizes pela inversa de

(aij)v temos: df;; = Zi:l Oir. N Ops. =

Observagao 1.1. Se indicarmos por x : U — R3 a aplicacdo de inclusdo, dizer que as formas
. . . . . 3 .. "
0; sio duais do referencial e; € dizer que de = ) ,_, ;e;. Intuitivamente, as expressoes que

definem 0; e 0;;, isto é

3 3
dr = Z@iei . de; = Z@ijej (1.9)
i=1 j=1

indicam como varia o triedro movel ey, es, e3 quando nos deslocamos (ao longo de uma curva

z(t) ) em U.

Seja uma superficie S imersa em R3 e V' C R?® um conjunto aberto tal que a seguinte
condicao esteja verificada: existem em V' trés campos ortonormais e, es, e3 de tal modo que
em U =V NS, e eeysao tangentes a S e e3 normal a S. Esses campos formam um refe-

rencial adaptado a superficie S. Observamos que esta escolha é sempre possivel localmente

7



(basta tomar para U o dominio de uma parametrizagao ortogonal de S, normalizar os vetores
tangentes desta parametrizacdo e estende-los a V).

Escolhidos os trés campos de vetores em V' satisfazendo a condigao acima, obtemos o corefe-
rencial 91, 62, 93.

De (1.9), temos
3
dei = Z 92']'63'
j=1

onde 0;; sao as formas de conexoes.

Seja i : S — R? a aplicacao de inclusdo. As formas
Z*(QJ) = Wj, z*(%) = wkj k‘,j = 1,2,3
sao bem definidas em U C S. Pelo teorema 1.1.1 temos

3
do, = Z@-mek
k

3
doi; = > 0 A by
k

Como a diferencial de uma forma comuta com o pullback, temos que as equagoes de estrutura

sao validas para as formas diferenciais em U C S.
3
dw; = g Wik N\ W
k

3
dwij = E wik/\wkj
k

Vamos utilizar as equacoes de estrutura para estudar as superficies regulares em R3.
Como ws(v) = 0 para v € 1,5, entdo wg =0em U C S.

Por tanto, wy3 = 0 em U.

Convém recordar que se S é uma superficie regular em R3, entdao R? induz um produto

interno denotado por (,) , em cada plano tangente 7,5 de S. A esse produto interno, que é

p?

uma forma bilinear e simétrica, corresponde uma forma quadratica I, : 7,5 — R dada por

L(v) = (v,v) =] (1.10)



Definig¢ao 1.1.2. A forma quadrdtica I, em T,S definida em (1.10), é chamada a primeira

forma fundamental da superficie reqular S C R® em p € S.

Definicao 1.1.3. Seja S C R® uma superficie com uma orientacdo N. A aplicacao N : S —

R3 toma seus valores na esfera unitdria
S% = {(x,y,2) e R* 2® +9* +4y* =1} (1.11)

A aplicacao N : S — S?, assim definida, é chamada a aplicacao normal de Gauss de S.

Vamos recordar algumas propriedades da aplicacao normal de Gauss.

Por abuso de notacao, indicaremos por N(p) tanto o vetor normal a .S em p, como o ponto
de S$? imagem de p pela aplicacao normal N.
E imediato verificar que a aplicagao N ¢é diferencidvel. A diferencial dN, de N em p € S ¢
uma aplicagao linear de 7,,S em 7,52 Como estes dois planos sao paralelos em R?, é possivel
identifica-los por uma translacao e considerar dN, : T,,S — T},S.
A propriedade fundamental de dN, é que ela é uma aplicacao linear auto-adjunta, ou seja
((dNpy(v), w) = (v,dN,(w)) Yv,w € T,5).
O fato de dN, ser uma aplicagao linear auto-adjunta nos permite associar a dN, uma forma

quadratica @ em 7,5, dado por Q(v) = (dN,(v),v), v € T,S.

Definicao 1.1.4. A forma quadrdtica 11, definida em T,S por: II,(v) = — (dNy(v),v) €

chamada a sequnda forma fundamental de S em p.

Definicao 1.1.5. Seja p um ponto de uma superficie S e dN, : T,S — T,S a diferencial da
aplicagao normal de Gauss. O determinante de dN, € chamado a curvatura Gaussiana K de

S em p. O negativo da metade do trazo de dN, é chamado a curvatura média H de S em p.

Voltamos ao método de referencial mével de Cartan. Observamos que o campo normal N
coincide com ez, uma vez escolhida o referencial eq, s, e3 como foi indicado anteriormente. Na
proposicao seguinte, vamos obter expressoes para K e H em funcao das formas diferenciais w;

€ Wij-



Teorema 1.1.2. Seja K a curvatura Gaussiana de S em p e H a curvatura media em p.

Entao:

dw12 = —le /\WQ

dw13 Nwy 4+ wip Awag = 2Hw1 N Wo
Demonstracao. Consideremos a primeira equacao de estrutura

3
dw3 = E w3 VAN Wi
i=1
como ws = 0, temos:
O:wglAwl+W32/\w2

As formas w; e wy formam uma base para o espago cotangente de 7,5.

Por tanto, podemos escrever

w31 = hijwy + higws

wsg = hojwy + hagwo

donde,

W31 VAN W = h12CU2 N w1

Wi Awy = hgwy A ws
Substituindo estas expressoes em (1.12), temos:
0= h12w2 A W1 — h21w2 A w1 = <h12 — th)WQ VAN w1

Mas ws A wy # 0 e portanto, hiy = hoy
Por (1.13) temos que:

w31(€1) =hn w31(€2) = hio
w32(€1) = ho1 = hi2 w32(€2) = hgo
Como
des = wsi(v)er + wsa(v)es

10
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temos por (1.14), que a matriz de des na base {ej, es} é

hu h
ho= H (1.16)
h12 h22

Portanto,

K= det(h) = h11h22 — h12h12

As equagdes (1.13) nos dao que:

w31 Awgy = (hpiwy + hiswa) A (horwy + hosws)
= hirhywi A wy — highisw A ws
= (h1thas — highig)wi A ws

= le N wo
Pela segunda equagao de estrutura temos que
dwis = w13 A wsp = —ws31 A wsa

Portanto,

dw12 = —le N\ Wo

como tinhamos afirmado.

Vamos obter agora a expressao para H. Por (1.16) e pela definigdo de H temos que
1
H = —E(hn + haa)

As equagoes (1.13) nos dao que

wiz Awy = —hjw Aws
w1 A Wo3 — —hggwl VAN Wa
Portanto,
w13 A [0%) + w1 A\ Wo3 — —(hu + hgg)wl A (%))
= 2le N wo

11



Teorema 1.1.3. Seja M C R? uma superficie imersa. A aplicacio normal de Gauss é con-

forme, se e somente se ou M € totalmente umbilica ou minima.

Demonstragdo. De fato: Seja x : M — R? a aplicagao de inclusao, {e;}, {wi} i =1,2,3 o

referencial e o coreferencial de M respectivamente. Assim temos:
3 3
dr = E w;€; de; = E wije; 1 =1,2,3
i=1 j=1

i) Denotemos por ds* a métrica sobre M, de (1.9) temos:

ds® = (drv,dr) = (wi)*+ (w2)? (1.17)

ii) Denotemos por do? a métrica sobre S?, de (1.15) temos:

d0'2 = <d€3,d€3> = (W31)2 + (w32)2 (118)

A aplicagao de Gauss é conforme se do? é miiltiplo de ds?. De (1.13) e usando hyy = hoy temos:

d0'2 = (W31)2 -+ ((JJ32)2 (119)
= (hllwl + hlchQ)Q + (hlgwl + h22w2)2 (120)
= (Pfy + hiy)wi + (hiy + hiy)w) + 2wi 0 wohaa(huy + hao) (1.21)
Temos que se:
i) H =0 (isto é hy; = —hg em todo ponto), entao do? é miltiplo de ds?.

ii) M totalmente umbilica (isto é hys = 0 e hyy = hgy em todo ponto), entdao do? é multiplo

de ds?.

Reciprocamente se a aplicagao de Gauss é conforme, existe uma funcao positiva A, tal que

Ads? = do?, logo temos:
A((w1)? + (w2)?) = (A3} + hiy)wi + (B, + hdy)ws + 2wy 0 wahya(hiy + has)

Assim em cada ponto temos 2 casos:

12



1) hll = —h22 istoé H=0

11) hll = hgg e h12 = ( isto é M ¢é umbilica
Logo temos 2 possibilidades:

i) M é totalmente umbilica ou H =0

ii) M é umbilica nos pontos que H # 0

No segundo caso temos que se H # 0, ou seja existe p € M tal que H(p) # 0, entdo f é

totalmente umbilica. Seja

W = {peM: H(p) #0} (1.22)

Claramente W é aberto. Seja W, uma componente conexa de W, assim M é totalmente
umbilica em W}. Logo as curvaturas principais e H sao constantes em Wy, logo H é constante
em cada componente conexa.

Alem disso como H é continua, entdo H é constante sobre Wy C M. Como W, é conexo entao
W, é conexo entdo W, = W. Pelo fato de M ser conexo e W ser aberto e fechado temos que
Wo= M.

Logo se H(p) # 0 para algum p € M tem-se que, M é totalmente umbilica. O

1.1.2 Variedades Riemannianas

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensao n. Sejam p € M e U C M uma vizinhanca

de p em M, onde seja possivel definir campos diferenciaveis de vetores eq, ..., €, tais que:
(€i, €5) = 0y

O conjunto {e;}* , é chamado referencial ortonormal mével em U. Sejam {w; }?, formas dife-

renciais em U tais que
i
w'(ej) = b
As formas w’ sao chamadas coreferencial associado a {e;}. Temos o seguinte resultado

13



Lema 1.1. Escolhido um coreferencial {e;}}'_, num aberto U de uma variedade Riemanni-
ana M, existe em U um (inico) conjunto de formas diferenciais {w]}?_,, onde w] = —w;'» e

satisfazem
n
dw' = E wh AWl
i=1

A demostragao do lema anterior pode ser encontrada em [4].

J

As formas w] sdo chamadas formas de conexao de M do referencial {e}? ;. As formas de

conexao permitem definir uma nocao de derivada covariante para campos em M.

Proposicao 1.1. Sejam X, Y campos diferencidveis em M™ e {e;}? um referencial em U C M.
Suponha que Y =" y;e; e defina:

n

VxY = Z {dyj(X) + wa(X)yl} €j

=1

Entao VxY independe do referencial {e;} e, portanto estd bem definido em M.

A demostragao do resultado acima segue de [3].
VxY é dito derivada covariante de Y em relacao a X. A derivada covariante possui importantes

propriedades dadas pela proposicao seguinte:

Proposicao 1.2. Sejam X,Y,Z campos diferencidveis em M, F e G funcgoes diferencidveis

em M e a e b nimeros reais. Entao:

1. VixigvY = fVxY + ¢V X

2. Vx(aY +bZ) = aVyxY +bVxZ

5. Vx(fY) = [UxY + X(f)Y

4. (VxY,Z) + (Y, VxZ) = X (Y, Z)

5. Sepe M, (VxY)(p) so depende do valor de X no ponto p e dos valores de Y ao longo

de uma curva parametrizada o : (—e, €) — M, com a(0) = p, e &/'(0) = X (p).

A demonstracao do resultado acima pode ser encontrada em [3].
Note que
(Vxei ej) = w(X)

14



onde
w!(er) = (Vepei,€5)

Definimos as formas Q; por Q;; = dw! — S0 wF Aw].
Estas sao ditas formas de curvatura de M no referencial {e;}.
Para cada p € M, e cada par de vetores X,Y € T,M, a matriz (£2;;),(X,Y) pode ser vista

como a matriz da aplicacao linear
(Rxy)p : T,M — T,M

em relagao a base {eq,...e,}.

Rxy é chamado operador curvatura de M. Como §2;; = —;; e €};; é uma 2-formas, temos
as seguintes equacoes para o operador curvatura: Se X, Y, Z e T sao campos diferenciaveis em

M entao

(RxyZ,T) = —(RyxZ,T) (1.23)
(RxyZ,T) = —(RxyT,Z) (1.24)

Tomando a derivada exterior da equagao:
n
dw’ = Zwk A wi
k=1
Temos
n n
0 = Zdwk /\wi — Zwk/\dwi

k=1 k=1

n n

= Z W' AW AWl —Zwi/\dwf

ik=1 i=1

n n
= Zwi/\(wa/\wi — dw))
i=1 k=1

n
= — Zw’ A QZJ
i=1

Portanto,

D WiAQ;=0 Vji=1..n (1.25)
=1
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A equagao (1.25) é chamada primeira identidade de Bianchi. Em termos de operador curvatura,

ela se traduz da seguinte forma. Se X, Y e Z sao campos diferencidveis em M,

_ Z{w

i=1

D W AQ(XY, Z)

Q;(Y,2) — ' (V)Q(X, Z) + ' (Z2)Q2;(X,Y) }

= <Rsz — RXZY + nyZ, 6j> .

para j = 1,...,n. Dal,

RxyZ + RyzX + RzxY =0

Note que valem as seguintes igualdades

(RxyZ,T) 4+ (RyzX,T) + (RzxY,T) =0
(RysT, X) + (RyrY, X) + (Roy 7, X) =
(Rox X,Y) + (Rex 2,Y) + (RxsT,Y) =
(RoxY, Z) + (RxyT, Z) + (Ryz X, Z) =

Somando as equagdes acima e utilizando (1.4), temos

Dai, por (1.2), temos

(RzxY,T)+ (RryZ,X) = 0.

(RxyZ,T) = (RzrX,Y) .

Como as formas €2;; sao formas de grau dois, elas podem ser escritas

1
Qij = —5 ; Rijklwk VAN wl.

(1.26)

As funcoes R;ji; sao chamadas as componentes de tensor curvatura de M. Notamos que:

(Reper(€0),€5) = Qjiler, er)
1
= -3 Z Rjigw® A w' (e, ).
s,t
= <Reiej (ek)a el> .
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As formas de curvaturas nos permitem definir a curvatura seccional de uma variedade. A partir
de agora faremos uma introducao de tal conceito. Seja P C T,M um subespaco de dimensao
dois do espaco tangente T,M. Tomamos um referencial {es,...,e,} em uma vizinhanga de p

de tal modo que {eq, e} geram P. Temos o seguinte resultado.

Proposigao 1.3. O nimero (212),(e1,e2) depende apenas do subespago P.

A demonstragao da proposigao acima segue de [3].

O numero
K,(P) = —(Su2)p(er, e2)
- <(R€1e2)P(61)7€2>

¢é chamado a curvatura seccional de M em p segundo P.

Temos o seguinte resultado.

Proposicao 1.4. Seja P C T,M um subespaco de T,M. Se X,Y € P sdo vetores linearmente

independentes de T,M e {e;} é um referencial ortonormal tal que {ey,es} gera P, entdo
(Rxy X,Y)
(AX,Y))*

onde A(X,Y) = /|z?ly|? — (z,y)? € a drea do paralelogramo formado por X eY .

K(p) =

A demostragao do resultado acima pode ser encontrado em [2].

Definicao 1.1.6. Diz-se que uma variedade Riemanniana M € isotropica em p se todas as

curvaturas seccionais em p tém o mesmo valor, isto é, se K,(P) ndo depende de P C T,M.
Finalmente, temos o resultado que traduz a importancia das formas de curvatura de um
referencial.

Proposicao 1.5. Seja M uma variedade Riemanniana, p € M e {e;} um referencial em uma

vizinhanca de p. Entao M € isotropica em p se e so se
Qij = —pri VAN wj.
A demonstragao da proposigao anterior pode ser encontrada em [2]. Naturalmente, temos
a seguinte definicao.

Definicao 1.1.7. Diz-se que uma variedade Riemanniana M tem curvatura constante, se

K,(P) nao depende de p e P.
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1.2 Representacao de Enneper-Weierstrass

Nesta secao vamos descrever uma representacao para superficies minimas em termos de
dados holomorfos, chamada representacao de Enneper-Weierstrass. Nos capitulos posteriores

realizaremos uma tarefa similar no espaco hiperbélico H?.

Definigao 1.2.1. Sejam M e N wariedades diferenciais com dim(M) < dim(N). Uma
imersao € uma aplica¢ao diferencidvel X : M — N cujo diferencial DX : Ty,M — Tx ) N
¢ injetiva em todo ponto p € M. Neste caso dizemos que S := X (M) € superficie imersa em

N.

Ao longo da secao as superficies estarao imersas em N = R3.

Definigao 1.2.2. Seja S wma superficie imersa em R3 e seja Q C R? um aberto. Uma

parametrizacio de S é uma imersao X : Q) — R3.

Observagao 1.2. Como trabalharemos com superficies S imersas em R3, S se torna uma

superficie de Riemann cuja métrica é induzida pela restricio da métrica Euclidiana de R® a

S.

Vamos agora expressar a primeira e segunda forma fundamental na base do espago tangente
Xy, X, associada a uma parametrizacao X (u,v) em p.
Como um vetor tangente w € T,S é o vetor tangente a uma curva parametrizada «o(t) =

X(uy(t),us(t)), t € (—e,¢), com p = a(0), obtemos

L(a'(0)) = (a(0),a/(0)),
= (X u] + Xy,uy, X u' + Xy, usy)
= (Xu, Xu1>p(ull)2 + 2(X0y, Xug)priug + (X, XU2>p(U/2)2
= guluy)’ + 2g19u3usy + gao(us)?
onde g;; = (Xy,, Xu,) sdo os coeficientes da primeira forma fundamental na base {X,,, Xy, }.
Se a superficie é orientavel, entao:

X, xX
N — ul u
| X, X Xy

2|
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O vetor tangente a «(t) em p é o = X, u} + X, ub e

dN (') = N'(uq(t), ua(t)) = Ny, uy + Nyyug
Assim, a expressdo da segunda forma fundamental na base {X,, x,, } ¢ dada por:
pa) = —({dN(a'),d)

- _<Nu1u,1 + Nuzu/27 Xulull + Xuzu,2>

= b11<ull)2 + 2b12’U/1"LL12 + bQQ(UQ)Q

onde, bj; = (N, Xy,4,) sdo os coeficientes da segunda forma fundamental na base {X,,, Xy, }.

A curvatura media H de S em p pode-se expressar por:

g11b2a + ga2b11 — 2g12012

H 1.27
2det(gi;) (1.27)
E a curvatura Gaussiana K de S em p pode-se expressar por:
det(b;; bi1boy — b?
_ det(by) _ bribay — by (1.28)

det(gij)  g1ge — 9h
Definicao 1.2.3. Seja X : Q — R3 parametrizacio da superficie S. O vetor curvatura media

em um ponto p € S é:

—

H(p) := H(p)N(p)

onde N € o vetor normal unitdrio dado pela aplicagao normal de Gauss

Definigao 1.2.4. Seja M superficie reqular. Uma imersio X : M — R3 ¢ dita conforme
(ou isotérmica) quando (D, X (v), D, X (w)) = XN (v,w), Yv,w € T,M. Em outras palavras, se

uy, ug € uma base ortonormal de T,M, entao temos:
1 Xull* =Xl =2M(p) (X, X)) =0
onde X, € a deriwada de X na dire¢io u; e A(p) diferencidvel.

Definigao 1.2.5. Seja X : M — R uma superficie imersa, S := X (M). Dizemos que X é
minima se:

H(p) =0, Vpes
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Observagao 1.3. Quando X € uma parametriza¢ao conforme de uma superficie de Riemann,

temos que (gi;)(p) = MN(p)I, onde I é a matriz identidade. Neste caso, a métrica induzida em

M é dada por:
ds® = \/det(gi;)|dz|> = N?|dz|?

onde |dz|? é a métrica usual de C = R2.
Observagao 1.4. Uma superficie imersa em R® sempre admite uma parametrizagdao conforme.

Teorema 1.2.1. Seja (M,g) superficie de Riemann. Entao em wma vizinhancga de qualquer

ponto p € M existe uma parametrizacao conforme.
Demonstragao. Ver [6]. O

Agora vamos dar uma caracterizacao das superficies minimas

Teorema 1.2.2. Seja X : Q — R? parametrizacio conforme de uma superficie S. Entdo:
AcX = 2)2H
onde H é o vetor curvatura media, o Laplaciano € o candnico dado por AcX = (Acxy, Acra, Acs),

2z, 0%,
* T =1,2,3, (ur,us) € Q

onde Acx; = —5 + —,
© ou?  Ou

Demonstragdo. Seja p € S e sejam (uy,uy) coordenadas conformes de  centradas em X ~!(p).

Entao:

<XU17 XU1> = <XU27XU2> =\?
<X v > (1.29)
upy ug/) — 0

Derivando a primeira equagao de (1.29) em relagao a u; obtemos:
(Xoyurs Xouy) = (Xujua, Xun)
Mas, derivando a segunda equacgao de (1.29) em relagao a us temos:
(Xuyur, Xug) + (X Xugu) = 0

Logo:
<XU1U1 ) Xu1> = _<Xu2u2 ) Xu1>
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Usando a equacao acima obtemos:

<A(CX’ XU1> = <(qu1 + XU2u2)= XU1> =0
(AcX, Xyu,) = 0

Por tanto Ac X LT,. Se N é normal unitaria de S, temos
<A(CX’ N> - <(Xu1u1 + Xu2u2)7 N> - <Xu1u17 N> + <Xu2u27 N> = b1 + b2

De (1.27) tem-se: by + boy = 2A?H. Como AcX s6 tem componente normal a S e H=HNo

resultado segue. ]

Corolario 1.1. Seja X : Q — R? parametrizagao conforme da superficie S := X (M). Entdo

S € minima se e somente se as coordenadas x1, To € T3 SGo0 funcoes harmonicas, ou seja

Az; =0, Vi=1,2,3.

Seja X : 0 — R? parametrizacao minima conforme. Pelo coroldrio acima, sabemos que as
coordenadas xj, sao funcoes harmonicas, assim as coordenadas xj;, sao funcoes reais analiticas.
Agora vamos provar um lema que servira de base para relacionar parametrizagbes minimas

conformes X & funcoes holomorfas.

Lema 1.2. Seja X : Q — R? parametrizacio de uma superficie qualquer, Q@ C C dominio.

Defina, para k € 1,2,3, as funcgoes

__E%EE(Z __iﬁ%fﬁ(z)
N 8u1 8u2

dr(2)

onde z = uy +iug € Q2. Entao:

i) ¢r(z) € holomorfa <= xy, € harménica
i) X ¢ parametrizagio conforme <= 3 o_ (¢r(2))2 =0

iii) Suponha X parametriza¢do conforme.

Entio Y0, |64(2)]? # 0

Demonstracao. i) Segue das equagoes de Cauchy-Riemann.

21



ii) Observe que:

NE

(Grl(2)) = Z(‘;zjf Z(‘;j—j’gf—mzﬁzjgi’;) (1.30)

= gu — g22 — 2ig1 (1.31)

B
Il
—

Como g11 = go2 € g12 = 0, o resultado segue.

iii) Usando que X é parametrizagao conforme, temos:

3

3

ox ox
> loe(2)P = §j a2 G ) (1.32)
k=1 k=1

= gu+ 92 (1.33)
= 2)\? (1.34)
[

Teorema 1.2.3. Dada uma imersio minima conforme X : M — R3, as I-formas holomorfas

or(2)dz (onde ¢i(2) sao definidas pelo Lema 1.2), estdo bem definidas globalmente.

Demonstragao. Para que as 1-formas ¢(z)dz estejam bem definidas globalmente, temos que
provar que elas sao invariantes por mudanga de cartas de M. Seja p € M.

Sabemos que x sao harmonicas em M, portanto podemos pegar vizinhanga V' de p onde existe
conjugada harmoénica de xj, que denotaremos por z;. Portanto a fungao ®x(2) := (zy + ix})

é holomorfa em V', entao satisfaz as equacoes de Cauchy-Riemann. Com isto obtemos:

0z

Sejam @1 : Uy — V e g : Uy — V duas cartas de M. Denote por z os pontos de U; e

por w os pontos de Uy. Como M ¢é superficie de Riemann, (¢;' o ¢) : Uy — U} é aplicacdo
holomorfa. Denote a mudanca de cartas por z(w) := (¢7" 0 ¢2)(w).

Logo

0v _, 00, 0= 0w, 02
n 0z Ow 0z Ow

dz 0z
¢ holomorfa, — = (22} = 0. Enta
Como z(w) é holomorfa, 50 (8w) 0. Entao

0P, 0z dz

w0) =2, pw = )
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Portanto
Prdw = ¢pdz

]

Definicao 1.2.6. Seja S superficie imersa em R3. S € dita superficie fechada se ela for

compacta e sem bordo.

Teorema 1.2.4. Nao existe superficie minima fechada em R3.

Demonstracao. Suponha por absurdo que tal superficie exista. Ao tomas uma parametrizacao
minima conforme X : M — R3 obtemos que (1,22, 73) sdo funcoes harmonicas. Escolha
uma destas coordenadas, denotada por x;. Como z; é continua e M é compacta, x; assume
maximo em M. Mas pelo principio do maximo em M, donde z; no poderia assumir maximo em

M, donde x; é constante. Como este argumento vale para i = 1,2, 3, temos um absurdo. [

Teorema 1.2.5 (Teorema de Representacao de Weiertrass (Versao 1)). Seja X : 2 —

R? parametrizacio minima conforme, z € Q C C. Defina, para k € 1,2,3, as funcoes

onde z = uy + iug € Q. Entao as 1-formas ¢r(z)dz sao holomorfas satisfazendo:

3

> ((2))?

k=1

3
ole:)P # 0
k=1

Il
o

Reciprocamente, sejam ¢1(2), ¢2(2) e ¢3(2) fungoes holomorfas em um dominio simplesmente
conezo ) C C satisfazendo as equagoes acima. Entao existe parametrizagao minima conforme
X = (x1, 19, 23) : @ — R tal que

0 0
br(2) = a—i’;z) - z’a—j;“(z)

onde z € ).

Demonstra¢ao. A primeira parte do teorema segue diretamente do lema anterior (1.2) e do

corolario (1.1).
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Para a reciproca, defina

7i(2) = Re ( / ezsk(&)d&) (1.36)

onde k =1,2,3, zp € Q.
Como ¢y, é holomorfa e €2 é dominio simplesmente conexo, a integral esta bem definida (pois
independe do caminho) e é holomorfa. Portanto z; também esta bem definida e é harmonica.

Para as outras observagoes sobre xy, use o lema (1.2). O

Antes de presentar a representacao de Enneper-Weierstrass vamos a provar um lema que
relaciona as 1-formas holomorfas ¢y (z)dz com uma 1-forma holomorfa f(z)dz e uma funcao

meromorfa g(z).

Lema 1.3. Seja M superficie de Riemann, z € M, g(z) uma func¢io meromorfa em M e
f(2)dz uma 1-forma holomorfa em M com a propriedade que, os polos de ordem m de g(z)

sao zeros de ordem 2m de f(z). Entdo as 1-formas

O1(2)dz = f(lT_gZ)dz
Pa2(2)dz = Mdz (1.37)

o3(2)dz = fgdz
sao holomorfas em M e satisfazem
O1 + 65 + ¢35 =0

[61(2)* + @2(2)[* + |¢3(2)| # 0

Reciprocamente, qualquer tripla de 1-forma holomorfa ¢;(2)dz em M, i =1,2,3, satisfazendo

(1.38)

(1.88) pode ser representado de maneira acima, excepto se ¢1 = ips, ¢3 = 0. Neste caso

particular a superficie minima gerada pelas ¢;(z)dz é um plano.

Demonstracao. Basta mostrar o lema localmente. Vamos comegar provando a ida .

Veja que as ¢y, definidas desta maneira satisfazem ¢? + ¢35 + ¢2 = 0:

f? 1_922 i2f2 1+g2 2 f2 f2
=0

Por fim, se p € M é zero de ¢3, entao temos f(p) = 0 ou g(p) = 0. Vamos analisar os dois

Casos.
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i) Se f(p) = 0, entao p é zero de ordem 2m de f é polo de ordem m de g, onde m € N*.
Neste caso (fg*)(p) # 0, onde ¢1(p) # 0 e ¢a(p) # 0.

i) Se g(p) =0, entdo f(p) # 0. Logo ¢1(p) # 0 e ¢2(p)

Para provar a volta, defina:

fdz = (¢1 —is)dz

g = %
¢1 — iha
como ¢;(z)dz é bem definida globalmente em M (veja teorema 1.2.3), a 1-forma f(z)dz também
estd.
Logo

OT+ 5 + 05 = 0 & (d1 — i) (p1 + i) = =3 = ¢1 + iy = —fg°

Entao temos:

1 — 2
o = 1 ( . 9%)
if(1+g°
b = ( . 9%)
o3 = fg
como queriamos. J& que (¢ + i¢n) = — fg* é holomorfa, os polos de ordem m de g(z) devem

ser zeros de ordem > 2m de f(z)dz. Mas se p for polo de ordem m de g(z) e zero de ordem
> 2m de f(z)dz entao (fg*)(p) = 0, donde ¢;(p) =0, i = 1,2,3. Logo um polo de ordem m
de g(z) tem que ser zero de ordem 2m de f(z)dz.

O tnico impedimento na representagao acima é o caso em que ¢; —igpy = 0 (que é o denominador
de g). Quando isto ocorre, a condigao @2 + @3+ ¢2 = 0 implica ¢3 = 0, que é o caso excepcional

mencionado. O

Teorema 1.2.6 (Teorema de Representagao de Weierstrass (Versao 2)). Qualquer

imersao minima conforme nao-plana X : M — R3 com M simplesmente conexo pode ser

11(2) = Re (/:%gQ)dz)

S
v2(2) = Re (/O Mdz) (1.39)

rle) = pe( [ foaz)
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onde z € M, f(z)dz é 1-forma holomorfa, g(z) € fungcao meromorfa e cada polo de ordem m
de g € um zero de ordem 2m de f(z)dz. A reciproca também vale: dadas I1-forma holomorfa
f(2)dz e uma fun¢ao meromorfa g em M, onde os polos de ordem m de g sao zeros de ordem
2m de f, podemos encontrar imersao minima conforme nao-plana em R? a traves das equacoes

acima.

Demonstragao. Usa teorema (1.2.5). O

1.2.1 Alguns Exemplos

i) O Catenoide.
Seja a superficie dada por (z-+1)?+%? = cosh?(z) chamada catenoide. Considere M = C

e f=¢€* g=e* fungdes holomorfas em C. De (1.37) e (1.39) temos:
fA-g?) _e(l—(e))

o1 = 5 = 5 = sinh(z)
o = SO )
o3 = fg=1

Entao:

n(s) = Re ( /O ¢1dz> Re ( /Ozsinh(z)> = cosh(u) cos(v) — 3
z9(z) = Re ( /0 ) @dz) = Re ( /0 Zicosh(z)dz) = —i cosh(u)sin(v)

vs(2) = Re (/Onggdz) ~ Re (/d) —u

Assim recuperamos a parametrizagao da catenoide:

X (u,v) = (cosh(u) cos(v) — %, —i cosh(u) sin(v), u) (1.40)

ii) A Helicoide.

Seja z = arctan(%) a superficie chamada helicoide. Considere M = C e f = —ie?,

g = e~ * fungoes holomorfas em C. De (1.37) e (1.39) temos:
fA—g?)  —ie*(1—(e7%)?)

o1 = 5 = 5 = —isinh(z)
PR L I G P G
o3 = fg=—1
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Entao:

n(z) = Re ( /0 ) gzﬁldz) ~ Re ( /0 ) —isinh(z)) — sinh(u) sin(v)
w(z) = Re ( /0 ) ¢2dz) — Re ( /O Zicosh(z)dz) — sinh(u) cos(v)
z3(2) = Re (/OZ¢3dz) — Re (/Ozdz> :%

Assim recuperamos a parametrizagao bem conhecida da helicoide:

X (u,v) = (sinh(u) sin(v), sinh(u) cos(v), g) (1.41)

iii) Superficie de Enneper.

Considere M = C e f =1, g = z fungdes holomorfas em C. De (1.37) e (1.39) temos:

fA-g*)  (1=(2)")

¢ = =y =
by = if(12+ g _ il +2(Z)2) — cosh()
¢3 = fg=7=
Entéo:
r1(2) = Re </OZ¢1dz) — Re (/Ozw(iz) _ “#2_%“3
29(2) = Re </OZ¢2dz) — Re (/Owdz) _ —v—u2v+§vs
x3(2) = Re </0Z¢3dz) — Re (/Ozzdz> _ u2;U2
Assim:
X(u,v):(“JF““;—%“S? U—U;U—F%U?”UQ;UQ) (142)

nos da a bem conhecida parametrizacao da superficie de Enneper.
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Capitulo 2

Representacao de Bryant

Obter um resultado analogo em outros espagos da representagao de Weierstrass para su-
perficies minimas em R3, nao sempre é possivel em geral. No entanto, verifica-se que em
espacos de curvatura seccional constante ¢, a superficie com curvatura média H satisfazendo
H = 4\/—c tém uma representacao de Weierstrass. Quando ¢ = 0, esta é apenas a re-
presentacao Weiertrass das superficies minimas. Quando ¢ > 0, nao existem tais superficies.
Quando ¢ < 0 se pode reduzir pela dilatagao ao caso ¢ = 1, ou seja, o caso do espaco hiperbdlico

H3. Esse é o caso que vamos estudar nesse capitulo.

2.1 O Espaco de Lorentz-Minkowski L*

Nesta secao apresentamos as equacoes de estrutura do espaco de Lorentz-Minkowski L.

Considere em R* o semi-produto interno definido por

(x,y) = —Toyo + T1y1 + Tay2 + T3Ys,

onde x = (xg, Ty, T2, 73), ¥ = (Yo, Y1, Y2, y3) € RL Esta pseudo-métrica é induzida pela forma

quadratica

3

Q(xo, 1,03, 73) = —(w9)* + > _(:)*

=1

O espago (R%,(.)) ¢ dito espago de Lorentz-Minkowski e serd representado por L%
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2.2 Modelos de Espaco Hiperbdlico

Nesta sessao, estudamos uma variedade Riemanniana de dimensao 3, completa, simples-
mente conexa, com curvatura seccional constante e igual a -1: O Espaco Hiperbélico H?. Este
espaco pode ser descrito por varios modelos, cada um com as suas respectivas vantagens. A

seguir descrevemos algumas destas.

2.2.1 Modelos de Semi-espaco Superior

Neste modelo, temos o espaco Hiperbélico H? representado pelo semi-espaco superior de
R? dado por
R = {(xl,xg,xg) eR3 x5 > 0}

com a métrica g;; = 24
9ij = 22
As geodésicas neste modelo sao as semi-retas e os semicirculos que intersectam o plano x3 = 0

ortogonalmente.

2.2.2 Modelos de Poincaré

Neste modelo, o espaco hiperbélico R? é representado pela bola B3 C H? de raio unitério e

centrada na origem

B® = {z = (21, 72, 73) € R |2| < 1}

’ . 457;3'
com a metrica g;; = (=FBE

As geodésicas neste modelo sao os didmetros ou os arcos de circulos ortogonais ao bordo OH?

da bola B3.

2.2.3 Modelos de Minkowski

Considere a hipersuperficie

{x = (z0, 21,72, 73) €LY, (2,2) = —2f + 23 + 25 + 25 = -1}
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. Essa hipersuperficie (hiperboloide de duas folhas) tem duas componentes conexas. Escolhe-
mos a componente conexa correspondente a xy > 0. Assim neste modelo o espago hiperbdlico

H? é representado pela parte superior de um hiperboloide de dos folhas, dado por
H3 = {x = (l‘o,m,xz,xg) € ]L,4;a:0 >0 e (x,x) = _1} 7

com a métrica induzida pelo produto interno Lorentziano.
As geodésicas neste modelo sdo intersecoes de planos passando pela origem de L* com H?, ou

seja ramos de hipérboles.

2.2.4 Modelo Hermitiano

Este modelo ¢ discutido em [1]. Para comegar, faremos a identificacao de I* com Herm(2),

o conjunto das matrizes hermitianas 2x2, a través da relagao;

3

To+ T3 T +ZI‘2
x = (20,21, Te,w3) € L* ¢+ X = E TpOp =

k=0 r1 — 12 Ty — X3
10 0 1 0 =1 1 0

00 = 01 = ;02 = ;03 =
0 1 10 —i 0 0 —1

Estas matrizes sdao chamadas Matrizes de Pauli.

Seja = (xo, 71, 22,73),y = (Yo, Y1,Y2,y3) € LY Da identificacio de L* com o espago

vetorial Herm(2) temos que seus associados em sao:

To+ T3 X1 +ix + +1
X — 0 3 1 2 Y= Yo TYs WY1 Y2 EHerm(Z)

Ty — 1Ty Ty — T3 Y1 =12 Yo — Y3
Pode-se verificar que: (z,y) = —3tr (X'o2Y 03)
Portanto em Herm(2), vamos definir o pseudo-produto interno dado por
(X)Y) = _%tT(XtO'QYO'Q)

Afirmacao 2.1. O espaco hiperbdlico H3 C 1L* pode ser identificado com o subconjunto

A={X € Herm(2),(X,X) = —1,tr(X) > 0} de SL(2,C).
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Demonstragdo. Seja x = (xg, 11, T2, x3) € H? C L* entao seu associado é

To+x3 T +iT
X = o e Herm(2) temos que:

det(X) = (xo+ x3)(xo — x3) — (1 + 122) (21 — ix2)
= (950)2 - (373)2 - (371)2 - (932)2

= = <x,x>

= —(-1)=1
Assim , X € SL(2,C) = {A € GL(2,C), det(A) = 1}.

i) (X, X)=—itr(X'02X03) = (x,2) = —1

i) tr(X) = (vo+23) + (2o — x3) = 229 > 0
Temos a identificacao. O]

Assim A pode ser visto como a representacao matricial de H?. Tal representacao e dita

modelo hermitiano de H?.

Afirmacao 2.2. Neste modelo de IL*, o espaco hiperbélico H? pode ser representado também

como B={FF* F € SL(2,C)}.

Demonstracao. Para provar a afirmacao basta mostrar que A = B. De fato:
Seja F' € SL(2,C). Tem-se que: (FF*)* = FF* e det(FF*) = 1.

Logo, como det(F) =1 entao tr(FF*) > 0. Por tanto, FF* € A. Assim B C A.
Reciprocamente, seja X € Herm(2) tal que det(X) =1 e tr(X) > 0.

Como X € Herm(2)temos que X possui autovalores reales e é diagonalizavel unitariamente.

Seja A € R, como det(X) = 1 temos que o outro autovalor é % Assim, X pode-se escrever
como
A0
X=U U*
0 A
A0
Escolhamos F' = U N E Assim, como detF' = 1 entao F' € SL(S,C). Por outro
0 -L
VaN
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lado, temos:

X 0 X0\
FF*:U\/_l \/_lUt
0 L 0 X
A0\
- U U
0 %
- XUT
- X

Por tanto, X = FF.
Logo A C B. Assim obtemos a igualdade.

Considere SU(2) o subgrupo de SL(2,C) dado por
SU(2) ={X € SL(2,C); X* = X'} c SL(2,C)

Definicao 2.2.1. Sejam G um grupo e M uma variedade diferenciavel. Dizemos que uma
aplicacao

p:GxM—M

€ uma agao de G sobre M quando satisfaz as sequintes condigoes:

1. Vge G,¢g: M — M dada por

bg(p) = 0(9,p)

¢ um difeomorfismo.

2. Dados g1, 92 € G,
¢9192 = ¢91 © ¢92

3. Se e e G € o elemento identidade do grupo G,

¢e = IdM
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Lema 2.1. O grupo de Lie complexo SL(2,C) age sobre IL* pela aplicacio
¢:SL(2,C) x L* — LL*
definida por ¢(g,v) = gvg* onde v € uma matriz simétrica hermitiana g* = G'.

Demonstracao. SO é necessario provar o item 2 e 3, pois o item verifica-se desde que a multi-
plicagao de matrizes ¢é diferenciavel.

Tem-se

Gg19:(V) = g1920(g192)"
= 91(92093)91
= &g (92v93)
= (dg, © ¢g,)(v)

Assim ¢g,4, = Pg, © ¢y,
Alem disso temos: ¢.(v) = eve* = eve = e, Yv € SL(2,C)
Por tanto, ¢ é uma agao de SL(2,C) sobre L%. ]

Observacao 2.1. Fssa acao preserva o produto interno e a orientacao.

Considere M = {z = (z¢, 71, T, x3) € L* /{z,2) = —22 + 23 + 23 + 22 = 0}. Esse conjunto
¢ o cone duplo, assim N \ {0} tem duas componentes conexas.
Seja N® = {v = (zg, ¥1, 22, 73) € L% (v,0) = 0,29 > 0} 0 cone de luz com a métrica induzida

pelo produto interno Lorentziano.

Afirmacao 2.3. No modelo hermitiano de IL*, o cone de luz N* pode ser representado como o

subcongunto N = {X € Herm(2) \ {0}; det(X) = 0, X ¢é semidefinida positiva} de Herm(2).

Demonstracao. Mostraremos que a representacao matricial de N? é dada pelo conjunto A das

matrizes positivas semi-definidas de determinante zero nao nulas. De fato:

Seja x = (xg, z1, T2, 73) € N3 C LY. Pela identificagdo de L* com o espago vetorial Herm(2)
To+ T3 X1+ iTe

temos X =
Try — ’i[L’Q Tog — I3

Alem disso tem-se (z,z) = —det(X). Assim temos que det(X) = 0.
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Por outro lado, os autovalores de X sao Ay = 0 e Ay = 2z e, por tanto, A\;, Ao > 0. Dai, X é
uma matriz positiva semi-definida. Logo, como xy > 0 entao X é nao nula. Portanto, X € N/

Seja X € N. Como X é hermitiana, pode-se encontrar xg, x;, T2, T3 € R tais que
To+ T3 1+ i$2

T — i$2 o — I3
Dai como det(X) = 0 tem-se: ((xq,x1, T2, 23), (Tg, T1, T2, x3)) = 0. Alem disso, como X € N,

seus autovalores sao nao-negativos. Por outro lado os autovalores de X sao a; = 0 e ay = 2z

e, portanto, g > 0. Observe que
(zo — 23)(z0 + 23) = 22 + 23

Dai, é imediato que o = 0 < X = 0 e, portanto xy > 0.
Dai, tem-se que (zg, 1, T2, 73) € N3

Portanto N é a representacao matricial de N3. O]

Vamos dar outra representacao matricial de N3 que vamos utilizar neste trabalho.

Afirmacao 2.4. No modelo hermitiano de IL*, o cone de luz N3 pode ser representado como

. - b
o subconjunto N = {bb",b = Yl ibby e C} de Herm(2).
ba

Demonstracao. Basta mostrar que: N =N.

To+x3 X1 +1ix
Seja X = ° °o “lenN

Ty — iLUQ o — X3
Como X ¢é positiva semi-definida entao xo + z3 > 0, e como det(X) = 0, temos que

(w0 — 23) (20 + 23) = 2% + 23
e, por tanto, zo — x3 > 0. Portanto, existe (1, cy) € C? tal que

c1c1 = Tg+ x3;

CoCy = To— T3
Assim (¢163)(cocr) = 23 + 22, logo existe a € R tal que

r1 +ixg = €' %ciCy
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Escolha by = €'/%¢; e by = €'*/%¢. Logo,

To+ T3 X4 +i1’2

X p—
1 — 7:LU2 Lo — I3
biby biby
biby baby
by _
- (5 %)
by
Por tanto,
_ b
N=S{w b= " |ib,beC
by

]

Como o espaco hiperbdlico H? nao é compacto, é possivel compactifica-lo adicionando uma

2-esfera “no infinito” denotada S? . Assim temos:
e 3, Q2
H =H"USZ,

Assim para cada ponto v € N3, definamos [v] = {av, @ € R% }, a reta com diregao v. Entéo:

St = {l];v e N} =

S?, ¢ dito bordo assintético de H?. Este serd o modelo de espago hiperbdlico que adotaremos
no decorrer do trabalho.

Agora vamos a dar uma identificacao de S?_

Afirmacao 2.5. O bordo assintdtico S2, pode-se identificar com CP'.

Demonstracao. Considere a aplicacao
N — CP'
v — T(v) = [by, by

onde v = Z: (b_l E)

A aplicacao 7 esta bem definida. De fato,
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b o k
Sejam b = (by,bs), k = (ky1, kz) € C? tais que: v = ! ( by by > = ! < ki ko >

by ko
Obtemos que: k = exp(if)b
Assim:
[k1, ko] = [exp(i0)b1, exp(i6)bo]
= eXp(iQ)[bl,bg]
- [bla bQ]
Portanto, 7 esta bem definida.
Agora considere:
7:82, — CP! (2.1)
[v] — 7([]) = 7(v) (2.2)
A cual esta bem definida, pois:
by o ~
Se v = ( by bo ) entao, dado A € RY temos que:
by
Vb o
Xo = Y (VA VAR )
VA by
Logo, tem-se
(W) = [VAby, Vb,
== \/X[bl, bg]
- [blu b2]
= 7(v)
Assim temos uma identificacao de S2, com CP'. [

2.3 Teoria Local das Superficies de H?*

Nesta secao estudaremos a teoria das superficies em H? via método do referencial mével.
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2.3.1 Equacoes de estrutura de H?

Sejam ey, €1, €2, €3 campos diferencidveis sobre L* tais que

<ei7€j> = 6]'51']', (21)
onde 7,5 =0,1,2,3 e
—1 sej=0
€; =
1 sej=123

O referencial em L que satisfaz (2.1), ¢ chamado referencial Lorentziano.
A partir do referencial e; podemos definir formas diferenciais lineares (w®)?_, sobre L* tais que
( —
w'(e;) = €0
O conjunto das formas diferenciais (w')?_, é chamado coreferencial associado ao referencial

(€;)2_,. Por tanto podemos escrever

3

k
de; = E €xW; ek

k=0
onde as w! sdo 1-formas. As formas w’ se chamam formas de conexiio de L* no referencial
(e:)izo-
Derivando a expressao (e;, e;) = €;0;;, obtemos (de;, e;) + (e;,dej) =0

Alem disso, temos

3 3
(deiyej) = () awker,ej) = exwl{en, e5) = wl(ej, e5) = (¢)°w] = ]
k=0 k=0
3 3
(ei,dej) = (e, Zekwfek) = Zekwf(ei,eg = cwi(ei, €;) = (ei)Qw; = Wwj
k=0 k=0

isto é, as formas de conexao satisfaz

w/ +wi = 0 ondei,j=0,1,2,3 (2.2)
Logo w] sdo antissimétricas.
Em particular: w} = —w?, parai=0,...3.
Vamos denotar:
w' = W}



Por tanto reescrevendo, temos:

3
dey = Zejwj (2.3)
j=1

3

de; = eowi—{—Zeng (2.4)
j=1

0 = wi+u! (2.5)

Diferenciando(2.4) e utilizando o fato d(de;) = 0 temos:
0 = d(de;)

3
= d(eowi + Z eng)
j=1
3
= d(ew') + Z d(ejw))
j=1

3 3
= dey Aw' + epdw’ + Z dej N w! + Z e;dw]

J=1 J=1

3 3 3 3
= Z exw® A w' + egdw’ + Z(eowj + Z ekwf) A o.zf + Z epdw?
k=1 j=1 k=1 k=1

3 3 3
= Zek[a}k AW+ dwl + wa A Wl + eoldw’ + ij Awl]
k=1 j=1 j=1

Portanto, temos as equacoes

3
dw' = — Zw; AW
j=1
3
dw;. =—w AW — sz /\cu;-C
k=1

(2.6)

As equagoes em (2.6) sdo chamadas, respectivamente, primeira e segunda equagoes de Cartan
para H3.

As formas de curvatura sobre L* sao dadas por:

3
Qij = dw; — E w,@/\wf:w’/\w]
k=1

Agora consideremos um campo referencial local Lorentziano e, 1, s, €3 sobre H? tal que :
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i) e é a aplicacio inclusdo, ou seja ey = x € H?
ii) e; sio campos tangentes ortonormais sobre H3, i = 1,2, 3.

Vamos caracterizar as métricas induzidas de L* sobre H® e N°.

i) Denotemos por ds? a métrica induzida sobre H?. Note que
3
ds’ = (dv,dz) = (deg,deg) = (> _e;w’, > ejw’) = (') + (W?)* + («*)* (2.7)

i) Temos: (eg + e3,eq + e3) = (eo, €0) + (€o, €3) + (e3,e0) + (e3,e3) = —1+0+0+ 1= 0.
Assim (eg + e3) € N3,

Em N? sera tomada a métrica induzida de L%, e esta sera denotada por do?. Em SZ, sera
tomada a estrutura conforme induzida de N3.

Como (eg + e3) € N® e do? = (d(eg + e3),d(eg + €3)), tem-se
d(eo + 63) = d€0 + d63
3 3
= Z exw” + eqw® + Zwé“
k=1 k=1
= (eg +e3)w’® + ey (W +w3) + ex(w? +w3)

Em particular,

{d( ); €o)
{d( )er) = (' +ws)
(deo +ez),e0) = (W +w3)
{d( ): €o)
Por tanto,
(d(eg + e3),d(eg + e3)) = (w! + w3 )? + (W + w3)?
Assim, temos
do® = (d(ep + €3), d(eo + €3)) = (W' +w3)” + (W7 + w3)’
é a métrica induzida em N3.
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. . 3
Consideremos [eg + €3] a reta que contem (eg + e3) e a origem, Como S* = 2= | este hereda
+

uma estrutura conforme induzida de N®. Observe que [eg + €3] € S2..

Sobre S?, tomaremos a orientagao
(W? + wd) A (! + w3)

Definigao 2.3.1. Seja G C GL(n,R) um grupo de Lie matricial com dlgebra de Lie g C
gl(n,R) e seja g = (gi5) a funcdo que mergulha G em M,x,, com diferencial dg, : T,G —
To@yMpxn = Myyxn. Definimos a forma de Maurer Cartan de G como:

Wq = g(a)_ldga
Pode-se escrever simplesmente

w=g 'dg
Note que, dado w = g~ 'dg temos que
dw=d(g ") ANdg+ g " Nd(dg)

Mas, d(dg) =0, e dai

dw=d(g~") Ndyg

Para encontrarmos d(g~'), considere a matriz e = (d;;) como uma aplicagdo constante G —

M, «n € note que
0=d(e)=d(g"'g) =d(g")g+g 'dg
Entao, d(g!) = —¢g~!(dg)g~" e, portanto,
dw = —g~'(dg)g™" Ndg = —(g7'dg) A (97"9) = ~w Aw
Logo, temos
do=—-wAw

chamada a equacao de Maurer-Cartan.

Segue um importante resultado.

Teorema 2.3.1. Seja G um grupo de Lie matricial, com dlgebra de Lie g e seja w a forma de
Maurer-Cartan de G. Seja M uma variedade diferencial tal que existe uma 1-forma ¢, valuada
em g tal que:

do = —p N o
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Entao para qualquer x € M existe uma vizinhanca U de x e uma aplicacdo f : U — G tal que
f*(w) = ¢. Ainda, se M ¢é simplesmente conexa e verifica as condigoes acima entdo, aplica¢ao

f esta definida globalmente sobre M.

Voltamos no nosso estudo.
Assim a forma de Maurer-Cartan do grupo SL(2, C) assume valores na algebra de lie s((2, C),

ou seja traco(g~'dg) = 0. Lembre que a base padrao de L* é:
(1,0,0,0), (0,1,0,0), (0,0,1,0), (0,0,0,1)
corresponde em Herm(2) a:

10 01 0 =2 1 0

‘o = 6= €2 = €3 =

0 1 10 —1 0 0 -1
Para ¢ = 0,1,2, 3, vamos a definir as aplicagoes:
e;: SL(2,C) — L*
g— geig"
Agora, consideremos a aplicacao
X:SL(2,C) — F
g — (eo,e1,e2,€3)
onde F ¢é o fibrado de referencias sobre H?

O fibrado de referenciais F parametriza o grupo SL(2,C).

Vamos encontrar a forma de Maurer-Cartan de SL(2,C) em termos a essa parametrizagao.
Tomando a diferencial da aplicacdo e; definida em (2.8), temos
de; = dgeig” + geidg”

Por outro lado, das equacoes de estrutura de LL* temos

3 3
de;, = Wwey+ E wje; = w'geog” + g wfgﬁg*
= j=1

Por tanto, temos:
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dgeig” + geidg” = w'eg + wier +wies +wies

= g(w'eg +wjer +wies +wiez)g*

Assim temos,

Wit w? wl+iw?

dgeig” +gedg" =g\ . |d (2.9)
w; —iw; W' — w;

logo,
w3 w! + iw?
g~ 'dge; + edg*(g*) ' = ,
wl — jw? —w?
Denotando
. a+1tb c+id
g dg = . .
e+if —a—1ib
temos:
B a—ib e—if
dg*(g") ' =

c—1id —a-+1b

Da equagao (2.9) podemos determinar a, b, c,d, e, f.

i) Para i =0 temos: a = tws, c+d=wi, d— f =w,

ii) Para ¢ =1 temos: ¢ =

N =

(wi), e=z(w1 —w?), b=

N =

iii) Para i =2 temos b = swi, d = (ws +wj), f = —3(ws — wj)

Assim de i), ii) e iii) temos que a forma de Maurer-Cartan do grupo SL(2,C) é:
w? + iw} (w! — w3) + i(w? — wi)

g ldg = 1 (2.10)
2 (W + wld) —i(w? + w?) — (w3 + 1w?)

2.3.2 Curvatura Média e Gaussiana

Seja f : M — H? uma imersao, M uma superficie regular orientada e conexa.

Escolhamos o referencial adaptado {eg, €1, ea, €3} a superficie M, ou seja:

42



i) ey € M.
ii) ey, es s@o ortonormais em 7, M.

iii) es é normal a M

Lembremos que w3 = 0 em M.

Entdo de (2.7) temos que a métrica induzida em M de H3 ¢

Das equacoes de estrutura temos:
dw?® = WP Aw' + w3 A w?
Por outro lado, como w?® = 0 entao
WA Wi AW =0
Pelo Lema de Cartan, ver [3], existem h;; = hj; tais que

3 1 2
Wy = hll(JJ +h12w,

wg = hglwl + h22w2.
Assim, faz sentido definir a forma quadratica
11 = hll(U.)l)Q —+ 2h12w1 @) w2 + h22(w2)2

sobre M, chamada a segunda forma fundamental de M em H?.

Observe que

do? = —wi AW —w! AW
= (hnw' + how? A (M1 + hipw?) — w' A w?

= (1 + h?2 - hllhgg)wl VAN w2
Portanto, definiremos a curvatura Gaussiana de M por
K=-1- h%g + hiithio,
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A equagao acima ¢é dita equacao de Gauss.

A curvatura média de f(M) é definida por

_ hi1 + hao
—

H

Observe que wiz A ws + wi A wag = 2Hw! A w?

2.4 Aplicacao Hiperbdlica de Gauss

Seja f : M — H3 superficie imersa e {eq, €1, €2, e3} o referencial adaptado & M. Conside-
ramos agora uma aplicacao analoga & aplicacao normal de Gauss para imersoes em R?. Note
que, para todo ey = f(m) € H?, a geodésica orientada em H® passando por ey na diregao ez
intercepta o bordo ideal S, em dois pontos. Denotamos estes pontos por [eg + e3] e [eg — e3].
Como a geodésica estd orientada, podemos considerar [eg —e3] o ponto inicial e [eg+e3] 0 ponto
final. Desta forma fica bem definida a aplicagao [eg + €3] : M — S? , chamada aplicagao hi-
perbdlica de Gauss. Esta é a aplicacao analoga & aplicacao de Gauss em R3.

Se M C R?, temos que a aplicacao normal de Gauss é conforme se e somente se M é totalmente

umbilica ou minima. Temos um resultado andlogo em H?.

Proposigao 2.1. A aplicagdo [eg+es] : M — S?_ € conforme se, e somente se, f € totalmente
umbilica (neste caso |ey + es] reverte a orienta¢ao) ou f satisfaz H =1 (nesse casso [eg + €3]

preserva a orienta¢ao)

Demonstracdo. Denotemos por daj% a métrica induzida em S?
dcr]% = (W' w3)? + (W +wd)?
3 3

Como w} = —w}, ws = —w? tem-se

daj% = (W= wd)? + (W —wd)?
= ((]_ — hu)wl — h12w2)2 + (—hlgwl + (1 — h22)w2)2

= (W)((1 = huw?)® 4+ hiy) + (W?*)?(hi, + (1 — hoo)?) — 2h1aw’ 0 w?(2 — hyy — hay)
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Agora vamos obter do em funcao de K, H e ds}, a métrica induzida em M. Temos: temos

doi = (w")*(=2h11 + hi) — K + hithag) + (w*)* (=K — hithay — 2hos + h3,) —
2h19w! 0 w?(2 — 2H)

= (WH2h11 (=24 hyy + ha) — K(wh)? — K(w?)? + (w?)?hag (=2 + by + hay) +
4hypwt 0 W?(H — 1)
(Wh?hi(2H = 2) = K((w')* + (0*)?) + (W) *haa(2H — 2) + dhiow' 0 w?*(H — 1)
(H = 1)(2(w")?*hir + 2(w?)?hae + dhipw' 0 w?) — K((w')? + (w)?)
= (H = 1)[(w")*(ha1 + hag) + (w*)*(har + hao)] = K((w')? + (w?)?) +
(H = D[(@")? (71 — ha2) + (w°)? (haz — hn1) + dhiow' 0 w’]

Vamos denotar
h(w',w?) = (H = 1) [(w')?(hi = ha2) + (w*)*(hag — hay) + 4hiaw' 0 W’
Assim, tem-se
dof = h(w' w?) + (W")?[(H = 1)(h11 + has) — K] + (w?)*[(H — 1)(h11 + ha2) — K]

= h(w"w?) + (W) + (W))QRH -1)H - K)

= h(w',w?) + (2(H* — H) — K)ds}
Logo obtemos,
dO'J% = (2(H2 — H) — K)dS?c + (H — 1)[<h11 — hgg)(w1>2 + 4h12w1 @) w2 — (hll — hgg)(w2)2]

Lembre que [eg + e3] : M — SZ, conforme significa que do} ¢ midltiplo de ds7.
Observe que (h1y — hag)(w')? + 4hipw' 0 w? — (hyy — hys)(w?)?) nao é midltiplo de ds?.

Por tanto, do} é multiplo de ds} se e somente se;
(H—1)(hyy —hyw) = (H—=1)hi3=0 (2.11)

Entao se H =1 ou hy; = hgy e his = 0 (caso umbilical), entao [ey + e3] é conforme.
Reciprocamente, se [eg 4 es] é conforme, da afirmacao temos que do® é miltiplo de ds?, assim
tem-se que satisfaz a equagao (2.11).

Entao temos as seguintes possibilidades
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i) f é totalmente umbilica ou H =1

ii) f é umbilica nos pontos que H # 1

No segundo caso temos que se H # 1, tem-se que f é totalmente umbilica.
De fato, seja U = {m € M;H(m) # 1}. Claramente U ¢ aberto e, assim f|y é totalmente
umbilica. Seja V' uma componente conexa de U. Considere A = d(ey + e3) o operador shape.

Observe que, como f(U) é totalmente umbilica, entao
Av = kv
Por outro lado, pela férmula de Codazzi, ver (2], temos
(VxA)Y) = (Vv A)(X),

onde (V,4)(y) = Vx(AY) — A(VxY) e (VyA)(X) = Vy (AX) — A(VyX)

Dai, como

(VxA)Y) =Vx(kY) - A(VxY)=X(k)Y + kVxY — kVyxY
e

(VyA)(X)=Vy(kX)— A(VyX) =Y (k)X + kVy X — kVy X
entao

Logo, H é constante em cada componente conexa.

Assim, H é constante sobre V.

Alem disso, como H é continua entdo H é constante sobre V C U. Assim, temos que V C U.
Como V é conexo entdo V é conexo e V contém V entdo V = V. Pelo fato de M ser conexo e
V ser aberto e fechado temos que V = M.

Logo se H(m) # 1 para qualquer m € M tem-se que, f é totalmente umbilica.

Portanto, [eg + e3] é conforme se, e s6 se, H =1 ou f ¢ totalmente umbilica.

Agora respeito a orientacao temos
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i) Se H =1, entéao
daj% = —de?c.

Logo, K < 0.
Ademais,
(w2 + wg’) VAN (wl + w?’) = (w2 - h21w1 - h22w2) N (wl - hll - h12w2)
= (1 + horhia — haohi1)

= —Kw'AWw?
Portanto, [eg + e3] preserva a orientagao.

ii) Se f ¢ totalmente umbilica entao

(w2 + wg’) A (wl + wg) = (w2 — hglwl — h22w2) N (wl — h11 — h12w2)
= (=1+2H — H*)w' AW?

= —(H - 1% Aw?

Portanto, [ep + es] reverte a orientacao.

2.5 Teorema de Representacao de Bryant

Nessa se¢ao demostramos o teorema de representacao de Bryant para superficies com H = 1
em H? que é o andlogo do teorema de representacao de Weierstrass para superficies minimas
em R3.

A forma quadrética holomorfa ® = —4det(g~'dg) nos da a métrica de Cartan-Killing em

5[(2,C), a élgebra de Lie de SL(2,C).

Definicao 2.5.1. Seja g uma dlgebra de Lie sobre um corpo K. Cada elemento x € g define
um endomorfismo adjunto ad(x) (ou ad,) de g, da forma ad,(y) = [z,y], onde [.,.] € o colchete

de Lie.
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Se g € de dimensao finita, o traco da composicao de dos endomorfismos define uma forma
bilinear simétrica.

B(z,y) = tr(ad(z) o ad(y))

com valores em K, chamado a forma de Killing de math frakg.

No caso g = sl(2,C) a forma de Killing é dada por

B(X,Y)=4tr(XY) VX,Yeg

Seja M? uma superficie de Riemann. Dizemos que F : M? — SL(2,C) é nula se F*(®) =
0. E fcil notar que F é nula se, e s6 se, det(F~1dF) = 0, pois

F*(g7'dg) = F'dF

Entdo, F*(®) = —4det(F~1dF).

Segue o teorema de representacao de Bryant.

Teorema 2.5.1. Seja M? uma superficie de Riemann e F : M? — SL(2,C) uma imersdo
holomorfa nula. Entdo ego F = f : M?* — H3 ¢ uma imersao conforme com H = 1.
Reciprocamente, se M? é simplesmente conexa e f : M?* — H?® € uma imersio com H = 1,
entdo existe uma imersao F : M? — SL(2,C) holomorfa, com respeito a estrutura complexa

sobre M?, tal que f = ego F. Ademais, F é iinica a menos uma multiplicacao por uma matriz

constante g € SU(2) C SL(2,C).

Demonstracao. Para simplificar as contas, vamos usar as seguintes notagoes:

w=w 4w T =wd—iws

Suponha que F : M? — SL(2,C) é uma imersao holomorfa nula da superficie de Riemann
M.

De (2.10) e da observacao anterior temos que:

w3 + iw? wh —wl) +(w? — w?
F*(g_ldg) _ F_ldF _ 1 ( 3) ( 3)
(W' + wi) —i(w? + w?) —(w? +iw?)
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Assim, podemos escrever

F*(w? +iw]) = 2a
Flw! +wl) — i +ud)] = F'@—m) =28
FHl(w' —w3) +i(w® —wi)] = F'w+7) =2y

onde o, 3,7 sao 1-formas holomorfas sobre M?2.

Como
~

g —«

FYdF =
resulta que
F*(®) = —4det(F'dF) = 4(a* + 7)
Como F' é nula, entao
a?+Boy=0
Observe que
* 3 1 * 3
Fr(w®) = §F (2w?)

1
= —F*(w?+iw? + w® —iw?)

2
= %F*((,u3 +iw?) 4+ F*(w? + iw?)
= ata
) = F*(w—ﬁ2+w+ﬁ)
= %(F*(w—w)—i—F*(ijﬁ))

= B+

Logo, obtemos as equagoes

F*(®) = 4(a*+ o)
F*(W*) = a+a

F'w) = B+~
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Agora, seja f = ego F: M? — H3. Entao temos,

f5(ds?) = F*oej(ds®)
= F((0")’ + W)+ (°)°)
= Frwom+ (w?)?)
= F((@°)°)+ Flwow)
= (a+@)’+ B+ (B+7)
= (@®+Boy)+((@)*+Bo7) +[2aca+pfof+yo7]
= 200a+fBof+y07
onde usamos que a4+ Bovy =0
Portanto,
ds} =2a0a+fof+y07

Desde que F' é uma imersao, esta ultima expressao é positivamente definida. Assim, temos
que f é uma imersao.

Afirmamos que f é imersao conforme.

De fato, temos que F' é nula. Considere (,) o produto interno dado pela forma quadrética ®.

Considere z = u + v uma coordenada em M, assim

0 = F*(®)
= O(dF)
= (F,+iF, F,+iF,)
= (F,, F,)— (F,,F,) +2i(F,,F,)

Donde

<Fu7FU> - <FvaFv>
(F,,F,) = 0

Por tanto, F' é conforme. Desta forma, como ej é a aplicacao de inclusao, entao

<fua fU> =

(fo, fo)
(fur fo) = 0

50



e, portanto, f é conforme.

Mostraremos que para esta imersdo H = 1. Lembre que toda superficie (de Riemann) pode
ser parametrizada utilizando parametros conformes.

De fato, sejam U C M um aberto simplesmente conexo e ¢ uma 1-forma do tipo (1, 0) definida

sobre U tal que a métrica ds} induzida sobre M pela imersdo seja dada por ds? = ¢ ® ¢ em
U.
Consideremos funcoes complexas A, B, C' sobre U tais que
F*(w? +iw]) = 24¢
F*(w—7) = 2B¢
Frlw+m) = 20¢
Usando que o? + Sy = 0, temos
A*+BC = 0
Usando que dsfc =20o0a+ fof+~o07, temos
24A+BB+CC = 1

Desde que U é simplesmente conexo, faz sentido considerar fungoes p,q : U — C (p,q sao

tnicos ao menos uma transformagao (p,q) — (—p, —q)) satisfazendo

A = pq
B:p2
C = —¢
pp+qqg = 1

Observe que 2AA + BB+ CC =1, logo (pp +¢q)* =1 = pp+qq = 1.
Observe que, como «, 3,7 sao 1-formas holomorfas em U C M, entao A¢, Bo, C¢ sao clara-

mente holomorfas sobre U. Assim

SNl

q
¢ meromorfa sobre U (a nao ser que ¢ = 0).

Em particular a 1-forma

p*d(%) ,sep#0
—¢*d(2) ,seq#0

pdq — qdp =
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é uma 1-forma sobre U, de tipo (1,0).

Consideremos a aplica¢ao h : U — SU(2) definida por

Como h € SU(2) entao hh* = I. Logo,
(FR)(Fh)* = F(hh*)F* = FF*

Portanto, eo(Fh) = eo(F).

Alem disso, temos que

1 w3 + iw? wl —wl) +i(w? — w?
lgp - Ll i ( 5) + i 3)
20\ (@'t wh) —i(w? + wd) —(w* + iw?)
B gl
—Q
A C
= ¢
B —-A
_ M —¢
P’ —pq
Note que
h_lz q p :h*
-p q
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Portanto,
(Fh)"Yd(Fh) = (h'F~Y)(dF.h+ Fdh)
= hYF'dF)h +h'F'Fdh
= R Y F'dF)h+h 'dh

2
_ hlqﬁ(p;] E )h+h1dh
p- —pq

| _ 7 dg —dp
o e e ¢ P, (da —dp
-\ PP g P a dp dg

dg —dp—q¢

dp —po+dqg

_ q p dq —dp—q¢
-p q dp —pd+dq

qdq +pdp  —qdp +pdq — ¢
—pdq + qdp pdp + qdq

= p!

Por outro lado,
(FR)'d(FR) = ~(Fh)" . o) il e
2 (W + wi) —i(w? + w?) —(w? +iw?)
Assim temos,
l(Fh)* w3 + wii w+T [ @dg+pdp —qdp+pdg— ¢
2 w—7m  —(w+iw?) —pdq + qdp pdp + qdg
Logo, temos as seguintes equagcoes
1 -
(Fh)'(w) = S(FR) (w+T+&—7)
= (—qdp + pdq — ¢) + (gdp — pdq)
=
(FR)'(w) = S(FR)((w” +iw) — (-w® —iwf))

= (—qdq + pdp — (pdp — qdq))
-0
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(FhY'(7) = 2 (FR)(7 +w ()

1 1
= 2§(Fh)*(ﬁ +w) — 2§(Fh)*(w)
1
— 2(~gdp+ 57— 6) ~ 25(~0)
= —qdp+pdq—¢
= —¢+2(pdg — qdp)
Por tanto a aplicacdo Fh: U — SL(2,C) satisfaz a equacdo f = ego F = eo(Fh).

Afirmamos que:

WAT = —2iw' Aw?
TAw = 2Hiw' A w?
De fato:
wAD = (w4iw?) A (W —iw?) (2.12)
= —2iwy A wy (2.13)
Lembre que
w% hn hlg wl
wg’ h12 hgg w2
Assim,
TAw = (W —iwd) A (W' +iw?)
= (hyw' + h1ow?® — i(hiow' + hoow?)) A (W + iw?)
= (hll + hgg)iwl A (JJ2
= 2Hw!' A w?
Por tanto
TAw=—-HwAw
Alem disso,

(FR)*(m Aw) = (Fh)*(m) A (Fh)*(w)
= (—¢ —2(qgdp — pdq)) A (—¢)
= 0N ¢+2(qdp—pdg) A ¢
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E desde que qdp — pdq e ¢ sao do tipo (1,0) entao (gdp — pdq) N ¢ = 0. Logo,
(FR)*(m Aw) = ¢ A ¢.
Evaluando a aplicacao F* na igualdade temos,

(Fh)"(t Aw) = —H(Fh)*(wA®D)

ONG = HoN

Portanto, como ¢ A ¢ # 0, temos que H = 1. Assim temos provado que a imersao f = ego F
possui curvatura média 1.

Reciprocamente, suponhamos que M? é uma superficie de Riemann simplesmente conexa e
f: M? — H? uma imersio com H = 1. E possivel definir uma (1,0)-forma ¢ globalmente
sobre M? tal que que ds?c =0® o.

Considere a aplicacao holomorfa G : M? — SL(2,C) tal que ¢y o G = f. Assim, temos:

fflwow) = (eoG)(wow)

= G'oey(wow)

= G'(wow)
g2
= ds}
= ¢od
Assim, podemos assumir que G satisfaz G*(w) = —¢.
Afirmamos que:
1 w3 + wi wH+T 1{ ip —2¢0—7
(G)~1dG = = (G’ 1 _ L e
2 w—1 —(w+iwd) 2\ n  —ip
onde p é 1-forma real, e n é do tipo (1,0) De fato lembre que
1 w> + w?i w! — wl) +i(w? — w?
2 (W' + wi) —i(w? + w?) —(w® + iw?)

Como ey o G = f e f*(w?) =0 temos que: G*(w?®) =0

Vamos denotar G*(w?) = pe G*(w —m) = 1.
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Assim temos,
G*(w® +iwi) = ip

G'(m) = —¢—n

G'(w+7) = G (w)+G*(T)

= —¢+G*(m)
= —p+—¢—1
= —20-7
Como H =1, entdo m A w = —w A . temos:
G'(rhw) = —G(wAD)
(—0—mMA—¢ = oA
nAd = 0

Assim, como ¢ é uma 1-forma do tipo (1,0) entao n é do tipo (1,0).
Portanto, temos provado a afirmagcao.
Considere a 1-forma sobre M dada por
R /]
"7 no —ip
Observe que p toma valores em SU(2).

Afirmamos que: dy = —p A p.

—2
De fato: Seja Q = G~'dG. Assim, temos que 20 = p + v, onde v = ¢

Como () satisfaz a equagao de compatibilidade de Maurer-Cartan (d€) = —Q A Q ). Tem-se,
dQ = d(p+v)

= —(u+v)A(p+v)

= —(uAp+pAv+vAp+vAv)

—2¢ N\ 0
wh +iw? = On =0
0 —20An
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pois ¢ An = 0. Dai, como dS2 = du + dv

du+dv = —(uAp+vAv)

dp+pAp = —(dv+vAv)

Agora como ¢ é holomorfa do tipo (1,0), entao d¢ = 0, logo dv = 0. Alem disso tem-se que
vAv=0.
Portanto,

dp+puANp=0
Se segui do teorema de Cartan (2.3.1), que existe uma aplicagdo h : M? — SU(2) (tinica a
menos de translagao a esquerda por uma constante) tal que p = h~'dh.

Denotemos

onde p, ¢ funcoes suaves sobre M?
Considere a aplicagio F' = Gh™!' : M — SL(2,C). Afirmamos que F : M? — SL(2,C)

satisfaz

2

_ aw —q
FYF = , o

b~ —pq

Como Fh = G temos que dFh + F'dh = dG, assim

dF = (dG — Fdh)h™* (2.14)
F'dF = F'dGh™' — (dh)h™* (2.15)

Alem disso, tem-se que F'~! = hG~! e u = h~'dh, assim
FUF = (hG)dGh™ — (hu)h™!
- h(G—ldG)h—l — huh™!

= GG — p)h !
0 —2¢

er—t

Fldr =

N | —
]
s
o
(e
|
i)
L)

57



Por tanto F': M? — SL(2,C) satisfaz

9
Flar=| " 7T |4

p* —pg

2
Segue-se que, F é holomorfa, pois desde que ¢ é do tipo (1,0) e como dF = v 0]

p* —pq
temos que dF é do tipo (1,0)

Claramente F' é uma imersao nula (pois det(F~'dF') = 0) e satisfaz
€OOF:€OO(Gh71):€OOG:f

Pois, FF* = GG* jaque h* =h™!, e F = Gh™!.

Agora, mostraremos que F' é tnica a menos de uma multiplicacao a direita por uma matriz
constante g € SU(2).

De fato, suponha que temos Fj, Fy : M? — SL(2,C) imersoes nulas e holomorfas tais que
eoo Fy =eyo Fy = f.

Temos que F1F} = FLF5.

Assim Fy = Fy[Fy(Fy)~']. Agora vamos considerar a aplicacao g : M? — SL(2,C) definida
por h = Fy(Fy)~L

Logo, temos:

RF = BF (2.16)
(Foh)(g"F5) = FuFy (2.17)
(99" = DFy = 0 (2.18)

Dai, tem-se que gg* = I, pois F» é invertivel. Portanto g € SU(2). Assim podemos considerar
0 —b )

a g da forma g = , onde a, b funcoes suaves sobre M?2.
b a

Como g é holomorfa segue que a, @, b, b sao holomorfas. Dai temos que ¢ é constante.

Assim temos que F} = Fyg, onde g € SU(2). ]

Observagao 2.2. Substituindo no teorema representacao de Bryant H? por R?, SL(2,C) por
C3, ey : SL(2,C) — H? por Re : C* — R3, ® por o produto interno em C* e H = 1 por

H =0, obtemos o teorema de representacao de Enneper-Weierstrass para superficies minimas
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em R3.

O teorema de Representagao de Bryant é um andlogo do teorema de Enneper-Weierstrass.
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Capitulo 3

Superficies planas no H?

Neste capitulo obtemos uma representacao em termos de dados holomorfos para superficies
planas no espaco hiperbélico H3, consideradas como superficies de Riemann com a estrutura
conforme determinada pela sua segunda forma fundamental. Esse é andlogo da representagao

de Weiertrass-Bryant para superficies com H = 1 em H?3.

3.1 Representacao Conforme das Superficies Planas no

Espaco Hiperbdlico

Seja M uma superficie orientada simplesmente conexa e ¢ : M — H? C L* uma imersao
no espaco hiperbédlico com métrica induzida plana. Entao, existe uma imersao coordenada

isoterma x + iy : S — C tal que:
ds® = dr* + dy? (3.1)

Entao {ey = ¢,e1 = ¢;,e2 = ¢, e3 = n} é um referencial adaptado a M, n vetor unitario

normal ao M C H3. A aplicagao hiperbélica de Gauss é [eg — e3] = [ — ] : M — S2..
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Lema 3.1. As sequentes equacoes valem para a imersao v : M — H3:

VYow = En+9y

Vay = Fn

Yy = Gn+9 (3.2)
Ne = —E¢, —Fi,

ny = —Fi, —Gyy

onde E, F e G sao fungoes suaves em M que representam os coeficientes da sequnda forma
fundamental da imersio ¢ e (.),, (.), denotam as derivadas parciais com respeito a x e y,

respectivamente.

Demonstragdo. Temos que ¢, ¥,, e n formam uma base para T,H? e como 1 (p) é ortogonal a
TypH? = T,H? tem-se que: v, 1, n e ¢ formam uma base ortonormal Lorentziana, ou seja

eles sao ortogonais e:

<¢m;¢x> = <¢y7¢y> - <77777> =1, <¢7¢> =-1 (33)
(3.4)

para L* em p.

Logo, € possivel escrever os vetores 1,q, Vyy, Vuy e € 1y Nesta base.
Seja Y, = ary, + bipy, + cp + en, onde

i) a = <wxmwx> = %(%;%M = %(1)90 =0

11) b= <77Z)a:$7¢y> = _<¢$7¢xy> = _%<¢xa¢m>y = _%(1)34 =0

iV) €= <¢ac;m77> = _<77Z}a:7nac> =F

Portanto, 1., = ¢ + En

De forma andloga podem obter-se as equagoes para ¢, e 1, onde F, F', G sao os coeficientes
da segunda forma fundamental, ou seja (., 1) = F e (¢, n) = G.

Considere agora 1, = a), + by, + cip + en , onde
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i) a= (e, Vo) = —(Var) = —F

i) b= (ne, ¥y) = —(Yya,Ma) = = F
iii) —c= (n,¥) = —(n, ) =0

iv) e = (nem) =51 M)e = 3(1): =0

Assim temos 1, = —E, — F),

De modo anélogo para n,, pode-se obter: 7, = —F, — Gv,. Portanto temos provado o

teorema.
As equagoes de compatibilidade para uma superficie sao:

(i) EG-F*=1 (Equacao de Gauss)

i) B,—F,=0e F,—G, =0 (Equagoes de Codazzi-Mainardi)

Com efeito,

(wm:>y_ (wxy)x =0
(¢yy)x_ (@ny)y =0

e usando as equagoes do lema temos

0 = (Yua)y — Wuy)e
= (En+1)y — (Fn)s
= Eyn+ Eny+v, — Fon— Fn,
= (Ey — Fo)n+ E(=Fipy — Gipy) — F(=Evy — Fiby) + ¢y
= —EG¢, + F*, + 1,
= —1+EG-F?

Portanto temos FG — F? =1 (Equacio de Gauss)

Agora tomando produto interno de (3.5) com 7 temos

<<¢mﬁ)y - (wzy)wa n) = <Ey77 + Eny + y — Fon — F, )

0 = E,—F,
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Assim temos E, — F, = 0.

De forma analoga, tomando produto interno de (3.6) com 1 temos F, — G, = 0.

Portanto temos: E, — F, =0 e F, — G, = 0 (Equagbes de Codazzi-Mainardi).

Como M ¢ simplesmente conexo, existe uma fungao ¢ em M tal que: E = ¢gp, F' = ¢y €
G = ¢yy.

De fato: Considere w = Edx+ Gdy uma 1-forma diferencial. Assim tem-se dw = (E, — F,)dy A\
dz, logo das equagoes de Mainardi-Codazzi, temos que: dw = 0.

Pelo lema de Poincaré , existe f : M — R tal que f, = F e f, = F

De forma analoga, se consideramos w = Fdx + Gdy uma 1-forma diferencial, vai existir uma
funcao g : M — R tal que g, = F'e g, = G.

Pelo Lema de Poincaré, existe uma funcao ¢ : M — R tal que ¢, = f e ¢, = g.

Assim temos:

E=¢u, F=¢ e G=gy
Logo a segunda forma fundamental do? da imersao pode escrever-se como:
do® = Gupeda® + 20, drdy + by, dy? (3.9)
com:

¢xw¢yy_ ;2(;y =1 (310)

De agora para frente considere M uma superficie de Riemann com uma estrutura conforme
determinada pela sua segunda forma fundamental do? obtida acima.

Da equagao (3.10) pode-se escolher 7 tal que ¢y, > 0

Lema 3.2. Considere a nova coordenada z = u + v, para a imersao v , onde:

U=+ P, V=Y+ @y (3.11)
Entao:
_ 14 ¢y, _ Py
Vo= 2+¢m+¢yy% 2+<z5m+¢yywy
(3.12)
— Wz 1 xx
o, R . . Y

24 Bun + Dy 2+ Pu + gy
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Alem disso: z : M — C € uma imersao conforme tal que a sequnda forma fundamental pode

E€SCTever-se comao:

do?

S — L 3.13
R %yl | (3.13)
e a aplicacao hiperbolica de Gauss:

[p—n] - M — SZ,

¢ uma aplicacdo conforme que induz sobre M a métrica plana du? + dv?.

Alem disso a tmersao 1 pode escrever-se como
1
Y=g =) +2 -0z (3.14)

Demonstra¢ao. Temos que o jacobiano da transformacao (z,y) — (u,v) vem dado por:

ou o
N
ov Ov ¢y9€ 1+ Qbyy
or 0Oy

= (1 + ¢:m)(1 + ¢yy) o z‘y

= 1 + ¢yy + ¢xx + ¢xz¢xy - ;25y

Por (3.10), tem-se

ou Ou
or dy
:2+¢mc+¢yy
ov Qv
ox Oy

e como: 2+ @z, + @y, > 0, pois nos escolhemos o 1 convenientemente, temos que z ¢ localmente
um difeomorfismo.

Agora tem-se que:

Yo = Yyly + Pyt

= (14 ¢uz)thu + duythy
Yy = Putly + Py

= Guythu + (1 + dyy )0y
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Em forma matricial temos:

L I (e Yu
¢y Qbscy 1 + bey ¢v

-1
T T O SV Y
1/}1) ¢xy 1+ ¢yy d}y
Z/}u _ 1 1+ ¢yy _¢xy %
¢v 2 + ¢II + ¢yy _¢xy 1 + Qb;rz ¢y

Obtendo as equagoes (3.12).
Agora de (3.2), (3.9), (3.10) (3.11) e (3.12) temos:

Logo:

du® + dv® = (uydr + uydy)® + (vedx + v,dy)?

(
(uZ + v3)da? + (ul + v2)dy? + 2(uguy + vev,)dady

[(1+ 0ua)? + 03, )da” + [(1+ ¢y)* + 02, Jdy” + 2[(1 + Puw) buy + (D) (L + 4]
= (B30 + 2000 + Guadyy] + (65, + 204y + Gaatyy] + 2By + GraBay + buy + Payyy]
(Guw + Dy + 2)[Pradr® + dyydy® + 2¢,, drdy]
(Gza + gy + 2)do”
Por tanto temos

do? (du® + dv?) dz|? (3.15)

1
24 E+4+G 24 E+4+G

Afirmamos que:
(2/} - n)u - % (1/} - 7])1} - ¢y (316>
Vamos a determinar 7,, 1, em funcao de 1,, 1,

Ny = NzTu + MylYu
= (_wa - F%)% + (—F% - Gwy)yu
= (—FExy — Fy,)ty + (—Fx, — Gy, )1, (3.17)
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Agora como

1+G —-F
Ty = 570 > U 5 =
2+ E+G T 2rE+G
Substituindo em (3.17), temos:
—(1+E) F
W Y EYGY T I Er G
Por outro lado, obtemos:
1+G -F
O N N AL Wy WL A
. —(1+E) F
Yu %’_2+E+G% 2+E+G%

Assim ¥, — V¥, = .
Portanto (¢ — 1), = ¥,

Similarmente, pode-se provar que (1) — 1), = ¥,,.

Da equagao (3.16) da afirmagao acima, tem-se

(Y =Nuu = VeaTu + Yyl

1+G —F
= B TG g
E+1 1+G

s Erd Tt ELGY

(w_n)vv = (wy)v

(¢ - 77)1111 = 77Z)y:c:13v + 2zbyyyv

_F 1+ E
— F _— _—
Grera POtV g
 1+E oo 1+G
T 29rE+GY T 2xEx G
Afirmamos que
4p=m)s = Y47 (3.18)
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Lembre que:

onde z = u + iv. Entao temos

4(¢—77)z5 = (w_n)uu+(¢_n)vv
1+G 1+ FE 1+ FE 1+G

= 2verc'tarErd"  avEra T arE LG
= Y+
Assim, usando (3.18) obtemos:
U= AW —n)=—n
= 2W—m=+20—n=—1
1
= 2t L)
Alem disso ) — n: M — N3 ¢ conforme.
Para provar essa afirmagdo, temos que mostrar:
(A = m)p(v), d(t) —1)p(v)) = N (v, v) (3.19)

para todop € M ev € T,M.

Seja p € M e considere (U, ) uma carta local de p. {:Z, 2} é a base associada de T,M.
Assim
A0~ m)plo) s = My (o) ) = (e = mhas 6 = ) (3.20)
/rl P au 9 77 P au - 17 us 77 u .
= (Yo, a) (3.21)
=1 (3.22)
Alem disso:
g 0 1 g 0
(2+E+G)<%,%>dgz = 2+E+G) m<%,%)d?g =1 (3.23)
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Assim temos

(a6 =t =ny(50)) = 3 (5 mn) (320

Analogamente, podemos ter

(dtw = mutgphdtw = myig)) = 2 (5 o) (3.5
(3.26)
(a0 =gt -mig)) = 2 (g o0) 21)

Portanto, temos provado a afirmacao para os vetores de uma base de 7, M entao, esta satisfeita

para todo v € T, M.

(AW = m)p(v), d(¥ = m)p(v)) = A, v) (3.28)

. L 3 . L
Agora consideremos a aplicagao 7 : N® — §2_ = g—+. Tem-se que 7 é uma aplicacao conforme.
Logo como a composi¢ao de duas aplicagoes conformes é conforme, temos que a aplicacao de

Gauss: [t —n] : M — S? é conforme. O

3.2 Representacao Matricial

Lema 3.3. Seja A,B : M — C funcgoes holomorfas definidas em toda superficie M tal que
[ — ] € representado como [(A, B)] € CP' = S2_. Entdo, a imersdo 1) : M — H® ¢ dada
por:

CC+4C.C. CD+4C.D,

CD +4C.D, DD+4D.D,

e o vetor unitdrio n normal a M € dado por:

—CC+4C,C, —CD+4C,D,
—CD+4C.D, —DD +4D.D.

onde, C' = ﬁ eD = %%, com R> = AB, — BA, e R: M — C holomorfa e nunca zero
sobre M.
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Demonstragio. Como [tp —n] € S2. = CP' entdo pode ser representado como [(A, B)] € CP'.

S ) ICROR ey

para alguma fungao real positiva A € C(M).

Tem-se que:

Afirmamos que
1

3 = (0 =) (0= n)s) = SVIAB: - BA.P

De fato, usando as equagoes (3.16) temos:

= = 06— — iy =) = 50— ith)
= = (W= mutilh =) = 50 +ith)

Logo,
(6 =)o (=) = e — ity + i) = (3.29)

Alem disso, lembre-se que para m € Herm(2) temos o produto interno (m,m) = —det(m).
Vamos obter uma expressao para (m,n) en fun¢ao do determinante.

Considere m,n € Herm(2). Temos:
<m - nam_n> = <m>m> + <n7n> - 2<man>
Logo obtém-se:

(m,n) = %((m, m) + (n,n) — (m —n,m —n)) (3.30)

1
= 5(—det(m) — det(n) + det(m — n)) (3.31)
Assim, temos:

(Y =n) (Y —n)z) = %[—det((w —1)z) — det(( —n)z) +det((v —n). — (¥ —n)z)]
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Fazendo os calculos dos termos, tem-se:

—det((l/J — 77)2) = <(w - 77)27 (w - 77)Z>
1 ) .
- Z<¢z - Z¢ya @Z)x - Z¢y>
1

= Z—l(1+z’2)

= 0

—det((v —n)z) = (W —n)z ¥ —n)z)
= LW ity g+ ith)
= }1(1 +4%)
~ 0

Portanto, temos:

[det((¢ —n): — (¥ —n)z)] (3.32)

DO | —

(W =m)z (b —m)z) =

Da representacao matricial do (¢ — n), e (¥ — 1)z, e dado que A e B sao holomorfas (isto é
equivalente a A; =0 e B; = 0), tem-se A, =0, B, =0. Assim temos:

MAA N M.A MA.B
(@Z) - 77)z = _ _ —
A\B MB, A\B.B

W) MNAA MAB MAA. MAB-
—MN)z = _ _ = _ _
MB MBB MNA:B M\BBx

|
Il

S|

z

A A—AA, A.B- AB,
AB.—A.B B.B- BB,

<
|
=
w
|
—~
<
|
=
|
I
>~
 ~

Assim

det((w - 77>z - (w - 77)2) = )‘2[(‘42121 - AA—z)<BzB - BE) - (AZB - AE) (ABZ - AzB)]

= MN[A,B(BA, - AB.) + AB,(AB, — A.B))
— MN(B.A— BA.)(AB. - BA,)

= M(B.A - BA,)(B.A - BA,)

= M|AB. — BA.]?
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Portanto, das equagoes (3.29) e (3.32) tem-se

(0 =n)z (¥ —=n)z)

1
2

= Sdet((6 ). — (&~ 7))

= %A2|ABZ — BA,?

Assim

1
SVIAB. — BAP = (3.33)

Logo de (3.32) e (3.33) temos provado a afirmagao.
Denotemos f = AB, — BA,. Como f nunca se anula em M, entdo existe uma funcao g :
M — C tal que: f =e9 . Agora definimos R = 29, Entdao R? = f também é holomorfa.

Denotando: C' = %__{ e D= % holomorfas, temos:

AA AB

W—=n) = x| _ _
AB BB

2|R|*’CC 2|R|*CD
2|R|?’CD 2|R|>DD

cC CD
= 2M\RP*| _ _
CD DD
_ cC CD
CD DD
1
w=§(¢—n)+2(w—n)zz
cC CD cC
= 4
CD DD) (CD

_(cc ep)  (cc oo
CD DD C.D. D.D.

[ CC+4C.C. CD+4C.D. )

Usando a equagao (3.14), tem-se

(3.34)

CD+4C.D, DD +4D,D,
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O vetor n é dado por:

n o= 4 —-n).z—9
g C,C, C.D, CC+4C,C, CD+4C.D,
C.D. D.D. CD+4C.D, DD +4D.D,
—CC+4C.C, —CD+4C.D,
—CD+4C,D, —DD+4D,D,

Vamos mostrar agora que
W+n).=f(¢—n):

Oy — Gax + 2@”. De fato,

2+ Pue + Gyy
(W+n). = ¥—n)+2n,
_ %(w =N — (Y = 1)) + 2(%(% — iny))

1 1 .
= §¢x - §¢y+7]u — My

1 -
— 52/}33 — %Q/Jy + <wu - %) - Z(% - %)

1 , 1
= 77Z)u - §¢z - Z(% - §¢y>

_ 1 ¢yy - ¢xw + 22¢1’y .
= 2( 2+ boa + by )(¢z+@¢y>

g(% + i1y

onde f =

E como:

(W-m: = Sl ti(®—n))
= %(1/’9: + Zwy)

Por tanto

(v +m).=f¥—n): (3.35)
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Alem disso, temos que:

8C.C. 8C.D,
8C.,D, 8D.D,
UZDZZ DZZE
cCc CD
(WY—=n:z = 2| _ —
CD DD |
_ (e op
C.D DD,
Substituindo na equacao (3.35) temos
A C.C.. C..D. ; C.C CD.
Assim, obtemos:
CZZ —_— [ C JR— —_
4 CZ DZ :f CZ z
V(e )=o) (e m)
Da equagao (3.33) tem-se:
1 1., 9
- = 5)\ |CD, — DC,| (3.36)

Assim de (3.36) temos que:

C, e D, nao se anulam simultaneamente, logo temos

1 1

C e D nao se anulam simultaneamente e como C., C', D e D,, sao holomorfas temos que f é
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holomorfa. Alem disso tem-se |f| < 1, pois:

|f|2 _ ¢yy - d)xx + 2i¢xy ? _ (¢yy - d):c:c)Q + 4¢925y
24 Guz + Py (2 + Puz + Pyy)?
;y - 2¢xaz¢yy + Qﬁ:x + 4¢§:y
(2 + Pan + Dyy)?
ix + (bzy - 2¢waz¢yy + 4<¢zx¢yy - 1)
oy (21 0ua)? + 20yy(2 + bua)
¢xz + ¢yy + 2¢xa¢¢yy —
¢yy + ¢mx + 4¢zm +4+ 4¢yy + 2¢mz¢yy
sz:v + ¢yy + 2¢xw¢yy —4

— <1
(oo + gy + 2000y — 4) + 8 + 4y + 46y,

Assim temos:
lfl <1 (3.38)

Finalmente de (3.34) a imersao ¢ pode ser recuperada por ¥ = gg*, onde g : M — SL(2,C)

¢ a imersao holomorfa dada por

C 20,
g= (3.39)

D 2D,

tal que:
1( 0

g ldg = 3 ! dz (3.40)

10

De fato:

Afirmamos que g € SL(2,C), ou seja det(g) = 1.
Temos det(g) = 2CD, +2DC, = 2(CD, + DC,).

Lembre que:

A B
C:— = D:—
V2R V2R
Entao:
A 1
Cz = . + A(——=— z
V2R <\/§R)
B 1
D, = =+ B(—),
V2 (\/§R)



Assim temos:

det(g)

2(CD, + DC,]

2

o (5 P55") ~ 7w (3 - 4|
ABf—BAﬂ

2R?

:R2
_@] =1

Observe que: CD, + DC, = % e como ¢ é holomorfa temos:
dg = 2dz + %dz = %Ldz

onde w = %dz .

Alem disso, usando (3.1) (3.9), (3.13), (?

g 'dg

-1
C 20, C, 20,
= dz
D 2D, D, 2D,,
2D, —2C, C. 3fC
= 2/ dz
-D C D, ifD

d
2D.C. = 2C.D.  fCD.~[C.D |
z
DC.+CD. —ifcD+1fDC

?), (3.38) e (3.40), a métrica induzida e a segunda

forma fundamental podem ser escritas, respectivamente como :

45" = J(Fd=* + (1 + | )| d=P + =)

1
d0'2 = Z<

(3.41)
L—[f[*)]d=]*
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De fato: Como ¢ = gg*, tem-se

dy = dgg* + gdg®
= g(g dg+dg*(g") )"
= glg~"dg + (dg)"(g7)")g"
= glg'dg + (g7 "dg)")g"
Através da identificacdo de L* com o espaco das matrizes Hermitianas 2 x 2 tem-se:
det(di)) = det(g(g 1dg + (g7 *dg)*g*)
= det 07
10

N
(1 F)(

0 fw+w

= det

w+ fw 0
= —(fo+ f@*+ (1 +|f

\_/ N~— )

[w[*)

Assim, obtemos:
ds* = fw’+ fo* + (14 | fP)|w]? (3.42)

Alem disso, de (3.38) temos:

2 = Guw + Gy + 2000y —4 _ (24 Guw + byy)? — 8 — 4dun — 49y,
(2 + (bx:p + ¢yy)2 (2 + ¢zz + ¢yy)2

Assim, temos:

1 — |f’2 — (2 + ¢wx + ¢yy)2 . (2 + Qb:m + (byy)z —8— 4¢:m - 4¢yy
(2 + ¢xx + ¢yy)2 (2 + ¢x:p + ¢yy)2
8+ 4dyy + Pyy
(2 + Puz + Pyy)?
4

(2 + gbxw + ¢yy)

Do lema (3.1), temos que:
1
do? = ——|dz|?
4 |dz|?
24 Qur + 40y, 4

= ([1=1fP)wl”
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Assim, obtemos
do* = (1—|f]*)wl? (3.43)

Teorema 3.2.1. (Representacao de Weierstrass para Superficies Planas)

(I) Seja S uma superficie simplesmente conexa e 1) : S — H> uma imersdao plana. Se sobre
S consideramos a estrutura conforme determinada pela sequnda forma fundamental de
Y, entdo existe uma imersao holomorfa g : S — SL(2,C) e um par (f,w) formada por

uma fungao holomorfa f e uma 1-forma holomorfa w sobre S tal que:

(i) |f] <1 ew#0 em todo punto

0
(ii) g 'dg = / w
1 0

(iii) A imersdao pode ser recuperada como ¢ = gg*

(iv) A métrica induzida e a sequnda forma fundamental da imersdo vem dadas por :

ds® = fo?+ (1 +|fP)|w] + f@?
do® = (1=|fP)|w/?

Alem disso, g € unica salvo multiplicacao a la direita por uma matriz constante gy €

SU(2).

(II) Reciprocamente, seja S uma superficie de Riemann e g : S — SL(2,C) uma imersao

holomorfa tal que

g tdg = w (3.44)
10
w = %dz e |f| < 1. Entao ¢ = gg* : M — H> é uma imersdao plana que tem métrica

duzida e sequnda forma fundamental dadas respectivamente por:

ds? = fu+ Jat+ (L4 [Pl (3.45)
do® = (1—|fP)ul? (3.46)
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Demonstracao. De (3.34), (3.38), (3.39), (3.40) (3.41) temos (i), (ii), (iii), (iv); s6 resta provar
a unicidade.

Suponha que existe h : M — SL(2,C) outra imersao, tal que ¢» = hh*. Assim temos:
99" = = hh".

Como h = gg*(h*)™!, escolha gy = g*(h*)~!. Tem-se que gy € SU(2).

99 =

I
N
—
—~
Q
)
*
~— ~—
—~
>
*
~—
—
~—
>
L
)
~—

= g '(hh*)(h*)")(h7g)
= g 'h(h7'g)
— Id

Assim: h = ggg. Alem disso, como g e h sao holomorfas, tem-se:

(90): = (W*(g") )= = (B):(g") " + 2" ((g7) 1) = h*((971)"): =0

Portanto, g é inica salvo multiplicagdo na direita por uma matriz constante gy € SU(2).

Reciprocamente, seja M uma superficie de Riemann e g : M — SL(2,C) a imersao

holomorfa, tal que

0
g tdg = / w e |fl<1
1

onde w = %dz.

C E
Afirmacao 3.1. Considere g = € SL(2,C). Entao tem-se E =2C, e F'=2D,.
D F

Demonstragao. De fato, como g € SL(2,C), tem-se que:

F —-F dC dE
-D C dD dF

g tdg =
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Da hipétese (3.44) e dado que C, D, E e F sao holomorfas, tem-se:

0 f F —-F C, E.
w = dz
10 -D C D, F,
Assim
FC,—FED, = 0
1
-C,D+ D,C = 3
1
FE, - EF, = §f
—-DE,+CF, = 0

Resolvendo o sistema de equacoes acima, temos:

O
_ C 20, . _
Da afirmacao temos: g = . Logo, a imersao 1 pode-se expressar como
D 2D,
i} C 2C, C C,
Yv=y99" = (3.47)
D 2D, D D,
CC +4C.C, OD +4C.D,
= ~ ~ ~ (3.48)
CD+4C.D, DD +4D.D,
Logo, a primeira forma fundamental é dada por:
ds” = (dp, dup) = —det(dip)
Assim de (3.42) temos:
ds* = fw? + fo + (1 + | f*)|w]®
-1 0
Agora se consideramos v = , podemos expressar um vetor normal a imersao
0

CcOo1mo
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~CC+4C.C., —CD+4C.D,

n=gvg" = _ _ _
—~CD+4C.D, —DD +4D.D,

A segunda forma fundamental é dada por:
do? = —{dn, dip) = %[det(dn) 4 det(dib) — det(dn — dv)]
Vamos calcular det(dn), det(dy), det(dn — di) :
dn = dg(vg") + gv(dg”)

= (99 "dg(vg* + gv(dg*)((g*)'g")

= g(g7'dgv + (g7 'dg)")g"

ET) GG

fwo_ ¥ ) = fw? = [fPlw]® = Jw]* + fo*

Assim,

—w+f@

det(dn) = det (

fw—w 0 fw—w
det(dn — dip) = det - ~
—w+fo 0 —w+fo 0

Logo, temos

do? = Slfu? — [FPf? — |l + F + (= fu — T (L4 7)) — (~4lf?)]

= 52wl = 2[fP|wl*)

= (1= |fP*)lwl?

N[ —

Assim
do* = (1= [f]")]w]’
Finalmente como w = (du + idv), temos:

T 1 2 4_7.
ger = LS VRUE o i Fi

—f—f+1+|f|2d02

4 4 4

do* = %(diﬁ + dv?)

e concluimos a demostracao do teorema de representacao de Weierstrass.
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Defini¢ao 3.2.1. O par (f,w) no teorema anterior sera chamado Dados de Weierstrass, as-

sociados a representacao conforme da imersao plana.

Observacao 3.1. Se consideramos os datos de Weierstrass (f,w) e a imersao holomorfa g

escrita num parametro complexo arbitrario ¢ como (f(¢),h({)dC) e
C FE
D F

entio desde (3.37), (3.39) e (3.40) temos que C' e D sdo fungoes solugoes linearmente inde-

pendentes da equacao diferencial ordindria

h
XCC—FCXC—thX = 0 (3.54)
€
1 1
E = =C;, F=-D
A hot

Reciprocamente, si C' e D sdo solugoes linearmente independentes da equacgdao (3.54) tal que:

H(CD - DC) =1

entao:
C 1ic
g = e (3.55)
D 1D,

determina a imersao plana com dados de Weierstrass (f(¢), h(¢)d().
Mais ainda, se A e B sao outras solugoes de (3.54) sob as mesmas condi¢oes anteriores entdo

a imersao plana associada com A e B €, a menos de isometria, a imersao associada com C' e

D.

Agora enunciamos um resultado andlogo, que tem-se para a aplicaciao de Gauss em R3 e

TH3.

Teorema 3.2.2. Seja S uma superficie orientada e conexa e v : S — H? wma imersao
tal que sua sequnda forma fundamental é positivamente definida para uma escolha de campo
de vetores unitario normal a n. Se em S consideramos a estrutura conforma induzida pela
sequnda forma fundamental, entdo a imersao [t —n] : S — S% € conforme se e somente se

a métrica induzida por » em S € plana ou 1 € totalmente umbilica.
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Demonstragao. Seja p € S. Como a segunda forma fundamental é autoadjunta, existe uma
base Ei, E» ortogonal e suave em uma vizinhanca de p que diagonaliza a métrica o associada

a segunda forma fundamental em p, isto é o(E;, E;) = h;;0,5, 1,7 € 1,2. Nessa base, [0] =
hyy O

Entao [¢p — 7] ¢ uma aplicagdo conforme se e somente se

o = —{dn, dv) = Nd( —n),d(v —n)) = A[(des, dip) — 2(dub, dy) + (dn, dy)]
Aplicando ¢ em (E;, E;), temos
o(E;, E;) = 8i5higA[0ij + 20;5hij + h;035],
Assim

hit = M1+ hy)? (3.56)
hoy = A1+ hgy)? (3.57)

Eliminando A\ obtemos:

h11 hao
Logo
hoo(1+h11)? = hi(1+ hyy)? (3.58)
hao(1 +2h1y + h3)) = hi(1 + 2hay + h3,) (3.59)
haa — hiy = hithoa(hoy — hay) (3.60)
Portanto,

(h22 - hll)(l - h11h22) =0

Entao temos as seguintes possibilidades:

i) A métrica em S é plana (isto é: K = hy1hey — 1 =0) ou S é totalmente umbilico (isto é

hll = h22>~

ii) S é umbilica nos pontos onde K # 0
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No segundo caso, temos que se K # 0 em algum ponto, tem-se que S é totalmente umbilica.
De fato: O conjunto S = {p € S / K(p) # 0} é um conjunto aberto e 1|g é totalmente
umbilica. Portanto temos que K é constante em cada componente conexa de S, e assim S é

fechado. Entao como S é conexa, 1 é totalmente umbilica. m

3.3 Alguns Exemplos

3.3.1 Superficies paralelas

Seja S uma superficie simplesmente conexa e 1) : S — H? uma imersao plana. Do teorema
(3.2.1) existe uma imersao coordenada conforme ¢ em M e dados de Weierstrass (f, hd() tal
que ¢ = gg* com g determinada por (3.54) e (3.55).

Escolhemos as familias f, = e* f, w, = e thd( e

67t/20 %Gt/QCC

" e 2D 1e'2D;

para t € R tal que | f;| < 1. Entao:

0 e?f
0

i) g;ldgt =
i) ¥y = gig; = cosh(t)y + senh(t)n

Portanto ¢, é uma imersao plana paralela a 1 a distancia |t|, com datos de Weierstrass
(c® £, e~thd().
De fato: Para cada t € R considere a equacao

h
< fRIX =0

ch—g

onde: h; = e"th. Esta tem solucdes linearmente independentes C;, = e ¥/2C e D, = e /2D, e

como 3+[CD¢ — DC¢] = 1. Temos que:

HIOUDY); ~ D] = 30D~ DC =1
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Assim da observagao (3.1) temos que :

g= Ct %(Ct)ﬁ e_t/zc %et/204
D; 3(Dy)e e 2D 1e'?D;

determina a imersao plana com dados de Weierstrass (f;, h:d().

Assim do teorema de Representacao de Weierstrass para superficies planas temos que:

0 0 e
g, "dg; = Ji , hdC = / e "hd(
1 0 1 0

Alem disso, temos que:

e 12C %6'5/204 e 12C e ¥?D
V= g9, = - _ (3.61)
' e 2D %et/QDC %et/QCC %et/zDC
e HCP + Let|C 2 e tCDAetC D,
_ |_‘ 2 |_<| G (3.62)
¢ 'CD + 5¢'CeDe e7'| D> + s5¢!|Def?
= cosh(t)y + sinh(t)n (3.63)
onde:
c ic c D
=g = " R
D 3D »Cc 1l
(10 ECE CDECD
CD + 35CcD¢ DI + 35| D¢?
. C 3C; -1 0 c D
n=9vg = 1 1A 1
D 1D 0o 1)\ lep 1

Dy
_ [ AICP G —CDiECD,
—CD+ 70D —|D|* + #|D¢|?

3.3.2 Superficies de revolucao

Consideremos o0 modelo do semi-espago superior de H?, isto é, RY = {(y1, ys2,y3) € R*/y3 >
0} com a métrica

1
dr’* = ?(dy? + dy; + dy;)
3
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Se fazemos a identificacio de (zg, 1, 22, z3) € H3 com (z1,22,1) € R, podemos escrever

zo+x3

uma superficie de revolucao no espaco hiperbélico como

W(r,0) = (y1(r)cos(0),y1(r)sen(d), ys3(r)) (3.64)

com y3 > 0, onde escolhemos o parametro r» como o comprimento de arco da curva generatriz

(12(r), 0, y5(r)) € RE.

Se pode calcular, ver [5] que a curvatura de Gauss de M é dada por:

Assim, tem-se que 1 é uma imersao plana se e somente se y;(r) = ys(r)(ar +b), com a,b € R,

nao ambos nulos. Distinguimos dos casos:

A) Sea=0
Afirmamos que: r+tbf é um parametro isotérmico com a métrica induzida pela imersao.

De fato, fazendo & = b6, tem-se

(&) = (y1(r) cos(§/b), y1(r) sen(§/b), ys)

Assim:

Un(r, ) = (940r) cos(E/b), i (r) sen(c/6), )
Ue(r.&) = (—n(r)y sen(&/b). 1 (r)3 cos(&/b),0)

Como a curva generatriz (y,0,y3) é parametrizada pelo comprimento de arco, temos:
1= ((11,0,93), (11,0, 95))
entao:
vi = )+ (v3)* (3.65)
Assim, de (3.65) e como y;(r) = bys, temos

. /2 2
i) (t, ) = WAL — g

ii) (¢, e) = =y cos(€/b)y13 sen(€/b) + yi sen(€/b)y1 3 cos(€/b) = 0
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O que prova a afirmacao.

Afirmamos que:

z= 1+ %Zb? r—i—i<1+ l;bQ) bl
¢ uma imersao coordenada conforme para a estrutura de superficie de Riemann induzida
pela segunda forma fundamental.
De fato:
Vamos a expressar 1) em sua forma matricial hermitiana, obtendo os coeficientes da
segunda forma fundamental E, F' G e construindo uma fungao ¢, para expressar as co-

ordenadas conformes, do jeito que foi realizado na prova do teorema de representagao de

Weierstrass para superficies planas.

Temos:
¥ = (y1(r) cos(0), yy sen(), y5(r)) = %

Lembre que a identificacdo de IL* com o espago Herm(2) das matrizes hermitianas 2 x 2

¢ dada por:
To+x3 x1+1x
x = (20,21, To,w3) € L ¢ X = o ?
ry — i[BQ o — I3
Assim
- (3.66)
Y5 = Ty + T3 '
. Ty +ix .
Y1 +iys = T y1(cos(&/b) + isen(E/b)) (3.67)
i + Z3

Os coeficientes de 1 em sua forma matricial sao:

, 1
i) xg+ 23 =—
Y3
ii) Como: T y1(cos(€/b) +isen(£/b)), temos
To + X3
T+ il‘g = yl(:vg + 1‘3) eszf/b (368)
= Loexpier (3.69)
Ys
= bexp®/? (3.70)



Por tanto

T1+ 1y = bexpif/b

iii) Tomando conjugada a %), temos:

T1 — 1Ty = bexp‘iﬁ/b

iv) Como: —af + 27 + 23 + 23 = —1, temos:
(o — m3) (w0 +13) = x5 — 23
= i+ ai+1
xi+ a3+ 1
Assi DR Sk T
ssim (zg — x3) P
Alem disso como
ei4+as+1 2t +ad 1 (3.71)
([Eo + 1’3)2 (.To + I3)2 (1’0 + ZL’3)2
= yity; (3.72)
= yi(0*+1) (3.73)

Portanto

(w0 — 23) = (b* 4+ 1)ys

A representacao matricial de v é

1
V(&) = o
bexp i/t
Assim obtemos
T e v
/A 0 , b2 1 rr
?J3( + )
0 i exp'e/b
Ve = . Vee
—iexp &/P 0

bexp’/
y3(b2 + 1)

Y4 y3—2y3ysyh 0
4
= Y3
1
0 Yl (02 +1)
— expit/b
_ 0 b
— exp—iE/b

; 0

Agora temos que encontrar os coeficientes E, F', G da segunda forma fundamental,

usando as equagoes (3.2) e lema (3.1).

87



a) Temos que E? = (En, En) = (Y — U, ¥y — ) = —det (Y, — )

Como y; = bys, tem-se 1 = (¢, ¥,) = (yg)QbeJQI Assim temos
3

(yé)z _ 1 (3.74)

Derivando obtemos:

((yé)Q(b2 + 1))' 204y (07 4+ 1)y — 2ys5(y4)? (0% + 1)
2 4
Y3 Y3

"o 2

ys(ysys — ys(vh)?)

2(b% +1
o = 2E4D
3

Logo tem-se
v3ys — yalys)® =0

Pois se y; = 0 tem-se y; = 0, logo temos 0 = 1, um absurdo.

/\2
Assim tem-se yj = (y3) .
Ys
Assim, temos
_ wHyi-2us(wh)?) 1 —bexpt
det(y — ) = " 8 ) (3.75)
b exp—i€/h 1) (B + 1
exp (y5 —y3) (0" + 1)
pr— 3 :
—bexpi/® (% - y3> 0*+1)
N2 2 N2 .2
_ ((yg)y3 yg) ((ya)y3 y3) 0® +1) — b? (3.77)
3
AY 2 /\2,,2 4
_ (1) (yj) Ys T Ys 12 11y 2 (3.78)
Ys

De (3.74) tem-se,

1 1 2 2
det(¢rr _¢) = ((b2+ 1)2 _2b2_|_1 +1) (b T 1) _b
_ 1 -1
o2+
b2
TRt
Assim det(¢,, — 1) = —%
Portanto
b2
E p—
b2 +1
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b) Temos que Y = F'n

0 0
Como ¢y¢ = tem-se:

0 0
F=0

c) Temos que G* = (G, Gn) = (Yee — ¥, Yy — V)
Calculando det(1ge — 1)), temos:

i€ /b -
exp b
—=5— =0 exp’®/

<

det(pee —1p) =

—ﬂ — bexp /b —ys(b* +1)

— (1) (1262)2

v+ 0% — 1 — 26 — bt
b2

b+ 1
-0

Assim G2 = U41
Portanto
b2 +1

G = =

Finalmente ja tendo os termos da segunda forma fundamental, pode-se construir uma
funcao real ¢ definida em M, tal que ¢,, = F, ¢pee = G, e = F.

De esta forma, temos

i) ¢, = Er+ L(s) = ( be—il) T+ cte)

b’ +1
ii) ¢ = Fr+ L(s) = b——; r + cte.

Em particular, sem perdida de generalidade, podemos escolher

b? b2 +1
o=Wear | e %= < T)
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Assim do lema (3.2), temos que:

z = (L+¢)r+i(l+¢e)€ (3.79)

b?
_ ( be“) b6 (3.81)

é uma imersao em coordenadas conformes com a estrutura determinada pela se-

gunda forma fundamental.

Afirmamos que a imersdo plana associada aos dados de Weierstrass (5, &d€) é:

k27 2¢
g(§) =i 5 ;
571/2 _%571/2
De fato:
1 1 k
_ = — de= "4 82
F€) = g5 w= e = s (382
= _ ¢ _¢Tr+2i¢rr .
Usando a fungao f = W temos:
v2+1 /b2
e b2+1
f(¢ = = - (3.83)
2+ : +1 + V b2b+1
Lo (3.84)
k2 z\by\/b2+1+2b2+1 '
Resolvendo a equacao, tem-se: k* = 2|b|v/b? + 1.
Alem disso de dz =k d£ temos que z = kln(f). Assim: dz = k,%dﬁ.
w=3dz = lkdf h(&)dE, entao: h(€) = 2§
Portanto os novos parametros sao
¢ =exp* kP =2(b|Vb? + 1
Da equagao (3.54), temos que:
Xee+ 2Xe— X =0 (3.85)
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Considere C, D solugoes linearmente independentes da equagao (3.85). Vamos pro-

var que C D¢ — DC¢ = 2% Tem-se:

C 3Ce
g= ’
D 1D,

é uma imersao holomorfa e 1) = gg* determina a imersao plana.
A equacao
§ Xee +EX¢ — iX =0
¢ uma equacao de Cauchy-Euler.
Logo a solucao é dada por X = £, a € R.

Substituindo X = &% na equacgao, temos:

£°(a)(a — )E" + £ag"™! — 6% = 0

Assim a equacao caracteristica é

onde as solugoes sao a = i%.
Entdo uma base para o conjunto solucao é {£1/2,£71/2},
Assim C' = z\/gf 12e D= z\/gﬁ ~1/2 530 solucdes linearmente independentes e

CDe— DC, — 2—’2 (3.86)

Logo pela observagao (3.1), temos que

, _, E 51/2 %51/2
2 571/2 _%571/2

é uma imersdo plana associada aos dados de Weierstrass (-, =d€) e a respectiva

k20 2

superficie plana de revolugao a menos uma isometria, é dada por:
v o= g9

51/2 %51/2 (_i E) e £-1/2

5—1/2 _%6_1/2 %51/2 _%671/2

DO | T

2

K €]+ & G2 (1 - )
2 5—1/2m (1 — k%) ‘f’_l (1 - k%)
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B) Se a # 0, entao %elog(“”b)*iae é um parametro isotérmo local, induzido por . Por

tanto, de (3.2) e (3.11), temos:

1

= (1+,/1+ 1—a? ( +b) iaf
T (ar +b)? a ‘

¢ um parametro conforme. Assim, se tomamos o novo parametro local ¢ determi-

nado por (* = az, os dados de Weierstrass associados a imersao sao:

1-a? 1.
[ = "G w=5
para ¢ € C* tal que |f({)] < 1.
Usando (3.54) e (3.55), obtemos que:
e+ 1)
do=L°¢ (a+1)¢ .

V2L ¢ (a-netE
e uma superficie plana de revolugao, ao menos isometrias é parametrizada de forma
explicita por

CUC* + (@ = D[~ +) 2
T+ @+ D2 e + (a + DA

wie) = ( ) s

Observamos que as superficies parametrizadas por 1,, 1¥_, sao isométricas através

da reflexao sobre o plano geodésico {(z1, z2,x3)/2? + x5+ 22 =1, 3 > 0} dado por

1
I(xy, 29, 23) = 5 (71, T2, T3)

2 + 23+ 13
Para a = 41 as superficies sao horoesferas.

Nos outros casos, obtemos superficies planas de revolucao.
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