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Resumo

Apresentamos trés exemplos classicos de operadores hiperciclicos. Demonstramos o critério
de hiperciclicidade, que da condig¢des suficientes para que um operador seja hiperciclico. Es-
tabelecemos diversas propriedades e provamos a existéncia destes operadores em todo espaco
de Fréchet separdvel de dimensdo infinita. Em seguida demonstramos que o conjunto dos
operadores hiperciclicos é denso no espaco dos operadores lineares continuos com respeito a
topologia da convergéncia pontual. Provamos a existéncia de operadores hiperciclicos com
comportamento prescrito. Demonstramos um critério para determinacao de operadores dia-
gonalmente hiperciclicos, e ainda, apresentamos alguns exemplos de tais operadores. Por fim,
damos um exemplo de um operador hiperciclico que n3o satisfaz o critério de hiperciclicidade.

Palavras chave: Operadores Hiperciclicos, Critério de Hiperciclicidade, Existéncia de Ope-
radores Hiperciclicos, Operadores Diagonalmente Hiperciclicos.



Abstract

We present three classic examples of hypercyclic operators. We demonstrate the hy-
percyclicity criterion, which gives sufficient conditions for an operator to be hypercyclic. We
establish several properties of these operators and we prove the existence of such operators in
every infinite-dimensional separable Fréchet space. Then we show that the set of hypercyclic
operators is dense in the space of continuous linear operators with respect to the topology of
pointwise convergence. We prove the existence of hypercyclic operators with prescribed beha-
vior. We demonstrate a criterion for the determination of diagonally hypercyclic operators,
and present some examples of such operators. Finally, we give an example of a hypercyclic
operator that does not satisfy the hypercyclicity criterion.

Keywords: Hypercyclic Operators, Hypercyclicity Criterion, Existence Hypercyclic Opera-
tors, Diagonally Hypercyclic Operators.
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Introducao

Sejam X um espaco vetorial topoldgico (real ou complexo) e T': X — X um operador
linear continuo. Dizemos que T" é um operador hiperciclico se existe um vetor x € X
cuja érbita, orb(z,T) = {x, Tz, T?z,...}, é densa em X. Um tal vetor é dito um wvetor
hiperciclico com respeito a T

Os primeiros exemplos de operadores hiperciclicos foram obtidos por G. Birkhoff [12] e G.
MacLane [27], que mostraram, respectivamente, que o operador translagdo f(-) — f(- + 1)
e o operador derivagdo f — f’ sdo hiperciclicos no espago de Fréchet H(C) das fungdes
inteiras. O primeiro exemplo de um operador hiperciclico em um espaco de Banach, obtido
por Rolewicz [32], é o mdltiplo AB, com |A\| > 1, do operador deslocamento a esquerda B
sobre o espaco de Hilbert /5.

O termo “hiperciclico” foi introduzido por B. Beauzamy em 1984, motivado pelo conceito
de vetor ciclico. Lembramos que um vetor x € X ¢é dito ciclico com respeito a T' se o
subespaco vetorial gerado pela 6rbita de  com respeito a T é denso em X. Este conceito

esta intimamente ligado ao seguinte problema famoso:

Problema do Subespaco Invariante: Serd verdade que para todo operador linear continuo

T : X — X existe um subespaco vetorial T-invariante fechado n3o trivial?

Como o subespaco vetorial fechado gerado por uma 6érbita de T é T-invariante, segue que
T n3o possui subespacos vetoriais T-invariantes fechados n3o triviais se, e sé se, todo vetor
nao nulo x € X é ciclico com respeito a 7.

Relacionado ao conceito de vetor hiperciclico, temos o seguinte problema:

Problema do Subconjunto Invariante: Serd verdade que para todo operador linear



continuo 7' : X — X existe um subconjunto T-invariante fechado n3o trivial?

Como a aderéncia de uma érbita de T é T-invariante, segue que 7' n3o possui subconjuntos
T-invariantes fechados n3o triviais se, e sé se, todo vetor ndo nulo x € X é hiperciclico com
respeito a 7.

O problema do subespaco invariante para espacos de Banach foi resolvido na negativa por P.
Enflo por volta de 1975. Todavia, seu artigo [16] com o contra-exemplo é extremamente dificil
e demorou muito para ser publicado, tendo aparecido apenas em 1987. Neste meio tempo,
B. Beauzamy [6] publicou uma simplificacdo do exemplo de Enflo e C. Read [30] construiu
um contra-exemplo no espaco ¢;. Pouco depois, C. Read [31] construiu um operador linear
continuo 1" : {1 — /¢4 tal que todo vetor n3o nulo é hiperciclico com respeito a T, resolvendo
assim, também na negativa, o problema do subconjunto invariante. Ambos os problemas
continuam em aberto para espacos de Banach reflexivos e, em particular, para espacos de
Hilbert.

Em seu artigo [32], S. Rolewicz propds o seguinte problema: Todo espago de Banach
separavel de dimensdo infinita admite um operador hiperciclico? Esta pergunta foi respondida
na afirmativa, independentemente, por S. Ansari [3] e por L. Bernal-Gonzalez [7]. Logo, em
seguida, J. Bonet e A. Peris estenderam este resultado a espacos de Fréchet separdveis de
dimens3o infinita [13].

C. Kitai determinou um critério para garantir a hiperciclicidade de um operador linear [26].
Esta condicdo, conhecida como Critério de Hiperciclicidade, foi reformulada por R. Gethner and
J. H. Shapiro [17] e é largamente utilizada na prova de hiperciclicidade de operadores lineares.
Até meados da década de 2000, todos os exemplos de operadores hiperciclicos conhecidos

satisfaziam o critério de hiperciclicidade. Ent3o foi natural a pergunta:
Existe um operador hiperciclico que nao satisfaz o critério de hiperciclicidade?

Este problema foi originalmente proposto por D. A. Herrero [24]. J. Bés e A. Peris mostraram
que um operador 7" satisfaz o critério de hiperciclicidade se, e sé se, T' x T é hiperciclico [10].
Portanto, a pergunta acima é equivalente a: T x T é hiperciclico sempre que 7" o é? Este

problema foi resolvido por volta de 2006 por M. De La Rosa e C. Read, que mostraram que
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existe um espaco de Banach que admite um operador hiperciclico que nao satizfaz o critério de
hiperciclicidade [15]. Este resultado é bastante engenhoso e n3o é dbvio se o espaco construido
pode ser um dos espacos de Banach classicos. Conhecendo o trabalho de M. De La Rosa e C.
Read, F. Bayart e E. Matheron mostraram que qualquer espaco de Banach possui um operador
hiperciclico que n3o satisfaz o critério de hiperciclicidade, desde que este espaco possua uma
base incondicional e o deslocamento a direita associado a esta base seja continuo [4]. Note
que os espagos ¢, (1 < p < 00) e ¢ satisfazem estas condig3es.

Os trabalhos de C. Kitai [26], R. Gethner e J. Shapiro [17], G. Godefroy e J. Shapiro [18]
e D. Herrero [24, 25] estabeleceram a base da teoria de hiperciclicidade. O “survey” de K.-G.
Grosse-Erdmann [20] no Bulletin da AMS deu impulso adicional a teoria. Nos dltimos 25 anos,
o estudo de operadores hiperciclicos se transformou numa area de pesquisa muito ativa.

Na presente dissertagcdo apresentamos alguns aspectos da teoria de operadores hiperciclicos.

No capitulo 1 introduzimos o conceito de operador hiperciclico e apresentamos diversos
exemplos de operadores hiperciclicos (incluindo os exemplos classicos de Birkhoff, MacLane e
Rolewicz).

No capitulo 2 estabelecemos o Critério de Hiperciclicidade e o Teorema de Bés-Peris [10]
que diz que um operador T satisfaz o critério de hiperciclicidade se, e s6 se, T'xT" ¢ hiperciclico.

No capitulo 3 apresentamos algumas propriedades dos operadores hiperciclicos, incluindo
o Teorema de Ansari [2] que assegura a hiperciclicidade das iteradas 7" de T a partir da
hiperciclicidade de T'.

O Capitulo 4 é dedicado ao Teorema de Ansari-Bernal-Bonet-Peris [3, 7, 13] que garante
a existéncia de operadores hiperciclicos em todo espaco de Fréchet separavel de dimensdo
infinita.

No capitulo 5 demonstramos que o conjunto dos operadores hiperciclicos é denso no espaco
dos operadores lineares continuos com a topologia da convergéncia pontual.

No capitulo 6 mostramos que um subconjunto enumerdvel denso e linearmente indepen-
dente arbitrario de um espaco de Banach é a drbita de algum operador hiperciclico neste
espaco.

No capitulo 7 introduzimos o conceito de operadores d-hiperciclicos no seguinte sentido:
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Ty X -+ x Ty possui um vetor hiperciclico da forma (z,...,z). Estabelecemos, para d-
hiperciclicidade, resultados andlogos ao critério de hiperciclicidade ao Teorema de Beés-Peris e
apresentamos alguns exemplos de operadores d-hiperciclicos.

No oitavo e ultimo capitulo apresentamos o exemplo de um operador hiperciclico que ndo

satisfaz o critério de hiperciclicidade obtido por F. Bayart e E. Matheron [4].

12



Capitulo 1

Operadores Hiperciclicos

Iniciamos este capitulo introduzindo a nocao de operador hiperciclico. Formalmente, um
operador 7" : X — X ¢é hiperciclico se existe um elemento = de X tal que o conjunto
{z,Tz,T?z,...} é denso em X. Em seguida demonstramos o Teorema de Transitividade
de Birkhoff, que é uma ferramenta muito utilizada para provar que um dado operador é
hiperciclico. De posse desse instrumento apresentamos trés exemplos cldssicos de tais opera-
dores. No espago de Fréchet H(C) das fungdes inteiras, o operador translagdo f(-) — f(-+a)
(a € C\ {0}) e o operador derivagdo f — f’, que sdo devidos, respectivamente, a Birkhoff e
a MacLane, e no espaco de Banach ¢, (1 < p < c0) ou ¢g, o miltiplo AB, com |A| > 1, do
operador deslocamento a esquerda B(z1,z,...) = (22,23, ... ), devido a Rolewicz.

Dados um conjunto X e uma funcao f : X — X, definimos as iteradas de f por

foZIdX> flzfa f2:fofa f3:fof27 Sy

onde Idx denota a funcdo identidade em X. Além disso, para cada x € X, definimos a orbita

de x com respeito a f por

orb(z, f) := {z, f(x), f*(x),...}.

Definigao 1.1. Seja X um espac¢o vetorial topolégico. Um operador linear continuo 7" em

X ¢é dito hiperciclico se existe x € X tal que orb(x,T') é densa em X. Neste caso, x é
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chamado um wvetor hiperciclico de T'. O conjunto dos vetores hiperciclicos de T' é denotado

por HC(T).

Apesar do conceito de operador hiperciclico ter sentido em espacos vetoriais topoldgicos ar-
bitrarios, nos concentraremos nos espacos de Fréchet e, em particular, nos espacos de Banach.

Assim, alguns resultados n3o serdo apresentados em toda generalidade.
Em todo este texto usaremos as convengdes: N = {1,2,3,...} e Ny ={0,1,2,3,...}.

O seguinte resultado de dindmica topoldgica implica um teorema muito Gtil para provar a

hiperciclicidade de um operador.

Lema 1.2 (Teorema de Transitividade de Birkhoff). Sejam X um espago métrico
completo separavel sem ponto isolado e f : X — X uma fung¢do continua. A funcdo f
possui uma orbita densa se, e sé se, f é topologicamente transitiva, no seguinte sentido:
para qualquer par U,V de subconjuntos abertos ndo vazios de X, existe n € Ny tal que
fM(U)NV # (. E neste caso, o conjunto dos pontos cuja 6rbita é densa é um conjunto

residual, isto €, unido enumeravel de abertos densos em X.

Demonstra¢ao. Suponha que x € X tem 6rbita densa com respeito a f. Sejam U,V subcon-
juntos abertos ndo vazios de X. Existe n € Ny tal que f™(z) € U. Mas f"(x) também
tem &rbita densa. De fato, orb(z, f) \ {z, f(2), f3(z),..., " Hx)} C orb(f"(z),f) e
orb(z, f) \ {z, f(z), f2(z),..., f"'(x)} é denso, pois X n3o possui ponto isolado. Logo,
existe m € Ny tal que f™(f™(x)) € V. Dai, f™(U)NV # (.

Agora, suponha que f seja topologicamente transitiva. Denotaremos a bola aberta com
centro em z e raio r por B(x,r). Como X possui um conjunto enumeravel denso {z;;j € N},
as bolas abertas B(z;, %), m € N e j € N, formam uma base enumeravel da topologia de
X. Seja (Ug)ren uma enumeragdo desta base. Dai, = possui drbita densa se, e sé se, para
cada k € N, existe n € Ny tal que f"(x) € Uy. Isto é, o conjunto D dos pontos cuja 6rbita

é densa é dado por

D= ﬂ U (f")~H(Uw).

k=1n=0

14



Como f é continua, para cada k € N, Ej (f™)~1(Uy,) é aberto em X. Além disso, cada um
desses conjuntos é denso em X. De fa:c;ose V' € um subconjunto aberto nao vazio arbitrdrio
de X, ent3o, pela hipdtese de transitividade topoldgica de f, temos que (f™)~1(U,) NV # ()
para algum n € Ny, donde Ej (fM)YU) NV £ 0.

Pelo Teorema de Baire 2[2321] Teorema 2.2), D é denso e, em particular, ndo vazio. Além
disso, D é um conjunto residual em X.

]

Teorema 1.3. Sejam X um espaco de Fréchet separavel e T" um operador linear continuo
em X . Entdo T é hiperciclico se, e s6 se, T' é topologicamente transitivo. E neste caso,

HC(T') é um conjunto residual em X.

Demonstracao. Fixemos uma métrica completa d compativel com a topologia de X. Assim,
(X, d) é um espago métrico completo separavel e sem ponto isolado. Logo, o resultado segue
do Lema 1.2.

m

Corolario 1.4. Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e T' : X — X um operador
linear continuo. Se T possui um vetor hiperciclico, entdo 1" possui um conjunto denso de tais

vetores.

Denotamos por H(C) o espago de Fréchet das fungdes inteiras, cuja topologia é dada pela

familia de semi-normas

Pu(f) = sup |f(z)[; n € N.

|z|<n
Note que H(C) é separavel, ja que o conjunto dos polindmios com coeficientes em Q + iQ é

enumeravel e denso em H(C).

O seguinte exemplo mostra que existe uma funcdo inteira f tal que qualquer outra funcdo

inteira pode ser aproximada por translacdes de f.

Exemplo 1.5 (Birkhoff). Para cada a € C n&o nulo, o operador linear

T,: H(C) — H(C), f(z)— T.f(z) = f(z +a),

15



é chamado operador translacao por a em H(C). Observe que T, é continuo. De fato, para
cada n € N, escolha k, € N tal que k, > n + |a|. Entdo |z| < n implica |z + a| < k,.

Portanto,

pu(Taf) = sup |f(z +a)| < sup [f(w)] = pk,(f), para todo f € H(C),

|z[<n lw|<kn

provando a continuidade de T},.
Agora, vejamos que T, é hiperciclico. Sejam U,V C H(C) abertos ndo vazios arbitrarios.

Fixemos f € U e g € V. Existem m € N e € > 0 tais que

{h € H(C); sup |f(z) — h(z)|<e}CUe

|z|<m

{h € H(C); sup |g(z) — h(z)| <e} C V.

|z[<m
Seja K C C o disco fechado centrado em 0 de raio m. Seja n € N tal que K + na é disjunto
de K e seja ¢ uma fungdo holomorfa com ¢(z) = f(z), para todo z numa vizinhan¢a de K, e
q(z) = g(z — na), para todo z numa vizinhan¢a de K + na. Aplicando o Teorema de Runge
([33], Teorema 13.7) a fungdo ¢ e ao compacto K U (K + na), obtemos um polindmio p tal
que

sup [f(z) —p(2)] <e e sup |g(w—na)—p(w)| <e.
zeK weK+na

Dai,

sup|g(z) — Ti'p(2)| = sup |g(2) — p(z + na)| = sup [g(w — na) — p(w)| <e.
zeK zeK weK+na

Assim, p € U e T7'p € V. Logo, T, é topologicamente transitivo. Pelo Teorema 1.3, T}, é

hiperciclico.

O seguinte exemplo mostra que existe uma func3o inteira f tal que qualquer outra fungdo

inteira pode ser aproximada por sucessivas derivadas de f.
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Exemplo 1.6 (MacLane). O operador linear
D:feH(C)— f € HC)

é chamado operador derivagao em H(C). Note que D é continuo. De fato, para cada n € N,

segue das Estimativas de Cauchy ([33], Teorema 10.25) que

[f'(w)l < sup [f(2)] < sup [f(2)],

|z—w|<1 2| <n+1

sempre que |w| < n. Portanto,

pn(Df) = sup |f(w)| < sup [f(2)| = pns1(f), para todo f € H(C),

|lw|<n |z|<n+1
provando a continuidade de D.

Agora, vejamos que D é hiperciclico Dados abertos n3o vazios U,V C H(C) arbitrérios,
N

existem polindmios p(z Zakzk € Ueq(z Zbkzk € V, pois o conjunto dos

k=0
polinémios é denso em H(C ) Queremos encontrar um polinémio r tal que D"r € V e r

esteja suficientemente préximo de p. Observe que
N
T )+ Zrtn
Z k +n)
satisfaz D"r,, = ¢, quando n > N + 1. E também que, se m € N,

Kby |
k|
sup |7, (2) Ml mh —— 0.
(k+n)!
|2|<m —+ n n—o0

Dai, r, € U e D"r, € V para n suficientemente grande. Logo, D é topologicamente

transitivo, portanto hiperciclico.

Exemplo 1.7 (Rolewicz). Seja X =/¢,, 1 < p < oo, ou X = ¢y. O operador linear

B:(xy,29,...) € X — (22,23,...) € X

17



é chamado operador deslocamento a esquerda em X. Obviamente B é continuo.
Seja A um escalar e considere o operador A\B(x1, z,...) = (Axa, Axs,...). Suponha que

|A| > 1. Dados abertos ndo vazios U,V C X arbitrérios, existem
x=(x1,29,...,25,0,0,...) €U e y=(y1,%2,---,Yn,0,0,...) €V,

para algum N € N. Observe que se 2, = (2,1, Zn2,- .. ), onde z,x = xx quando 1 < k < N,
Znk = A "Yp—p quando n +1 < k < n+ N e z,;, = 0 para os demais indices k (onde

n > N), temos que
(AB)"z, =y paratodon > N e |z — z,|| < N "|y|| — 0.
n—oo

Dai, z, € U e (AB)"z, € V para todo n suficientemente grande. Logo, AB é topologicamente
transitivo, portanto hiperciclico. Se |A| < 1, entdo AB n3o é hiperciclico, pois [[AB]|| = |A|,

donde toda orbita de AB é limitada.
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Capitulo 2

O Critério de Hiperciclicidade

Neste capitulo estabelecemos o Critério de Hiperciclicidade que da condicdes suficientes
para que um operador seja hiperciclico e o Teorema de Bes-Peris que garante a equivaléncia
entre o fato de o operador T satisfazer o critério de hiperciclicidade e o fato de 7" x T" ser
hiperciclico.

Antes, precisamos de um resultado preliminar que sera utilizado diversas vezes neste texto.

Lema 2.1. Sejam X, Y espacos topoldgicose f: X — X, g: Y — Y fun¢des continuas.
Se g admite uma drbita densa e existe uma fung¢do continua ¢ : Y — X com imagem densa

tal que fo¢p = ¢pog, entdo f também admite uma drbita densa.

Demonstracao. Seja y € Y com 6rbita densa com respeito a g. Se U é um subconjunto
aberto n3o vazio de X, entdo ¢ !(U) é aberto ndo vazio de Y, pois ¢ é continua e tem
imagem densa. Logo, existe n € Ny tal que ¢"(y) € ¢ (U). Como f(¢(y)) = o(9(v)),

verifica-se, por indugdo, que f™(¢(y)) = #(g9™(y)). Portanto, f™(d(y)) = #(¢9"(y)) € U.

Logo, ¢(y) tem 6rbita densa com respeito a f.

]

Sejam X,Y conjuntos quaisquer e f : X — X, g : Y — Y fungbes. A fungdo

fxg: X xY — X xY édefinida por

(f x g)(z,y) = (f(z),9(v))-
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Claramente, (f x ¢g)" = f" x ¢g", para todo n € Ny. Além disso, se X,Y sdo espagos
topoldgicos e f, g sao continuas, entdo f X g também é continua na topologia produto de

X xY.

Teorema 2.2 (Critério de Hiperciclicidade). Sejam X um espago de Fréchet separdvel
e T um operador linear continuo em X. Se existem subconjuntos densos Xy, Yy, C X, uma
sequéncia crescente (n)ren de ndmeros naturais e aplicagdes S, : Yo — X, k € N, ndo

necessariamente lineares ou continuas, tais que para quaisquer x € Xy e y € Y,

(i) T ax —— 0,

k—o0

(i) Sp,y —— 0,

k—o0
(iil) TS,y —— v,

k—o0

entdo T x T é hiperciclico e, consequentemente, 1" é hiperciclico.

Demonstracao. Sejam Uy, Us, V1, Vo C X abertos ndo vazios arbitrarios. Como X, e Y| sdo
densos em X, existem x1 € U1 N Xo, 22 € UyNXg, y1 € ViNYyey € VonY,. De (i) e

(iii) segue que
lim 7" (21 4+ Sp,y1) = lm T™xy + Um TS, y1 =0+ y = y1.
k—o0 k—o0 k—o0

E de (ii) segue que

lim (x1 + Sp, 1) = 21 + 0 = 2.
k—oo

Logo, existe k1 € N tal que x1 + S, y1 € Uy e T (z1 + Sy, y1) € Vi sempre que k > k.
Da mesma forma, existe ko € N tal que xo + S, y2 € Uy € T (29 + Sy, y2) € Vo sempre que
k > ko. Escolhendo ko = max{ky, ko}, vemos que (T' x T')™o(U; x Us) N (V1 x Vo) # 0.
Logo, T' x T" é topologicamente transitivo, consequentemente hiperciclico. Claramente,
¢ : (r,y) € X x X — x € X satisfaz as condi¢des do Lema 2.1 para T'x T e T.
Logo, T é hiperciclico.

]

O préximo exemplo mostra que a completude do espaco X é essencial no critério de

hiperciclicidade.
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Exemplo 2.3. Seja X = ¢y, o espaco vetorial das sequéncias de escalares que pos-
suem apenas um ndmero finito de coordenadas ndo nulas, olhado como um subespaco de ¢,

(1 <p < o0)oude ¢y Definamos 7,5 : X — X por

T(l’l, T2,X3,... ) = (2.772, 21’3, 2%4, S )

1 1
S($1,$2,$3, .. ) = (0, 5331, §.CE2, ce )

Claramente T',S s3o operadores lineares continuos em X. Além disso, 7" e S™ tendem a
0 pontualmente em X e T'S = Idx. Logo, o critério de hiperciclicidade é satisfeito, mas

claramente 1" n3o possui vetor hiperciclico em X.

Vejamos como podemos utilizar o critério de hiperciclicidade nos exemplos de Birkhoff,

MaclLane e Rolewicz.

Exemplo 2.4. Seja a € C n3o nulo e consideremos o operador translagdo por a
T,: H(C) — H(C), f(z) = Tof(2) = f(z +a).

Para cada n € N, seja S, = (T-,)". Obviamente, T"S,, = Idg(c), paratodon € N,
de modo que a condi¢do (iii) do critério de hiperciclicidade se verifica. Para obtermos as

condi¢des (i) e (ii), consideramos
2
Xo =Yy ={p(z)e* ; p é um polindmio complexo e k € N}.

*22 . . Ve .
Como p(z)e * ——p(z) em H(C), o conjunto acima é denso em H(C). Dado um conjunto
k—o0

compacto K C C, existe nyg € N tal que n > ng implica

nlal — |z| < |z £ nal
2 - 2

ly| < , para todo x + iy € K,

donde

(24£na)? ((z£na)?—y?) 3(z+na)?
_ (zEna)? _ ) < o

ek =e e 4  paratodo z=z+ 1y € K.
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o (zna)? . . . " ;
Isto implica que p(z £ na)e”~ #  —— 0 uniformemente em K. Assim, (i) e (ii) também

n—oo

se verificam. Pelo critério de hiperciclicidade, T, é hiperciclico.

Exemplo 2.5. Seja D : f € H(C) — f’ € H(C) o operador derivagdo em H(C).
Neste caso, tomamos Xy = Y; como sendo o conjunto dos polindmios complexos e defi-

nimos S, : Yo — H(C) por

Suf) = [ fodn e Suf(z) = / Sus(m)d, n > 1.

[0,2] [0,z]

k!
(k+n)'2k+n — 0 em H(C), temos que Xo, Yo, (n)nen € (Su)nen

satisfazem o critério de hiperciclicidade. Logo, D ¢é hiperciclico.

Como S,(2F) =

Exemplo 2.6. Consideremos o operador
AB : (21,29, 73,...) € X — (Axo, Aw3, A2y, ... ) € X

com [A| >1,onde X =/, (1 </{ < o0)ouX =cy.

1
Sendo Xo =Yy =c¢pp € S, : Yo —> X definidas por S,, = VFH onde
F(ZEl,ZEQ,l’g,...) = (07ZE1,CL’2,...)

é o operador deslocamento a direita em X, temos que Xy, Yo, (n)nen € (Sn)nen satisfazem

o critério de hiperciclicidade. Logo, AB é hiperciclico.

Definicao 2.7. Sejam X um espago de Fréchet separavel, T' um operador linear continuo
em X e (ng)reny uma sequéncia crescente de niimeros naturais. Entdo o operador 7' é dito
hereditariamente hiperciclico com respeito a (ny)ren Se para cada subsequéncia (my)ren de
(ng)ren, existe © € X tal que {T™*x; k € N} é denso em X.

Um operador T" é chamado hereditariamente hiperciclico se o é com respeito a alguma

sequéncia (ng)ren.

O seguinte resultado de dindmica topoldgica nos sera bastante (til.
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Lema 2.8 (Furstenberg). Sejam X um espago métrico completo separdvel sem pontos
isolados e f : X — X uma fungdo continua. Se f X f possui uma drbita densa, entdo o

n-produto f x --- x f também possui, para cada n € N.

Demonstracao. Por hipétese, a conclusido é vélida para n = 2. Logo, segue do Lema 2.1,
com

Y=XxX g=fxfe ¢:(r,y) eYr—rzeX,

que a conclusdo também ¢é valida para n = 1. Suponhamos a conclusdo vélida para um
certo n > 2 e provemos que ela também vale para n + 1. Como estamos supondo que o
n-produto f x --- x f possui érbita densa, o Lema 1.2 garante que ele é topologicamente
transitivo. O mesmo lema assegura que basta provarmos que o (n + 1)-produto f x .-+ x f é
topologicamente transitivo. Sejam Uy, ..., U,.1 e Vi,...,V, 1 abertos ndo vazios arbitrarios
em X. Como fx f é topologicamente transitivo, existe m € Ny tal que f™(U,) NU,11 # 0
e f™(V,)NV,11 # 0. Como f™ é continua, existem abertos ndo vazios U/ C U, e V! C V,
tais que

f™U) cUpr e f™V)) C Vg (2.1)

Como o n-produto f x --- x f é topologicamente transitivo, existe r € Ny tal que

(fX---Xf)T(le---XUnflXUé)ﬂ(‘/lx"'Xanlxvri%

donde
7 (Up)NVy # 0 paratodo k€ {1,...,n—1} (2.2)

1) 0V, #0. (2.3)

Como U, C U, e V) CV,, (2.3) nos da

fr(U) NV, # 0. (2.4)

Além disso, (2.3) também garante que existe x € U/ com f"(x) € V. Logo, por (2.1),
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(%) € Upsr e f7(f™(2)) = f™(f(x)) € Vs, provando que

ST (Ung1) O Vs # 0. (2.5)

Por (2.2), (2.4) e (2.5), vemos que o (n+1)-produto f x - -- x f é topologicamente transitivo.
O]

Teorema 2.9 (Bés-Peris). Sejam X um espaco de Fréchet separavel e T' um operador

linear continuo em X. S3o equivalentes:

(i) T satisfaz o critério de hiperciclicidade;
(ii) T x T é hiperciclico;

(iil) 7" é hereditariamente hiperciclico.

Demonstragao. (i) = (ii): Segue do critério de hiperciclicidade.

(ii) = (iii): Como X é separavel, X possui uma base enumerdvel de abertos (IV,,),en.
Seja (Uj, V) jen uma enumeragdo dos pares (W,,, W), n,m € N. Como T x T é hiperciclico,
pelo Lema 2.8, para qualquer k € N, existe um inteiro positivo ny, tal que 77+(U;) N'V; # 0,

para todo j € {1,...,k}. E ainda, podemos escolher estes inteiros de forma que (ny)ren
seja crescente.

Agora, sejam (my)ren uma subsequéncia qualquer de (ny)keny € U,V C X abertos ndo
vazios arbitrarios. Existe [ € N tal que U; C U e V; C V e dali, para k suficientemente grande,
T (U)NV D T (U,)NV; # (. Disto, segue de forma andloga a demonstragcdo do Teorema
de Transitividade de Birkhoff (Lema 1.2), que existe um = € X tal que {T"*x; k € N} é
denso em X.

(iii) == (i): Por hipdtese, T' é hereditariamente hiperciclico com respeito a uma certa
sequéncia (my,)nen. Seja © € X tal que {T™x; n € N} é denso em X e seja (I,)nen
uma subsequéncia de (m,)nen tal que Tz —— 0. Seja z € X tal que {T'™z; n € N}

n—oo

é denso em X. Claramente, dado k € N arbitrario, {T'(3z); n € N} é denso em X,

1

donde existe [,,, € N tal que Tl"k(%z) e B (x,E). Sem perda de generalidade, podemos

supor n; < ny < ng < ---. Obtemos assim uma subsequéncia (I,,, )ren de (I,)nen tal que
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T'(+z) € B(x, ), para todo k € N. Denotando z; := +2, k € N, temos que 2, — 0

k—o0

e Tleg) — .
k—oo

Seja Xy = Yy = orb(z,T'), que é um subconjunto denso de X. Como (I, )ren é uma

subsequéncia de (I,),en € T é continuo, temos que

Tl (T"z) = T™(T" x) — T™0 = 0, para todo n € N.

k—00
Isto da a condigdo (i) do critério de hiperciclicidade. Agora, se y € Yj, entdo existe um Unico

n € Ny tal que y =T"xz. Definimos S5, y := T"xy, para todo k € N. Assim, temos que

Sy y=T"z, ——T"0=0 e TS y=T"T"x, — Tz =71.
k k—o0 k k—o0

Isto d& as condicdes (ii) e (iii) do critério de hiperciclicidade.

Vejamos mais exemplos de aplicagdes do critério de hiperciclicidade.

Exemplo 2.10. Seja T" : ¢cg — ¢y o0 operador deslocamento a esquerda ponderado, T' = B,,,
Bw(l'l,xg, Ce ) = (U)QZEQ, Wwsxs, . .. ),

onde w = (wy,ws,...) = (1,2,271,2,2,271 271 2.2 2 21 971 2=1 " ") Como w é uma
sequéncia limitada, T" estd bem definido e é continuo.

Sejam Xg=cop Ccpe S, =R": Xg — Xo, n € N, onde
R(x1,29,73,...) = (0,wy 21, w3 as, . .. ).

Claramente, TS, v = x e T"x —— 0, para todo x € X,. Agora seja (my)ren a sequéncia
n—oo

crescente de todos os inteiros my, tais que w,,, = 27l e Wp,+1 = 2. E sejang = my + k,

para todo £ € N. Denotemos e, o vetor em ¢y cuja n-ésima coordenada é igual a 1 e as
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demais sao iguais a 0. Dai, temos

my+k+1
Sp.€1 = (0,...,0, 11 w;l,o,...) =(0,...,0,27%10...),
j=2

o que implica que S,,,e; —— 0. Como cada S,, é continuo,
k—o00

l l
Snkel = Snk ((H wj) 51_161) = (H wj> Sl—l (Snkel) — 0.
=2

is2 k—o00

Concluimos que S,z —— 0, para cada z € X,. Logo, o critério de hiperciclicidade é
k—o0

satisfeito e dai, I" é hiperciclico.
Exemplo 2.11. Seja H*(D), onde D = {z € C; |z] < 1}, o espa¢o das funcdes holomorfas
f: D — C tais que
1717 = sup o [ 15tre) a0 < oo,
0<r<1 27 J_,
com o produto interno
(f,g9) == sup L (fg)(re?)as.

o<r<1 27 J
O espaco H%(DD), conhecido como espago de Hardy sobre D, é um espaco de Hilbert. Indi-
camos o capitulo 17 de [33] para um estudo mais detalhado sobre este espaco.
Para cada z € D, o Teorema de Fréchet-Riesz ([33], Teorema 4.12) garante que existe

uma unica funcao h, tal que
(f.h.) = f(2), para todo f € H*(D).

Seja ¢ € H%*(D) limitada tal que existam x,y € D com |¢(z)] < 1 e |p(y)| > 1, e definamos

o operador multiplicagdo M, : H*(D) — H?*(D) por

Como ||[My(f)|| < (sup|¢(z)|> | f]l, para todo f € H?*(D), vemos que My é um operador
z€D

linear continuo. Vamos provar que o adjunto M de M, é um operador hiperciclico. De fato,
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para todo z € D, h, é um autovetor de M} com autovalor ¢(2). Com efeito, (f, M;(h.)) =

(6f,h-) = 6()f(2) = (f, 3()h.) para toda f € H(D), donde

Mg (hz) = ¢(2)h..

Consideremos os conjuntos abertos U = {z € I; |¢(z)| < 1} eV = {z € D; |¢p(2)| > 1}. Por
hipétese U e V' sdo ndo vazios. Note que o subespaco vetorial X gerado por {h.; z€ U} eo
subespaco vetorial Y gerado por {h.; z € V} sdo ambos densos em H?*(D). De fato, seja z*
um funcional linear continuo em H?*(D) tal que x*(h.) = 0, para todo z € U. Pelo Teorema

de Fréchet-Riesz, existe g, € H?*(D) tal que z*(f) = (f, g»+), para todo f € H*(D). Dai,

0=2a"(h,) = (hy, gor) = (Ga, h.) = gu+(2), para todo z € U.

Pelo Principio da Continuagdo Analitica, g, € identicamente nula. Portanto, segue que
z*(f) = (f, gs~) =0, paratodo f € H*(D). Pelo Teorema de Hahn-Banach ([34], Teorema
3.5), X, é denso em H?(ID). Analogamente Y; é denso em H?(DD). Agora, para cada n € N,

definimos uma aplicac3o linear S, : Yy — H?*(D) colocando

Suhz = (6(2)) "h. (z € V).

A fim de provarmos que cada S, estd bem definida, basta mostrarmos que a familia (h.).cp

é linearmente independente. Suponhamos, entdo, que

Alhzl +---+ )\rhzr = 07

onder € N, A\q,...,\, € Ce z,...,z sdo pontos dois a dois distintos em D. A funcao

27



é holomorfa e limitada em D, donde estd em H?(D). Além disso,

0= <f17)\1hz1 + -+ )\rhzr> = )\_lfl(zl) 4. +)\_rf1(zr) — )\1’

provando que A\; = 0. Um raciocinio anadlogo mostra que Ay = --- = A\, = 0. Portanto,

(h.).ep é uma familia linearmente independente. Como

(M3)"h. = (¢(2))"h. — 0 para todo z € U

n—o0

Sph, = (¢(2))"h, — 0 para todo z € V,

n—oo

segue que as condi¢des (i) e (ii) do critério de hiperciclicidade sdo satisfeitas. Finalmente,

como (M;)”thz = h, para quaisquer z € V e n € N, concluimos que

(M3)"S,, = Idy, para todo n € N.

Assim, a condigdo (iii) também ¢ satisfeita e M € hiperciclico.

No capitulo 8 veremos um exemplo de um operador hiperciclico que nao satisfaz o critério

de hiperciclicidade.

28



Capitulo 3

Propriedades dos Operadores

Hiperciclicos

Neste capitulo vamos estabelecer algumas propriedades (teis dos operadores hiperciclicos.

Proposicao 3.1. Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e T : X — X um operador

linear continuo bijetivo. Entdo, T' é hiperciclico se, e sé se, T~! o é.

Demonstracao. Sabemos que 7' também é um operador linear continuo, pelo Teorema da
Aplicacdo Aberta ([34], Teorema 2.11). Tendo em vista o Teorema 1.3, basta observar que,
dados U,V subconjuntos de X abertos n3o vazios arbitrarios, 7" (U) NV # () é equivalente
aUn(TH™V) £ 0.

O

Veremos agora que um espaco de Fréchet separdvel X que tem um operador hiperciclico
T possui uma propriedade interessante: qualquer vetor de X é a soma de dois vetores hi-

perciclicos.

Proposicao 3.2. Se X é um espaco de Fréchet separdvel e T' : X — X é hiperciclico,

entdo X = HC(T)+ HC(T).

Demonstragao. Seja x € X arbitrdrio. Pelo Teorema 1.3, HC(T) é uma interse¢do enu-
merdavel de conjuntos abertos densos. Portanto, z — HC/(T') também o é. Assim, pelo teorema

de Baire ([34], Teorema 2.2), HC(T) N (x — HC(T)) # (. Logo, x € HC(T) + HC(T).
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Seja X um espaco de Fréchet separavel sobre o corpo dos reais. A complexificacdo X de
X é definida por

X ={z+iy; z,y € X},

que é identificado com X x X.

E facil observar que, definindo a multiplicacao por escalar complexo por

(a +ib)(z +iy) = (ax — by) + i(ay + bx), a,b € R,

X torna-se um espaco de Fréchet separavel sobre o corpo dos complexos. Além disso, se
T : X — X é um operador real-linear em X, entdo a complexificaciao T:X — X,
definida por T(az +1iy) = Tx +iTy, é um operador complexo-linear em X.

Note que se a complexificacao T ¢é hiperciclica, entdao 1" também o é. De fato, basta

observar que ¢ : x + iy — x satisfaz as condicdes do Lema 2.1 para TeT.

Lema 3.3. Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e T' um operador linear continuo em
X . Se T é hiperciclico, entdo o seu adjunto 7™ n3o possui autovalor, o que é equivalente a
dizer que T — A tem imagem densa, para todo A € K. Além disso, se 1" é hiperciclico e X
€ um espaco real, entdo o adjunto T* da complexificacdo de T' ndo possui autovalor, o que é

equivalente a dizer que T — A tem imagem densa, para todo A € C.

Demonstracao. Seja x € X um vetor hiperciclico de 7. Se T™ possui um autovalor A,
entdo T™*z* = Az* para algum z* € X* z* # 0. Como qualquer funcional linear x* # 0 é
sobrejetivo e como z é hiperciclico, o conjunto {z*(T"z); n € Ny} é denso em K, enquanto

o conjunto {\"z*(z); n € Ny} claramente ndo o é. Mas
w (Tz) = ((T7)"z")(x) = A"x"(x),

uma contradi¢ao.
Agora, suponha que X é um espaco real e seja T a complexificacdo de T'. Seja x € X um

vetor hiperciclico de T e suponha que T* tem um autovetor 7* € )N(*, x* #£ 0, correspondente
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a um autovalor A. Como
¥ (zy +ixe) = T (x1) + 42" (x3), para todo x1, 29 € X,

e como =" # 0, existe algum y € X tal que |2*(y)| > 0. Portanto, |2*| pode assumir qualquer
valor positivo em X. Como z é hiperciclico, o conjunto {|z*(T"z)|; n € Ny} é denso nos

reais positivos e claramente o conjunto {|\|"|z*(z)|; n € Ng} ndo o é. Mas
[z (T" )| = |z*(T"2)| = [(T7)"2") ()] = | A" [ ()],

uma contradicdo.

O
N
Se T' é um operador sobre X e p(z) = Z arz* é um polinémio sobre K, o operador p(T')
k=0
N
sobre X é definido por p(T) = Z apT".
k=0

Teorema 3.4 (Bourdon). Sejam X um espa¢o de Fréchet separdvel sobre K e 7" um
operador linear continuo em X. Se T' é um operador hiperciclico e p é um polindmio ndo nulo

sobre K, entdo o operador p(7") tem imagem densa.

N
Demonstragao. Primeiro, suponha que K = C. Escreva p(z) = Zakzk com ay # 0. Pelo
k=0

Teorema Fundamental da Algebra, podemos reescrever p na forma p(z) = an(z—\y) ... (z —
An) para certos Ai, ... Ay € C. Logo, p(T) = an(T'—M\1I)...(T— AnI) e o resultado segue
do Lema 3.3.

Agora, suponha que K = R. Considerando a complexificacdo T de T, do Lema 3.3 segue
que para qualquer polinémio complexo ¢, q(f) tem imagem densa em X. Mas como p tem
coeficientes reais, p(T)(z + iy) = p(T)x + ip(T)y, =,y € X, donde p(T') também tem

imagem densa.

]

Corolario 3.5. A érbita de qualquer vetor hiperciclico € um conjunto linearmente indepen-

dente.
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Demonstracao. Seja x € HC(T) e suponha que existem N € N e escalares a5, € K,
ke {0,..., N}, tais que
N
TN gy = Z apTx.

k=0

N
Consideremos o polindmio p(z) = zV*+! — E a2F. Assim p(T)z = 0. Agora, sejay € X
k=0
arbitrario. Como x ¢ hiperciclico, existe uma sequéncia crescente de nimeros naturais (1 )ken
tal que y = lim 7™ z. Dai,
k—o0

p(T)(y) = p(T)(lim T"x) = lim p(T)(T"x) = lim T"p(T)(z) = lim 70 = 0.

k—o0

Logo, p(T") é identicamente nulo. Mas isto contradiz o Teorema de Bourdon (3.4).

]

Teorema 3.6 (Herrero-Bourdon). Sejam X um espago de Fréchet separdvel e 7' um
operador linear continuo em X. Se x é um vetor hiperciclico de 7' e M denota o subespago

vetorial gerado por orb(z,T'), entdo

M {0}

€ um conjunto denso de vetores hiperciclicos. Em particular, qualquer operador hiperciclico

adimite um subespaco invariante denso consistindo de vetores hiperciclicos, exceto pelo zero.

Demonstracao. Seja x € X um vetor hiperciclico de T'. Entdo
M={combinacdes lineares de elementos de orb(x, T)}={p(T)x; p é um polinémio}

é um subespago T-invariante e denso, pois contém orb(z,T"). Mais ainda, se y = p(T)z € M,

comy # 0, entdo p £ 0e Ty =p(T)(T"zx), n € Ny. Portanto,

orb(y, T) = orb(p(T)z,T) = p(T)(orb(z, T)) > p(T)(orb(z, T)) = p(T)(X).

Pelo Teorema de Bourdon (3.4),

X =p(T)(X) C orb(y, T).
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Corolario 3.7. Se X é um espaco de Fréchet separavel e T': X — X ¢é hiperciclico, entdo

HC(T) é conexo.

Demonstragao. Seja M como no teorema anterior. Como dim(M ) > 1 (na verdade, dim (M)
é infinita), M \ {0} é conexo. Pelo Teorema de Herrero-Bourdon (3.6), M\ {0} C HC(T) C
X = M\ {0}. Isto implica a conexidade de HC(T).

O]

Lema 3.8. Sejam X um espa¢o métrico sem ponto isolado e f : X — X continua. Entdo

para quaisquer =,y € X,

int(orb(z, f)) = int(orb(y, f)) ou int(orb(z, f)) Nint(orb(y, f)) = 0.

Demonstragao. Sejam z,y € X arbitrdrios. Suponha int(orb(z, f)) N int(orb(y, f)) # 0.
Entdo U = int(orb(z, f)) N int(orb(y, f)) é aberto ndo vazio, com U C orb(z, f) e U C

orb(y, f). De U C orb(z, f) temos que existe n € Ny tal que f*(z) € U. Logo, f"(z) €

orb(y, f). Como orb(y, f) é f-invariante, segue que f*(z) € orb(y, f), para todo k > n.

Portanto, {f*(z); k >n} C orb(y, f). Além disso, X ndo possui ponto isolado, donde

obtemos que orb(z, f) = {f*(x); k> n} C orb(y, f). Disso segue que int(orb(z, f)) C
int(orb(y, f)).
Trocando os papéis de = e y obtemos a outra inclusdo e, consequentemente, a igualdade.

]

Teorema 3.9 (Ansari). Seja 7" um operador linear continuo em um espaco de Fréchet

separavel X. Para todon € N, HC(T) = HC(T™).

Demonstracao. Seja n € N arbitrario.

Claramente HC(T™) C HC(T).

Agora, suponha x € HC(T) arbitrario. D := HC(T) é denso (pelo Teorema 1.3), T-
invariante (veja demonstracdo do Lema 1.2) e conexo (pelo Corolario 3.7); em particular, ndo

tem ponto isolado. Agora, consideremos T : D — D com a topologia induzida em D. Como
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D é denso em X, basta verificarmos que orb(x,7™) = D, onde a aderéncia é tomada em D.

Definamos D; = orb(T7z,T™), j € {0,...,n — 1}. Vejamos que D = D,. Observe que

n—1
D = orb(z,T) = U orb(Tix,Tm) U D;

7=0

T(Dj) C Djt1(mod ny-

Seja FF C {0,...,n—1} um conjunto de cardinalidade minima tal que D = U D;. Suponha
jEF
que F' n3do seja unitario. Se existem j,k € F, j # k tais que int(D;) Nint(Dy) # 0, entéo,

pelo Lema 3.8, int(D;) = int(Dy). Da minimalidade de F', temos que

B=D\ |J D

leF\{j}

é um conjunto ndo vazio contido em D;. Além disso, B é aberto, pois é complementar

do fechado U D, (lembrando que estamos considerando a topologia em D). Portanto,

leF\{j}
B C int(D;) C Dy, um absurdo. Logo, int(D; N Dy) = (), para quaisquer j,k € F, j # k.

Agora, seja [} = F +1(mod n), [ € {0,...,n — 1}. Temos que

U TYD U Dy, paratodo ! € {0,...,n—1}. (3.1)

JEF keF;
Como card(F}) = card(F'), que é minima, obtemos que int(D; N Dy) =0, para quaisquer

J,k € Fy com j # k, para todo [ € {0,...,n — 1}. Por consequéncia,

é T-invariante e nunca denso (isto é, o interior de seu fecho é vazio), pois é a unido finita de
conjuntos nunca densos.
Se A fosse n3o vazio, tomando y € A, terfamos D = orb(y,T) C A = A, o que é uma

contradi¢do. Portanto, A= 0 e dai, D; N D, =0, para todo j,k € F, j # k. Isto implica
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que D = U D; é uma unido finita de subconjuntos fechados dois a dois disjuntos. Mas isto
jEF
contraria o fato de D ser conexo. Logo, F' é um conjunto unitdrio, digamos F' = {j}. Dai,

D = D; e, entdo, por (3.1), D =T"7(D;). Mas

Trn=i(D;) =TI ({Tix, Trtx,...}) =TI ({Tix, Tz, ... }) ={Trx, T?x,...} = D,.

Logo, D = D,.
O

Corolario 3.10. Seja T um operador linear continuo em um espac¢o de Fréchet separavel X.

Se T é hiperciclico, entdo 7" também o é, para todo n € N.
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Capitulo 4

Existéencia de Operadores

Hiperciclicos

Iniciamos este capitulo com o fato interessante de que nao ha operador hiperciclico em

espacos de dimensao finita.

Proposicao 4.1. Seja X # {0} um espac¢o de Fréchet separdvel. Se X tem dimens3o finita,

entdo X nao possui operador hiperciclico.

Demonstragdo. Seja N = dim(X). Neste caso, sabemos que X é isomorfo a K. Suponha
que exista z € K hiperciclico com respeito a 7' : K — K*, um operador linear continuo.
O conjunto {z,Tx,..., TN 1z} é linearmente independente. De fato, caso contrdrio, o sub-
espaco vetorial gerado por orb(x,T’) teria dimensdo menor do que N e portanto ndo poderia
ser denso em KV Logo, {z,Tz,..., TN "'z} é uma base vetorial de K*.

Agora, qualquer que seja 0 < a € R, como estamos supondo z hiperciclico com respeito

a T, existe uma sequéncia crescente (nj)ken, que depende de « tal que T™ 1z —— ax.

k—o0
Dai, T Tig = TIT™x ——aT7x, para todo j € {0,..., N — 1}. Logo, T™ 2z —— «az,
k—o00 k—o00

para todo z € X. Com isso, det(T™) —— o, isto &, (det(T))"* —— oN. Portanto,
k—o0 k—o0

{|det(T)|"; n € N} é denso em {8 € R; > 0}, o que é um absurdo.
[

S. Rolewicz [32] também propds o seguinte problema: serd que todo espago de Banach

separavel de dimensao infinita admite um operador hiperciclico? Esta pergunta foi finalmente
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respondida na afirmativa, independentemente, por S. Ansari [3] e por L. Bernal-Gonzalez [7].
Logo em seguida, J. Bonet e A. Peris estenderam este resultado a espagos de Fréchet [13].

Nosso principal objetivo neste capitulo é estabelecer este resultado.

Seja KN o espaco de todas as sequéncias com coordenadas em K. Observe que KV,
munido com a topologia dada pela familia de semi-normas p,(z) = il}:g |zx|; n € N, onde
1 n
z = (x;)jen € KV, é um espaco de Fréchet separdvel. Se X é um sub;sgago vetorial fechado
de KN, entdo X também é um espaco de Fréchet separdvel com a topologia induzida pela
topologia de K.

Seja X um espaco de Fréchet contido em KN arbitrdrio. Definimos o deslocamento a

esquerda ponderado com respeito a w = (wy, )pen em X por
B’u}(xb X2, T3, ... ) - (’UJQ.TJQ, W33, WaTy, - . . )7

onde w é uma sequéncia de escalares nao nulos.

Se B, é um deslocamento a esquerda ponderado que aplica X em X, entdo B, ¢é
continuo. De fato, claramente cada funcional coordenada f;: X — K; f;(x1,22,...) = xj,
j € N é continuo. Seja ((zn, Bu®n))nen uma sequéncia de elementos do gréfico de B,,

Gp, = {(z, Byr) € KN x KY; z € X}, tal que

(T, Bptn) — (z,9), em K x K.

n—oo

Isto ¢,

(xn,laxn,% .. ) —_— (x17$27 .. ) € <w2$n,27w3xn,3a .. ) —_— (y1>y27 s )7

n—oo n—o0

onde z, = (p1,%n2,...), £ = (T1,%2,...) € y = (Y1,¥2,...). Como f; é continuo para

todo j € N, temos que

(Tn1, Tnay-..) —> (21, 22,...) implica que z,, ; — x;, para todo j € N
n—o0

n—oo
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(WoXy 2, W3Ty 3, ...) — (Y1, Y2, ...) implica que w;+12, j4+1 — y;, para todo j € N.
n—oo

n—o0

Logo, w;+1xj41 = y;, para todo j € N, com isso y = B,z e portanto (z,y) € Gp,. Logo,
G, é fechado em KN x KN, Pelo Teorema do Gréfico Fechado ([34], Teorema 2.15), B,, é

continuo.

Observamos que se um espaco de Fréchet contido em K" arbitrario X contém a sequéncia

o
de vetores unitarios candnicos (e, ),en, entdo para todo x = (r1,22,...) € X, x = E T -
n=1

Teorema 4.2. Se X é um espaco de Fréchet contido em K" arbitrario que contém (e, )nen
e B, o deslocamento a esquerda, que é o deslocamento a esquerda ponderado pela sequéncia

de pesos w = (1,1,---,1,---), aplica X em X, entdo B é hiperciclico.

Demonstracao. Pela definicdo das semi-normas em X, é facil ver que e, T 0.
n—00
Vejamos que B satisfaz o critério de hiperciclicidade. Seja Xo = Yy = cg9. Como
(én)nen C X, Xo é denso em X. Sejam S, = F", paratodon € N, onde F' : Yy — Yj
é o deslocamento a direita. Com isto, as condi¢des (i) e (iii) do critério de hiperciclicidade
sdo satisfeitas pela sequéncia (n),eny. Como S,e; = e,1; —— 0, para todo j € N, pela

n—o0

linearidade de S, temos que S,y —— 0 para todo y € Y. Assim, as trés condi¢cdes do
n—o0o

critério de hiperciclicidade s3o satisfeitas. Logo, B ¢ hiperciclico.

]

Teorema 4.3. Se X é um espaco de Fréchet contido em K" arbitrario que contém (e, )nen

e B,,, um deslocamento a esquerda ponderado, aplica X em X, entdo B,, é hiperciclico.
1

. _
Demonstragao. Definamos v = (vy,vs,...), onde v, = ij , paratodon € N e
j=1

consideremos o espago X, = {(Zn)nen; (TnUn)nen € X }.
Definimos em X, as semi-normas p,(z) = sup |zx|; n € N, onde z = (z;)jen. A
1<k<n
aplica¢do ¢, : X, — X, (zp)nen — (2,00 )nen € um isomorfismo de espagos vetoriais. Com

a topologia em X, dada pela familia de semi-normas citadas acima, nao é dificil ver que U é

aberto em X, se, e sé se, ¢,(U) é aberto em X. Além disso,
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(Bwo<bv)(:c1,a:2,a:3,...) = Bw(ﬂflvl,l’gvg,fgvg,...)

9 —1 3 —1
—1
= By | miw; ", 29 ij , T3 ij e
=1

j=1

2 -1 3 -1
-1
= Towy , T3 ij , Lg ij PN
J=1 J=1

(% o B)($1;$2,$37 .- ) = ¢U(x2,x3,x4 .. )

= (@ov1, 2302, 2405 . . .)

2 -1 3 -1
-1
= Towy , T3 ij , Lyg ij yooe
j=1 j=1

Logo, By, o ¢, = ¢, o B e dai, ¢ satisfaz as condi¢cdes do Lema 2.1 para B ¢ B,,. Como X

contém (e, )nen, entdo X, também o contém. Logo, pelo Teorema 4.2, B : X, — X, é

hiperciclico, Portanto, B, : X — X também ¢é hiperciclico.

]

E interessante notar que em /,, 1 < p < oo, e ¢ olhados como subespagos de K, o

operador A\B ¢ hiperciclico para todo A € K ndo nulo. Porém se olharmos para £,,, 1 < p < oo,

e ¢p como espagos de Banach, o operador A\B permanece hiperciclico, se |A| > 1, mas se

|A| <1, AB n&o ¢ hiperciclico.

Seja v = (U, )nen UMa sequéncia de niimeros reais positivos. Definimos ¢,(v), 1 < p < oo,

e co(v) por
gp(”) = {(%)neN; Z |$n|pvn < oo} e
n=1
CO(U) = {(In)neNa nh~>I£lo |xn|vn = 0} .
00 1/p
N&o é dificil ver que com || = |[,= Z!xn]pvn e || = |[o= sup|z,|v,, onde
n=1 neN
r = (T1,22,...); os espagos ((,(v), || x ||p), (lp(v),]] = ||s) € (co,| = |loo) S30 espagos

39



de Banach. Se B, o deslocamento a esquerda, aplica £,(v) em £,(v) (co(v) em ¢o(v)), entdo

B é continuo e a aplicacao definida por

| —

Bk

o
=2
k=0

>~

!

é linear continua em £,(v) (co(v)).

Teorema 4.4. Seja X um dos espagos ,(v), 1 < p < 00, ou co(v). Se T = eP aplica X

em X, entdo T' é hiperciclico.

Demonstragao. Como £1(v) é denso em ¢y e em £,((vF)nen), ¢ : ¢1(v) — X definida por
¢(y) = y satisfaz as condi¢des do Lema 2.1.

Vejamos que T é topologicamente transitivo em ¢;(v). Seja Xy = cgp. Como X é denso
em ¢;(v), basta mostrarmos que dados = (zx)ken, ¥ = (Yr)ren € Xo € € > 0 arbitrérios,

existem n € Ny e z € (1(v) tais que

|lz—zl<ece ||ly—T"z|<e.

Vejamos, sejam = = (k)ken, ¥ = (Yr)keny € Xo € € > 0 arbitrarios. Seja m € N tal que

rr =y =0, para k > m. E facil ver que a matriz

1 1
m! (m+1)! " (2m-1)!
1 1 1
m—1)! m! te 2m—2)!
W =
1 1 1
1! 2! m!

tem determinante ndo nulo. Logo, o operador W é invertivel. Seja

C=w]| (Z Y] +mZ|xk!> : (4.1)
k=1 k=1

onde || W1 || denota a norma de W~! como um operador de (K™, || - ||1) em (K™, || - ||loo)-

Agora seja N € N tal que
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2m
3 Ny < — (4.2)

k=m+1 eC
Seja z = (z1, 22,...) uma sequéncia finita tal que z;, = x4 para k € {1,...,m} e z, =0
para k > 2m + 1. Escolhemos z; para k € {m +1,...,2m} de forma que as m primeiras
>nd o :
coordenadas de 7"z = Z 7832 coincidam com as de y, isto é,
=0 7/’
00 7’Lj 2m nj,k
Y :ZT’Z’““ :Z,—'zj, ke{l,...,m}.
=0 I k)

Isto é equivalente a solugdo do sistema

€1 Zm4+1 hn
A + FE = (4.3)
com
n nm—l nm nm,-‘,—l n2m—1
1 1! (m—1)! ‘m! (m+1)! " (2m-1)!
nm—2 nm—1 nm n2m—2
A= 0 1 ... (m—2)! E— (m—1)! ‘m! S (2m=2)!
n n2 n™
0 0 ... 1 T o .. En
Repare que £ = D;W D5, onde
nm1 0 0 n 0 0
0 nm?2 0 0 n? 0
_Dl — ) D2 -
0 0 1 0 O nm
Portanto, a solu¢do de (4.3) é dada por
Zm+1 hn I
= Dy'W D! N . (4.4)
22m Ym Tm
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onde

n—mt 0 0 n~t 0 0
. 0 n 2 0 . 0 n? 0
Dl = ) D2 =
0 0 1 0 0 n-"m

Isto mostra que a sequéncia z de fato existe. Além disso, como as entradas de D; ' e de D;*

sao limitadas por 1, temos que

1D (s y) = Alwn, ) 0 ) gl +m Y .
k=1 k=1

Disto, de (4.1) e de (4.4), temos

|z <Cn™F ke {m+1,...,2m}. (4.5)

Finalmente, seja n > N. Entdo (4.2) e (4.5) implicam que

2m 2m
xr—Zz||= ZE|VE S n Vg < €
| I= > lalw<c > ot
k=m-+1 k=m+1
e também que
2m 2m nj_k
ly—Trz | = Z Z . Zj| Uk
— N1
k=m+1 | j=k (7 —F)

A IA
a

A Q

=M
[\

N
~I) ¥
NG
= HRE
N

4

=

]

Teorema 4.5. Seja X um dos espacgos £,(v), 1 < p < 00, ou ¢g(v). Se T'= I + B, onde

B denota o deslocamento a esquerda, aplica X em X, entao 7" ¢ hiperciclico.

Demonstra¢ao. Como antes, é suficiente mostrar o resultado para ¢;(v). Vejamos que existem
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uma sequéncia de pesos positivos w = (wy, )nen € ¢ : £1(w) — £1(v) satisfazendo as condi¢des

do Lema 2.1 para I + B e eB. Seja

a1 0 0 0
az azp 0 0

az; asy asz 0

uma matriz infinita triangular inferior com a,, # 0, paratodon € N, e definamos

o(en) = E anker, para todon € N. Queremos que A seja tal que (I + B)¢(e,) = d(ePey),
k=1
para todo n € N. Vejamos,

n n—1

(I + B)¢(€n) = ank(l + B)ek = AppCy + Z(ankz + ank+1)6k'
k= k=1

—_

por outro lado

5 i | LS|
P(e"e,) = ¢<;H€n—k> = ¢<4 m%‘)

Jj=1

1 4 " (I
LT <Z> ) ( <n—j>!€’“)'

Definamos estas expressdes como iguais. Comparando os coeficientes de e, 1, obtemos
Gpn—1 + Qpp = Ap_1p—1 + Apn_1, para todo n > 2. Dai, os elementos da diagonal s3o iguais.

Comparando os coeficientes restantes obtemos para k € {1,...,n — 2},

n

Qs
J
ank + Apk+1 = E VY

YN
Portanto,
n—1 Qi
J
Apk+1 = T
! ]Zk (n =5V

um sistema passivel de solucao. Repare que os valores dos elementos a,,, para todo n > 2

podem ser quaisquer. Ent3o definimos todos iguais a 0. Também, ndo importa o valor dos
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elementos da diagonal, desde que sejam iguais. Definimos entdo todos iguais a 1. Definida
a matriz A, podemos escolher uma sequéncia (w,),en adequada tal que ¢ : ¢1(w) — £1(v)
é uma aplicagdo continua bem definida e e? aplica ¢;(w) em ¢;(w). Pela construc3o feita,
(I + B) o ¢ = ¢oeP; além disso, toda sequéncia finita pertence a ¢(¢1(w)). Logo, ¢(¢1(w))
é densa em /1 (v). Como e® ¢ hiperciclico, I + B também o &.

]

Coroléario 4.6. Sejam X um dos espagos /,(v), 1 < p < 00, ou ¢(v) € (Wy)neny umMa
sequéncia de pesos. Se T' = I + B, e S = eP» aplicam X em X, entdo T e S sdo

hiperciclicos.
A demonstragdo dolema a seguir pode ser encontrada em ([13],Lema2 e [29], Coroldrio 1).

Lema 4.7. Seja X um espaco de Fréchet separavel de dimens3o infinita que ndo é isomorfo
a KN, Entdo existem sequéncias (z,,)nen em X e (27),en em X* tais que
a) (2, )nen converge a 0 e o subespago vetorial gerado por {z,; n € N} é denso em X,
b) a familia (z}),en é equicontinua,

c) zi(zx) =0,se k #ne0<zi(x,) <1, paratodon € N.

O resultado a seguir foi obtido para espagos de Banach por Ansari [3] e, de forma inde-

pendente, por Bernal [7]. Bonet e Peris generalizaram para espagos de Fréchet [13].

Teorema 4.8 (Ansari-Bernal-Bonet-Peris). Todo espaco de Fréchet separavel de di-

mensao infinita possui um operador hiperciclico.

Demonstracao. Seja X um espaco de Fréchet separavel de dimensdo infinita.
Se X = KV, pelo Teorema 4.3, o deslocamento a esquerda é hiperciclico.
Caso contrario, podemos supor que X nido é isomorfo a KY. Pelo Lema 4.7, existem

sequéncias (Z,)neny €m X e (21),en em X* com as tais propriedades. Seja T : X — X,
Ter=x+ Z 27"z, (x)xy,, paratodo r € X.
n=1

Pela equicontinuidade de (z}).cn e pelo fato de (z,)nen tender a 0, temos que 7' é um

operador linear continuo bem definido. Agora seja S : ¢y — ¢y, S = I+ B,,, onde B,, é um
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vi(z1) w5(w2) x3(73)
20 7 91 7 92

deslocamento a esquerda ponderado com w = ( yo ) Pelo Corolario
4.6, S é hiperciclico.
o
A aplicagdo ¢ : {1 — X, ¢((p)nen) = Zanxn é continua e tem imagem densa, pois

n=1
o subespaco vetorial gerado por {z,; n € N} é denso em X. Como T'o ¢ = ¢ o S, ¢ satisfaz

as condi¢coes do Lema 2.1. Logo, T' é hiperciclico.
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Capitulo 5

Densidade dos Operadores

Hiperciclicos

Dado um espaco de Fréchet X, vamos denotar por L,(X) o espaco vetorial £(X) de
todos os operadores lineares continuos sobre X munido da topologia da convergéncia pontual.
Fixada uma métrica invariante d compativel com a topologia de X, observamos que uma base

de vizinhangas de um operador 7' em L (X)) é dada pelos conjuntos
U(T; x1,...,xn, €):={S € L(X); d(Tzg, Szg) < € para todo 1 < k < n},

onde n € N, x1,...,x, € X sao linearmente independentes e € > 0.

Nosso objetivo neste capitulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Para todo espaco de Fréchet separdvel X de dimens3o infinita, o conjunto

dos operadores hiperciclicos sobre X é denso em L4 (X).

Este teorema foi estabelecido por K. C. Chan [14] no caso em que X é um espago de
Hilbert separavel de dimens3o infinita e estendido por J. Bes e K. C. Chan [8] aos espagos de
Fréchet. A demonstracdo simplificada que apresentaremos aqui, usando o Teorema 5.3 abaixo,
é devida a J. Bes e K. C. Chan [9].

No caso em que X é um espaco de Banach, é usual considerarmos £(X) munido da norma

dos operadores. Com respeito a topologia induzida por esta norma, o conjunto dos operadores
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hiperciclicos ndo é denso em L(X), j&d que todo operador hiperciclico 7" € L(X) satisfaz
|T|| > 1. Na verdade, P.Y. Wu [36] mostrou que o conjunto dos operadores ciclicos é nunca
denso em L(X).

A fim de demonstrarmos o Teorema 5.1, vamos comecar com o seguinte

Lema 5.2. Suponha que {z1,...,2,} e {y1,...,yn} sdo dois conjuntos de vetores line-
armente independentes em um espaco de Fréchet X. Entdo existe um operador invertivel
A€ L(X) tal que

Azxp =y para todo k € {1,...,n}.

Demonstragao. Seja M o subespago gerado por {x1,...,Zn,Y1,...,Yn}, que é um subespaco
vetorial de X de dimensdao m < 2n. Existem vetores x,,11,..., %y € Yni1,. .., Yy tais que
ambos {x1,...,Zmn} € {y1,...,Ym} sdo bases de M. Como subespacos de dimens3o finita

sao fechados, o Teorema de Hahn-Banach implica a existéncia de funcionais z; € X* tais que

x}(x;) = 6 para quaisquer j, k € {1,...,m}, onde
0 sej#k
(5]‘,]@ = .
1 sej=k

Definamos A : X — X por

m m
Az = Z$Z($)yk +r— Z$Z($)$k,
k=1 k=1
que é claramente um operador linear continuo. Note que
Axy, =y, para todo k € {1,...,m}.

Em particular, A estabelece uma bijecdo de M sobre M. Além disso, M’ := ﬂ Ker(x}) é
k=1

um complemento algébrico de M (isto é, X = M & M') e A|yr é o operador identidade sobre
M'. Portanto, A é bijetivo. Pelo Teorema da Aplicacdo Aberta, A é um operador invertivel.

]

O préximo resultado é devido a D. W. Hadwin, E. A. Nordgren, H. Radjavi e P. Rosenthal
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[22].

Teorema 5.3. Seja X um espago de Fréchet de dimensio infinita. Suponha que 7' € £(X)

tem a seguinte propriedade: para todo n € N, existem n vetores x1,...,x, em X tais que

Ti,.e. ., T, Ty, ..., Tx,

sao linearmente independentes. Ent3o a classe de conjugacao

S(T):={A'TA; Ac L(X) éinvertivel}

de T é densa em L (X).

Demonstragao. Fixemos R € L(X), x1,...,x, € X linearmente independentes e ¢ > 0.
Podemos definir indutivamente vetores 1, . .., ¥, tais que

L1,y Tn,Y1,...,Yn Sao linearmente independentes
e

d(Rxy,yx) < € para todo k € {1,...,n}.

De fato, se 41, ..., yx_1 ja foram escolhidos, entdo basta escolhermos y;, € B(Rxy; ) que ndo
seja uma combinacdo linear de =1, ..., 2., Y1,...,Yr_1. Agora, pela nossa hipdtese, existem
vetores z1,...,z, € X tais que z1,...,2,,121,...,Tz, sao linearmente independentes. Pelo

Lema 5.2, existe um operador invertivel A € £(X) tal que

Az =2z, e Ay, =Tz (1 <k <n).

Portanto,

d(Rxy, AT Azy,) = d(Rxy, yy) < € para todo k € {1,...,n},

donde A™'TA € U(R;xy,...,%,, €).
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Vamos finalmente demonstrar o Teorema 5.1.

Demonstragao. (Teorema 5.1) Pelo Teorema de Ansari-Bernal-Bonet-Peris (4.8), existe um
operador hiperciclico T € £(X). Seja x um vetor hiperciclico de T. Como =, Tz, Tz, . ..
é uma sequéncia linearmente independente (Coroldrio 3.5), para cada n € N, temos que os

vetores

x, T, Tz, ..., T %z, Tx, T3z, Tz, ..., T*" 1

sao linearmente independentes. Portanto, o Teorema 5.3 garante que a classe de conjugacao
S(T') de T é densa em L4(X). Como todo operador em S(T) é claramente hiperciclico, temos

o resultado desejado.
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Capitulo 6

Existéencia de Operadores
Hiperciclicos com Comportamento

Prescrito

Sabemos que a érbita de um vetor hiperciclico é um conjunto simultaneamente denso e
linearmente independente. Assim, é natural perguntarmos se, reciprocamente, toda sequéncia
densa e linearmente independente estd contida na drbita de algum vetor hiperciclico de algum
operador hiperciclico. Esta pergunta foi proposta originalmente no contexto dos espacos de
Banach por |. Halperin, C. Kitai e P. Rosenthal [23], que deram uma resposta positiva para
espacos de Hilbert. A solu¢do do problema para espacos de Banach foi dada por S. Grivaux

[19], que estabeleceu o seguinte resultado:

Teorema 6.1. Dado um subconjunto denso e linearmente independente {z,; n € N} de um
espaco de Banach X, existe um operador 7" € L£(X), necessariamente hiperciclico, tal que

orb(z1,T) = {x,; n € N}.

Recentemente este resultado foi estendido por A. A. Albanese [1] a espacos de Fréchet
com uma norma continua.
Nosso objetivo neste capitulo é provar o teorema acima. Para tal, precisamos de alguns

lemas.
Lema 6.2. Sejam X um espaco de Banach e A € £(X) um operador invertivel. Se B €
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1
L(X) satisfaz |A — BJ| < AT entdo B também ¢é invertivel e

JA7PIA- B
- A[[A= 5]

AT =B <

Demonstracao. Se T' € L(X) e ||T|| < 1, entdo a série ZT" converge em L£(X) na norma
n=0

dos operadores e, assim, define um operador C' € L(X). Como
I-T)C=CI-T)=1,
o operador I — T’ é invertivel e tem inversa C. Logo, como
I —A™'B|| = |A™(A-B)|| < |[AY[|A - Bl < 1,

o operador A™'B =1 — (I — A7'B) é invertivel, donde B ¢ invertivel. Além disso,

B'A=(AT'B)'=) (I-A"'B"=1+) (A'(A-B)".
n=0 n=1
Portanto,
A =B '=(I-B'AA =-) (A(A-B)"A™".
n=1

Aplicando a norma dos operadores e usando a férmula das séries geométricas, obtemos a
estimativa desejada para ||[A~! — B7}|.

]

Lema 6.3. Sejam X um espaco de Banach de dimens3o infinita, X, Y subconjuntos densos
de X, E,F subespagos de X com dim(E) = dim(F) < oo, e A € L£(X) um operador
invertivel com A(E) = F. Entdo, dados 2y € X \ E, yp € X \ F' e ¢ > 0, existe um operador

invertivel B € £(X) tal que

B|E:A’E, Bzxy €Yy, B_lyo € Xy e ||A—B|| <e.

Demonstracao. Como E é um subespaco de dimens3o finita de X, F é fechado em X. Logo,
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o Teorema de Hahn-Banach garante a existéncia de um funcional z* € X* tal que
x*(xg) =1 e a*(x) =0 paratodoz € E.
Pela densidade de Y, em X, existe y; € Y tal que

€ 1
a1y — Ago] < min {—, —}
2 A

e podemos supor que y; ndo pertence ao subespaco gerado por F'U{yy}. Definimos C' € L£(X)
por

Cz = Az + 2" (x)(y1 — Axg) (x € X).
Claramente,

. |e 1
Clg =Alg, Cxog=1y; e |]A—C’H<m1n{§,m}.

Pelo Lema 6.2, C' é invertivel. Agora, usando o Teorema de Hahn-Banach, tomemos y* € X*

tal que

v (yo) =1 e y*(y) =0 paratodo y pertencente ao subespago gerado por F U {y;}.

1
Sejan € (0, —) . Pela densidade de X, em X, existe x1 € X tal que

ly* [z — C ol <.
Definimos D € L(X) por
Dy = C"ly+y (y)(z1 — Cyo) (y € X).
Entdo

1
DlF = C'_1|F7 Dyl = C_lyl = X2y, Dyo =T € ||C(_1 — D” <n< m
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Pelo Lema 6.2, D é invertivel. Além disso, o Lema 6.2 também mostra que escolhendo 7
. £

suficientemente pequeno, teremos ||C' — D7!|| < 3 Logo, |[A— DY < JJA-C| + ||C —

D7l < ee B:= D! é o operador que estédvamos procurando.

O

Lema 6.4. Suponha X um espa¢o de Banach, Xy = {z,; n € N} e Y; = {y,; n € N}
conjuntos densos e linearmente independentes em X, e ¢ > (. Entdo existe um operador

invertivel A € £(X) tal que
A(Xo) =Yy e I - A] <.

Demonstra¢ao. Vamos construir indutivamente conjuntos finitos V,, C Xy, W,, C Y e ope-
radores invertiveis A, € L£(X) de modo que as seguintes condi¢les se verificam para todo
n € N:

(i) Vocr C Vi e{zy, ...,z ) CVy,

(i) Wy CWyhedyr, ..o yn} C W,

(ii)) An(V,)) = W, Anlv s = Aualve e [|An — Api ]| < 2%
onde Vp=Wy=0e Ay =1.

Para n = 1 aplicamos o Lema 6.3 com F'= E = {0} e A = I para obtermos um operador
invertivel A; € L£(X) com [|4; — I|| < g tal que existem py,q; > 1 com Ajx; = y,, e
Ayx,, = y1. Entdo colocamos Vi = {x1, x4, } € W1 = {v1,yp, } (note que ambos os conjuntos
podem ser unitdrios).

Suponhan >2eVi,..., V1, Wy,..., W,_1,Aq,..., A,_1 ja construidos com as pro-
priedades desejadas. Como card(V,,—;) = card(W,,_1), podemos aplicar o Lema 6.3 com E
sendo o subespaco gerado por V,,_1, F' sendo o subespaco gerado por W,,_1 e A= A,,_1, para
xo escolhemos o vetor x;,, € X, de menor indice que ndo pertence a £ e para y, escolhemos o
vetor y,,, € Yy de menor indice que n3o pertence a F'. Obtemos entdo um operador invertivel

A, € L(X) e inteiros p,, q, > 1 tais que

19
An|E = Anfl‘E7 Apy, = Ypn s Anan = Ym, € HAn - AanH < 2_n
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Agora, colocamos V,, = V,,_y U{xy,, x4, } € Wy, = W1 U{Ym,.. Yp, }- Pela construcdo e pela

hipétese de inducao,
{xly e 7xn} C Vna {yl: cee ayn} C Wn € An(vn) = Wn

o
Como Y [ A, — Ayoa| < oo,
n=1

A=T+ (A, = Apy)

n=1

define um operador em L£(X). Além disso, || — A| < Z |A, — A,—1|| < e. Escolhendo

n=1

e < 1, o Lema 6.2 garante que A é invertivel. Finalmente, como

A= lim A,

n—oo

na norma dos operadores, concluimos que A(X,) = Yp.

[]

Lema 6.5. Suponha X um espaco de Banach, Xy = {z,; n € N} e Y; = {y,; n € N}
conjuntos densos e linearmente independentes em X, B € £(X) um operador invertivel com

Bxy =y, e € > 0. Entdo existe um operador invertivel A € L(X) tal que
A(Xo) =Yy, Az =y e ||[B— Al <e.

Demonstracao. A demonstracdo é idéntica a do lema anterior se comecarmos com A; = B,

Vi ={x1} e W, = {y1}, e entdo procedermos com a indugio.

Agora vamos finalmente demonstrar o Teorema 6.1.

Demonstragao. (Teorema 6.1) Como X é um espaco de Banach separavel de dimens3o infi-

nita, o Teorema 4.8 garante a existéncia de um operador hiperciclico S € £(X). Aplicando
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o Lema 6.3 com E = F = {0}, Xog = {z,; n € N},}Y; = HC(S) e A = I, obtemos um
operador invertivel B € £(X) tal que y, := Bxy € HC(S).

Como {y,; n € N} := orb(y;, S) é linearmente independente, podemos aplicar o Lema 6.5
com Xo = {z,; n € N} e Yy = {y,; n € N} e obtermos um operador invertivel A € £(X)

tal que

A(Xo) = }/E] S A.I'l =Y.

Logo, o operador T := A~1S A também é hiperciclico e

orb(z1,T) = {T"x1;n € N} = A_l({S"yl; n € N}) = A_I(Yb) = X,

como queriamos demonstrar.
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Capitulo 7

Operadores Diagonalmente

Hiperciclicos

Nos capitulos 1 e 2 vimos algumas condi¢cOes necessdrias e outras suficientes para que um
N-produto de operadores seja hiperciclico. Neste momento, estudaremos um caso especial de
hiperciclicidade de tais operadores.

Dados T1, ..., Ty operadores definidos em X, agora estamos interessados ndo apenas na
existéncia de um vetor qualquer em X com érbita densa, mas procuramos um vetor x de
X tal que a N-tpla (z,...,z) possua érbita densa em X~ com respeito a T} x - -+ x Ty.
Operadores com esta propriedade sdo chamados d-hiperciclicos.

No decorrer deste capitulo, apresentamos algumas condicoes suficientes para d-hiperciclici-
dade, além de alguns exemplos envolvendo os operadores translacdo, derivacao e deslocamento

a esquerda.

Definicao 7.1. Sejam X um espaco de Fréchet separavel e T1,...,Ty, N > 2, operado-
res lineares continuos em X. Dizemos que T71,...,Tx sdo d-hiperciclicos (diagonalmente

hiperciclicos) se existe x € X tal que
orb((z,...,z), (Ty x --- xTy)) = {(z, ..., ), (Tiz,..., Tyz), (T z, ..., Toz),...}

é densa em XV. O vetor z é dito um vetor d-hiperciclico com respeito aos operadores

Ti,.... T
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Note que um operador nao é d-hiperciclico com ele mesmo. Mais geralmente, um ope-
rador n3o é d-hiperciclico com um miiltiplo escalar seu. De fato, se 1" e I, onde ¢ € K,
possuissem um vetor d-hiperciclico x, entdo existiriam sequéncias crescentes (ny)gen € (M) ken

de nimeros naturais tais que

(T, (cT)*x) —— (2,0) e (T, (cT) ™ x) —— (0, ).

k—o00 k—o00

Mas o primeiro limite implica que |¢| < 1 e o segundo limite implica que |c¢| > 1, o que é uma

contradicao.

Definigao 7.2. Sejam X um espaco de Fréchet separdvel e T7,...,Tx, N > 2, operadores
lineares continuos em X. Dizemos que Ti,...,Ty sao d-topologicamente transitivos se
para quaisquer subconjuntos Vj, ..., Vy abertos ndo vazios de X, existe m € N tal que

Vo (Ir) =t (Vi) n---n(TR) (V) # 0.

Teorema 7.3. Sejam T7i,..., Ty operadores lineares continuos em um espaco de Fréchet
separavel X de dimensdo infinita. O conjunto dos vetores d-hiperciclicos de T}, ..., Ty é um
conjunto residual se, e sé se, T1, ..., Ty sao d-topologicamente transitivos.

Demonstracao. Suponha que Ti,...,Tx sejam d-topologicamente transitivos. Como X é

separdvel, a topologia de X possui uma base enumeravel {U;, j € N}. Entdo, para cada

(j1,---,Jn) € NV, temos que

U (@) 00 (T3) 7 (Usy)

meN

é aberto e denso em X. Mas um vetor x € X é d-hiperciclico se, e sé se, dado um aberto basico
nao vazio Wy x - --x Wy em X¥ arbitrdrio, existe m € N tal que 7"z € W1, . .. I € Wy,

isto é, dado J = (ji,...,jn) € NV arbitrério, existe m € N tal que

x e (T7) N U;) N0 (Ty) " (Uy).
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Portanto, o conjunto dos vetores d-hiperciclicos de 77, ...,Tx é dado por

N U (@™ wy)n---n@@) ),

JeNN meN

que é um subconjunto residual de X.

Agora, suponha que o conjunto dos vetores d-hiperciclicos de T}, ...,Tx é um conjunto
residual. Entdo, dados subconjuntos abertos Vj,...,Vy ndo vazios de X, existe z € Vj
tal que z é d-hiperciclico. Logo, existe n € N tal que (T7'z,..., TRx) € Vi X -+ X Vy.
Por conseguinte, Vo N (T7)~ (Vi) N --- N (TR)" (V) # 0, provando que T}, ..., Ty sdo
d-topologicamente transitivos.

]

Teorema 7.4 (Critério de D-Hiperciclicidade). Sejam T, ..., Ty operadores lineares
continuos em um espaco de Fréchet separdavel X de dimensdo infinita. Se existem uma
sequéncia crescente (ng)reny de ndmeros naturais, conjuntos Xj,..., Xy densos em X e
aplicagbes S; : X; — X, k € N, ndo necessariamente lineares ou continuas, satisfazendo,

paratodo ! € {1,..., N},

(a) T zg —— 0 para todo z( € X,

k—o0

(b) Sixr; —— 0 para todo z; € X e

k—o00

(c) (I;"*S;k — diyldx,)z; —— 0 para todo z; € X; e paratodoi € {1,...,N},

k—o0

entdo T7,..., Ty sdo d-topologicamente transitivos e, em particular, d-hiperciclicos.

Demonstracao. Sejam Vj, ..., Vy subconjuntos abertos ndo vazios de X. Observe que para
cada | € {0,...,N}, temos que VN X; # (. Fixemos y; € VN X; e ¢ > 0 tais que
B(y,,(N+1)e) Cc Vi, 1 €{0,...,N}. Por (a), (b) e (c), existe ky € N tal que T, o, S;xy1 €

1™ S, kyi—0:1y; pertencem a B(0,¢), para todo k > kg e para todo i € {1,..., N}. Entéo,
N

para cada k > kg, temos que z;, := yg + ZSi,kyi € VoeT™z € B(y,,(N+ 1)e) C V.
=1

Dai, Vo N (T7)" Y (Vi) N -+ N (TN*) " (Vy) # 0 para todo k > kq. Portanto, Ty,..., Ty sdo

d-topologicamente transitivos e pelo Teorema 7.3 sdo d-hiperciclicos.
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E importante notar que se T': X — X é topologicamente transitivo, entao para qualquer
par U,V de subconjuntos abertos ndo vazios de X, segue que T™(U) NV # () para n
arbitrariamente grande. De fato, seja k € N arbitrario. Temos que U e (T*)~*(V') s3o abertos
ndo vazios, pois 1" é continua e tem imagem densa (Teorema de Bourdon (3.4)). Logo, existem

meNyexe X taisquex € U e Tz € (T*)"}(V). Portanto, T™*(U) NV £ ().
O teorema a seguir é um resultado similar ao Teorema de Bés-Peris (2.9).

Teorema 7.5. Sejam T1,..., Ty (N > 2) operadores lineares continuos em um espago de
Fréchet separdvel X de dimensdo infinita. S3o equivalentes:
(i) 11, ..., Ty satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.
(ii) (D-Hiperciclicidade Densa Hereditdria) Existe uma sequéncia crescente (ny)ien de
naturais tal que para qualquer subsequéncia (14, );en de (14 )ren, existe um conjunto Z denso
N nkj nk:j . , .
em X" tal que {(7} "z,..., Ty’ 2): j € N} édenso em X, qualquer que seja o vetor z € Z.

(iii) Para cada r € N, os operadores T X - - - X Ti,...,Iy X -+ x Ty sdo d-topologica-

Vv Vv
o r vezes r Vezes
mente transitivos.

Demonstracao. (i) = (ii): Se T1,. .., Ty satisfazem o critério de d-hiperciclicidade com res-

peito a uma sequéncia (n)ren, entdo dada uma subsequéncia (1, )jen de (1 )ren arbitréria,

claramente T1, . .., Ty satisfazem o critério de d-hiperciclicidade com respeito a (ny; ) jen. Pela
demonstragcdo do Teorema 7.4, dados V,Uj,, ..., U;, subconjuntos abertos ndo vazios de X
N . Tk

arbitrdrios, temos que V. N (T}, 7)Y (U;)N---N(Ty’ )1 (U,y) # 0 para algum j € N. Com
isso, pela demonstracdo do Teorema 7.3, a condicdo (ii) é satisfeita pela sequéncia (n)ren €

o subconjunto denso

7= U (@) w)n- 0@y w.),

JENN jeN

onde J = (Ji,...,Jn).
(ii) = (iii): Seja r € N fixado e, para cadal € {0,...,N} ecada j € {1,...,r}, seja

Vi; C X aberto ndo vazio. Suponha que T7,...,Ty satisfazem (ii) com respeito a uma
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sequéncia (ny)ren. Entdo existe uma subsequéncia (1 )ren de (ng)ren tal que
Vou N (T (Vi) N0 (Ty*) "1 (Viva) # 0, para todo k € N.

Como (11 x)ken € subsequéncia de (ng)ken, 11, - . ., T satisfazem (ii) com respeito a (11 4 ) ken,

donde existe uma subsequéncia (12 x)ren de (71 x)ken tal que
Voo N (T7**) 1 (Vig) M- N (T*) (Vive) # 0, para todo k € N.
Procedendo neste mesmo raciocinio, depois de r etapas, obtemos
Vo N(TY™) 7 (Vig) -0 (TR) ™ (Vivy) # 6,

para todo j € {1,...,r} e para todo k € N.

(iii)) = (i): Se vale (iii), entdo paracadar € Ne V, (0 < I < N, 1 <k < r)

subconjuntos abertos nao vazios de X, existe m € N arbitrariamente grande tal que
‘/ng N (Tlm)il(‘/l,k) N---N (T]T\]rl)il(VN7k) 7é (Z), para todo k € {1, . ,7“}. (71)

Sejam (U, X - - X Uy )nen uma base da topologia de XV e (U ,,)nen uma base da topologia
de X. ParacadaneNele{0,...,N}, sejam U0 :=U, e W,, :=B (0, %) )
Para cada | € {1,..., N}, tomemos U, ; aberto ndo vazio de didmetro menor que 1/2

tal que U 11 C Uy 1p. Por (7.1), existe ny > 1 tal que

Upa0 N (T (Wh) N0 (TR (Wh) # 0 (7.2)

Wi O (TP~ (Unaa) O (T2) 71 (Wh) # 0, paratodo I € {1,...,N}. (7.3)
Ss#l

Repare que por (7.2), para cada [ € {1,..., N}, o conjunto A, = Uy N (T7")"1(W) é

aberto e ndo vazio e que 7;"'(A;) C W;. Tomemos Uy, aberto e ndo vazio de didmetro
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menor que 1/2 tal que U07171 - Al- Dall, U071,1 C U07170 S T‘lnl(U()JJ) C Wl. Por (73), para

cada s € {1,..., N}, podemos fixar ws;1 € W tal que para cada [ € {1,..., N},

n Ul7170, se s =1
T M wsi €

Wi, ses#l

Agora, tomemos U, 15 € U2 abertos e ndo vazios de didmetro menor que 1/3 tais que

Ul,]_72 C U17171, Ul,271 C Ul72’0 e UM,Q N Ul,271 = . Por (71), existe ny > nq tal que
Uoia N(T72) 7 (Wa) N0 (TR2)~H(Wa) # 0,

Wy N (T72) "N (Upy2) ﬂm (T72)~Y (W) # (), paratodol e {1,...,N}

s#l
e
Uoz0 N (T72) (W) N--- N (TR2) ™ (Wa) # 0,
Wo N (T72) " (U21) ﬂﬂ (T72)"1 (W) # (), paratodol € {1,...,N}.
s#£l
Procedendo como antes, para cada [ € {1,..., N}, tomamos ws19 € W5 e Uy 2 aberto e

ndo vazio com didmetro menor que 1/3 tais que Up12 C Uy, 1 (Upa2) C W e, para
cada s € {l,...,N},
Ul71’2, se s =1

TP ws2 €
Wy, ses#l

e tomamos também w;, 21 € W5 e Uy 2 aberto e ndo vazio com didmetro menor que 1/3 tais

que Upa1 C Upoo, 1) (Up21) C Wo e, paracada s € {1,..., N},

no Uljgyl, se s =1
T'l Ws 21 €

Wy,  ses#1

Continuando este processo indutivamente usando (7.1) em cada etapa, obtemos inteiros

1 <np <ng<--- e paracadal € {1,....N},i € Nek € {1,...,i}, abertos ndo

vazios Uy 11—k de didametro menor que e Wy ki+1—k € W satisfazendo

1+ 1
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() Upgiti—k C Uppici C Up.
(b) Cada cole¢io {U;it1-x: 1 <k < i} tem elementos dois a dois disjuntos.
(©) T Ty ) C W,

Ul,k,i+lflm ses=1

Wi, se s #£

(d) Paras e {1,...,N}, T)"ws piv1-k €

Agora, para cada I € {0,...,N} e m € N fixados, ﬂ Umj-m # 0,
j=m+1
pois {Ulm,j “mi J > m o+ 1} forma uma sequéncia encaixante de compactos. Seja

1
arm € ﬂ Ulm,j m. Sex € ﬂ Ulm] m, entdo d(z,a;,,) < =, para todo j > m + 1.
j=m+1 Jj=m+1 J
Logo = = a;,,, donde

{al,m} = ﬂ Ul,m,j—m‘

j=m+1
Note que, por (b), a.m # ai, sempre que m # n e, por (a), X; := {a;,, : m € N} é denso
em X. Entdo S, : X; — X,

Wi kmi1—k, S€M >k

Sl,maz,k; =
0, sel<m<k
estd bem definida e S;,,, —— 0 pontualmente em X;, paratodo! € {1,...,N}, pois
m—0o0

1
Wik mtl—k € W, =B <O, E) Por (d),

Ul km se s =1
vy +1ik7
TfmSLmal,k = T:mwl’k’m+1_k € , quando m > k.

Wi, se s#1

Portanto, (17S),, — 0s,1dx,) —— 0 pontualmente em X, paratodol,s € {1,...,N}.
m—00

Finalmente, 7" —— 0 pontualmente em X, para todo ! € {1,..., N}, por (c). Logo,
m—ro0
Ty, ..., Ty satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.
m

Vejamos alguns exemplos de operadores d-hiperciclicos.

Proposigao 7.6. Sejam ay,...ay ndmeros complexos ndo nulos e dois a dois distintos.

Entdo 7,,,...,T,

ay Sao d-hiperciclicos, onde Ty, ...,T,, denotam os operadores translacao
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por ay,...,ay em H(C), respectivamente.

Demonstragao. Sejam h, g1, ...,gy € H(C) e r,e > 0 arbitrarios. Fixemos ngy € N tal que

2r 2r
Ng> Max (——— ¢+ Mmax < — ¢ -
1Sig<N la; — ajl 1<i<N | |ay
i#£]

Vejamos que, para cada n > ny, existe f,, € H(C) satisfazendo

sup |fu(2) = h(z)| <ce

|z|<r (74)
sup [T2(f) () — gi(2)] < &, 1 <7 < N.
|2|<r

Seja n > ny fixado. Observe que os discos fechados B(0,7), B(nay,r), ... , B(nay,r)

sao dois a dois disjuntos e, portanto, o complementar da unido deles é conexo. Dai, pelo

Teorema da de Runge ([33], Teorema 13.7), existe f,, € H(C) tal que

|fu(2) — h(2)| < € para cada z € B(0,7) e (7.5)
| fu(w) — gi(w — na;)| < € para cada w € B(na;,r), 1 <i < N.

Mas (7.5) implica (7.4) (veja exemplo 1.5). Logo, T,,,...,T,, sdo d-topologicamente tran-
sitivos, consequentemente d-hiperciclicos.

]

Proposigao 7.7. Sejam rq,...,ry € Ntaisquer; < --- <rye A, ..., Ay € C\ {0}, com
N > 2. Entao \\D™, ..., AyD"™ sao d-hiperciclicos, onde D denota o operador derivacao

em H(C).

Demonstracao. Claramente T = M\ D™,..., Ty = AyD"™ satisfazem o critério de d-
hiperciclicidade para a sequéncia (n),en, Xo = -+ = Xy o conjunto dos polindmios em

Ce S, X; — X definidas, paracadal € {1,...,N} ecadan € N, por S;,,(p) = ¢, onde



Proposigao 7.8. Seja X um dos espacos de Banach ¢y ou £, (1 < p < 00) e sejam
1 <r; <---<ryinteiros (N > 2). Paracadal € {1,...,N}, seja w; = (Wi )nen uma
sequéncia limitada de escalares ndo nulos e seja B,, : X — X o correspondente operador
deslocamento a esquerda ponderado. Entdo sio equivalentes:

(i) By, ..., By, sdo d-hiperciclicos.

(ii) Para cada ¢ > 0 e ¢ € N, existe m € N arbitrariamente grande satisfazendo, para

todo j € {1,...,q},

1
Wi g1+ Wijprm| > = (1<I<N) (7.6)
e
LW 1
g gl Ly <y, (7.7)
|ws,j+(7‘l—7’s)m+1 te ws,j+rlm| €
iii) Bt , ..., BN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

: d .
Demonstracao. (i) = (ii): Dados € > 0 e ¢ € N, fixemos 0 < 6 < 1 com 15 <¢ Seja

x = (x1,22,...) um vetor d-hiperciclico para B}, ..., B}~ Escolha m > ¢ tal que
|z)| < 6, para todo k > rym, (7.8)
e
| Bi"x —(e1+ -+ +ey) [[<d paratodol € {l,...,N}. (7.9)

Para cada l € {1,..., N}, segue de (7.9) que

1 =6 <|wpit1 WiitrmTitrm| < 140, sei <gq, (7.10)

[Wig1 - WiiprmTiprm| < 0, se i > q. (7.11)
Fixemos j € {1,...,q} el e {l,...,N}. Por (7.8) e (7.10),

1—6 1
W1 W grm| > —— > -

4]
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Além disso, fixado s < [, temos que

J

’ws,j+(rlfrs)m+1 te ws,j+rlm’ <
|'rj+1“zm’

(por (7.11) com s em lugar de [ e j + (r; — r5)m em lugar de i), donde

W1+ Wijrm] - | W1 Wggrm @y 1 —0 1
|Ws it (r—r )1+ * W jigrym| 0 0 g’
onde usamos (7.10) na segunda desigualdade.
(ii) = (iii): Se (ii) é verdadeiro, entdo existem inteiros 1 < mn; < ny < --- satisfazendo,
para cada ¢ € Necada j € {1,...,q},
[W 1 Wi, | > q (L€ {L,...,N}), (7.12)
e
Wi Wigtmgl g e 01N com s < 1), (7.13)
|ws,j+(rl—rs)m+1 e 'ws,j+mnq’
Agora, seja Xy = --- = Xy = cgo. Note que X, é denso em X e que By, " —— 0

q—0

pontualmente em X, paratodol € {1,...,N}.Paracadal € {1,..., N} eq € N, considere

a aplicagao S;, : X; — X dada por

I X
SLq(xl,xg,...): O,...,O, sy e
S W2 W itrn, Wi 41 Wi jtrng
rng VEZES

Entdo B., S, = Idx, e, por (7.12), segue que S;, — 0 pontualmente em X, para todo
q—o0

le{l,...,N}. Agora, para 1 < s <1 < N, temos que By,"*Ss, — 0 pontualmente em
q—00
X, pois ry < r;. Além disso, BQZ””’Sl,q —— 0 pontualmente em X, por (7.13). Portanto,
q—00
B, ..., BN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

(iii) = (i): Segue do critério de d-hiperciclicidade (Teorema 7.4).

]

Cabe comentar que operadores hiperciclicos em espacos normados possuem norma estri-

tamente maior que 1. De fato, se T': X — X é tal que ||T|| < 1, entdo ||z| > || Tz,
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para todo z € X, donde ||z| > ||7"x|| para todo x € X e para todo n € N, isto é, todas as

orbitas de T s3o limitadas. Portanto, ndo ha vetor hiperciclico com respeito a 1.

Corolario 7.9. Sejam N > 2 eparacadal € {l,....N}, n € Ne A\, € C com

ry <rog <---<ry.Os operadores \; B, ..., A\yB" s3o d-hiperciclicos se, e sé se,
r<re<--<ryel< || <[ << AN (7.14)
Demonstragao. Para cadal € {1,..., N}, sejam )\ll/” uma raiz fixada de p(z) = 2" — X\ e

N 1 .
B,,, o operador deslocamento a esquerda ponderado com w; = (W, )neny = (A, /”)neN. Assim,

Byl = \NB".
Suponha que A\{B™, ..., Ay B"™ sdo d-hiperciclicos e sejam s,1 € {1,..., N} fixados com

s < [. Como operadores hiperciclicos em espacos normados possuem norma estritamente

=1, |As] =] AsB™

maior que 1 e ||B" |> 1. Além disso, como A\;B"* e \;B" s&o d-
hiperciclicos e um operador ndo pode ser d-hiperciclico como um miuiltiplo escalar dele mesmo,
rs < 1. Finalmente, pela Proposi¢do 7.8 (fazendo ¢ = 1 em (ii)),
1
™ () [wia -+ W rme |

’)‘S‘m (|)\5 %)rsm |ws,(rl—7“5)m+2 e ws,rlm+1|

para algum m € N. Portanto, |\s| < |\] e como s, foram tomados arbitrariamente em
{1,... N} com s <[, segue a desigualdade em (7.14).

Agora suponha, reciprocamente, que

rE<re<---<ry e 1L<|M\| <N << |Ay,

: o : 1 NN 1
e sejam € > 0 e ¢ € N arbitrrios. Fixemos m € N tal que [\|" > — e (H) > —
£ s £

para todo s,l € {1,...,N} com s < [. Ent3o quaisquer [ € {1,...,N} ej € {1,...,q},

satisfazem

1

1 1
7.Z)sz — |Al|m > |>\1|m > g

[wrj w12 Weggrm| = ([N
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Wi W2 Wijrm|  [A™

1
= >—,sel <s<I[<N.
|w57]'+(7’l*7's)m+1 o 'ws,j+7“zm| |)‘S|m €

Logo, pela Proposicao 7.8, \{B™, ..., AxyB"™ sado d-hiperciclicos.
]

Proposigao 7.10. Sejam X =cyou X =/, (1 <p < o0)e2 < N € N fixado. Para
cada l € {1,...,N}, sejam r; € N, (w;,)nen sequéncias limitadas de escalares ndo nulos,
B,, : X — X correspondentes deslocamentos a esquerda ponderados e 7, < --- < 1y

nimeros naturais. Entdo sdo equivalentes:

(i) By x -+ x BN é hiperciclico em X,

(ii) sup{min{|w 2wy 2 Wil 1 <1< N}} = 00.
neN

(iii) Para cada ¢ > 0 e ¢ € N, existe um inteiro m > ¢ satisfazendo, para todo
jed{l,...,q},

1
|wl7]+1 o .wl7j+7"lm| > g (1 S l S N)'
(iv) Bi x -+ x BN satisfaz o critério de hiperciclicidade em X*.
Demonstracao. (ii) = (iii): Se (ii) é verdadeiro, entdo, para cada [ € {1,..., N}, existe

(Jwyz - - .wlirl”thkeN subsequéncia crescente de (w2 - - - Wyrn|), oy tal que

(w2 - Wiy ,,| — 00.
k—o0

Dados € > 0 e ¢ € N arbitrarios, para cada j € {1,...,q}, tomemos n;;, € N tal que
nl,k:j >q e

(w2 Wiy, | > Zlwie - wig).

Denotando por n; ), = max{n;.;; 1 <j < g}, temos que
1 .
(W2 Wiy | > g|wl,2 ---wy |, paratodo j € {1,...,q}.

O resultado segue tomando m = max{n;;; 1 <! < N}.

Claramente, (iii) = (ii).
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Analogamente a demonstra¢do da Proposicdo 7.8 verifica-se que (i), (iii) e (iv) sdo equi-

valentes.

Exemplo 7.11. Sejam w = (w, ),en a sequéncia de escalares dada por

( 2 2 2 2
2, seke|J{2+1,.... 2" +n} U {32 +n)—n+1,...,3(2" +n)—n+n}
neN
— 1 2n 2n
wy, = o se k € U{2 +n+1}U{3(2*"" +n)+ 1}
neN

[ 1 para os demais valores de kK em N

e B, : X — X o deslocamento a esquerda ponderado correspondente, onde X = ¢, ou
X =14, (1 <p< ). Entdo B, x B2 ¢é hiperciclico em X x X, mas B,, e B} n3o séo

d-hiperciclicos. De fato,

m 3Im
min{ij,ij} =2" sem=2"4+n, neN.
j=2  j=2

Logo, pela Proposicdo 7.10, B, x B3 ¢ hiperciclico em X x X,

Agora, vamos provar que B, e B3 n3o satisfazem a condicdo (ii) da Proposicdo 7.8,
e portanto nao sdo d-hiperciclicos. Neste caso, na notacdo da Proposicio 7.8, N = 2,
wy =wy=w,r; =1ery=3. Tomandoe =1eqg=1,efazendo j=1,1=2em (7.6) e
em (7.7) e s = 1 em (7.7), basta verificarmos que, para cada m € N, ou (7.6) ndo ¢ satisfeito

ou (7.7) n3o é satisfeito, isto é, respectivamente,
ou |wsy -+ Wiggm| <1

ou |’LU2' . -w1+2m| S 1.

Vejamos. Se |wy - - - wi49,| > 1, entdo, pela definicdo da sequéncia w,

L+2me [ {2 +1,..., 2" +n} U {3(2*" +n) —n+1,...,3(2" +n)}.

neN
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Sel+2m e U{22"+1,...,22”+n}, entdo 1+ 2m = 22" + j para algum n € N e algum

neN
j€{l,...,n}, donde

3 3 1 3
143m=-2"4+-j—=->2-9"41>2"
+3m 2 +2j 523 + +n
e
3 3 1 3 3 1
143m=-2""4-"j— - < =927 _Zp_ - <32 — 1.
+ 3m 5 —|—2j 553 2n 5 (2" +n) —n+

Sel+2me U{3(22"+n) —n+1,...,32" +n)}, entdo 1 +2m = 3(22" +n) —n+j
neN
para algum n € N e algum j € {1,...,n}, donde

9 3. 1_9
1+3m:§22"—|—3n+§j—§2522”+3n—|—1>4><22"+n+1:22(”+1)+(n+1)
) 9 3.1 _9 9 1
1+3m = 2" +3n+-j—-<=2""4-pn—=
+ 3m 5 +n+2] 5575 +2n 5
< 12x2"4+2p+3=3(22D 4 (n+1)) —(n+1)+1.
Isto €, se
L+2me [ J{27+ 1.2 +n} U 32" +n) —n+1,...,3(2" +n)},
neN
entao

L+ 3m ¢ J{2741, .., 27} U {3(2°"+n)—nt1, ..., 3(2%"4n)}.

neN
Portanto, se |wy - - - wi42m| > 1, entdo |wy - - - wyi3m| < 1.

Se |wg -+ - wiy3,| > 1, de forma andloga verificamos que |wy « - - w11 9m| < 1.

Conhecendo a Proposi¢ao 7.8 podemos achar que poténcias de mesmo expoente de deslo-
camentos a esquerda ponderados nunca s3o d-hiperciclicos, mas a proposicdo seguinte afirma

o contrario.

Proposi¢ao 7.12. Sejam (n,),en uma sequéncia crescente de naturais, X = ¢y ou

X =1/, (1 <p < o0)eN > 2. Entdo existem deslocamentos a esquerda ponderados
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By,, ..., By, definidos em X que sdo d-hiperciclicos.

Demonstragao. Nao é dificil ver que dados v; € K (I € {1,..., N}) ndo nulos, existem tinicos

y; € K ndo nulos tais que

0 <y €R,
maX{|y1‘7'-'a‘yN’}: 17 (715)
(%] o V2 . . UN
W Y2 YN
Sejam {(z1.n,---,28n); n € N} denso em XV e {2y,; n € N} denso em X tal que cada

Zin = (Zinj)jen € Coo € satisfaz

2 7 0se esdse je{l,...,n}

Seja my € {ny; q € N} tal que
2"~ > max{|z11]; 1 <1< N} (7.16)

Paracadale€ {1,...,N}ecadak € {1,...,my}, definamos w;j, := 2 € Wy, 11 := y;. Onde

os y; sdo obtidos em (7.15) com

211,1

v = "
W2« Wimy

Assim, 21 = (x1;)jen € X, onde

L1j =

satisfaz Bjxy = z,; independente da forma como definamos w; ;, j > m; + 1. Por (7.16)
e pelo fato de que max{|wy m, |-, |wWnm,|} =1, segue que ||z1]| = |21 my41] < 1.

Por indugdo, suponha que tenhamos escolhido, para cada k& € {1,...,n} um inteiro
my, € {ng; ¢ € N} commy, > my_1+k—1, (2 <k <n), um vetor z;, € X e pesos w;; € K

paral e {l,...,N} eje{l,...,m,+n} tais que

0<|w, | <2 le{l,...,.N}yeje{l,...,m,+n},
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1
|z | < Ee{l,....,n}e
Bg;kxk:zl,k, le{l,...,N}ekE{l,...,n}.

Depois de (n + 1) aplicages sucessivas de (7.15), obtemos yi,,...,yn,; € K,

j€{1,...,n+ 1}, ndo nulos tais que

max{|y, ;1 <I< N}=1e

21n+1,5 _ _ ZNn+1,j . (7.17)
Mp+n J - T [matn J
( H wl,i) (H yl,k) ( H wN,i) (H yN,k)
i=j+1 k=1 i=j+1 k=1
Prosseguindo, seja m,, +n < my,41 € {n,}qen tal que
( A
ZAL N1y 1<j<n+l (7.18)
———————— > max . 1<ji<n ) )
(n+ 1)? Mot j /
H WN ;i HyN,k
(| \i=j+1 k=1 J
Definimos

2, Le 1""’N’k€ my,+n-+1,...,m,
Wy = { } { +1} ‘ (7'19)
Yy, k=mu+j(1<j<n+1)

Finalmente, seja 2,41 := (Zn11.4)ken dada por

ZNn+1,j

, sek=my,1+jeje{l,...,n+1}
Tpyrp = 4§ NI+ WN Mo+ . (7.20)

0, caso contrario

Por (7.17) e (7.19), By"*'wy1 = Zinq1, | € {1,...,N}. E por (7.17), (7.18), (7.19) e
(7.20),

n+1 n+1 1 1
[Znta]l < |Tnt L +i] < = :
n ]ZI n Mnp4171] le (n + 1)2 n+ 1

Por (7.17) e (7.19), 0 < |wyj| <2paral e {l,...,N}, je{l,...,myp1 +n+1}.
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Por indugdo, conseguimos () nen €m X, (Mg, )nen C (Ng)qen, € Sequéncias w; = (W k) ken
tais que

(a) 0< |wl7k] < 2,

(b) 1] <

x —e
" n

(C) B;n;nxn = Zln»
para todo [ € {1,..., N} e todos n, k € N.

Agora vejamos que B,,,, ..., B,, sdo d-topologicamente transitivos. Sejam Vj,..., Vy
subconjuntos abertos n3o vazios de X. Como {(z1,...,2nn); n € N} é denso em X% e
{#0n; n € N} é denso em X, existem subsequéncias (ngk)keNs; - - -, (NN k) ken de (N)nen €
ko, ..., ky € N tais que 20,,, € Vo, para todo k > ko, - ,znmy, € Vi, para todo

Mng g _
k> ky. Como z, —— 0 e Bu, " 2o, — 0, segue que wy, = Zon, ,, + Tn, € Vo €

n—oo

Mny g Mny g Mny g Mk
Bwl Uk = Bwl ZO,nz,kO + Bwl Loy = Bwl ZO,nz,ko + Rl g € V17

para todo [ € {1,..., N} e k suficientemente grande. Logo B,,,..., B, sdo d-topologica-

mente transitivos e portanto d-hiperciclicos.
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Capitulo 8

Operadores Hiperciclicos que Nao
Satisfazem o Critério de

Hiperciclicidade

Todo operador hiperciclico satisfaz o critério de hiperciclicidade? Durante um longo tempo,
todos os operadores hiperciclicos conhecidos satisfaziam o critério de hiperciclicidade. Por isso
era razoavel esperar que a pergunta acima possuisse resposta afirmativa. Aproximadamente 15
anos se passaram desde que D. A. Herrero propds este problema [24] até que M. De La Rosa e
C. Read, por volta do ano de 2006, mostraram que existe um espaco de Banach que admite um
operador hiperciclico que n3o satizfaz o critério de hiperciclicidade [15]. Nesta constru¢do, ndo
é 6bvio se o espaco obtido pode ser um dos espagos de Banach classicos, porém F. Bayart e E.
Matheron mostraram que uma ampla classe de espacos de Banach torna negativa a resposta
do problema proposto por Herrero, incluindo os espagos ¢ e £, (1 < p < c0) [4]. Este capitulo

é dedicado a construcdo feita por F. Bayart e E. Matheron.

Seja X um espaco de Banach que possui uma base incondicional (v;)en, com
|lvillx = 1, para todoi € Ny. Denotemos por E o subespago vetorial de X gerado por
(v)ien, € tomemos a hipétese adicional de que o operador linear deslocamento a direita as-
sociado a (V;)ien,, isto é, S : E —» E definido por Sv; = v; 41 é continuo. Mostraremos que

existe um operador hiperciclico T': X — X que ndo satisfaz o critério de hiperciclicidade.
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Podemos estender o operador S a X. De fato, cada © € X escreve-se de forma Unica

o0

T = E a;v; para uma certa sequéncia de escalares (;);en,. Definimos
i=1

Sz =25 (Z ozjvj> = ZajSvj. (8.1)
j=1 j=1

Vejamos que S : X — X estd bem definido. Como X é um espaco completo com respeito
o0

a sua norma || - ||x, para mostrarmos que E a;Sv; converge, basta verificarmos que esta
j=1
série satisfaz o critério de Cauchy. Como S : E — FE é continuo, existe C' > 0 tal que

o

1Syllx < Clly|lx para todo y € E. Seja € > 0 arbitrario. Como Zozjvj converge, existe
=1

£

N € N tal que, para todos n > m > N, Zajvj < c

j=m X

. Logo

n n n
€
Z a;Sv;l| = ||S (Z ajvj> <C Z vl < 05 = ¢, para todosn >m > N.
Jj=m X Jj=m X j=m X

o0
Portanto, E a;Sv; converge.
Jj=1
Para cada j € Ny, seja v} o funcional coordenada associado a (v;)en,, iSto é, se

j
[e.e]
T = E o;v;, entao
i=1
oo
* _ * _
vi(z) = vj E av; | = ay.
i=1

Note que, como v} é continuo ([28], Coroldrio 4.1.16) e |lv;]|x = 1 paratodo j € Ny, a

familia (v});en, € pontualmente limitada, donde, pelo Teorema de Banach-Steinhaus ([34],
Teorema 2.5), (v})jen, € limitada.

Agora, sejam (b, )nen, € (Wn)nen, onde by := 0 e para todo n € N,

1
L =41 ——),
h ( 2\/5)
b, :=3"

Observe que 2 < w, < 4 para todo n € N. Seja também (p,)nen, UmMa sequéncia de po-
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linomios em K satisfazendo:

Po =0, (Pn)nen, enumera todos os polinémios com coeficientes em (), um

(8.2)
conjunto enumerdvel denso de K, e grau(p,) < b,_;, paratodo n € N.
Vamos construir um operador linear T': E — FE da forma
Wi 1Vit1, 1 #0b,—1, paratodon € N
TUZ' = 8.3
€nvi+1+z>\k,wk, i=b,—1, neN (8:3)
k<i
satisfazendo
1
T vy = pp(T)vg + ——p,, para todo n € N, 8.4
0 = pu(T)vo n+1bnp (8.4)
onde €, e A\, p,_1 Ssdo escalares. Comecamos definindo
Tv; := Wi4+1Vi+1, Ppara 1€ {bn—lu ce ,bn — 2}7 n € N. (85)
Agora resta definir apenas Ty, 1, n € N. Supondo (8.4) verdadeiro, temos
Tbn/UO — Tbn_bn—lTbn—l/UO
1
= TOn—bn <pn_1(T)U0 + Evbnl)
w DY w _
— Tb"_bn_lpn_l(T>U0 + bp—1+1 bn 1Tvbn—1-
n
Assim definimos para n € N,
Tvp,—1 := €nb, + Zn,
n
onde ¢, = ) €
(n + 1)wbn—1+1 e wbn_l
n _
Zpn = (pn(T)vg — TP br=1p,, 1 (T)rg). (8.6)

Wy, _1+1 " Wp,—1

Observe que &,, < 1 para todo n € N. Como grau(p,) < b,_1 < b, — 1 paratodon € N, o

operador T': E — E estd bem definido. Além disso, 1" satisfaz (8.3) e (8.4).
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n n

Definamos || - || em E por ||z|; = Z ||, se x = Z%‘Uz‘- N3o ¢é dificil ver que || - ||1
i=0 i=0

é uma norma em E. Denotemos d,, := grau(p,) e |p|; a soma dos médulos dos coeficientes

do polinémio p.

Lema 8.1. Se ||z|l1 < 1, para todo k < n, entdo

max{dn,dn—1}+1 |pn’l . 1
ol < st (B o (<o V) )

Demonstracao. Seja n € N fixado e suponhamos que ||zx||; < 1, para todo k < n. Para

cada j € Ny, seja E; o subespago vetorial gerado por {vp,...,v;}. Temos que se z € £},

J
entdo x = Zaivi. Logo, para cada j € {1,...,b, — 2} arbitrario, segue que
i=0

J J
Tr = E o;Tv; = E QWi 1011 + E A, —1(ExVb, + 2k)-
i=0

i=0 br—1<5
i;tzbkfl L

Portanto,

j
1Tzl < D lewiaviali + Y llas—1(exvy, + 2)lh

J
= Z \aiwiﬂ\—i- Z ‘Oébkfll”gkvbk_‘_ZkHl
Z;le(ll b —1<j
J
< Z lowiga| + Z |, 12
L;Ztiql b —1<j
J
< Wit Z |Oéi|+wj+1 Z ‘Oébk—ﬂ
'ngb:ko—l bp—1<j
J
= wj+12|0‘i|
=0
= willzls,

pois (wy)nen, € crescente. A desigualdade também é verdadeira para x € Ej. Logo,

|Tz|ly < wjt1|z]1, para todo x € Ej, para todo j < b, — 1. E como, de (8.4) e (8.5),
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obtemos que T%v, € E; para todo i € N, temos que

I T vo 1 < Hwi, para todo m € {1,...,b, — 1}.
i=1

Esta desigualdade também é verdadeira para m = 0, se convencionarmos que um produto de

zero fatores é igual a 1. De (8.6), segue que

=1 =1

dn bn*bn—1+dn71
n <|pn|1 meL [Pn-1l1 H wi)

lznlly <

Wy, _1+1 " Wh,—1

E como 2 <w; <4, paratodoi € N, eb, —b, 1 —12>b,_1, para todo n € N, obtemos

bn_bn—l_l
< pgmax{dnda_1}+1 el B H i
Hanl = n Qbn—bp_1-1 T |p" 1‘1 paie Wi+b, 4

i W
n4maX{dngdn71}+1 (Ll + ’pn—lll H Z ) ‘

b —
2 nol i=1 wi“l’bn—l

IN

> <r—s,sempre que 0 <r < s <1, segue que
’

, 1
= <ex — ara todo 7 € N.
Witb, 4 (1 1 ) = (2 i+ by 2\/5) P
2

exp
wl“l’bnf 1
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Podemos escrever T' como T' = R + K, onde R é definido em E por Rv; = Y1101,
com yp, = €p, €, Se @ # by, y; = w; e K é definido em E por Kv,, 1 = 2, €, se © # b, — 1,
Kwv; = 0. Veremos na demonstracdo da proposicao abaixo que, escolhnendo uma sequéncia
de polindmios (p,)nen, adequada na definicdo de 7' : ' — E, podemos estender 7" a X
definindo

Tz = Rx 4+ Kx paratodo = = Zaivi € X, (8.7)
i=0

[o¢] o0
com Rz = E a;Rv; e Ko = E o; Kv;, de forma que T serd um operador linear continuo.
=0 i=0

Proposicao 8.2. Existe uma sequéncia crescente de nimeros positivos (u,)nen tendendo
ao infinito tal que se grau(p,) < u, e |ps|1 < w,, paratodon € N, entdo o operador

T :X — X dado em (8.7) estd bem definido e é continuo.

Demonstragao. Como o operador deslocamento a direita associado a (v;)ien, (S : X — X

definido em (8.1)) estd bem definido, temos que para cada =z = Zaivi € X, a série

=0
0o

E a;v;41 converge. Além disso, como a base (v;);en, € incondicional, esta série converge

1=0
0

incondicionalmente. Logo, como (y;)ien € limitada, a série Zainlle converge ([28],
i=0
Proposi¢do 4.2.8), donde o operador R : X — X estd bem definido. Vejamos que R é

continuo. Seja ((x,, Rx,))nen uma sequéncia de elementos do gréfico de R, G, tal que

(xn, Rx,) —— (x,y), em X x X

n—oo

oo oo o0
onde z,, = 5 Qp Vi, T = E U ey = g Bivi. Como v € continuo para todo j € N,
i=0 i=0 i—0
temos que

oy, j — o, para todo j € Ny

n—o0

Oy j—1Y;j E) Bj, para todo j € Ny,

onde definimos a_; = a,, 1 = 0, para todo n € N, e yy = 0 (na verdade, y, pode ser

qualquer). Logo, a;_1y; = f3;, para todo j € Ny. Com isso y = Rz e portanto (z,y) € Gg.
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Logo, G é fechado em X x X. Pelo Teorema do Grafico Fechado ([34], Teorema 2.15), R
é continuo.
Agora, vejamos que K : X — X estd bem definido e é continuo. Como a sequéncia de

numeros positivos

1
Pt o (— bn_>
Xp 8\/5 1
1
a2 (201 1 <_F))
" ( P82 !

tende ao infinito, podemos encontrar uma sequéncia crescente de niimeros positivos (u,)nen

neN

tendendo ao infinito tal que

1
20n-1 ¢ ——\/b,_
P (m 1)
1
4n2n | 2bn-1 4 ex (—\/bn_ ))
( p 8\/§ 1

u, 4" <

, para todo n € N.

Isto ¢,

nduntl (221_1 + 1y, exp (_8_\/51 /bn_l)) < o Para todon € N.

Se grau(p,) < u, e |pn|1 < w,, paratodon € N, entdo, pelo Lema 8.1 e por indugo,
1
temos que ||z,[[1 < on» Para todo n € N. Como ||v;||x = 1, para todo i € Ny, segue que

1 o
| Kvp,—1]lx = ||zl < Hzn||1§2—n Assim Z | Kv;]|x <oo. Logo, o operador K : X — X
i=0

oo
esta bem definido. Além disso, se x = Zaivi € X, como |a;| = [vi(z)| < ||
=0

X * JJHX e

(v})jen, € limitada, obtemos

oo oo
IKzllx <) laalll Kvillx <) ]|

=0 =0

x+[|2l|x [ Kvil| x < Allz]x,

para um certo A > 0. Concluimos que K é um operador continuo. Portanto, T' é continuo.

]

Seja M o subespaco vetorial gerado pela 6rbita de vy com respeito ao operador T' dado
em (8.7), isto é, M = {p(T")vy; p é um polindmio}. Segue imediatamente de (8.3) e (8.4)
que M = E.

Proposicao 8.3. Seja T': X — X como na Proposicdo 8.2. Entao T é hiperciclico.
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Demonstragao. De (8.2) e (8.4), temos que M C orb(vg,T"). Com isso, o resultado segue

do fato de que M = E.

Definimos um produto em F = M da seguinte forma

p(T)vo - ¢(T')vo := (pq)(T )vo,

onde pg denota o produto usual de funcdoes definidas no corpo de escalares K. Vamos construir
um funcional linear ndo nulo ¢ : E — K tal que a aplicagdo (z,y) — ¢(x-y) é continua em

E x FE.

o0

Lema 8.4. Seja ¢ : E — K um funcional linear. Se Z |p(v, - vs)| < 00, entdo a aplicagdo

r=0
s=0

(z,y) — ¢(z - y) é continuaem E x E.

n m
Demonstracao. Sejam x = E U, Y = E [Bsvs pertencentes a F arbitrarios. Temos que
r=0 s=0

oz -y)l < Y JewllBillo(vr - v)l < D larllBllo(o, - v)l < C2 Y lo(vr - vo)lllzllly

1<r<n r=0
1<s<m s=0 s=0

para todo (z,y) € E x E, onde C' = sup ||v]]|.
i€Np

n
Fixados r,s € N com r < s e escrevendo r = by +u, s=b+vcom 0 < u < bpyq —bg e

0<v<by— b, de (8.4) e (8.5), temos que

kE+1 .
v, = (T% — pp(T)) T vy,
wbk—l-l te wbk—l—u

vy=—"" (T% — p(T)T"vp.
wbl+1 tre wbl+’v( pl( )) 0

Portanto, para qualquer funcional linear ¢ : £ — K,

E+1)(l+1
o(0 vl < EEEED e,
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onde

Yorato) = (T = pu(T)(T™ = pi(T) T vy
Denotando A := {(m,t) € N x N; ¢t < bp1 — by}, construiremos um funcional linear ndo
nulo ¢ : E — K tal que a série

S (k+1)( +1)

uto | DYk 10))]
((kyu),(l,v))EAXA

converge. Como o préximo lema mostra, a requerida propriedade serd cumprida se definirmos
¢ como segue. Definimos ¢(vy) = 1 e ¢(Tvg) = 0se 1 < i < by. Se b, < i < b,,; para
algum n € N, definimos
, 3by, . 5b,
, A(pn(T)Tvg); b, <i< —"ou2b, <i<—
¢(TZU0) = 2 2
0 caso contrario.
Note que ¢(T"vy) estd bem definido se ¢(T7vg) € conhecido para j <i, pois, como, grau(p, )+

i — b, <1, pp(T)T* " v, pertence ao subespaco vetorial gerado por {T™vy; 0 < n < i}.

Lema 8.5. Para todo k € {0,...,1} segue que
b
(@) (Y uyae) =0, se u+v < gl
(b) ’¢(y(k,u) l,v) )’ < Blv
2
onde B; := max{ 1+ |pjl1)?} H (max{1,|p;|1})" .

0<j<i+1

Demonstracao. Para provar (a), observe primeiro que, pela definicdo de ¢, temos

S(T™ — pe(T))z) =0

sempre que z pertence ao subespaco vetorial gerado por

b, 3b
{T vo; n € N, O<n<50ubk<n<7k}.

b
Agora, suponha que u + v < é (l eN).
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Quando k = [, escrevemos

Yk (lw) = (Tbk _ pk(T))Tbk+u+v,UO . (Tbk _ pk(T))pk(T)TUJrUUO

7 3b .
Como by +u+v < Tk < Tk o vetor TP+ Tu+vy0 pertence ao subespaco vetorial gerado por

3b b
{T"vo; neNb <n< Tk} E como grau(pg)+u+v < Ek o vetor py(T)T" v, pertence

b
ao subespaco vetorial gerado por {T”vo; neN0<n< 5’6} Portanto, ¢(y(k,u)(v)) = 0.

Quando k£ < [, escrevemos

Yok i) = (T = pi(T))(T* — pi(T)) T o

Como [ > k, temos que [ = k-+m para algum m > 1, donde b; = 3! = 3™ x3F > 3x 3% = 3.
by b

b
Com isso, by +u+v < 3 + i 51 Portanto, (T — py(T))T"“ v, pertence ao subespaco

b
vetorial gerado por {T”vo; neN0<n< 51} Logo, &(Yk,uy@m)) = 0.

Para provar (b), observamos primeiro que se ¢ é um polindmio, entdo

T)vy)| < Tv)). 8.8
[#(a(T)wo)| < lgl | _max [o(T7v)| (8.8)
Afirmamos que
i 2
max |o(Tv)| < OH (max {1, |p;1})*, para todo n € N. (8.9)
<y<n

De fato, seja K, := H (max {1, |p;|1})?. O resultado é verdadeiro paran =0en =1, se
0<j<n
considerarmos que o produto de 0 fatores é igual a 1. Suponha que a desigualdade é valida

para algum n € N. Temos que

‘ = i—by,
a5, 1wl = max (0TI w))
< [pnl jmax |¢(ijo) |
0<5 <2 +grau(pn)
S |pn|1K’n7

82



b
pois En + grau(p,) < b, (8.10). Similarmente

max  |¢(T'vo)| = max [¢(pu(T)T" " vg)| < |puls max (T o),

2bp <i<bpy1 2by, <i< 2bn bn <j<2bn
: br, :
pois grau(p,) < 3 (8.10). Com isso,

max [6(T'w)| = max{max o(T')l, max |6(Tw)|,  max |¢<T"vo>|}

0<i<bpi1 0<i<bn, b <i<2by by, <i<bpi1

< max {kn, [Pulikn, [PnlThn}

= Kn+1-

Por indu¢do, segue (8.9).
O vetor ymwwaw tem a forma ¢(T)vy, onde ¢ é um polindmio tal que
grau(q) < by +b +u+v < 6b < b2 e gt < (14 |pf1)(1 + |pkl1). Portanto, o re-

sultado segue de (8.8) e (8.9).
[l

Lema 8.6. Existe uma sequéncia de niimeros positivos (,)nen tendendo ao infinito tal que
se grau(p,) < t, e |pu|1 < t,, para todo n € Ny, entdo a aplicagdo (z,y) — ¢(z - y) é

continuaem E x F.

Demonstracao. Do Lema 8.5, obtemos

Shotw vl < 3 EEED )

= (kyu),(Lv) EAX A
- 1
< (+1)°B ) e
k=0 1>k .

Seja (a;)ien, uma sequéncia de niimeros positivos tendendo ao infinito tal que

S e Y o <o

k=0 1>k uto> b
— 6

Da definicdo de By, é claro que podemos encontrar uma sequéncia (¢, )nen tendendo ao infinito

tal que, se grau(p,) < t, e |pu|1 < t,, entdo B, < a;, para todo | € Ny. Pelo Lema 8.4, est3
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concluida a demonstracao.

]

Observamos que, claramente, podemos escolher na definicdo de 7' uma sequéncia de po-
lindmios (pn)nen satisfazendo (8.2), as hipSteses da Proposi¢do 8.2 e as hipdteses do Lema

8.6.

Proposicao 8.7. O operador T': X — X, dado em (8.7) com a sequéncia de polindmios
(Pn)nen satisfazendo (8.2), as hipdteses da Proposicdo 8.2 e as hipdteses do Lema 8.6, ndo

satisfaz o critério de hiperciclicidade.

Demonstragao. Como a aplicagdo (x,y) — ¢(z - y) é continua e ¢ é linear,

A=A{(z,y); [¢(z-y)| <1} e B:={(v,y); |p(z-y)| > 1}

sao subconjuntos abertos nao vazios de M x M. Além disso,

{r-y; (x,y) € A}n{z-y; (v,y) € B} = 0. (8.10)

Sejam Uy, V4,Us, Vo C X abertos ndo vazios tais que (UyxVa)N(orb(vg, T') X orb(vy, T)) C A
e (V1 x Uy) N (orb(vg, T') x orb(vy, T)) C B. De (8.10),

{m+n;, T™o e Uy e T'vy € oy N {k+1; TFvy € Vi e Tl € Uy} = 0.

Logo {k —m; TFvg € Vi e Ty € Uy N{n—1; Ty € Vo e Tlug € Us} = 0. Que
implica

{rs T"(U) NVL# 0} N {s; T(Uz2) NV, # 0} = 0. (8.11)

De fato, se r € Ny é tal que T"(U;) N'Vy # 0, entdo W := U, N (T7)"1(V;) é aberto
nio vazio. Logo, existe p € Ny tal que TPvy € W, donde T""Pv, € V) e portanto
re{k—m; TFroy € Vi e TMvy € Uy}. Analogamente, se T°(Uy) NV, # (), entdo
se{n—1; T"vy € Vo e Ty € Us}. De (8.11), temos que T x T nio é hiperciclico. Logo,

T nao satisfaz o critério de hiperciclicidade. O
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