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Resumo

Apresentamos três exemplos clássicos de operadores hiperćıclicos. Demonstramos o critério
de hiperciclicidade, que dá condições suficientes para que um operador seja hiperćıclico. Es-
tabelecemos diversas propriedades e provamos a existência destes operadores em todo espaço
de Fréchet separável de dimensão infinita. Em seguida demonstramos que o conjunto dos
operadores hiperćıclicos é denso no espaço dos operadores lineares cont́ınuos com respeito à
topologia da convergência pontual. Provamos a existência de operadores hiperćıclicos com
comportamento prescrito. Demonstramos um critério para determinação de operadores dia-
gonalmente hiperćıclicos, e ainda, apresentamos alguns exemplos de tais operadores. Por fim,
damos um exemplo de um operador hiperćıclico que não satisfaz o critério de hiperciclicidade.

Palavras chave: Operadores Hiperćıclicos, Critério de Hiperciclicidade, Existência de Ope-
radores Hiperćıclicos, Operadores Diagonalmente Hiperćıclicos.



Abstract

We present three classic examples of hypercyclic operators. We demonstrate the hy-
percyclicity criterion, which gives sufficient conditions for an operator to be hypercyclic. We
establish several properties of these operators and we prove the existence of such operators in
every infinite-dimensional separable Fréchet space. Then we show that the set of hypercyclic
operators is dense in the space of continuous linear operators with respect to the topology of
pointwise convergence. We prove the existence of hypercyclic operators with prescribed beha-
vior. We demonstrate a criterion for the determination of diagonally hypercyclic operators,
and present some examples of such operators. Finally, we give an example of a hypercyclic
operator that does not satisfy the hypercyclicity criterion.

Keywords: Hypercyclic Operators, Hypercyclicity Criterion, Existence Hypercyclic Opera-
tors, Diagonally Hypercyclic Operators.
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Introdução

Sejam X um espaço vetorial topológico (real ou complexo) e T : X −→ X um operador

linear cont́ınuo. Dizemos que T é um operador hiperćıclico se existe um vetor x ∈ X

cuja órbita, orb(x, T ) = {x, Tx, T 2x, . . . }, é densa em X. Um tal vetor é dito um vetor

hiperćıclico com respeito a T .

Os primeiros exemplos de operadores hiperćıclicos foram obtidos por G. Birkhoff [12] e G.

MacLane [27], que mostraram, respectivamente, que o operador translação f(·) 7→ f(· + 1)

e o operador derivação f 7→ f ′ são hiperćıclicos no espaço de Fréchet H(C) das funções

inteiras. O primeiro exemplo de um operador hiperćıclico em um espaço de Banach, obtido

por Rolewicz [32], é o múltiplo λB, com |λ| > 1, do operador deslocamento à esquerda B

sobre o espaço de Hilbert `2.

O termo “hiperćıclico” foi introduzido por B. Beauzamy em 1984, motivado pelo conceito

de vetor ćıclico. Lembramos que um vetor x ∈ X é dito ćıclico com respeito a T se o

subespaço vetorial gerado pela órbita de x com respeito a T é denso em X. Este conceito

está intimamente ligado ao seguinte problema famoso:

Problema do Subespaço Invariante: Será verdade que para todo operador linear cont́ınuo

T : X −→ X existe um subespaço vetorial T -invariante fechado não trivial?

Como o subespaço vetorial fechado gerado por uma órbita de T é T -invariante, segue que

T não possui subespaços vetoriais T -invariantes fechados não triviais se, e só se, todo vetor

não nulo x ∈ X é ćıclico com respeito a T .

Relacionado ao conceito de vetor hiperćıclico, temos o seguinte problema:

Problema do Subconjunto Invariante: Será verdade que para todo operador linear
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cont́ınuo T : X −→ X existe um subconjunto T -invariante fechado não trivial?

Como a aderência de uma órbita de T é T -invariante, segue que T não possui subconjuntos

T -invariantes fechados não triviais se, e só se, todo vetor não nulo x ∈ X é hiperćıclico com

respeito a T .

O problema do subespaço invariante para espaços de Banach foi resolvido na negativa por P.

Enflo por volta de 1975. Todavia, seu artigo [16] com o contra-exemplo é extremamente dif́ıcil

e demorou muito para ser publicado, tendo aparecido apenas em 1987. Neste meio tempo,

B. Beauzamy [6] publicou uma simplificação do exemplo de Enflo e C. Read [30] construiu

um contra-exemplo no espaço `1. Pouco depois, C. Read [31] construiu um operador linear

cont́ınuo T : `1 −→ `1 tal que todo vetor não nulo é hiperćıclico com respeito a T , resolvendo

assim, também na negativa, o problema do subconjunto invariante. Ambos os problemas

continuam em aberto para espaços de Banach reflexivos e, em particular, para espaços de

Hilbert.

Em seu artigo [32], S. Rolewicz propôs o seguinte problema: Todo espaço de Banach

separável de dimensão infinita admite um operador hiperćıclico? Esta pergunta foi respondida

na afirmativa, independentemente, por S. Ansari [3] e por L. Bernal-Gonzalez [7]. Logo, em

seguida, J. Bonet e A. Peris estenderam este resultado a espaços de Fréchet separáveis de

dimensão infinita [13].

C. Kitai determinou um critério para garantir a hiperciclicidade de um operador linear [26].

Esta condição, conhecida como Critério de Hiperciclicidade, foi reformulada por R. Gethner and

J. H. Shapiro [17] e é largamente utilizada na prova de hiperciclicidade de operadores lineares.

Até meados da década de 2000, todos os exemplos de operadores hiperćıclicos conhecidos

satisfaziam o critério de hiperciclicidade. Então foi natural a pergunta:

Existe um operador hiperćıclico que não satisfaz o critério de hiperciclicidade?

Este problema foi originalmente proposto por D. A. Herrero [24]. J. Bès e A. Peris mostraram

que um operador T satisfaz o critério de hiperciclicidade se, e só se, T ×T é hiperćıclico [10].

Portanto, a pergunta acima é equivalente a: T × T é hiperćıclico sempre que T o é? Este

problema foi resolvido por volta de 2006 por M. De La Rosa e C. Read, que mostraram que
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existe um espaço de Banach que admite um operador hiperćıclico que não satizfaz o critério de

hiperciclicidade [15]. Este resultado é bastante engenhoso e não é óbvio se o espaço constrúıdo

pode ser um dos espaços de Banach clássicos. Conhecendo o trabalho de M. De La Rosa e C.

Read, F. Bayart e É. Matheron mostraram que qualquer espaço de Banach possui um operador

hiperćıclico que não satisfaz o critério de hiperciclicidade, desde que este espaço possua uma

base incondicional e o deslocamento à direita associado a esta base seja cont́ınuo [4]. Note

que os espaços `p (1 ≤ p <∞) e c0 satisfazem estas condições.

Os trabalhos de C. Kitai [26], R. Gethner e J. Shapiro [17], G. Godefroy e J. Shapiro [18]

e D. Herrero [24, 25] estabeleceram a base da teoria de hiperciclicidade. O “survey” de K.-G.

Grosse-Erdmann [20] no Bulletin da AMS deu impulso adicional à teoria. Nos últimos 25 anos,

o estudo de operadores hiperćıclicos se transformou numa área de pesquisa muito ativa.

Na presente dissertação apresentamos alguns aspectos da teoria de operadores hiperćıclicos.

No caṕıtulo 1 introduzimos o conceito de operador hiperćıclico e apresentamos diversos

exemplos de operadores hiperćıclicos (incluindo os exemplos clássicos de Birkhoff, MacLane e

Rolewicz).

No caṕıtulo 2 estabelecemos o Critério de Hiperciclicidade e o Teorema de Bès-Peris [10]

que diz que um operador T satisfaz o critério de hiperciclicidade se, e só se, T×T é hiperćıclico.

No caṕıtulo 3 apresentamos algumas propriedades dos operadores hiperćıclicos, incluindo

o Teorema de Ansari [2] que assegura a hiperciclicidade das iteradas T n de T a partir da

hiperciclicidade de T .

O Caṕıtulo 4 é dedicado ao Teorema de Ansari-Bernal-Bonet-Peris [3, 7, 13] que garante

a existência de operadores hiperćıclicos em todo espaço de Fréchet separável de dimensão

infinita.

No caṕıtulo 5 demonstramos que o conjunto dos operadores hiperćıclicos é denso no espaço

dos operadores lineares cont́ınuos com a topologia da convergência pontual.

No caṕıtulo 6 mostramos que um subconjunto enumerável denso e linearmente indepen-

dente arbitrário de um espaço de Banach é a órbita de algum operador hiperćıclico neste

espaço.

No caṕıtulo 7 introduzimos o conceito de operadores d-hiperćıclicos no seguinte sentido:
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T1 × · · · × TN possui um vetor hiperćıclico da forma (x, . . . , x). Estabelecemos, para d-

hiperciclicidade, resultados análogos ao critério de hiperciclicidade ao Teorema de Bès-Peris e

apresentamos alguns exemplos de operadores d-hiperćıclicos.

No oitavo e último caṕıtulo apresentamos o exemplo de um operador hiperćıclico que não

satisfaz o critério de hiperciclicidade obtido por F. Bayart e É. Matheron [4].
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Caṕıtulo 1

Operadores Hiperćıclicos

Iniciamos este caṕıtulo introduzindo a noção de operador hiperćıclico. Formalmente, um

operador T : X −→ X é hiperćıclico se existe um elemento x de X tal que o conjunto

{x, Tx, T 2x, . . . } é denso em X. Em seguida demonstramos o Teorema de Transitividade

de Birkhoff, que é uma ferramenta muito utilizada para provar que um dado operador é

hiperćıclico. De posse desse instrumento apresentamos três exemplos clássicos de tais opera-

dores. No espaço de Fréchet H(C) das funções inteiras, o operador translação f(·) 7→ f(·+a)

(a ∈ C \ {0}) e o operador derivação f 7→ f ′, que são devidos, respectivamente, a Birkhoff e

a MacLane, e no espaço de Banach `p (1 ≤ p < ∞) ou c0, o múltiplo λB, com |λ| > 1, do

operador deslocamento à esquerda B(x1, x2, . . . ) = (x2, x3, . . . ), devido a Rolewicz.

Dados um conjunto X e uma função f : X −→ X, definimos as iteradas de f por

f 0 = IdX , f
1 = f, f 2 = f ◦ f, f 3 = f ◦ f 2, . . . ;

onde IdX denota a função identidade em X. Além disso, para cada x ∈ X, definimos a órbita

de x com respeito a f por

orb(x, f) := {x, f(x), f 2(x), . . . }.

Definição 1.1. Seja X um espaço vetorial topológico. Um operador linear cont́ınuo T em

X é dito hiperćıclico se existe x ∈ X tal que orb(x, T ) é densa em X. Neste caso, x é
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chamado um vetor hiperćıclico de T . O conjunto dos vetores hiperćıclicos de T é denotado

por HC(T ).

Apesar do conceito de operador hiperćıclico ter sentido em espaços vetoriais topológicos ar-

bitrários, nos concentraremos nos espaços de Fréchet e, em particular, nos espaços de Banach.

Assim, alguns resultados não serão apresentados em toda generalidade.

Em todo este texto usaremos as convenções: N = {1, 2, 3, . . . } e N0 = {0, 1, 2, 3, . . . }.

O seguinte resultado de dinâmica topológica implica um teorema muito útil para provar a

hiperciclicidade de um operador.

Lema 1.2 (Teorema de Transitividade de Birkhoff). Sejam X um espaço métrico

completo separável sem ponto isolado e f : X −→ X uma função cont́ınua. A função f

possui uma órbita densa se, e só se, f é topologicamente transitiva, no seguinte sentido:

para qualquer par U, V de subconjuntos abertos não vazios de X, existe n ∈ N0 tal que

fn(U) ∩ V 6= ∅. E neste caso, o conjunto dos pontos cuja órbita é densa é um conjunto

residual, isto é, união enumerável de abertos densos em X.

Demonstração. Suponha que x ∈ X tem órbita densa com respeito a f . Sejam U, V subcon-

juntos abertos não vazios de X. Existe n ∈ N0 tal que fn(x) ∈ U . Mas fn(x) também

tem órbita densa. De fato, orb(x, f) \ {x, f(x), f 2(x), . . . , fn−1(x)} ⊂ orb(fn(x), f) e

orb(x, f) \ {x, f(x), f 2(x), . . . , fn−1(x)} é denso, pois X não possui ponto isolado. Logo,

existe m ∈ N0 tal que fm(fn(x)) ∈ V . Dáı, fm(U) ∩ V 6= ∅.

Agora, suponha que f seja topologicamente transitiva. Denotaremos a bola aberta com

centro em x e raio r por B(x, r). Como X possui um conjunto enumerável denso {xj; j ∈ N},

as bolas abertas B(xj,
1
m

), m ∈ N e j ∈ N, formam uma base enumerável da topologia de

X. Seja (Uk)k∈N uma enumeração desta base. Dáı, x possui órbita densa se, e só se, para

cada k ∈ N, existe n ∈ N0 tal que fn(x) ∈ Uk. Isto é, o conjunto D dos pontos cuja órbita

é densa é dado por

D =
∞⋂
k=1

∞⋃
n=0

(fn)−1(Uk).
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Como f é cont́ınua, para cada k ∈ N,
∞⋃
n=0

(fn)−1(Uk) é aberto em X. Além disso, cada um

desses conjuntos é denso em X. De fato, se V é um subconjunto aberto não vazio arbitrário

de X, então, pela hipótese de transitividade topológica de f , temos que (fn)−1(Uk)∩ V 6= ∅

para algum n ∈ N0, donde
∞⋃
n=0

(fn)−1(Uk) ∩ V 6= ∅.

Pelo Teorema de Baire ([34], Teorema 2.2), D é denso e, em particular, não vazio. Além

disso, D é um conjunto residual em X.

Teorema 1.3. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T um operador linear cont́ınuo

em X . Então T é hiperćıclico se, e só se, T é topologicamente transitivo. E neste caso,

HC(T ) é um conjunto residual em X.

Demonstração. Fixemos uma métrica completa d compat́ıvel com a topologia de X. Assim,

(X, d) é um espaço métrico completo separável e sem ponto isolado. Logo, o resultado segue

do Lema 1.2.

Corolário 1.4. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T : X −→ X um operador

linear cont́ınuo. Se T possui um vetor hiperćıclico, então T possui um conjunto denso de tais

vetores.

Denotamos por H(C) o espaço de Fréchet das funções inteiras, cuja topologia é dada pela

faḿılia de semi-normas

pn(f) = sup
|z|≤n
|f(z)|; n ∈ N.

Note que H(C) é separável, já que o conjunto dos polinômios com coeficientes em Q + iQ é

enumerável e denso em H(C).

O seguinte exemplo mostra que existe uma função inteira f tal que qualquer outra função

inteira pode ser aproximada por translações de f .

Exemplo 1.5 (Birkhoff). Para cada a ∈ C não nulo, o operador linear

Ta : H(C) −→ H(C), f(z) 7−→ Taf(z) = f(z + a),
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é chamado operador translação por a em H(C). Observe que Ta é cont́ınuo. De fato, para

cada n ∈ N, escolha kn ∈ N tal que kn ≥ n + |a|. Então |z| ≤ n implica |z + a| ≤ kn.

Portanto,

pn(Taf) = sup
|z|≤n
|f(z + a)| ≤ sup

|w|≤kn
|f(w)| = pkn(f), para todo f ∈ H(C),

provando a continuidade de Ta.

Agora, vejamos que Ta é hiperćıclico. Sejam U, V ⊂ H(C) abertos não vazios arbitrários.

Fixemos f ∈ U e g ∈ V . Existem m ∈ N e ε > 0 tais que

{h ∈ H(C); sup
|z|≤m

|f(z)− h(z)| < ε} ⊂ U e

{h ∈ H(C); sup
|z|≤m

|g(z)− h(z)| < ε} ⊂ V.

Seja K ⊂ C o disco fechado centrado em 0 de raio m. Seja n ∈ N tal que K + na é disjunto

de K e seja q uma função holomorfa com q(z) = f(z), para todo z numa vizinhança de K, e

q(z) = g(z − na), para todo z numa vizinhança de K + na. Aplicando o Teorema de Runge

([33], Teorema 13.7) à função q e ao compacto K ∪ (K + na), obtemos um polinômio p tal

que

sup
z∈K
|f(z)− p(z)| < ε e sup

w∈K+na
|g(w − na)− p(w)| < ε.

Dáı,

sup
z∈K
|g(z)− T na p(z)| = sup

z∈K
|g(z)− p(z + na)| = sup

w∈K+na
|g(w − na)− p(w)| < ε.

Assim, p ∈ U e T na p ∈ V . Logo, Ta é topologicamente transitivo. Pelo Teorema 1.3, Ta é

hiperćıclico.

O seguinte exemplo mostra que existe uma função inteira f tal que qualquer outra função

inteira pode ser aproximada por sucessivas derivadas de f .
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Exemplo 1.6 (MacLane). O operador linear

D : f ∈ H(C) 7−→ f ′ ∈ H(C)

é chamado operador derivação em H(C). Note que D é cont́ınuo. De fato, para cada n ∈ N,

segue das Estimativas de Cauchy ([33], Teorema 10.25) que

|f ′(w)| ≤ sup
|z−w|≤1

|f(z)| ≤ sup
|z|≤n+1

|f(z)|,

sempre que |w| ≤ n. Portanto,

pn(Df) = sup
|w|≤n

|f ′(w)| ≤ sup
|z|≤n+1

|f(z)| = pn+1(f), para todo f ∈ H(C),

provando a continuidade de D.

Agora, vejamos que D é hiperćıclico. Dados abertos não vazios U, V ⊂ H(C) arbitrários,

existem polinômios p(z) =
N∑
k=0

akz
k ∈ U e q(z) =

N∑
k=0

bkz
k ∈ V , pois o conjunto dos

polinômios é denso em H(C). Queremos encontrar um polinômio r tal que Dnr ∈ V e r

esteja suficientemente próximo de p. Observe que

rn(z) = p(z) +
N∑
k=0

k!bk
(k + n)!

zk+n

satisfaz Dnrn = q, quando n ≥ N + 1. E também que, se m ∈ N,

sup
|z|≤m

|rn(z)− p(z)| ≤
N∑
k=0

k!|bk|
(k + n)!

mk+n −−−→
n→∞

0.

Dáı, rn ∈ U e Dnrn ∈ V para n suficientemente grande. Logo, D é topologicamente

transitivo, portanto hiperćıclico.

Exemplo 1.7 (Rolewicz). Seja X = `p, 1 ≤ p <∞, ou X = c0. O operador linear

B : (x1, x2, . . . ) ∈ X 7−→ (x2, x3, . . . ) ∈ X
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é chamado operador deslocamento à esquerda em X. Obviamente B é cont́ınuo.

Seja λ um escalar e considere o operador λB(x1, x2, . . . ) = (λx2, λx3, . . . ). Suponha que

|λ| > 1. Dados abertos não vazios U, V ⊂ X arbitrários, existem

x = (x1, x2, . . . , xN , 0, 0, . . . ) ∈ U e y = (y1, y2, . . . , yN , 0, 0, . . . ) ∈ V,

para algum N ∈ N. Observe que se zn=(zn,1, zn,2, . . . ), onde zn,k = xk quando 1 ≤ k ≤ N,

zn,k = λ−nyk−n quando n + 1 ≤ k ≤ n + N e zn,k = 0 para os demais ı́ndices k (onde

n ≥ N), temos que

(λB)nzn = y para todo n ≥ N e ‖x− zn‖ ≤ |λ|−n‖y‖ −−−→
n→∞

0.

Dáı, zn ∈ U e (λB)nzn ∈ V para todo n suficientemente grande. Logo, λB é topologicamente

transitivo, portanto hiperćıclico. Se |λ| ≤ 1, então λB não é hiperćıclico, pois ‖λB‖ = |λ|,

donde toda órbita de λB é limitada.
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Caṕıtulo 2

O Critério de Hiperciclicidade

Neste caṕıtulo estabelecemos o Critério de Hiperciclicidade que dá condições suficientes

para que um operador seja hiperćıclico e o Teorema de Bès-Peris que garante a equivalência

entre o fato de o operador T satisfazer o critério de hiperciclicidade e o fato de T × T ser

hiperćıclico.

Antes, precisamos de um resultado preliminar que será utilizado diversas vezes neste texto.

Lema 2.1. Sejam X, Y espaços topológicos e f : X −→ X, g : Y −→ Y funções cont́ınuas.

Se g admite uma órbita densa e existe uma função cont́ınua φ : Y −→ X com imagem densa

tal que f ◦ φ = φ ◦ g, então f também admite uma órbita densa.

Demonstração. Seja y ∈ Y com órbita densa com respeito a g. Se U é um subconjunto

aberto não vazio de X, então φ−1(U) é aberto não vazio de Y , pois φ é cont́ınua e tem

imagem densa. Logo, existe n ∈ N0 tal que gn(y) ∈ φ−1(U). Como f(φ(y)) = φ(g(y)),

verifica-se, por indução, que fn(φ(y)) = φ(gn(y)). Portanto, fn(φ(y)) = φ(gn(y)) ∈ U .

Logo, φ(y) tem órbita densa com respeito a f .

Sejam X, Y conjuntos quaisquer e f : X −→ X, g : Y −→ Y funções. A função

f × g : X × Y −→ X × Y é definida por

(f × g)(x, y) = (f(x), g(y)).
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Claramente, (f × g)n = fn × gn, para todo n ∈ N0. Além disso, se X, Y são espaços

topológicos e f, g são cont́ınuas, então f × g também é cont́ınua na topologia produto de

X × Y .

Teorema 2.2 (Critério de Hiperciclicidade). Sejam X um espaço de Fréchet separável

e T um operador linear cont́ınuo em X. Se existem subconjuntos densos X0, Y0 ⊂ X, uma

sequência crescente (nk)k∈N de números naturais e aplicações Snk
: Y0 −→ X, k ∈ N, não

necessariamente lineares ou cont́ınuas, tais que para quaisquer x ∈ X0 e y ∈ Y0,

(i) T nkx−−−→
k→∞

0,

(ii) Snk
y −−−→

k→∞
0,

(iii) T nkSnk
y −−−→

k→∞
y,

então T × T é hiperćıclico e, consequentemente, T é hiperćıclico.

Demonstração. Sejam U1, U2, V1, V2 ⊂ X abertos não vazios arbitrários. Como X0 e Y0 são

densos em X, existem x1 ∈ U1 ∩X0, x2 ∈ U2 ∩X0, y1 ∈ V1 ∩ Y0 e y2 ∈ V2 ∩ Y0. De (i) e

(iii) segue que

lim
k→∞

T nk(x1 + Snk
y1) = lim

k→∞
T nkx1 + lim

k→∞
T nkSnk

y1 = 0 + y1 = y1.

E de (ii) segue que

lim
k→∞

(x1 + Snk
y1) = x1 + 0 = x1.

Logo, existe k1 ∈ N tal que x1 + Snk
y1 ∈ U1 e T nk(x1 + Snk

y1) ∈ V1 sempre que k ≥ k1.

Da mesma forma, existe k2 ∈ N tal que x2 + Snk
y2 ∈ U2 e T nk(x2 + Snk

y2) ∈ V2 sempre que

k ≥ k2. Escolhendo k0 = max{k1, k2}, vemos que (T × T )nk0 (U1 × U2) ∩ (V1 × V2) 6= ∅.

Logo, T × T é topologicamente transitivo, consequentemente hiperćıclico. Claramente,

φ : (x, y) ∈ X × X 7−→ x ∈ X satisfaz as condições do Lema 2.1 para T × T e T .

Logo, T é hiperćıclico.

O próximo exemplo mostra que a completude do espaço X é essencial no critério de

hiperciclicidade.
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Exemplo 2.3. Seja X = c00, o espaço vetorial das sequências de escalares que pos-

suem apenas um número finito de coordenadas não nulas, olhado como um subespaço de `p

(1 ≤ p <∞) ou de c0. Definamos T, S : X −→ X por

T (x1, x2, x3, . . . ) = (2x2, 2x3, 2x4, . . . )

e

S(x1, x2, x3, . . . ) = (0,
1

2
x1,

1

2
x2, . . . ).

Claramente T, S são operadores lineares cont́ınuos em X. Além disso, T n e Sn tendem a

0 pontualmente em X e TS = IdX . Logo, o critério de hiperciclicidade é satisfeito, mas

claramente T não possui vetor hiperćıclico em X.

Vejamos como podemos utilizar o critério de hiperciclicidade nos exemplos de Birkhoff,

MacLane e Rolewicz.

Exemplo 2.4. Seja a ∈ C não nulo e consideremos o operador translação por a

Ta : H(C) −→ H(C), f(z) 7→ Taf(z) = f(z + a).

Para cada n ∈ N, seja Sn = (T−a)
n. Obviamente, T nSn = IdH(C), para todo n ∈ N,

de modo que a condição (iii) do critério de hiperciclicidade se verifica. Para obtermos as

condições (i) e (ii), consideramos

X0 = Y0 = {p(z)e
−z2

k ; p é um polinômio complexo e k ∈ N}.

Como p(z)e
−z2

k −−−→
k→∞

p(z) em H(C), o conjunto acima é denso em H(C). Dado um conjunto

compacto K ⊂ C, existe n0 ∈ N tal que n ≥ n0 implica

|y| ≤ n|a| − |x|
2

≤ |x± na|
2

, para todo x+ iy ∈ K,

donde

|e−
(z±na)2

k | = e−
((x±na)2−y2)

k ≤ e−
3(x±na)2

4k , para todo z = x+ iy ∈ K.
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Isto implica que p(z ± na)e−
(z±na)2

k −−−→
n→∞

0 uniformemente em K. Assim, (i) e (ii) também

se verificam. Pelo critério de hiperciclicidade, Ta é hiperćıclico.

Exemplo 2.5. Seja D : f ∈ H(C) 7−→ f ′ ∈ H(C) o operador derivação em H(C).

Neste caso, tomamos X0 = Y0 como sendo o conjunto dos polinômios complexos e defi-

nimos Sn : Y0 −→ H(C) por

S1f(z) =

∫
[0,z]

f(η)dη e Snf(z) =

∫
[0,z]

Sn−1(η)dη, n > 1.

Como Sn(zk) =
k!

(k + n)!
zk+n −−−→

n→∞
0 em H(C), temos que X0, Y0, (n)n∈N e (Sn)n∈N

satisfazem o critério de hiperciclicidade. Logo, D é hiperćıclico.

Exemplo 2.6. Consideremos o operador

λB : (x1, x2, x3, . . . ) ∈ X 7−→ (λx2, λx3, λx4, . . . ) ∈ X,

com |λ| > 1, onde X = `p (1 ≤ ` <∞) ou X = c0.

Sendo X0 = Y0 = c00 e Sn : Y0 −→ X definidas por Sn =
1

λn
F n, onde

F (x1, x2, x3, . . . ) = (0, x1, x2, . . . )

é o operador deslocamento à direita em X, temos que X0, Y0, (n)n∈N e (Sn)n∈N satisfazem

o critério de hiperciclicidade. Logo, λB é hiperćıclico.

Definição 2.7. Sejam X um espaço de Fréchet separável, T um operador linear cont́ınuo

em X e (nk)k∈N uma sequência crescente de números naturais. Então o operador T é dito

hereditariamente hiperćıclico com respeito a (nk)k∈N se para cada subsequência (mk)k∈N de

(nk)k∈N, existe x ∈ X tal que {Tmkx; k ∈ N} é denso em X.

Um operador T é chamado hereditariamente hiperćıclico se o é com respeito a alguma

sequência (nk)k∈N.

O seguinte resultado de dinâmica topológica nos será bastante útil.
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Lema 2.8 (Furstenberg). Sejam X um espaço métrico completo separável sem pontos

isolados e f : X −→ X uma função cont́ınua. Se f × f possui uma órbita densa, então o

n-produto f × · · · × f também possui, para cada n ∈ N.

Demonstração. Por hipótese, a conclusão é válida para n = 2. Logo, segue do Lema 2.1,

com

Y = X ×X, g = f × f e φ : (x, y) ∈ Y 7−→ x ∈ X,

que a conclusão também é válida para n = 1. Suponhamos a conclusão válida para um

certo n ≥ 2 e provemos que ela também vale para n + 1. Como estamos supondo que o

n-produto f × · · · × f possui órbita densa, o Lema 1.2 garante que ele é topologicamente

transitivo. O mesmo lema assegura que basta provarmos que o (n+ 1)-produto f × · · · × f é

topologicamente transitivo. Sejam U1, . . . , Un+1 e V1, . . . , Vn+1 abertos não vazios arbitrários

em X. Como f×f é topologicamente transitivo, existe m ∈ N0 tal que fm(Un) ∩ Un+1 6= ∅

e fm(Vn) ∩ Vn+1 6= ∅. Como fm é cont́ınua, existem abertos não vazios U ′n ⊂ Un e V ′n ⊂ Vn

tais que

fm(U ′n) ⊂ Un+1 e fm(V ′n) ⊂ Vn+1. (2.1)

Como o n-produto f × · · · × f é topologicamente transitivo, existe r ∈ N0 tal que

(f × · · · × f)r(U1 × · · · × Un−1 × U ′n) ∩ (V1 × · · · × Vn−1 × V ′n),

donde

f r(Uk) ∩ Vk 6= ∅ para todo k ∈ {1, . . . , n− 1} (2.2)

e

f r(U ′n) ∩ V ′n 6= ∅. (2.3)

Como U ′n ⊂ Un e V ′n ⊂ Vn, (2.3) nos dá

f r(Un) ∩ Vn 6= ∅. (2.4)

Além disso, (2.3) também garante que existe x ∈ U ′n com f r(x) ∈ V ′n. Logo, por (2.1),
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fm(x) ∈ Un+1 e f r(fm(x)) = fm(f r(x)) ∈ Vn+1, provando que

f r(Un+1) ∩ Vn+1 6= ∅. (2.5)

Por (2.2), (2.4) e (2.5), vemos que o (n+1)-produto f×· · ·×f é topologicamente transitivo.

Teorema 2.9 (Bès-Peris). Sejam X um espaço de Fréchet separável e T um operador

linear cont́ınuo em X. São equivalentes:

(i) T satisfaz o critério de hiperciclicidade;

(ii) T × T é hiperćıclico;

(iii) T é hereditariamente hiperćıclico.

Demonstração. (i) =⇒ (ii): Segue do critério de hiperciclicidade.

(ii) =⇒ (iii): Como X é separável, X possui uma base enumerável de abertos (Wn)n∈N.

Seja (Uj, Vj)j∈N uma enumeração dos pares (Wn,Wm), n,m ∈ N. Como T×T é hiperćıclico,

pelo Lema 2.8, para qualquer k ∈ N, existe um inteiro positivo nk tal que T nk(Uj) ∩ Vj 6= ∅,

para todo j ∈ {1, . . . , k}. E ainda, podemos escolher estes inteiros de forma que (nk)k∈N

seja crescente.

Agora, sejam (mk)k∈N uma subsequência qualquer de (nk)k∈N e U, V ⊂ X abertos não

vazios arbitrários. Existe l ∈ N tal que Ul ⊂ U e Vl ⊂ V e dáı, para k suficientemente grande,

Tmk(U)∩V ⊃ Tmk(Ul)∩Vl 6= ∅. Disto, segue de forma análoga à demonstração do Teorema

de Transitividade de Birkhoff (Lema 1.2), que existe um x ∈ X tal que {Tmkx; k ∈ N} é

denso em X.

(iii) =⇒ (i): Por hipótese, T é hereditariamente hiperćıclico com respeito a uma certa

sequência (mn)n∈N. Seja x ∈ X tal que {Tmnx; n ∈ N} é denso em X e seja (ln)n∈N

uma subsequência de (mn)n∈N tal que T lnx −−−→
n→∞

0. Seja z ∈ X tal que {T lnz; n ∈ N}

é denso em X. Claramente, dado k ∈ N arbitrário,
{
T ln( 1

k
z); n ∈ N

}
é denso em X,

donde existe lnk
∈ N tal que T lnk ( 1

k
z) ∈ B

(
x, 1

k

)
. Sem perda de generalidade, podemos

supor n1 < n2 < n3 < · · · . Obtemos assim uma subsequência (lnk
)k∈N de (ln)n∈N tal que
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T lnk ( 1
k
z) ∈ B(x, 1

k
), para todo k ∈ N. Denotando xk := 1

k
z, k ∈ N, temos que xk −−−→

k→∞
0

e T lnkxk −−−→
k→∞

x.

Seja X0 = Y0 = orb(x, T ), que é um subconjunto denso de X. Como (lnk
)k∈N é uma

subsequência de (ln)n∈N e T é cont́ınuo, temos que

T lnk (T nx) = T n(T lnkx)−−−→
k→∞

T n0 = 0, para todo n ∈ N0.

Isto dá a condição (i) do critério de hiperciclicidade. Agora, se y ∈ Y0, então existe um único

n ∈ N0 tal que y = T nx. Definimos Slnk
y := T nxk, para todo k ∈ N. Assim, temos que

Slnk
y = T nxk −−−→

k→∞
T n0 = 0 e T lnkSlnk

y = T nT lnkxk −−−→
k→∞

T nx = y.

Isto dá as condições (ii) e (iii) do critério de hiperciclicidade.

Vejamos mais exemplos de aplicações do critério de hiperciclicidade.

Exemplo 2.10. Seja T : c0 −→ c0 o operador deslocamento à esquerda ponderado, T = Bw,

Bw(x1, x2, . . . ) = (w2x2, w3x3, . . . ),

onde w = (w1, w2, . . . ) = (1, 2, 2−1, 2, 2, 2−1, 2−1, 2, 2, 2, 2−1, 2−1, 2−1, . . . ). Como w é uma

sequência limitada, T está bem definido e é cont́ınuo.

Sejam X0 = c00 ⊂ c0 e Sn = Rn : X0 −→ X0, n ∈ N, onde

R(x1, x2, x3, . . . ) = (0, w−1
2 x1, w

−1
3 x2, . . . ).

Claramente, T nSnx = x e T nx−−−→
n→∞

0, para todo x ∈ X0. Agora seja (mk)k∈N a sequência

crescente de todos os inteiros mk tais que wmk
= 2−1 e wmk+1 = 2. E seja nk = mk + k,

para todo k ∈ N. Denotemos en o vetor em c0 cuja n-ésima coordenada é igual a 1 e as
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demais são iguais a 0. Dáı, temos

Snk
e1 =

(
0, . . . , 0,

mk+k+1∏
j=2

w−1
j , 0, . . .

)
=
(
0, . . . , 0, 2−k−1, 0 . . .

)
,

o que implica que Snk
e1 −−−→

k→∞
0. Como cada Sn é cont́ınuo,

Snk
el = Snk

((
l∏

j=2

wj

)
Sl−1e1

)
=

(
l∏

j=2

wj

)
Sl−1 (Snk

e1)−−−→
k→∞

0.

Conclúımos que Snk
x −−−→

k→∞
0, para cada x ∈ X0. Logo, o critério de hiperciclicidade é

satisfeito e dáı, T é hiperćıclico.

Exemplo 2.11. Seja H2(D), onde D = {z ∈ C; |z| < 1}, o espaço das funções holomorfas

f : D −→ C tais que

‖f‖2 := sup
0≤r<1

1

2π

∫ π

−π
|f(reiθ)|2dθ <∞,

com o produto interno

〈f, g〉 := sup
0≤r<1

1

2π

∫ π

−π
(fg)(reiθ)dθ.

O espaço H2(D), conhecido como espaço de Hardy sobre D, é um espaço de Hilbert. Indi-

camos o caṕıtulo 17 de [33] para um estudo mais detalhado sobre este espaço.

Para cada z ∈ D, o Teorema de Fréchet-Riesz ([33], Teorema 4.12) garante que existe

uma única função hz tal que

〈f, hz〉 = f(z), para todo f ∈ H2(D).

Seja φ ∈ H2(D) limitada tal que existam x, y ∈ D com |φ(x)| < 1 e |φ(y)| > 1, e definamos

o operador multiplicação Mφ : H2(D) −→ H2(D) por

Mφ(f(z)) = φ(z)f(z).

Como ‖Mφ(f)‖ ≤
(

sup
z∈D
|φ(z)|

)
‖f‖, para todo f ∈ H2(D), vemos que Mφ é um operador

linear cont́ınuo. Vamos provar que o adjunto M∗
φ de Mφ é um operador hiperćıclico. De fato,
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para todo z ∈ D, hz é um autovetor de M∗
φ com autovalor φ(z). Com efeito, 〈f,M∗

φ(hz)〉 =

〈φf, hz〉 = φ(z)f(z) = 〈f, φ(z)hz〉 para toda f ∈ H2(D), donde

M∗
φ(hz) = φ(z)hz.

Consideremos os conjuntos abertos U = {z ∈ D; |φ(z)| < 1} e V = {z ∈ D; |φ(z)| > 1}. Por

hipótese U e V são não vazios. Note que o subespaço vetorial X0 gerado por {hz; z ∈ U} e o

subespaço vetorial Y0 gerado por {hz; z ∈ V } são ambos densos em H2(D). De fato, seja x∗

um funcional linear cont́ınuo em H2(D) tal que x∗(hz) = 0, para todo z ∈ U . Pelo Teorema

de Fréchet-Riesz, existe gx∗ ∈ H2(D) tal que x∗(f) = 〈f, gx∗〉, para todo f ∈ H2(D). Dáı,

0 = x∗(hz) = 〈hz, gx∗〉 = 〈gx∗ , hz〉 = gx∗(z), para todo z ∈ U.

Pelo Prinćıpio da Continuação Anaĺıtica, gx∗ é identicamente nula. Portanto, segue que

x∗(f) = 〈f, gx∗〉 = 0, para todo f ∈ H2(D). Pelo Teorema de Hahn-Banach ([34], Teorema

3.5), X0 é denso em H2(D). Analogamente Y0 é denso em H2(D). Agora, para cada n ∈ N,

definimos uma aplicação linear Sn : Y0 −→ H2(D) colocando

Snhz = (φ(z))−nhz (z ∈ V ).

A fim de provarmos que cada Sn está bem definida, basta mostrarmos que a faḿılia (hz)z∈D

é linearmente independente. Suponhamos, então, que

λ1hz1 + · · ·+ λrhzr = 0,

onde r ∈ N, λ1, . . . , λr ∈ C e z1, . . . , zr são pontos dois a dois distintos em D. A função

f1(z) =
(z − z2)× · · · × (z − zr)

(z1 − z2)× · · · × (z1 − zr)
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é holomorfa e limitada em D, donde está em H2(D). Além disso,

0 = 〈f1, λ1hz1 + · · ·+ λrhzr〉 = λ1f1(z1) + · · ·+ λrf1(zr) = λ1,

provando que λ1 = 0. Um racioćınio análogo mostra que λ2 = · · · = λr = 0. Portanto,

(hz)z∈D é uma faḿılia linearmente independente. Como

(M∗
φ)nhz = (φ(z))nhz −−−→

n→∞
0 para todo z ∈ U

e

Snhz = (φ(z))−nhz −−−→
n→∞

0 para todo z ∈ V,

segue que as condições (i) e (ii) do critério de hiperciclicidade são satisfeitas. Finalmente,

como (M∗
φ)nSnhz = hz para quaisquer z ∈ V e n ∈ N, conclúımos que

(M∗
φ)nSn = IdY0 para todo n ∈ N.

Assim, a condição (iii) também é satisfeita e M∗
φ é hiperćıclico.

No caṕıtulo 8 veremos um exemplo de um operador hiperćıclico que não satisfaz o critério

de hiperciclicidade.
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Caṕıtulo 3

Propriedades dos Operadores

Hiperćıclicos

Neste caṕıtulo vamos estabelecer algumas propriedades úteis dos operadores hiperćıclicos.

Proposição 3.1. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T : X −→ X um operador

linear cont́ınuo bijetivo. Então, T é hiperćıclico se, e só se, T−1 o é.

Demonstração. Sabemos que T−1 também é um operador linear cont́ınuo, pelo Teorema da

Aplicação Aberta ([34], Teorema 2.11). Tendo em vista o Teorema 1.3, basta observar que,

dados U, V subconjuntos de X abertos não vazios arbitrários, T n(U) ∩ V 6= ∅ é equivalente

a U ∩ (T−1)n(V ) 6= ∅.

Veremos agora que um espaço de Fréchet separável X que tem um operador hiperćıclico

T possui uma propriedade interessante: qualquer vetor de X é a soma de dois vetores hi-

perćıclicos.

Proposição 3.2. Se X é um espaço de Fréchet separável e T : X −→ X é hiperćıclico,

então X = HC(T ) +HC(T ).

Demonstração. Seja x ∈ X arbitrário. Pelo Teorema 1.3, HC(T ) é uma interseção enu-

merável de conjuntos abertos densos. Portanto, x−HC(T ) também o é. Assim, pelo teorema

de Baire ([34], Teorema 2.2), HC(T ) ∩ (x−HC(T )) 6= ∅. Logo, x ∈ HC(T ) +HC(T ).
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Seja X um espaço de Fréchet separável sobre o corpo dos reais. A complexificação X̃ de

X é definida por

X̃ = {x+ iy; x, y ∈ X},

que é identificado com X ×X.

É fácil observar que, definindo a multiplicação por escalar complexo por

(a+ ib)(x+ iy) = (ax− by) + i(ay + bx), a, b ∈ R,

X̃ torna-se um espaço de Fréchet separável sobre o corpo dos complexos. Além disso, se

T : X −→ X é um operador real-linear em X, então a complexificação T̃ : X̃ −→ X̃,

definida por T̃ (x+ iy) = Tx+ iTy, é um operador complexo-linear em X̃.

Note que se a complexificação T̃ é hiperćıclica, então T também o é. De fato, basta

observar que φ : x+ iy 7−→ x satisfaz as condições do Lema 2.1 para T̃ e T .

Lema 3.3. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T um operador linear cont́ınuo em

X . Se T é hiperćıclico, então o seu adjunto T ∗ não possui autovalor, o que é equivalente a

dizer que T − λI tem imagem densa, para todo λ ∈ K. Além disso, se T é hiperćıclico e X

é um espaço real, então o adjunto T̃ ∗ da complexificação de T não possui autovalor, o que é

equivalente a dizer que T̃ − λI tem imagem densa, para todo λ ∈ C.

Demonstração. Seja x ∈ X um vetor hiperćıclico de T . Se T ∗ possui um autovalor λ,

então T ∗x∗ = λx∗ para algum x∗ ∈ X∗, x∗ 6= 0. Como qualquer funcional linear x∗ 6= 0 é

sobrejetivo e como x é hiperćıclico, o conjunto {x∗(T nx); n ∈ N0} é denso em K, enquanto

o conjunto {λnx∗(x); n ∈ N0} claramente não o é. Mas

x∗(T nx) = ((T ∗)nx∗)(x) = λnx∗(x),

uma contradição.

Agora, suponha que X é um espaço real e seja T̃ a complexificação de T . Seja x ∈ X um

vetor hiperćıclico de T e suponha que T̃ ∗ tem um autovetor x̃∗ ∈ X̃∗, x̃∗ 6= 0, correspondente
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a um autovalor λ. Como

x̃∗(x1 + ix2) = x̃∗(x1) + ix̃∗(x2), para todo x1, x2 ∈ X,

e como x̃∗ 6= 0, existe algum y ∈ X, tal que |x̃∗(y)| > 0. Portanto, |x̃∗| pode assumir qualquer

valor positivo em X. Como x é hiperćıclico, o conjunto {|x̃∗(T nx)|; n ∈ N0} é denso nos

reais positivos e claramente o conjunto {|λ|n|x̃∗(x)|; n ∈ N0} não o é. Mas

|x̃∗(T nx)| = |x̃∗(T̃ nx)| = |((T̃ ∗)nx̃∗)(x)| = |λ|n|x̃∗(x)|,

uma contradição.

Se T é um operador sobre X e p(z) =
N∑
k=0

akz
k é um polinômio sobre K, o operador p(T )

sobre X é definido por p(T ) =
N∑
k=0

akT
k.

Teorema 3.4 (Bourdon). Sejam X um espaço de Fréchet separável sobre K e T um

operador linear cont́ınuo em X. Se T é um operador hiperćıclico e p é um polinômio não nulo

sobre K, então o operador p(T ) tem imagem densa.

Demonstração. Primeiro, suponha que K = C. Escreva p(z) =
N∑
k=0

akz
k com aN 6= 0. Pelo

Teorema Fundamental da Álgebra, podemos reescrever p na forma p(z) = aN(z−λ1) . . . (z−

λN) para certos λ1, . . . λN ∈ C. Logo, p(T ) = aN(T −λ1I) . . . (T −λNI) e o resultado segue

do Lema 3.3.

Agora, suponha que K = R. Considerando a complexificação T̃ de T , do Lema 3.3 segue

que para qualquer polinômio complexo q, q(T̃ ) tem imagem densa em X̃. Mas como p tem

coeficientes reais, p(T̃ )(x + iy) = p(T )x + ip(T )y, x, y ∈ X, donde p(T ) também tem

imagem densa.

Corolário 3.5. A órbita de qualquer vetor hiperćıclico é um conjunto linearmente indepen-

dente.
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Demonstração. Seja x ∈ HC(T ) e suponha que existem N ∈ N e escalares αk ∈ K,

k ∈ {0, . . . , N}, tais que

TN+1x =
N∑
k=0

αkT
kx.

Consideremos o polinômio p(z) = zN+1 −
N∑
k=0

αkz
k. Assim p(T )x = 0. Agora, seja y ∈ X

arbitrário. Como x é hiperćıclico, existe uma sequência crescente de números naturais (nk)k∈N

tal que y = lim
k→∞

T nkx. Dáı,

p(T )(y) = p(T )( lim
k→∞

T nkx) = lim
k→∞

p(T )(T nkx) = lim
k→∞

T nkp(T )(x) = lim
k→∞

T nk0 = 0.

Logo, p(T ) é identicamente nulo. Mas isto contradiz o Teorema de Bourdon (3.4).

Teorema 3.6 (Herrero-Bourdon). Sejam X um espaço de Fréchet separável e T um

operador linear cont́ınuo em X. Se x é um vetor hiperćıclico de T e M denota o subespaço

vetorial gerado por orb(x, T ), então

M \ {0}

é um conjunto denso de vetores hiperćıclicos. Em particular, qualquer operador hiperćıclico

adimite um subespaço invariante denso consistindo de vetores hiperćıclicos, exceto pelo zero.

Demonstração. Seja x ∈ X um vetor hiperćıclico de T . Então

M={combinações lineares de elementos de orb(x, T )}={p(T )x; p é um polinômio}

é um subespaço T -invariante e denso, pois contém orb(x, T ). Mais ainda, se y = p(T )x ∈M,

com y 6= 0, então p 6= 0 e T ny = p(T )(T nx), n ∈ N0. Portanto,

orb(y, T ) = orb(p(T )x, T ) = p(T )(orb(x, T )) ⊃ p(T )(orb(x, T )) = p(T )(X).

Pelo Teorema de Bourdon (3.4),

X = p(T )(X) ⊂ orb(y, T ).
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Corolário 3.7. Se X é um espaço de Fréchet separável e T : X −→ X é hiperćıclico, então

HC(T ) é conexo.

Demonstração. Seja M como no teorema anterior. Como dim(M) > 1 (na verdade, dim(M)

é infinita), M \{0} é conexo. Pelo Teorema de Herrero-Bourdon (3.6), M \{0} ⊂ HC(T ) ⊂

X = M \ {0}. Isto implica a conexidade de HC(T ).

Lema 3.8. Sejam X um espaço métrico sem ponto isolado e f : X −→ X cont́ınua. Então

para quaisquer x, y ∈ X,

int(orb(x, f)) = int(orb(y, f)) ou int(orb(x, f)) ∩ int(orb(y, f)) = ∅.

Demonstração. Sejam x, y ∈ X arbitrários. Suponha int(orb(x, f)) ∩ int(orb(y, f)) 6= ∅.

Então U = int(orb(x, f)) ∩ int(orb(y, f)) é aberto não vazio, com U ⊂ orb(x, f) e U ⊂

orb(y, f). De U ⊂ orb(x, f) temos que existe n ∈ N0 tal que fn(x) ∈ U . Logo, fn(x) ∈

orb(y, f). Como orb(y, f) é f -invariante, segue que fk(x) ∈ orb(y, f), para todo k ≥ n.

Portanto, {fk(x); k ≥ n} ⊂ orb(y, f). Além disso, X não possui ponto isolado, donde

obtemos que orb(x, f) = {fk(x); k ≥ n} ⊂ orb(y, f). Disso segue que int(orb(x, f)) ⊂

int(orb(y, f)).

Trocando os papéis de x e y obtemos a outra inclusão e, consequentemente, a igualdade.

Teorema 3.9 (Ansari). Seja T um operador linear cont́ınuo em um espaço de Fréchet

separável X. Para todo n ∈ N, HC(T ) = HC(T n).

Demonstração. Seja n ∈ N arbitrário.

Claramente HC(T n) ⊂ HC(T ).

Agora, suponha x ∈ HC(T ) arbitrário. D := HC(T ) é denso (pelo Teorema 1.3), T -

invariante (veja demonstração do Lema 1.2) e conexo (pelo Corolário 3.7); em particular, não

tem ponto isolado. Agora, consideremos T : D −→ D com a topologia induzida em D. Como
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D é denso em X, basta verificarmos que orb(x, T n) = D, onde a aderência é tomada em D.

Definamos Dj = orb(T jx, T n), j ∈ {0, . . . , n− 1}. Vejamos que D = D0. Observe que

D = orb(x, T ) =
n−1⋃
j=0

orb(T jx, T n) =
n−1⋃
j=0

Dj

e

T (Dj) ⊂ Dj+1(mod n).

Seja F ⊂ {0, . . . , n− 1} um conjunto de cardinalidade ḿınima tal que D =
⋃
j∈F

Dj. Suponha

que F não seja unitário. Se existem j, k ∈ F, j 6= k tais que int(Dj) ∩ int(Dk) 6= ∅, então,

pelo Lema 3.8, int(Dj) = int(Dk). Da minimalidade de F , temos que

B = D \
⋃

l∈F\{j}

Dl

é um conjunto não vazio contido em Dj. Além disso, B é aberto, pois é complementar

do fechado
⋃

l∈F\{j}

Dl (lembrando que estamos considerando a topologia em D). Portanto,

B ⊂ int(Dj) ⊂ Dk, um absurdo. Logo, int(Dj ∩Dk) = ∅, para quaisquer j, k ∈ F, j 6= k.

Agora, seja Fl = F + l(mod n), l ∈ {0, . . . , n− 1}. Temos que

D = T l(D) =
⋃
j∈F

T l(Dj) =
⋃
k∈Fl

Dk, para todo l ∈ {0, . . . , n− 1}. (3.1)

Como card(Fl) = card(F ), que é ḿınima, obtemos que int(Dj ∩ Dk) = ∅, para quaisquer

j, k ∈ Fl com j 6= k, para todo l ∈ {0, . . . , n− 1}. Por consequência,

A :=
n−1⋃
l=0

⋃
j,k∈Fl
j 6=k

(Dj ∩Dk)

é T -invariante e nunca denso (isto é, o interior de seu fecho é vazio), pois é a união finita de

conjuntos nunca densos.

Se A fosse não vazio, tomando y ∈ A, teŕıamos D = orb(y, T ) ⊂ A = A, o que é uma

contradição. Portanto, A= ∅ e dáı, Dj ∩ Dk = ∅, para todo j,k ∈ F, j 6= k. Isto implica
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que D =
⋃
j∈F

Dj é uma união finita de subconjuntos fechados dois a dois disjuntos. Mas isto

contraria o fato de D ser conexo. Logo, F é um conjunto unitário, digamos F = {j}. Dáı,

D = Dj e, então, por (3.1), D = T n−j(Dj). Mas

T n−j(Dj) = T n−j({T jx, T n+jx, . . . }) = T n−j({T jx, T n+jx, . . . }) = {T nx, T 2nx, . . . } = D0.

Logo, D = D0.

Corolário 3.10. Seja T um operador linear cont́ınuo em um espaço de Fréchet separável X.

Se T é hiperćıclico, então T n também o é, para todo n ∈ N.
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Caṕıtulo 4

Existência de Operadores

Hiperćıclicos

Iniciamos este caṕıtulo com o fato interessante de que não há operador hiperćıclico em

espaços de dimensão finita.

Proposição 4.1. Seja X 6= {0} um espaço de Fréchet separável. Se X tem dimensão finita,

então X não possui operador hiperćıclico.

Demonstração. Seja N = dim(X). Neste caso, sabemos que X é isomorfo a KN . Suponha

que exista x ∈ KN hiperćıclico com respeito a T : KN −→ KN , um operador linear cont́ınuo.

O conjunto {x, Tx, . . . , TN−1x} é linearmente independente. De fato, caso contrário, o sub-

espaço vetorial gerado por orb(x, T ) teria dimensão menor do que N e portanto não poderia

ser denso em KN . Logo, {x, Tx, . . . , TN−1x} é uma base vetorial de KN .

Agora, qualquer que seja 0 < α ∈ R, como estamos supondo x hiperćıclico com respeito

a T , existe uma sequência crescente (nk)k∈N, que depende de α tal que T nkx −−−→
k→∞

αx.

Dáı, T nkT jx = T jT nkx −−−→
k→∞

αT jx, para todo j ∈ {0, . . . , N − 1}. Logo, T nkz −−−→
k→∞

αz,

para todo z ∈ X. Com isso, det(T nk) −−−→
k→∞

αN , isto é, (det(T ))nk −−−→
k→∞

αN . Portanto,

{| det(T )|n; n ∈ N} é denso em {β ∈ R; β > 0}, o que é um absurdo.

S. Rolewicz [32] também propôs o seguinte problema: será que todo espaço de Banach

separável de dimensão infinita admite um operador hiperćıclico? Esta pergunta foi finalmente
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respondida na afirmativa, independentemente, por S. Ansari [3] e por L. Bernal-Gonzalez [7].

Logo em seguida, J. Bonet e A. Peris estenderam este resultado a espaços de Fréchet [13].

Nosso principal objetivo neste caṕıtulo é estabelecer este resultado.

Seja KN o espaço de todas as sequências com coordenadas em K. Observe que KN,

munido com a topologia dada pela faḿılia de semi-normas pn(x) = sup
1≤k≤n

|xk|; n ∈ N, onde

x = (xj)j∈N ∈ KN, é um espaço de Fréchet separável. Se X é um subespaço vetorial fechado

de KN, então X também é um espaço de Fréchet separável com a topologia induzida pela

topologia de KN.

Seja X um espaço de Fréchet contido em KN arbitrário. Definimos o deslocamento à

esquerda ponderado com respeito a w = (wn)n∈N em X por

Bw(x1, x2, x3, . . . ) = (w2x2, w3x3, w4x4, . . . ),

onde w é uma sequência de escalares não nulos.

Se Bw é um deslocamento à esquerda ponderado que aplica X em X, então Bw é

cont́ınuo. De fato, claramente cada funcional coordenada fj : X −→ K; fj(x1, x2, . . . ) = xj,

j ∈ N é cont́ınuo. Seja ((xn, Bwxn))n∈N uma sequência de elementos do gráfico de Bw,

GBw = {(x,Bwx) ∈ KN ×KN; x ∈ X}, tal que

(xn, Bwxn)−−−→
n→∞

(x, y), em KN ×KN.

Isto é,

(xn,1, xn,2, . . . )−−−→
n→∞

(x1, x2, . . . ) e (w2xn,2, w3xn,3, . . . )−−−→
n→∞

(y1, y2, . . . ),

onde xn = (xn,1, xn,2, . . . ), x = (x1, x2, . . . ) e y = (y1, y2, . . . ). Como fj é cont́ınuo para

todo j ∈ N, temos que

(xn,1, xn,2, . . . )−−−→
n→∞

(x1, x2, . . . ) implica que xn,j −−−→
n→∞

xj, para todo j ∈ N
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e

(w2xx,2, w3xx,3, . . . )−−−→
n→∞

(y1, y2, . . . ) implica que wj+1xn,j+1 −−−→
n→∞

yj, para todo j ∈ N.

Logo, wj+1xj+1 = yj, para todo j ∈ N, com isso y = Bwx e portanto (x, y) ∈ GBw . Logo,

GBw é fechado em KN ×KN. Pelo Teorema do Gráfico Fechado ([34], Teorema 2.15), Bw é

cont́ınuo.

Observamos que se um espaço de Fréchet contido em KN arbitrário X contém a sequência

de vetores unitários canônicos (en)n∈N, então para todo x = (x1, x2, . . . ) ∈ X, x =
∞∑
n=1

xnen.

Teorema 4.2. Se X é um espaço de Fréchet contido em KN arbitrário que contém (en)n∈N

e B, o deslocamento à esquerda, que é o deslocamento à esquerda ponderado pela sequência

de pesos w = (1, 1, · · · , 1, · · · ), aplica X em X, então B é hiperćıclico.

Demonstração. Pela definição das semi-normas em X, é fácil ver que en −−−→
n→∞

0.

Vejamos que B satisfaz o critério de hiperciclicidade. Seja X0 = Y0 = c00. Como

(en)n∈N ⊂ X, X0 é denso em X. Sejam Sn = F n, para todo n ∈ N, onde F : Y0 −→ Y0

é o deslocamento à direita. Com isto, as condições (i) e (iii) do critério de hiperciclicidade

são satisfeitas pela sequência (n)n∈N. Como Snej = en+j −−−→
n→∞

0, para todo j ∈ N, pela

linearidade de S, temos que Sny −−−→
n→∞

0 para todo y ∈ Y0. Assim, as três condições do

critério de hiperciclicidade são satisfeitas. Logo, B é hiperćıclico.

Teorema 4.3. Se X é um espaço de Fréchet contido em KN arbitrário que contém (en)n∈N

e Bw, um deslocamento à esquerda ponderado, aplica X em X, então Bw é hiperćıclico.

Demonstração. Definamos v = (v1, v2, . . . ), onde vn =

(
n∏
j=1

wj

)−1

, para todo n ∈ N e

consideremos o espaço Xv = {(xn)n∈N; (xnvn)n∈N ∈ X}.

Definimos em Xv as semi-normas pn(x) = sup
1≤k≤n

|xk|; n ∈ N, onde x = (xj)j∈N. A

aplicação φv : Xv −→ X, (xn)n∈N 7→ (xnvn)n∈N é um isomorfismo de espaços vetoriais. Com

a topologia em Xv dada pela faḿılia de semi-normas citadas acima, não é dif́ıcil ver que U é

aberto em Xv se, e só se, φv(U) é aberto em X. Além disso,
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(Bw ◦ φv)(x1, x2, x3, . . . ) = Bw(x1v1, x2v2, x3v3, . . . )

= Bw

x1w
−1
1 , x2

(
2∏
j=1

wj

)−1

, x3

(
3∏
j=1

wj

)−1

, . . .


=

x2w
−1
1 , x3

(
2∏
j=1

wj

)−1

, x4

(
3∏
j=1

wj

)−1

, . . .


e

(φv ◦B)(x1, x2, x3, . . . ) = φv(x2, x3, x4 . . . )

= (x2v1, x3v2, x4v3 . . . )

=

x2w
−1
1 , x3

(
2∏
j=1

wj

)−1

, x4

(
3∏
j=1

wj

)−1

, . . .


Logo, Bw ◦ φv = φv ◦ B e dáı, φ satisfaz as condições do Lema 2.1 para B e Bw. Como X

contém (en)n∈N, então Xv também o contém. Logo, pelo Teorema 4.2, B : Xv −→ Xv é

hiperćıclico, Portanto, Bw : X −→ X também é hiperćıclico.

É interessante notar que em `p, 1 ≤ p < ∞, e c0 olhados como subespaços de KN, o

operador λB é hiperćıclico para todo λ ∈ K não nulo. Porém se olharmos para `p, 1 ≤ p <∞,

e c0 como espaços de Banach, o operador λB permanece hiperćıclico, se |λ| > 1, mas se

|λ| ≤ 1, λB não é hiperćıclico.

Seja v = (vn)n∈N uma sequência de números reais positivos. Definimos `p(v), 1 ≤ p <∞,

e c0(v) por

`p(v) =

{
(xn)n∈N;

∞∑
n=1

|xn|pvn <∞

}
e

c0(v) =
{

(xn)n∈N; lim
n→∞

|xn|vn = 0
}
.

Não é dif́ıcil ver que com ‖ x ‖p=

(
∞∑
n=1

|xn|pvn

)1/p

e ‖ x ‖∞= sup
n∈N
|xn|vn, onde

x = (x1, x2, . . . ); os espaços (`p(v), ‖ x ‖p), (`p(v), ‖ x ‖∞) e (c0, ‖ x ‖∞) são espaços
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de Banach. Se B, o deslocamento à esquerda, aplica `p(v) em `p(v) (c0(v) em c0(v)), então

B é cont́ınuo e a aplicação definida por

eB =
∞∑
k=0

1

k!
Bk

é linear cont́ınua em `p(v) (c0(v)).

Teorema 4.4. Seja X um dos espaços `p(v), 1 ≤ p < ∞, ou c0(v). Se T = eB aplica X

em X, então T é hiperćıclico.

Demonstração. Como `1(v) é denso em c0 e em `p((v
p
n)n∈N), φ : `1(v) −→ X definida por

φ(y) = y satisfaz as condições do Lema 2.1.

Vejamos que T é topologicamente transitivo em `1(v). Seja X0 = c00. Como X0 é denso

em `1(v), basta mostrarmos que dados x = (xk)k∈N, y = (yk)k∈N ∈ X0 e ε > 0 arbitrários,

existem n ∈ N0 e z ∈ `1(v) tais que

‖ x− z ‖< ε e ‖ y − T nz ‖< ε.

Vejamos, sejam x = (xk)k∈N, y = (yk)k∈N ∈ X0 e ε > 0 arbitrários. Seja m ∈ N tal que

xk = yk = 0, para k > m. É fácil ver que a matriz

W =



1
m!

1
(m+1)!

. . . 1
(2m−1)!

1
(m−1)!

1
m!

. . . 1
(2m−2)!

...
...

. . .
...

1
1!

1
2!

. . . 1
m!


tem determinante não nulo. Logo, o operador W é invert́ıvel. Seja

C =‖ W−1 ‖

(
m∑
k=1

|yk|+m

m∑
k=1

|xk|

)
, (4.1)

onde ‖ W−1 ‖ denota a norma de W−1 como um operador de (Km, ‖ · ‖1) em (Km, ‖ · ‖∞).

Agora seja N ∈ N tal que
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2m∑
k=m+1

Nm−kvk <
ε

eC
. (4.2)

Seja z = (z1, z2, . . . ) uma sequência finita tal que zk = xk para k ∈ {1, . . . ,m} e zk = 0

para k ≥ 2m + 1. Escolhemos zk para k ∈ {m + 1, . . . , 2m} de forma que as m primeiras

coordenadas de T nz =
∞∑
j=0

nj

j!
Bjz coincidam com as de y, isto é,

yk =
∞∑
j=0

nj

j!
zk+j =

2m∑
j=k

nj−k

(j − k)!
zj, k ∈ {1, . . . ,m}.

Isto é equivalente a solução do sistema

A


x1

...

xm

+ E


zm+1

...

z2m

 =


y1

...

ym

 (4.3)

com

A =



1 n
1!

. . . nm−1

(m−1)!

0 1 . . . nm−2

(m−2)!

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1


, E =



nm

m!
nm+1

(m+1)!
. . . n2m−1

(2m−1)!

nm−1

(m−1)!
nm

m!
. . . n2m−2

(2m−2)!

...
...

. . .
...

n
1!

n2

2!
. . . nm

m!


.

Repare que E = D1WD2, onde

D1 =



nm−1 0 . . . 0

0 nm−2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1


, D2 =



n 0 . . . 0

0 n2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . nm


.

Portanto, a solução de (4.3) é dada por


zm+1

...

z2m

 = D−1
2 W−1D−1

1




y1

...

ym

− A


x1

...

xm


 (4.4)
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onde

D−1
1 =



n−m+1 0 . . . 0

0 n−m+2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . 1


, D−1

2 =



n−1 0 . . . 0

0 n−2 . . . 0

...
...

. . .
...

0 0 . . . n−m


.

Isto mostra que a sequência z de fato existe. Além disso, como as entradas de D−1
1 e de D−1

1

são limitadas por 1, temos que

‖ D−1
1 [(y1, . . . , ym)− A(x1, . . . , xm) ‖1≤

m∑
k=1

|yk|+m
m∑
k=1

|xk|.

Disto, de (4.1) e de (4.4), temos

|zk| ≤ Cnm−k, k ∈ {m+ 1, . . . , 2m}. (4.5)

Finalmente, seja n ≥ N . Então (4.2) e (4.5) implicam que

‖ x− z ‖=
2m∑

k=m+1

|zk|vk ≤ C
2m∑

k=m+1

nm−kvk < ε

e também que

‖ y − T nz ‖ =
2m∑

k=m+1

∣∣∣∣∣
2m∑
j=k

nj−k

(j − k)!
zj

∣∣∣∣∣ vk
≤ C

2m∑
k=m+1

(
2m∑
j=k

nm−k

(j − k)!

)
vk

≤ eC

(
2m∑

k=m+1

nm−kvk

)
< ε.

Teorema 4.5. Seja X um dos espaços `p(v), 1 ≤ p < ∞, ou c0(v). Se T = I + B, onde

B denota o deslocamento à esquerda, aplica X em X, então T é hiperćıclico.

Demonstração. Como antes, é suficiente mostrar o resultado para `1(v). Vejamos que existem
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uma sequência de pesos positivos w = (wn)n∈N e φ : `1(w) −→ `1(v) satisfazendo as condições

do Lema 2.1 para I +B e eB. Seja

A =



a11 0 0 0 . . .

a21 a22 0 0 . . .

a31 a32 a33 0 . . .

...
...

...
...

. . .


uma matriz infinita triangular inferior com ann 6= 0, para todo n ∈ N, e definamos

φ(en) =
n∑
k=1

ankek, para todo n ∈ N. Queremos que A seja tal que (I+B)φ(en) = φ(eBen),

para todo n ∈ N. Vejamos,

(I +B)φ(en) =
n∑
k=1

ank(I +B)ek = annen +
n−1∑
k=1

(ank + ank+1)ek.

por outro lado

φ(eBen) = φ

(
n−1∑
k=0

1

k!
en−k

)
= φ

(
n∑
j=1

1

(n− j)!
ej

)

=
n∑
j=1

1

(n− j)!

(
j∑

k=1

ajkek

)
=

n∑
k=1

(
n∑
j=k

ajk
(n− j)!

ek

)
.

Definamos estas expressões como iguais. Comparando os coeficientes de en−1, obtemos

ann−1 + ann = an−1n−1 + ann−1, para todo n ≥ 2. Dáı, os elementos da diagonal são iguais.

Comparando os coeficientes restantes obtemos para k ∈ {1, . . . , n− 2},

ank + ank+1 =
n∑
j=k

ajk
(n− j)!

.

Portanto,

ank+1 =
n−1∑
j=k

ajk
(n− j)!

,

um sistema pasśıvel de solução. Repare que os valores dos elementos an1, para todo n ≥ 2

podem ser quaisquer. Então definimos todos iguais a 0. Também, não importa o valor dos
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elementos da diagonal, desde que sejam iguais. Definimos então todos iguais a 1. Definida

a matriz A, podemos escolher uma sequência (wn)n∈N adequada tal que φ : `1(w) −→ `1(v)

é uma aplicação cont́ınua bem definida e eB aplica `1(w) em `1(w). Pela construção feita,

(I +B) ◦ φ = φ ◦ eB; além disso, toda sequência finita pertence a φ(`1(w)). Logo, φ(`1(w))

é densa em `1(v). Como eB é hiperćıclico, I +B também o é.

Corolário 4.6. Sejam X um dos espaços `p(v), 1 ≤ p < ∞, ou c0(v) e (wn)n∈N uma

sequência de pesos. Se T = I + Bw e S = eBw aplicam X em X, então T e S são

hiperćıclicos.

A demonstração do lema a seguir pode ser encontrada em ([13], Lema 2 e [29], Corolário 1).

Lema 4.7. Seja X um espaço de Fréchet separável de dimensão infinita que não é isomorfo

a KN. Então existem sequências (xn)n∈N em X e (x∗n)n∈N em X∗ tais que

a) (xn)n∈N converge a 0 e o subespaço vetorial gerado por {xn; n ∈ N} é denso em X,

b) a faḿılia (x∗n)n∈N é equicont́ınua,

c) x∗n(xk) = 0, se k 6= n e 0 < x∗n(xn) ≤ 1, para todo n ∈ N.

O resultado a seguir foi obtido para espaços de Banach por Ansari [3] e, de forma inde-

pendente, por Bernal [7]. Bonet e Peris generalizaram para espaços de Fréchet [13].

Teorema 4.8 (Ansari-Bernal-Bonet-Peris). Todo espaço de Fréchet separável de di-

mensão infinita possui um operador hiperćıclico.

Demonstração. Seja X um espaço de Fréchet separável de dimensão infinita.

Se X = KN, pelo Teorema 4.3, o deslocamento a esquerda é hiperćıclico.

Caso contrário, podemos supor que X não é isomorfo a KN. Pelo Lema 4.7, existem

sequências (xn)n∈N em X e (x∗n)n∈N em X∗ com as tais propriedades. Seja T : X −→ X,

Tx = x+
∞∑
n=1

2−nx∗n+1(x)xn, para todo x ∈ X.

Pela equicontinuidade de (x∗n)n∈N e pelo fato de (xn)n∈N tender a 0, temos que T é um

operador linear cont́ınuo bem definido. Agora seja S : `1 −→ `1, S = I +Bw, onde Bw é um
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deslocamento à esquerda ponderado com w =

(
x∗1(x1)

20
,
x∗2(x2)

21
,
x∗3(x3)

22
, . . .

)
. Pelo Corolário

4.6, S é hiperćıclico.

A aplicação φ : `1 −→ X, φ((αn)n∈N) =
∞∑
n=1

αnxn é cont́ınua e tem imagem densa, pois

o subespaço vetorial gerado por {xn; n ∈ N} é denso em X. Como T ◦ φ = φ ◦ S, φ satisfaz

as condições do Lema 2.1. Logo, T é hiperćıclico.
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Caṕıtulo 5

Densidade dos Operadores

Hiperćıclicos

Dado um espaço de Fréchet X, vamos denotar por Ls(X) o espaço vetorial L(X) de

todos os operadores lineares cont́ınuos sobre X munido da topologia da convergência pontual.

Fixada uma métrica invariante d compat́ıvel com a topologia de X, observamos que uma base

de vizinhanças de um operador T em Ls(X) é dada pelos conjuntos

U(T ; x1, . . . , xn, ε) := {S ∈ L(X); d(Txk, Sxk) < ε para todo 1 ≤ k ≤ n},

onde n ∈ N, x1, . . . , xn ∈ X são linearmente independentes e ε > 0.

Nosso objetivo neste caṕıtulo é demonstrar o seguinte resultado:

Teorema 5.1. Para todo espaço de Fréchet separável X de dimensão infinita, o conjunto

dos operadores hiperćıclicos sobre X é denso em Ls(X).

Este teorema foi estabelecido por K. C. Chan [14] no caso em que X é um espaço de

Hilbert separável de dimensão infinita e estendido por J. Bès e K. C. Chan [8] aos espaços de

Fréchet. A demonstração simplificada que apresentaremos aqui, usando o Teorema 5.3 abaixo,

é devida a J. Bès e K. C. Chan [9].

No caso em que X é um espaço de Banach, é usual considerarmos L(X) munido da norma

dos operadores. Com respeito à topologia induzida por esta norma, o conjunto dos operadores
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hiperćıclicos não é denso em L(X), já que todo operador hiperćıclico T ∈ L(X) satisfaz

‖T‖ > 1. Na verdade, P.Y. Wu [36] mostrou que o conjunto dos operadores ćıclicos é nunca

denso em L(X).

A fim de demonstrarmos o Teorema 5.1, vamos começar com o seguinte

Lema 5.2. Suponha que {x1, . . . , xn} e {y1, . . . , yn} são dois conjuntos de vetores line-

armente independentes em um espaço de Fréchet X. Então existe um operador invert́ıvel

A ∈ L(X) tal que

Axk = yk para todo k ∈ {1, . . . , n}.

Demonstração. Seja M o subespaço gerado por {x1, . . . , xn, y1, . . . , yn}, que é um subespaço

vetorial de X de dimensão m ≤ 2n. Existem vetores xn+1, . . . , xm e yn+1, . . . , ym tais que

ambos {x1, . . . , xm} e {y1, . . . , ym} são bases de M . Como subespaços de dimensão finita

são fechados, o Teorema de Hahn-Banach implica a existência de funcionais x∗k ∈ X∗ tais que

x∗k(xj) = δj,k para quaisquer j, k ∈ {1, . . . ,m}, onde

δj,k :=

 0 se j 6= k

1 se j = k
.

Definamos A : X −→ X por

Ax :=
m∑
k=1

x∗k(x)yk + x−
m∑
k=1

x∗k(x)xk,

que é claramente um operador linear cont́ınuo. Note que

Axk = yk para todo k ∈ {1, . . . ,m}.

Em particular, A estabelece uma bijeção de M sobre M . Além disso, M ′ :=
m⋂
k=1

Ker(x∗k) é

um complemento algébrico de M (isto é, X = M ⊕M ′) e A|M ′ é o operador identidade sobre

M ′. Portanto, A é bijetivo. Pelo Teorema da Aplicação Aberta, A é um operador invert́ıvel.

O próximo resultado é devido a D. W. Hadwin, E. A. Nordgren, H. Radjavi e P. Rosenthal
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[22].

Teorema 5.3. Seja X um espaço de Fréchet de dimensão infinita. Suponha que T ∈ L(X)

tem a seguinte propriedade: para todo n ∈ N, existem n vetores x1, . . . , xn em X tais que

x1, . . . , xn, Tx1, . . . , Txn

são linearmente independentes. Então a classe de conjugação

S(T ) := {A−1TA; A ∈ L(X) é invert́ıvel}

de T é densa em Ls(X).

Demonstração. Fixemos R ∈ L(X), x1, . . . , xn ∈ X linearmente independentes e ε > 0.

Podemos definir indutivamente vetores y1, . . . , yn tais que

x1, . . . , xn, y1, . . . , yn são linearmente independentes

e

d(Rxk, yk) < ε para todo k ∈ {1, . . . , n}.

De fato, se y1, . . . , yk−1 já foram escolhidos, então basta escolhermos yk ∈ B(Rxk; ε) que não

seja uma combinação linear de x1, . . . , xn, y1, . . . , yk−1. Agora, pela nossa hipótese, existem

vetores z1, . . . , zn ∈ X tais que z1, . . . , zn, T z1, . . . , T zn são linearmente independentes. Pelo

Lema 5.2, existe um operador invert́ıvel A ∈ L(X) tal que

Axk = zk e Ayk = Tzk (1 ≤ k ≤ n).

Portanto,

d(Rxk, A
−1TAxk) = d(Rxk, yk) < ε para todo k ∈ {1, . . . , n},

donde A−1TA ∈ U(R;x1, . . . , xn, ε).
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Vamos finalmente demonstrar o Teorema 5.1.

Demonstração. (Teorema 5.1) Pelo Teorema de Ansari-Bernal-Bonet-Peris (4.8), existe um

operador hiperćıclico T ∈ L(X). Seja x um vetor hiperćıclico de T . Como x, Tx, T 2x, . . .

é uma sequência linearmente independente (Corolário 3.5), para cada n ∈ N, temos que os

vetores

x, T 2x, T 4x, . . . , T 2n−2x, Tx, T 3x, T 5x, . . . , T 2n−1x

são linearmente independentes. Portanto, o Teorema 5.3 garante que a classe de conjugação

S(T ) de T é densa em Ls(X). Como todo operador em S(T ) é claramente hiperćıclico, temos

o resultado desejado.

49



Caṕıtulo 6

Existência de Operadores

Hiperćıclicos com Comportamento

Prescrito

Sabemos que a órbita de um vetor hiperćıclico é um conjunto simultaneamente denso e

linearmente independente. Assim, é natural perguntarmos se, reciprocamente, toda sequência

densa e linearmente independente está contida na órbita de algum vetor hiperćıclico de algum

operador hiperćıclico. Esta pergunta foi proposta originalmente no contexto dos espaços de

Banach por I. Halperin, C. Kitai e P. Rosenthal [23], que deram uma resposta positiva para

espaços de Hilbert. A solução do problema para espaços de Banach foi dada por S. Grivaux

[19], que estabeleceu o seguinte resultado:

Teorema 6.1. Dado um subconjunto denso e linearmente independente {xn; n ∈ N} de um

espaço de Banach X, existe um operador T ∈ L(X), necessariamente hiperćıclico, tal que

orb(x1, T ) = {xn; n ∈ N}.

Recentemente este resultado foi estendido por A. A. Albanese [1] a espaços de Fréchet

com uma norma cont́ınua.

Nosso objetivo neste caṕıtulo é provar o teorema acima. Para tal, precisamos de alguns

lemas.

Lema 6.2. Sejam X um espaço de Banach e A ∈ L(X) um operador invert́ıvel. Se B ∈
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L(X) satisfaz ‖A−B‖ < 1

‖A−1‖
, então B também é invert́ıvel e

‖A−1 −B−1‖ ≤ ‖A−1‖2‖A−B‖
1− ‖A−1‖‖A−B‖

.

Demonstração. Se T ∈ L(X) e ‖T‖ < 1, então a série
∞∑
n=0

T n converge em L(X) na norma

dos operadores e, assim, define um operador C ∈ L(X). Como

(I − T )C = C(I − T ) = I,

o operador I − T é invert́ıvel e tem inversa C. Logo, como

‖I − A−1B‖ = ‖A−1(A−B)‖ ≤ ‖A−1‖‖A−B‖ < 1,

o operador A−1B = I − (I − A−1B) é invert́ıvel, donde B é invert́ıvel. Além disso,

B−1A = (A−1B)−1 =
∞∑
n=0

(I − A−1B)n = I +
∞∑
n=1

(A−1(A−B))n.

Portanto,

A−1 −B−1 = (I −B−1A)A−1 = −
∞∑
n=1

(A−1(A−B))nA−1.

Aplicando a norma dos operadores e usando a fórmula das séries geométricas, obtemos a

estimativa desejada para ‖A−1 −B−1‖.

Lema 6.3. Sejam X um espaço de Banach de dimensão infinita, X0, Y0 subconjuntos densos

de X, E,F subespaços de X com dim(E) = dim(F ) < ∞, e A ∈ L(X) um operador

invert́ıvel com A(E) = F . Então, dados x0 ∈ X \E, y0 ∈ X \F e ε > 0, existe um operador

invert́ıvel B ∈ L(X) tal que

B|E = A|E, Bx0 ∈ Y0, B
−1y0 ∈ X0 e ‖A−B‖ < ε.

Demonstração. Como E é um subespaço de dimensão finita de X, E é fechado em X. Logo,

51



o Teorema de Hahn-Banach garante a existência de um funcional x∗ ∈ X∗ tal que

x∗(x0) = 1 e x∗(x) = 0 para todo x ∈ E.

Pela densidade de Y0 em X, existe y1 ∈ Y0 tal que

‖x∗‖‖y1 − Ax0‖ < min

{
ε

2
,

1

‖A−1‖

}

e podemos supor que y1 não pertence ao subespaço gerado por F∪{y0}. Definimos C ∈ L(X)

por

Cx := Ax+ x∗(x)(y1 − Ax0) (x ∈ X).

Claramente,

C|E = A|E, Cx0 = y1 e ‖A− C‖ < min

{
ε

2
,

1

‖A−1‖

}
.

Pelo Lema 6.2, C é invert́ıvel. Agora, usando o Teorema de Hahn-Banach, tomemos y∗ ∈ X∗

tal que

y∗(y0) = 1 e y∗(y) = 0 para todo y pertencente ao subespaço gerado por F ∪ {y1}.

Seja η ∈
(

0,
1

‖C‖

)
. Pela densidade de X0 em X, existe x1 ∈ X0 tal que

‖y∗‖‖x1 − C−1y0‖ < η.

Definimos D ∈ L(X) por

Dy := C−1y + y∗(y)(x1 − C−1y0) (y ∈ X).

Então

D|F = C−1|F , Dy1 = C−1y1 = x0, Dy0 = x1 e ‖C−1 −D‖ < η <
1

‖C‖
.
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Pelo Lema 6.2, D é invert́ıvel. Além disso, o Lema 6.2 também mostra que escolhendo η

suficientemente pequeno, teremos ‖C −D−1‖ < ε

2
. Logo, ‖A −D−1‖ ≤ ‖A − C‖ + ‖C −

D−1‖ < ε e B := D−1 é o operador que estávamos procurando.

Lema 6.4. Suponha X um espaço de Banach, X0 = {xn; n ∈ N} e Y0 = {yn; n ∈ N}

conjuntos densos e linearmente independentes em X, e ε > 0. Então existe um operador

invert́ıvel A ∈ L(X) tal que

A(X0) = Y0 e ‖I − A‖ < ε.

Demonstração. Vamos construir indutivamente conjuntos finitos Vn ⊂ X0,Wn ⊂ Y0 e ope-

radores invert́ıveis An ∈ L(X) de modo que as seguintes condições se verificam para todo

n ∈ N:

(i) Vn−1 ⊂ Vn e {x1, . . . , xn} ⊂ Vn,

(ii) Wn−1 ⊂ Wn e {y1, . . . , yn} ⊂ Wn,

(iii) An(Vn) = Wn, An|Vn−1 = An−1|Vn−1 e ‖An − An−1‖ <
ε

2n
,

onde V0 = W0 = ∅ e A0 = I.

Para n = 1 aplicamos o Lema 6.3 com F = E = {0} e A = I para obtermos um operador

invert́ıvel A1 ∈ L(X) com ‖A1 − I‖ < ε

2
tal que existem p1, q1 ≥ 1 com A1x1 = yp1 e

A1xq1 = y1. Então colocamos V1 = {x1, xq1} e W1 = {y1, yp1} (note que ambos os conjuntos

podem ser unitários).

Suponha n ≥ 2 e V1, . . . , Vn−1,W1, . . . ,Wn−1, A1, . . . , An−1 já constrúıdos com as pro-

priedades desejadas. Como card(Vn−1) = card(Wn−1), podemos aplicar o Lema 6.3 com E

sendo o subespaço gerado por Vn−1, F sendo o subespaço gerado por Wn−1 e A = An−1, para

x0 escolhemos o vetor xkn ∈ X0 de menor ı́ndice que não pertence a E e para y0 escolhemos o

vetor ymn ∈ Y0 de menor ı́ndice que não pertence a F . Obtemos então um operador invert́ıvel

An ∈ L(X) e inteiros pn, qn ≥ 1 tais que

An|E = An−1|E, Anxkn = ypn , Anxqn = ymn e ‖An − An−1‖ <
ε

2n
.
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Agora, colocamos Vn = Vn−1∪{xkn , xqn} e Wn = Wn−1∪{ymn , ypn}. Pela construção e pela

hipótese de indução,

{x1, . . . , xn} ⊂ Vn, {y1, . . . , yn} ⊂ Wn e An(Vn) = Wn.

Como
∞∑
n=1

‖An − An−1‖ <∞,

A := I +
∞∑
n=1

(An − An−1)

define um operador em L(X). Além disso, ‖I − A‖ ≤
∞∑
n=1

‖An − An−1‖ < ε. Escolhendo

ε < 1, o Lema 6.2 garante que A é invert́ıvel. Finalmente, como

A = lim
n→∞

An

na norma dos operadores, conclúımos que A(X0) = Y0.

Lema 6.5. Suponha X um espaço de Banach, X0 = {xn; n ∈ N} e Y0 = {yn; n ∈ N}

conjuntos densos e linearmente independentes em X, B ∈ L(X) um operador invert́ıvel com

Bx1 = y1, e ε > 0. Então existe um operador invert́ıvel A ∈ L(X) tal que

A(X0) = Y0, Ax1 = y1 e ‖B − A‖ < ε.

Demonstração. A demonstração é idêntica à do lema anterior se começarmos com A1 = B,

V1 = {x1} e W1 = {y1}, e então procedermos com a indução.

Agora vamos finalmente demonstrar o Teorema 6.1.

Demonstração. (Teorema 6.1) Como X é um espaço de Banach separável de dimensão infi-

nita, o Teorema 4.8 garante a existência de um operador hiperćıclico S ∈ L(X). Aplicando
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o Lema 6.3 com E = F = {0}, X0 = {xn; n ∈ N}, Y0 = HC(S) e A = I, obtemos um

operador invert́ıvel B ∈ L(X) tal que y1 := Bx1 ∈ HC(S).

Como {yn; n ∈ N} := orb(y1, S) é linearmente independente, podemos aplicar o Lema 6.5

com X0 = {xn; n ∈ N} e Y0 = {yn; n ∈ N} e obtermos um operador invert́ıvel A ∈ L(X)

tal que

A(X0) = Y0 e Ax1 = y1.

Logo, o operador T := A−1SA também é hiperćıclico e

orb(x1, T ) = {T nx1;n ∈ N} = A−1({Sny1; n ∈ N}) = A−1(Y0) = X0,

como queŕıamos demonstrar.
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Caṕıtulo 7

Operadores Diagonalmente

Hiperćıclicos

Nos caṕıtulos 1 e 2 vimos algumas condições necessárias e outras suficientes para que um

N -produto de operadores seja hiperćıclico. Neste momento, estudaremos um caso especial de

hiperciclicidade de tais operadores.

Dados T1, . . . , TN operadores definidos em X, agora estamos interessados não apenas na

existência de um vetor qualquer em XN com órbita densa, mas procuramos um vetor x de

X tal que a N -úpla (x, . . . , x) possua órbita densa em XN com respeito a T1 × · · · × TN .

Operadores com esta propriedade são chamados d-hiperćıclicos.

No decorrer deste caṕıtulo, apresentamos algumas condições suficientes para d-hiperciclici-

dade, além de alguns exemplos envolvendo os operadores translação, derivação e deslocamento

à esquerda.

Definição 7.1. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T1, . . . , TN , N ≥ 2, operado-

res lineares cont́ınuos em X. Dizemos que T1, . . . , TN são d-hiperćıclicos (diagonalmente

hiperćıclicos) se existe x ∈ X tal que

orb((x, . . . , x), (T1 × · · · × TN)) = {(x, . . . , x), (T1x, . . . , TNx), (T 2
1 x, . . . , T

2
Nx), . . . }

é densa em XN . O vetor x é dito um vetor d-hiperćıclico com respeito aos operadores

T1, . . . , TN .
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Note que um operador não é d-hiperćıclico com ele mesmo. Mais geralmente, um ope-

rador não é d-hiperćıclico com um múltiplo escalar seu. De fato, se T e cT , onde c ∈ K,

possúıssem um vetor d-hiperćıclico x, então existiriam sequências crescentes (nk)k∈N e (mk)k∈N

de números naturais tais que

(T nkx, (cT )nkx)−−−→
k→∞

(x, 0) e (Tmkx, (cT )mkx)−−−→
k→∞

(0, x).

Mas o primeiro limite implica que |c| < 1 e o segundo limite implica que |c| > 1, o que é uma

contradição.

Definição 7.2. Sejam X um espaço de Fréchet separável e T1, . . . , TN , N ≥ 2, operadores

lineares cont́ınuos em X. Dizemos que T1, . . . , TN são d-topologicamente transitivos se

para quaisquer subconjuntos V0, . . . , VN abertos não vazios de X, existe m ∈ N tal que

V0 ∩ (Tm1 )−1(V1) ∩ · · · ∩ (TmN )−1(VN) 6= ∅.

Teorema 7.3. Sejam T1, . . . , TN operadores lineares cont́ınuos em um espaço de Fréchet

separável X de dimensão infinita. O conjunto dos vetores d-hiperćıclicos de T1, . . . , TN é um

conjunto residual se, e só se, T1, . . . , TN são d-topologicamente transitivos.

Demonstração. Suponha que T1, . . . , TN sejam d-topologicamente transitivos. Como X é

separável, a topologia de X possui uma base enumerável {Uj, j ∈ N}. Então, para cada

(j1, . . . , jN) ∈ NN , temos que

⋃
m∈N

(
(Tm1 )−1(Uj1) ∩ · · · ∩ (TmN )−1(UjN )

)
é aberto e denso em X. Mas um vetor x ∈ X é d-hiperćıclico se, e só se, dado um aberto básico

não vazio W1×· · ·×WN em XN arbitrário, existe m ∈ N tal que Tm1 x ∈ W1, . . . , T
m
N x ∈ WN ,

isto é, dado J = (j1, . . . , jN) ∈ NN arbitrário, existe m ∈ N tal que

x ∈ (Tm1 )−1(Uj1) ∩ · · · ∩ (TmN )−1(UjN ).
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Portanto, o conjunto dos vetores d-hiperćıclicos de T1, . . . , TN é dado por

⋂
J∈NN

⋃
m∈N

(
(Tm1 )−1(Uj1) ∩ · · · ∩ (TmN )−1(UjN )

)
,

que é um subconjunto residual de X.

Agora, suponha que o conjunto dos vetores d-hiperćıclicos de T1, . . . , TN é um conjunto

residual. Então, dados subconjuntos abertos V0, . . . , VN não vazios de X, existe x ∈ V0

tal que x é d-hiperćıclico. Logo, existe n ∈ N tal que (T n1 x, . . . , T
n
Nx) ∈ V1 × · · · × VN .

Por conseguinte, V0 ∩ (T n1 )−1(V1) ∩ · · · ∩ (T nN)−1(VN) 6= ∅, provando que T1, . . . , TN são

d-topologicamente transitivos.

Teorema 7.4 (Critério de D-Hiperciclicidade). Sejam T1, . . . , TN operadores lineares

cont́ınuos em um espaço de Fréchet separável X de dimensão infinita. Se existem uma

sequência crescente (nk)k∈N de números naturais, conjuntos X0, . . . , XN densos em X e

aplicações Sl,k : Xl −→ X, k ∈ N, não necessariamente lineares ou cont́ınuas, satisfazendo,

para todo l ∈ {1, . . . , N},

(a) T nk
l x0 −−−→

k→∞
0 para todo x0 ∈ X0,

(b) Sl,kxl −−−→
k→∞

0 para todo xl ∈ Xl e

(c) (T nk
l Si,k − δi,lIdXi

)xi −−−→
k→∞

0 para todo xi ∈ Xi e para todo i ∈ {1, . . . , N},

então T1, . . . , TN são d-topologicamente transitivos e, em particular, d-hiperćıclicos.

Demonstração. Sejam V0, . . . , VN subconjuntos abertos não vazios de X. Observe que para

cada l ∈ {0, . . . , N}, temos que Vl ∩ Xl 6= ∅. Fixemos yl ∈ Vl ∩ Xl e ε > 0 tais que

B(yl, (N+1)ε) ⊂ Vl, l ∈ {0, . . . , N}. Por (a), (b) e (c), existe k0 ∈ N tal que T nk
l y0, Sl,kyl e

T nk
l Si,kyi−δi,lyi pertencem a B(0, ε), para todo k ≥ k0 e para todo i ∈ {1, . . . , N}. Então,

para cada k ≥ k0, temos que zk := y0 +
N∑
i=1

Si,kyi ∈ V0 e T nk
l zk ∈ B(yl, (N + 1)ε) ⊂ Vl.

Dáı, V0 ∩ (T nk
1 )−1(V1) ∩ · · · ∩ (T nk

N )−1(VN) 6= ∅ para todo k ≥ k0. Portanto, T1, . . . , TN são

d-topologicamente transitivos e pelo Teorema 7.3 são d-hiperćıclicos.
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É importante notar que se T : X −→ X é topologicamente transitivo, então para qualquer

par U, V de subconjuntos abertos não vazios de X, segue que T n(U) ∩ V 6= ∅ para n

arbitrariamente grande. De fato, seja k ∈ N arbitrário. Temos que U e (T k)−1(V ) são abertos

não vazios, pois T é cont́ınua e tem imagem densa (Teorema de Bourdon (3.4)). Logo, existem

m ∈ N0 e x ∈ X tais que x ∈ U e Tmx ∈ (T k)−1(V ). Portanto, Tm+k(U) ∩ V 6= ∅.

O teorema a seguir é um resultado similar ao Teorema de Bès-Peris (2.9).

Teorema 7.5. Sejam T1, . . . , TN (N ≥ 2) operadores lineares cont́ınuos em um espaço de

Fréchet separável X de dimensão infinita. São equivalentes:

(i) T1, . . . , TN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

(ii) (D-Hiperciclicidade Densa Hereditária) Existe uma sequência crescente (nk)k∈N de

naturais tal que para qualquer subsequência (nkj)j∈N de (nk)k∈N, existe um conjunto Z denso

em XN tal que {(T
nkj

1 z, . . . , T
nkj

N z) : j ∈ N} é denso em X, qualquer que seja o vetor z ∈ Z.

(iii) Para cada r ∈ N, os operadores T1 × · · · × T1︸ ︷︷ ︸
r vezes

, . . . , TN × · · · × TN︸ ︷︷ ︸
r vezes

são d-topologica-

mente transitivos.

Demonstração. (i) ⇒ (ii): Se T1, . . . , TN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade com res-

peito a uma sequência (nk)k∈N, então dada uma subsequência (nkj)j∈N de (nk)k∈N arbitrária,

claramente T1, . . . , TN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade com respeito a (nkj)j∈N. Pela

demonstração do Teorema 7.4, dados V, Uj1 , . . . , UjN subconjuntos abertos não vazios de X

arbitrários, temos que V ∩ (T
nkj

1 )−1(Uj1) ∩ · · · ∩ (T
nkj

N )−1(UjN ) 6= ∅ para algum j ∈ N. Com

isso, pela demonstração do Teorema 7.3, a condição (ii) é satisfeita pela sequência (nk)k∈N e

o subconjunto denso

Z =
⋂
J∈NN

⋃
j∈N

(
(T

nkj

1 )−1(Uj1) ∩ · · · ∩ (T
nkj

N )−1(UjN )
)
,

onde J = (j1, . . . , jN).

(ii) ⇒ (iii): Seja r ∈ N fixado e, para cada l ∈ {0, . . . , N} e cada j ∈ {1, . . . , r}, seja

Vl,j ⊂ X aberto não vazio. Suponha que T1, . . . , TN satisfazem (ii) com respeito a uma
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sequência (nk)k∈N. Então existe uma subsequência (n1,k)k∈N de (nk)k∈N tal que

V0,1 ∩ (T
n1,k

1 )−1(V1,1) ∩ · · · ∩ (T
n1,k

N )−1(VN,1) 6= ∅, para todo k ∈ N.

Como (n1,k)k∈N é subsequência de (nk)k∈N, T1, . . . , TN satisfazem (ii) com respeito a (n1,k)k∈N,

donde existe uma subsequência (n2,k)k∈N de (n1,k)k∈N tal que

V0,2 ∩ (T
n2,k

1 )−1(V1,2) ∩ · · · ∩ (T
n2,k

N )−1(VN,2) 6= ∅, para todo k ∈ N.

Procedendo neste mesmo racioćınio, depois de r etapas, obtemos

V0,j ∩ (T
nr,k

1 )−1(V1,j) ∩ · · · ∩ (T
nr,k

N )−1(VN,j) 6= ∅,

para todo j ∈ {1, . . . , r} e para todo k ∈ N.

(iii) ⇒ (i): Se vale (iii), então para cada r ∈ N e Vl,k (0 ≤ l ≤ N, 1 ≤ k ≤ r)

subconjuntos abertos não vazios de X, existe m ∈ N arbitrariamente grande tal que

V0,k ∩ (Tm1 )−1(V1,k) ∩ · · · ∩ (TmN )−1(VN,k) 6= ∅, para todo k ∈ {1, . . . , r}. (7.1)

Sejam (U1,n×· · ·×UN,n)n∈N uma base da topologia de XN e (U0,n)n∈N uma base da topologia

de X. Para cada n ∈ N e l ∈ {0, . . . , N}, sejam Ul,n,0 := Ul,n e Wn := B
(
0, 1

n

)
.

Para cada l ∈ {1, . . . , N}, tomemos Ul,1,1 aberto não vazio de diâmetro menor que 1/2

tal que Ul,1,1 ⊂ Ul,1,0. Por (7.1), existe n1 > 1 tal que

U0,1,0 ∩ (T n1
1 )−1(W1) ∩ · · · ∩ (T n1

N )−1(W1) 6= ∅ (7.2)

e

W1 ∩ (T n1
l )−1(Ul,1,1) ∩

⋂
s 6=l

(T n1
s )−1(W1) 6= ∅, para todo l ∈ {1, . . . , N}. (7.3)

Repare que por (7.2), para cada l ∈ {1, . . . , N}, o conjunto Al = U0,1,0 ∩ (T n1
l )−1(W1) é

aberto e não vazio e que T n1
l (Al) ⊂ W1. Tomemos U0,1,1 aberto e não vazio de diâmetro
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menor que 1/2 tal que U0,1,1 ⊂ Al. Dáı, U0,1,1 ⊂ U0,1,0 e T n1
l (U0,1,1) ⊂ W1. Por (7.3), para

cada s ∈ {1, . . . , N}, podemos fixar ws,1,1 ∈ W1 tal que para cada l ∈ {1, . . . , N},

T n1
l ws,1,1 ∈

 Ul,1,0, se s = l

W1, se s 6= l
.

Agora, tomemos Ul,1,2 e Ul,2,1 abertos e não vazios de diâmetro menor que 1/3 tais que

Ul,1,2 ⊂ Ul,1,1, Ul,2,1 ⊂ Ul,2,0 e Ul,1,2 ∩ Ul,2,1 = ∅. Por (7.1), existe n2 > n1 tal que

U0,1,1 ∩ (T n2
1 )−1(W2) ∩ · · · ∩ (T n2

N )−1(W2) 6= ∅,

W2 ∩ (T n2
l )−1(Ul,1,2) ∩

⋂
s 6=l

(T n2
s )−1(W2) 6= ∅, para todo l ∈ {1, . . . , N}

e

U0,2,0 ∩ (T n2
1 )−1(W2) ∩ · · · ∩ (T n2

N )−1(W2) 6= ∅,

W2 ∩ (T n2
l )−1(Ul,2,1) ∩

⋂
s 6=l

(T n2
s )−1(W2) 6= ∅, para todo l ∈ {1, . . . , N}.

Procedendo como antes, para cada l ∈ {1, . . . , N}, tomamos ws,1,2 ∈ W2 e U0,1,2 aberto e

não vazio com diâmetro menor que 1/3 tais que U0,1,2 ⊂ U0,1,1, T n2
l (U0,1,2) ⊂ W2 e, para

cada s ∈ {1, . . . , N},

T n2
l ws,1,2 ∈

 Ul,1,2, se s = l

W2, se s 6= l

e tomamos também ws,2,1 ∈ W2 e U0,2,1 aberto e não vazio com diâmetro menor que 1/3 tais

que U0,2,1 ⊂ U0,2,0, T n2
l (U0,2,1) ⊂ W2 e, para cada s ∈ {1, . . . , N},

T n2
l ws,2,1 ∈

 Ul,2,1, se s = l

W2, se s 6= l
.

Continuando este processo indutivamente usando (7.1) em cada etapa, obtemos inteiros

1 < n1 < n2 < · · · e, para cada l ∈ {1, . . . , N}, i ∈ N e k ∈ {1, . . . , i}, abertos não

vazios Ul,k,i+1−k de diâmetro menor que
1

i+ 1
e wl,k,i+1−k ∈ Wl satisfazendo

61



(a) Ul,k,i+1−k ⊂ Ul,k,i−k ⊂ Ul,k.

(b) Cada coleção {Ul,k,i+1−k : 1 ≤ k ≤ i} tem elementos dois a dois disjuntos.

(c) T ni
l (U0,k,i+1−k) ⊂ Wi.

(d) Para s ∈ {1, . . . , N}, T ni
l ws,k,i+1−k ∈

 Ul,k,i+1−k, se s = l

Wi, se s 6= l
.

Agora, para cada l ∈ {0, . . . , N} e m ∈ N fixados,
∞⋂

j=m+1

Ul,m,j−m 6= ∅,

pois {Ul,m,j−m; j ≥ m + 1} forma uma sequência encaixante de compactos. Seja

al,m ∈
∞⋂

j=m+1

Ul,m,j−m. Se x ∈
∞⋂

j=m+1

Ul,m,j−m, então d(x, al,m) <
1

j
, para todo j ≥ m + 1.

Logo x = al,m, donde

{al,m} =
∞⋂

j=m+1

Ul,m,j−m.

Note que, por (b), al,m 6= al,n sempre que m 6= n e, por (a), Xl := {al,m : m ∈ N} é denso

em X. Então Sl,m : Xl −→ X,

Sl,mal,k :=

 wl,k,m+1−k, se m ≥ k

0, se 1 ≤ m < k

está bem definida e Sl,m −−−→
m→∞

0 pontualmente em Xl, para todo l ∈ {1, . . . , N}, pois

wl,k,m+1−k ∈ Wm = B

(
0,

1

m

)
. Por (d),

T nm
s Sl,mal,k = T nm

s wl,k,m+1−k ∈

 Ul,k,m+1−k, se s = l

Wm, se s 6= l
, quando m ≥ k.

Portanto, (T nm
s Sl,m − δs,lIdXl

) −−−→
m→∞

0 pontualmente em Xl, para todo l, s ∈ {1, . . . , N}.

Finalmente, T nm
l −−−→

m→∞
0 pontualmente em X0, para todo l ∈ {1, . . . , N}, por (c). Logo,

T1, . . . , TN satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

Vejamos alguns exemplos de operadores d-hiperćıclicos.

Proposição 7.6. Sejam a1, . . . aN números complexos não nulos e dois a dois distintos.

Então Ta1 , . . . , TaN são d-hiperćıclicos, onde Ta1 , . . . , TaN denotam os operadores translação
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por a1, . . . , aN em H(C), respectivamente.

Demonstração. Sejam h, g1, . . . , gN ∈ H(C) e r, ε > 0 arbitrários. Fixemos n0 ∈ N tal que

n0 > max
1≤i,j≤N

i6=j

{
2r

|ai − aj|

}
+ max

1≤i≤N

{
2r

|ai|

}
.

Vejamos que, para cada n ≥ n0, existe fn ∈ H(C) satisfazendo

sup
|z|≤r
|fn(z)− h(z)| < ε e

sup
|z|≤r
|T nai(fn)(z)− gi(z)| < ε, 1 ≤ i ≤ N.

(7.4)

Seja n ≥ n0 fixado. Observe que os discos fechados B(0, r), B(na1, r), . . . , B(naN , r)

são dois a dois disjuntos e, portanto, o complementar da união deles é conexo. Dáı, pelo

Teorema da de Runge ([33], Teorema 13.7), existe fn ∈ H(C) tal que

|fn(z)− h(z)| < ε para cada z ∈ B(0, r) e

|fn(w)− gi(w − nai)| < ε para cada w ∈ B(nai, r), 1 ≤ i ≤ N.
(7.5)

Mas (7.5) implica (7.4) (veja exemplo 1.5). Logo, Ta1 , . . . , TaN são d-topologicamente tran-

sitivos, consequentemente d-hiperćıclicos.

Proposição 7.7. Sejam r1, . . . , rN ∈ N tais que r1 < · · · < rN e λ1, . . . , λN ∈ C\{0}, com

N ≥ 2. Então λ1D
r1 , . . . , λND

rN são d-hiperćıclicos, onde D denota o operador derivação

em H(C).

Demonstração. Claramente T1 = λ1D
r1 , . . . , TN = λND

rN satisfazem o critério de d-

hiperciclicidade para a sequência (n)n∈N, X0 = · · · = XN o conjunto dos polinômios em

C e Sl,n : Xl −→ X definidas, para cada l ∈ {1, . . . , N} e cada n ∈ N, por Sl,n(p) = q, onde

p(z) =
m∑
k=0

akz
k e q(z) =

m∑
k=0

ak
λnl

k!

(k + rln)!
zk+rln, ak ∈ C.
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Proposição 7.8. Seja X um dos espaços de Banach c0 ou `p (1 ≤ p < ∞) e sejam

1 ≤ r1 < · · · < rN inteiros (N ≥ 2). Para cada l ∈ {1, . . . , N}, seja wl = (wl,n)n∈N uma

sequência limitada de escalares não nulos e seja Bwl
: X −→ X o correspondente operador

deslocamento à esquerda ponderado. Então são equivalentes:

(i) Br1
w1
, . . . , BrN

wN
são d-hiperćıclicos.

(ii) Para cada ε > 0 e q ∈ N, existe m ∈ N arbitrariamente grande satisfazendo, para

todo j ∈ {1, . . . , q},

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlm| >
1

ε
(1 ≤ l ≤ N) (7.6)

e

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlm|
|ws,j+(rl−rs)m+1 · · ·ws,j+rlm|

>
1

ε
(1 ≤ s < l ≤ N). (7.7)

(iii) Br1
w1
, . . . , BrN

wN
satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

Demonstração. (i) ⇒ (ii): Dados ε > 0 e q ∈ N, fixemos 0 < δ < 1 com
δ

1− δ
< ε. Seja

x = (x1, x2, . . . ) um vetor d-hiperćıclico para Br1
w1
, . . . , BrN

wN
. Escolha m > q tal que

|xk| < δ, para todo k ≥ r1m, (7.8)

e

‖ Brlm
wl

x− (e1 + · · ·+ eq) ‖< δ para todo l ∈ {1, . . . , N}. (7.9)

Para cada l ∈ {1, . . . , N}, segue de (7.9) que

1− δ < |wl,i+1 · · ·wl,i+rlmxi+rlm| < 1 + δ, se i ≤ q, (7.10)

e

|wl,i+1 · · ·wl,i+rlmxi+rlm| < δ, se i > q. (7.11)

Fixemos j ∈ {1, . . . , q} e l ∈ {1, . . . , N}. Por (7.8) e (7.10),

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlm| >
1− δ
δ

>
1

ε
.
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Além disso, fixado s < l, temos que

|ws,j+(rl−rs)m+1 · · ·ws,j+rlm| <
δ

|xj+rlm|

(por (7.11) com s em lugar de l e j + (rl − rs)m em lugar de i), donde

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlm|
|ws,j+(rl−rs)m+1 · · ·ws,j+rlm|

>
|wl,j+1 · · ·wl,j+rlmxj+rlm|

δ
>

1− δ
δ

>
1

ε
,

onde usamos (7.10) na segunda desigualdade.

(ii) ⇒ (iii): Se (ii) é verdadeiro, então existem inteiros 1 ≤ n1 < n2 < · · · satisfazendo,

para cada q ∈ N e cada j ∈ {1, . . . , q},

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlnq | > q (l ∈ {1, . . . , N}), (7.12)

e

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlnq |
|ws,j+(rl−rs)m+1 · · ·ws,j+rlnq |

> q (l, s ∈ {1, . . . , N} com s < l). (7.13)

Agora, seja X0 = · · · = XN = c00. Note que X0 é denso em X e que B
rlnq
wl −−−→

q→∞
0

pontualmente em X0, para todo l ∈ {1, . . . , N}. Para cada l ∈ {1, . . . , N} e q ∈ N, considere

a aplicação Sl,q : Xl −→ X dada por

Sl,q(x1, x2, . . . ) =

 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
rlnq vezes

,
x1

wl,2 · · ·wl,1+rlnq

, . . . ,
xj

wl,j+1 · · ·wl,j+rlnq

, . . .

 .

Então B
rlnq
wl Sl,q = IdXl

e, por (7.12), segue que Sl,q −−−→
q→∞

0 pontualmente em Xl, para todo

l ∈ {1, . . . , N}. Agora, para 1 ≤ s < l ≤ N , temos que B
rlnq
wl Ss,q −−−→

q→∞
0 pontualmente em

Xl, pois rs < rl. Além disso, B
rsnq
ws Sl,q −−−→

q→∞
0 pontualmente em Xl, por (7.13). Portanto,

Br1
w1
, . . . , BrN

wN
satisfazem o critério de d-hiperciclicidade.

(iii) ⇒ (i): Segue do critério de d-hiperciclicidade (Teorema 7.4).

Cabe comentar que operadores hiperćıclicos em espaços normados possuem norma estri-

tamente maior que 1. De fato, se T : X −→ X é tal que ‖T‖ ≤ 1, então ‖x‖ ≥ ‖Tx‖,
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para todo x ∈ X, donde ‖x‖ ≥ ‖T nx‖ para todo x ∈ X e para todo n ∈ N, isto é, todas as

órbitas de T são limitadas. Portanto, não há vetor hiperćıclico com respeito a T .

Corolário 7.9. Sejam N ≥ 2 e para cada l ∈ {1, . . . , N}, rl ∈ N e λl ∈ C com

r1 ≤ r2 ≤ · · · ≤ rN . Os operadores λ1B
r1 , . . . , λNB

rN são d-hiperćıclicos se, e só se,

r1 < r2 < · · · < rN e 1 < |λ1| < |λ2| < · · · < |λN |. (7.14)

Demonstração. Para cada l ∈ {1, . . . , N}, sejam λ
1/rl
l uma raiz fixada de p(z) = zrl − λl e

Bwl
o operador deslocamento à esquerda ponderado com wl = (wl,n)n∈N = (λ

1/rl
l )n∈N. Assim,

Brl
wl

= λlB
rl .

Suponha que λ1B
r1 , . . . , λNB

rN são d-hiperćıclicos e sejam s, l ∈ {1, . . . , N} fixados com

s < l. Como operadores hiperćıclicos em espaços normados possuem norma estritamente

maior que 1 e ‖Brs‖ = 1, |λs| =‖ λsBrs ‖> 1. Além disso, como λsB
rs e λlB

rl são d-

hiperćıclicos e um operador não pode ser d-hiperćıclico como um múltiplo escalar dele mesmo,

rs < rl. Finalmente, pela Proposição 7.8 (fazendo ε = 1 em (ii)),

|λl|m

|λs|m
=

(|λl|
1
rl )rlm

(|λs|
1
rs )rsm

=
|wl,2 · · ·wl,rlm+1|

|ws,(rl−rs)m+2 · · ·ws,rlm+1|
> 1

para algum m ∈ N. Portanto, |λs| < |λl| e como s, l foram tomados arbitrariamente em

{1, . . . N} com s < l, segue a desigualdade em (7.14).

Agora suponha, reciprocamente, que

r1 < r2 < · · · < rN e 1 < |λ1| < |λ2| < · · · < |λN |,

e sejam ε > 0 e q ∈ N arbitrários. Fixemos m ∈ N tal que |λ1|m >
1

ε
e

(
|λl|
|λs|

)m
>

1

ε

para todo s, l ∈ {1, . . . , N} com s < l. Então quaisquer l ∈ {1, . . . , N} e j ∈ {1, . . . , q},

satisfazem

|wl,j+1wl,j+2 · · ·wl,j+rlm| = (|λl|
1
rl )rlm = |λl|m > |λ1|m >

1

ε
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e

|wl,j+1wl,j+2 · · ·wl,j+rlm|
|ws,j+(rl−rs)m+1 · · ·ws,j+rlm|

=
|λl|m

|λs|m
>

1

ε
, se 1 ≤ s < l ≤ N.

Logo, pela Proposição 7.8, λ1B
r1 , . . . , λNB

rN são d-hiperćıclicos.

Proposição 7.10. Sejam X = c0 ou X = `p (1 ≤ p < ∞) e 2 ≤ N ∈ N fixado. Para

cada l ∈ {1, . . . , N}, sejam rl ∈ N, (wl,n)n∈N sequências limitadas de escalares não nulos,

Bwl
: X −→ X correspondentes deslocamentos à esquerda ponderados e r1 < · · · < rN

números naturais. Então são equivalentes:

(i) Br1
w1
× · · · ×BrN

wN
é hiperćıclico em XN .

(ii) sup
n∈N
{min{|wl,2wl,2 · · ·wl,rln| : 1 ≤ l ≤ N}} =∞.

(iii) Para cada ε > 0 e q ∈ N, existe um inteiro m > q satisfazendo, para todo

j ∈ {1, . . . , q},

|wl,j+1 · · ·wl,j+rlm| >
1

ε
(1 ≤ l ≤ N).

(iv) Br1
w1
× · · · ×BrN

wN
satisfaz o critério de hiperciclicidade em XN .

Demonstração. (ii) ⇒ (iii): Se (ii) é verdadeiro, então, para cada l ∈ {1, . . . , N}, existe(
|wl,2 · · ·wl,rlnl,k

|
)
k∈N subsequência crescente de (|wl,2 · · ·wl,rln|)n∈N tal que

|wl,2 · · ·wl,rlnl,k
| −−−→
k→∞

∞.

Dados ε > 0 e q ∈ N arbitrários, para cada j ∈ {1, . . . , q}, tomemos nl,kj ∈ N tal que

nl,kj > q e

|wl,2 · · ·wl,j+rlnl,kj
| > 1

ε
|wl,2 · · ·wl,j|.

Denotando por nl,k = max{nl,kj ; 1 ≤ j ≤ q}, temos que

|wl,2 · · ·wl,j+rlnl,k
| > 1

ε
|wl,2 · · ·wl,j|, para todo j ∈ {1, . . . , q}.

O resultado segue tomando m = max{nl,k; 1 ≤ l ≤ N}.

Claramente, (iii) ⇒ (ii).

67



Analogamente à demonstração da Proposição 7.8 verifica-se que (i), (iii) e (iv) são equi-

valentes.

Exemplo 7.11. Sejam w = (wn)n∈N a sequência de escalares dada por

wk =



2, se k∈
⋃
n∈N

{22n+1, . . . , 22n+n} ∪ {3(22n+n)−n+1, . . . , 3(22n+n)−n+n}

1

2n
, se k ∈

⋃
n∈N

{22n + n+ 1} ∪ {3(22n + n) + 1}

1 para os demais valores de k em N

e Bw : X −→ X o deslocamento à esquerda ponderado correspondente, onde X = c0 ou

X = `p (1 ≤ p < ∞). Então Bw × B3
w é hiperćıclico em X × X, mas Bw e B3

w não são

d-hiperćıclicos. De fato,

min

{
m∏
j=2

wj,
3m∏
j=2

wj

}
= 2n, se m = 22n + n, n ∈ N.

Logo, pela Proposição 7.10, Bw ×B3
w é hiperćıclico em X ×X.

Agora, vamos provar que Bw e B3
w não satisfazem a condição (ii) da Proposição 7.8,

e portanto não são d-hiperćıclicos. Neste caso, na notação da Proposição 7.8, N = 2,

w1 = w2 = w, r1 = 1 e r2 = 3. Tomando ε = 1 e q = 1, e fazendo j = 1, l = 2 em (7.6) e

em (7.7) e s = 1 em (7.7), basta verificarmos que, para cada m ∈ N, ou (7.6) não é satisfeito

ou (7.7) não é satisfeito, isto é, respectivamente,

ou |w2 · · ·w1+3m| ≤ 1

ou |w2 · · ·w1+2m| ≤ 1.

Vejamos. Se |w2 · · ·w1+2m| > 1, então, pela definição da sequência w,

1 + 2m ∈
⋃
n∈N

{22n + 1, . . . , 22n + n} ∪ {3(22n + n)− n+ 1, . . . , 3(22n + n)}.
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Se 1 + 2m ∈
⋃
n∈N

{22n + 1, . . . , 22n + n}, então 1 + 2m = 22n + j para algum n ∈ N e algum

j ∈ {1, . . . , n}, donde

1 + 3m =
3

2
22n +

3

2
j − 1

2
≥ 3

2
22n + 1 > 22n + n

e

1 + 3m =
3

2
22n +

3

2
j − 1

2
≤ 3

2
22n − 3

2
n− 1

2
< 3(22n + n)− n+ 1.

Se 1 + 2m ∈
⋃
n∈N

{3(22n + n)− n + 1, . . . , 3(22n + n)}, então 1 + 2m = 3(22n + n)− n + j

para algum n ∈ N e algum j ∈ {1, . . . , n}, donde

1 + 3m =
9

2
22n + 3n+

3

2
j − 1

2
≥ 9

2
22n + 3n+ 1 > 4× 22n + n+ 1 = 22(n+1) + (n+ 1)

e

1 + 3m =
9

2
22n + 3n+

3

2
j − 1

2
≤ 9

2
22n +

9

2
n− 1

2

< 12× 22n + 2n+ 3 = 3
(
22(n+1) + (n+ 1)

)
− (n+ 1) + 1.

Isto é, se

1 + 2m ∈
⋃
n∈N

{22n + 1, . . . , 22n + n} ∪ {3(22n + n)− n+ 1, . . . , 3(22n + n)},

então

1 + 3m /∈
⋃
n∈N

{22n+1, . . . , 22n+n} ∪ {3(22n+n)−n+1, . . . , 3(22n+n)}.

Portanto, se |w2 · · ·w1+2m| > 1, então |w2 · · ·w1+3m| ≤ 1.

Se |w2 · · ·w1+3m| > 1, de forma análoga verificamos que |w2 · · ·w1+2m| ≤ 1.

Conhecendo a Proposição 7.8 podemos achar que potências de mesmo expoente de deslo-

camentos à esquerda ponderados nunca são d-hiperćıclicos, mas a proposição seguinte afirma

o contrário.

Proposição 7.12. Sejam (nq)q∈N uma sequência crescente de naturais, X = c0 ou

X = `p (1 ≤ p < ∞) e N ≥ 2. Então existem deslocamentos à esquerda ponderados
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Bw1 , . . . , BwN
definidos em X que são d-hiperćıclicos.

Demonstração. Não é dif́ıcil ver que dados vl ∈ K (l ∈ {1, . . . , N}) não nulos, existem únicos

yl ∈ K não nulos tais que

0 < y1 ∈ R,

max{|y1|, . . . , |yN |} = 1,

v1

y1

=
v2

y2

= · · · = vN
yN
.

(7.15)

Sejam {(z1,n, . . . , zN,n); n ∈ N} denso em XN e {z0,n; n ∈ N} denso em X tal que cada

zl,n = (zl,n,j)j∈N ∈ c00 e satisfaz

zl,n,j 6= 0 se, e só se, j ∈ {1, . . . , n}.

Seja m1 ∈ {nq; q ∈ N} tal que

2m1−1 > max{|zl,1,1|; 1 ≤ l ≤ N}. (7.16)

Para cada l ∈ {1, . . . , N} e cada k ∈ {1, . . . ,m1}, definamos wl,k := 2 e wl,m1+1 := yl. Onde

os yl são obtidos em (7.15) com

vl :=
zl,1,1

wl,2 · · ·wl,m1

.

Assim, x1 = (x1,j)j∈N ∈ X, onde

x1,j =


zl,1,1

wl,2 · · ·wl,m1+1

, j = m1 + 1

0 j ≤ m1

satisfaz Bm1
wl
x1 = zl,1 independente da forma como definamos wl,j, j > m1 + 1. Por (7.16)

e pelo fato de que max{|w1,m1|, . . . , |wN,m1|} = 1, segue que ‖x1‖ = |x1,m1+1| < 1.

Por indução, suponha que tenhamos escolhido, para cada k ∈ {1, . . . , n} um inteiro

mk ∈ {nq; q ∈ N} com mk > mk−1 +k−1, (2 ≤ k ≤ n), um vetor xk ∈ X e pesos wl,j ∈ K

para l ∈ {1, . . . , N} e j ∈ {1, . . . ,mn + n} tais que

0 < |wl,j| ≤ 2, l ∈ {1, . . . , N} e j ∈ {1, . . . ,mn + n},

70



‖xk‖ <
1

k
, k ∈ {1, . . . , n} e

Bmk
wl
xk = zl,k, l ∈ {1, . . . , N} e k ∈ {1, . . . , n}.

Depois de (n + 1) aplicações sucessivas de (7.15), obtemos y1,j, . . . , yN,j ∈ K,

j ∈ {1, . . . , n+ 1}, não nulos tais que

max{|yl,j|; 1 ≤ l ≤ N} = 1 e

z1,n+1,j(
mn+n∏
i=j+1

w1,i

)(
j∏

k=1

y1,k

) = · · · = zN,n+1,j(
mn+n∏
i=j+1

wN,i

)(
j∏

k=1

yN,k

) · (7.17)

Prosseguindo, seja mn + n < mn+1 ∈ {nq}q∈N tal que

2mn+1−(mn+n)

(n+ 1)2
> max



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
zN,n+1,j(

mn+n∏
i=j+1

wN,i

)(
j∏

k=1

yN,k

)
∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
; 1 ≤ j ≤ n+ 1


. (7.18)

Definimos

wl,k :=

 2, l ∈ {1, . . . , N}, k ∈ {mn + n+ 1, . . . ,mn+1}

yl,j, k = mn+1 + j (1 ≤ j ≤ n+ 1)
. (7.19)

Finalmente, seja xn+1 := (xn+1,k)k∈N dada por

xn+1,k :=


zN,n+1,j

wN,1+j · · ·wN,mn+1+j

, se k = mn+1 + j e j ∈ {1, . . . , n+ 1}

0, caso contrário

. (7.20)

Por (7.17) e (7.19), Bmn+1
wl

xn+1 = zl,n+1, l ∈ {1, . . . , N}. E por (7.17), (7.18), (7.19) e

(7.20),

‖xn+1‖ ≤
n+1∑
j=1

|xn+1,mn+1+j| <
n+1∑
j=1

1

(n+ 1)2
=

1

n+ 1
.

Por (7.17) e (7.19), 0 < |wl,j| ≤ 2 para l ∈ {1, . . . , N}, j ∈ {1, . . . ,mn+1 + n+ 1}.
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Por indução, conseguimos (xn)n∈N em X, (mn)n∈N ⊂ (nq)q∈N, e sequências wl = (wl,k)k∈N

tais que

(a) 0 < |wl,k| ≤ 2,

(b) ‖xn‖ <
1

n
e

(c) Bmn
wl
xn = zl,n,

para todo l ∈ {1, . . . , N} e todos n, k ∈ N.

Agora vejamos que Bw1 , . . . , BwN
são d-topologicamente transitivos. Sejam V0, . . . , VN

subconjuntos abertos não vazios de X. Como {(z1,n, . . . , zN,n); n ∈ N} é denso em XN e

{z0,n; n ∈ N} é denso em X, existem subsequências (n0,k)k∈N, . . . , (nN,k)k∈N de (n)n∈N e

k0, . . . , kN ∈ N tais que z0,n0,k
∈ V0, para todo k ≥ k0, · · · , zN,nN,k

∈ VN , para todo

k ≥ kN . Como xn −−−→
n→∞

0 e B
mnl,k
wl z0,nl,k0

−−−→
k→∞

0, segue que uk = z0,nl,k0
+ xnl,k

∈ V0 e

B
mnl,k
wl uk = B

mnl,k
wl z0,nl,k0

+B
mnl,k
wl xnl,k

= B
mnl,k
wl z0,nl,k0

+ zl,nl,k
∈ Vl,

para todo l ∈ {1, . . . , N} e k suficientemente grande. Logo Bw1 , . . . , BwN
são d-topologica-

mente transitivos e portanto d-hiperćıclicos.
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Caṕıtulo 8

Operadores Hiperćıclicos que Não

Satisfazem o Critério de

Hiperciclicidade

Todo operador hiperćıclico satisfaz o critério de hiperciclicidade? Durante um longo tempo,

todos os operadores hiperćıclicos conhecidos satisfaziam o critério de hiperciclicidade. Por isso

era razoável esperar que a pergunta acima possúısse resposta afirmativa. Aproximadamente 15

anos se passaram desde que D. A. Herrero propôs este problema [24] até que M. De La Rosa e

C. Read, por volta do ano de 2006, mostraram que existe um espaço de Banach que admite um

operador hiperćıclico que não satizfaz o critério de hiperciclicidade [15]. Nesta construção, não

é óbvio se o espaço obtido pode ser um dos espaços de Banach clássicos, porém F. Bayart e É.

Matheron mostraram que uma ampla classe de espaços de Banach torna negativa a resposta

do problema proposto por Herrero, incluindo os espaços c0 e `p (1 ≤ p <∞) [4]. Este caṕıtulo

é dedicado à construção feita por F. Bayart e É. Matheron.

Seja X um espaço de Banach que possui uma base incondicional (vi)i∈N0 com

‖vi‖X = 1, para todo i ∈ N0. Denotemos por E o subespaço vetorial de X gerado por

(vi)i∈N0 e tomemos a hipótese adicional de que o operador linear deslocamento à direita as-

sociado a (vi)i∈N0 , isto é, S : E −→ E definido por Svi = vi+1 é cont́ınuo. Mostraremos que

existe um operador hiperćıclico T : X −→ X que não satisfaz o critério de hiperciclicidade.
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Podemos estender o operador S a X. De fato, cada x ∈ X escreve-se de forma única

x =
∞∑
i=1

αivi para uma certa sequência de escalares (αi)i∈N0 . Definimos

Sx = S

(
∞∑
j=1

αjvj

)
=
∞∑
j=1

αjSvj. (8.1)

Vejamos que S : X −→ X está bem definido. Como X é um espaço completo com respeito

a sua norma ‖ · ‖X , para mostrarmos que
∞∑
j=1

αjSvj converge, basta verificarmos que esta

série satisfaz o critério de Cauchy. Como S : E −→ E é cont́ınuo, existe C > 0 tal que

‖Sy‖X ≤ C‖y‖X para todo y ∈ E. Seja ε > 0 arbitrário. Como
∞∑
j=1

αjvj converge, existe

N ∈ N tal que, para todos n ≥ m ≥ N ,

∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjvj

∥∥∥∥∥
X

<
ε

C
. Logo

∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjSvj

∥∥∥∥∥
X

=

∥∥∥∥∥S
(

n∑
j=m

αjvj

)∥∥∥∥∥
X

≤ C

∥∥∥∥∥
n∑

j=m

αjvj

∥∥∥∥∥
X

< C
ε

C
= ε, para todos n ≥ m ≥ N.

Portanto,
∞∑
j=1

αjSvj converge.

Para cada j ∈ N0, seja v∗j o funcional coordenada associado a (vi)i∈N0 , isto é, se

x =
∞∑
i=1

αivi, então

v∗j (x) = v∗j

(
∞∑
i=1

αivi

)
= αj.

Note que, como v∗j é cont́ınuo ([28], Corolário 4.1.16) e ‖vj‖X = 1 para todo j ∈ N0, a

faḿılia (v∗j )j∈N0 é pontualmente limitada, donde, pelo Teorema de Banach-Steinhaus ([34],

Teorema 2.5), (v∗j )j∈N0 é limitada.

Agora, sejam (bn)n∈N0 e (wn)n∈N, onde b0 := 0 e para todo n ∈ N,

wn := 4

(
1− 1

2
√
n

)
,

bn := 3n.

Observe que 2 ≤ wn ≤ 4 para todo n ∈ N. Seja também (pn)n∈N0 uma sequência de po-
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linômios em K satisfazendo:

p0 = 0, (pn)n∈N0 enumera todos os polinômios com coeficientes em Q, um

conjunto enumerável denso de K, e grau(pn) < bn−1, para todo n ∈ N.
(8.2)

Vamos construir um operador linear T : E −→ E da forma

Tvi =


wi+1vi+1, i 6= bn − 1, para todo n ∈ N

εnvi+1 +
∑
k≤i

λk,ivk, i = bn − 1, n ∈ N
(8.3)

satisfazendo

T bnv0 = pn(T )v0 +
1

n+ 1
vbn , para todo n ∈ N, (8.4)

onde εn e λk,bn−1 são escalares. Começamos definindo

Tvi := wi+1vi+1, para i ∈ {bn−1, . . . , bn − 2}, n ∈ N. (8.5)

Agora resta definir apenas Tvbn−1, n ∈ N. Supondo (8.4) verdadeiro, temos

T bnv0 = T bn−bn−1T bn−1v0

= T bn−bn−1

(
pn−1(T )v0 +

1

n
vbn−1

)
= T bn−bn−1pn−1(T )v0 +

wbn−1+1 · · ·wbn−1

n
Tvbn−1.

Assim definimos para n ∈ N,

Tvbn−1 := εnvbn + zn,

onde εn =
n

(n+ 1)wbn−1+1 · · ·wbn−1

, e

zn =
n

wbn−1+1 · · ·wbn−1

(pn(T )v0 − T bn−bn−1pn−1(T )v0). (8.6)

Observe que εn ≤ 1 para todo n ∈ N. Como grau(pn) < bn−1 < bn − 1 para todo n ∈ N, o

operador T : E −→ E está bem definido. Além disso, T satisfaz (8.3) e (8.4).
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Definamos ‖ · ‖1 em E por ‖x‖1 =
n∑
i=0

|αi|, se x =
n∑
i=0

αivi. Não é dif́ıcil ver que ‖ · ‖1

é uma norma em E. Denotemos dn := grau(pn) e |p|1 a soma dos módulos dos coeficientes

do polinômio p.

Lema 8.1. Se ‖zk‖1 ≤ 1, para todo k < n, então

‖zn‖1 ≤ n4max{dn,dn−1}+1

(
|pn|1
2bn−1

+ |pn−1|1 exp

(
− 1

8
√

2

√
bn−1

))
.

Demonstração. Seja n ∈ N fixado e suponhamos que ‖zk‖1 ≤ 1, para todo k < n. Para

cada j ∈ N0, seja Ej o subespaço vetorial gerado por {v0, . . . , vj}. Temos que se x ∈ Ej,

então x =

j∑
i=0

αivi. Logo, para cada j ∈ {1, . . . , bn − 2} arbitrário, segue que

Tx =

j∑
i=0

αiTvi =

j∑
i=0

i 6=bk−1

αiwi+1vi+1 +
∑

bk−1≤j

αbk−1(εkvbk + zk).

Portanto,

‖Tx‖1 ≤
j∑
i=0

i 6=bk−1

‖αiwi+1vi+1‖1 +
∑

bk−1≤j

‖αbk−1(εkvbk + zk)‖1

=

j∑
i=0

i 6=bk−1

|αiwi+1|+
∑

bk−1≤j

|αbk−1|‖εkvbk + zk‖1

≤
j∑
i=0

i 6=bk−1

|αiwi+1|+
∑

bk−1≤j

|αbk−1|2

≤ wj+1

j∑
i=0

i 6=bk−1

|αi|+ wj+1

∑
bk−1≤j

|αbk−1|

= wj+1

j∑
i=0

|αi|

= wj+1‖x‖1,

pois (wn)n∈N0 é crescente. A desigualdade também é verdadeira para x ∈ E0. Logo,

‖Tx‖1 ≤ wj+1‖x‖1, para todo x ∈ Ej, para todo j < bn − 1. E como, de (8.4) e (8.5),
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obtemos que T iv0 ∈ Ei para todo i ∈ N, temos que

‖Tmv0‖1 ≤
m∏
i=1

wi, para todo m ∈ {1, . . . , bn − 1}.

Esta desigualdade também é verdadeira para m = 0, se convencionarmos que um produto de

zero fatores é igual a 1. De (8.6), segue que

‖zn‖1 ≤
n

(
|pn|1

dn∏
i=1

wi + |pn−1|1
bn−bn−1+dn−1∏

i=1

wi

)
wbn−1+1 · · ·wbn−1

.

E como 2 ≤ wi ≤ 4, para todo i ∈ N, e bn − bn−1 − 1 ≥ bn−1, para todo n ∈ N, obtemos

‖zn‖1 ≤ n4max{dn,dn−1}+1

(
|pn|1

2bn−bn−1−1
+ |pn−1|1

bn−bn−1−1∏
i=1

wi
wi+bn−1

)

≤ n4max{dn,dn−1}+1

(
|pn|1
2bn−1

+ |pn−1|1
bn−bn−1−1∏

i=1

wi
wi+bn−1

)
.

Como log

(
1− s
1− r

)
≤ r − s, sempre que 0 ≤ r < s < 1, segue que

wi
wi+bn−1

=

(
1− 1

2
√
i

)
(

1− 1

2
√
i+ bbn−1

) ≤ exp

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)
para todo i ∈ N.

Dáı,

bn−bn−1−1∏
i=1

wi
wi+bn−1

≤ exp

[
bn−bn−1−1∑

i=1

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)]

≤ exp

[
bn−1∑
i=1

(
1

2
√
i+ bn−1

− 1

2
√
i

)]

≤ exp

(
−1

4

bn−1∑
i=1

bn−1

(i+ bn−1)3/2

)

≤ exp

(
−1

8

bn−1∑
i=1

1√
i+ bn−1

)
≤ exp

(
− 1

8
√

2

√
bn−1

)
.
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Podemos escrever T como T = R + K, onde R é definido em E por Rvi = yi+1vi+1,

com ybn = εn e, se i 6= bn, yi = wi e K é definido em E por Kvbn−1 = zn e, se i 6= bn − 1,

Kvi = 0. Veremos na demonstração da proposição abaixo que, escolhendo uma sequência

de polinômios (pn)n∈N0 adequada na definição de T : E −→ E, podemos estender T a X

definindo

Tx = Rx+Kx para todo x =
∞∑
i=0

αivi ∈ X, (8.7)

com Rx =
∞∑
i=0

αiRvi e Kx =
∞∑
i=0

αiKvi, de forma que T será um operador linear cont́ınuo.

Proposição 8.2. Existe uma sequência crescente de números positivos (un)n∈N tendendo

ao infinito tal que se grau(pn) < un e |pn|1 ≤ un, para todo n ∈ N, então o operador

T : X −→ X dado em (8.7) está bem definido e é cont́ınuo.

Demonstração. Como o operador deslocamento à direita associado a (vi)i∈N0 (S : X −→ X

definido em (8.1)) está bem definido, temos que para cada x =
∞∑
i=0

αivi ∈ X, a série

∞∑
i=0

αivi+1 converge. Além disso, como a base (vi)i∈N0 é incondicional, esta série converge

incondicionalmente. Logo, como (yi)i∈N é limitada, a série
∞∑
i=0

αiyi+1vi+1 converge ([28],

Proposição 4.2.8), donde o operador R : X −→ X está bem definido. Vejamos que R é

cont́ınuo. Seja ((xn, Rxn))n∈N uma sequência de elementos do gráfico de R, GR, tal que

(xn, Rxn)−−−→
n→∞

(x, y), em X ×X,

onde xn =
∞∑
i=0

αn,ivi, x =
∞∑
i=0

αivi e y =
∞∑
i=0

βivi. Como v∗j é cont́ınuo para todo j ∈ N0,

temos que

αn,j −−−→
n→∞

αj, para todo j ∈ N0

e

αn,j−1yj −−−→
n→∞

βj, para todo j ∈ N0,

onde definimos α−1 = αn,−1 = 0, para todo n ∈ N, e y0 = 0 (na verdade, y0 pode ser

qualquer). Logo, αj−1yj = βj, para todo j ∈ N0. Com isso y = Rx e portanto (x, y) ∈ GR.
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Logo, GR é fechado em X ×X. Pelo Teorema do Gráfico Fechado ([34], Teorema 2.15), R

é cont́ınuo.

Agora, vejamos que K : X −→ X está bem definido e é cont́ınuo. Como a sequência de

números positivos  2bn−1 exp

(
1

8
√

2

√
bn−1

)
4n2n

(
2bn−1 + exp

(
1

8
√

2

√
bn−1

))

n∈N

tende ao infinito, podemos encontrar uma sequência crescente de números positivos (un)n∈N

tendendo ao infinito tal que

un4un ≤
2bn−1 exp

(
1

8
√

2

√
bn−1

)
4n2n

(
2bn−1 + exp

(
1

8
√

2

√
bn−1

)) , para todo n ∈ N.

Isto é,

n4un+1

(
un

2bn−1
+ un exp

(
− 1

8
√

2

√
bn−1

))
≤ 1

2n
, para todo n ∈ N.

Se grau(pn) < un e |pn|1 ≤ un, para todo n ∈ N, então, pelo Lema 8.1 e por indução,

temos que ‖zn‖1 ≤
1

2n
, para todo n ∈ N. Como ‖vi‖X = 1, para todo i ∈ N0, segue que

‖Kvbn−1‖X = ‖zn‖≤‖zn‖1≤
1

2n
. Assim

∞∑
i=0

‖Kvi‖X <∞. Logo, o operador K : X −→ X

está bem definido. Além disso, se x =
∞∑
i=0

αivi ∈ X, como |αj| = |v∗j (x)| ≤ ‖v∗j‖X∗‖x‖X e

(v∗j )j∈N0 é limitada, obtemos

‖Kx‖X ≤
∞∑
i=0

|αi|‖Kvi‖X ≤
∞∑
i=0

‖v∗i ‖X∗‖x‖X‖Kvi‖X ≤ A‖x‖X ,

para um certo A > 0. Conclúımos que K é um operador cont́ınuo. Portanto, T é cont́ınuo.

Seja M o subespaço vetorial gerado pela órbita de v0 com respeito ao operador T dado

em (8.7), isto é, M = {p(T )v0; p é um polinômio}. Segue imediatamente de (8.3) e (8.4)

que M = E.

Proposição 8.3. Seja T : X −→ X como na Proposição 8.2. Então T é hiperćıclico.

79



Demonstração. De (8.2) e (8.4), temos que M ⊂ orb(v0, T ). Com isso, o resultado segue

do fato de que M = E.

Definimos um produto em E = M da seguinte forma

p(T )v0 · q(T )v0 := (pq)(T )v0,

onde pq denota o produto usual de funções definidas no corpo de escalares K. Vamos construir

um funcional linear não nulo φ : E −→ K tal que a aplicação (x, y) 7→ φ(x · y) é cont́ınua em

E × E.

Lema 8.4. Seja φ : E −→ K um funcional linear. Se
∞∑
r=0
s=0

|φ(vr · vs)| <∞, então a aplicação

(x, y) 7→ φ(x · y) é cont́ınua em E × E.

Demonstração. Sejam x =
n∑
r=0

αrvr e y =
m∑
s=0

βsvs pertencentes a E arbitrários. Temos que

|φ(x · y)| ≤
∑

1≤r≤n
1≤s≤m

|αr||βs||φ(vr · vs)| ≤
∞∑
r=0
s=0

|αr||βs||φ(vr · vs)| ≤ C2

∞∑
r=0
s=0

|φ(vr · vs)|‖x‖‖y‖

para todo (x, y) ∈ E × E, onde C = sup
i∈N0

‖v∗i ‖.

Fixados r, s ∈ N com r ≤ s e escrevendo r = bk + u, s = bl + v com 0 ≤ u < bk+1− bk e

0 ≤ v < bl+1 − bl, de (8.4) e (8.5), temos que

vr =
k + 1

wbk+1 · · ·wbk+u

(T bk − pk(T ))T uv0,

e

vs =
l + 1

wbl+1 · · ·wbl+v
(T bl − pl(T ))T vv0.

Portanto, para qualquer funcional linear φ : E −→ K,

|φ(vr · vs)| ≤
(k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|,
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onde

y(k,u)(l,v) = (T bk − pk(T ))(T bl − pl(T ))T u+vv0.

Denotando Λ := {(m, t) ∈ N × N; t < bm+1 − bm}, construiremos um funcional linear não

nulo φ : E −→ K tal que a série

∑
((k,u),(l,v))∈Λ×Λ

(k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|

converge. Como o próximo lema mostra, a requerida propriedade será cumprida se definirmos

φ como segue. Definimos φ(v0) = 1 e φ(T iv0) = 0 se 1 ≤ i < b1. Se bn ≤ i < bn+1 para

algum n ∈ N, definimos

φ(T iv0) =

 φ(pn(T )T i−bnv0); bn ≤ i <
3bn
2

ou 2bn ≤ i <
5bn
2

0 caso contrário.

Note que φ(T iv0) está bem definido se φ(T jv0) é conhecido para j<i, pois, como, grau(pn)+

i− bn<i, pn(T )T i−bnv0 pertence ao subespaço vetorial gerado por {T nv0; 0 ≤ n < i}.

Lema 8.5. Para todo k ∈ {0, . . . , l} segue que

(a) φ(y(k,u)(l,v)) = 0, se u+ v <
bl
6

.

(b) |φ(y(k,u)(l,v))| ≤ Bl,

onde Bl := max
0≤j≤l

{(1 + |pj|1)2}
∏

0<j≤l+1

(max{1, |pj|1})2 .

Demonstração. Para provar (a), observe primeiro que, pela definição de φ, temos

φ((T bk − pk(T ))z) = 0

sempre que z pertence ao subespaço vetorial gerado por

{
T nv0; n ∈ N, 0 ≤ n <

bk
2

ou bk ≤ n <
3bk
2

}
.

Agora, suponha que u+ v <
bl
6

(l ∈ N).
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Quando k = l, escrevemos

y(k,u)(l,v) = (T bk − pk(T ))T bk+u+vv0 − (T bk − pk(T ))pk(T )T u+vv0.

Como bk + u+ v <
7bk
6

<
3bk
2

, o vetor T bk+u+vv0 pertence ao subespaço vetorial gerado por{
T nv0; n ∈ N, bk ≤ n <

3bk
2

}
. E como grau(pk)+u+v <

bk
2

, o vetor pk(T )T u+vv0 pertence

ao subespaço vetorial gerado por

{
T nv0; n ∈ N, 0 ≤ n <

bk
2

}
. Portanto, φ(y(k,u)(l,v)) = 0.

Quando k < l, escrevemos

y(k,u)(l,v) = (T bl − pl(T ))(T bk − pk(T ))T u+vv0.

Como l > k, temos que l = k+m para algum m ≥ 1, donde bl = 3l = 3m×3k ≥ 3×3k = 3bk.

Com isso, bk + u+ v <
bl
3

+
bl
6

=
bl
2

. Portanto, (T bk − pk(T ))T u+vv0 pertence ao subespaço

vetorial gerado por

{
T nv0; n ∈ N, 0 ≤ n <

bl
2

}
. Logo, φ(y(k,u)(l,v)) = 0.

Para provar (b), observamos primeiro que se q é um polinômio, então

|φ(q(T )v0)| ≤ |q|1 max
0≤j≤grau(q)

|φ(T jv0)|. (8.8)

Afirmamos que

max
0≤i<bn

|φ(T iv0)| ≤
∏

0<j<n

(max {1, |pj|1})2 , para todo n ∈ N. (8.9)

De fato, seja Kn :=
∏

0<j<n

(max {1, |pj|1})2. O resultado é verdadeiro para n = 0 e n = 1, se

considerarmos que o produto de 0 fatores é igual a 1. Suponha que a desigualdade é válida

para algum n ∈ N. Temos que

max
bn≤i<2bn

|φ(T iv0)| = max
bn≤i< 3bn

2

|φ(pn(T )T i−bnv0)|

≤ |pn|1 max
0≤j< bn

2
+grau(pn)

|φ(T jv0)|

≤ |pn|1Kn,
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pois
bn
2

+ grau(pn) < bn (8.10). Similarmente

max
2bn≤i<bn+1

|φ(T iv0)| = max
2bn≤i< 5bn

2

|φ(pn(T )T i−bnv0)| ≤ |pn|1 max
bn≤j<2bn

|φ(T jv0)|,

pois grau(pn) <
bn
3

(8.10). Com isso,

max
0≤i<bn+1

|φ(T iv0)| = max

{
max

0≤i<bn
|φ(T iv0)|, max

bn≤i<2bn
|φ(T iv0)|, max

2bn≤i<bn+1

|φ(T iv0)|
}

≤ max
{
kn, |pn|1kn, |pn|21kn

}
= Kn+1.

Por indução, segue (8.9).

O vetor y(k,u)(l,v) tem a forma q(T )v0, onde q é um polinômio tal que

grau(q) ≤ bk + bl + u + v < 6bl < bl+2 e |q|1 ≤ (1 + |pl|1)(1 + |pk|1). Portanto, o re-

sultado segue de (8.8) e (8.9).

Lema 8.6. Existe uma sequência de números positivos (tn)n∈N tendendo ao infinito tal que

se grau(pn) < tn e |pn|1 ≤ tn, para todo n ∈ N0, então a aplicação (x, y) 7→ φ(x · y) é

cont́ınua em E × E.

Demonstração. Do Lema 8.5, obtemos

∞∑
r=0
s=0

|φ(vr · vs)| ≤
∑

(k,u),(l,v)∈Λ×Λ

(k + 1)(l + 1)

2u+v
|φ(y(k,u)(l,v))|

≤
∞∑
k=0

∑
l≥k

(l + 1)2Bl

∑
u+v≥ bl

6

1

2u+v
.

Seja (al)l∈N0 uma sequência de números positivos tendendo ao infinito tal que

∞∑
k=0

∑
l≥k

(l + 1)2al
∑

u+v≥ bl
6

1

2u+v
<∞.

Da definição de Bl, é claro que podemos encontrar uma sequência (tn)n∈N tendendo ao infinito

tal que, se grau(pn) < tn e |pn|1 ≤ tn, então Bl ≤ al, para todo l ∈ N0. Pelo Lema 8.4, está
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conclúıda a demonstração.

Observamos que, claramente, podemos escolher na definição de T uma sequência de po-

linômios (pn)n∈N satisfazendo (8.2), as hipóteses da Proposição 8.2 e as hipóteses do Lema

8.6.

Proposição 8.7. O operador T : X −→ X, dado em (8.7) com a sequência de polinômios

(pn)n∈N satisfazendo (8.2), as hipóteses da Proposição 8.2 e as hipóteses do Lema 8.6, não

satisfaz o critério de hiperciclicidade.

Demonstração. Como a aplicação (x, y) 7→ φ(x · y) é cont́ınua e φ é linear,

A := {(x, y); |φ(x · y)| < 1} e B := {(x, y); |φ(x · y)| > 1}

são subconjuntos abertos não vazios de M ×M . Além disso,

{x · y; (x, y) ∈ A} ∩ {x · y; (x, y) ∈ B} = ∅. (8.10)

Sejam U1,V1,U2,V2⊂X abertos não vazios tais que (U1×V2)∩(orb(v0, T )×orb(v0, T ))⊂A

e (V1 × U2) ∩ (orb(v0, T )× orb(v0, T )) ⊂ B. De (8.10),

{m+ n; Tmv0 ∈ U1 e T nv0 ∈ V2} ∩ {k + l; T kv0 ∈ V1 e T lv0 ∈ U2} = ∅.

Logo {k − m; T kv0 ∈ V1 e Tmv0 ∈ U1} ∩ {n − l; T nv0 ∈ V2 e T lv0 ∈ U2} = ∅. Que

implica

{r; T r(U1) ∩ V1 6= ∅} ∩ {s; T s(U2) ∩ V2 6= ∅} = ∅. (8.11)

De fato, se r ∈ N0 é tal que T r(U1) ∩ V1 6= ∅, então W := U1 ∩ (T r)−1(V1) é aberto

não vazio. Logo, existe p ∈ N0 tal que T pv0 ∈ W , donde T r+pv0 ∈ V1 e portanto

r ∈ {k − m; T kv0 ∈ V1 e Tmv0 ∈ U1}. Analogamente, se T s(U2) ∩ V2 6= ∅, então

s ∈ {n− l; T nv0 ∈ V2 e T lv0 ∈ U2}. De (8.11), temos que T × T não é hiperćıclico. Logo,

T não satisfaz o critério de hiperciclicidade.
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