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Resumo

Nesta dissertagao temos por objetivo determinar todos os grupos finitos G que pos-
suem uma unica K-representacao irredutivel de grau maior que 1, onde K é um corpo
algebricamente fechado de caracteristica zero. Esse problema serd tratado via os anéis de
grupos K G, o que é possivel dada bijecao existente entre K G-mddulos livres de dimensao

finita sobre K e representacoes de GG sobre K.
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Abstract

In this thesis, we aim to determine all finite groups having only one K-representation
of degree greater than one, where K is an algebraically closed field of characteristic zero.
This problem will be treated via the group ring K'G, which is possible since there exists

a bijection between free K G-modules of finite rank over K and representations of G' over

K.
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Introducao

Nesta dissertacao , classificamos todos os grupos finitos que possuem exatamente uma
K-representacao irredutivel de grau maior que um, onde K é um corpo algebricamente
fechado de caracteristica zero. Com essa finalidade, Gary Seitz (ver [7]) provou o seguinte
teorema, que constitui o principal resultado deste trabalho:

”Um grupo finito G possui exatamente uma K-representagao irredutivel de grau maior

que um se e somente se:
o |G| =2F k6 impar, Z(G) =G ¢ |G| = 2;
ou

e (G é isomorfo ao grupo de todas as transformagoes x — ax + b, a # 0, sobre um

corpo de ordem p" # 2.7

Como exemplos desses grupos aparecem o grupo dihedral de ordem oito e o grupo
dos quatérnios de ordem oito, sobre o corpo C' dos complexos.

Este trabalho esta dividido em trés capitulos. No capitulo 1 destacamos alguns con-
ceitos da Teoria de grupos, importantes para o estudo dos capitulos posteriores, a saber:
sistema Sylow de grupo, normalizador de sistema de grupo, entre outros.

No capitulo 2 encontramos resultados basicos da teoria de anéis de grupos. Nesse
momento vemos como sao obtidas as decomposigoes em soma direta das algebras de gru-
pos abelianos. Ainda no capitulo 2 encontramos o conceito de representagoes de grupos
e alguns exemplos concretos. A importancia desse conceito para esse trabalho reside
na relacao existente entre representacoes e médulos feita via anel de grupo, conforme
visto na se¢ao 2.6. Com isso, podemos entender o problema da irredutibilidade de uma

representacao analisando o seu médulo correspondente.



Por fim, no capitulo 3, estudamos dois lemas necessarios para a verificagao do teorema
de Gary Seitz, cuja demonstragao é o principal resultado deste trabalho e que consta nesse

capitulo.



Capitulo 1

Preliminares

Abaixo descreveremos as propriedades de uma classe de subgrupos de grupos soliveis
finitos, chamada normalizadores de sistema. Observe antes que grupos soluveis de or-
dem finita podem ser caracterizados como grupos cujos subgrupos de Sylow possuem
complementos. Ver [2].

Portanto, se G' é um grupo solivel finito de ordem |G| = pi'p52--- p*r, onde p; é primo
e n; ¢ inteiro positivo, 1 < ¢ < r; entao, todo p;-Sylow S,, de G admite um subgrupo
complementar S;,i, denominado p;-complemento de Sylow de G, isto é, S;;Z, NS, ={1} e

S;Z, Sp, = G, 1 <1 < r. Consequentemente,

|Szln =pit. p?ﬁl e [G Szln] = p.

Se

/! /! /

S

p1’

S

p2?

S

Pr

¢ um conjunto completo qualquer de complementos de Sylow de G para cada um dos
r primos p;, entao, as 2" interse¢oes distintas que podem ser formadas entre os S];i,

1 <4 <r, é chamada de um sistema de Sylow de G.

Definicao 1.1 Um subgrupo H de um grupo G é dito um S-subgrupo de G se e somente
se mde(|H|, |G : H]) = 1.

Em particular, os membros de um sistema de Sylow de G sao todos S-subgrupos.



Além disso, um sistema de Sylow de GG contém um conjunto completo de subgrupos

de Sylow
Spv sz? o '7Spr>
onde S, = ﬂ#i{S;j}, 1<i<r.
Definicao 1.2 Se g € um sistema de Sylow de G qualquer, entao, o subgrupo de G
N(p)=N={geG g 'Kg=K,VK € p}

é dito wm normalizador de sistema de G. Isto €, N é a intersecao dos normalizadores de

elementos de .
Seja G um grupo soluvel finito e seja
G=Ly>2Li>--->2Li>Li>--->L,1>L,=1

a série nilpotente inferior de G, ou seja, L;+1 é o menor subgrupo normal de L; com
quociente L;/L;y1 nilpotente. O comprimento n dessa série é chamado comprimento

nilpotente de G.

Teorema 1.1 Seja G um grupo soluvel de comprimento nilpotente 2 no qual Ly € abeliano.
Entdo os normalizadores de sistema de G sao complementares a L1 e todo complemento

de Ly € um normalizador de sistema.

Ao leitor interessado na demonstragao desse teorema recomendamos [1], pdg. 91

Nas definicoes e resultado que seguem, usaremos as seguintes notacgoes :

), conjunto finito de n elementos arbitrarios

A, subconjunto de )

S, conjunto de todas as permutacoes de elementos de €

Se G C 8%, G serd chamado de grupo de permutacées sobre )



o A = {96 € A,g € G}, onde ¢7 denota a imagem de § € A pela permutacao
geaqG.

Definicao 1.3 Seja G um grupo de permutacgoes de Q2. Dizemos que A C Q € um bloco

fixo de G ou que é invariante por G, se A = A%,

Denotaremos por Ga o subgrupo de G cujos elementos fixam A. Se A consiste de
um unico ponto «, escrevemos Ga = G,. Note que todo grupo de permutacao sobre {2

possui os blocos fixos triviais ¢ e 2. Com isso temos a seguinte

Definicao 1.4 Se um grupo de permutacoes G sobre ) ndao possui blocos fixos nao-

triviais, entao G € chamado transitivo. Caso contrdrio, € dito intransitivo.

Definicao 1.5 Dizemos que um grupo permutacdo G sobre ) € semiregular se, para

cada o € Q, G, = 1.

Definicao 1.6 Um grupo permutacao G sobre ) € dito regular se ¢ ao mesmo tempo

semireqular e transitivo.

Proposicao 1.1 Todo grupo abeliano G transitivo sobre 2 € reqular e G é seu proprio

centralizador em S.
A demonstracao dessa proposi¢ao pode ser encontrada em [7], pag. 9.

Proposicao 1.2 Todas as orbitas de um grupo semiregular G tém o mesmo compri-

mento |G|.

Seja G um grupo, nao necessariamente finito e seja H um subgrupo de G de indice
finito. Seja 7 = {t; = 1,t9,- - -, tx} um transversal de H em G, isto é, 7 é um conjunto
completo de representantes das classes laterais a direita de H em G. O grupo G age

sobre as classes laterais a direita de H em G da seguinte forma:

Ht,  Ht, --- H
(Ht1)g (Hty)g --- (Hl)g

Tig— :



para cada g € G.

Teorema 1.2 A funcio m : g — 7, definida acima, é um homomorfismo de G em
S(G/H), o grupo das permutagoes de elementos de G/H. O kernel é o maior subgrupo

normal de G contido em H.

Demonstracao E de verificacao imediata que m é um homomorfismo. Seja K = kern
e seja N o maior subgrupo normal de G contido em H. Primeiramente vejamos que
K C N. Seja g € K, isto é, g € G tal que m;, = 1. Entao, Hxg = Hz, Vo € G.
Equivalentemente, z~'Hzg = 7' Hx, ou ainda, H*g = H", tal que g € e H.

Fixado z € G, arbitrdrio, temos que Yy € G, y *H*y = H®™ C (\,eq H®, ou seja,
Nieq H® é subgrupo normal de G. Se y € (Nyeq H”, entao y € H*, Vo € G. Em
particular, y € H. Segue-se dai que (¢ H* ¢ um subgrupo normal de G contido em H.

Agora, se L é um subgrupo normal de G, arbitrario, tal que L C H, entao Vy € G,
y 'Ly C L C H C (yeq H®. Em particular, L C ,eq H®. Portanto, N = Nyeq H*.
Assim, se g € K, temos que g € (,eq H* = N e, portanto, K C N.

Para a inclusdo inversa, tome g € N. Entao, Hrg = H(xgz ')x = Hx, pois

zgr~' € N, tal que 7, =1 e N C K, o que completa a prova. O

Definicao 1.7 Um subgrupo Z* de um grupo G € dito o hipercentro de G se Z* € o

limite da série central superior de G:
1:Z0<Zl<"',
onde Z; € o unico subgrupo de G tal que Z;/Z; 1 = Z(G/Z;_4).

Note que se G é nilpotente, entao o hipercentro de G é o préprio G e se Z(G) = {1},
entdo a série central superior de G se reduz a série trivial {1}, cujo hipercentro é também

trivial.



Capitulo 2

Anéis de Grupos

2.1 Resultados Basicos

Seja G um grupo (n@o necessariamente finito) e R um anel comutativo com unidade 1.

Denotemos por RG o conjunto de todas as combinacoes lineares formais da forma

O‘:Zagg

geG

onde a4 € R e a, = 0 para quase todo g, isto ¢, apenas um numero finito de coeficientes
sao diferentes de 0 em cada uma dessas somas.

Dado um elemento o = Z a,g, definimos o suporte de o como sendo o subconjunto
geG
de elementos de G que aparecem, de fato, na expressao de « e denotamos por sup(«);

isto é,
sup(a) ={g € G :a, # 0}.

Dados dois elementos o = Z agg e 3 = Z byg € RG, temos que o = 3 se e somente
geG geG
se ag = by, Vg € G.

Definimos a soma de dois elementos em RG por:

a+ 6=(>" ag9)+ (D byg)=>_ (ag + by)g

geG geG geG
e o produto por:
aff = Z agbpgh.
g,heG

7



Podemos definir ainda um produto de elementos em RG por elementos A € R como:

A = )‘(Z ag9) = Z (Aag)g.

geG geG

E facil verificar que RG, com esta ultima operacao e a operacao soma, torna-se um

R-médulo.

Definicao 2.1 O conjunto RG, com as operacoes soma e produto definidas acima, €

chamado anel de grupo de G sobre R.

O grupo G pode ser identificado como um subconjunto de RG através da funcao

i: G — RG que atribui a cada elemento x € G o elemento i(z) = Z azg,onde a, =1e
geG
ay, = 0 se g # x. Com essa identificacao G' ¢ uma base de RG sobre R.

Definimos ainda a fun¢do j : R — RG dada por: j(y) = > azg, onde a;, =y e
geG
ag =0, se g # 1g. E de verificacao imediata que j é um homomorfismo de anéis e, com

isso, R pode ser identificado como um subanel de RG.
Com as identificagoes acima, segue imediatamente que: Vr € R e Vg € G,

rg = gr em RG. Se R é comutativo, entdo ra = r(>_ ay9) = Y (rag)g =Y (agr)g =
geG geG geG
(> agg)r = ar, de onde temos R C Z(RG), o centro de RG.

geG

Definicao 2.2 O homomorfismo de anéis ¢ : RG — R dado por:

(2 ag9) = > ay

geG geG
¢ chamado fungao de aumento de RG e seu kernel, denotado por A(G), é chamado

ideal de aumento de RG.
Proposicao 2.1 O conjunto {g—1:g € G,g # 1} é uma base de A(G) sobre R.

Demonstracao Seja a € RG tal que o € A(G). Segue que e(a) = (> a,9) =

geG
Z ag = 0. Podemos escrever entao av = Z agg — 0 = Z agg — Z g = Z ag(g —1),
geG geG geG geG geG

Va, € R e Vg € G, o que mostra que {g —1: g € G,g # 1} é um conjunto gerador de
A(G) sobre R.



Esse conjunto é também linearmente independente. Basta ver que, dada combinagao
linear nula »_ Ag(g—1) = > Ag— D> A =0, )\, € R, decorre do fato de g pertencer

geG g#1 geG
a G e G ser uma base para RG , que \; =0, Vg € G. O

Portanto, podemos escrever
AG)={>_ayg—1):9€G,g# 1,0y € R}
geG

onde apenas um numero finito de coeficientes a, sao diferentes de 0.

Dado um grupo G e um anel R, denotemos por S(G) o conjunto de todos os subgrupos

de G e por I(RG) o conjunto de todos os ideais a esquerda de RG.

Definicao 2.3 Seja H € S(G). Denotemos por Ar(G, H) o ideal a esquerda de RG
gerado pelo conjunto {h —1:h € H}; isto ¢,

AR<G, H) = {Z ah(h— 1) Tap € RG}

heH
A menos que se mencione o contrario o anel R ¢é fixo, o que nos permitira usar a
notagao mais simples A(G, H) no lugar de Ag(G, H). Note que o ideal A(G, G) é o ideal

A(G), kernel da fungao de aumento.

Lema 2.1 Seja H € S(G) e seja S um conjunto de geradores de H. Entdo, o conjunto
{s —1:s¢€ S} éum conjunto de geradores de A(G,H) como um ideal a esquerda de

RG.

Demonstragao Para todo h € H, temos que h = s155---s,,onde s; € S, 1 <i <r. De-
finemos comprimento de h € H como sendo o menor t tal que h é produto de t elementos
de S. Provaremos por indugao sobre o comprimento de h, que h — 1 pertence ao ideal de
RG gerado por {s —1:s € S} e mostramos assim o lema, visto que {h —1: h € H} é
um gerador de A(G, H). De fato, parat =1, h =s; <= h—1=3s; — 1, tal que s; € S.
Suponha que o resultado se verifique para ¢ = n. Fazendo t = n 4+ 1, podemos escrever
h—1=s5189-"-8p11 —1—81+5 =51(S2°* Spy1 — 1) + s1 — 1. Da hip6tese de inducao

temos que Sy - - - S,11 — 1 estd no ideal de RG gerado por {s —1:s € S}. Logo, h — 1

9



também esta. Portanto, para todo comprimento t de h € H, h — 1 esta no ideal gerado

por {s —1:s € S}, de onde o resultado segue. O

Seja T = {¢; }ier um transversal de H em G. Assuma em 7 o elemento identidade de
G como representante da classe H. Temos que Vg € G, g = ¢;h;, onde ¢; € T e h; € H.

Enunciamos, com isso, a seguinte

Proposicao 2.2 O conjunto By = {q(h — 1) : ¢ € 7,h € H,h # 1} € uma base de
ARr(G,H) sobre R.

Demonstracao Mostraremos inicialmente que By ¢ linearmente independente. De
fato, para uma combinacao linear nula Z)\ij%(hj —1) = 0, \j € R, temos que:
Z Nijqi(h; — 1) = Z Nijqih; — Z Aijqi = 0. ]Os elementos de G que figuram nesta tltima
eéua(;éo sao distintz(;gs. Com efgijto, fixando-se ¢; e fazendo h; percorrer H, temos, por
definicao de ¢;, que os elementos ¢;h; pertencem a classes laterais distintas, e, portanto,

sao distintos. Como elementos de G sao 1.i. sobre R, temos \;; = 0, Vi, j.

By é também gerador de Ag(G, H) sobre R. De fato, se x € Ar(G,H), entao
z se escreve como: © = » RG(h—1) = > (D agg)(h—1) = > (D as(g(h—1))).

heH heH geG heH geG
Assim, basta mostrar que g(h— 1) pode ser escrito como combinagao linear dos elementos

de By, Vg € G, Vh € H.
Se g € G entao g = q;h;, q; € 7, h; € H. Logo,

g(h —1) = ghi(h — 1) = ghih — ¢;hi — ¢ + ¢; = q;(hih — 1) — q;(h; — 1),

de onde segue o resultado. a

Note que:

A(G,G) = <qlg—1)qeT,9g€G,g#1>
= <lalg-1)=g-LgeGg#1>
= A(G)>
como R-modulos e, portanto, fazendo H = (G, a proposicao 2.2 nos da a proposicao 2.1.

10



Daremos agora uma interpretagao para A(G, H) quando H é subgrupo normal de G.
De fato, se H < G, entao o homomorfismo canénico w : G — G/H pode ser estendido a
um epimorfismo w* : RG — R(G/H) tal que:

WD agg9) = ) agw(g)

geG geG

Proposicao 2.3 Com as notacoes acima, ker(w*) = A(G, H).

Demonstracao Se a € RG, entao a = Z agg = Zaijqihj, g €T, h; € H. Sejagq a
geG 1,7
classe de ¢; em G/H. Entao:

a) = w (Y ayqihy) =Y aiqh; =Y aydi.
i,j 1,7 1,J

Logo, a € ker(w*) <— Zaij(ji = Z Zaij G =0—= Zaij =0, Vi, pois G/H é base
1,7 7 j
de R(G/H) sobre R, em particular, é l.i. sobre R. Portanto

a € ker(w) =a=a—-0= Zaijqihj — Z Zaw Zaqu )€ A(G, H).
(2]

Temos assim ker(w*) C A(G, H).
Agora, se a € A(G, H), entao o = Z)\z‘j%‘(hj —1), \j € R, g €1, h; € H. Logo,

4,J
Z /\z]% Z /\ZJQZ E Z)\’LJCEO = 07
4,J

o que implica « € ker(w ) Portanto, A(G, H) C ker(w*). O

Coroldrio 2.1 Seja H um subgrupo normal de um grupo G. Entao, A(G, H) é um ideal
bilateral de RG e

RG

AGH) R(G/H).

Demonstracao Como w* é um homomorfismo de anéis, segue diretamente da proposicao
2.3 que, se H <G, entdao A(G, H) = ker(w*), que é um ideal bilateral de RG.
Agora, sendo w* : RG — R(G/H) por definigdo um epimorfismo, o resultado desejado

segue do teorema de homomorfismo de anéis . a

11



Como um caso particular, vemos que A(G) é o kernel do epimorfismo ¢ induzido pela

funcéo trivial G — G/G = {1}.

Temos construido até aqui fungao A : S(G) — I(RG) que faz corresponder a subgru-
pos normais H de G, ideais bilaterais A(G, H) de RG. Definiremos agora uma fungao
V : I(RG) — S(G) por:

ViI)={g9geG:9g—1€1}

para todo ideal I € I(RG).
V(I), assim definido, é subgrupo de G. Com efeito,
e Vg heV(l),gh—1=gh—g+g—1=gh—1)+g—1€1

eVgeV(),g'—-1=-14gt=—glg+g'=—g'(g—1) el

Se I ¢ ideal bilateral de RG, entdo, Vo € G, Vg € V(I),
v lgr—1=aotlgzr—g+g-1=glzlo—-1)+g-1=g—-1€1,

ou seja, v lgr € V(I), Vo € G,Vg € V(I), e portanto, V(I) é subgrupo normal de G.

A relacao entre as fungoes A e V é dada pela seguinte

Proposicao 2.4 Se H € S(G), entao V(A(G,H)) = H.

Demonstracao Seja x € V(A(G, H)) e suponha que x ¢ H. Temos entdao © = gh,
onde h € H, g € T e ¢ # 1. Podemos assim escrever: t — 1 =gh—1=qgh—q+q—1=
gh—1)+q—1<=q—1=(r—1)—q(h—1). Como q(h—1) € A(G, H) e da hipdtese
sobre z, temos © — 1 € A(G, H), ocorre que ¢ — 1 dado na tltima equacao pertence a

A(G, H) Portanto, q — 1= E )\ZJQ’L(h] — 1) = E )\m%h] — E ( E )\Z])ql, com )\ij - R
2% 2% i J
Segue dessa ultima igualdade que:

> Njghi =0 e > O Nj)ai=q—1. (2.1)
1,J i
Da equacao a esquerda em (2.1) e do fato de G ser Li. sobre R, temos que \;; = 0, Vi, j,

o que gera uma contradigao pela equagao em (2.1) a direita. Logo, € H e, portanto,

V(A(G, H)) C H.

12



A inclusao oposta segue trivialmente do fato de h—1 pertencer a A(G, H) e, portanto,

a igualdade se verifica. a

Temos, contudo que A o V# Id(RG), a fun¢ao identidade em RG. Tome, por
exemplo, I = RG. Ocorre que V(I) = V(RG) ={g€ G:g—1¢€ RG} = G, para o qual
temos A(V(RG)) = A(G,V(RG)) = A(G,G) = A(G), que afirmamos ser diferente de

RG. De fato, 1g € RG com a expressao lg = Z azg, onde a1, =1l ea, =0, Vg # 1.
geG
Mas, e(1g) = (D ag9) = > g = a1, # 0. Logo, 1¢ € RG é tal que 1¢ & kere = A(G),
geG geG

o que nos dd A(V(RG)) # RG.

2.2 Semisimplicidade

Determinaremos nesta secao condigoes necessarias e suficientes sobre R e GG para que
o anel de grupo RG seja semisimples artiniano. Para esse fim, enunciaremos alguns

conceitos e resultados relacionados a anuladores.

Definicao 2.4 Seja X um subconjunto de um anel de grupo RG. O anulador a es-

querda de X € o conjunto:
Ann.(X) ={a € RG : ax = 0,Vz € X }.
De maneira andloga, definimos o anulador a direita de X por:

Anng(X) ={a € RG : za =0,Vz € X}.

Definicao 2.5 Dado um anel de grupo RG e um subconjunto finito Y do grupo G,

denotemos por Y o sequinte elemento de RG:

Lema 2.2 Seja H um subgrupo de um grupo G e seja R um anel. Entdo:

o Anng(A(G,H)) # 0 <= H é finito. Neste caso, temos: Anng(A(G,H)) =
H - RG.

13



e Se HAG, entio o elemento H ¢ central em RG. Temos, neste caso: Anng(A(G, H)) =
Ann.(A(G,H)) = RG - H.

Demonstracao Suponha que Anny(A(G, H)) # 0 e seja a = > _ ayg # 0 um elemento
geG

em Anng(A(G, H)). Entdo, Yh € H,
(h—Na=0<=a=ha<=a=> a9=> ashg.
geq geG
Se go € sup(«), entao, a igualdade acima mostra que hgy € sup(«), Yh € H; ou ainda,
Hygoy C sup(a). Visto que sup(a) é um conjunto finito e |Hgo| = |H| concluimos que H
deve ser finito.

Se H é finito, digamos H = {hq, ho, ..., h,}, entdo, Vh € H,

n

(h—l)(zn:hi) —ﬁjhhi—ihi—ihi—Zhi—o.

i=1 =1
Portanto, existe a € RG nao-nulo, por exemplo a = Z hi, tal que zae = 0, Vo € A(G, H),
i=1
de onde segue que Anngy(A(G, H)) # 0.
Verifiquemos agora a igualdade Anng(A(G, H)) = H - RG, supondo H finito.

Sea =Y asg € Anny(A(G, H)), entdo, de argumento anterior, temos o = Y _ aghyg,

geG geaG
Vh € H. Logo, usando as notacoes acima, podemos escrever: a = Zaghlg, a =
geG
Z aghag, - -+, o = Z aghy,g. Somando essas n expressoes de o, obtemos:
geG geqG
na =Y aHg=H(Y_ ay9) <= a=[H(Y am9)|/n=HP,
geG geG geqG

onde 8 = a/n € RG. Temos assim uma inclusao.

Agora, Ya € RG, (h — 1)]31'04 = hHa — Hao = Ha — Ha = 0, o que implica que
Ha € Anng(A(G, H)), de onde segue a inclusio oposta.

Passemos ao item seguinte: Se H < G, entdao, Vg € G, temos ¢ 'Hg = H. Logo,

g 'Hg = Z g trg = Z y = H o que nos d4 Hg = gH, Vg € G; isto é, H central em
zeH yeH

G e, portanto, H - RG = RG - H; ou seja, H central em RG.

Consequentemente temos 0 = (h—1)Ha = (h—1)8H = H(h—1)3 = H3(h —1), de
onde segue que Ha € Anng(A(G, H)) —Hp € Ann.(A(G, H)), Yo, 5 € RG tal que
Ha = BH. Portanto, Ann (A(G, H)) = Anng(A(G,H)) = H - RG = RG - H. 0
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Corolario 2.2 Seja G um grupo finito. Entao:

o Ann (A(G)) = Anng(A(G)) =R -G
o Anng(A(G)NA(G) = {aG;a € R,a|G| = 0}.

Demonstracao Fazendo H = G no lema anterior, obtemos Ann.(A(G)) = Anng(A(G))
RG-G=R-G. Verifiquemos essa ultima igualdade: V a = Z agg em RG,

geG
&-G:(Zagg)-é: Zag(gé): ZagG:(Zag)-é’:r-@,
geG geG geG geG
tal que r = > a, € R.
geG .
Agora, tomando o em Anny(A(G)) = R - G e sabendo que A(G) = Ker(e), escreve-
mosa=a-GeAG) < 0=c(a)=a-e(G)=al|G|,a €R. O

Os resultados seguintes serao tteis na demonstracao do préximo teorema.

Lema 2.3 Seja I um ideal bilateral de um anel R. Suponha que exista um ideal a esquerda

J tal que R = 1@ J (como R-médulos). Entao, J C Anng(I).

Demonstracao Sejam x € Jey € I. Como J é ideal a esquerda e [ é ideal bilateral de
R, temos que: yx € INJ = {0} = yx = 0= 2z € Anngy(I) e, portanto, J C Anngy(I).
O

Lema 2.4 Se o ideal de aumento A(G) é um somando direto de RG como um

RG — médulo, entao G é finito e |G| é inversivel em R.

Demonstracao Se A(G) é somando direto de RG, entdo, do lema acima, temos
Anng(A(G))# 0. Do lema 2.2, segue que G ¢é finito e Anng(A(G)) = G- RG =G - R.
Escreva RG = A(G)® J e 1 = e; + e, onde e; € A(G) e e € J. Segue que
1 =¢(1) = e(er) + e(ez). Como e; € A(G) = ker(e), a equagao acima se reduz a
1= ¢e(ey), tal que e3 € J e J C Anng(A(G)), pelo lema 2.3. Logo, ey = a- G, para algum

a € R. Portanto, 1 = g(ez) = ae(G) = a|G|, o que nos mostra que |G| ¢ inversivel em R

e |G| =a. O

Estamos agora prontos para enunciarmos o
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Teorema 2.1 (de Maschke) Seja G um grupo. Entao, o anel de grupo RG é semisimples

artiniano se e somente se as sequintes condigoes sao satisfeitas:

e R é um anel semisimples
e (G ¢ finito

e |G| ¢é inversivel em R.

Demonstracao Suponha que RG é semisimples. Entao, o ideal A(G) e, consequente-

mente, o quociente sao semisimples, como RG-modulos. Do corolario 2.1 temos a

RG
A(G)

~ R, tomando H = (. Portanto, R é semisimples. Além disso, como

expressao RG
X

PR AG)
RG é semisimples e artiniano, temos que A(G) é um somando direto de RG como um
RG-médulo. Segue entao do lema 2.4, que G ¢ finito e |G| é inversivel em R.

Assuma agora que sao verdadeiros os itens listados. Seja M um RG-submodulo de
RG. Se R é semisimples, entao RG é semisimples como R-médulo. Logo, o conjunto
constituido de todos os submoddulos de RG é um reticulado de complementares; isto é,
para um dado submoddulo M existe um R-submédulo N de RG tal que RG =M & N.

Seja m : RG — M a projecao canodnica associada a soma direta acima. Para todo

x € RG, definamos a fungao
™ RG— M

1 _
T €k > g 'n(gz).
geG

Se provarmos que:

1. 7 é RG-homomorfismo
2. (7*)? =7*
3. Im(rm*) =M

entdo, ker(m*) serd um RG-submédulo tal que RG = M @ ker(7*) e o teorema estard

provado.
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1. Mostremos, inicialmente, que 7* é um R-homomorfismo. De fato, Vr € R, Vo € RG

. 1
™(rz) = |G| gezég m(grx) 7’|G‘ g%gg m(gx))
= rr'(x)

™ (z+y) =7"(x) +7*(y),Vr,y € RG,

que segue diretamente do fato: 7(m +n) = n(m) + n(n),vm € M,Vn € N.

Para provar que 7* é um RG-homomorfismo, basta agora mostrar que 7*(az) =

am*(z), Vz € RG e Va € G. Com efeito, Voo = Y _ a,9 € RG,

m(ax) = 7 (3 agg)r) = Y agn"(gz)
geG geG
= ZGaggﬂ*(OC) = (E%agg)ﬂ

= an(z).

Assim, Vo € RG, Va € G, temos:

| 3" g n(gax) ’G| > (ga) ' ((ga)z).

geG geG

Tomando t = ga nessa ultima expressao e fazendo g percorrer todos os elementos

de G, temos que t também varia sobre todos os elementos de G. Portanto,

™(ax) = ]G] D tTr(te)) = an*(x).

teG

2. Para todo z € RG, n*(z) € M. Logo, (7*)*(x) = n*(r*(x)) = 7*(x), Vo € RG e,

portanto, 7" é uma projecao.

3. Dado = € RG, temos que w(gx) € M, Vg € G, pois Im(r) = M. Como M
¢ um RG-submédulo, ocorre que g 'm(gwr) € M, Vg € G. Logo, Vz € RG,
™(z) = > g 'w(gx) € M. Portanto, Imm* C M.

geG

1
|Gl
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Agora, se m € M, entdao m(m) = m. Como M é um RG-submddulo, temos que

gm € M, Vg € G, o que implica w(gm) = gm. Assim,

* 1 - 1 _
m(m) = ?'Zg lﬁ(gm):?'zg tgm
| | geG | ’ geG
1 1
= —-Zm:—-|G|-m
= m.
A igualdade acima mostra que M C I'm(7*), o que verifica o teorema. O

O caso em que R = K é um corpo ¢é de particular importancia, por exemplo, por
sua implicagao na teoria de representacao de grupos. Como consequéncia do teorema

acima temos o seguinte

Corolario 2.3 Seja G um grupo finito e seja K um corpo. Entao, KG é semisimples

se e somente se car(K) nao divide |G]|.

Demonstracao Segue diretamente da seguinte equivaléncia: car(K) nao divide |G| se
e somente se |G| é inversivel em K. De fato, se KG é semisimples e de dimensao finita,
entdao, do teorema de Maschke segue que |G| é inversivel em K e, da equivaléncia acima,
que car(K') nao divide |G].

A reciproca é verificada diretamente do referido teorema, observando-se a equivaléncia
acima, o fato de GG ser um grupo finito e K um corpo, o que implica trivialmente a

semisimplicidade de K, como K-modulo. O

O teorema seguinte nada mais é do que o teorema de Wedderburn-Artin aplicado a

algebras de grupos.

Teorema 2.2 Seja G um grupo finito e seja K um corpo tal que car(K) nao divide |G|.

Entao:

o KG € uma soma direta de um nimero finito de ideais bilaterais {B;},;,, as com-

ponentes simples de KG. Cada B; € um anel simples.
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e Qualquer ideal bilateral de KG ¢ uma soma direta de alguns dos membros da familia

{Bi}1gi§r'

e Cada componente simples B; € isomorfa a um anel de matrizes quadradas da forma
M,.(D;), onde D; é um anel de divisiao contendo uma cépia isomorfa de K no seu

centro, e o isomorfismo
$ o
KG~&!_ M, (D;)

¢ um isomorfismo de K-dlgebras.

e Em cada anel de matrizes M,,(D;), o conjunto

2 0 0]

Ty 0 --- 0 ,

[1:{ :x17$27“'7xni€Di}gD?z
| Ty O 0 |

¢ um tdeal minimal a esquerda.

Dado © € KG, consideremos ¢(x) = (a1, e, - -, a,) € ®I_M,,(D;) e defina o
produto de x por um elemento m; € I, por xm; = aym;. Com esta definicao I; se

torna um KG-mddulo simples.
o L#l sei#].
o Qualquer KG-mddulo simples é isomorfo a algum I;, 1 < i <.

Na secao seguinte, mostraremos as conexoes entre o teorema de Wedderburn-Artin e

a teoria de representacao de grupos.

Corolario 2.4 Seja G um grupo finito e seja K um corpo algebricamente fechado tal

que car(K) nao divide |G|. Entdo:

KG~ a7 M, (K)
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enf+ni+--+nl=|G|

Demonstracao Como car(K) nao divide |G|, temos, do teorema de Wedderburn-Artin

que:
KG ~ @7_ M, (D),

onde D; é um anel de divisao contendo uma cépia de K no seu centro.

Se calcularmos dimensoes sobre K em ambos os lados da equagao acima, teremos
T
2 .
Gl =Y n? - [Di: K],
i=1

de onde segue que cada anel de divisao é de dimensao finita sobre K. Como K ¢ alge-

bricamente fechado, temos que D; = K, 1 <17 < r, de onde segue o resultado. O

2.3 Algebras de grupos abelianos

Nesta secao daremos uma descricao completa do anel de grupo de um grupo abeliano
finito G sobre um corpo K tal que car(K') nao divide |G]|.

Iniciaremos com o caso onde G é ciclico. Entao, seja G =< a:a" =1 >;isto é, G é
ciclico finito de ordem n e seja K um corpo tal que car(K) nao divide |G|. Considere a

funcao

¢: K[X] — KG

f(x) = f(a).

E de verificagao imediata que ¢ é um homomorfismo de anéis. Agora, Va € KG;

a= > agial, tal que a, € K, o que implica a = > agia' = f(a), para algum
a; €G a; €G

K
polinémio f(z) € K[X]. Logo, ¢ é um epimomorfismo. Temos assim : [(qj) ~ KG.
er
Visto que K[X] é um dominio de ideais principais, temos que ker(¢) =< fo >; i.e.,
ker(¢) ¢ o ideal gerado pelo polinémio fy, tal que fy é o moénico, irredutivel em K[X],

de menor grau nao-nulo tal que fy(a) = 0. Como z™ — 1 € ker(¢), temos que z™ — 1 é
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divisivel por fy, o que implica que graufy < n. Suponha que graufy = r < n. Entao:
fola) = co+ca+---+c¢a” =0= ¢ =0,Vi € {0,---,r}, pois G é linearmente
independente sobre K. Segue que fy = 0 e, portanto, uma contradicao .

Assim, temos que fp divide ™ — 1 e graufy = n. Logo fy = x™ — 1. Portanto,
o~ BXI O KX)o
ker(¢) <azn—1>
Seja 2" —1 = fifs--- f; a decomposi¢ao de " — 1 como um produto de polinémios

irredutiveis em K[X]. Visto que car(K) nao divide |G| = n, temos que f; # f;, se i # j.

Do Teorema do Resto Chinés, obtemos:

KX KX KX KX
X KX KX KX
<rh—1> < fi> < fo> < fi >
X
Seja & uma raiz de f;, 1 < i < t. Entao, temos que > ][C ]> ~ K(&;). Consequente-

mente,

KG~K(&)DK(&) D K(&),

onde K (&) é uma extensdo ciclotomica de K.

Mostramos, assim, que KG € isomorfo a uma soma direta de extensoes ciclotomicas

de K.

Note que: o elemento a corresponde a classe X+ < fy >, sob o isomorfismo KG =~
KIX] _ K[X KIX) L K]
ker(¢) < fo> < fi> < fy >’
elemento (X+ < fi >, -+, X+ < f; >) e, finalmente, a é levado em (&, - - -, &) no tltimo

. Sob o isomorfismo KG ~

a corresponde ao
isomorfismo acima.
Vejamos alguns exemplos.

Exemplo 2.1 Sejam G =< a:a” =1 > e K = Q, o corpo dos ntimeros racionais. A

decomposigao de X7 — 1 em Q[X] é
XT—1=(X-1D)X+X°+ X1+ X3+ X2+ X +1).
Se ¢ é uma raiz primitiva da unidade de ordem 7, entao

QG ~ Q& Q(S).
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Exemplo 2.2 Sejam G =< a:a°=1>e¢ K = Q. A decomposicao de X% — 1 como

produto de polinoémios irredutiveis em Q[X] é
X0 1=(X-DX+DX?+ X +1)(X2- X +1).
Temos que AT“L‘/?” é uma raizde X2+ X +1e 17**/?" uma raiz de X? — X + 1. Portanto,
QG ~Q®Q® (3™ & Q™)
Notemos que os dois ultimos somandos sao, na verdade, iguais. a

Seja G ainda um grupo ciclico de ordem n. Desejamos dar uma descricao mais precisa
de KG, onde K é um corpo tal que car(K') nao divide |G|. Relembremos, para isso, alguns
conceitos importantes.

Para um inteiro positivo d, o polinomio ciclotomico de ordem d, denotado por &4, é o
polinomio dado por ®4 = I1;(X —¢;), onde &; percorre todas as d-ésimas raizes primitivas
da unidade. Além disso, temos que X" —1 = Ily),, ®4; isto é, X" — 1 é o produto de todos
os polinémios ciclotomicos &4 em K[X], onde d é um divisor de n. Para cada d, seja
¢, = II7%, f4,, a decomposi¢ao de ®; como um produto de polindémios irredutiveis em

K[X]. Entao, a decomposi¢ao de K G pode ser escrita na forma:

K[X

KG ~ @gp, B, ——
g _1<fdi>

~ Dy Dty K(&a,),

onde &4, denota uma raiz de fy,, 1 <7 < ay4. Segue diretamente de comentério anterior.

Para um d fixo, todos os elementos &;, sao raizes primitivas da unidade de ordem d,
visto que uma raiz de f;, é uma raiz de ®4(X), o d-ésimo ciclotomico sobre K. Portanto,
K(&q,) = K(&q;) = K(&a), V1 <4, j < aq. Podemos assim reescrever o isomorfismo acima

como
KG ~ @gpaak (&a)

onde £; é uma raiz primitiva da unidade de ordem d e a;K(£;) é uma notacdo para o
somatério K (&) @ - - - ® K(&4), com ag termos K (&y).

Além disso, temos que grau(fq,) = [K(&,) : K], para todo polinémio fz,, 1 <7 < ag;
isto ¢, os polinomios f;, possuem o mesmo grau, 1 < ¢ < a4. Segue, portanto, da

decomposicao de ®4(X) que
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randa(X) = old) = 3 grau(fa) = 3K (&) K] = aalK (&) : K],

=1

onde ¢(d) é a funcao de Euler dada por:
od)=#{neZ:1<n<d, mde(n,d) =1}.

Como G é um grupo ciclico de ordem n, para cada divisor d de n, o nimero de
elementos de ordem d em G é ng = ¢(d). Equivalentemente, se H é um grupo ciclico de
ordem d em G, entdo H tem ¢(d) geradores. Com efeito, basta verificarmos os itens 1 e

2 que seguem abaixo.

1. Se s < d e mde(s,d) =1, entdo, h* é um gerador de H, para um gerador h de H.
De fato, se H =< h® > e |H| = p, entdo p divide d = |H|. Por outro lado,
(b = h? =1ecomo | < h >|=|H|=d, temos que d|sp. Mas mdc(s,d) = 1.
Logo, d divide p. Portanto, d = p, de onde concluimos que H = H e que h* também

é um gerador de H, para todo inteiro s tal que mdc(s,d) = 1.

2. Se h*, s < d, é um gerador de H, entao mdc(s,d) = 1.

Suponhamos que mdc(s, d) # 1. Entao, existe p > 1 tal que s = pg; e d = pgs, onde
q1, @2 sdo inteiros diferentes de 1. Segue que, (h®)%2 = pPuiaz = pPe)n = ()0 =
1 < (h*)2 =1, o que é uma contradigao , visto que | < h* > | =d > ¢ > 0.

Portanto, mdc(s,d) = 1 sempre que h*, s < d, for um gerador de H.

Posto isto, podemos escrever: ¢(d) = ng = aq[K (&) : K] se e somente se

[K(&a) : KT

g =

Exemplo 2.3 Seja G =< a : " = 1 > um grupo ciclico de ordem n e seja K = @, o
corpo dos niimeros racionais. Visto que X" — 1 = [y, a(z), onde $4(z) é irredutivel

sobre (), para cada d que divide n, podemos escrever

Q < a >~ BgnQ(&a),

onde &; é uma raiz de ®4(x). O
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A descricao obtida acima pode ser estendida a anéis de grupos abelianos finitos ar-

bitrarios, como nos mostra o seguinte

Teorema 2.3 (Perlis-Walker) Seja G um grupo abeliano finito, de ordem n, e seja K

um corpo tal que car(K) nao divide n. Entao:

KG ~ @gpaak (&a)

g

m. Nesta

onde &; denota uma d-ésima raiz primitiva da unidade e ag =

formula, ng denota o numero de elementos de ordem d em G.

A demonstracao desse teorema pode ser encontrada em [5], pag. 147.

2.4 Algumas subdlgebras comutativas

Trataremos nesta secao de alguns resultados e conceitos importantes na determinacao da

estrutura de uma algebra de grupo que é semisimples.

Definigao 2.6 Seja G um grupo e R um anel comutativo e seja {C;}icr, 0 conjunto das

classes de conjugacao de G que contém apenas um nimero finito de elementos. Definamos
em RG, Vi € I,
vi=Ci= Y .
zeC;

FEstes elementos sao chamados somas de classe de G sobre R.

Teorema 2.4 Seja G um grupo e R um anel comutativo. Entao {~;}icr, 0 conjunto de

todas as somas de classe, forma uma R-base de Z(RG), o centro de RG.

Demonstracao Vejamos inicialmente que Vi € I, v; € Z(RG); isto é, v;g = g7i, Vg € I.

De fato, Vg € G, temos que: g~ 'v,g =g (D 2)g= > g lzg= > y=r
zeC; zeC; yeC;
O conjunto {7;}ier é um gerador de Z(RG) como RG-médulo. Com efeito, tome

a = Z g9 € Z(RG). Sejam a,b € G, tais que a e b pertencem a mesma classe de
geG
conjugacao , isto é, b = z~tax, para algum = € G. Entao
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a=z"lar <= aa+ Y ay9 = ag(zar) + > ay(r 7 gr) = ab+ Y ay(z 7 ga).
g#a g#a g#a

Da igualdade acima, temos que a, = ;. Denotando esses coeficientes comuns por a;,
podemos escrever
- ~1
doagi =Y ai(gi+x g+ ) =D any,
iel iel iel

tal que y; = Z heC; =g, Vg € G. Logo, {7i}ier gera Z(RG), como R-mdbdulo.
heC;
Além disso, {7;}ic; é linearmente independente. Basta ver que, dada combinagao

linear nula Z AN =0, N\ €R,
7 i zeC; i xeC;
pois as classes C; sao disjuntas e elementos de G sao Li. sobre R. Portanto, {7;}ics €

uma R-base de Z(RG). O

Proposicao 2.5 Seja G um grupo finito e K um corpo algebricamente fechado tal que
car(K) nao divide |G|. Entdo, o nimero de componentes simples de KG € igual ao

numero de classes de conjugacao de G.

Demonstracao Pelo teorema 2.3, é suficiente mostrar que o nimero de componentes

simples de KG ¢ igual a dimy Z(KG). Segue do teorema 2.2 que
KG~®l_ M, (K)

de onde obtemos Z(KG) ~ &_,Z(M,,(K)). Para um anel de matrizes M, (K), temos

que
Z(M,(K))={al;ae K} ~ K,

onde [ é a matriz identidade de ordem n. De fato, a igualdade pode ser verificada
tomando-se A € Z(M,(K)) e fazendo-se o produto Ae;;, i = j, onde ¢;; é a matriz de
ordem n que tem 1 na posicao 7j e 0 nas demais.

Portanto, Z(KG) ~ &]_Z(M,,(K)) ~ K & ---® K, onde K aparece r vezes nesse
somatério. Segue dai que dimgZ(KG) = r, que é o niumero de componentes simples de

KG. O
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Definicao 2.7 Chamamos um corpo K de corpo de decomposicao para um grupo finito
G se a dlgebra de grupo KG € isomorfa a uma soma direta de anéis de matrizes sobre

K.

Note que corpos algebricamente fechados sao corpos de decomposicao para qualquer
grupo finito G.

Notemos que, se e é um idempotente central em um anel R, entao ele induz uma
decomposi¢ao de R como uma soma direta: R = Re @& R(1 —e). De fato, Vi € R,
r=re+r(l—e)esex € ReNR(1—e), entdo z =7re =71 (1—¢), tal que r,7" € R; de

! ’ /
onde temos z =re=re=r (1—ele=re—re?=0.

Lema 2.5 Seja R um anel com unidade e seja H um subgrupo de um grupo G. Se |H|
¢ inversivel em R, entdo ey = ﬁ H éum idempotente de RG. Além disso, se H <G,

entao eg € central em RG.

Demonstracao Se |H| é inversivel, entao podemos definir ey = ‘—IlﬂH . Vejamos que ey

é idempotente:

1 A - 1

et = epey= ——HH = (S nH
i = mp(
1 N 1 .
= hH = H
P 2 T
1 A 1 -
=R T =
= €g.

Do lema 2.2, temos que se H <G, entdao RGH = HRG. Logo, ey é central em RG. O

O proximo resultado nos mostra como é a decomposicao obtida com esses idempo-

tentes.

Proposicao 2.6 Seja R um anel e seja H um subgrupo normal de um grupo G. Se |H|

¢ inversivel em R, entao ey = ﬁH induz em RG a decomposicao

RG = RGey ® RG(1 — ey),

26



onde RGeyg ~ R(G/H) e RG(1 —ey) = A(G,H).
Demonstracao Do lema 2.5 segue que ey é central em RG. Logo,
RG = RGey & RG(1 — ey).

Seja ¢ : G — Gey a fungao definida por ¢(g) = gey, Vg € G.

- ¢ é isomorfismo de grupos. Com efeito, ¢(gg') = (99 )ern = (99 Ve = (gen)(g'en) =
#(9)é(g'). Logo, ¢ é homomorfismo. Agora, ¢ é injetivo, pois ¢(g) = ey <= geg =
gﬁf[ = ﬁffl — gH = H < g € H, tal que ey é a identidade de Gey; e é de
verificacao imediata que ¢ é sobrejetivo.

Do teorema de homomorfismo de grupos, obtemos G/H ~ Gep. Como Gey é base

de RGey sobre R, temos que RGey ~ R(G/H).
F: RGey é um ideal bilateral de RG. De fato,

e Vaj,as € RG, ajey + asey = (a1 + az)ey € RGey;

e VYa,a; € RG, a(aieg) = (aaj)ey € RGey e (ajeg)a = (egaj)a = ey(aja) =

(a1a)ey € RGep.

F: RG(1 — ey) é um ideal a esquerda de RG. De fato,
e Vay, a3 € RG, a1(1 —ey) + ax(l —ey) = (a1 + az)(1 — ey) € RGey;
e Ya,a; € RG, a(a1(1 —ey)) = (aay)(1 —ey) € RG(1 — en)

Segue dessas afirmagoes e do lema 2.3 que RG(1 — ey) = Ann(RGey), e por ar-
gumento analogo ao do lema 2.2, mostramos facilmente que Ann(RGey) = A(G, H).

O

Definicao 2.8 Seja R um anel e G um grupo finito tal que |G| € inversivel em R. O

1

| G‘CA? ¢ chamado idempotente principal de RG.

tdempotente eq =

Corolario 2.5 Seja R um anel e seja G um grupo finito tal que |G| é inversivel em R.

Entdao podemos escrever RG como:
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RG ~ R® A(G).

Demonstracao Da proposigao 2.6, temos que RG ~ RGeg @& RG(1 — eg), tal que
ec = &G, RGeg ~ R(G/G) = R ¢ RG(1 — eg) = A(G,G) = A(G). Portanto,
RG ~ R& A(G). O

Lema 2.6 Seja R um anel comutativo e seja I um ideal de uma dlgebra de grupo RG.
Entio: RG/I é comutativo se e somente se A(G,G') C I, onde G' € o subgrupo comu-

tador de G.

Demonstracao Tome G' =< [g, h]; g, h € G >, o subgrupo comutador de G. Desejamos
mostrar que Vg,h € G, g-'h™'gh — 1 € I e, com isso, mostrar que A(G, G/) C I, como
ideal de RG. De fato, Vg, h € G, gh — hg € I. Logo,

gh — hg = (hg)(hg)~'gh — hg = hg(g~'h"")gh — hg = hg(g~'h~'gh — 1) € I.

Como [ é ideal de RG, temos que (hg)~'(gh — hg) = g 'h~'gh —1 € I.
Agora, gh — hg = hg(¢g~*h~'gh — 1) € A(G,G"). Se A(G,G") C I, entao:

Vg,h € G, gh —hg =1, i € I <= gh = hg(modl)
e, portanto, RG/I é comutativo. O

Proposicdo 2.7 Seja RG wma dlgebra de grupo semisimples. Se G denota o subgrupo

comutador de G, entao podemos escrever:
RG = RGey @ A(G,G),

onde RGey ~ R(G/G') ¢ a soma de todas as componentes simples comutativas de RG

e A(G,G") € a soma das demais.

Demonstragcao Da proposicao 2.6 segue a soma direta desejada. Basta observar que
G’ 4G e que as hipéteses G finito e |G| inversivel em R (RG é semisimples) implicam G’
finito e |G| inversivel em R, pois |G| = k|G'|,k € R <=1 = (|G|7'k)|G’|.

Note que RGey ~ R(G/G") é semisimples, pois R é semisimples, G/G" é um grupo
finito e |G/G'| é inversivel em R. Além disso, R(G/G') é comutativo, pois G/G ¢
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abeliano. Logo, RGe, ~ R(G/ G') é soma direta de componentes simples comutativas
de RG.

Agora, suponha que A(G,G') = A® B, onde A é componente simples comutativa e
B seu complemento. Entao, o quociente RG/B ~ RGe & A é comutativo. Logo, pelo
lema anterior A(G,G) C B, o que implica em A = {0}. Portanto, A(G,G") é a soma

das componentes simples nao-comutativas de RG. O

2.5 Representacao de grupos

Definicao 2.9 Seja G um grupo, R um anel comutativo e V um R-mddulo de dimensao
finita. Uma representacao de G sobre R, com espago de representacao V € um
homomorfismo de grupos T : G — GL(V), onde GL(V) é o grupo de R-automorfismos

de V. A dimensdo de V € chamada grau da representacio T e serd denotada por gr(T).

Fixada uma base de V' sobre R, podemos definir um isomorfismo ¢ de GL(V') sobre o
grupo GL(n, R) de matrizes n X n inversiveis com coeficientes em R, associando a cada

T € GL(V) sua matriz com respeito a base escolhida.

Definicao 2.10 Seja G um grupo e R um anel comutativo. Uma representacao ma-

tricial de grau n de G sobre R é um homomorfismo de grupos T : G — GL(n, R).

Exemplo 2.4 Seja G um grupo e R um anel comutativo. A aplicacao T : G — GL(n, R)
dada por T'(g) = I, Vg, onde I,, é a matriz identidade de GL(n, R), é chamada repre-

sentacao trivial de G sobre R de grau n. O

Exemplo 2.5 A representacao regular

Seja G um grupo finito de ordem n e seja R um anel comutativo. Definiremos uma
representacao de GG sobre R. Tomaremos como um espaco de representacao RG, o anel
de grupo de G sobre R.

Definamos uma aplicagdo T : G — GL(RG) como segue: a cada elemento g € G,
associamos a funcao linear 7, que age na base G por multiplicacao a esquerda; isto ¢,

Ty(9:) = ggi. De fato, esta é uma representagao de G, pois
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Ton(y) = (gh)y = g(hy) = T,(Ti(y)) = (T, o Th)(y).

Enumeremos os elementos de G em uma ordem G = {g; = 1, - -, g,}. Logo, na re-
presentacao matricial correspondente, com respeito a base G de RG, a imagem de cada
elemento g € G ¢ uma matriz de permutacao pois, Vg € G, T, age na base G permutando
os seus elementos. Em particular, para g # 1, 9g9; # ¢, <= T,(9:) # g;- Entao, todos
os elementos na diagonal de Tj sao iguais a zero, o que nos dé tragco T, =0 se g # 1 e
traco Ty = n = |G|.

A representacao assim definida é chamada a representacao reqular de G sobre R.

Como ilustracao verificaremos esta representacao para o grupo de Klein, isto é, o
grupo G = {1,a,b,ab}, com trés elementos de ordem 2, que enumeramos como ¢; = 1,

g2 = a, g3 = b, g4 = ab. Temos entao: Ta(gl) = g2, Ta(gz) =01, Ta(93) = G4, Ta(g4) = g3,

cuja matriz associada é:

Pa =

_ o O O
o = O O

o O = O
o o O =

De maneira analoga, obtemos :

Py =

o = O O

= o O O

o O O
o

Pab =

_ o O O
S = O O

oSO O = O
o o O =

30



1 000
0100
P1 =
0010
00 0 1]
que sao as matrizes associadas a Tj, Ty, e T}, respectivamente. O

Exemplo 2.6 Algumas representacoes de grupos ciclicos

Seja G = {1,a,a?, - - -,a™ '} grupo ciclico de ordem m e seja K um corpo. Se
G =< a >, entdo uma representagdo matricial A : G — GL(n, K) estd completamente
determinada pela matriz A(a), pois A(a”") = A(a)". Para verificar que A é na verdade
um homomorfismo de grupos e entao uma representacao , é suficiente que A(a)™ =1, a
matriz identidade de ordem n.

Suponha que car(K) nao divide |G| = m e que K contém uma m-ésima raiz primitiva
da unidade £. Entao, a funcao A : G — GL(1, K) dada por A(a) = £ é uma representagao
unidimensional de G sobre K. Além disso, se {{1,- - -, &n} é o conjunto de todas as

m-ésimas raizes distintas da unidade, entdo a fungdo B : G — GL(m, K) dada por

& 0 - 0

0 & - 0
B(a) =

0 0 v &

é uma representagao de G sobre K, de grau m. De fato, B(a)™ = 1.
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A representacao regular de GG é dada por:

00 -~ 01

10 ---00

01 - 00
['(a) =

00 10

O

Definicao 2.11 Duas representacées T : G+ GL(V) e T : G — GL(W) de um grupo
G sobre 0o mesmo corpo K sao ditas equivalentes se existe um isomorfismo ¢ -V — W

tal que:
T,=¢oT,0¢7 ' Vgeq.

Definicao 2.12 Duas representagées matriciais A : G —  GL(n,K) e
B : G — GL(n,K) de um grupo G sobre o mesmo corpo K sao ditas equivalentes se

existe uma matriz inversivel U € GL(n, K) tal que:
Alg) =UB(9)U™", Vg € G.

Exemplo 2.7 Representagoes de D,

Consideremos o grupo de todas as simetrias de um quadrado. Sejam a a rotacao

anti-hordria através de um angulo 7 e b a reflexao através de um eixo que contém uma
das diagonais desse quadrado. Esse grupo, denotado por Dy, é chamado o grupo dihedral

de ordem 8 e dado por:
Dy ={1,a,a? a3 b,ab,a*b, a*b},

onde a* =1, b? = 1, baba = 1.
Para dar uma representacao A : Dy — GL(n, K) sobre um corpo K, é suficiente
determinar matrizes A(a) e A(b) tais que A(a)* =1, A(b)2 =1 e A(b)A(a)A(b)A(a) = I.
E f4cil determinar quatro representacoes diferentes de D4 de grau 1, sobre qualquer

corpo K de caracteristica diferente de 2, digamos,
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Ala) =1e A(b) =1
B(a) =1e B(b) = -1
Cla)=—1eC(b) =1

D(a)=—-1e D(b) =—1

Pensando no significado geométrico de a e b, podemos obter ainda uma outra repre-

sentacao W de Dy, de grau 2, dada por:

0 —1
W(a) =
1 0
[§
0 1
W(b) =
10

a

Note que, a menos de equivaléncia, o grupo D4 possui uma unica representacao de grau

maior que um e é, portanto, um exemplo da classe de grupos que pretendemos classificar.

Exemplo 2.8 Soma direta de representacoes

Sejam T : G — GL(V) e S : G — GL(W) duas representagoes de um grupo G
sobre um anel comutativo R. Definamos uma representacao de G sobre R com espaco
de representacao V & W, chamado soma direta das representacoes dadas, denotado por

T & S, onde:
(T®S)y=T,® 95, ¥ged.

Se escolhermos bases {vq, -+, v, } e {wy, -+, w,, } de V e W respectivamente, e denotarmos
por g — A(g) e g — B(g) as representagdes matriciais correspondentes nessas bases,
entdo T @ S com respeito a base {(v1,0),- - -, (v,,0), (0,wq), - -, (0,w,,)} de V@ W, é
dada por:
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Exemplo 2.9 Seja G um grupo ciclico de ordem m e seja K um corpo que contém
{&,- - +,&n} o conjunto de todas as raizes da unidade de ordem m. Consideremos as

representacoes B e I' do exemplo 2.6 e seja

& & - &

§ & - &
U=

& & S

Como U é uma matriz de Vandermonde com det(U) = [Ti<;<j<m(& — &) # 0, entao
U € GL(m,K) e B(a)U = UT'(a). Decorre dai que B(g) = UT'(g)U™', Vg € G, o que

mostra que essas representagoes sao equivalentes. O

Definigao 2.13 Uma representa¢io T : G — GL(V) de um grupo G sobre um corpo
K é chamada irredutivel se V é um espaco nao-nulo cujos subespagos invariantes sob T

sao apenas os subespacos triviais {0} e V.

2.6 Representacoes e médulos

Nosso objetivo nesta secao ¢ mostrar a relagao existente entre representacoes e médulos

via o conceito de anel de grupo.

Proposicao 2.8 Seja G um grupo e R um anel comutativo com unidade. Entao, existe
uma bijecao entre representacoes de G sobre R e RG-maddulos livres de dimensao finita

sobre R.

Demonstracao Seja T : G — GL(V) uma representagao de G sobre um anel comuta-
tivo com unidade R, onde V é um R-moddulo de dimensao finita. A essa representacao
associamos o espaco V', que se torna um RG-moédulo com a operacgao por escalar «;, dada

por:
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av=(D_ag9)v=">Y_a,(gv) => Ty(v), « € RG,Vv e V.

geG geG geG
De fato, essa operacao satisfaz as propriedades:
Loafvr +v2) = (D agg) (v +v2) = Y agTy(vr +v2) = > agTy(v1) + > agTy(ve) =

geG geqG g€]G geqG
QU1 + Qvg;

2. (a+a1)v:(2(a9+alg)g)v: Z(ag+alg Zag +Z%Tg(v):

geG geG geG geG
av + aqv;

3. (aon)v = (Y. agar,gh)v= > (agan,)Tyn(v) = Y (agan,)Ty(Th(v)) = a(av).
g,heqG g,heqG g,heqG

Reciprocamente, se M é um RG-moddulo de dimensao finita sobre R, definimos uma
representacao de G sobre R atribuindo a cada elemento ¢ € G o R-automorfismo
T, : M — M dado por: T,(m) = gm, Ym € M. De fato, T, assim definida age em
uma base de M por multiplicacao a esquerda. Do exemplo 2.5 segue que 7T, é isomor-
fismo de V. Logo a aplicacao T' : G — GL(M) definido por T'(g) = T,, ¢é tal que
Tgn(m) = (gh)ym = g(hm) = Ty(Tn(m)) = (Ty 0 Tp)(m).

E de verificacao imediata que essas funcoes sao inversas uma da outra. O

Exemplo 2.10 Seja G um grupo finito e considere RG como um RG-moddulo sobre
ele mesmo. Sabemos que RG possui dimensao finita |G| sobre R. Logo, Vx € G, a
representacao 7T, : RG — RG é dada por:

T.(Y_ alg)g) = z(>_ alg)g) = D alg)zg

geG geCG geG

Isso significa que = € G age na base G = {¢1, -+, g, } por multiplicacao a esquerda. Logo,
a representacao associada ao RG-modulo RG é precisamente a representacao reqular de

G. a

Lema 2.7 Seja G um grupo e R um anel. Seja T : G — GL(V') uma representagio de
G sobre R, com espago de representacao V. Entao, um subespaco W C V' € invariante

sob T se e somente se W ¢é um RG-submddulo de V.
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Demonstracao Seja W um R-subespaco de V, invariante sob T'; isto é, Vg € G,
T,(W)cC W.

Entao,

1. Yw,we € W, w1 —wy € W;

2. Yw € W,Va € RG, aw = (D _ agg)w =Y _ a,(gw) =Y a,T,(w) € W.

geG geG geG

Portanto, W é um RG-submédulo de V.
Seja T" a representacao de GG sobre R correspondente ao espago V', como RG-modulo,
e W C V um RG-submddulo de V. Entao, Ty(w) = gw € W, Vg € G, Yw € W; isto ¢,

W é subespago T-invariante. O

Proposicao 2.9 Seja G um grupo e seja R um anel comutativo. Entdo:

~ / ~ .
1. Duas representacoes T e T" de G sobre R sao equivalentes se e somente se 0S

RG-maédulos correspondentes sao isomorfos;

2. Uma representacdo € irredutivel se e somente se o RG-mddulo correspondente €

1rredutivel.

Demonstracgao

1. Sejam T : G — GL(V) e T" : G — GL(W) representacdes equivalentes de G sobre
R. Entao, existe isomorfismo ¢ : V- — W tal que Vg € G, T; =¢oT,0¢ . Como
V e W sao os RG-médulos de dimensao finita sobre R correspondentes a T e T',

respectivamente, entao segue o resultado.
Por outro lado, se Ve W sao RG-mdédulos isomorfos, de dimensao finita sobre R,
via isomorfismo ¢ e T : G — GL(V) e S : G — GL(W) sdo as representacoes
correspondentes a V' e W, entao:
(poTyod )(w) = (poTy)(¢~ (w)) = d(Ty(¢™" (w)))
= g (w)) = go(¢™" (w))
= gw = Sy(w).

Logo, Sy, = ¢oT,0¢™ ', Vg € G, e portanto, S e T sdo equivalentes.
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2. Seja T': G — GL(V) uma representacao irredutivel. Se o RG-médulo correspon-
dente V' é redutivel; isto é, V = A @ B, onde A e B sao RG-submoddulos de V,

entao, pelo lema 2.7, A e B sao invariantes sob T, o que é uma contradigao .

Suponha agora que V ¢ irredutivel. Suponha ainda que a representagao correspon-
dente T': G — GL(V) é redutivel e seja W C V o subespago T-invariante. Como
W é nao-vazio, podemos escrever V- =W & (V '\ W). Contradigao . O

Observemos que se um RG-moédulo M admite uma decomposicao como uma soma
direta de submédulos M = @f_; M; e se T e T; denotam as representagoes correspondentes
aMe M;,1<i<t entao: T = @!_,T;. De fato, se m = (my,ma,---,my) € M e

T:G — GL(M) é a representacao correspondente ao RG-médulo M, entao, Vg € G,

Tg(m) =gm = (gmlanga T '7gmt)

= (Th,(m1), Tz, (m2), - - -, Th, (M),

onde T;,, 1 <14 < t, é a imagem de g pela representagao irredutivel T; : G — GL(M;),

que estd associada ao RG-médulo irredutivel M;. Portanto, Vg € G, T, = ®!_,T; , o que

g’

implica T' = ®!_,T;.

Mostraremos agora como as informagoes que temos sobre anéis de grupo nos ajudam
a obter informacoes sobre representacoes de grupo.

Se G é um grupo finito e K é um corpo tal que car(K) nao divide |G|, entao, KG é
semisimples. Nesse caso, todos os KG-modulos sao semisimples.

Seja KG um anel semisimples e KG ~ &!_;M,.(D;), onde D;, 1 < i < r, sao anéis
de divisao contendo K em seu centro. Entao, calculando dimensoes sobre K em ambos

os lados desta expressao, obtemos:
|G| => " n?D;: K.
i=1

Como o médulo I; de M, (D;) é isomorfo a D", o grau da representagao correspondente T;
é dado por: grau(T;) = [I; : K] = [D} : K] = ny[D; : K]. Portanto, |G| =>_ n;grau(T;).
i=1

Esse resultado e a proposicao 2.5 nos dao o seguinte teorema:
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Teorema 2.5 Seja G um grupo finito e seja K um corpo de decomposicao para G. Entdo:
KG~&l_M,,(K),

onde r € o numero de classes de conjugacao de G. Consequentemente, o numero de

representacoes irredutiveis, nao-equivalentes de G sobre K € também r. Além disso,
'
_ 2
G| = Z n;
i=1

Exemplo 2.11 Representacoes do grupo dihedral de ordem 8

Vimos no exemplo 2.7 que o grupo D, possui quatro representacoes diferentes de
grau 1 e uma representacao W de grau 2 sobre (), o corpo dos racionais. Entao, na
decomposicao de QD4 aparecem quatro componentes simples isomorfas a () e essas sao
todas as suas componentes comutativas, pois ()4 nao é comutativo.

Seja M, (D) a componente simples correspondente & representagao de grau 2. Como
2=grau(W)=n[D:Q|,entaton=1e[D: Q] =2oun=2e[D: @] = 1. No primeiro

caso, QD, é da forma:
QDy=QoQoQoQoDaD

4 / c e~ /
onde D deve ser também um anel de divisao, tal que [D : Q] = 2. Como um anel de
divisao de dimensao 2 sobre um corpo deve ser comutativo, entao teriamos que QQ D, é
comutativo, o que é uma contradigao , pois D, é nao-abeliano.

Consequentemente, devemos ter n = 2 e D = (). Portanto,

RDi~Q®Q®QdQ & M(Q).

Como as representacoes dadas sao também representacoes irredutiveis de D, sobre

C, o corpo dos complexos, temos que:

CD,~CadCadCaCd M(C).

38



Observe que dadas todas as representacoes irredutiveis, a menos de equivaléncia, de um
grupo finito GG sobre corpo K, fica determinada a decomposicao do anel de grupo KG
em soma direta de anéis mais simples, como no exemplo 2.11. Da mesma forma, dada
decomposi¢cao em soma direta de KG, ficam determinadas as representagoes irredutiveis
de G. Temos assim uma maneira de estudar as representacoes irredutiveis de GG sobre K,

a saber: via decomposicao do anel de grupo KG em anéis mais simples.
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Capitulo 3

Caracterizacao de grupos finitos que
possuem uma unica K-representacao

irredutivel de grau maior que 1

Apresentamos neste capitulo o principal resultado deste trabalho. Veremos antes alguns
lemas, onde usaremos as notacoes : G para grupo finito, G' para grupo derivado de G e

Z(@G) para centro de G.

Lema 3.1 Um grupo finito G possui uma unica K-representacdo irredutivel de grau
maior que 1 se e somente se G possui [G : G/] + 1 classes de conjugagao , onde K ¢é

um corpo algebricamente fechado.

Demonstracao Seja
KG=KGey ® KG(1 —ey),

tal que KGey, =~ K(G/G') é a soma das componentes comutativas de KG e
KG(1 —ey) = A(G,G') é a soma das demais componentes. Como K é algebricamente
fechado, as componentes comutativas de KG sao copias de K e o numero de classes de
conjugacao de G' é o nimero de componentes simples de KG. O nimero de componentes

simples comutativas de KG é dado por:
dimgK(G/G") = |G|/|G'| =[G : G].
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Se (G possui uma tunica K-representacao irredutivel de grau maior que 1, entao a ela esta
associada a componente simples A(G, G'). Portanto, KG possui [G : G'] + 1 classes de
conjugacao .

Suponha agora que G possui [G : G/] + 1 classes de conjugacao e escreva
KG = KGey © A(G,G') ~@i_ M, (K),

onde r é o numero de componentes simples de KG. Segue-se entao do fato de K ser
algebricamente fechado que r = [G : G| + 1 <=1 —1 =[G : G'| = dimx K (G/G"), tal
que K(G/G") é, a menos de isomorfismo, a soma das componentes comutativas de KG.

Em termos matriciais,
KGK&- - - & K& M, (K),

/ , .
onde K aparece [G : G| vezes nesse somatorio.

A componente simples M, (K) é tal que n; > 1, de onde segue o resultado. ]

Seja 7 = {go = 1,91, 92, - -, g} um transversal de G’ em G.

Lema 3.2 Um grupo finito G possui [G : G/] + 1 classes de conjugagao se e somente se

cada ¢;G' € uma inica classe de conjugacio e G € a unido de duas classes de conjugagio
{1} e G —{1}.

Demonstracdo Para verificar que cada classe ¢;G° é uma unido de classes de
conjugacio , basta mostrar que Vo € ¢,G', o conjugado de z ainda estd em ¢;G'. De
fato, Vo € ¢;G', © = ¢;g, para algum ¢ € G'. Logo, Yg € G, g 'zg = ¢ '¢ig'g =
(97'9:9) (979 9) € 6:G', pois g7 gig € G e g lgge g G =G

Concluimos que G possui, pelo menos, r+ 1 classes de conjugagao , a saber, o niimero
de classes laterais de G’ em G. Note que G’ = (G — {1})U{1} e, por hipétese, G possui
exatamente [G': G'] +1 = r + 2 classes de conjugacio . Entdo, cada classe lateral ¢;G ¢
uma tinica classe de conjugacio e G’ é a unido das classes G — {1} e {1}.

Suponha agora que cada ¢;G' é uma tnica classe de conjugacdo , i > 1, e G é a uniao
das classes G' — {1} e {1}. Entdo G possui [G : G'] + 1 = r + 2 classes de conjugacao e

essas sao as unicas classes de G. De fato, seja x o representante de qualquer outra classe
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de conjugacao . Temos que = = ¢,g , para algum ¢; € 7, ¢ € G'; isto é, z € §; = ¢;:G e,

portanto, T = g;. |

Teorema 3.1 Um grupo G possui exatamente uma unica K -representacgao irredutivel de

grau. mator que 1 se e somente Se:
o |G| =2k éimpar, Z(G) =G e|G'| =2;
ou

o (G ¢ isomorfo ao grupo de todas as transformacgoes x — ax + b, a # 0, sobre um

corpo de ordem p" # 2.

Demonstracao Suponha que G possui uma tnica K-representacao irredutivel de grau
maior que 1. Segue dos lemas 3.1 e 3.2 que GG age transitivamente por conjugacao sobre
G —{1}.

Como consequéncia temos que G é abeliano, G é abeliano elementar e G é normal

minimal em G. Com efeito, tome z € G', © # 1, arbitrario. Para todo y € G, y # 1,

1 1 1

zg)? = g latg, -, Y@ =

(g wg)°@ = g~ 1a°@g = 1, Vy € G’ — {1}. Portanto, Vy € G' — {1}, existe inteiro k tal

existe ¢ € G tal que y = g 'zg. Nesse caso, y* = (g~
que ¥* = 1 e o menor inteiro k com essa propriedade, é primo. Caso contrario, k = mn e
Vg € G — {1}, ()" # 1, pois o(¢') = k e m < k. Logo, (¢)" elemento de G é tal que
(¢"™)" =1, com n < k. Contradicao . Portanto, k é primo.

Mostremos que G é abeliano. De fato, visto que 2 € G = o(x) = k, k primo, temos
que todos os elementos de G’ — {1} possuem a mesma ordem (prima) e, portanto, G' é um
p-grupo. Logo, Z(G') é nao-trivial. Considere agora a aplicacao fo: G' — G definida
por f,(z) =g 'zg, Vg€ G, x € G'. E de verificagao imediata que f, ¢ um automorfismo
sobre G'. Entdo, f, leva Z(G') em Z(G'), o centro de G'. Agora, Vo € G' — {1},
{f,(x);¥g € G} = G' — {1}, pois G' — {1} é uma tnica classe de conjugacdo . Em
particular, se x € Z(G'), v # 1, entdo G' — {1} = {f,(z);Vg € G} C Z(G"), de onde
segue que G’ é abeliano.

/ / . 7 7 .
Portanto, G' é k-abeliano elementar, onde k é um nimero primo.
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Mostremos agora que G' é normal minimal em G. Seja H subgrupo de G tal que
{1 4£H<G,H+#G e HaG. Entao, Vg€ G, go'HgC H. Tomey € G — H, y# 1
e x € H. Por hipétese, G' — {1} é uma tinica classe de conjugacio . Logo, existe g € G
tal que x = g lyg. Mas 2 = g lyg &= y = grg~! € H. Contradicao . Portanto, nao
existe subgrupo préprio de G’ normal em G, isto é, G' é normal minimal de G.

Sendo G’ abeliano, podemos escrever {1} € G' C G, tal que {1} <G, G <G e
G'/{1} = G', G/G" sdo abelianos, isto é, G admite uma série subnormal abeliana e,
portanto, é solivel.

Suponha que |G| = 2. Entdo, G' = Z(G). De fato, seja G' = {1,4'}. Como G ¢
uma unica classe de conjugacgao e elementos conjugados tém mesma ordem, temos que
Ve e G, 27 gz =g < gz =2g, de onde segue que G' C Z(G). Tome agora h € G,
tal que h nao pertence a G'. Como h = hG = {h, hg/} ¢ uma unica classe de conjugagao
(lema 3.2), escrevemos x~thz = hq', para algum = € G, o que implica que h ndo pertence
a Z(@G). Equivalentemente, temos que h € Z(G) = h € G'. Portanto, Z(G) C G'.

Sendo G’ central em G, podemos escrever {1} C G’ C G, tal que {1} e G’ sdo normais
em G e G C Z(G), isto é, G admite uma série central e, portanto, é nilpotente.

Nessas condicoes temos que G é um 2-grupo. De fato, G’ é nilpotente se e somente
se GG é um produto direto de p-grupos. Digamos que G = G5 X G3 X G5 X -+ - X Gy X + + -,
onde {G;}icr é um conjunto finito e cada G; é um i-grupo. Como |G'| = 2, temos que
G CGyeVa,be Gy i>3,[a,b] =a'b'ab € G;NG . Logo, |[a,b]| divide |G| e divide
|G'| = 2, o que nos da [[a,b]| = 1, Va,b € Gy, ou seja, G; é abeliano, Vi > 3. Note que o
elemento h = (1, hs, hs, - - -) estd em Z(G) = G'. Entdo, h = (x,1,1,---,1), para 2 € Gs.
Portanto, G = G, ou seja, G é um 2-grupo.

Sejan > 1 o grau de uma representagao irredutivel de G sobre K, onde K é um corpo

algebricamente fechado de caracteristica zero. Entao, do lema 3.1,
KGKoK®- &Ko M,/(K),
onde aparecem [G : G'] cépias de K. Se |G| = 2™, entdo

G| =[G : G4+ n* = 2" =2"""14n2e=n?=2" 2l =9l e =, /2" 1
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Como n é inteiro, m — 1 é par e, portanto, m é impar. Temos assim verificado uma

implicagao .

Passemos ao segundo item. Suponha agora que |G| = p? > 2. Neste caso, Z(G) = 1.
De fato, digamos que |G'| = 3 e G = {1,a,b}. Como G age por conjugacio sobre
G — {1} = {a,b} e ;G = {gi, g:a, g:b}, g; € T, é uma tinica classe de conjugacio de G,

entdo a Unica classe com um tnico elemento é {1}. Logo, Z(G) = 1, pois, Va € G,
C,={a} <= glag=a,Vg € G < ag = ga,Vg € G <= a € Z(Q).

Fica claro, desse modo, que Z(G) = 1 para qualquer ordem maior de G

Observe que os grupos G/G e G sdo nilpotentes, pois G/G e G sdo abelianos.
Logo, a série G > G’ > 1 é nilpotente de comprimento 2 e esse é também o comprimento
nilpotente de G. De fato, basta ver que G' é normal minimal em G e, portanto, a série
G>G >16a série nilpotente inferior de G.

Seja 1 um normalizador de sistema de G. Entdo, do teorema 1.1, segue que G=n G’
enNG =1.

Segue do teorema de isomorfismo para grupos que ) ~ G/ G’ que é, portanto, abeliano.

A acdo de 7 sobre G, por conjugacio , é fiel. De fato, seja

¢ n — Aut(G')

n— ¢p:G — G
’ 1/
g —ngn

essa acio . B suficiente mostrar que ker(¢) = 1g. Para isso, tome n € ker(¢), isto é, n
tal que n~l¢g'n = ¢, Vg € G'. Agora, Vo € G, x = eg, com e € n, ¢ € G'. Entao,
Vo € G,

nlan =n"legn = (n"len)(n"'g'n) = eg’ =z,

tal que n~'en = e, pois 1) é abeliano. Portanto, n € ker(¢) <= n € Z(G) = {1¢} <
n = lg, onde a reciproca segue trivialmente. Dai concluimos que 7) possui uma cépia em

Aut(G).
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Visto que G' é abeliano elementar e \G/| = 97, podemos escrever G’ ~ Ly X -+ X Ly,
onde Z, aparece j vezes. Nesse caso, G é um Z,-espaco vetorial.

Na representacao ¢, G =~ ij nao possui Z,-subespaco invariante nao-trivial, isto ¢,
a acao de 7) sobre G’ é irredutivel. De fato, vimos que a acdo de G sobre G — {1}, por
conjugacao , é transitiva; ou seja, Va,y € G — {1}, existe g € G tal que g~ 'zg = y.
Podemos escrever g = ng’, onde n € 1, ¢ € G'. Entao,

’ r—1

_ =1, _ _ _
glag=y<=y=g (nlan)gd =g ¢ (ntan)=n"lan,

pois n~lzn € G' e G é abeliano. Portanto, a acdo transitiva de G sobre G’ se reduz &
acdo transitiva de 7) sobre G, de onde concluimos a afirmacao feita.

Na agao ¢ observe que Vn € 1, ¢, : G' — G é uma transformacao linear sobre Z
inversivel, com ¢, "' : z +— nzn~!, Vo € G, onde G =~ ij . Como a essas transformagoes
estao associadas matrizes em M;(Z,), o anel de matrizes de ordem j com coeficientes em
Z,, e M;(Z,) sao todas as transformacoes lineares sobre ij ~ G, podemos pensar em

7) contido em M;(Z,) via aplicagao

o n — M;(Z,) ={matrizes j x j com coeficientes em Z,}

n r—— ®n

onde ¢, é a representacao matricial de ¢, em relacao a uma base fixada, cujo kernel é
kero = {1g}.

Verifiquemos agora que o centralizador C'(7)) de 1) em M;(Z,) é um anel de divisao.
Basta mostrar que existe L™ em C(n), VL € C(n), L # 0. Ou ainda, que L é 1 — 1
e sobrejetiva, VL # 0. Do teorema do nicleo e imagem, isso se reduz a mostrar que L
¢ sobrejetiva; isto é, que L(ij ) = ij. Verifiquemos entao essa igualdade. Para todo
n € n, n # 0, n é inversivel; em particular, é sobrejetiva. Logo, VL € C(n), L # 0,
nL(Z,) = Ln(Z,) = L(Z,). Portanto, L(Z,’) C Z,’ é n-invariante. Como 7 age de
modo irredutivel sobre Z,7 e L # 0, temos que L(Z,’) = Z,.

Como C(1) é um anel de divisao finito e, portanto, um corpo finito, temos que C' (n)*
é ciclico. Logo, 1) também é ciclico, pois 77 é abeliano o que implica que 7} estd contido

em C(n)*.
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A agao de 1) como um grupo de permutacoes sobre G — {1} é transitiva; ou seja,
G’ —{1} é uma tinica érbita de 7. Visto que 7] é abeliano, essa acio é também regular, pela
proposi¢ao 1.1. Em particular, 1) é semiregular (definigao 1.6). Entao, pela proposicao
1.2, temos que || = |G — {1}| =p’ — 1.

F: m é um subgrupo maximal em G. De fato, seja L subgrupo de G tal que 1) < L
< Gen+#L. Entao, existe [ € L, [ =ng, talquene€n,g € G eg #1. E claro que
n~t € L, pois ) < L. Logo, n~'l = n'ng = ¢ € L e consequentemente ¢, a classe
de ¢' na acéo de 1), por conjugagao , sobre G, pertence a L. Mas essa acio é transitiva.
Entdo, ¢' =G C L. Como L D G e L D1, temos que L D G =nG’; ou seja, L = G e,
portanto, 77 ¢ maximal em G.

F: A representacao de G sobre as classes de 7) é primitiva. Com efeito, seja
T = {t; = 1,ty,- - -, t;} um transversal de 1) em G e suponha que nt; = n,nty,- -
-, mtg; com s < k, é um bloco nao-trivial fixado pela acdo de G sobre G/n. Entao,
nty = nUnty U---Unty = M é um subgrupo de GG. De fato, quaisquer que sejam
nti,n/tj € M, temos que ntm/tj € (nti)n/tj C Ui_nt; =M. Ou seja, M é fechado para a
operacao de G. Note ainda que (nt;)(t; 'n~'t;) = t; € M e, com isso, tit;"2 = t;* € M.
Assim, Vnt; € M, t;"'n~! = (nt;)~! € M. Portanto, M é um grupo tal que n < M < G
en # M # G, o que contradiz a maximalidade de n em G. Entao, nao existem blocos
nao-triviais fixados pela agao de G sobre as classes de 1, o que verifica a afirmacao inicial.

Além disso, essa é uma representagao fiel. De fato, se m : G — S(G/n) é essa repre-
sentacao , entao basta mostrar que kerm = {1} Para isso, observe que

kerm C (] 1" e que o grupo (] 1" estd contido no hipercentro de G (ver [2]). Visto que
zeG zeG

o hipercentro de G é {1}, pois Z(G) = {1}, entao kerm = {1}.

Agora, usando o fato que |n| = p’ — 1 e aplicando resultado encontrado em [3], temos
que G é isomorfo ao grupo de todas as transformagoes * — ax+b, a # 0, sobre um corpo
de ordem p7.

Para a reciproca, suponha primeiramente que |G| = 2F, G' = Z(G) e |G'| = 2.
Digamos que G’ = {l,a} e 7 = {g, = 1,01, - -, g} é um transversal de G’ em G.

o g,G = {gi, gia} é uma unido de classes de conjugacdo . De fato, = € e

— 1 = g9, 9 €G. Portanto, Vg € G, g7'zg = g7 '9i9 9 = (¢'0:9)(g7 "9 g9) € ¢:CG".
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Logo, G possui, pelo menos, r = [G : G/] — 1 classes de conjugacao .

Suponha que ¢;G" é unido de classes de conjugacao distintas, a saber, ¢;G = Cg,UCya-
Nesse caso, Vg € G, g7'gig = gi <= 9,9 = 99: ¢ 9 ' (g:a)g = (gia) <= (gia)g = g(gia),
de onde conclufmos que g; e g;a pertencem a Z(G) = G'. Entao, Cop = Cha = G .
Contradicdo . Logo, ¢;G é uma tnica classe de conjugacio , para i > 1.

Podemos escrever G = (G' — {1}) U {1}, onde G' — {1} = {a} e {1} sdo, cada uma,
uma tnica classe de conjugacdo . Entdo, G possui, pelo menos, r +2 = [G : G'] + 1
classes de conjugacao , que afirmamos serem as unicas classes de GG. De fato, se = é
representante de qualquer outra classe de conjugacdo , entdo z = ¢;¢, com ¢; € T,
g € G isto é, x € §; = ¢;G’, de onde temos 7 = g;.

Portanto, do lema 3.1 segue que GG possui uma tunica K-representacao irredutivel de
grau maior que 1.

Agora, suponha que G é isomorfo ao grupo de todas as transformacoes x +— ax + b,
a # 0, sobre um corpo de ordem p™ # 2. Entao, o grupo G’ de G corresponde ao grupo de
todas as translagoes . De fato, sejam f : x — ax+be g: x +— cr+d transformacoes dadas

1 b L 1 d

como na hipdtese. Entao, estao definidas inversas f':x+— —v——egl:x+— —o— —.
a c c

Por um célculo direto, verificamos que o comutador [f, g] de f e g é dado por

[f,g]:x+d(a_1)+b<1_c),

ac

que é uma translacao . Agora, se x — x + ¢ é uma translacao arbitraria, entao

) 1
r+— v+ q € G. De fato, basta tomar, por exemplo, a = b =d =1ec = ——

I+gq
dla—1)+b(1 —c)
ac
I-: Existem precisamente duas classes de conjugacido em G. De fato, a translacio

~ , , ’
na expressao . Dai concluimos que |G'| = p™.

trivial © — 2 é uma classe de conjugacdo de G'. Se = — z + ¢ é uma translacio

nao-trivial, entao, para toda transformagao = +— azx + b € G, a # 0, temos que

(ix—Z)o(m—i—q)o(aw—i—b) = (Cllx—Z)o(ax—l—(b%—q))—(i(ax+(b+Q))_2)

= $+g:$—|—qa_1,
a

tal que a € () e () é um corpo de ordem p". Entao, fazendo a percorrer todos os elementos

de @, temos que ga~! percorre todos os elementos de @ e, com isso, x — x + qa~!
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percorre todas as translacoes nao triviais de G. Como (@) € finito, a classe de conjugacao
de z +— x + q é, portanto, G — {x — z}, 0 que verifica a afirmacao feita.
Seja agora x +— rx + s uma transformagao tal que 0 # r # 1, isto é,

t—rr+se€G—G. Entao,Vz—az+be G, a0, temos que:

1 b 1 b
—r— - by = (—x—-— b
(a:c a)o(m’—l—s)o(a:c—i- ) (a:c a)o(r(ax—i— )+5))
1 b
= —(arz+rb+s)——
a a
rb+s—0b
= re+—m——.
a
rb+s—0b
Novamente ————— percorre todos os elementos de ), V a,b € () e, portanto, a classe
a

de conjugacao de x +— rx + s corresponde a todas as transformacoes r — rx + s, s € ),
0 # 7 # 1 fixo. Logo, existem p" — 2 classes de conjugacio em G — G . Como para cada
0 # r # 1 fixado, existem p” transformacoes associadas, temos que |G —G'| = p*(p" —2).

/ / ! G
Portanto, |G| = |G —G |+ |G| = p"p" —2p" +p" = p™(p" —1). Assim, [G: G| = ]‘G/’\ =

Pl [G:G|+1=p"
Ao todo, entdo, existem 2 + (p” —2) = p" =[G : G'] + 1 classes de conjugacio em G,

o que completa a prova do teorema. O
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