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Resumo
Nesse trabalho estudamos a dinâmica unidimensional induzida por difeomorfismos for-
temente dissipativos no disco D, isto é, dinâmicas em árvores reais. Essa dinâmica que
pela sua construção não é injetora, preserva informação das medidas ergódicas aperiódicas
como também preserva algumas propriedades da dinâmica original. Assim, estudamos
principalmente a árvore como invariante dinâmico no sentido ergódico como topológico.

Palavras-chave: Dinâmica em árvores, difeomorfismos fortemente dissipativos, invariantes
dinâmicos, dinâmica unidimensional induzida.





Abstract
In this work we study the one-dimensional dynamics induced by strongly dissipative
diffeomorphisms on the disk D, that is, dynamics in real trees. This dynamic, which due to
its construction is not injective, preserves information from the aperiodic ergodic measures
as well as preserving some properties of the original dynamics. Thus, we mainly study the
tree as a dynamic invariant in the ergodic as the topological sense.

Keywords: Tree dynamics, strongly dissipative diffeomorphisms, dynamic invariants,
induced one-dimensional dynamics.
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1 Introdução

Em sistemas dinâmicos, umas das áreas mais prosperas é a dos endomorfismos de
variedades unidimensionais. Entre as vantagens que possui esta teoria está a estrutura de
ordem que se tem num intervalo. Porém esta propriedade é perdida ao considerar espaços
ambientes com dimensão maior que 1. Existem varias formas de mergulhar aplicações
unidimensionais em aplicações de dimensão 2. Para ver isto, um exemplo conhecido é dado
ao considerar f : I → I, a extensão F : I×R→ I×R é definida por F (x, y) = (f(x)+y, bx).
Em particular o ao considerar a aplicação quadrática f(x) = 1−ax2 e a respectiva extensão
F (x, y) = (1− ax2 + y, bx) conhecida como a aplicação e Hénon. Ainda quando F provém
de uma aplicação unidimensional, essa dinâmica é muito mais difícil de descrever. Podendo
apresentar incluso atratores de período não limitado.

Nesse trabalho estudamos a dinâmica induzida por uma classe de difeomorfismos
em superfícies. Essa nova dinâmica é de interesse por ser vista como um modelo mais
simples verificando continuidade num espaço de menor dimensão (unidimensional) que
herda algumas características da dinâmica original como entropia, pontos periódicos e
conjugação. Inclusive é possível obter propriedades dinâmicas como topológicas e ergódicas
na dinâmica original a partir da dinâmica induzida.

A classe de difeomorfismos inicialmente mencionada é do tipo contração de volume
e cuja dinâmica é intermediaria entre a 1-dimensional e dinâmica de superfícies. Dita
classe que é chamada de difeomorfismos fortemente dissipativos tem sido introduzida
por Pujals e Crovisier em [4]. Onde tem sido estudado que é uma classe aberta baixo
certas hipóteses no jacobiano assim como a densidade de pontos periódicos no suporte das
medidas invariantes.

Dada S uma superfície compacta, onde r ≥ 1. Dizemos que f ∈ Difr(S) é dissipativo
se | detDf(x)| < 1, para todo x ∈ S. Assim, a classe dos difeomorfismos dissipativos
verifica que quase todo ponto de uma medida ergódica possui variedade estável. Em
particular, se a medida não for suportada num poço hiperbólico, a variedade estável de
pontos regulares é 1-dimensional. Logo, a classe dos fortemente dissipativos são tais que
as variedades estáveis separam o domínio atrator S. Essa característica, no caso de S ser
um disco, é a que vai fornecer uma estrutura 1-unidimensional.

Se denotamos por W s
S(x) à componente conexa de W s(x) ∩ S que contém o ponto

x. Definimos:

Definição 1.0.1. Um difeomorfismo Cr, f : S → f(S) ⊂ int(S), r > 1 numa superfície
S compacta é fortemente dissipativo se:
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1- f é dissipativo,

2- para toda medida µ ergódica que não é suportada num poço hiperbólico, e para µ q.t.p
x, cada uma das componentes conexas de W s

S(x) \ {x} não estão contidas em f(S).

Denotamos por SDr(S), r > 1, ao conjunto dos difeomorfismos fortemente dissipa-
tivos na superfície S. Em particular, quando S é o disco D fechado, a última condição diz
que W s

D(x) separa o disco, o qual pode ser visto na Figura 1. Assim, no caso de S = D
a segunda condição na Definição 1.0.1 vai induzir uma estrutura 1-dimensional pois nos
permite estabelecer uma ordem entre tais curvas.

Figura 1 – Variedade estável de um ponto x regular para f ∈ SDr(D)

Para notar que essa classe de difeomorfismos é não vazia basta considerar a ferradura
no disco D e notar que verifica as condições de dissipatividade forte. Porém para ver mais
exemplos e entender por que estão ligados a dinâmicas unidimensionais e que na verdade
extensões de endomorfismos em intervalos são fortemente dissipativos. Basta considerar a
família quadrática x→ x2 + c e a respectiva extensão Hab(x, y) a superfícies, conhecida
como a aplicação de Henón, para certos parâmetros a e b. De fato, isto tem sido provado
em [4] no seguinte Teorema:

Teorema 1.0.2. Para qualquer a ∈ (1, 2) e |b| < 1/4, a aplicação de Hénon

Ha,b(x, y) = (1− ax2 + y,−bx)

é fortemente dissipativa na superfície S = {(x, y) : |x| < 1
2 + 1

a
, |y| < 1

2 −
a
4}.

Assim, uma das primeiras propriedades estudadas em [4] dessa classe de difeomor-
fismos SDr(S) é que ela C1-aberta quando a norma do Jacobiano é suficiente pequeno,
mais claramente temos:
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Teorema 1.0.3. Seja f ∈ SDr(S), r > 1, x, y ∈ S e um vetor unitário u ∈ TyS,
satisfazendo

| detDf(x)| ≤ ‖Df(y).u‖ 9
10 .

Então, para qualquer subconjunto de difeomorfismos C2, todo difeomorfismo g que está C1

perto de f , é fortemente dissipativo.

Dado que nas dinâmicas fortemente dissipativas as órbitas são não uniformemente
hiperbólicas é preciso um teorema da variedade estável para a prova dos teoremas acima.
Em [4] é desenvolvido o seguinte teorema que exige contração, dominação e estar refreada
na direção transversal e o qual vai nos ajudar na construção de dinâmicas unidimensionais
associadas aos fortemente dissipativos.

Teorema 1.0.4 (Teorema da variedade estável [4]). Seja um compacto Λ ⊂ S, duas
vizinhanças U , V , um conjunto C2-limitado D do difeomorfismo f : U → V de classe C2,
e constantes σ, σ̃, ρ, ρ̃ ∈ (0, 1) tais que σ̃ρ̃

σρ
> σ. Então, para qualquer f ∈ D, os pontos

x ∈ ∩n≥f−n(Λ) cuja direção E ⊂ TxS satisfazendo:

∀n ≥ 0, σ̃n ≤ ||Dfn(x)|E|| ≤ σn e ρ̃n ≤
||Dfn(x)|E||
| detDfn(x)| ≤ ρn,

possuem uma variedade estável 1-dimensional variando continuamente na topologia C1

com o ponto e com o difeomorfismo f ∈ D dotado com a topologia C1.

Esse teorema é valido também para difeomorfismos C1+α com α ∈ (0, 1), quando
D é um conjunto C1+α-limitado, se a condição σ̃ρ̃

σρ
> σα se verificar. Ainda mais, esse

Teorema da variedade estável fornece uniformidade respeito à medida.

Dado que no contexto de endomorfismos no circulo um resultado já conhecido é o
C∞ Closing Lema. Os fortemente dissipativos tem a relevante característica de densidade
dos pontos periódicos no suporte de qualquer medida invariante. Isto é, o Closing Lema
C∞ para medidas invariantes sem a necessidade de fazer alguma perturbação.

Teorema 1.0.5. [4] Dada f ∈ SDr(D), onde r > 1, o suporte de toda µ ∈ M1(f) está
contido em Per(f). Em particular, se f possui uma medida ergódica não atômica, então
existem infinitos pontos periódicos com período não limitado.

Em [4], Crovisier e Pujals definem a partir de difeomorfismos fortemente dissi-
pativos no disco D, espaços unidimensionais (árvores) e uma dinâmica nesse espaço. O
resultado desenvolvido trata-se de uma recíproca do Teorema 1.0.2, que expõe dinâmicas
em superfícies perto das unidimensionais que verificam a condição de dissipatividade
forte. A construção de tal espaço é dada ao considerar uma coleção Γ de curvas da forma
W s(x) ∩ D, sendo x ponto regular de alguma medida ergódica aperiódica de f . Sendo que
a ferramenta principal para a construção gerar um espaço 1-dimensional é a possibilidade
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de estabelecer uma ordem entre as curvas. Para começar, nesse trabalho refinamos e
estendemos a construção feita em [4] conseguindo assim uma árvore mais geral.

Teorema A. Dado f ∈ SDr(D), r > 1, um difeomorfismo fortemente dissipativo, que
possui uma medida ergódica aperiódica, existe X uma árvore real compacto, f̂ : X → X e
π : D→ X aplicações continuas tais que:

1. π é uma semi-conjugação sobrejetora entre f e f̂ , isto é, π ◦ f = f̂ ◦ π.

2. π induz uma aplicação π∗ : M1(f) → M1(f̂) que é injetora no subconjunto de
medidas ergódicas aperiódicas.

3. f̂ não tem ramos errantes.

Uma primeira diferença da construção apresentada em [4], é que nós construímos
uma árvore ligada a todas as medidas ergódicas aperiódicas e não com uma única medida.
Isto permite estabelecer uma aplicação entre os espaços de medidas invariantes e portanto
conjuntos de medida total são levados por π : D → X em conjuntos de medida total.
Sendo que em [4] é mostrada apenas a existência de uma métrica, nós apresentamos
explicitamente uma métrica definida a partir da distancia de Hausdorff entre curvas. Além
disso, temos feito um refinamento da coleção de curvas de forma que o espaço tenha
possivelmente menos ramos errantes, ver definição 3.0.2.

Logo, passamos a estudar algumas propriedades da dinâmica na árvore. Para isto,
descrevemos elementos como também subconjuntos da árvore pelo índice, isto é, o número
de componentes conexas do complemento destes. Obtendo assim uma relação entre pontos
periódicos de dinâmica original e a induzida na árvore, que traz como consequência a π∗
ser sobrejetora. Além disso, dada a bijeção entre medidas ergódicas aperiódicas é de se
esperar que entropias métrica e topológica coincidam.

Teorema B. Dada f ∈ SDr(D) e seja (f̂ ,X ) a dinâmica na árvore induzida. Temos que,

a. O índice de qualquer nodo é finito,

b. f̂ não é homeomorfismo,

c. π(Per(f)) = Per(f̂),

d. π∗ é sobrejetora,

e. Per(f̂) = X ,

f. htop(f) = htop(f̂).
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Aqui a possibilidade de f̂ ser um homeomorfismo é nula porque implicaria a
existência de homeomorfismo de intervalos que só é possível quando o pontos regulares
são periódicos. A última propriedade foi provada em [4], porém por completitude desse
trabalho apresentamos a prova considerando a árvore geral.

Finalmente passamos a estudar a árvore como invariante dinâmico. A principio
sob a hipótese de conjugação no disco D temos que as árvores são homeomorfas e as
dinâmicas são conjugadas. O qual acontece porque a ordem entre curvas é preservada pelo
homeomorfismo dado. Assim, nos perguntamos o que acontece se limitamos a conjugação
aos maximais invariantes. Um resultado similar não é possível pois existe um exemplo
apresentado na seção 5.3. O exemplo trata-se da aplicação ferradura definida em diferentes
discos D ⊂ D e D. Considerando à identidade como o homeomorfismo entre os maximais
invariantes no entanto tais aplicações geram árvores não homeomorfos. Isto acontece pois
existem mais de uma curva do tipo W s(x) ∩D contida numa única curva de W s(x) ∩ D.
Nesse caso, embora não tenhamos conseguido uma conjugação, é possível definir a partir
da inclusão de curvas uma semi-conjugação entre as dinâmicas nas árvores.

Em geral, considerando apenas a conjugação entre maximais invariantes é possível
encontrar duas semi-conjugações entre as dinâmicas nas árvores, mais claramente:

Teorema C. Dados f e g em SDr(D) conjugados em seus maximais invariantes. Sejam
Xf e Xg as árvores correspondentes a f e g. Então, existem semi-conjugações continuas
sobrejetoras H1 : Xf → Xg e H2 : Xg → Xf entre f̂ e ĝ tais que H1 ◦ f̂ = ĝ ◦ H1 e
H2 ◦ ĝ = f̂ ◦H2.

Como consequência da prova do Teorema C temos o corolário 5.3.4. O qual diz que
com certas condições sobre as curvas em Γf temos que as dinâmicas são conjugadas e que
optamos por não enunciar aqui pelo tecnicismo do enunciado.

Para o recíproco do Teorema C, isto é, possuindo apenas a conjugação de dinâmicas
nas árvores. Obtemos relações importantes tanto no âmbito ergódico como no topológico.
Em primeiro lugar, considerando como hipótese somente conjugação sobre conjuntos de
medida total em Xf e Xg, é possível definir uma bijeção mensurável entre subconjuntos
dos maximais invariantes Λf e Λg. A qual permite definir uma bijeção entre os conjuntos
de medidas ergódicas aperiódicas de f e g e esta concebe sistemas ergódicos equivalentes.

Teorema D. Dadas f, g ∈ SDr(D). Se existir H : Xf → Xg bijeção entre conjuntos
de medida total para toda medida ergódica aperiódica de f̂ e ĝ, tal que ĝ ◦ H = H ◦ f̂ .
Existe uma bijeção h : A ⊂ Λf → B ⊂ Λg tal que A e B possuem medida total para
toda medidas ergódicas aperiódicas por f e g, respectivamente. A qual induz uma bijeção
h∗ :M1(f)→M1(g) entre os espaços de medidas ergódicas aperiódicas. Além disso, os
sistemas (f, µ) e (g, h∗µ) são ergodicamente equivalentes.
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Em particular, quando H for um homeomorfismo temos:

Corolário 1.0.6. Se as dinâmicas f̂ e ĝ são topologicamente conjugadas por H. Existe
uma bijeção h : A ⊂ Λf → B ⊂ Λg tal que A e B possuem medida total para toda medidas
invariantes por f e g, respectivamente. A qual induz uma bijeção h∗ :M1(f) →M1(g)
entre os conjuntos medidas ergódicas aperiódicas. Além disso, os sistemas (f, µ) e (g, h∗µ)
são ergodicamente equivalentes.

No sentido topológico, não é possível definir uma aplicação nas regiões erran-
tes a partir de conjugação topológica entre as dinâmicas induzidas devido a que tais
regiões colapsam a pontos na árvore. Menos ainda podemos pensar em continuidade
uniforme em conjuntos ’grandes’ já que não possuímos contração uniforme das curvas.
Além disso, precisamos continuidade nos maximais invariantes para poder estender ao
fecho de tais conjuntos. Deste modo, para nosso propósito adicionamos a condição de
contração uniforme(nas variedades estáveis) sobre os maximais invariantes. Obtendo assim
uma conjugação no fecho das uniões dos suportes das medidas ergódicas aperiódicas. Onde
a ferramenta principal na prova é passar para o espaço de pre-órbitas (limite inverso) da
árvore.

Teorema E. Dadas f, g ∈ SDr(D), tais que as dinâmicas nas árvores f̂ : Xf → Xf e
ĝ : Xg → Xg são topologicamente conjugadas. Se os maximais invariantes Λf e Λg têm
contração uniforme nas variedades estáveis. Então, existe uma aplicação que conjuga f e
g no fecho das uniões dos suportes de medidas ergódicas aperiódicas.

A estrutura do trabalho é a seguinte: No capitulo dois apresentamos as definições
básicas como resultados a ser utilizados para o desenvolvimento do nosso trabalho. No
capitulo três apresentamos a prova do Teorema A que envolve a construção do espaço
métrico unidimensional (árvore) e a dinâmica induzida nesse espaço pelo difeomorfismo
fortemente dissipativo. No Capítulo 4 obtemos propriedades dinâmicas da f̂ : X → X a
partir de propriedades da f : D→ f(D), mais especificamente fazemos a prova do Teorema
B. No Capitulo 5 estudamos inicialmente a árvore como invariante dinâmico, isto é, a prova
do Teorema C. Seguidamente fazemos um estudo das dinâmicas originais sob hipótese de
conjugação entre dinâmicas das árvores, isto é, a prova dos Teoremas D e E.
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2 Preliminares

Nesse capítulo introduzimos os conceitos preliminares ao estudo da dinâmica de
difeomorfismos dissipativos em superfícies. Isto é, definições e resultados básicos no ponto
de vista da dinâmica como também a interligação e consequências com a teoria ergódica
no caso de dinâmicas dissipativas.

2.1 Definições e conceitos básicos

Considere o espaço Cr(M) das aplicações de classe Cr na variedadeM de dimensão
m e para r ≥ 1. Dizemos que f é um difeomorfismo de classe Cr se f ∈ Cr(M) e tem uma
inversa f−1 da mesma classe. Denotamos como Difr(M) ao conjunto dos difeomorfismos
de classe Cr em M .

Seja f ∈ Difr(M), a órbita de p ∈M é denotada por O(p). Se O(p) é finita, dizemos
que p é ponto periódico, isto é, existe um n tal que fn(p) = p. Além disso denotamos por
Per(f) o conjunto de todos os pontos periódicos de f . Se f(p) = p, dizemos que p é ponto
fixo. Um ponto q ∈M pertence ao ω-limite de p , ω(p), quando existe uma sequência de
inteiros ni →∞ tal que fni(q)→ p. Analogamente definimos o conjunto, α-limite de p,
α(p), como sendo o ω-limite de p para f−1.

Dado um subconjunto K ⊂ M compacto, dizemos que é invariante por f , se
f(K) ⊂ K. Com isto, os conjuntos como α(p), ω(p) e O(p) são invariantes pela f .

Uma conjugação entre f, g ∈ Difr(M) é um homeomorfismo h : M → M tal que
h ◦ g = f ◦ h.

Disto tem-se que h ◦ gk = fk ◦ h e por tanto, h leva órbitas de g em órbitas de f ,
isto é, h(Og(p)) = Of (h(p)). Ainda mais, h(ωf (p)) = ωg(h(p))) e h(αf (p)) = αg(h(p)).

Definição 2.1.1. Seja p ∈M um ponto fixo de f ∈ Difr(M). Dizemos que p é um ponto
fixo hiperbólico se Dfp : TMp → TMp é um isomorfismo hiperbólico, isto é, Dff não tem
autovalor de norma 1.

E, um ponto p periódico de período k é hiperbólico se é hiperbólico respeito fk.
Assim, para esses pontos se definem as variedades estáveis e instáveis:

Definição 2.1.2. Se p ∈ M é um ponto hiperbólico, definimos a variedade estável de p
como:

W s(p) = {x ∈M ; fk(x)→ p quando k → +∞},
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e a variedade instável:

W u(p) = {x ∈M ; fk(x)→ p quando k → −∞}.

As quais são subvariedades imersas injetivamente de M e invariantes por f . Ainda
mais, as dimensões de W s(p) e W u(p) tem dimensão igual ao número de autovalores de
Dfp com norma menor que 1, respectivamente, maior que 1. Tais variedades estáveis e
instáveis são invariantes por f e também verificam:

W s(p) = {q ∈M ;ω(q) = p} e W u(p) = {q ∈M ;α(q) = p}.

Deforma mais geral, se M é uma variedade compacta, dado um conjunto Λ ⊂M

invariante por f ∈ Difr(M), dizemos que Λ é hiperbólico para f se:

• O fibrado tangente a M restrito a Λ se decompõe em uma suma direta contínua
TΛM = Es

Λ ⊕ Eu
Λ invariante por Df ;

• existe uma métrica riemanniana e um número 0 < λ < 1 tal que ‖Dfxv‖ ≤ λ ‖v‖ e
‖Df−1

x u‖ ≤ λ ‖u‖ para quaisquer x ∈ Λ, v ∈ Es
x e u ∈ Eu

x .

Definição 2.1.3. Um ponto p ∈ Mé não errante se dada vizinhança U de p e qualquer
inteiro n0 > 0, existe um inteiro |n| > n0 tal que fn(U) ∩ U 6= ∅.

Denotamos o conjunto dos pontos não errantes por Ω(f), o qual é fechado e
invariante. Os conjuntos limite α(p) e ω(p) estão contidos em Ω(f). Em particular, todo
ponto fixo e periódico de f pertence a Ω(f).

Dado f ∈ Difr(M), dizemos que é Axioma A se o conjunto não errante Ω(f) é
hiperbólico e Ω(f) = Per(f). Um caso particular de difeomorfismos Axioma A, são os
difeomorfismos Morse-Smale:

• Ω(f) consiste em um número finito de pontos fixos e periódicos, todos hiperbólicos,

• as variedades estáveis e instáveis dos pontos fixos e periódicos, são duas a duas,
transversais.

Definição 2.1.4. Dado U ⊂M , o conjunto Λ =
⋂
j∈Z f

j(U) é chamado maximal invari-
ante em U por f .

De forma mais geral à definição de conjunto hiperbólico temos

Definição 2.1.5. Um conjunto compacto invariante Λ que admite uma decomposição
dominada E ⊕ F é chamado topologicamente hiperbólico se é maximal invariante para
alguma vizinhança, a variedade local tangente a E está contida na variedade local estável e
a variedade local tangente a F está contida na variedade instável.
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Ou melhor, um compacto invariante Λ é topologicamente hiperbólico se é maximal
invariante e para cada ponto, as variedades estável e instável são duas variedades com-
plementarias de tamanho independente do ponto. A grosso modo pode-se dizer que um
conjunto Λ é topologicamente hiperbólico se a sua dinâmica é conjugada a uma dinâmica
hiperbólica.

2.2 Medidas
Dada um espaço métrico compacto M e f : M →M uma aplicação mensurável e

sejaM1(f) o espaço das medidas invariantes por f .

Definição 2.2.1. Uma medida µ ∈M1(f) é ergódica se dado A ⊂M tal que f−1(A) = A

a menos de medida nula implica que µ(A) = 0 ou µ(A) = 1.

DenotamosMe(f) ⊂M1(f) ao subconjunto das medidas ergódicas respeito f .

Definição 2.2.2. Uma medida µ é chamada periódica se está suportada em uma órbita
periódica de f .

Caso contrario µ é chamada medida aperiódica.

Observação 2.2.3. Seja µ ergódica aperiódica e o seu suporte supp(µ), temos que todo
ponto x ∈ supp(µ) tem órbita densa no próprio suporte de µ.

Definição 2.2.4. Sejam µ e ν probabilidade invariantes por transformações f : M →M

e g : N → N , respectivamente. Dizemos que são sistemas (f, µ) e (g, ν) são ergodicamente
equivalentes se podemos escolher conjuntos mensuráveis X ⊂M e Y ⊂ N com µ(M) = 1
e ν(N) = 1, e uma bijeção mensurável h : M → N com inversa mensurável, de forma tal
que

h∗µ = ν e h ◦ f = g ◦ h.

2.3 Entropia
Seja f : M → M uma transformação mensurável que preserva uma medida de

probabilidade µ. Dada uma partição P de M , a entropia da partição P é o número

Hµ(P) =
∑
p∈P

−µ(p) log µ(P ).

Dado o sistema (f, µ), denotamos

Pn =
n−1∨
i=0

f−i(P)
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Onde o limite
hµ(f,P) = lim

n

1
n
Hµ(Pn).

é chamado de entropia de f respeito à medida µ da partição P .

Definição 2.3.1. A entropia do sistema (f, µ) é definida por

hµ(f) = sup
P
hµ(f,P).

Onde o supremo é tomado sobre todas as partições com entropia finita.

Seja f : M →M uma aplicação continua no espaço métrico M com métrica d. O
conjunto S ⊂M é chamado de (n, ε)-separado pela f para n ∈ Z+ e ε > 0 se, para casa
dois pontos x, y ∈ S, com x 6= y, existe pelos menos um k com 0 ≤ k ≤ n tal que

d(fk(x), fk(y)) > ε.

E seja o número

r(n, ε, f) = max{#S : S ⊂M é (n, ε)− separado por f}.

Assim, a taxa de crescimento exponencial de r(n, ε, f) enquanto n → ∞ é medido ao
considerar

h(ε, f) = lim
n→∞

sup log(r(n, ε, f))
n

.

Definição 2.3.2. A entropia topológica de f é dada por

htop(f) = lim
ε→0,ε>0

h(ε, f).

E um dos principais Teoremas na teoria ergódica:

Teorema 2.3.3 (Princípio Variacional). Se f : M →M é uma transformação contínua
num espaço métrico compacto. Temos,

htop(f) = sup{hµ(f);µ é medida de probabilidade invariante }.

Dados os espaços métricos compactos M e X e as aplicações S : M → M ,
T : X → X e π : M → X continuas tais que π ◦S = T ◦π. Ou seja, T é fator topológico de
S por π. Para tal conceito existe o seguinte resultado que permite comparar as entropias
métricas:

Teorema 2.3.4. Dada uma medida ν invariante por T em X. Então,

hν(T ) +
∫
X

htop(T, π−1(x))dν(x) = sup
µ;ν=µ◦π−1

hµ(S), onde x ∈ X.

A prova desse Teorema é consequência do resultado principal apresentado em [8].



2.4. Expoentes de Lyapunov 27

Definição 2.3.5. Seja f : X → X uma aplicação bem definida sobre um espaço métrico
X. Definamos o espaço limite inverso lim←−Xf que consiste das sequências x = (. . . , x1, x0)
tais que f(xi+1) = xi. E a aplicação F : lim←−Xf → lim←−Xf definida como o deslocamento à
esquerda:

F (x) = (. . . , x1, x0, f(x0)).

Proposição 2.3.6. Se X é um espaço métrico completo separável e f : X → X continua,
existe uma bijeção entre os espaços de medidas invariantesM1(f) eM1(F ).

2.4 Expoentes de Lyapunov

Seja uma variedade compacta de dimensão d ≥ 1 e f : M →M um Cr difeomor-
fismo. O Teorema de Oseledets diz que, respeito a qualquer medida µ ∈ M1(f), quase
todo ponto admite uma decomposição do espaço tangente

TxM = E1
x ⊕ . . .⊕ Ek

x , k = k(x),

e números reais λ1(f, x) > · · · > λk(f, x) tais que,

lim
n→±∞

1
n

log ||Dfn(x)vi|| = λi(f, x), para todo vi ∈ Ei
x não nulo.

Onde os números λi(f, x) são chamados expoentes de Lyapunov; os pontos x ∈M para os
quais existem tais números e tal decomposição são chamados de pontos regulares respeito
a medida µ. Os quais variam mensuravelmente com o ponto x. Mais ainda, os expoentes
de Lyapunov λi(f, x) são constantes sobre órbitas. Assim como também são constantes
sobre µ-qtp se µ é ergódica.

2.5 Difeomorfismos Dissipativos em Superfícies

Seja f ∈ Difr(S) onde S é uma superfície compacta, onde r ≥ 1. Dizemos que f é
dissipativo se

| detDf(x)| < 1, para todo x ∈ S.

Assim, para qualquer ponto x ∈ M regular existem λ1(x) ≤ λ2(x) e a decomposição
TxM = E1(x)⊕E2(x). Se µ não esta suportada em um atractor periódico, segue o seguinte
Lema:

Lema 2.5.1. Se f ∈ Difr(S) e µ é uma medida invariante. Se não existem pontos perió-
dicos atractores em supp(µ), o maior expoente de Lyapunov é dado por lim

n→∞
1
n

log(||Dfn||)
é não negativo.
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Ainda mais, para qualquer ponto regular

lim
n→∞

log(| det(Dfn(x))|) = λ1(x) + λ2(x).

Como f é dissipativo, temos:

log(| det(Dfn(x))|) < 0,

portanto, pelo Lema 2.5.1, segue:

λ1(x) < 0 ≤ λ2(x).

Assim, dada uma medida cujo suporte não contém poços periódicos atratores, os
pontos regulares são tais que possuem dois expoentes de Lyapunov, um negativo e outro
não negativo e portanto uma variedade estável 1-dimensional bem definida.
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3 Árvores associados a difeomorfismos forte-
mente dissipativos no disco

Nesse capítulo apresentamos a prova do Teorema A, isto é, vamos a construir uma
árvore, a partir de variedades estáveis de pontos regulares respeito medidas ergódicas
aperiódicas não suportadas em poços hiperbólicos quando a superfície é o disco fechado D.
A prova do Teorema A será desenvolvida em três seções. A primeira aborda a construção
detalhada da árvore com a métrica explicita. A segunda seção sobre a semi-conjugação
entre o difeomorfismo fortemente dissipativo e a dinâmica induzida. A terceira trata-se do
refinamento da árvore em relação a subconjuntos errantes. E finalmente o enchimento da
árvore de forma que projeção de curvas tenham medida total.

Definição 3.0.1. Uma arvore real é um espaço métrico tal que para dois pontos a e b
quaisquer, existe um único subconjunto homeomorfo a [0, 1] cujos extremos são a e b.

Definição 3.0.2. Seja uma árvore real X , um subconjunto conexo R ⊂ X é chamado
ramo da árvore se, o complemento em X é também conexo.

Dada uma aplicação k : X → X , dizemos que o ramo R é errante se existe n0 tal
que kn(X ) ⊂ X \R, para todo n ≥ n0. Em particular, R contém apenas pontos errantes.

3.1 Construção da árvore
Para a construção da árvore, dada uma medida µ ergódica aperiódica definimos

inicialmente uma família Γµ de curvas associadas a pontos regulares para µ. Esta família
Γµ verifica as seguintes condições:

P1 Cada γ ∈ Γµ é componente conexa de W s(x) ∩ D para algum ponto regular x da
medida ergódica aperiódica µ, com x não necessariamente em γ. Em particular, os
elementos de Γµ são disjuntos dois a dois.

P2 Cada γ ∈ Γµ é C1 limite de arcos em Γµ e é acumulado por ambos lados.

P3 Para γ ∈ Γµ, as componentes conexas de f−1(γ) ∩ D as quais intersecam f(D) estão
também em Γµ.

P4 Existe um conjunto de µ-medida total de pontos p tais que as componentes conexas
de W s(p) ∩ D são limite C1 de arcos em Γµ e são acumulados por ambos lados.
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Para garantir a existência de tal família de curvas temos o seguinte lema:

Lema 3.1.1. Dada uma medida ergódica aperiódica µ não suportada num poço. Existe
uma família de curvas Γµ que verifica as propriedades P1,P2,P3 e P4.

Prova: Seja a medida ergódica aperiódica µ e lembrando que todo ponto regular possui
orbita densa no suporte. Considere a coleção de curvas Γ0 formada pelas componentes
conexas de W s(fn(x)) ∩ D que contem fn(x), com n ∈ Z. Para cada i ≥ 1, definimos Γi
formada pelas componentes conexas de f−1(γ) ∩ D que intersecam f(D) tal que γ ∈ Γi−1.
Consideramos:

Γµ =
⋃
i≥0

Γi,

que é enumerável e temos que Γµ verifica P1 e P3. Para Γµ verificar as condições P2 e P4,
notemos primeiro que no mínimo temos acumulação de um lado pelo fato de x ter órbita
densa. Suponha agora que dado p no suporte de µ, W s

D(p) é acumulado por curvas γn em
Γµ de um lado só, isto implica que não existem outros pontos de supp(µ) entre as curvas
γn, caso contrario teríamos acumulação por ambos lados desses pontos. Assim para cada p
temos uma sequencia de curvas em Γµ que converge à variedade estável local de p. Como
Γµ é apenas uma família enumerável, o suporte de µ teria que ser no máximo enumerável,
o que é uma contradição, pois µ é aperiódica.

Consideremos agora a coleção:

Γ̂ =
⋃
µ

Γµ.

Onde cada µ é uma medida ergódica aperiódica e portanto a coleção Γ verifica P1, P2, P3
e:

P4* Dada uma medida ergódica aperiódica ν, existe um conjunto de medida total de
pontos p tais que as componentes conexas de W s(p) ∩ D são limite C1 de arcos em
Γ̂ e são acumulados por ambos lados.

De tais condições, P1 e P2 vão nos providenciar a correspondência entre um
intervalo fechado e certos subconjuntos de X . A condição P3 vai prover a boa definição da
f̂ : X → X , e por último, para duas medidas ergódicas distintas P4* estabelece a diferença
entre os suportes. Seguidamente, consideramos a coleção Γ formada pelas curvas γ ∈ Γ̂
tais que, γ separa o supp(µ) para alguma medida µ ergódica aperiódica de f . Isto é, o
supp(µ) não está contido numa única componente conexa de D \ γ. Esse refinamento sobre
a coleção de curvas vai nos permitir mostrar que na árvore a ser construída não existem
ramos errantes.
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3.1.1 Construção do espaço métrico

Em seguida apresentamos a construção do espaço X a partir da coleção de curvas
Γ. Que é obtido a grosso modo como o "quociente"do disco D pela coleção Γ. Provamos
que com a ordem estabelecida sobre as curvas de Γ e a métrica dada, X é uma espaço
métrico compacto unidimensional e mais ainda é uma árvore real.

Considere superfícies conexas compactas s contidas em D limitadas por uma
quantidade finita de elementos de Γ. Seja a coleção de sequências de superfícies

Σ = {(sn); sn+1 ⊂ int(sn), para cada n}.

E, dizemos que (sn) ≤ (s′n) se, para todo n, existe m tal que sm ⊂ s′n. Denotamos Σ0 a
coleção de sequências enumeráveis em Σ, que são minimais respeito á relação ≤. A árvore
X é definida como o quociente de Σ0 pela relação ∼: “(sn) ≤ (s′n) e (s′n) ≤ (sn)". Note
que com essa definição, a coleção Γ pode-se identificar como subconjunto de X . De fato,
cada arco γ é representado por sequências (sn) tal que γ ⊂ sn, para cada n e γ =

⋂
sn,

tal sequência existe pela condição P2. Definimos a métrica sobre X :

d∗((sn), (s′n)) = dH(lim sn, lim s′n) = lim dH(sn, s′n)

Onde dH é a distancia de Hausdorff entre conjuntos A e B definida por:

dH(A,B) = max{sup a∈Ad(a,B), sup b∈Bd(A, b)}.

Sendo d a distancia usual sobre D. Para verificar que d∗ é uma distancia, provemos primeiro
d∗((sn), (s′n)) = 0 se e somente se (sn) ∼ (s′n). De fato, se (sn) ∼ (s′n), tais sequencias estão
encaixadas entre elas, logo temos que d∗((sn), (s′n)) = dH(lim sn, lim s′n) = 0. Suponha
agora que (sn) � (s′n), da definição de ∼ e da minimalidade das sequencias, existem n0 em0

tais que sn∩s′m = ∅, para n ≥ n0 e m ≥ m0. Isto implica que dH(sk, s′k) > dH(sk0 , s
′
k0

) > 0
para k ≥ k0, onde k0 = max{n0,m0}. Portanto, d∗((sn), (s′n)) > 0.

A simetria d∗((sn), (s′n)) = d∗((s′n), (sn)) segue da definição. Dada uma outra
sequencia de superfícies (rn) ∈ X , d∗((sn), (s′n)) ≤ d∗((sn), (rn)) + d∗((rn), (s′n)) segue de
que para cada n temos que: dH(sn, s′n) ≤ dH(sn, rn) + dH(rn, s′n). Portanto (X , d∗) é um
espaço métrico.

3.1.2 X é uma árvore real

Dado que (X , d∗) é uma espaço métrico, para verificar que é unidimensional notemos
primeiro que é possível estabelecer uma ordem entre os elementos: dizemos então que uma
curva γ separa x e y se estos estão em distintas componentes conexas de D\γ. Notemos que
o conjunto de curvas em Γ que separa x e y é totalmente ordenado respeito á propriedade
de separação. Considere uma subfamília de curvas (γn) enumerável que separam x e y. A
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Figura 2 – Estrutura unidimensional da árvore X .

distancia máxima entre duas curvas consecutivas γn, vai para zero quando n0 vai para
∞ e n ≤ n0. Caso contrario, poderíamos encontrar duas sequencias γnk

e γmk
, crescente

e decrescente, respectivamente, que pela ordem separam também x e y. Mais ainda, a
distancia d∗(γnk

, γmk
) não converge a zero. Contudo, essas sequencias convergem a dois

pontos (curvas) distintos a e b que separam x e y. Como a e b são distintos, existe um γn,
com n grande que separa a e b, o que é uma contradição com a construção. Isto prova que
a união de {x, y} com o conjunto dos pontos que os separam é homeomorfo ao intervalo
[0, 1]. Assim, X é conexo por caminhos. Onde qualquer caminho que conecta x e y deve
conter o conjuntos de pontos que separam x e y. Portanto, X é uma árvore real. Para ter
uma ideia de como é uma árvore. Ver Figura 2.

Exemplo 3.1.2. Consideremos o difeomorfismo da ferradura f : D → f(D) definido
dentro do disco. Onde as variedades estáveis locais de todo ponto no maximal invariante
são totalmente ordenadas. Pela construção, cada variedade estável local de um ponto regular
para uma medida ergódica aperiódica dada, vai projetar um ponto e as regiões errantes,
que são limitadas por o bordo de D e as variedades estáveis, são colapsadas num ponto.
Ver Figura 3.

3.2 A semi-conjugação e a dinâmica induzida na árvore

3.2.1 Definições das aplicações π e f̂

Para definir a projeção π de elementos de D na árvore. Dado que cada curva γ ∈ Γ
se identifica como um elemento de X , esta se projeta naturalmente. Isto é, se x ∈ γ,
π(x) = γ. Se x ∈ D não cair em alguma curva, isto é, x ∈ Γ \

⋃
{γ ∈ Γ}. Consideramos a

superfície sn como a componente conexa de D \ {γ1 ∪ . . . ∪ γn} que contém a x. Assim,
obtemos uma sequencia enumerável decrescente minimal de superfícies que define π(x) ∈ X .
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Figura 3 – Árvore associada à ferradura em D.

Ver Figura 2. Portanto, π : D→ X pela sua definição é continua e sobrejetora. Dado que
(D, d) é um espaço métrico compacto, e a projeção π é continua e sobrejetora, X é um
espaço métrico completo.

A aplicação f̂ : X → X ná árvore é induzida por f , isto é, se (sn) = π(x) ∈ X ,é tal
que f̂(π(x)) = π(f(x)). A qual está bem definida pois se consideramos x, y ∈ C =

⋂
sn,

suas imagens por f não podem ser separadas por alguma curva γ ∈ Γ. Caso contrario,
esta curva corta f(D), separa o suporte de alguma medida µ e sua pre-imagem contem
uma componente conexa que separa x e y que separa o suporte de µ e que pertence a
Γ pela condição P3, o que é uma contradição. Assim, f̂ é bem definida, e pela definição
desta π conjuga f e f̂ . Isto prova o item (1) do Teorema A.

Considerando o Exemplo 3 temos que a dinâmica f̂ na árvore, que é um intervalo,
coincide com a função tenda. Ver Figura 4.

Figura 4 – Dinâmica na árvore associada à ferradura em D.

Para ver que X não contém ramos errantes, suponha que existe um ramo
R ⊂ X errante. Seja x ∈ int(R) de forma que π−1(x) = γ ∈ Γ, pela definição existem
pontos regulares de alguma medida µ nas distintas componentes conexas de D \ γ, isto
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implica que R contem pontos não errantes, o que é uma contradição. Com isto concluímos
a prova do item (3) do Teorema A.

3.2.2 Propriedades ergódicas da dinâmica na árvore

Dada f ∈ SD(D), na seção 3.1 temos definido a coleção de curvas Γ como união
das coleções Γµ =

⋃
Γi, onde Γ0 é dada por um único ponto regular de µ. Para conseguir

distinguir propriedades ergódicas consideramos uma família de curvas ainda maior. Ou seja,
dado que Γµ é enumerável, enchemos então a coleção Γ0 completando a Γµ ao considerar:

Γ0 = {W s
D(f i(x));x é ponto regular de µ},

e reconstruímos a Γµ de forma similar ao processo na Seção 3.1. Com isso redefinimos a
coleção Γ e temos que a árvore Xf é a mesma pela condição P4*.

Note que ao considerar apenas a coleção inicial enumerável de curvas, a projeção
desta tem medida π∗µ nula. Assim, logo do enchimento temos que dada µ ergódica
aperiódica, a projeção de Γµ tem medida total, isto é:

Lema 3.2.1. Dada µ ergódica aperiódica para f ∈ SD(D), então π∗µ(Γµ) = 1.

Esse lema permite também encher a árvore de conjuntos grandes associados a
medidas invariantes dados pela projeção do conjunto dos pontos regulares e as suas
variedades estáveis.

Afirmamos que π∗ é injetora no subconjunto de medidas ergódicas aperiódicas. De
fato, dadas duas medidas aperiódicas µ1 e µ2 tais que π∗µ1 = π∗µ2. Sejam as coleções
de curvas Γµ1 e Γµ2 associadas a µ1 e µ2, respectivamente. Portanto na árvore temos
π∗µ1(π(Γµ2) = π∗µ2(π(Γµ2)) = 1. O que implica µ1(Γµ2) = 1 e µ2(Γµ2) = 1. Assim, Γµ1 e
Γµ2 coincidem em un conjunto de curvas de medida total. Mais especificamente Γµ1 ∩ Γµ2

tem medida total respeito µ1 e µ2. Dado que para cada µi existe um ponto regular xi ∈ γ
com γ ∈ Γµ1 ∩ Γµ2 . Temos:

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

δfj(xi) = µi.

Como x1, x2 ∈ γ, que é uma curva contida numa variedade estável, os pontos se aproximam
e tais limites coincidem, isto é, µ1 = µ2. Portanto π induz uma aplicação injetora entre
medidas ergódicas aperiódicas de f e f̂ . Assim, verifica-se o item (2) do Teorema A.

Podemos notar também que a aplicação π∗ não é injetora no espaçoM1(f) todo.
De fato, considere f como a ferradura no disco D e as medidas δA e δP suportadas no
atrator A e no ponto fixo hiperbólico P , respectivamente. Tais pontos são projetados num
único ponto na árvore, veja a Figura 3. Assim, temos π∗(δA) = π∗(δP ).
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4 Propriedades topológicas e ergódicas da ár-
vore X

Depois ter estudado a construção da árvore X e definido a dinâmica induzida pela
fortemente dissipativa vamos descrever alguns subconjuntos e elementos com a finalidade
de obter alguma outra informação da árvore e a dinâmica f̂ . Temos também interesse
em estabelecer ligações mais especificas entre ambas dinâmicas, por exemplo a relação
entre os conjuntos de pontos periódicos de f e a induzida f̂ na árvore. Com isto, dado que
os fortemente dissipativos no disco D verificam o Clossing Lema, ver 1.0.5, vamos notar
que a dinâmica na árvore ganha de alguma forma essa propriedade. No contexto ergódico,
obtemos a sobrejetividade da aplicação π∗ em todoM1(f̂) graças à relação estabelecida
entre os pontos periódicos de ambas dinâmicas. Ainda mais, o fato das entropias topológicas
coincidir. Tudo isto é desenvolvido no Teorema B, cuja prova é o objetivo principal desse
capítulo. Na qual, para o último item reproduzimos a prova dada em [4], que fica mais
clara pois a construção da árvore agora depende de todas as medidas ergódicas aperiódicas.

Definição 4.0.1. Seja uma árvore X real, dizemos que

1. Um subconjunto conexo I ⊂ X é intervalo se, e somente se, I é homeomorfo a algum
dos conjuntos (0, 1), (0, 1], ou [0, 1].

2. Um ponto x ∈ X é nodo se, X \ {x} tem três ou mais componentes conexas.

3. Dado x ∈ X , dizemos que é ponto regular se, X \ {x} tem exatamente duas compo-
nentes conexas.

4. Um ponto x ∈ X é chamado extremo se X \{x} exatamente uma componente conexa.

Da definição temos que um intervalo I ⊂ X não contem nodos se, e somente se,
o número de componentes conexas de X \ int(I) é menor ou igual a 2. Dado x ∈ X ,
chamamos índice de x ao número de componentes conexas de X \ {x} e o denotamos por
ind(x). Disto notamos que x ∈ X é um nodo, ponto regular ou extremo se o ind(x) é,
maior igual que três, dois ou um, respectivamente.

Prova: [Teorema B]

a. Seja um subconjunto compacto conexo C ⊂ X que contém apenas um nodo e
suponha que o índice deste é infinito. Considere, o recobrimento dado por um aberto
que contém o nodo e intervalos abertos contidos nas componentes conexas de C \{x}.
Este recobrimento não admite um sub-recobrimento finito de C. Assim, o índice de
qualquer nodo é necessariamente finito.
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b. Suponha que f̂ é homeomorfismo, os nodos, pontos regulares e extremos são pre-
servados biunivocamente pela f̂ . Isto é, os índices são invariantes pela f̂ , pois dado
p ∈ X , f̂ : X \ {p} → X \ {f(p)} é um homeomorfismo que preserva a quantidade
de componentes conexas.

Se escrevemos X =
⋃
j=1 Ij onde cada Ij é um intervalo fechado cujos extremos

são ou nodos ou extremos da árvore, temos que f̂ preserva tal união de intervalos.
Consideramos agora os intervalos Ii para os quais existe ni tal que

f̂ni(Ii) = Ii (4.1)

No caso da árvore X ser finito, temos que os pontos extremos e nodos são periódicos
e todos os intervalos verificam (4.1). Se X for infinito, dispensamos os intervalos que
não verificam (4.1) pois estos não contém pontos não errantes. Isto implica que para
toda medida ergódica ν de f̂ existe um Ii, tal que o supp(ν) ∩ Ii 6= ∅.

Além disso, temos que f̂ni : Ii → Ii é um homeomorfismo para cada Ii que verifica
(4.1) . Portanto, se ν é ergódica pela f̂ , tal que supp(ν) ∩ Ii 6= ∅, para algum i,
temos que supp(ν) é uma órbita periódica em Ii. O que é um absurdo, pois da
construção da árvore, existe uma medida ergódica aperiódica µ invariante pela f .
Onde o conjunto do pontos regulares é infinito e portanto a projeção π∗µ que é
ergódica pela f̂ contém infinitos pontos no suporte.

c. Dado um ponto periódico p ∈ D de período n respeito de f , como π é semi-conjugação
entre f e f̂ , temos que f̂n(π(p)) = π(fn(p)) = π(p). Logo, π(p) é periódico de período
n. Reciprocamente, seja x ∈ Per(f̂) de período k. Se x ∈ γ, para γ ∈ Γ, temos
que f̂k(γ) ⊂ γ. Portanto, existe um ponto p ∈ γ de período k tal que π(p) = x.
Se x = (sn), temos que f̂k((sn)) = (sn). Como (sn) é uma sequência de conexos
compactos encaixados, C =

⋂
n∈N sn é compacto conexo homeomorfo a um convexo

compacto tal que fk(C) ⊂ C. Assim, pelo Teorema do ponto fixo de Schauder, existe
p ∈ C tal que fk(p) = p e portanto, x = π(p).

d. Isto segue do Teorema 1.0.5 e o fato a coleção Γ projetar a árvore.

e. π∗ é sobrejetora: Dada uma medida ergódica µ̂ ∈M1(f̂). Se µ̂ for suportada numa
órbita periódica O(p̂), temos que existe um p periódico tal que π(p) = p̂ e portanto
π∗δO(p) = µ̂. No caso de µ̂ ser aperiódica existe x̂ no suporte tal que

lim
n→∞

1
n

n−1∑
i=0

δf̂ i(x̂) = µ̂.

Da sobrejetividade de π, existe x ∈ D tal que π(x) = x̂. Assim, temos que o seguinte
limite

lim
n→∞

1
n

n−1∑
j=0

δfj(x),
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tem como ponto de acumulação uma medida µ ∈M1(f) e esta verifica que π∗µ = µ̂.

f. Fixando α > 0. Pelo principio variacional, existe uma medida ergódica µ para f
cuja entropia satisfaz hµ(f) > htop(f)− α. Se µ é suportada numa orbita periódica,
tem-se htop(f) < α, caso contrario, µ é aperiódica. Pelo Teorema 2.3.4, as entropias
de µ e π∗µ podem ser comparadas: para cada x ∈ X , considere a entropia topológica
htop(f, π−1(x)) da pre-imagem π−1(x), tem-se:

hµ(f) = hπ∗(µ)(f̂) +
∫
htop(f, π−1(x))dπ∗µ(x).

Para π∗µ-quase todo ponto x, a pre-imagem está contida na variedade estável de x.
Em particular para todo ε > 0, as órbitas de pontos em π−1(x) não se ε-separam
depois de algum tempo e portanto a entropia topológica htop(f, π−1(x)) é igual a
zero. Assim, temos que htop(f) < hµ(f) + α ≤ hπ∗µ(f̂) + α ≤ htop(f̂) + α. O que
implica que as entropias topológicas de f e f̂ coincidem.

Além disso, do item (b) podemos notar que em geral não sempre nodos são levados
por f̂ em nodos. De fato, dadas três curvas em γ1, γ2, γ3 ∈ Γ não ordenadas, é claro a
imagens pela f , f(γ1), f(γ2) e f(γ3) não são ordenadas no disco f(D). Porém, as extensões
de estas podem ser ordenadas no disco D. Na verdade, a única condição que permite
preservar os nodos é a injetividade de f̂ .

Como consequência importante da densidade de pontos periódicos em todo X ,
dada no item d, temos que a árvore não apresenta intervalos que sejam errantes.
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5 A árvore como invariante dinâmica

Dado que em sistemas dinâmicos a conjugação topológica é uma propriedade que
refere-se a dois sistemas ser "indistinguíveis", e como a árvore depende de uma única
f ∈ SDr(D). Nesse capítulo estudamos a relação topológica entre as árvores induzidas
por difeomorfismos fortemente dissipativos que são conjugados no disco D. Sendo que
o domínio inicial é o disco D, procuramos uma relação entre ás árvores e as dinâmicas
quando o domínio é um iterado fk(D) para uma f ∈ SDr(D) fixa. Em consequência,
fazemos um estudo das dinâmicas induzidas quando a conjugação de dois fortemente
dissipativos é dada em apenas nos maximais invariantes. De forma recíproca, procuramos
uma relação, seja ergódica e/ou topológica entre as dinâmicas fortemente dissipativas
tendo como hipótese a conjugação (topológica) nas dinâmicas nas árvores induzidas por
estas.

5.1 Conjugação no disco D
Inicialmente consideramos duas dinâmicas f, g ∈ SDr(D) topologicamente equiva-

lentes no disco D. Assim, é natural nos perguntar se as dinâmicas induzidas f̂ e ĝ por estas,
nas respectivas árvores Xf e Xg, são também equivalentes. Para responder tal questão
precisamos estabelecer um homeomorfismo entre as respectivas árvores Xf e Xg, e o qual
torna-se a conjugação entre f̂ e ĝ. Pela construção de árvores dada na Seção 3.1, a partir
de h estabelecemos uma relação entre pontos regulares de medidas invariantes de f e g,
respectivamente. Portanto, uma relação entre as variedades estáveis de tais pontos e seus
órbitas.

Proposição 5.1.1. Dados f e g em SDr(D) topologicamente conjugados no disco D.
Sejam Xf e Xg as árvores correspondentes a f e g. Então, existe um homeomorfismo H
entre Xf e Xg que conjuga f̂ e ĝ.

Prova: Por hipótese, existe um homeomorfismo h : D → D tal que h ◦ f = g ◦ h
em D. Dada uma medida µ ergódica aperiódica pela f , temos que h∗µ = µ ◦ h−1 é
também ergódica aperiódica respeito g. O que implica que h induz uma bijeção entre
medidas ergódicas de f e g. Assim, se consideramos o conjunto de pontos regulares A
e B, para µ e h∗µ respectivamente, temos que, µ(A) = h∗µ(h(A)) = h∗µ(h(A) ∩ B) =
µ(A ∩ h−1(B)) = µ(h−1(B)) = h∗µ(B) = 1. Portanto, a menos de medida zero a imagem
pela h dos pontos regulares para µ, são pontos regulares para a medida h∗µ. Com isto,
consideramos as coleções de curvas Γµ e Γh∗µ associadas às medidas ergódicas µ e h∗µ de
f e g, respectivamente. Como f e g são fortemente dissipativos e h(W s(x)) ⊂ W s(h(x)),
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onde x ∈ A. As curvas γ ∈ Γµ são levadas por h em curvas de Γh∗µ. Sendo as coleções Γf
e Γg associadas a f e g, temos que h leva curvas de Γf em curvas de Γg.

Sejam πf : D→ Xf e πg : D→ Xg as projeções do disco D, nas respectivas árvores
Xf e Xg. Definimos a aplicação:

H : Xf → Xg,

que leva y = πf (x) ∈ Xf , onde x ∈ D, em H(y) = H(πf (x)) = πg ◦h(x). Afirmamos que H
está bem definida. De fato, se x pertence a uma curva de Γf , é imediato. Se x, y ∈ D, são
tais que, πf (y) = πf (x) = (sn)n e x, y ∈

⋂
sn. Suponhamos que h(x) e h(y) são separadas

por alguma curva γ ∈ Γg, como h−1 é homeomorfismo e pelo falado acima, h−1(γ) separa
x e y. O que é uma contradição pois x e y não são separadas por nenhuma curva em Γf . H
é continua, pela continuidade de πf , πg e h. Finalmente, temos que H : Xf → Xg conjuga
f̂ e ĝ. De fato,

H ◦ f̂(y) = H ◦ f̂ ◦ πf (x) = H ◦ πf ◦ f(x)
= πg ◦ h ◦ f(x)
= πg ◦ g ◦ h(x)
= ĝ ◦ πg ◦ h(x)
= ĝ ◦H(x).

Analogamente, a partir de h−1 podemos encontrar a inversa de H, a qual satisfaz H−1◦πg =
πf ◦ h−1 e portanto H−1 ◦ ĝ = f̂ ◦H−1. Assim, temos que H é uma conjugação entre as
dinâmicas nas árvores e o seguinte diagrama é comutativo:

D

f

rr h //

πf

��

D

g

rr

πg

��

Xf H //

f̂
��

Xg
ĝ

��

Xf Xg.H−1
oo

Notemos que da construção da conjugação H, intervalos e nodos de Xf são levados
em intervalos e nodos Xg, respectivamente. De fato, sejam três curvas γ1, γ2, γ3 em Γf
ordenadas, ou seja, uma delas separa as outras duas, digamos γ2. Assim, D \ γ2 tem duas
componentes conexas, onde cada uma delas contem uma γi. Como h é homeomorfismo,
h(γ1) e h(γ3) estão em distintas componentes conexas de D \ {h(γ2)}, ou seja, as curvas
preservam a ordem por h. De forma similar, dadas três curvas não ordenadas(ou mais)
cuja projeção geram um nodo em Xf , não se ordenam por h. Logo, suas imagens por h
geram um nodo, e ainda mais o índice do nodo é preservado. Em geral, podemos dizer que
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o índice de um ponto na árvore é invariante pela conjugação nas dinâmicas fortemente
dissipativas.

Uma consequência imediata da Proposição 5.1.1 é que a conjugação entre as
dinâmicas f e g permite definir uma aplicação entre os espaços de medidas invariantes
M1(f̂) eM1(ĝ) dada por H∗. Em particular, uma bijeção entre conjuntos de medidas
ergódicas aperiódicas que preserva conjuntos de medida total. Tendo assim também uma
relação ergódica entre as dinâmicas nas árvores associadas.

5.2 Árvores associados a (f, f k(D))

Dado que a árvore é obtido ao quocientar o disco D, podemos pensar em considerar
um disco menor. O primeiro candidato a ser estudado é f(D), pois f é contração. Assim,
como f é homeomorfismo que leva as curvas que cortam o disco D em curvas que cortam o
disco f(D) e preserva a ordem de estas, pode-se estabelecer uma aplicação entre as árvores
associadas aos difeomorfismos f : D→ f(D) e f : f(D)→ f 2(D). Se denotamos por (f,D)
e (f, f(D)) a tais difeomorfismos, respectivamente. Notamos que, dado que as medidas
invariantes coincidem, também os pontos regulares. Disto, as coleções de curvas Γf e Γf|f(D)

construídas na seção 3.1 são tais que, toda curva α ∈ Γf|f(D) é a interseção de uma curva de
Γf com o disco f(D). Denotando por X0 e X1 às árvores associadas a tais difeomorfismos,
temos:

Proposição 5.2.1. Existe um homeomorfismo entre X0 e X1.

Prova: Sejam π : D → X0 e π1 : f(D) → X1 as projeções nas árvores respectivas.
Definimos a aplicação H(f) : X0 → X1 como H(f)(π(y)) = π1(f(y)). A qual esta bem
definida para pontos em curvas de Γf , pois se a curva γ ∈⊂ W s(x) está em Γf , onde x
é um ponto regular. Temos que f(γ) é uma curva que corta o disco f(D) e está contida
em W s(f(x)). Se π(x) = π(y) = (sn), suponha H(f)(x) 6= H(f)(y), existe uma curva
γ1 ∈ Γf|f(D) que os separa. Portanto f−1(γ1) ∈ Γf separa x e y. O que é uma contradição.
Assim, H(f) está bem definida, é injetiva pois f é um homeomorfismo e é sobrejetiva pela
condição P3.

Dado que toda curva γ ∈ Γf|f(D) está contida numa curva de Γf que corta o disco D,
pode se definir uma a inclusão i : Γf|f(D) → Γf , que não é injetora pois dadas duas curvas
γ1, γ

′
1 ∈ Γf|f(D) poderiam estar contidas numa mesma componente conexa de W s(x) ∩ D,

para algum ponto x regular.

Assim, da proposição anterior e o falado acima, os seguintes diagramas são comu-
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tativos:
X0

H(f)
//

f̂   

X1

i
��

X0

X1
i //

f̂|f(D) !!

X0

H(f)
��

X1.

Em geral, se denotamos por (f, fk(D)) ao difeomorfismo f restrito a fk(D), e Xk à árvore
associada ao par (f, fk(D)). Temos a seguinte proposição:

Proposição 5.2.2. Para cada k ≥ 1, existe um homeomorfismo entre Xk e Xk+1.

5.3 Semi-conjugação de árvores a partir da conjugação dos maxi-
mais invariantes
Visto que as árvores são homeomorfos ao considerar como domínios os discos fk(D),

para qualquer k ≥ 1, podemos pensar em restringir f ∈ SDr(D) ao maximal invariante
Λf =

⋂
n∈N f

n(D). Assim, dado que toda curva γ ∈ Γf separa o suporte de alguma medida
µ ergódica aperiódica e supp(µ) ⊂ Λf , por definição, temos que γ interseca o maximal
invariante Λf . Assim, toda superfície limitada por curvas em Γf interseca Λf . Portanto a
árvore Xf coincide com a projeção do maximal invariante, isto é, πf(Λf) = πf(D) = Xf .
Isto significa que o estudo da dinâmica na árvore Xf pode se limitar a estudar a dinâmica
de f no maximal invariante Λf .

Na Proposição 5.1.1, a conjugação topológica h : D → D entre f e g implica
a conjugação entre os maximais invariantes Λf e Λg. Assim, é de se esperar obter um
resultado nas dinâmicas das árvores a partir de apenas de uma conjugação entre maximais
invariantes de f e g. Porém, se h for definida apenas no maximal invariante, não podemos
garantir que h(W s

loc(x)) = W s
loc(h(x)). Menos ainda que h preserva a ordem de curvas que

cortam o disco D como na prova da Proposição 5.1.1 para a boa definição do nosso H.
Para ver isto, temos os seguinte exemplo:

Exemplo 5.3.1. Sejam os difeomorfismos f : D→ f(D) a ferradura no disco e g : D → D

onde g é a restrição de f a D que é um disco obtido ao tirar um subconjunto conexo
de D, ver Figura 5. A aplicação i : Λf → Λg dada pela identidade é conjugação entre
f e g nos seus maximais invariantes. Se Xf e Xg são ás árvores respectivas, podemos
notar na Figura 5 que estas não são homeomorfas. Por outro lado i, induz uma aplicação
inclusão î : Xg → Xf continua sobrejetora e não injetora entre as árvores, e que é uma
semi-conjugação entre as dinâmicas nas árvores, isto é, î ◦ ĝ = f̂ ◦ î. Além disso, da
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seção anterior sabemos que Xf e Xf |f(D) são homeomorfos e da Figura 5 notamos que é
possível definir uma aplicação ĵ : Xf |f(D) → Xg continua sobrejetora induzida pela inclusão
j : f(D)→ D.

Figura 5 – Árvores associados a dinâmicas conjugadas em seus maximais invariantes.

Logo, a composição ĵ ◦ f̂ : Xf → Xg define uma semi-conjugação entre as aplicações
f̂ e ĝ. Além disso, î e ĵ ◦ f̂ são tais que verificam a Figura 6.

Figura 6 – Semi-conjugações entre as dinâmicas nas árvores
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5.3.1 Prova do Teorema C

Da seção 5.2 sabemos que existe um homeomorfismo entre árvores obtidos em
iterados do disco que é induzido pelo próprio difeomorfismo f . No exemplo 5.3.1, embora
não seja possível obter um homeomorfismo a partir da conjugação entre os maximais
invariantes, temos achado aplicações continuas entre as árvores Xf e Xg que são semi-
conjugações das dinâmicas f̂ e ĝ.

Seja o homeomorfismo h : Λf → Λg que conjuga f e g em seus os maximais
invariantes, de forma análoga à prova da Proposição 5.1.1, sejam Γf e Γg as famílias de
curvas associadas a f e g. As quais são tomadas considerando que h induz uma bijeção
entre os conjuntos de medidas ergódicas aperiódicas de f e g. Considere πf : Λf → Xf e πg :
Λg → Xg as projeções nas árvores de f e g respectivamente. Como h é homeomorfismo entre
compactos conexos, consideramos as interseções de curvas com os maximais invariantes:
γ ∩ Λf e γ̃ ∩ Λg onde γ ∈ Γf e γ̃ ∈ Γg. Note que no caso h levar curvas de Γf em curvas
de Γg teríamos que h(γy ∩ Λf) = γ̃h(y) ∩ Λg, para um y ∈ Λf dado. Portanto, como na
proposição 5.1.1 seria possível definir uma aplicação entre as coleções de curvas Γf e Γg
que geram as árvores a partir de h. Como isto não é sempre verdade, consideramos o
seguinte lema:

Lema 5.3.2. Existe k > 0 tal que para dada γx ∈ Γf |
fk(D)

, temos que h(γx∩Λf ) ⊂ γ̃h(x)∩Λg.
Onde x ∈ Λf e γ̃h(x) ∈ Γg.

Prova: Dado que γ̃ ∩ Λg é um subconjunto compacto de Λg, temos que existe um ε > 0
tal que |γ̃ ∩ Λg| < ε, para toda curva γ̃ ∈ Γg. Seja δ = δ(ε) dado pela continuidade
uniforme de h : Λf → Λg. Como dH(fn(D),Λf )→ 0, existe uma k suficientemente grande
tal que dH(fk(D),Λf) < δ/3 e |γ ∩ Λf | < δ/3 para toda γ ∈ Γf |

fk(D)
. Assim, temos que

|γ| < 2.δ/3 + δ/3 = δ. O que implica que, para qualquer dois pontos x e y em γ ∩ Λf ,
d(x, y) < δ, e portanto d(h(x), h(y)) < ε.

Esse Lema nos diz que para um k suficientemente grande, as curvas associadas ao
difeomorfismo f : fk(D)→ fk+1(D) são tais que, as interseção γ ∩Λf é levada por h numa
única curva de Γg.

De forma similar para g, temos que se Γg|
gl(D)

é a coleção de curvas associada ao
difeomorfismo (g, gk(D)), existe l > 0 tal que para dada γy ∈ Γf , temos que h(γy ∩ Λg) ⊃
γ̃h(y) ∩ Λg. Onde y ∈ Λf e γ̃h(y) ∈ Γg|

gl(D)
.

Desse modo, o Lema 5.3.2 vai nos permitir definir uma aplicação entre as curvas de
Γf e Γg, a qual será estendida de forma continua às árvores. Para provar a boa definição
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de tal extensão precisamos, como no caso anterior, do fato de h preservar a "ordem"de
curvas. Isto é:

Lema 5.3.3. Dados os dois pontos x e z em Λf separados no disco D por uma curva
γy ∈ Γf , com y ∈ Λf , que contém um ponto regular para alguma medida ergódica aperiódica
de f . Suponha que γ̃h(y) ∩ Λg ⊂ h(γy ∩ Λf ). Se h(x) e h(z) não estão na mesma curva de
Γg que h(y). Então, γh(y) separa h(x) e h(z) no disco D.

Prova: Sejam x e z pontos em Λf separados pela curva γy ∈ Γf que contém um ponto
regular para uma medida ergódica aperiódica dada. Sem perda de generalidade podemos
supor que y é tal ponto regular. Como Λf é conexo, x e z estão em distintas componentes
conexas de Λf \ γy. Denotemos Ix e Iz as componentes conexas que contém a x e z,
respectivamente.

Figura 7 – Ordem das curvas é preservada pela conjugação nos maximais invariantes.

Suponha que h(x) e h(z) não são separados pela curva γ̃h(y) ∈ Γg que contém a
h(y). Consideramos Jh(x) = h(Ix) e Jh(z) = h(Iz), pela hipótese γ̃h(y) ∩ Λg ⊂ h(γy ∩ Λf ) e
a continuidade de h temos que, Jh(x) e Jh(z) são conexos de Λg \ γ̃h(y) que contem a h(x) e
h(z), respectivamente. Mais ainda, como h(x) e h(z) não são separados por γ̃h(y), temos
que Jh(x) e Jh(z) estão na mesma componente conexa de D \ γ̃h(y). Tomemos uma sequência
y′n → h(y) em Λg tal que y′n esta na componente conexa de D \ γ̃h(y) que não contem
nem Ih(x) nem Ih(z). Logo, como y é ponto regular, pelo Teorema da Variedade estável [4],
γ̃y′n → γ̃h(y). Por tanto, se yn = h−1(y′n) então γyn → γy. Isto implica que γyn ∩ Ix 6= ∅ ou
γyn ∩ Iz 6= ∅. Em qualquer caso temos uma contradição pois h(γyn ∩ Ix) = γ̃y′n ∩ Jh(x) = ∅
e h(γyn ∩ Iz) = γ̃y′n ∩ Jh(z) = ∅.

Prova do Teorema C: Seja o k do Lema 5.3.2, definimos H1 : Xf → Xg como
H1(πf(x)) = πg(h ◦ fk(x)) onde x ∈ D. Afirmamos que H1 está bem definida. De fato,
sejam x e z em Λf tais que πf(x) = πf(z). Se x, z ∈ γ ∈ Γf , pelo Lema 5.3.2 temos que
h(fk(x)) e h(fk(z)) estão numa mesma curva de Γg e por tanto H1(πf(x)) = H1(πf(z)).



46 Capítulo 5. A árvore como invariante dinâmica

Consideramos l = l(k) dado pelo Lema 5.3.2, isto é, h−1(γ̃y ∩ Λg) ⊂ γh−1(y) ∩ Λf para
toda curva γ̃y ∈ Γg|

gl(D)
e onde γh−1(y) ∈ Γf |

fk(D)
. No caso x e z não estar em nenhuma

curva de Γf , suponha que πg(h(fk(x))) 6= πg(h(fk(z))). Ou seja, existe uma curva γ̃ ∈ Γg
que separa . Portanto, h(fk(x)) e h(fk(z)) estão em diferentes componentes conexas de
gl(D) \ γ̃ e denotemos por γ̃′ a componente conexa de γ̃ ∩ gl(D) que os separa.

Caso 1 : Se γ̃′ contém um ponto regular y′ para alguma medida ν ergódica
aperiódica de g. Pelo Lema 5.3.3, existe uma curva γ′ que separa fk(x) e fk(z) no disco
fk(D) e que contém um ponto regular y = h−1(y′) da medida h−1

∗ ν invariante por f .
Assim, temos que x e z são separados em D pela componente conexa de f−k(γ′) e tal curva
pertence a Γf o que é absurdo.

Caso 2 : Se γ̃′ não contem nenhum ponto regular, para algum n, gn(γ̃′) ⊂ W s
f l(D)(a),

sendo a um ponto regular alguma medida ergódica respeito g, tal curva W s
f l(D)(a) separa

h(fn+k(x)) e h(fn+k(z)) no disco gl(D). Como no Caso 1 temos que existe uma curvas
em que α ∈ Γf |

fk+n(D)
que separa fn+k(x) e fn+k(z) no disco fn+k(D). Finalmente, basta

tomar a componente conexa γ de f−(n+k)(α) que separa x e y em D e que interseca Λf ,
pois este é conexo. Portanto, γ ∈ Γf separa x e y, o que é um absurdo. Ver Figura 8.

Pelo Teorema da variedade estável 1.0.4, a continuidade de h, πf e πg, e pela própria
definição, H1 : Γf → Γg é continua e preserva a ordem. Finalmente, como as projeções
das coleções de curvas πf (Γf ) e πg(Γg) são densos em Xf e Xg, respectivamente. Pode-se
estender H1 a Xf de forma continua.

H1 é semi-conjugação entre f̂ e ĝ:

H1 ◦ f̂(πf (x)) = πg(h(fk+1(x))) = πg(g ◦ h(fk(x))) = ĝ ◦H1(πf (x)).

De forma análoga, es possível definir H2 : Xg → Xf como H2(πg(y)) = πf(h−1 ◦
gm(y)), onde a m é obtido pelo Lema 5.3.2 considerando a conjugação h−1 : Λg → Λf .

Em particular, se a inclusão no Lema 5.3.2 é uma igualdade quando k = 1 temos
uma conjugação entre as árvores Xf e Xg:

Corolário 5.3.4. Dados f e g em SDr(D) conjugados em seus maximais invariantes por
h : Λf → Λg. Se para toda curva de Γf se verifica h(γx ∩ Λf) = γ̃h(x) ∩ Λg. Então, existe
um homeomorfismo H : Xf → Xg que conjuga f̂ e ĝ.

Prova: Nesse caso definimos H : Xf → Xg como H(πf (x)) = πg(h(x)) para todo x ∈ D.
Onde a condição h(Λf ∩ γx) = Λg ∩ γ̂h(x) implica, como no Teorema 5.1.1, que H está bem
definida sobre as curvas de Γf e o Lema 5.3.3 garante a boa definição de H na árvore toda.
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Figura 8 – Iterado de curvas errantes

Temos também que a inversa é dada por H−1(πg(y)) = πf (h−1(y)). A continuidade de H
e H−1 é análoga ao Teorema C.

5.4 Prova dos Teoremas D e E

De forma recíproca, supondo que existe um homeomorfismo entre as árvores
ĥ : Xf → Xg que conjuga as aplicações f̂ e ĝ. Desejamos recuperar informação na
dinâmica original, que nesse caso seria encontrar uma relação ergódica como também
topológica (conjugação) entre f e g em pelos menos subconjuntos "importantes"dos
maximais invariantes Λf e Λg, respectivamente. No sentido ergódico, isto significa que
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tais conjuntos sejam de medida total para qualquer medida ergódica aperiódica e que os
conjuntos destas medidas respeito f e g tenham algum tipo de equivalência como acontece
sob a hipótese de conjugação topológica nos maximais invariantes. Porém para nos obter
um resultado similar, partimos apenas de uma bijeção ĥ mensurável que conjuga f̂ e ĝ em
conjuntos de medida total.

Primeiramente, dado que a árvore Xf está ligada a curvas que intersecam o maximal
invariante Λf e o fato da dinâmica no espaço das pre-órbitas em Xf ser uma extensão
natural da dinâmica na árvore. Analisamos a ligação entre Λf e lim←−Xf . E portanto, as
consequências ergódicas de tal ligação. Definamos a aplicação:

φf : Λf −→ lim←−Xf

x −→ [. . . , x̂n, . . . , x̂0].

Sendo que πf(x) = x̂ = x̂0 e x̂i = πf(f−i(x)), para todo i ≥ 0. A aplicação φ está bem
definida pois f̂(x̂i) = πf (f−i+1(x)) = x̂i−1 e portanto [. . . , x̂n, . . . , x̂0] ∈ lim←−Xf . Além disso
φ é sobrejetora pois f̂ e πf são sobrejetoras.

Afirmamos que φ é injetora no conjunto Mf = {x ∈ Λf ; card([x]) = 1}, onde [x] é
a componente conexa de π−1

f (x̂) ∩ Λf que contém a x. De fato, dados dois pontos x e x′

tais que φf(x) = φf(x′). Temos assim, f−i(x) e f−i(y) não são separados por curvas em
Γf , para cada i ≥ 0. E portanto, [x] = [x′]. Dado que [x] é um conexo compacto tal que
card([x]) é 1 ou ∞, temos que φf é injetora apenas quando card[x] = 1. Notemos também
que µ(Mf ) = 1 para toda medida µ ergódica aperiódica. De fato, dado um ponto regular
x associado a µ, considere as curvas γi = W s

D(f−i(x)) as quais πf(γi) = x̂i e f(γi) ⊂ γi−1

e portanto x = lim
n→∞

⋂n
j=0 f

j(γj). Assim, os pontos regulares de uma medida dada estão
contidos em Mf . A inversa φ−1, definida em φf (Mf ) é dada por

φ−1
f [. . . , x̂n, . . . , x̂0] = lim

n→∞

n⋂
j=0

f j(γj) = x.

Sendo que as curvas γi verificam πf (γi) = x̂i e f(γi) ⊂ γi−1. Temos também da definição
de φ−1

f que para pontos em φf (Mf ) verifica-se:

f ◦ φ−1
f [. . . , x̂n, . . . , x̂0] = φ−1

f [. . . , f̂(x̂n), . . . , f̂(x̂0)].

Por outro lado, sabemos que a πf∗ do Teorema A é bijeção entre os subconjuntos
de medidas ergódicas aperiódicas de f e f̂ . Adicionalmente, seja a aplicação deslocamento
F̂ [. . . , x̂n, . . . , x̂0] = [. . . , x̂n, . . . , x̂0, f̂(x̂0)] no espaço limite inverso lim←−Xf . Existe uma
bijeção Πf∗ entre os espaços de medidas invariantes de f e F̂ induzida pela uma projeção
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Πf : lim←−Xf → Xf . Assim, o seguinte diagrama é comutativo

M1(f)
φ∗f
//

πf∗ $$

M1(F̂ )
Πf∗
��

M1(f̂).

Sendo φ∗f a aplicação entre medidas invariantes induzida pela φf . Que é bijeção
entre os subconjuntos das medidas ergódicas aperiódicas de f e f̂ . Em particular, Mf

contém os suportes de todas as medidas ergódicas aperiódicas de f .

Feito isto, passamos a fazer a prova do Teorema D:

Prova: [Teorema D] Considerando as aplicações invertíveis φf : Mf → lim←−Xf e φg : Mg →
lim←−Xg associadas a f, g ∈ SDr(D), respectivamente. Para estabelecer uma aplicação entre
subconjuntos de Mf e Mg a partir da bijeção ĥ : Xf → Xg que conjuga f̂ e ĝ, definimos a
bijeção entre os espaços de pre-órbitas:

Ĥ : lim←−Xf −→ lim←−Xg

[. . . , x̂n, . . . , x̂0] −→ [. . . , ĥ(x̂n), . . . , ĥ(x̂0)],

Do qual obtemos uma bijeção Ĥ∗ entre os espaços de medidas invariantesM1(F̂ ) eM1(Ĝ).
Portanto, do falado acima, φf(Mf) e φg(Mg) contêm os suportes das medidas ergódicas
aperiódicas de F̂ e Ĝ, respectivamente. Logo, definimos uma outra aplicação que leva
elementos de Mf em elementos de Mg:

x ∈Mf −→ φ−1
g (Ĥ(φf (x))) ∈Mg.

A qual restringimos a subconjuntos A ⊂Mf e B ⊂Mg de forma que seja bem definida. Para
isto basta considerar A = φ−1

f (φf (Mf ) ∩ Ĥ−1(φg(Mg))) e B = φ−1
g (φg(Mg) ∩ Ĥ(φf (Mf ))).

Sendo que A é não vazio pois φf(Mf) ∩ Ĥ−1(φg(Mg)) contém o suporte das medidas
ergódicas aperiódicas de F̂ , de forma análoga B é também não vazio. Além disso, podemos
notar que A e B tem medida total para toda medida ergódica aperiódica de f e g,
respectivamente. Assim temos:

h : A ⊂Mf −→ B ⊂Mg

x −→ φ−1
g (Ĥ(φf (x))),

é bem definida e cuja inversa h−1 = φ−1
f ◦ Ĥ−1 ◦ φg está também bem definida. Logo, h
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verifica h ◦ f |A = g|B ◦ h. De fato:

h ◦ f(x) = φ−1
g (Ĥ(φf (f(x)))) = φ−1

g (Ĥ([. . . , x̂n+1, . . . , x̂0, f̂(x̂0)]))

= φ−1
g [. . . , ĥ(f̂(x̂n)), . . . , ĥ(f̂(x̂1)), ĥ(f̂(x̂0))]

= φ−1
g [. . . , ĝ(ĥ(x̂n)), . . . , ĝ(ĥ(x̂0))]

= g ◦ φ−1
g [. . . , ĥ(x̂n), . . . , ĥ(x̂0)]

= g ◦ h(x).

Como φf , Ĥ e φ−1
f são mensuráveis, temos que h é uma bijeção mensurável com inversa

mensurável. Além disso, induz uma bijeção entre os conjuntos de medidas ergódicas
aperiódicas, dada por h∗(µ) = h∗µ para µ ∈M1(f). Mais claramente, o seguinte diagrama
comuta:

M1(f) h∗ //

πf∗
��

φf∗

��

M1(g)
πg∗
��

φg∗

��

M1(f̂) M1(ĝ)

M1(F̂ )

Πf∗

OO

Ĥ∗ //M1(Ĝ).

Πg∗

OO

Portanto, temos que o sistema (f, µ) é ergodicamente equivalente a (g, h∗µ).

É também possível definir uma aplicação entre os espaços de medidas invariantes
M1(f) eM1(g) a partir de ĥ e h. Sendo que h∗ está apenas definido para medidas cujo
suporte está em Mf , desconsiderando assim as medidas periódicas. Portanto, a definição
seria dada da seguinte forma: para medidas ergódicas periódicas de f , consideramos
φg ∗ ◦ĥ∗ ◦ π∗f e para as aperiódicas h∗. Esta aplicação não tem como ser injetora pois, do
já falado anteriormente, φf∗ e φg∗ não são injetoras no conjunto das medidas periódicas.

Visto que temos obtido a equivalência ergódica entre medidas aperiódicas de f
e g nos conjuntos A e B, respectivamente. Apresentamos a ligação topológica, isto é,
um homeomorfismo entre f e g nos fechos das uniões dos suportes de todas as medidas
ergódicas aperiódicas. O qual é certeiro pois a projeção de tais conjuntos geram as árvores
Xf e Xg, respectivamente. Claramente, nosso candidato a ser tal homeomorfismo é o h
definido na prova do Teorema D.

Sendo que φf é continua pela continuidade de f̂ . Podemos notar que a inversa φ−1
f

é também continua. De fato, dados [. . . , x̂n, . . . , x̂0] e [. . . , ŷn, . . . , ŷ0] em lim←−Xf suficien-
temente perto, isto é, dado δ > 0 existe um n0 tal que dH(γj, αj) < δ com j ≥ n0. Onde
φ−1
f [. . . , x̂n, . . . , x̂0] = lim

n→∞

⋂n
j=0 f

j(γj) = x e φ−1
f [. . . , ŷn, . . . , ŷ0] = lim

n→∞

⋂n
j=0 f

j(αj) = y.
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Sejam λ e β as constantes de contração associados a x e y, respectivamente. Temos
que d(x, y) < δ + Cλn0 + Dβn0 e por tanto φ−1

f é continua. Porém a aplicação φ−1
f não é

uniformemente continua pois a distancia é limitada por uma constante que depende de x
e y.

Prova: [do Teorema E] Primeiramente, a continuidade de h é fornecida pela continuidade
de φf , Ĥ e de φ−1

f . Note agora que, como consequência de A conter os pontos regulares
temos que A ⊂

⋃
supp(µ). Mais ainda, como A tem medida total para uma µ dada,

temos que A ∩ supp(µ) é denso no supp(µ) e portanto A =
⋃

supp(µ). De forma análoga
B =

⋃
supp(ν). Como Λf e Λg possuem contração uniforme nas variedades estáveis, a

aplicação φ−1
f é uniformemente continua o que implica h e h−1 ser uniformemente continuas.

E portanto, as extensões destas aos fechos verificam h◦h−1 = I|A e h−1 ◦h = I|B, que pela
continuidade uniforme de h ditas extensões a A e B, respectivamente, são continuas. Sendo
que que h−1 = h

−1, o que finalmente implica
⋃

supp(µ) e
⋃

supp(ν) ser homeomorfos por
h.
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