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Resumo

Nesta tese estudamos o problema de mistura de materiais com memoria. A teoria de misturas foi
bem desenvolvida nos tltimos anos e resultados sobre a boa-colocacdo do modelo linear, assim
como do modelo ndo linear sdo bem conhecidos atualmente. Uma das principais caracteristicas
destes modelos € que o acoplamento das equagdes € de segunda ordem. Acreditamos que esta
caracteristica pouco usual implica em propriedades importantes.

Em todos os modelos com dissipag@o parcial, isto é, os mecanismos dissipativos ndo sio efetivos
em todas as equagdes, podem acontecer trés situacdes com relacdo ao comportamento assintético
das solugdes. 1) O modelo tem decaimento exponencial, 2) O modelo decai polinomialmente,

3) O modelo fica oscilante para algum subespaco do espaco de fase.

Um dos principais resultados desta tese € mostrar que os modelos de misturas com dissipacao
parcial ndo apresentam a segunda opg¢ao citada acima. Ou seja, provaremos que o sistema é expo-
nencialmente estavel se, e somente se, 0 modelo € fortemente estavel.

Estudaremos também modelos de misturas termoelasticas com lei de Cattaneo. Nela provamos a
estabilidade exponencial quando as matrizes de acoplamento possuem posto igual ao nimero de

componentes da mistura.

Palavras-chave: Mistura de materiais, Material viscoeldstico, Estabilidade exponencial, Estabili-

dade polinomial, Lei de Cattaneo.
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Abstract

In this thesis we study the problem of materials mixture with memory. The mixtures theory has
been well developed in recent years and results on the well posedness of the linear model as well
as for the nonlinear model are well known today. One of the main characteristics of these models
is that the coupling of the equations are of second order. We believe that this unusual feature allow
to deduce important properties.

In all models with partial dissipation, that is with partial dissipative mechanisms which are not
effective in all equations, three situations may occur with respect to asymptotic behavior. 1) The
model has exponential decay, 2) The model decays polynomially, 3) The model oscillates for some
subspace of the face space.

One of the main results of this thesis is to show that the models of mixtures with partial dissipation
do not present the second option mentioned above. This is to prove that the system is exponentially
stable if and only if the model is strongly stable.

We will also study models of thermoelastic mixtures with Cattaneo’s law. In it we prove the expo-
nential stability when the coupling matrices have rank equal to the number of components of the

mixture.

Keywords: Mixture of materials, Viscoelastic material, Exponential stability, Polynomial stabi-

lity, Cattaneo’s law.
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Introducao

Nos tltimos anos, um crescente interesse tem sido direcionado para entender as chamadas de teo-
rias termomecanicas nao-classicas de materiais como materiais micromoérficos, materiais porosos,
etc. Uma delas € a mistura de materiais. A origem da formulacdo moderna das teorias termome-
cénicas continuas de mistura de solidos remonta aos trabalhos de [6], [7], [10], [11], [20], [21]
and [27]. Estudos matemaéticos para esta teoria sobre existéncia, unicidade, dependéncia continua
e comportamento assintético foram estudadas em [4], [5], [13], [25], [26], [31] and [34]. Acredi-
tamos que os estudos matematicos e fisicos sdo questdes necessarias para esclarecer o alcance de
sua aplicabilidade.

Uma das principais questdes relativas as vibracdes nos modelos de sistemas estruturais flexiveis é
a questdo da estabilizacdo da estrutura, isto é, espera-se evitar um sistema de efeitos de ressonan-
cia e querer garantir o decaimento da energia total, exponencial ou pelo menos polinomial. Uma
maneira de obter um efeito dissipativo e assim um decaimento da energia do sistema € adicionar
uma for¢a de amortecimento. Existem varios tipos de amortecimentos, como amortecimentos na
fronteira, amortecimentos internos e amortecimentos localizados. E fisicamente relevante ter em
consideracao os efeitos térmicos nas estruturas flexiveis. Quando o efeito térmico é governado
pela lei do Fourier a temperatura tem velocidade infinita de propagacdo (Equagdo do Calor), mas
esta propriedade do modelo ndo é consistente com a realidade, onde o aquecimento ou resfria-
mento de uma estrutura flexivel geralmente levard algum tempo. Por outro lado, quando o efeito
térmico é governado pela lei de Cattaneo (ver [3] e [30]), a temperatura tem velocidade finita de
propagacdo. Observa-se experimentalmente que a baixa temperatura o calor se propaga como uma
onda térmica. Este fendmeno é chamado de second sound, por analogia com a propagacio do som
no ar.

No primeiro capitulo, faz-se um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados nos

capitulos seguintes. No segundo capitulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando as
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ix

vibracdes para uma mistura de n soélidos viscoeldsticos interagindo continuamente com confi-
guragdo de referéncia sobre [0,¢], onde a viscoelasticidade é dada por um termo memoria e é
chamada de viscoelasticidade de tipo Boltzmann. Primeiro introduzimos o problema com histéria
associado ao problema original e demonstramos sua boa-colocacdo estabelecendo a existéncia e
unicidade de solucdes.

No terceiro capitulo, no caso quando a dissipacdo € total, demonstramos que o correspondente se-
migrupo € exponencialmente estavel. Mas o resultado principal do capitulo e da tese apresenta-se
quando a dissipacdo € parcial, pois ai demonstramos que o correspondente semigrupo € exponen-
cialmente estdvel se, e somente se, o semigrupo € fortemente estdvel. Em particular, este resultado
implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.

No quarto capitulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando as deformacdes termomeca-
nicas para uma mistura de n sélidos termoviscoeldsticos interagindo continuamente com confi-
guracdo de referéncia sobre [0,¢] e com n temperaturas diferentes, onde a viscoelasticidade é
de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei de Cattaneo. Primeiro estabelecemos
a boa-colocagdo do sistema e depois demonstramos a estabilidade exponencial do correspondente
semigrupo para um conjunto de condi¢des iniciais e de contorno. As condicdes de contorno cor-

respondem a uma estrutura rigidamente fixada com fluxo de calor zero sobre a fronteira.
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Notacoes

l.a+ib=a—ib, paratodo a,beR, i =+/—1.

2. Z:= (21,22, ,Z,) €C™ onde Z= (21,2, ,2,)" €C.

3. 2= 2 = (21,22, ,2n) €C" onde Z = (2,2, , 2,)" € CL,
4. A:= (a;;) € C™" onde A= (a;;) € C™*"™.

5. A% = (dz-j)T e C™  onde A = (a;5) € C™*™.

6. L(H):={A:H — H; A élinear e continuo} .

7. p(A) = {)\ eC:(AN[-A'e E(H)} , onde A:D(A) CH — H ¢éum operador

linear fechado.

8. o(A):=C\p(A).

T 1/p
00 Ul = ([ W) 1 p < +oc, onde (X[l €um espago
de Banach.

10. [[Ul oo 0,7, x) = OiltlgTess |U()|lx , onde (X,]||x) éum espaco de Banach.

X1



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Espacos de Sobolev e os teoremas de imersao.

Definicio 1.1. Sejam X um espaco normado, B(-, ) : XxX — K e f: X — C aplicagées.

1. B(-,-) é uma forma sesquilinear, quando para todo u,v,w € X e paratodo o, € K,

verificam-se
(a) Blaou+ fw,v) =aB(u,v) + 8 B(w,v)
(b) B(u,av+ Bw) =aB(u,v) + 8 B(u,w) .
2. Se K=R, entdo B(-,-) é chamada de forma bilinear.
3. f € chamada de antilinear, quando f(au+v)=a f(u)+ f(v),Vu,v e X ,VaeC.

Observacdes 1.1. Se f é antilinear e g € X', entdo f € X' e § ¢ antilinear, onde X é um

espago normado complexo.

Teorema 1.1 (Teorema de Representagdo de Riesz). Sejam (H, (-,-) ) um espaco de Hilbert.
Se f € H', entdo existe um iinico vy € H tais que f(u) = (u,vf)p, para todo uw € H e
| fllzr = ||vgll. Além disso, para cada v € H , a aplicagdo g,(u) = (u,v)g , paratodo u € H

pertence a H' e ||gy||lg = ||v]|-
Demonstracdo. Ver [36]. ]
Definicio 1.2. Sejam X um espaco normado e B(-,-) : X x X — K uma forma sesquilinear.

1. B(-,-) € continua ou limitada, quando existe uma M > 0 tal que |B(u,v)| < M |u|l||v]|l,

para todo u,v € X .
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2. B(-,-) écoerciva, quando existe uma C > 0 tal que B(u,u) > C|u||?, paratodo u € X .

Teorema 1.2 (Teorema de Lax-Milgram). Sejam H um espago de Hilberte B: H x H — C
uma forma sesquilinear, continua e coerciva.
Entdo existe um tinico isomorfismo de espacos de Hilbert T : H — H tal que

B(u,v) = (u,Tv)g, paratodo u,v € H .
Demonstracdo. Ver [36]. ]

Corolario 1.1 (Caso real). Sejam H um espaco de Hilbertreale B : H x H — R uma forma
sesquilinear, continua e coerciva.

Se f € H', entdo existe uma tinica v € H tal que B(u,v) = f(v), paratodo v € H .
Demonstracdo. Ver [12]. O

Corolario 1.2 (Caso complexo). Sejam H um espaco de Hilbert complexoe B : H x H — C
uma forma sesquilinear, continua e coerciva.

Se f: H — C ¢ uma aplicacdo antilinear, entdo existe uma vinica w € H tal que

B(u,v) = f(v), paratodo v € H .
Demonstracdo. Ver [36]. ]

Teorema 1.3 (Desigualdad de Poincaré). Sejam 2 C R™ um aberto limitadoe 1 < p < +00.

Entdo existe uma constante C' > 0, que depende sé de ) e p, tal que
lull o) < C IV ullirgy , Yu € WoP(9).
Demonstracdo. Ver [12]. ]

Teorema 1.4 (Regularidade Elitica). Sejam Q C R™ um aberto regular, f € L*(Q) e L um
operador diferencial elitico de ordem 2m , m € N.
Se v ésolugdode Lu = f no sentido distribucional, entdo v € H*™(Q).
Demonstracdo. Ver [2]. O
Corolario 1.3. Sejam Q C R™ um aberto regulare f € L*(Q).

—Au=f em

Se v é solugdo de , entdo

u=20 em OfX)

veE H* Q) e vl 2y < Clfllz2(), onde C > 0.
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Demonstracdo. Ver [2]. O

Definicao 1.3. Denotemos por L; (0, ~+00; H & (0, 8)) o0 espaco das funcoes de quadrado integrd-

vel, com peso g e com valores no espaco H, 6 (0,0). Isto é,
+o0 l
LZ (0, 400; H)(0,0)) := {1} : (0, +00) — H(0,) ; /0 g(T)/O [ve|? dadr < oo} .
Este espaco munido do produto interno

+oo 14
(v, W)y = / g(T)/ Vg Wy dz dT |
g 0 0
é um Espaco de Hilbert.

Teorema 1.5 ( Inmersao Continua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: neNcomn>2, meNel<p<-+oo.

Verificam-se

(a) Se mp<mnep<qg< &, entdo W™P(R™) — L1(R™).
n—mp

(b) Se mp=mn e p<q<+oo, entdo W™P(R") — LI(R").

(c) Se mp>nek<m-— n < k41, k éum inteiro ndo negativo, entdo
p

WmP(R") «— CHANR™), onde
i 0<)\§m—k—ﬁse m—k—ﬁ<1,

p p

i 0<A<lsem—k—"=1.
P

2.Caso: n=1,meNel<p<+oo.

Verificam-se

(a) Se p=1, entdo W"™(R) — Cl’)"*l(R).

1
(b) Se l<p<+ooe0<\<1— =, entdo W™P(R) — C™ LAR).
p

3. Caso: neN, meNep=-+c0.

Entdo W™ FT(R") éisomorfoa C™ LLHR").
Demonstragdo. Ver [1]. ]
Teorema 1.6 ( Inmersao Continua com dominio limitado ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: neNcomn>2, meNel<p<-+oo.

Seja 2 C R™ um aberto limitado de clase C™ . Verificam-se
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(a) Se mp<nel<g< , entdo W™P(Q) — L9(2).

n—mp
(b) Se mp=mne1l<q<+oo, entdo W™P(Q) — LI(Q).

n
(c) Se mp>nek<m——<~k+1,k éum inteiro ndo negativo, entdo

b
WmP(Q) — C*A(Q), onde

i. 0<)\§m—k—ﬁsem—k—ﬁ<l,
p b
ii. 0<)\<1sem—k—2:1.
p

2.Caso: n=1,meNel<p<+oo.

Seja I C R um intervalo aberto limitado. Verificam-se

(a) Se p=1, entdo W™ (I) — C™1(I).

1 -
(b) Se 1 <p<+4ooel0<A<1——, entdo W™P(I) — C™ LMI).
p

3. Caso: ne N, meNe p=+4o0.
Seja Q0 C R™ um aberto limitado de classe C™ .

Entdo W™ 2(Q) isomorfoa C™ 11(Q).
Demonstrac¢do. Ver [1]. L]

Corolario 1.4. Seja 2 C R™ um aberto limitado e m € N.

Entdo W()T"’+°°(Q) é isomorfoa C™11(Q).

Demonstracdo. Ver [1]. ]

1.2 (C,— semigrupos e Estabilizacao.

Nesta secdo, todos os espagos vectoriais estdo definidos sobre um corpo K =R ou C.

Definicao 1.4. Seja X um Espaco de Banach. Uma familia de operadores lineares e limitados

{S)}i>0 C L(X) € chamado de Semigrupo em X , quando
1. S(0) =1, onde I é o operador identidade de L(X) .
2. S(t+s)=8(t)S(s), Vt,s > 0.

Definicdo 1.5. Seja X um Espago de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X .
O operador linear A : D(A) C X — X definido por
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1. D(A) = {u € X: lim S(t)tu—u existe}

t—0

S(t)tu_u,VueD(A),

2. Au= lim
t—s

é chamado de gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)};> -

Teorema 1.7. Sejam X um Espago de Banache {S(t)},~o , {T(t)};>o semigruposem X .

Tt)—1 -1
Se lim M-I = A= lim &, entdo T(t)=S(t), Vt>0.
t—0 t t—0 t
Demonstragdo. Ver [32]. ]

Observagoes 1.2. 1. D(A)={ue X :Aue X}.

2. S(t) = etA YVt > 0 é um semigrupo em X com gerador infinitesimal A, onde

A€ L(X).

Definicio 1.6. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X .

{S(t)},>¢ € chamado de uniformemente continuo, quando tlimo [S(t) = I[lzx) = 0.
2 —

Teorema 1.8. Sejam X um Espaco de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X .
{S®)}i>o € uniformemente continuo se, e somente se, S(t) = etd VYt > 0, para algim

Ae L(X).
Demonstrag¢do. Ver [32]. L]
Definicdo 1.7. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X .

1. {S(t)}i>q € chamado de classe Co ou Co— semigrupo, quando thi{lo S(t)u =u, Vu € X.

2. {S()};>o € chamado de fortemente continuo, quando tlim St)u=S(r)u, Vue X.

—T

Proposicio 1.1. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um semigrupo em X .

{S(t)},>o € um Co— semigrupo se, e somente se, é fortemente continuo.
Demonstracdo. Ver [32]. ]

Teorema 1.9. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo. Verificam-se

P 0 Y ETOT

t——+o00 t t>0 t

2. Paratodo w > wy, existe uma constante M > 1 tal que ||S(t)| < Me*', ¥Vt > 0.
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Demonstracdo. Ver [32]. O

Teorema 1.10 (Hille - Yosida). Sejam X um Espaco de Banache A :D(A) C X — X um
operador lineae ndo limitado.

A ¢é o gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracdes se, e somente se,

1. A éfechadoe D(A) =X .

2Ry Co(d) e |A[—A)Y <<, VA>0.

> =

Demonstragdo. Ver [32]. L]

Teorema 1.11 (Lumer-Phillips). Sejam X um Espaco de Banache A :D(A) C X — X um

operador linear, densamente definido.

1. Se A édissipativo e existe um \g > 0 tal que Im (Aol — A) = X, entdo A é gerador

infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracdes.

2. Se A ¢ gerador infinitesimal de um Coy— semigrupo de contragdes, entdo A ¢é dissipativo

e Im(AN[—-A)=X,VYA>0.
Demonstracdo. Ver [32]. O

Corolario 1.5. Sejam X um Espago de Banache A :D(A) C X — X um operador linear,
fechado e densamente definido.
Se A e A* sdo dissipativos, entdo A é gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de

contragoes.
Demonstracdo. Ver [32]. O

Teorema 1.12. Sejam X um Espago de Banach e A : D(A) C X — X um operador linear

dissipativo com Im (I — A) = X . Se X ¢ reflexivo, entdo D(A) = X .
Demonstragdo. Ver [32]. O]

Teorema 1.13. Sejam H um espaco de Hilbert e A : D(A) C H — H um operador linear
densamente definido. Se A ¢ dissipativoe 0 € p(A), entdo A é gerador infinitesimal de um

Co— semigrupo de contracdes sobre H. .

Demonstracdo. Ver [28]. ]
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Definicio 1.8. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador
infinitesimal A . Diz-se que {S(t)},~, € exponencialmente estdvel, quando existem constantes

p>0e M>1 talque ||S(t)|gx) < Me ™, ¥t >0.

Definicio 1.9. Sejam X wum Espaco de Banache T : D(T) C X — X wum operador linear.

A Cota Superior do Espectro de T, denotado por wy(T), é o valor
wo(T) :=sup{ReA: A€ a(T)}.
Definicdo 1.10. Sejam X um Espago de Banache {S(t)},~, um Co— semigrupo com gerador

infinitesimal A. O Tipo do Semigrupo gerado por A, denotado por wy(A), é o valor

wo(A) :=  Mim lan(t)H = inf lan(t)H

Proposico 1.2. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},~, um Co— semigrupo de contra-
¢coes com gerador infinitesimal A .

Se wo(A) =0, entdo ||S(t)|ox)y=1, Vt>0.
Demonstrag¢do. Ver [16]. L]

Lema 1.1. Sejam X um Espago de Banach e {S(t)},>, um Co— semigrupo com gerador

infinitesimal A . Entdo
1. ws(A) <wp(A).
2. Ry(S(t)) = et Vi >0.
Demonstracdo. Ver [16]. ]

Teorema 1.14 (Gearhart - Pruss). Seja (S(t)),~, um Co— semigrupo de contragcées sobre um
Espaco de Hilbert H e com gerador infinitesimal A .
O semigrupo (S (t))tzo é exponencialmente estdvel se, e somente se, se verificam as seguintes

afirmacoes
1. iR C p(A),

2. Existe uma constante C > 0 tal que H(z’)\l— A <C,VAeR.

)_1HL(H)

Demonstragdo. Ver [18]. O]
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Teorema 1.15 (Huang). Seja (S(t))y~o um Co— semigrupo sobre un Espago de Hilbert H e
com gerador infinitesimal A.
O semigrupo (S(t)),~, € exponencialmente estdvel se, e somente se, se verificam as seguintes

afirmacoes
1. sup{ReX : Neo(A)} <0,
2. SUPRe >0 H()\I - A)_lHﬂ(H) < 0.
Demonstracdo. Ver [24]. O

Teorema 1.16 (Borichev - Tomilov). Seja (S(t));>o um Co— semigrupo limitado sobre un
Espago de Hilbert H e com gerador infinitesimal A, tal que iR C o(A).

Entdo, para uma constante fixa o > 0, as seguintes afirmagoes sdo equivalentes

1
1. Existe uma constante C' > 0 tal que F H(i)\I—A <C,VAeR.

)_1Hc(7¢)
. 1 c
2. Existe uma constante C > 0 tal que ||S(t) A Hﬁ(%) < e Vt>0.

Demonstracdo. Ver [9]. O

1.3 Matrizes hermitianas e os teoremas de diagonalizacao.

Definicdo 1.11. Seja A € C"*™ uma matriz. Definem-se
1. A édita Hermitiana, quando A = A*.
2. A édita simétrica, quando A = AT .
3. A édita normal, quando A A* = A* A.
4. A ¢ dita unitdria, quando A*A =1 .
5. A édita ortogonal, quando AT A =1 .
6. A é dita semidefinida positiva, quando A é Hermitianae z* Az >0, Vz € C"\{0}.
7. A é dita semidefinida negativa, quando —A ¢é semidefinida positiva.

8. A ¢é dita definida positiva, quando A ¢é Hermitianae z* Az >0, Vz € C"\{0}.

Ne

. A ¢ dita definida negativa, quando —A ¢ definida positiva.
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Teorema 1.17. A matriz A € C™"*™ ¢ hermitiana se, e somente se, pelo menos uma das seguintes

condigoes é satisfeita

1. z* Az €R paratodo z € C".

2. A ¢é normal e tem apenas autovalores reais.

3. S*AS ¢é hermitiana, para todo S € C"*" .
Demonstracdo. Ver [23], pagina 228 . O
Teorema 1.18 (Caracterizacdo). Seja A € C"*™ uma matriz hermitiana. Verificam-se

1. A édefinida positiva se, e somente se, todos os seus autovalores sdo positivos.

2. A é semidefinida positiva se, e somente se, todos os seus autovalores sdo ndo negativos.
Demonstragdo. Ver [23], pagina 230. O

Teorema 1.19. Sejam A, B € C™*" matrizes semidefinidas positivas (definidas positivas).

Entdo todo autovalor de A B ¢é ndo negativo (positivo).
Demonstracdo. Ver [8], pagina 424 . O
Teorema 1.20. Seja A € R™ "™ uma matriz simétrica. Sdo equivalentes

1. A é definida positiva.

2. Existe uma constante Cy > 0 tal que 27 Az > Cy |z|2 , para todo z € R™.
Demonstracdo. Ver [23]. O]

Teorema 1.21. Se A € C"*" | entdo existeum 6 > 0 tal que (A+el) éndo-singular, sempre

que ec C e 0< el <§.
Demonstracdo. Ver [23], pagina 54. O

Teorema 1.22 (Rayleigh). Seja A € C™*"™ wuma matriz hermitiana.

Se Amin € Amaz A0 0 menor e o maior autovalor de A respectivamente, entdo
2 2
Amin 2|7 < 2" Az < Apaz |2|° s paratodo z € C™.

Demonstracdo. Ver [23], pagina 234 . O
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Teorema 1.23. Sejam A € C™*™ wma matiz semidefinida positiva e x € C".

Entdo z*Ax =0 se, e somentese, Ax = 0.

Demonstragdo. Ver [23], pagina 431. O

Teorema 1.24. Sejam r € N\{1} e A € C"*™ uma matriz semidefinida positiva. Verificam-se
1. Existe uma tinica matriz B € C™"*" semidefinida positiva tal que B" = A.

2. Existe um polinémio p € R[s] tal que B = p(A). Além disso, B comuta com qualquer

matriz que comuta com A.
3. rank(A) = rank(B).
4. Se Ae R"™™", entdo B € R" ™,
Demonstragdo. Ver [23], pagina 439. O

Teorema 1.25. Sejam A, B € C"*" matrizes hermitianas tal que A é definida positiva.

Entdo existe uma matriz ndo singular P € C" "™ tais que
PAP=1 e P*BP édiagonal
Demonstracdo. Ver [8], pagina 423 . O

Teorema 1.26 (Diagonalizacdo Simultdnea). Seja § C C™*"™ uma familia ndo-vazia de matrizes
normais.

F € C™™™ ¢ uma familia comutativa se, e somente se, existe uma matriz unitaria U € C™*" tal
que U* AU ¢é uma matriz diagonal, para todo A € § .

Isto é, para qualquer Aoy € § e para qualquer ordem do seus autovalores A1, ..., Ap, existe

uma matriz unitdria U € C™*"™ tal que
U*AgU = diag(M1, ..., \n) e U*BU éuma matriz diagonal, para todo B € § .

Demonstracdo. Ver [23], pagina 135. O



Capitulo 2

Mistura de solidos viscoelasticos com

memoria.

2.1 Introducao.

Neste capitulo estudamos o sistema unidimensional modelando as vibra¢des para uma mistura de
n sélidos viscoeldsticos interagindo continuamente com configuragio de referéncia sobre [0, /],
onde a viscoelasticidade é dada por um termo memoria e é chamada de viscoelasticidade de tipo
Boltzmann. Cada sélido do modelo é flexivel, uniforme (a massa por unidade de comprimento é
constante) e homogéneo (sem forca externa de perturbacio).

Paratodo i = 1,--- ,n, denotamos por U’ := U’(z;,t) o deslocamento transversal das particu-
las do i— sélido da mistura, com densidade de massa p; e ocupando o intervalo finito x; € [0, /]
no intervalo de tempo ¢ € [0, +00) .

Assumimos que no tempo ¢ = 0, as particulas consideradas ocupam a mesma posicao, isto €,
r=uz;, paratodo ¢t =1,--- n.
Entio podemos assumir que
U':[0,0] x [0,400) — R, paratodo i=1,---,n.

Por outro lado, pelo Principio da Superposicdo do Boltzmann, a relacio tensdo-deformacdo que

caracteriza a viscoelasticidade é dada por
0y = ai; UJ —bij/ gt —71)Ul(-,7)dr, paratodo i,j=1,---,n,
0
onde,

11
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1. A funcdo g : R — R ¢é chamada de meméria adequada ou nicleo de relaxamento, a qual

representa o comportamento viscoeldstico.

2. ai;j,bi; € R, paratodo 4,5 = 1,---,n, sdo constantes.

Ui(x,t): deslocamento transversal do i — s6lido

U(x, ) U™ (xo,1)

—~ Un(x,t)

::Ui(xo,t

7
U* (xo0, ) p;:densidade do i — sélido

—Ul(x,t)

Logo, as correspondentes equagdes de movimento sao dadas por
piU}, =T: + P' + F', paratodo i =1,---,n, 2.1)
onde,
1. T* é a contribuicdo da tensdo da i— ésima componente da mistura. A lei constitutiva usada

T :=0y1 + 0+ +0in, paratodo i =1,--- .

2. P* representa a forca interna atuando sobre o corpo da ¢— ésima componente da mistura, a

qual depende dos deslocamentos verticais dos constituintes. Aqui é dada por

P'i= —dyU' — dpU? — .- — d;,,U", paratodo i=1,--- ,n.

3. F" representa a for¢a externa ou efeito de amortecimento da ¢— ésima componente da
mistura, a qual produz um mecanismo dissipativo friccional. Aqui assumimos que F* é

pequeno de tal forma que pode ser omitido.
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Substituindo as relacdes anteriores na equacgao (2.1) obtém-se o modelo matemaético
RUy— AUy + NU+gxBU,,, =0, 0<zx<{,t>0, 2.2)
onde,
1. R=diag(p1, -~ ,pn), A:=(aij), N :=(dij) e B := (b;;) sao matrizes em R"*".

2. U :0,0] x [0,4+00) — R™! tal que U(z,t) = (Ul(m,t),...,U"(x,t))T é uma aplica-

¢do vetorial e os U’ denotam os deslocamentos verticais dos constituintes.
3. (g*x BUygy) (,t) := /Otg(t — 7) BUyz(z,7)dr é alIntegral de Volterra.
4. A funcdo g : R — R ¢ a memodria adequada ou niicleo de relaxamento.
Além disso, as condicdes iniciais sdo dadas por
U(x,0)=Up(z) e Upx,0)=Ui(x), 0<z</{. (2.3)
Mas, com respeito as condi¢des de fronteira, tratamos com uma estrutura rigidamente fixada
U,t)=0=U(,t), t>0. 2.4)
Hipoéteses.

1. Assumimos que: A = (a;;) € definida positiva, N = (d;;) semidefinida positiva e

O # B = (b;;) semidefinida positiva.

2. Condig¢des sobre a memdria g :

(o) g€ CH0,+00) VL0, +00). (2.5)
(&) 0<g(07) = Tim g(s) < oc. (2.6)
(o) g(s) >0 e ¢g'(s) <0, paratodo s € (0,+00). 2.7)
(o) A matriz (A - B /0 +Oog(s) ds> é definida positiva. (2.8)

(o) Existe uma constante x > 0 tal que ¢'(s) < —rg(s), paratodo s >0. (2.9)

Segue daif que g(s) < g(0T)e ", paratodo s> 0.
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2.2 O Problema com historia.

Para estudar a boa-colocagdo do problema (2.2)-(2.4) usando a Teoria de semigrupos, nds pre-
cisamos transformar o problema em estudo na forma de um problema de Cauchy auténomo
U = AU, U(0) = Uy, mas a presenca da convolugio nos impede fazer isso, pois ela gera
um problema de Cauchy ndo auténomo. Para superar essa dificuldade revemos a literatura sobre
estudos com memoria e usamos as idéias de Dafermos [14] e Fabrizio [17], isto é, primeiro genera-
lizamos o problema (2.2)-(2.4) para um problema autdnomo, chamado de Problema com histéria,
e depois reescrevemos o problema com histéria na forma de um problema de Cauchy auténomo
para apos usar a teoria de semigrupos.

O procedimento para deixar o problema com histdria é baseado nos seguintes passos:

e Define-se a histéria de U . Isto é, assumimos que os valores da varidvel U sdo conhecidos

para 0 <z </ e t <0 de modo que

U(0,t)=0=U(lt), t<0.

e Define-se o problema para valores negativos na forma de convolugao

t
RUtt—AUerNUJr/ gt —=T)BUg(z,7)dr= O , 0<z<{,t>0

—00

S
—~~
8
=

I

Uo(.l?), OSSUSE

U(x,0) =Uy(z), 0<z</

e Finalmente introduzimos a varidvel auxiliar 7, adicionando um novo pardmetro s e to-

mando como coeficiente a raiz quadrada de B fornecida pelo Teorema 1.24. Isto €,
n(x,t,s) = Bl/QU(w,t) —Bl/QU(x,t— s), 0<x</l,t>0,s>0,

onde "7(%757 3) = (771(%75, 8)7 e ﬂ?n(%ta S))T

Derivando obtém-se
ne(x,t,s) = BY2U,(2,t) — BY2Uy(x,t —s) e ns(z,t,s) = BY2U(z,t —s).
Logo, n verifica a equacdo suplementar

m+ns=B"?U, 0<z<l,t>0,s>0, (2.10)
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com condicdo inicial, chamada de histéria de U no tempo ¢ =0,
n(z,0,s) == no(x, s) = BY?Uy(x) — BV?U(z,—s), 0<z<{(,s>0,
e condi¢des de contorno

n(z,t,0)= O, 0<zx</{,t>0
n(0,t,s)= O, t>0,s>0

nl,t,s)= O, t>0,s>0.

Por outro lado, fazendo-se a mudanga de varidvel 0 =t — 7 tem-se

t 400
/ g(t_T)BUxa:(-TyT)dT:/(; g(O’)BUxx($,t—O')d0'.

—0o0

Além disso, 1z (z,t,8) = BY2U(2,t) — BY?Uyy(x,t — s) . Entdo

400 —+00 +0o0
/ 9(8) BUyz(2,t — 8)ds = B Uy, (x, t)/ g(s)ds — / g(s) Bl/Qnm(:L‘, t,s)ds.
0 0 0

Assim, o problema com memdria ndo autdbnomo reescreve-se como o problema auténomo, cha-

mado de Problema com histéria, seguinte
+o0
RUy — CUyy +NU—/ g(s) B Pppds= O |, 0<az<l,t>0 (2.11)
0
m+ns=BY2U, 0<z<l,t>0,5>0 (2.12)
com condicdes iniciais

U(z,0) = Up(z) , 0<z</¢
U(z,0) = Ui (zx) , 0<z</¢

n(xz,0,s) :==no(z,s) = BY?Uy(z) — BY?U(z,—s) , 0<x<l,s>0 (2.13)

e condi¢des de contorno

uo,t)=U0,t)y= O, t>0
n(z,t,0)= O, 0<z</{,t>0
n(0,t,s) =n(l,t,s)= O, t>0,s>0, (2.14)

+oo
onde C = (¢;;) € R™*" tal que C := A — B/ g(s)ds.
0
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Observacgoes 2.1. . Pela hipdtese (2.8) segue que a matriz C ¢é definida positiva.

2. A energia associada ao sistema (2.11)-(2.14) é dada por

1/ 1t ¢ ¢ +00 ¢
Et) = 3 </ U;CUydx +/ U*NU dx —i—/ U/ RUdx —i—/ g(s)/ Nenzd d5> .
0 0 0 0 0

Para calcular sua derivada, multiplicamos a equagdo (2.11) por U} e depois integramos

sobre [0, /]

l 4 4 0 +o00
/ U R Updz — / U C Uyppdx + / USNU dx — / U; / g(s) BV ngpdsde = O.
0 0 0 0 0
(2.15)
Usando a simetria das matrizes tem-se

0 1d 0
/OUtRUttdlL‘:2dt . UtRUtdl',

4 1d 4
/Ut*NUd:U:/U*Nde,

0 Y4 1 d 0
/ U CUppdr = — / UACUpdx = —= — | UCU,dx.

Além disso, usando a equagdo (2.12) obtém-se

+o00 l +o0 4
/ g(s) / U B npqdds = — / g(s) / w B n,duds
0 0 0

0

- os) I “(ng 4 ) ] ds

+o00 ? 1d +o00 l
- / o(s) / ntmededs — 25 (7 g(s) / nnedads
0 0 24t ) 0

Logo, substituindo os cdlculos anteriores na relacdo (2.15) e usando as hipoteses (2.9) e

(2.7) tem-se

d +oo Y4
—E&(t) = —/ g(s)/ Mg Mo dx ds
1 +oo d l .
——2/0 g(s)ds/o ny Nz dz ds

1 +OO/ ¥/ 1 Y4
3] 0 [wnededs— 5 (o) [ ninao)
0 0 0
1 +o0 l
—/ g’(s)/ e nzdrds <0.
2.Jo 0

A seguir daremos um lema que serd importante no decorrer do trabalho.

s=—+0o0

s=0
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Lema 2.1. Seja R € C"*" definida positiva. Verificam-se

1. A aplicagdo (-,") 2 g - [L2(0,0)]" x [L?(0,0)]" — C tal que

N ¢ N
(W, W) . = / W*RW dx éum produto interno em [L?(0,0)]" . Além disso, sua
) 0

[
l
norma induzida ||-||(;2pn . € equivalente & norma usual ||W||[2L2]n = / W*W dzx .
0
2. A aplicagao (-, )[Hg]” R: [H(0,0)]" x [H{(0,0)]" — C tal que
— ¢ —
(W,W) " = / WiR Wydx é um produto interno em [HE(0,0)]" . Além disso,
o] » 0
L
. . p s N 2 *
sua norma induzida H”[Hg]"n é equivalente a norma usual HWH[H(%]n _/0 WiWydx .
3. Aaplicagdo (") (12" g + Ly (0, +00; [Hg (0, 0)]") x Lg (0, +00; [H; (0,0)]") — C

—~ +0oo 4 —
tal que (W, W) = / g(s) / W2R Wydx ds é um produto interno em
0 0

[L3]"”

L2 (0, +o0; [H&(O,Aﬁ)]n) . Além disso, sua norma induzida H||[ " R é equivalente a

2
Lg

400 l
norma usual ||W||fL2]n :/ g(s)/ WiWydxds .
9 0 0
Demonstragdo. Sejam f € A 0 menor e o maior autovalor de R respectivamente.

1. E claro que a aplicagdo () 2" R ¢ linear na primeira varidvel.

Desde que R ¢é definida positiva, entdo
¢
(W, W) opn r = / W*RW dz >0, paratodo W € [L*(0,0)]" .
0
Além disso,
— e, __ * l__ =N
(W, W) - / (W*R W) da = / W*RW dz — (W, W) .
[LQ]n,'R 0 0 [LQ]n,R
Por outro lado, pelo Teorema 1.22 obtém-se
pl[WI? < W*RW < \||W|*, paratodo W e [L2(O,€)]n.
Entao,
¢ ¢ ¢
u/ |W||? d < / W*RW da < )\/ |W|]*dz, paratodo W € [L*(0,¢)]".
0 0 0
Logo,
(W, W)p2n g =0, seesomentese, W=0.

Além disso, tem-se a equivaléncia das normas.
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2. A prova € andloga ao anterior.

3. E claro que a aplicagio (-, -) 2" = ¢ linear na primeira variavel.
g b

Desde que R ¢ definida positiva, entdo

400 l
(W, W)[Lg}nR = /0 g(s)/o WIRWydrds >0, VW € Lg (0, 400; [H(0,0)]") .

g

Além disso,

(W/, W> — /0 +Oog(s) /0 EW;R Wdz ds = (W W/)

(22" R
Por outro lado, pelo Teorema 1.22 obtém-se

pl[Wal> < WiR W, < X|[W,|?, paratodo W € L2 (0, +00; [Hj(0,6)]").

Entao,

+oo L ~+o00 14 +oo L
M/ g(s)/ HWmH2dxds§/ g(s)/ W;RWmdmdsg/\/ g(s)/ (W, |17 dads,
0 0 0 0 0 0

paratodo W € Lg (0, +00; [H&(O,E)]n) .
Logo,

(W, W)[Lg]"ﬂz =0, seesomentese, W =0.

Além disso, tem-se a equivaléncia das normas.

Agora introduzimos algumas notagdes que serdo usadas ao longo de todo o trabalho.
Notacoes 2.1. Seja R € C™*" definida positiva. Denotam-se

— 4 —
1. (W,W) ::/ W*RW dz e sua norma induzida por ||-|| 2 % -
[L2]",R 0 ’

Quando R € a identidade, escrevemos simplesmente como (-, -)[ L € H||[ L2 -

— ¢ —
2. (W, W) ] % = /0 WiR W,dx e sua norma induzida por ”H[Hg]”,R :
Quando R € a identidade, escrevemos simplesmente como (-, )[Hﬂ" e |||l ()"
[¢

— +oo ¢ —
3. (va) (12" ::/0 g(s)/o WiR Wydx ds e sua norma induzida por H||[L3]n72

Quando R € a identidade, escrevemos simplesmente como (-, -)[LQ]n e |||l )"
g9 g9



CAPITULO 2. MISTURA DE SOLIDOS VISCOELASTICOS COM MEMORIA. 19

2.3 Existéncia e unicidade.

Para demonstrar a boa-colocacdo do Problema com histéria (2.11)-(2.14), reescrevemos o pro-
blema na forma de um problema de Cauchy auténomo %Z/l = AU, U(0) = Uy e mostramos
que o operador A é o gerador infinitesimal de um Cp— semigrupo de contra¢des para garantir a
existéncia e unicidade de solucdes.

Primeiro fazemos V :=U;.

Logo, o Problema com histéria (2.11)-(2.14) reduz-se a equagdo diferencial de primeira ordem

U \%

d 1 _1 oo —1p1/2

& \%4 = RCU,, — R *NU + ; g(s) R™—B nmde )
" B2V —

onde o Espaco de fase é dado por
H = [Hg(0,0)]" x [L*(0,0)]" x L2 (0,~+00; [Hj(0,0)]"),
munido do produto interno
~ ¢ _ ¢ _ ¢ _ +o0 ¢
(u,u) = / U*C U,dz +/ U*N U dz +/ V*RV dz +/ g(s)/ TR
H 0 0 0 0 0

paratodo U = (U,V,n), U= (ﬁ,f/aﬁ) EH.

E simples verificar que o espaco (H, (-, *)4;) € um Espaco de Hilbert.

Defini¢do 2.1. Define-se o operador linear autonomo A : D(A) C H — H por

1%
“+o00
AU:=| R'CU, — RINU + / g(s)R'BY?n,.ds |,
0
Bl/QV —Ns

onde seu dominio é dado por
DA) :={U=(UV,n)eH : AUEH e n(x,t,0) =0}
— {u €MV e [H}0,0]", <c Upe — NU + /(]Jroog(s) Bl/%mds) e [L*(0,0)]",
nw,t,0)=0 e (BY2V —y,) € L2 (0,+00; [H}(0,0)]") }
- {u = (U, V,n) e H:V € [H}(0,0)]", <CU+ /O+Oog(s)31/2nds> e [H*(0,0)]",

n(z,t,0) =0 e ns€ Lg (0, ~+00; [H&(O,E)]n)} .



CAPITULO 2. MISTURA DE SOLIDOS VISCOELASTICOS COM MEMORIA. 20

Assim, o Problema com histdria (2.11)-(2.14) reescreve-se como o problema de Cauchy auténomo

%U:Au, U©) =ty , (2.16)
onde U= (U, V,n)eD(A) e Uy= (Uo,Ui,m0) € H.

Teorema 2.1. O operador A ¢é o gerador infinitesimal de um Co— semigrupo de contragoes
A(t)

Demonstragdo. A demonstracdo € baseada em verificar as hipéteses do Teorema 1.13.

Para mostrar que o dominio D(.A) é denso em (H, ||-||,,) , notemos que
[C32(0,0)" x [C5(0,0)]" x Wy (R4;[C5°(0,0)]") € D(A),
onde,
Wy (R45[C5°(0,0)]") := {n € L (0,+00; [C5°(0,)]") : ms € Ly (0, +00; [C5°(0, O] } ,

de onde segue a densidade.

Mostraremos a seguir que o operador A € dissipativo. De fato,
¢ ¢ +00 ¢
(AU U, = / U*C Vyda + / U*NV dz + / g(s)/ 0 <Bl/2Vx - nm) dx ds +
0 0 0 0

0 +o00
/ v* (CUM ~NU + / g(s) Bl/Qnmds) dz,
0 0

paratodo U = (U, V,n) € D(A). Notemos que
¢ ¢ ¢
/ V*C Uppdz = — / VACUpda = — / U*C V,da
0 0 0

¢ ¢
/V*NUda::—/ U*NVdx
0 0

+00 £ +oo ¢
/ g(s)/ V*BY 2y dr ds = —/ g(s)/ 0t BY?V,dax ds .
0 0 0 0

Entao,

l 4 +o00 4
(AU U),, = 2iIm / UrCVypdx 4 2iIm / U*NVdz + 2iIm / g(s) / n:BY?V,dxds —
0 0 0 0

+o00 l
/ g(s)/ Menzsdrds .
0 0
¥4

+oo
Re (AU, U),, = —Re/ g(s)/ My Nzs dx ds
0 0

Logo, usando as hipéteses (2.6), (2.7) e (2.9) t€m-se
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1 +o00 d 4
= —— — * e dx d
2/0 g(S)dS/Onw xds

1 +OO, 4 1 4
3] o [nedeas— 5 (o) [ inao)
0 0 0
1 —+o00 l
:/ g’(s)/n;nxdxdsgo.
2Jo 0

Assim, o operador A ¢ dissipativo.

s=+00

s=0

Finalmente mostraremos que 0 € p(A), isto é A1 € L(H).
Primeiro mostraremos que .4 € bijetiva.
De fato, seja F — (ﬁ, f/,ﬁ) € H = [HL(0,0)]" x [L2(0,0)]" x L2 (0, +o0; [HE(0,0)]") .

Reescrevendo a equacdo AU = F obtém-se

V=U (2.17)
+o00o -
CUpp — NU + / g(s) BY?n,.ds = RV (2.18)
0
B2V —n, =1, (2.19)

onde U = (U,V,n) € D(A).

Lembremos que
D(A) = {u = (U,V,n) € H:V € [Hj(0,0)]", (CU + /0+Oog(s)B1/2n ds) e [H*(0,0)]",
n(x,t,0) =0 e ns€ Lg (0, +o00; [H&(O,E)]n)} .
Da relacdo (2.17) tem-se
V=U e [H}0,0]".
Da relacdo (2.19) tem-se
s = (Bl/zﬁ - 77) e L2 (0, +o0; [H3(0,0)]").
Além disso, uma primitiva da equagdo anterior é
n(z,t,s) = s BY2U(x,t) — /Osﬁ(x,t,T) dr.

Segue daf que n(z,t,0) =0 e n(-t,s) € [H}0,0)]",Vt>0,Vs>0.

Resta mostrar que 7 € Lg (0, +00; [H(%(O, 6)} n) . Para isso, basta provar a desigualdade

2
||7I||[L§]" < N H775||[L3]” . (2.20)
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De fato,

400 l —1 [T l
/ g(s)/ e My dr ds < / g/(s)/ M N dz ds
0 0 K Jo 0
-1

= [(g(S) /0 6772 e dx) o

“+o00 d l
- g(s) / My Nz d ds
s=0 /0 dS 0

9 +o00 l
= — Re/ g(s)/ My Nws dx ds
0 0

K
+o00 YA
/ mJ@%MM
0 0

2
171l 22y sl 20

IN

K

IN

VAN
ORI )

2
2 2
HUH[LZ}’”‘ + pel HUsH[Lg]” .

Assim, tem-se o desejado.
Por outro lado, usaremos o Teorema de Lax-Milgram para mostrar a existéncia e unicidade da

funcdo U . Define-se a aplicagdo
n n e ¢ fp ¢ fp
®: [Hy(0,0)]" x [H)(0,0)]" — C tal que &(W, W) ;:/ W;CdeaﬁL/ W*N W dz .
0 0

E claro que ¢ € uma forma sesquilinear, continua e coerciva.

Além disso, define-se a forma antilinear
+o00 4 14 _
£ [Hy(0,0]" — C tal que f(W):= —/ g(s)/ W;Bl/andxds—/ W*RV dx .
0 0 0
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica U € [H& (0, E)] " tal que
o(U, W) = f(W), paratodo W € [H&(O,E)]n.
Isto €,
14 400 4 _ n
/ Wi <c Uz +/ g(s) Bl/217xds) de = _/ w* (RV +NU) dz, VW € [H}(0,0)]".
0 0 0

(2.21)

Entdo U ¢ solugdo fraca de (2.18).

Pelo Principio da regularidade elitica tem-se

(CU+/D+OOg(s)Bl/2nds) € [H?*(0,0)]".

Por outro lado, seja ¢ € D(0,/).

Paratodo ¢ = 1,--- ,n, denotemos por W; = pe;, onde e; € oi-ésimo vetor candnico de R".
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Entdo W; € [H}(0,0)]", paratodo i =1,--- ,n.

Substituindo na relacdo (2.21) obtém-se

l “+o00 i l " i
/ Vo <CUx +/ g(3)31/2,7xds> de = —/ o (RV n NU) dz, paratodo ¢ € D(0,¢).
0 0 0

Pela defini¢do da derivada fraca tem-se

- i : +oo ‘
(RV + NU) = (C U, +/ g(s) Bl/Qnmd8> = <C Usa +/ g(s) Bl/277x:vd5> :
0 0

x
paratodo i =1,--- ,n. Logo

+oo

+00 +oo ~
(c U +/ g(s)B'?p ds> € [H*(0,0)]" e CUp = NU +/ g(s)BY?nyeds = RV .
0 0

Assim, existe uma tnica U = (U,V,n) € D(A) tal que AU = F.

Resta mostrar que A~! & limitado.

De fato, seja F = (ﬁ, V,ﬁ) €M =[H{0,0)]" x [L*0,0)]" x L?] (0, 400; [H(0,0]") .
Denotemos por U := A~1F, onde U = (U,V,n) € D(A).

Deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0, que ndo depende de U e F, tal que

el < ClIF g -

Reescrevendo a equagdo AU = F obtém-se

vV = U (2.22)
+oo -
CUm—NU+/ g(s) BV *1yds = RV (2.23)
0
BY2V —p, = 7. (2.24)

Como
l

/ l 4 +o0
), = / U*C Usda +/ U*N U da +/ VRV da +/ g(s)/ ninedz ds |
0 0 0 0 0
entdo basta limitar cada somando.
+o00 l
Primeiro passo. Limita¢do do termo / g(s) / Menzdx ds .
0 0

Pela propriedade dissipativa do operador A tem-se

5 +00 ¢ —1 [t , l
0o = g(s) | mynededs < — g'(s) | mpnedxds
(2] K
0 0 0 0

_ 72 Re (AU, U),,

-2
= ?Re(}",U)H

2
< Ul 1l - (2.25)
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¢
Segundo passo. Limitacdo do termo / V*RV dzx.
0
Usando relacdo (2.22), a desigualdade de Poincaré e a equivaléncia de normas, obtém-se

Y, 0 N e
/V*Rde:/ U*RUdeC'/ U;CUdeCSCH.FH?{a
0 0 0

onde a constante C' > 0 ndo depende de U e F .
¢ ¢
Terceiro passo. Limita¢do do termo / U;CU,dx + / U*NUdz.
0 0

Multiplicando por U* a relagé@o (2.23) e integrando sobre [0, /] tem-se

¢ ¢ +o00 ¢ ¢ ~
/U;Cdex+/U*Nde:—/ g(s)/ U;Bl/andxds—/U*RVda:.
0 0 0

0 0

24

(2.26)

(2.27)

Agora, usando a desigualdade do Poincaré, a equivaléncia de normas e a relagdo (2.25), obtém-se

< Ul [ B2

400 14
/ g(s)/ Ur B, dx ds 12]"
0 0 g

iy
< ClUN gy Iz

< C [l Wl g

IN

Lo 2
5 U5 +C HUH[Lg]n

IN

1
5 W1l + C 1Al 1l
Além disso,

< Ul gy

2 o

o

< Otz [F 13, -

Z ~
/ U*RV dz
0

< CIIUH[

Hi"

Logo, na relacdo (2.27) obtém-se
¢ ¢ 1
[ et s [ UNUds < Sl + €l |1
0 0

onde a constante C' > 0 ndo depende de U e F .

Finalmente, somando as relagdes (2.25), (2.26) e (2.28) tem-se
U]l < CNIFll
onde a constante C > 0 ndo depende de U e F .

Agora introduzimos o teorema de existéncia e unicidade de solugdes.

(2.28)
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Teorema 2.2. Se Uy = (Up, U1, mo) € H = [H{(0,€)]" x [L?(0,£)]" x L2 (0, +o00; [H}(0,0)]")
entdo a aplicacdo

U:[0,+00) — H tal que U(t) = e Uy,

é a unica solugdo do problema de valor inicial

d
—U=AU, U0)=U
dt A ( ) 0,

satisfazendo U € C ([0, +00),H), onde U = (U, V,n).
Além disso, se Uy € D(A) entdo U € C ([0, +00),H)NC ([0,4+x), D(A)).

Demonstracdo. Ver [32]. O

2.4 Regularidade das solucoes.

Desde que usamos a abordagem do semigrupo para pesquisar a solubilidade do problema com
histéria (2.11)-(2.14), temos que esclarecer a relagdo que existe entre a solu¢do semigrupo dada
por U(t) = ey e a solugdo do problema anterior. Ou seja, nés precisamos mostrar em que

sentido as aplicacdes componentes U e 7 satisfazem o problema com histéria (2.11)-(2.14).

1. Se Uy = (Uy, U1,m0) € D(A), entdo pelo Teorema 2.2 tem-se
U € C([0,+00),H) N C([0,+00), D(A)).
Segue dai

U € C? ([0, +00), [L*(0,0)]") N C* ([0, +00), [H(0,0)]")
n € C* ([0, 400), L2 (0, +00; [H3 (0,0)]")) e
(Uv Ut) 77) € C ([07 +OO)5 D(A)) .
Além disso, eles satisfazem as equagdes (2.11) e (2.12) em [LQ(O, E)]n , paratodo t >0 e

paratodo s > 0. As condigdes iniciais (2.13) sdo satisfeitas no sentido forte e as condi¢des

de contorno (2.14) sdo satisfeitas no sentido do trago.
2. Se Uy é mais regular, por exemplo Uy € D(A?), entdo

U e C?([0,400),H) N C* ([0, 4+00), D(A)).
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Segue dai

U € C* ([0, +00), [L*(0,0)]") N C? ([0, +o00), [H(0,0)]")
n € C?([0,+00), L2 (0,+00; [Hj(0,0)]")) e
(U, Ui,n) € C ([0, +00), D(A)) .
Além disso, eles satisfazem as equagdes (2.11) e (2.12) em [H{(0,¢)]", para todo ¢ > 0

e paratodo s > 0. As condicdes iniciais (2.13) e as condi¢des de contorno (2.14) sdo satis-

feitas no sentido forte. Portanto, obtém-se uma solucdo cldssica do problema com histéria.

3. Se Uy € H, entdo V(t) = e'*Uy é a tinica mild solugdo do problema

d
S Ut) =AU, U0)=U, onde U= (U,V,n).

Logo, (U,n) é solugdo fraca do problema com histdria no sentido que verifica o sistema

l l t pl t b
/c,o*RUtd:/U/¢*RU1dx+//gochdeavquL//cp*NdequL
0 0 0 J0 0J0
t ptoo l
/ / g(s)/ o' B2, dxdsdr = O
0Jo 0

Y4 J4 t pl l Y4
/¢*nd:c—/¢*n0dx+//w*nsdx—/w*Bl/Qde+/ V*BY2Uydx = O,
0 0 0 Jo 0 0

paratodo ¢, ¥ € D(0,¢) eparatodo t > 0.

2.5 Retorno a equacao original.

Como se viu nas secdes anteriores, a fim de resolver o problema (2.2)-(2.4) usando a teoria de
semigrupos, nds realmente estudamos o problema com histéria (2.11)-(2.14). Naturalmente nasce
a questdo se o procedimento usado € consistente, isto €, se existe alguma relag¢do entre o problema
(2.2)-(2.4) e o problema com histéria (2.11)-(2.14).

De fato, verifica-se que o problema com histéria é uma generalizacio do problema (2.2)-(2.4), ou
para ser mais preciso, quando 7 = O obtemos o problema original.

Se n = O, entio BY2U(-,t) = BV2U(-,;t —s), ¥t >0 e ¥ s> 0. Além disso, segue dai

que a variavel historia verifica
BY2U(-,t) = BY2Uy(-), paratodo t <0.

Logo, se U é uma solugdo variacional do problema (2.2)-(2.4) com B!/ 2U(t) =B 1207, , para
todo t <0 e Uy(0) = Uy, entdo paratodo W € [HE(0,¢)]" e paratodo ¢ > 0 tem-se
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/W*RUtda:—/W*RUlda:+//W*AU da:dr—i—//W*NUd:cdr—
“+oo
/// s)W2B Uy( dsdxdT—/// s)\WiB (Uy),dsdxdr = O.

(2.29)

Por outro lado, se (U, O) é uma solugdo variacional do problema com histéria (2.11)-(2.14), entdo

para todo W € [H}(0,4)]" e paratodo ¢ > 0 tem-se

l 0 t pl t pl
/ W*RUdx — / W*RUydx +/ / W>C Uydx dr +/ / W*NUdxdr =0. (2.30)
0 0 0Jo 0Jo

Mas

t pl t pl t pl ptoo
//W;CdeZUdT://W;Adel‘dT—/// g(s)WyBUydsdxdr
0 Jo
//W*AdedT—/// SYWiBUy(x, 7 — s)dsdxdr —
+oo
/ / / o(s)W? B (Uy), ds da dr . 231)
0JO JT

Logo, substituindo a relacdo (2.31) na relacdo (2.30) e depois comparando o resultado com a

relagdo (2.29) tem-se o desejado.



Capitulo 3

Decaimento Exponencial.

3.1 Dissipacao é total.

Nesta sec@o estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema com histéria (2.11)-
(2.14) quando a dissipag@o dada pela memdria € total, ou seja, quando rank(B) = n . Neste caso
temos que os mecanismos dissipativos sdo efetivos em todas as equagdes do sistema. Verificando
as hipdteses do Teorema 1.14, demonstramos que o semigrupo correspondente € exponencialmente
estavel.

Lembremos que R = diag(p1,--- , pn) € definida positiva, N semidefinida positivae C definida

positiva. Como rank(B) = n, entdo B ¢é definida positiva. Além disso,
H = [Hg(0,0)]" x [L*(0,6)]" x L2 (0,+00; [Hy(0,6)]"),
_ ¢ _ ¢ _ ¢ _ +o0 ¢
(u,u) - / U;CUmdx—l—/ U*Nde+/ V*RdeJr/ g(s)/ Noindz ds,
H 0 0 0 0 0
Vv

—+00
AU=| R 'CU,, —R'NU + / g(s) RilBlﬂmde )
0

BI/ZV — 1

[e=]

n +OO n
D(A) = {u =(U,V,n) € H:V € [H}(0,0)] ,<CU+/ g(s)Bl/Qnds) € [H*(0,0)]",
n(x,t,0) =0 e ns€ L; (0, +o0; [H(0,0)]™) ).

Antes de apresentar o teorema principal da secdo, mostraremos dois lemas que serdo importantes
no decorrer da tese. O primeiro deles tem aplicacdo para qualquer gerador infinitesimal de um

C,— semigrupo.

28
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Lema 3.1. Seja A, : D(A,) C X — X o gerador infinitesimal de um C,— semigrupo
(e

Se iR & p(Ay) e 0 € p(A,), entdo existem um No > 0 e sequéncias (Unm),,~; C D(A,) e

1>0 o onde (X, |l x) € um espago de Banach.

(Am)ms>1 C Ry tais que
I idm €p(Ay), Vm>1¢e Ay — Ao,
2. |Umlly=1,YVm>1,
3. (i dm —Ao) Uy — O em (X, ||| 5) -

Demonstracdo. Define-se o conjunto G :={s € Ry : i A € p(A,), VA €] —s,s[}.

Notemos que G # (), pois como 0 € p(A,), entdo

. _1-1 “1y-1
iA € p(A), V)‘e}_HAolHL(X)’ Aoluc(x)[‘

Denotemos por Ag :=supgG.

Se Ao = +o0, entdo iR C p(A,), oqueéum absurdo. Logo Ay < +00.

Segue daf que existe uma sequéncia (s,),,~; C G tal que s, — Ao .

Agora, da defini¢do do conjunto G temos que paratodo m € N, existe um A, > 0 tais que

iAm € p(Ao) e |Am — sm| < 1/m. Entdo
A — o] < [Am = Sm| + |sm — o] < 1/m + sy — Ao] — 0, quando m — +o0.

Assim, existem Ao > 0 e uma sequéncia (Ap),,>; C Ry tais que i\, € p(A,), para todo
m>1e )\m — )\0 .

Por outro lado, mostraremos um resultado importante no decorrer da prova do lema.
Afirmagdo. sup [|(i A — AO)_IHL;(X) = +00.
meN

Procedendo por contradi¢do, suponhamos que sup H (1 A — .Ao)_1 H L) = L < +00.
meN

A seguir provaremos que (Ao + 1/L) € G. Mas isso contradiz a defini¢do de \g = supgG.

De fato, seja A €] — Ao —1/L, Ao+ 1/L][.

Deve-se mostrar que i A € p(A,) .

1. Se A €] — Ao, Ao[, entdoexisteum s € G talque |\ <s < Ag.

Segue dai que i\ € p(A,).
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2.Se N€]—Xo—1/L,—Xo] U [Xo, Ao + 1/L[, entdo existe um ~ €] — Ao, A\g[ tal que
A —~| <1/L. Entio

(A=A =(A=7)+ (7 —A)) = (i7—A) (I —i(y—X) (iv—A)"") GB.1)

. —AO -1
Gy L) HL(X)SL (3.2)

e Iy =AY = A) Mg <

Segue da relagdo (3.2) que (I —i(y— ) (iv — Ao)*l)f1 € L(X).
Logo, da relagdo (3.1) tem-se i A € p(A,) .

Assim a afirmag@o fica provada.
Agora, da definicdo de norma de um operador tem-se que, para todo m € N, existe uma

F,, € X\{O} tal que

L6 = A

. —1
16 Am = Ao) M| gy = - [Fmll

iAm — Ap) T,
Logo, usando a afirmacio anterior obtém-se sup H( = °) mHX
meN HFm HX
Daf existe uma subsequéncia de (Ap,),,~; , que sem perda de generalidade a denotamos por

:+oo

(Am )1 5 tal que

16 Am — Ao) " Fin|
[Eom 2

— +00, quando m — +00. (3.3)

. . (Z )\m - Ao)_lFm
Finalmente, para todo m € N, definimos U,, := — .
: " A — Ad)  Flly

E claro que Uy, € D(A,) € |[Um||» =1, paratodo m € N.

Além disso, da relacdo (3.3) tem-se

Fm

i)\m_Ao Z/{m: .
( JUon = v = Ao) Emll

— O em (X, [[|lx)-
Assim, o lema fica provado. O

Voltando a nosso problema em estudo, o seguinte lema € importante para provar a estabilidade

forte do semigrupo correspondente.

Lema 3.2. Se iR ¢ p(A), entdo existem \g >0 e U= ((7, v, O) € D(A) tais que

HﬁHH:1 e iNU—All=0.
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Demonstragdo. Pelo Lema 3.1, existem Ao > 0 e sequéncias (U),,>; C D(A) e

(Am)m>1 C Ry tais que

idm €p(A), Vm>1 e N\ — Ao, (3.4)
Ul =1, ¥Ym >1, (3.5)
(idm — AU — O em (M, |[|5)- (3.6)

A afirmacdo seguinte serd crucial para obter a conclusdo desejada.
Afirmagdo. Existe uma f = ([7,17,0> € D(A) tal que Uy, — U em (H, I-l%) - 3.7

De fato, denotemos por Fp, := (i Ay — A) Uy, , VI > 1.

Como A € um operador linear fechado, entéo (D(A), () A)) € um espaco de Hilbert, onde

<W, W)D(A) — (W, W)H n (AW, AW)H .
Além disso, das relagdes (3.4), (3.5) e (3.6) obtém-se

[Umllpeay < 1Umllpy + AU =1+ [ Am U — Frnll
S 1+ Al [Umllyg + 1Pl

< (C, paratodo m € N. (3.8)

Entio, pela reflexividade de D(.A) e da relagdo (3.8), existem uma If = (ﬁ V, ﬁ) €D(A) e
uma subsequéncia de (Z/{m)m21 , que sem perda de generalidade a denotamos por

(Z/{m = (Uma Vm, nm))m21 s tal que
U, converge fracamente a Z;{\ em (D(A)’ HH’D(,A)) . (3.9)

Notemos que, se f : U/ — C & um funcional linear e continuo em (%, ||-|,,) , entdo

9= flpca) : P(A) — C €& um funcional linear e continuo em <D(.A), H'HD(A)> , pois

lg@O)| = 1F@OI < 1 Flla 1Ullqy < Nl 1l pay » paratodo U € D(A).

Logo, da relagdo (3.9) segue que

<

Uy, converge fracamente a I = ((7, ,ﬁ) em (H,|[-|,)- (3.10)

Por outro lado, mostraremos que 7= O e Uy, — U = ((7, v, O) em (H,|-|l) -
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Primeiro, pela propriedade dissipativa tem-se

+o00 l
ol = [ 006) [ (o) e s

+oo
—1 ,

0
<[ 06 [ Gkt deds

—2
= — Re (AU, Un)y,

= %Re (Fm>Um)y — 0, quando m — +o0.
Entao,
. — O em (L§ (0, -+oo; [HZ(0,0]™), II'H[LE]") 3.11)
Além disso, da relagdo (3.8) tém-se
lUnlly < C e [AUpl|l, < C, paratodo m € N.

Segue dai as seguintes conclusdes:

1. HVmH[H&]” < (', para todo m € N. Entdo pela compacidade de [H&(O,E)]n em
[L2(0,0)]" , existem uma y2 € [L%*(0,¢)]" e uma subsequéncia de V;,, que sem

perda de generalidade a denotamos por V,,,, tal que

Vi — X2 em ([LQ(o,a]”,H-H[LQ]n). (3.12)

+oo
2. HUmH[Hé]” <C e HC(Um)m—I—/O 9(s) BY2 (), ds — N Up, < C, para

todo m € N. Entdo,

[Lg}n

<IN Ul + C
L2

<,

HC(Um)” +/0+°°g(8) BY2 ()., ds

para todo m € N. Além disso,

+o0 +o0
HC Un +/ g(s) BV ?n,ds <|C Um||[H1}n +/ g(s) HBl/Qan L 48
0 " 0 0 [#5]

]
“+00 YA
scé Q@A(W%WMﬂm@+C
<C

)
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para todo m € N. Entdo pela compacidade de [H?(0,¢)]" em [H{(0,¢)]" , existem

+00
uma x3 € [H{(0,¢)]" e uma subsequéncia de <C Um+/ g(s)Bl/Qnmds>, que
0

400
sem perda de generalidade a denotamos por <C Un + / g(s) BY 277mds> , tal que
0

+00
0 0

Mas,

+0o0
/ g(s) Bl/277mds
0

+oo
< g(s BI/277m ., ds
[md]" /0 ()H H[Hé]
+oo 4
<c /0 9(s) /0 ()’ () ez ds — 0,

quando m — +oo. Logo, da relacdo (3.13) tem-se
U — x1=C g em ([H3(0,0]" 11| 7). (3.14)

Portanto, das relagdes (3.10), (3.11), (3.12) e (3.14) obtém-se

~

u= (X17X270) € Z/{m —>Z:{\ cm (H7H”H)

Assim, a afirmacao estd provada.
Finalmente, para terminar de mostrar o lema, da relagdo (3.5) tem-se HZ:{\ HH =1.
Além disso, da relacio (3.6) obtém-se A, — i Aol em (H, -1lgy) -

Entdo, usando a afirmacio anterior e o fato de que .A é um operador linear fechado tem-se
idU—-AU=0.

Assim, o lema fica provado. O

Agora apresentamos o teorema principal da secao.

Teorema 3.1 (Estabilidade exponencial). O Cy— semigrupo (eAt) é exponencialmente

>0

estdvel.

Demonstracdo. A demonstragdo é baseada em verificar as hipéteses do Teorema 1.14.

O primeiro passo é demonstrar que o semigrupo correspondente é fortemente estavel. Isto €,

iR C p(A). (3.15)
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De fato, procedendo por contradi¢do, suponhamos que iR ¢ p(A).
Pelo Lema 3.2, existem Ao >0 e U = (ﬁ, v, O) € D(A) tais que

HQHH:1 e ixU—All=0.

Ou seja,
iNU-V=0, (3.16)
iRV —CUy + NU =0, (3.17)
BY2V = 0. (3.18)

Pelo Teorema 1.24, a matriz B'/2 ¢ definida positiva. Entdo das relagdes (3.16) e (3.18) segue

que
U=0=V.

Logo U = (0,0,0), que éum absurdo, pois HLA{HH =1.
Assim, a relacdo (3.15) ¢ satisfeita.
Finalmente, resta demonstrar que o operador resolvente é uniformemente limitado sobre o eixo

imagindrio. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que

|GAT— A <C,VAeR. (3.19)

)_1H£(H)
Seja F = (0, V,7) € H = [H}(0,0)]" x [L2(0,0)]" x L (0,+o0; [H(0,0)]") .
Dado A € R talque |A| > 1.

Denotemos por U := (iA\I — A)"'F, onde U = (U,V,n) € D(A).

Deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0, que ndo dependede U, F e A, tal que
el < ClIF ]l -

Reescrevendo a equagdo espectral (i A [ — A)U = F obtém-se

iNU-V = U, (3.20)
+oo -
z’)\RV—CUerNU—/ g(s) B\ ?nypds = RV, (3.21)
0
ixn—BY?V 4+n, = 7. (3.22)

Desde que

l l l +o00 ¢
HUH%:/ U;Cdel'—}—/ U*NUde’—}—/ V*RVda:+/ g(s)/ M N dx ds
0 0 0 0 0
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entdo basta limitar cada somando.
¢

+oo
Primeiro passo. Limita¢do do termo / g(s) / My Nz dz ds .
0 0

Notemos que
(FoU)gy = (AT = AU Uy =i X UG, — (AUU),, -

Entao pela propriedade dissipativa do operador A tem-se

—1 [*o®

+o0 0
2 J— *
Il = [ o) [ inwdods <

= _72 Re (AU, U),,

2
= ; Re (.F,Z/[)H
2
2 et 17

0

VAN

l l
Segundo passo. Limitagao do termo / U;CUydx + / U*NUdzx.
0 0

Integrando sobre [0, s| na relagdo (3.22) obtém-se

i)\/ n(z,t,7)dr — sB1/2V(m,t) +n(z,t,s) = / n(z,t,7)dr.
0 0

Denotemos por

m(z,t,s) ::/ n(z,t,7)dr e mna(z,t,s) ::/ Nz, t,7)dr.
0 0

Segue dai

m(z,t,0)=0 e (m),=n€ L. (0,+00; [H;(0,0)]"),

m(x,t,0) =0 e (n),=1n¢€ Lg (0, +o00; [H&(O,K)]n) :

Entdo da relacdo (2.20) tém-se

2
m € L2 (0,+00; [H(0,0)]") e el < = Ml pzg
2
12 € L2 (0,+00; [H(0,0)]") e 12l 22y = — Nllzep -
g K g
Além disso, da relagdo (3.23) segue que
8 4
2 2 2
Il < —5 Wl IF b e Il < 5 IFI -

/
g (s) / e e da ds
0

35

(3.23)

(3.24)

(3.25)
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Por outro lado, usando a relagdo (3.25) na relacdo (3.24) obtém-se
2

1
el

) 1 1
Hh_XnQ—'—X

[£3)" £2]"

< (Il + = el + o lgare )

= \ I Ty MR Ny )
2

< (Imlgap + Imelgzage + Inlgzaye

< Al igpn + 4l e + 2 Il e

32 16 4
< 1 llg 1 F Nl + —5 1F 5, + — et 1 F s - (3.26)
Observemos que

2 +o0 l +00
Hs BI/2VH .= s2g(s)ds VyBVydzr, onde s2g(s)ds > 0.
[£] 0 0 0

Substituindo a relagdo anterior na relacdo (3.26) tem-se
) V2 BVads < CIF -+ C Ul |1y (327)
onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.
Entdo, pela equivaléncia de normas segue que
Ve el G Rl I o (3.28)
onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Logo, usando a relagdo (3.28) na relacao (3.20) obtém-se

0 l
/U;Cdea:—i—/U*NUda:gC HUHle]n

0 0 0
2

1 1~
=|-v+-UT
5V

(5]

<y Wiy +2 |7
=R ] [H3]"

< CIFllz + Cltllag 1 F gy - (3.29)
onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

¢
Terceiro passo. Limitag¢do do termo / V'RV dx.
0

Multiplicando por V* arelacdo (3.21) e integrando sobre [0, /] tem-se
l L L +o0o 14
i)\/ V*RV dx = —/ VXCUydx — / V*NU dx — / g(s)/ VI BY?n,da ds +
0 0 0 0 0

e ~
/ VRV dx.
0
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Entao,
¢ * 1 1 1/2
ViRV < w uvu[m] €U gy + g 1V i IN g + 57 WV g | B2
+ W IVIliL2p
< W e |2 IV IRy + 1N U2 +| TAICTE
2 1 ~
1/2 o 2 n
+HB nH g T VI +”RVH[“
VIR, +CHUH2 ot VI + C 10 e + 5 VI
—\,\\2 [#5]" ] a2 YRR L
+C |l + HQ V1 + |7
< C Uy + || 5 Vg + Clinllgyn + C 1713 - (3.30)

Logo, usando as relagdes (3.23), (3.28) e (3.29) na relagdo (3.30) obtém-se
¢ 2
[ VIRV de < CIFI + Ol |17 (331)
0

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Portanto, das relagdes (3.23), (3.29) e (3.31) tem-se que existe uma constante C7 > 0 tal que

|(GEAT — A)~ <Cp,V [A>1.

e

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante Cs > 0 tal que

[GAT = A)~ <Cy, VN <1.

o

Assim, a relagdo (3.19) é satisfeita. ]
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3.2 Dissipacao € parcial.

Nesta se¢@o estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema com histéria (2.11)-
(2.14) quando a dissipa¢do dada pela memdria é parcial, ou seja, quando rank(B) < n. Neste
caso temos que os mecanismos dissipativos ndo sdo efetivos em todas as equagdes do sistema.

No artigo Coérdova e Rivera [13], estudaram o modelo de mistura de n materiais com dissipacao

friccional parcial, o modelo é dado por

RUtt—Awa—FBUt: O, 0<l’<€,t>0

S
—~
K

(=)
—

I

Up(xz), 0<xz </

I
Q
~
AV
]

U0,t) = UL, 1)

onde R = diag(p1,- - ,pn), A € R™" sdo definidas positivas e B € R™*" ¢é semidefinida
positiva com rank(B) < n e é o responsavel da presenga da dissipacdo friccional parcial.

Eles obtiveram os seguinte resultado:

Teorema 3.2. Denotemos por o/ := R™'A . As seguintes declaracées sdo equivalentes

1. (e“‘”) >0 € exponencialmente estdvel.

2. (e“‘”) +>o € fortemente estdvel.

3. dimspan{Bj, Bja Bjsziz, R Bﬂzf”fl j=1,--- ,n} =n,
onde Bj = [bj1,bja, -+, bjn| éo j— vetorlinhade B .

Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.
Demonstracdo. Ver [13]. O

A referéncia anterior motivou o estudo do problema com memdria parcial dentro do modelo. Em
todos os modelos com dissipagdo parcial, trés situagdes podem acontecer com relagdo ao compor-
tamento assint6tico das solugdes: 1) o modelo tem decaimento exponencial, 2) o modelo decai
polinomialmente e 3) o modelo fica oscilante para algum subespaco do espaco de fase.

O modelo com memdria parcial ¢ um modelo mais complexo e para tratar seu comportamento
assintético das solugdes, introduzimos o conceito de matriz controldvel e caracterizamos a estabi-

lidade forte do sistema. De forma mais precisa, demostramos que o semigrupo correspondente é
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fortemente estavel se, e somente se, a matriz B'/2 é controldvel com respeito a C .

O resultado principal do capitulo e da tese é: o semigrupo correspondente é exponencialmente
estdvel se, e somente se, o semigrupo € fortemente estdvel. Isto daqui verifica a propriedade da
dimensao finita: Se um sistema dindmico linear decai para zero, entdo decai exponencialmente.
Esta € uma propriedade muito rara em dimensao infinita e acreditamos que seja devido ao acopla-
mento de segunda ordem do sistema. Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade
polinomial do semigrupo.

Assumiremos que R =1, N = O e B semidefinida positiva com rank(B) < n. Além disso,
o Teorema 1.24 garanta que B'/? é semidefinida positiva com rank(B'/?) = rank(B).

+o0
Lembremos que C = A — B / g(s) ds é definida positiva e
0

H = [Hj(0,0)]" x [L*(0,0)]" x L2 (0, +o0; [Hy(0,0)]")

_ ¢ _ ¢ +00 ¢
(u,u) :/ U;Cdex—i—/ V*de+/ g(s)/ - iedz ds,
H 0 0 0 0
Vv
—+o0o
AU = Csz+/ g(S) BI/ZT/xccdS )
0

Bl/2v —Ns

[en]

n +OO n
D(A) = {u =(U,V,n) € H:V € [H)(0,0]", <CU+/ g(s)Bl/Qnds> € [H*(0,0)]",
n(x,t,0) =0 e ns€ Lg (0, +o00; [H&(O,E)]n)} .

A seguir introduzimos o conceito de matriz controlavel com respeito a outra e depois demonstra-

mos um lema que serd crucial para caracterizar a estabilidade forte.

Definicdo 3.1. Sejam B = (b;j) e D = (d;;) matrizes semidefinidas positivas em C"*™ .

Diz-se que B ¢ controldvel com respeito a D, quando verifica-se a condi¢do seguinte

dimspan{Bj, B;D, BjDQ, cee BjD"_l cj=1,--- ,n} =n,
onde Bj = [bj1, bja, -+, bjn] é0 j— vetorlinhade B.
Lema 3.3. Se dz’mspan{leﬂ, B;/2C,B;/2C2, R le»/QC"_1 cj=1,--- ,n} < n, ou

seja, se BY/? ndo é controldvel com respeito a C, entdo existem 7 >0 e ) € R™\{O} tais que

B2y =0 ¢ (C-71)Y=0. (3.32)
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Demonstracdo. Consideremos o sistema linear homogéneo de varidvel X € R"
Bl /2

BY2¢
Bl/202 X=0. (3.33)

Bl/?cn—l

Da hipétese segue que o sistema linear homogéneo (3.33) tem infinitas solucdes.

Entdo existe um Ay € R™\{O} tal que a relagdo (3.33) é verificada. Isto &,
BY2CiXy =0, paratodo j=0,1,--- ,n—1. (3.34)

Seja p(s) € R[s| o polindmio caracteristico de C .

Como a matriz C é definida positiva, entdo todos seus autovalores sdo positivos. Logo,

p(s)=(s—p1)(s—p2) - (s—pun) e p(C)=0, (3.35)

onde p1, p2, ... iy sdo os autovalores de C .

Por outro lado, definimos o subconjunto M de N como
M := {j € N : Existem reais positivos 71 ,---, 7; talque (C—7I)---(C—1;1) Xy = O}.

Notemos que M # (), pois pela relagdo (3.35) tem-se que n € M .
Pelo Principio da Boa Ordem, existe o menor elemento de M , o qual o denotamos por m .

Entdo existem nimeros reais positivos 71, - -- , Ty, , onde m < n, tal que
C—nlI) - (C—1p])Xp=0. (3.36)
1. Se m =1, entao das relacdes (3.34) e (3.36) tem-se
BY?Xy=0 e (C—mD)X=0.

Logo, basta tomar 7:=7; ¢ Y := A).

Portanto, a relacdo (3.32) € verificada.
2. Se m > 2, entdo das relacdes (3.34) e (3.36) obtém-se

B0 Xy=0,¥j=0,1,---,m—1 e (C—mI)(C—m) - (C—7ml) Xy =0.
(3.37)
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Pela minimalidade de m tem-se que Vi := (C —7m2l) -+ (C — 7, ]) Xp # O.

Entdo da relacdo (3.37) obtém-se

B2y, =BY2(C—7l) - C=mn) Xy=0 e (C—m)Y1=0

Logo, basta tomar 7:=7 ¢ Y := ).

Portanto, a relagcdo (3.32) € verificada.

Assim, o lema estd provado.

Agora apresentamos o teorema que caracteriza a estabilidade forte.

41

Teorema 3.3 (Caracterizacdo da Estabilidade Forte). Para que iR C p(.A), é necessdrio e

suficiente que, a matriz B 1/2 seja controldvel com respeito a C . Isto é,

dim span {B;”, B)’c, B)’c?, ..., B}’c !« j = 1n} —n,
/2 . - 1/2
onde Bj éo j— vetorlinha de B/~ .

Demonstragdo. Primeiro mostraremos que a condi¢do (3.38) é necesséria.
Procedendo por contradi¢do, suponhamos que a condi¢do (3.38) ndo ocorre.

Entdo pelo Lema 3.3, existem 7 >0 e Y € R"\{O} tais que
BY?2y=0 e (C-71)Y=0.

Por outro lado, definimos a sequéncia (U, ),,~; C H como

U, = (y sin(%x),mmy sin(%x)ﬁ), onde M, ::%ﬁ >0.

E claro que U, € D(A), paratodo m > 1.
Afirmagdo. Aly, = i A\plhy,, Vm > 1.

De fato, usando as relacdes (3.39) e (3.40) tem-se

i AmY sin (7 ) i Amd sin (27 2)
Al = i AU = | = (F)"CYsin () | = | —ALY sin (" )
i Ay BY2Y sin (7 z) O
@)
=| - (%) (€~ DY sin (")

(3.38)

(3.39)

(3.40)
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Assim, a afirmacao estd provada.

Logo, da afirmagdo anterior obtém-se i\, € o(A), paratodo m > 1, o que é um absurdo,
pois iR C p(A). Assim, a condigdo (3.38) é necessdria.

Finalmente mostraremos que a condi¢do (3.38) é suficiente.

Procedendo por contradi¢do, suponhamos que iR ¢ p(A).

Pelo Lema 3.2, existem Ao > 0 e U = (ﬁ, vV, O) € D(A) tais que

HZ:{\HHZI e ixU—All=0.

Isto €,
iU -V =0, (3.41)
iV —CUp =0, (3.42)
B2V = 0. (3.43)

Da relacdo (3.41) obtém-se V= i)\oﬁ .
Subtituindo a relacdo anterior nas relacoes (3.42) e (3.43) tém-se
~\U =CUy,,
BY2U =0.
Multiplicando a primeira equacdo por B/2 obtém-se BY/2C ﬁm = O, o que implica
BY2¢U =0.
Logo, multiplicando a primeira equagdo por B 1/2¢ obtém-se B'/2C? ﬁm = O, o que implica

BY/2¢2 = O. Entdo, usando indugdo tem-se
B'/2¢™U =0, paratodo m € N.
Da relagdo anterior segue que
B/?c"U =0, paratodo j=1,2,---,n e m=0,1,---,n—1. (3.44)

Logo, usando a hipétese (3.38) na relacdo (3.44) obtém-se U=0. Além disso, na relacdo (3.41)
tem-se V = O. Portanto U = O, o que é um absurdo, pois HLA{HH =1.

Assim, a condi¢do (3.38) ¢é suficiente. ]

A seguir demonstramos que os conceitos de estabilidade exponencial e estabilidade forte sdo equi-

valentes. Mas, antes mostramos um lema crucial para a obtencdo do resultado.
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Lema 3.4. Consideremos a equagdo resolvente (i \I — A)U = F com |\ > 1, onde
f:(&?ﬁ)eﬂeu:azumepuy

Entdo, para todo € > 0, existe uma constante C. > 0, que depende so de ¢, tais que
HBl/zchHTHl]n = /OB ‘Bl/zchxf dv < c|lU| + C. | FIZ, e
0
HBl/QCmVH?Lz]n = /OZ ‘Bl/QCmV‘de < e |3, + Ce |1 FIZ, .
paratodo m=0,1,--- , n—1.

Demonstracdo. Reescrevendo a equacdo espectral obtém-se

iINU—-V =U, (3.45)
+o0 .
iAV—CU@;i/ 9(s) BV 1y ds =V, (3.46)
0
iAn—BY2V 4, =7. (3.47)

Notemos que repetindo os mesmos argumentos feitos para a obtencao das relagdes (3.23) e (3.27)

tém-se
9 “+00 l 2
Il = | o) [ ninededs <2 el |17l (3.48)
0 0 K
1 ¢ * 2
07 1BV = o [ Vi BYede SCIFR 4 Ol 1l 349

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

A seguir demonstramos as desigualdades para m = 0 e depois para m > 1.

n—/‘B/2U’ dx .

Caso m=0.

Usando a relagdo (3.49) na relagéo (3.45) obtem se

HBWUHTM\\tizvﬁBWfijw
< o B e+ o 1870
2
< BV H[m O]
< CNFIF + Cltdllgg 1F Ny, » (3.50)

onde a constante C' > 0 nfo dependede U, F e A.

Além disso, segue dai

2
| 820 e < € Al +CNFI, (3.51)



CAPITULO 3. DECAIMENTO EXPONENCIAL. 44

onde a constante C. > 0 depende s6 de €.

¢ 2
Segundo passo. Limitacdo do termo HBl/QVH[QLQ}n = / ‘BI/QV‘ dz .
0

Multiplicando pela esquerda por (B U)* arelagio (3.46) e integrando sobre [0, /] tem-se

7 L - +o0 14 L

M/ U*BVdx = / U*BV dx — / g(s)/ U:B3?n,dx ds — / UiBCU,dz,
0 0 0 0 0
ou seja,
4 4 . +o0 4 *
m/ U*BVda::/ U*Bde—/ g(s)/ (Bl/QU) (Bn), dzds —
0 0 0 0 z

/ é (BI/QU) " (Bl/QC U) dr. (352
; .

T

Por outro lado, tomando * na relacdo (3.45), depois multiplicando pela direita por BV e

integrando sobre [0, /] obtém-se
¢ L L _
—i)\/ U*Bde—/V*Bde:/U*Bde. (3.53)
0 0 0

Somando as relagdes (3.52) e (3.53) tem-se

HBl/2VH[2L2]n < /jﬁ*Bde + /(fU*BF/dx + /0+oog(8)/0e <B1/2U>:(Bn)xdxds +
/Oe (BWU)Z (B2 U>xd:z:
= HﬁH[m]" 1BV 2 102y B‘N/H[m]" * HBI/QUH[L?]]” HBUH[L?]n +

|55 e 12200

gcwwwwmwwp+cwmmnVWM,HWBWUMMAWWW+
Wy [0
< Ol 17l + C el | 20 (3.54)

a qual, usando a relagdo (3.50) obtém-se

B2V} . < el + c i+ c.

2
Bl/QUH .,
[#5]
2 2
< etz + CellFl3

onde a constante C, > 0 depende s6 de ¢.
Caso m=1,2,--- ,n—1.

¢ 2
. . N . 2
O primeiro passo € obter uma limitag@o anterior do termo HBI/2C’"U H " = / ‘Blﬂchx ‘ dx
0
0
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antes da limitacao pedida.

Multiplicando pela esquerda por (Cm_lBCmU ) * arelacdo (3.46) e integrando sobre [0, /]

tem-se
¢ ¢ ¢ ~
1 )\/ U*C™"BC™ W dx + / U;C"BC"Uydx = / U*C™BC™ YV dx —
0 0 0
~+o00 l
/ g(s) / UsC™BC™ ' BY 2y, da ds
0 0

ou seja,

*

0 ¢ y N
0 0 x 0

T

/Omg(s)/oé (Bl/Qch)* (Bl/Qcm—lBl/%)x dz ds.

T

(3.55)

Por outro lado, tomando * na relaco (3.45), depois multiplicando pela direita por C"BC™~ 1V
e integrando sobre [0, ¢] obtém-se

1 1 0
—i)\/ U*CmBCm1de:/ v*cchm1de+/ U*C™BC™ 'Vdx. (3.56)
0 0 0

Somando as relagdes (3.55) e (3.56) tem-se

g ~
/ U*C™BC™ 'V dx| + +

0

/0 ) /0 e (Bl/2ch>Z (BY/2cm-1BY/2%) duds

Joemf e < [ ey (meemv)e

ZA/
+ / U*C™BC™ 'V dx

0

< U gy

cchm*f/H +HBl/2chH[L2]n
2

1/2pm—1nl/2
(2" BreTD nH[Lé}"+

HBl/ZcmVH[LQ]" HBmCmilVH[L?]" * HﬁH[LQ]” HC’”B CmilVH[LQ]n

< CHUH[

V) oy - CUB 0] e Wl + € W lgaye [82Cm 20|+

H(%]n

c HﬁHW IVl 2y

1 2
<C Clully | B2V | S || Clnll? o
< C 1l 1Pl + € el B2+ g [B2Cm0 ]+ iy
a qual, usando a relagdo (3.48) obtém-se

[t o < €A 1P+ C el B2 | (357

(2"’
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onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Além disso, segue dai

Bl/QcmflvH (3.58)

|Bemul; . <elul + oo 1F I + . .
[H5] (L?]
onde a constante C. > 0 depende s6 de €.

O segundo passo € obter uma limitagcdo andloga ao anterior para o termo HB 1/ QCmVH[ZLQ]n .
Tomando * narelagdo (3.45), depois multiplicando pela direita por C™ B C™V e integrando sobre

[0,¢] obtém-se
¢ ¢ 0
—1 )\/ U*C"BC™V dx — / V*CMBC™V dx = / U*C"BC™V dz . (3.59)
0 0 0
Por outro lado, multiplicando pela esquerda por (C"™*BC™U)* arelagdo (3.46) e integrando sobre
[0,/] tem-se

1 1 _ 1
i\ / U*C™BC™V dx = / U*C™BC™V dx — / U:C™BC™ M U, dx —
0 0 0

+o0 J4
/ g(s) / UC™BC™BY?n,dx ds
0 0

ou seja,

14 4 - £ *
i\ / U*C"BC™Y d = / UC"BC™V da — / (Bl/2ch) (Bl/2cm+1U) do —
0 0 0

T x

/0+°°g(3)/0‘Z (B1/2CmU>: (Bl/QCmBl/QTI)deL’dS.

(3.60)
Somando as relagdes (3.59) e (3.60) tem-se
1/2 2 g > ¢ 1/2 ¥ 1/2pm+1
|5 cmvH[LQ]ng /UUcchde:c + /O (B'2cm0) (BY2c™1U) da|+
‘Frempemyd o) [ (B2emv) (BU2emBY2) drd
[resnemva | [ o [/ e ()
< U2y C”“LBCWT/H[LQ]”JFHBl/QchH[Hé]n Bl/2cm+1UH[H&]n+
O], e BE Ve + [B12Cm o [BH2E7 B
N e T I T

¢ HBl/zchH[H(}]n Ilgeg)

< C Wl | Fl+ C Wl [ B0 (3.61)
0
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onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.
Além disso, se D, > 0 é qualquer constante que depende s6 de €, entdo repetindo o processo

anterior obtém-se
1/2pmy/ || 1/2 m
De|[Benv| . < Coptl |17l + et B0 s G2
0

onde a constante C > 0 depende s6 de €.
Finalmente, usamos as limitacoes (3.57), (3.58), (3.61) e (3.62) para obter a conclusio pedida.

De fato, usando a relagdo (3.57) na relagdo (3.61) tem-se

|B2emv ). < el + coFif + .

2
1/2m
B2 UH[H(%]"
< 1+ Oc I F W+ Cc Ul | Flly + Oty | B2

< elU|3, + Ce | F3, + Ce

BY QlevaLz}n : (3.63)

onde a constante C, > 0 depende s6 de ¢.

Andlogamente ao anterior, na relacio (3.62) obtém-se

DB Eemv| . < el + C 171 + C.

Bl/ZcmlvH[;]n : (3.64)

onde a constante C, > 0 depende s6 de ¢.

Entdo usando a relacdo (3.64) de maneira indutiva na relago (3.63) tem-se

[Bremv}, < cluatd +c. 171 + . :

Bl/QcmflvH
(L2]"
2 2 2

< e|[Ul3 + CellFl[3 + Ce

2 2 2

BWVH , (3.65)

(2"
onde a constante C, > 0 depende s6 de €.

Além disso, procedendo de maneira andloga ao anterior, na relagdo (3.58) obtém-se

2

HBl/QCmUH?HOI]n < ellU|l?, + Ce | FI3, + C. Bl/QVH (3.66)

L2’
onde a constante C. > 0 depende s6 de €.

Logo, usando as relagdes (3.54) e (3.50) nas relagdes (3.65) e (3.66) tém-se
2
|BY2emu| L < Ul + CelF IR,
[H5]

2
|Berv] . < el +CellFI
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onde a constante C. > 0 depende s6 de €.

Assim, o lema estd provado. O

Teorema 3.4. (eAt) i~ ¢ exponencialmente estdvel se, e somente se, (e“‘”) é fortemente

>0
estdavel. Em particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo

correspondente.

Demonstra¢do. A demonstracdo do teorema € baseada em verificar as hipéteses do Teorema 1.14.
Suponhamos que (eAt) +~o ¢ exponencialmente estavel.
A t)

¢é fortemente estavel.

Entdo pelo Teorema 1.14 segue que (e >0

Reciprocamente, suponhamos que (e“‘”) ¢ fortemente estavel, isto é, 1R C p(A).

t>0

Entéo pelo Teorema 3.3 tem-se
dimspan{le-ﬂ, B;/QC, B;/QCZ, cee B;/2(3”*1 cj=1,--- ,n} =n, (3.67)

onde le-/2 é0 j— vetor linha de BY/2.

Consideremos uma base do espaco vetorial da relagdo (3.67)
Vii=B%Cm =1, ,n, (3.68)

onde 1<j;,<ne0<m;<n—1, paratodo i1 =1,---,n.
Sem perda de generalidade, podemos assumir que a base é ortonornal.
Por outro lado, resta demonstrar que o operador resolvente € uniformemente limitado sobre o eixo

imagindrio. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
[GAT = A) 7|y <C . VAER.

Sejam ¢ >0 ¢ F = (U, V,7]) € H = [H}(0,0)]" x [L2(0,0)]" x L2 (0, +oo; [H{(0,0)]")
Dado A € R talque |\ > 1.
Denotemos por U := (iA\] — A)"L F, onde U = (U,V,n) € D(A).

Deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0, que ndo depende de U/, F e A, tal que
U]l < CUF gy -
De fato, aplicando o Lema 3.4 a equagéo espectral (i A\ — A)U = F tém-se
HBlﬂchH?Hl]n <eUlZ +CFIL e
0

2
HBl/zcmvH[LQ]n <e|ul?, + C | FIZ,, (3.69)
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paratodo m =1,--- ,n — 1, onde a constante C. > 0 depende s6 de «.
Além disso, da relagdo (3.68) segue que
Us(x) = ar(2) Vi + an(@) V5 + - + anl(z) Ve

V(z) = pi(x) V] + B2(x) V5 + -+ + Bnl(z) V),

onde «j(z) =V;Uy(z) e Bi(x) =V;V(x), paratodo i =1,--- ,n.

Entdo da relacdo anterior tém-se

Uy = DoeaVi|| <D _Cllea Vil = Y Cllaalzz e
=1 =1 =1

(L2]"
n 2 n
Ve = D8Vl <D ClBill7 - (3.70)
i=1 [L2™ i=1
Usando a relagdo (3.69) obtém-se
laal22 = Visl2: = |BY2emu| < ||Bemu|| < elul+cFIE e
L L Ji H& — [H&]n — H H
1/2 it /|12
18172 = ViV IGe = | B 2emv]| |, < elull, + Ce 7, | 3.71)
paratodo ¢ =1,--- ,n, onde a constante C > 0 depende s6 de €.

Logo, usando a relacdo (3.71) na relacao (3.70) tém-se
10y < €lUlz + Cell Fll5, e
IVIFzpm < elltdl3, + CellFI3,, (3.72)

onde a constante C. > 0 depende s6 de €.

Além disso, da propriedade dissipativa tem-se

+o0 4 9
g = [0t [ nnede ds < Z el 17y (3.73)

Portanto, das relagdes (3.72) e (3.73) tem-se que existe uma constante C7 > 0 tal que

|(GAT— A <Oy, VN >1.

) "Mz

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante Cs > 0 tal que

[(GEAT — A <Oy, VNI,

)_1“5(9{)

Assim, o teorema estd provado. O



Capitulo 4

Mistura de solidos com efeito térmico

de Cattaneo.

4.1 Introducao.

Neste capitulo estudamos o sistema unidimensional modelando as deformacdes termomecanicas
para uma mistura de n sélidos termoviscoeldsticos interagindo continuamente com configura¢io
de referéncia sobre [0, /] e adicionamos o efeito de aquecimento do material durante o processo
de deformacdo. A viscoelasticidade ¢ de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei
de Cattaneo (second sound). Cada s6lido do modelo € flexivel, uniforme (a massa por unidade de
comprimento é constante) e homogéneo (sem forga externa de perturbacao).

Paratodo i = 1,--- ,n, denotamos por U’ := U’(z;,t) o deslocamento transversal das particu-
las do i— sélido da mistura com densidade de massa p; e ocupando o intervalo finito x; € [0, /]

no intervalo de tempo ¢ € [0, +00) . Assumimos que:

e As particulas consideradas ocupam a mesma posi¢do no tempo ¢t = 0, isto é z = x; , para

todo ¢ =1,.-- ,n. Entdo podemos assumir que
U':[0,4] x [0,400) — R, paratodo i =1,---,n.
e Existem n temperaturas diferentes (ver [25]) dadas por
©":[0,4] x [0,400) — R, paratodo i =1,---,n.
Além disso, o fluxo de calor correspondente é denotado por
Q' :[0,£] x [0,+00) — R, paratodo i =1,---,n.

50
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Ui(x, t): deslocamento transversal do i — sélido
0'(x, t): temperatura do i — sélido y

Ux, t) U™ (%0, 1) Qi(x, t): 0 fluxo de calor correspondente.
‘ —~ Un(x,t)
::Ui(xo, t
Ent=0
0 / I X=X
UM (xo0,0) pi:densidade do i — sélido
—~Ul(x,t)

Por outro lado, as correspondentes equacdes de movimento e equagdes de energia sdo dadas por
pily =Ty + P +F' e
76p¢€§:@;+wi, paratodo i =1,--- ,n, 4.1

onde Ty é a temperatura absoluta na configuragio de referéncia. As equagdes constitutivas sdo

dadas por:

1. T* é a contribui¢do da tensdo da ¢— ésima componente da mistura. A lei constitutiva usada

Ti = (CL,L'lUv$1 + aiQUf + -+ ang) + (bllU;t + biQUa%t + -+ ban:Zf) —

(Cﬂ@l + 207 + -+ Cin@n) )
paratodo ¢ =1,--- ,n, onde as constantes a;;, b;;,c;; € R, paratodo i,7 =1,--- ,n.

2. P' representa a forca interna do corpo da i— ésima componente da mistura, que depende

dos deslocamentos verticais dos sélidos constituintes. Aqui é dada por
Pl = —npU' —npU? — - — U™, paratodo i=1,---,n,
onde as constantes 7;; € R, paratodo ¢, j=1,---,n.

3. F' representa a forca externa da i— ésima componente da mistura. Aqui assumimos que é

pequena, de modo que pode ser omitido.
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4. &' representa a densidade de entropia da i— ésima componente da mistura. Aqui é dada
&= (%_lpi_lcﬂU; + 76_1pi_lci2U§ + -+ %_lpflch;}) +
(&161 +dp®® 4+ cl-n@”> :
paratodo ¢ =1,--- ,n, onde as constantes J,;j € R, paratodo i, j=1,---,n.
5. As fungdes W' sio dadas por
W= —@19,} —@2@? —~--—c@n@?, paratodo i =1,---,n,
onde as constantes c?ij €R, paratodo 72, j=1,---,n.
6. @Z ¢ a contribui¢do do fluxo de calor da ¢— ésima componente da mistura. Aqui € dada
Q' = —51Q" — 52Q% — - — 50 Q" paratodo i =1,--- ,n,
onde as constantes s;; € R, paratodo ¢, j=1,---,n.
7. A conducido de calor é dada pela lei de Cattaneo
(TiQf + 72QF + - + Tin Q) + Q" + (510 + 8202 + -+ + 5,0F) =0,
paratodo 7 =1,---,n, onde as constantes 7;; € R, paratodo i, j =1,---,n.

Logo, substituindo as relagdes anteriores na relagao (4.1) obtém-se o modelo matemaético

RUy — AUz + NU - BU,pt +CO, = O s 0<1’<£,t>0 4.2)
D@t—FSQx—FCUxt: O , O<ax<t,t>0 4.3)
TQ:+Q+S60,= O , 0<z</l,t>0, 4.4)

onde,

1. R = diag (pl, e ,pn), A = (aij), N = (T]Z‘j), B = (bij), C = (Cz‘j), S = (Sij),
T := (1) e D:=(dij), dij = 76,01'31’1 + c/i\ﬂ s30 matrizes em R"*" .

2.U : [0,4] x [0,+00) — R™! tal que U(z,t) = (Ul(z,t),--- ,U”(:c,t))T ¢ uma

aplicagio vetorial e os U’ denotam os deslocamentos verticais dos constituintes.

3.0 : 0,4 x [0,+00) — R™! tal que O(z,t) = (0! (z,t),--- ,@"(m,t))T é uma

aplicagio vetorial e os ©' denotam as temperaturas dos constituintes.
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4. Q:[0,0] x [0, +00) — R™! tal que Q(z,t) = (Q*(,1), -+ ,Q"(z, t))T ¢ o vetor de
fluxo de calor e os Q* denotam os fluxos de calor dos constituintes.

Além disso, as condicdes iniciais sdo dadas por

U(z,0) =Up(z) e Ulx,0) =Ui(z), 0<z </

Mas, com respeito as condicdes de fronteira, tratamos com uma estrutura rigidamente fixada com

fluxo de calor zero sobre a fronteira, isto €,

UW0,t)=0=U(l,t), Vt>0
Q0,5 =0=Q(t,1), Vt>0. (4.6)

Observacdes 4.1. Integrando formalmente a equagdo (4.3) sobre [0, (] tem-se
d l
t/D@(x,t)da::O, Vt>0. 4.7
0

Isto é, a média de D © é conservada no tempo, de modo que podemos estudar o problema para

¢

as aplicacdes O tal que / DOdxr=0.
0

Hipoteses.

1. Assumimos que todas as matrizes do problema (4.2)-(4.4), exceto N , sdo definidas positi-

vase N € semidefinida positiva.

¢
2. Assumimos que / Opdr=0.
0

Entdo da relagdo (4.7) segue que
¢
/@(w,t)dx:O, Vt>0. (4.8)
0
Introduzimos as seguintes notag¢des
[L2(0,0)]" {W € [L*(0,0)] / W dx = }
[H}(0,0)]" {W € [H'(0,0)] / W dz = }

Os espagos ([Lf(O,E)]n ; H'H[Lz}n) e <[Hi(0,€)]n, H-H[an) sdo Espagos de Hilbert.
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Observacoes 4.2. A energia associada ao sistema (4.2)-(4.6) é dada por

1

4 L L L l
Et) = 5 (/ U RUdx —|—/ U; AU dz —|—/ U*NU dx —|—/ ©*DO dz —|—/ Q*TQ dm) .
0 0 0 0 0

Para calcular sua derivada, multiplicamos a equagdo (4.2) por U}, a equagdo (4.3) por ©F e a

equagdo (4.4) por Q* , depois integrando sobre [0, (] tém-se

1d L L 4 L 0
= — (/ UfRUdx +/ Uy AUdx +/ U*Nde) = —/ Uy BUydr — / UfCOydr,
0 0 0 0 0

1d
2 dt
1d
2 dt

¢ ¢ ¢
/ ©*DOdx = —/ 0*S Qdx + / U;CO,dx,
0 0 0

/OZQ*TQ dz = —/OZQ*Q do + /j@*s Qqdz .

Logo, somando as relacdes anteriores obtém-se

d 4 4
L e = —/ U*,B Uyda —/ Q" Qdz < 0.

4.2 Existéncia e unicidade.

Para demonstrar a boa-colocacdo do problema (4.2)-(4.6), reescrevemos o problema na forma de
um problema de Cauchy autdnomo %L{ =AU, U(0) = Uy e mostramos que o operador A € o
gerador infinitesimal de um Cp— semigrupo de contracdes para garantir a existéncia e unicidade
de solucdes.

Primeiro fazemos V :=U;.

Logo, o problema (4.2)-(4.6) reduz-se a equacdo diferencial de primeira ordem

U 1%

d| V| | R'AUn-R'NU+R'BV,, —RCO,

| o | -D15Q, — D CV, ’
Q —-T'Q-T7-1se,

onde o Espaco de fase é dado por
H = [H}(0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L2(0,0)]" x [L*(0,0)]",
munido do produto interno
_ ‘ _ ‘ _ ‘ _ ¢ _ ¢ ~
(U,U)H = / U;AUIdZE-l-/ U*Nde+/ V*RVd9:+/ @*D@d$+/ Q'TQdx,
0 0 0 0 0

paratodo U = (U,V,0,Q), U= ([7,‘7,6,@> EH.

E simples verificar que o espago (, (+,);,) é um Espaco de Hilbert.
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Defini¢do 4.1. Define-se o operador linear autonomo A : D(A) C H — H por

v

" R AU, — R NU+ R 'BV,, — R"'CO,
' _D"'SQ, — DV, ’

-T1lQ-T7'560,

onde seu dominio é dado por

DA) :={U=(U,V,0,Q) €H : AUEH e QO0,t) =0 =Q(L,t)}
={UeH: (R'AU,;, —~R'NU+ R 'BV,, - R7'CO,) € [L*(0,0)]",
Ve [Hy(0,0]", (D'SQ, +D7'CV,) € [L2(0,0)]",
(T'Q+T7'50,) € [L*0,0)]" e Q(0,t) =0 =Q(4,t)}
={U=(U,V,0,Q) e : (AU+BV) e [H*0,0]",V € [H}0,0]",
© € [H}0,0]" e Qe [H(0,0)]"}.

Assim, o problema (4.2)-(4.6) reescreve-se como o problema de Cauchy auténomo

%UZAU, U0) = Uy, .9)

onde U =(U,V,0,Q) < D(A) e Uy= (Uy,U1,00,Q0) € H.

Teorema 4.1. O operador A é o gerador infinitesimal de um Cy— semigrupo de contracdes

A

Demonstragdo. A demonstragdo é baseada em verificar as hipéteses do Teorema 1.13.

Para mostrar que o dominio D(A) é denso em (#, ||-||,;) , notemos que
[C5°(0, 0" x [C5°(0, 0" x [H,.(0,0)]" x [C3°(0,0)]" < D(A),

de onde segue a densidade.

Mostraremos a seguir que o operador A ¢ dissipativo. De fato,
0 l l
(AU U),, = / Uz AVydr + / U*NVdz +/ (V*AUyy — V*NU + V*BVy, — V*COy,) dx
0 0 0

4 4
—/ (@*SQx—k@*CVx)dx—/ (Q*Q +Q*SO,)dx,
0 0
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paratodo U = (U,V,0,Q) € D(A) . Entdo

74 4 4 74
(AUU),, = (/ U;Adex—/ U;Adex> + </ U*Nde—/ U*Nde) +
0 0 0 0
4 Y4 0 0
/@;cvcza:—/@;cwx + /@;Sde—/@;;Sde -
0 0 0 0

0 Y4
/V;Bdeaz—/Q*Qdm
0 0
l 74 l 4
—2iIm (/ U;Adea:—k/U*NVda;Jr/@;CVda:Jr/@;SQdm)—
0 0 0 0
0 0
/V;Bdeaz—/Q*Qdm.
0 0

Logo,
¢ ¢

Re(AL{,U)H:—/O V;Bdea:—/O Q*"Qdxr <0. (4.10)
Assim, o operador A ¢ dissipativo.
Finalmente mostraremos que 0 € p(A), isto é, At € L(H).
Primeiro mostraremos que A ¢ bijetiva.
De fato, seja F = ((7, 17,(:5,@> €M =[H{0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L%(0,)]" x [L*(0,0)]" .
Reescrevendo a equagdo AU = F obtém-se

V=U 4.11)

AUpy —NU+ BV, —CO, = RV (4.12)
SQ,+CV,=-DO (4.13)
Q+560,=-TQ, (4.14)

onde U = (U,V,0,Q) € D(A).

Lembremos que

D(A) ={U=(U,V,0,Q) e H : (AU +BV) € [H*(0,0)]", V € [H}(0,0)]",
© € [HL(0,0]" e Q€ [Hy(0,0)]"}.

Da relagdo (4.11) tem-se

V =U e [H}0,0)]".
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Da relagio (4.13) tem-se Q, = —S~* (C U, +D é) € [L*(0,0)]".
Entdo uma primitiva é

Q= <S_1CﬁS_ID/$édy> e [Hi(0,0]".
0

Além disso, da relacdo (4.14) tem-se O, = —S~! (Q + T@) € [L*(0,0)]".

Entdo uma primitiva é

T " 1 { rx _
o= <_s—1/ (Q + TQ) dy + S—l/ / (Q + TQ) dyd:v) e [HX0,0)]".
0 0J0
Por outro lado, usaremos o Teorema de Lax-Milgram para mostrar a existéncia e unicidade da

funcdo U . Define-se a aplicacdo
®: [H(0,0)]" x [H(0,0)]" — C tal que &(W, W) ::/ W;AWwd:c—ir/ W*NWdz .
0 0

E claro que ¢ ¢é uma forma sesquilinear, continua e coerciva.

Além disso, define-se a forma antilinear
. ¢ ¢ ¢ N
£ [H(0,0]" — C talque f(W):= / W;Bdeaz/ W*C@xdaz/ W*RVdz .
0 0 0
Pelo Teorema de Lax-Milgram, existe uma tnica U € [H{(0,¢)]" tal que
(U, W) = f(W), paratodo W € [Hj(0,0)]".
Isto €,

¢ ¢ B
/ W* (AU, + BV,,) dz = —/ W (RV L NU + 069:) dz, paratodo W € [H(0,0)]".
0 0
4.15)

Entdo U ¢é solucdo fraca de (4.12).

Logo, pelo Principio da regularidade elitica tem-se
(AU +BV) € [H*(0,0)]".

Por outro lado, seja ¢ € D(0,7).

Paratodo i =1,...,n, denotemos por W; = pe;.
Entdo W; € [H&(O,E)}n, paratodo i =1,...,n.
Substituindo o anterior na relagio (4.15) obtém-se

)

¢ , ¢ ~
/gpm(AUz+BVx)7’dx:—/@(RV+NU+C@90) dx, paratodo ¢ € D(0,¢).
0 0
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Pela defini¢do da derivada fraca tem-se
(RV+NU+CO,) = (AU, + BV,)} = (AUsy + BVy)', paratodo i =1, ,n.

Logo, AU —NU+ BV, —CO, =RV .

Assim, A ¢ bijetiva.

Resta mostrar que A~! & limitado.

De fato, seja F = (U,V,8,Q) € H = [H}(0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L3(0,0)]" x [L2(0,0)]"
Denotemos por U := A~LF, onde U = (U,V,0,Q) € D(A).

Deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0, que nao depende de I/ e F, tal que
U]l < CUF gy -

Reescrevendo a equacdo AU = F obtém-se

V=U (4.16)

AUy —NU+ BV, —CO, = RV (4.17)
SQ.+CV,=-D6 (4.18)
Q+56,=-TQ, (4.19)

Como

l ¢ ) ’ .

HUIIiz/U;AU$dx+/U*Nde+/V*Rde+/@*D@dx+/Q*Tde7
0 0 0 0 0

(4.20)

entdo basta limitar cada somando.

Primeiro passo. Pela propriedade dissipativa (4.10) segue que

4 4
/ VB de“/ Q*Qdz = —Re (AU U),,
0 0
— _Re(F.U),,
< el 1 F Ml -

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivaléncia de normas e a relagdo anterior tem-se

0 0 4 4
/V*Rde+/Q*Tdegc</ X@*Bvxder/Q*de)
0 0 0 0

< C Ul 11 » (4.21)
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onde a constante C' > 0 nao depende de U/ e F.
L
Segundo passo. Limitacdo do termo / 0*DOdx.
0
Usando a relagdo (4.21) na relagdo (4.19) obtém-se
112 - 2
2 _ _ _ _
1l = |-57'@ =577 . < (HS Qe + [ 17@”@2]”)

(2"

<257l +2 577,
< QR + 0|,

< CUlly 1F Nl + CIIF N3, (4.22)

onde a constante C' > 0 ndo dependede U e F.

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivaléncia de normas e a relacdo (4.22) tem-se
¢
| erDeds <l |17l + € 1715, @23)
0

onde a constante C' > 0 ndo dependede U e F.
Terceiro passo. Limitag¢do do termo /ZU;A Ugdx + /éU*N Udx.
Multiplicando por U* a relacdo (4.173) e integrando sobore [0, ¢] obtém-se
¢ ¢ ¢ ¢ ¢ _
/0 U;Adex—l—/O U*NUdx = _/0 U;BVydx — /0 U*CO,dx —/0 U*RV dzx.

Entéo, usando a relagdo (4.16), a equivaléncia de normas e a relagdo (4.22) tem-se

/éU;AUId:U—k/EU*Ndeg /EU;B(}xdx + /ZU*CGIdx + /ZU*RT/dx
0 0 0 0 0
< ONelgare ||, + €Wz 10l + C N0 lgaye [ 7] .
< C Ul 10 gz + C [l 1 F g
< 5 WU+ C 1Oy + C el | g
< 3 W12+ C Wl |l + C I (4.24)

onde a constante C' > 0 ndo depende de U/ e F.

Finalmente, usando as relacdes (4.21), (4.23) e (4.24) na relacdo (4.20) tem-se
U]l < ClIFlly

onde a constante C' > 0 ndo dependede U e F.

Assim, o teorema estd provado. O
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Agora introduzimos o teorema de existéncia e unicidade de solugdes.

Teorema 4.2. Se Uy = (Up,U1,00,Q0) € H = [H{(0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L%(0,0)]"

[L2(0,0)]", entdo a aplicagdo
U:[0,+00) — H tal que U(t) = e Uy,

é a unica solugdo do problema de valor inicial

d
—U=AU, U0)=U
dt A ( ) 0,

satisfazendo U € C ([0, +00),H) .
Além disso, se Uy € D(A) entdo U € C ([0, +00),H)NC ([0,4+),D(A)).

Demonstracdo. Ver [32]. O

4.3 Regularidade das solucoes.

Desde que usamos a abordagem do semigrupo para pesquisar a solubilidade do problema (4.2)-
(4.6), temos que esclarecer a relacio que existe entre a solugo semigrupo dada por U(t) = e
e a solugdo do problema anterior. Ou seja, nds precisamos mostrar em que sentido as aplicagdes

componentes U , © e () satisfazem o problema (4.2)-(4.6).

1. Se Uy = (Up,U1,00,Q0) € D(A), entdo pelo Teorema 2.2 tem-se

U e C[0,4+00),H) N C ([0, +00), D(A)).

Segue dai
U € C2 ([0, +00), [L*(0,6)]") N C* ([0, +00), [H3(0,0]™)
© € ¢ ([0,+00), [L2(0,0)]™) N C ([0, +00), [H}(0,0)]")
Q € C' ([0, +00), [I2(0,0]") N C ([0, +00), [HY(0,0)]") e
(AU + BU;) € C ([0, +00), [H2(0,0)]") .

Além disso, eles satisfazem as equacdes (4.2)-(4.4) em [Lf(O, E)]n , paratodo t > 0. As
condicdes iniciais (4.5) sdo satisfeitas no sentido forte e as condi¢des de contorno (4.6) sdo

satisfeitas no sentido do trago.
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2. Se Uy é mais regular, por exemplo Uy € D(A?), entdo

U e C?%(]0,4+00),H) N C* ([0, 4+00), D(A)).

Segue dai
U € C? ([0, +o00), [L*(0,£)]") N C* ([0, +00), [H§(0,0)]"),
© € C% ([0, +o00), [L(0,£)]") n C* ([0, +00), [H{(0,0)]"),
Q € C* ([0, +00), [L2(0,0)]") N C* ([0, +00), [H(0,0)]") e
(AU + BU;) € C* ([0, +00), [H*(0,0)]")

Além disso, eles satisfazem as equacdes (4.2)-(4.4) em [H(%(O, E)]n N [Hj((), E)}n, para
todo ¢ > 0. As condicgdes iniciais (4.5) e as condi¢des de contorno (4.6) sdo satisfeitas no

sentido forte. Portanto, obtém-se uma solugao classica do problema (4.2)-(4.6).

3. Se Uy € H, entio V(t) = ey e atinica mild solugio do problema

d

U =AU, UO) =Up.

Logo, (U,©,Q) é solugdo fraca do problema (4.2)-(4.6) no sentido que verifica o sistema

¢ ¢ t ¢
/@*RUtdx—/ go*RUldx—i-/ on AU, dxdr—l—// *NUda?dT—i-/ or BUdx
0 0 0

/ ~B (Uy) dx—// »COdxdr = O,
/ »* DOz — / ¥* DOyda — / / ' SQdx — / / WrCUdx + / /0 W' Clpda = O,
/Oqﬁ*Tde—/O¢*7'Qodx+/0/0qb*de—/Ot/ogqﬁ;S@dm:O

paratodo ¢, ¢, ¢ € D(0,¢) eparatodo t > 0.
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4.4 Decaimento Exponencial.

Nesta secdo estudamos a estabilidade do semigrupo associado ao problema (4.2)-(4.6). Verifi-
cando as hipéteses do Teorema 1.14, demonstramos que o semigrupo correspondente € exponen-
cialmente estavel.

Lembremos que

H = [Hj(0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L*(0,0)]" x [L*(0,0)]",

~ ¢ - L - l _ ¢ ~ ¢ B
(u,u)Hz/ U;‘Ade:r—l—/ U*NUd:r+/ V*Rde+/@*D@dx+/Q*7'de.
0 0 0 0 0

Vv
R1'AU,, —R'NU+R'BV,, —R7'CO,
-D71SQ, - D7 cV,
-TlQ-T7156,

AU -

D(A) ={U=(U,V,0,Q) e H : (AU+BV) e [H*(0,0)]",V € [H}0,0)]",
© € [H(0,0]" e Qe [H)0,0]"}.

Agora apresentamos o teorema principal da secao.

Teorema 4.3 (Estabilidade Exponencial). O Cy— semigrupo (e“‘”) >0 € exponencialmente es-

tavel.

Demonstracdo. A demonstragao é baseada em verificar as hipéteses do Teorema 1.14.

Primeiro demonstramos que o semigrupo é fortemente estdvel. Isto &,
iR Cp(A). (4.25)

De fato, procedendo por contradi¢@o, suponhamos que iR ¢ p(A).
Pelo Lema 3.1, existem um Ao > 0 e sequéncias Uy, = (Um, Vin, Om, @m)) 1 C D(A) e

(Am)m>1 C Ry tais que
idm€p(A), ¥Ym>1 e Am— Ao, (4.26)

Unlly =1, Vm >1, (4.27)

(iAm — AU — O em  (H,|[|5)- (4.28)
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Denotemos por Fp, := (i Ay, — A) Uy, , onde F,, = <ﬁm,ffm,ém, @m) , paratodo m > 1.
Provaremos que U, — O em (H,||-||;,), a qual contradiz a hipétese (4.27).

De fato, reescrevendo a relagcdo (4.28) obtém-se

iAmUnm — Vin = Up (4.29)
iAmBR Vi — A(Up) o + N Up — B (Vin) o + C(Om), = R Vi, (4.30)
iAmD O + 8 (Qum), +C (Vin), = DOy, 4.31)
iAnT Qm + Qum + S (Om)y =T Q. (4.32)
onde,
N e
/ <Um) A (Um) dx + / U* N Updz — 0, quando m —s oo, (4.33)
0 z z 0
£~ o~
/ V> RVpdr — 0, quando m — 400, (4.34)
0
ZN ~
/ ©;,DO,dr — 0, quando m — +o0, (4.35)
0
Z ~ o~
/ QT Qmdr — 0, quando m — +00. (4.36)
0

m——+00

14 14
Primeiro passo. Mostraremos que ~ lim ( / Vi R Vipdx + / QT dex> =0.
0 0

De fato, tomando produto interno com U,,, na relacdo (4.28) tem-se
i M U |13 — (Al Un) 3y = (FinsUin) ;€ (FinsUim), — 0, quando m — +00.
Entdo da propriedade dissipativa (4.10) e a relacdo anterior segue que

0 4
/ (Vi) B (Vin), di + / Q5 Qudz = —Re (Al Unn)s,
0 0

= Re (Fm,Upn)y — 0, quando m — +o0.

4.37)

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivaléncia de normas e a relacdo (4.37) obtém-se

14 14 4 4
( / V*RVydz + / Q;T@mdaz) <C ( / (Vin)i B (Vi) ,, dz + / Q;;dex)
0 0 0 0
= C Re (Fm,Upn)y — 0, quando m — +o0.
(4.38)

¢ l
Segundo passo. Mostraremos que ~ lim </ (Um); A(Upn), dx + / urN Umdx> =0.
0 0

m—>+00 z
De fato, da relagdo (4.37) tem-se || V,,,|| 0 0, quando m — +00.
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Entdo usando as relacdes (4.29), (4.33) e a relacdo anterior obtém-se

1 ~
Rl W HV’” * UmH[Hg]"

1 1 |~
< m ||VmH[H(}]n + m HUmH[H%]n — 0, quando m — +400.

Logo, pela equivaléncia de normas e a relacdo anterior tem-se

¢ ¢
(/ (Um)s A(Up,), dx —|—/ U;;NUmdx) <C HUmeHl]n — 0, quando m — +00.
0 0 0

xT

(4.39)
¢
Terceiro passo. Mostraremos que  lim ©; D0O,,dr=20.
m—>+400 [
De fato, da relagdo (4.37) tem-se  [|Qm|(z2p» — 0, quando m — +o0.
Entdo usando as relacdes (4.32), (4.36) e a relacdo anterior obtém-se
[©n)allzap = [$7T @ =i MnS T Q= 57|
< )]5-1TémH[L2]n Dl 57T Qg + 157 @un| g
s¢ HémH[LQ]" + CPml [@mllig2y + CllQmll 2 — 0,
quando m — +00.
Logo, pela desigualdade de Poincaré e a relacdo anterior tem-se
¢
/ 05,0 O < C [(O), 2 — 0, quando m — +0c. (4.40)
0

Portanto, as relagdes (4.38), (4.39) e (4.40) contradizem a relacdo (4.27).
Assim, a relacdo (4.25) ¢ satisfeita.
Finalmente, resta demonstrar que o operador resolvente € uniformemente limitado sobre o eixo

imagindrio. Isto é, deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0 tal que
|’(i)‘1_“4)_1“g(7{) < (C, paratodo A € R. (4.41)

seja F=(0,V,6,Q) € H = [H}(0,0]" x [L*(0,0)]" x [L3(0,0)]" x [L*(0,0)]".
Dado A € R talque |[A\| > 1.
Denotemos por U := (i \I — A)"'F, onde U = (U,V,0,Q) € D(A).

Deve-se mostrar que existe uma constante C' > 0, que ndo dependede U, F e A, tal que

[Ully, < C 17, -
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Reescrevendo a equagdo espectral (i A [ — A)U = F obtém-se

iNU—-V =U, (4.42)

iARV —AUppy + NU =BV, +CO, = RV, (4.43)
iADO+S5Q,+CV,=D6, (4.44)
INTQ+Q+S56,=TQ. (4.45)

Desde que
L ¢ ) ’ ;
ity = [viavie s [rNvass [ViRvaes [epoas [ Tqa
0 0 0 0 0

entdo basta limitar cada somando.
¢ ¢
Primeiro passo. Limita¢do do termo / V*RV dx + / Q*T Qdx.
0 0

Notemos que
(F Uy = (AL = AUU) =i N Ul — (AUU),, -
Entdo da propriedade dissipativa (4.10) e a relacdo anterior segue que
/OZV;B Vidz + /OZQ*Q de = —Re (AUU),,

= Re (F,U),,
< Uiz 1 F 5 (4.46)

Logo, usando a desigualdade de Poincaré, a equivaléncia de normas e a relacdo (4.46) tem-se
¢ L L l
/ V*RdeJr/ QT Qdx <C (/ V;BVIdﬂch/ Q*de)
0 0 0 0
< ClUll 1F N5 (4.47)

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

l 4
Segundo passo. Limitagao do termo / UrAUdx + / U*NUdz.
0 0
Da relagdo (4.46) tem-se

VI < C 1l 1 F e

onde a constante C' > 0 nfo dependede U, F e A.

Entdo usando a relacdo (4.42) e relacdo anterior obtém-se
U =~ [V T <20V + 2|0
[H#]" A2 (] = [#5]" (13]"

< CUllag [1Fll + ClNIF N3 5
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onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Logo, pela equivaléncia de normas e a relaco anterior tem-se
L 0
/ UrAU,dx +/ U*NUdzx <C ||U|ny1]n
0 0 0
< C Ul 1F g + ClUIF N3 »

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.
¢
Terceiro passo. Limitagdo do termo / ©*DOdr.
0
Da relagdo (4.45) obtém-se

1 1
~0,=-

P U s |
3 /\S TQ /\S Q—iSTTQ.

Entdo da relacdo (4.46) segue que

1

1 ~ 1 o 2
—5 18|z = H)\S‘lTQ — X5—1Q —iS7'TQ

A “r :
< (‘ s—lTémen + 571 Q| o + HS_LTQH[LQ}">
<c|s7a| ., +Cls 7l +C IS T QUL
<c|@] .. + Qe

< C Uy I1F |l + C I1F I3,

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Por outro lado, multiplicando por ©* a relaco (4.44) tem-se

¢ ¢ ¢ ¢ _
M/ @*D@dm+/@*SQxdx+/@*Cdem:/G*D@daz,
0 0 0 0

ou seja,
¢ ¢ _ ¢ ¢
i)\/ 9*D@dm:/@*D@dm+/@§SQdaz/@*Cdeﬂc.
0 0 0 0
Entao,
¢ 1 ¢ _ 1 ¢ 1 ¢
/@*D@dxg /@*D@dm + - /@;SQda: + — /@*Cdem
0 Al 1o Al 1o Al 1o

< 118l z2p

1
< C Ul 1515, + P 19z lIz2y + CIQU 2 + C Ul I Vall 2y

1

1
< Cltllgy 1 Fllpy + 5 19z + C1F W3+ 5 13, + C 1Vl fpayr -

A

66

(4.48)

(4.49)

~ 1
@H[L2}" +0C (\)\y H@f”H[LQ]") 1Qllir2m + C 1O 2 [Vl 12y

(4.50)
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Logo, usando as relagdes (4.46) e (4.49) na relacdo (4.50) obtém-se
¢ 1 2 2
| DO < 5+ C Il 17+ C N

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Finalmente, somando as relacdes (4.46), (4.47) e (4.51) tem-se
U115 < C Ul 1l + CIFI,

onde a constante C' > 0 ndo dependede U, F e A.

Portanto, existe uma constante C; > 0 tal que

[GAT = A7y < C1y ¥ N[> 1.

67

(4.51)

Além disso, pela continuidade do operador resolvente, existe uma constante C5 > 0 tal que

|(GAT—A <Cy, V[N <1.

)_IHW{)

Assim, a relacdo (4.41) é satisfeita.



Contribuicoes e trabalhos futuros.

No primeiro capitulo, faz-se um breve resumo dos principais conceitos e resultados utilizados nos
capitulos seguintes. No segundo capitulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando uma
mistura de n sélidos viscoeldsticos com memoria e mostramos a boa-colocacio estabelecendo a

existéncia e unicidade de solucdes. No terceiro capitulo, fazem-se as seguintes contribui¢des:

1. Quando a dissipagdo € total, demonstra-se que o semigrupo correspondente € exponencial-

mente estavel.

2. Quando a dissipagd@o € parcial, introduzimos o conceito de matriz controldvel e provamos
que o semigrupo correspondente é fortemente estdvel se, e somente se, a matriz B2 ¢
controldvel com respeito a C. O resultado principal da tese € que, 0 semigrupo correspon-
dente é exponencialmente estdvel se, e somente se, o semigrupo é fortemente estavel. Em

particular, este resultado implica a falta de estabilidade polinomial do semigrupo.

No entanto, se trocamos a condicao da memdria g ter decaimento exponencial pela condicao de
ter decaimento polinomial, espera-se caracterizar a estabilidade polinomial do semigrupo corres-
pondente. Além disso, para condicdes de contorno mistas, espera-se obter resultados melhores ou
pelo menos semelhantes ao feito na tese.

No quarto capitulo, pesquisa-se o sistema unidimensional modelando uma mistura de n sélidos
termoviscoelasticos com n temperaturas diferentes, para condi¢des de Dirichlet nas extremidades
do fluxo ). A viscoelasticidade é de tipo Kelvin-Voigt e o efeito térmico é governado pela lei de
Cattaneo. No caso em que todas as matrizes t€m posto n, exceto a matriz /N, demonstramos a
boa-colocagao estabelecendo a existéncia e unicidade de solucdes e a estabilidade exponencial do
semigrupo correspondente. No entanto, se considerar dissipacio parcial ou considerar as matrizes

de acoplamento com posto menor que n, espera-se obter resultados semelhantes ao feito na tese.
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