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Resumo

Este trabalho estuda uma classe especifica de variedades complexas denominadas variedades
de Kéhler, mais especificamente, estudamos as conjecturas de Calabi e a existéncia de métricas
Kahler-Einstein, desenvolvendo a teoria geométrica necessaria para entender os problemas e
fornecer uma demostragao detalhada de ambas. Finalmente, estudaremos algumas aplicacoes
do resultado principal utilizando a identidade de Bochner.

Palavras chave: variedades de Kéahler, forma de Kéhler, forma de Ricci, classes de cohomologia,
classe de Chern, estimativas a priori, regularidade eliptica, identidade de Bochner.
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Abstract

This work studies a specific class of complex manifolds called Kéhler manifolds, more specifically,
we will study the Calabi conjectures and the existence of Kéhler-Einstein metrics, developing the
necessary geometric theory to understand the problems and provide a detailed demonstration
of both. Finally, we will study some applications of the main result using Bochner’s identity.

Keywords: Kahler manifolds, Kéhler form, Ricci form, cohomology classes, Chern class, a
priori estimates, elliptic regularity, Bochner’s identity.
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Introducao

O proposito desta dissertacao é desenvolver as ferramentas principais para mostrar a
Conjectura de Calabi e a existéncia de métricas Kéahler-Einstein em certos casos. Estes
problemas foram conjecturados pelo matematico Eugenio Calabi nos anos 50 e foram resolvidos
pelos matemaéticos Shing-Tung Yau e Thierry Aubin nos anos 70 em [28] e [1], utilizando
técnicas novas na época.

No Capitulo 1 introduzirmos o conceito de variedade complexa, que serd nosso objeto
principal de estudo. Também desenvolvemos a teoria de fibrados complexos. Posteriormente
utilizando as ferramentas desenvolvidas podemos estudar os fibrados holomorfos; estes objetos
sao ricos em estrutura e nos permitem construir exemplos nao triviais.

Por outra parte, sobre uma variedade 2n-dimensionais M podemos definir uma estrutura
quase-complexa, isto é, um endomorfismo no fibrado tangente de una variedade 2n-dimensional
M tal que em p € M:

J2 = —Idg,.

Com isto, obtemos uma decomposi¢ao nao trivial para T'M ® C em soma direita dos dois
auto-espacos THOM, T%' M dados por J. Assim, obtemos uma decomposigao para (T'M ® C)*
em soma direita dos espacos A% M, AM°M, sendo os fibrados duais dos auto-espacos antes
mencionados. Portanto, o conjunto de k-formas diferenciais, denotado por £¥(M, C), pode-se
decompor como:

EM(M,C) = é EWRH M, C)

=0

onde

EMFTI(M,C) = {a € E¥(M,C) : a(p) € ALF7'(M), para todo p € M}

Se M é uma variedade complexa, podemos construir uma estrutura quase-complexa tal
que implica que a derivada exterior d estendida para (p, ¢)-formas é tal que d = 9 + 0, onde

9 : EP(M,C) — EPPM(M,C) e O : EP9(M,C) — EP7H1(M,C). Dado que d* = 0, entdo
0% = 0, e assim nos permite definir grupos de cohomologia para d e para 9 que sao dadas por:

XI
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Ker(d : E¥(M,C) — E¥1(M,C))

Hip(M,C) = Im(d : E--1(M,C) — EX(M,C))’

Ker(0 : EP4(M,C) — EPITYH(M, C))
Im(9 : Er4=1(M,C) — EP4(M,C))

HP(M,C) =

Seguimos com uma breve introducao & Geometria Riemanniana, onde introduzimos as
propriedades principais que precisamos, especialmente os conceitos de conexao, curvatura e
tensor de Ricci. Analogamente, em Geometria Hermitiana podemos definir métricas sesqui-
lineares e conexoes sobre fibrados complexos. O fibrado holomorfos T%!' M admite uma métrica
sesqui-linear A junto com uma conexao bem comportada V chamada conexao de Chern; com
isto, obtemos que o tensor de curvatura FV dessa conexao é tal que

V—1tr(FV),

¢ uma 2-forma real d-fechada e assim define uma classe de cohomologia em H?(M,R). Esta
classe de cohomologia ¢ chamada classe de Chern da variedade M e denotamos por ¢ (M).

Paralelamente, precisamos de ferramentas geométrico-analiticas em uma variedade complexa
M. Consideramos uma métrica Hermitiana h sobre o fibrado THYM; com isto podemos calcular
o operado estrela de Hodge definido pela relagao

(o, B)dvol = a N %[5,

com «a, f € EPI(M,C) e (-, ) a extensao da métrica Hermitiana h via os isomorfismos musicais
de Berger. Isto nos permite definir um produto L? sobre M dado por

<@>5):/M<Oé,5)dvol.

Assim, encontramos operadores adjuntos formais para os operadores d, 0 e 0 denotados por
d*, 0 e 0* respectivamente. Com isto, definimos os Laplacianos de Hodge

Ag=—dd* —d'd , ANg=-00"—00 , Azy=—00"—00.

Finalizamos o capitulo estudando as variedades de Kéhler. Comeg¢amos com uma variedade
complexa M com métrica Hermitiana g, isto é, que g(J-,J-) = g(-,-). Assim, definimos a
(1,1)-forma dada por w = g(J-, ), chamada forma de Kéhler. Se w é uma forma d-fechada,
entao dizemos que a variedade é de Kahler. Como veremos, as seguintes formulagoes sobre
uma variedade de Kéahler (M, w) sao equivalentes

o dw =0,

R agjl_c _ 99
0zt 0z’
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e Em cada ponto p € M existem coordenadas holomorfas ortonormais tais que:

0 0
gix(p) = e @gﬂ;(p)Z@gﬂ;(p)ZQ

e VJ =0, onde V ¢ a conexao Levi-Civita de g. Em termos de holonomia, Hol(g) C U(n).

Isto nos fornece tanto de propriedades geométricas quanto analiticas. Entre as propriedades
geométricas, obtemos expressoes simples e com mais simetrias nos simbolos de Christiffel e no
tensor de curvatura R da métrica g estendidos para TM ® C. Além disso, utilizando o tensor
de Ricci r, definimos uma (1, 1)-forma chamada forma de Ricci, dada por

Ric(w) =r(J-, ),

Se mostra que Ric(w) é uma 2-forma d-fechada, e assim define uma classe de cohomologia
em H?(M,R). O ponto importante aqui é que se consideramos o fibrado TH°M com a métrica
hermitiana h := g(-,7), e a conexao Levi-Civita V de g estendida para TVYM, obtemos que V
é a conexao de Chern da métrica h. Além disso

Ric(w) = v—1tr(FVY),

isto é, podemos construir a classe de Chern de diferentes formas. Por outro lado, as propriedades
analiticas nos fornecem a seguinte relagao entre os laplacianos definidos anteriormente

1
By = A5 = 504

Com isto obtemos a nossa ferramenta analitica principal chamado 99-Lema:

Sejam (M,w) uma variedade de Kdhler compacta e o, 5 (1,1)-formas reais
d-fechadas, e assim definem classes de cohomologia [o], [8] € H*(M,R). Se
[a] = [5], entao existe uma fungao f € C*°(M,R) tal que o =  + /—190f.

No Capitulo 2 introduzimos os dois problemas que queremos abordar que vem considerando
problemas inversos. O primeiro surge naturalmente, para uma variedade de Kéhler M temos a
existéncia de uma (1, 1)-forma w d-fechada com a que podemos definir a forma de Ricci Ric(w)
e a forma de volume dvol,,. Aqui notamos o seguinte, dado que dw = 0, entao w define uma
classe de cohomologia em H?*(M,R). Se w' € [w] é uma outra métrica de Kéhler, obtemos que
Ric(w') € [Ric(w)] = ¢1(M) e também que [,, dvol, = [,, dvol,,. Os problemas inversos de
estes fatos sao conhecidos como Conjecturas de Calabi, que sao enunciados como
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Problema 1.

Seja (M, w) uma variedade de Kdihler com forma de Ricci Ric(w). Seja p uma
(1,1)-forma real em M tal que p € [Ric(w)]. Entao, existe uma outra forma de
Kdhler wy € |w] tal que Ric(wo) = p

Problema 2.

Seja (M,w) uma variedade de Kdhler compacta com forma de volume “’77: Seja
F: M — R uma funcao suave tal que fM efun = fM w". Entao existe uma
forma de Kihler wy € [w] tal que wf = eF'w™.

Utilizando o 00-Lema mostramos que sao problemas equivalentes. O tltimo problema que
emerge ¢é sobre a existéncia de métricas de Einstein em variedades de Kahler, que chamamos
métricas de Kéhler-Einstein. Este problema impoe certas condi¢oes definindo um sinal sobre
a classe ¢; (M) e assim obtemos o seguinte problema

Problema 3.

Seja M uma variedade de tipo Kdihler compacta.

1. Se ci(M) <0 entao existe uma forma de Kdhler w tal que Ric(w) = —w.
2. Se 1 (M) =0 entao existe uma forma de Kdhler w tal que Ric(w) = 0.

3. Se ci(M) > 0 entdo existe uma forma de Kdhler w tal que Ric(w) = w.

Todos os problemas anteriores, via o d0-Lema, sao equivalentes a mostrar a existéncia de
solucbes de uma equacao em derivadas parciais chamada a Equacao de tipo Monge-Ampére
Complexa, que é dada por

(w4 V—=100¢p)™ = ™2™ para A € {—1,0,1} (0.0.1)

com a condi¢io extra de que a (1, 1)-forma w + /=199y ¢ positiva. O caso ¢;(M) < 0 é o
caso mais elementar, mas leva a linha de ideias necesséarias em geral. Para o caso ¢;(M) =0
veremos que é equivalente a conjectura de Calabi, e assim, com técnicas mais refinadas, mas
seguindo essencialmente o caso para c;(M) < 0, mostramos a existéncia de solugbes. Para o
caso ¢ (M) > 0, em geral é falso, pois Gang Tian em [21] expde contraexemplos nesse caso.
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Assim, para encontrar solu¢oes da equacao Monge-Ampeére complexa com A =1 ou A = 0
utilizaremos o método da continuidade. Para isto, consideramos a familia paramétrica de
equacoes:

4 (wo + vV —190¢p)" = etF Aoy
* )t _
wo + vV —100¢ é uma forma positiva.

Denotamos por ® ao conjunto dos t € [0, 1] tais que (*); admite uma solu¢ao suave. Nos
queremos mostrar que ® é nao vazio, aberto e fechado. Assim ® = [0, 1], isto &, que (*); tem
uma solugao suave. Dado que (x); é equivalente aos problemas que queremos resolver, entao
obtemos soluc¢oes. Com isto, todo nosso trabalho se resume em mostrar que ® é aberto e
fechado.

Para mostrar que é ® é aberto precisamos de alguns resultados de inversibilidade do
operador Laplaciano sobre subespacos de Holder C%?, para depois obter, pelo teorema da
funcao implicita em espacgos de Banach, que, localmente, certo operador é inversivel e assim
mostrar que para t € ¢ existe uma vizinhanga U de t em [0, 1] tal que para s € U, ()5 tem
uma solucao suaves, e assim ¢ é aberto.

Para mostrar que ® é fechado, é suficiente mostrar que ® C ®. Para isto precisamos de
uma estimativa a priori C** da solucao ¢, ou seja, estimar o valor da solucao com alguma
norma em C*“ da tal forma que dependa de fatores fixados na hipéteses. Isto junto com o
teorema de Rellich e a regularidade eliptica nés permite mostrar que para toda sequéncia t; € ¢
convergente para t podemos construir uma solugao suave ¢; de (x); partindo das solugoes
suaves associadas ¢y, de (x);,. Assim ® C ®, e portanto ® é fechado.

Aqui, notamos que o ponto chave esta nas estimativas a priori da solugao, junto com as
suas derivadas mistas e as derivadas delas, que denotamos como estimativas C°, C? e C3,
respectivamente. Para ambos casos as estimativas C? e C® sao obtidas com um pouco de
dificuldade, mas certamente sendo uma aplicagao do principio do méximo e deixando em
evidéncia a forte dependéncia da estimativa C?; e depois utilizando as estimativas de Schauder
para variedades obtemos a estimativa C*®. A principal diferenca entre os dois casos que
estamos estudando ¢ que para o caso ¢; (M) < 0 a estimativa C° é obtida utilizando o principio
do méaximo, mas para o caso ¢;(M) = 0 ndo conseguimos aplicar o mesmo argumento, pois
no lado direito da equagao (0.0.1) temos A = 0 e portanto a solu¢do ¢ nao aparece. Aqui,
precisamos entao de uma técnica chamada iteracao de Moser para construir a estimativa que
precisamos. Foi Yau, em 1978, quem aplicou esta técnica e deu uma resposta afirmativa para
o caso ¢;(M) < 0.

No capitulo 3 mostraremos algumas aplicagoes das conjecturas de Calabi. Comegamos
mostrando a identidade de Bochner, e com isto obtemos as primeiras pequenas aplicagoes
sobre campos paralelos e anulamento de classes de cohomologia.
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A primeira aplicagao substancial vem da conjectura de Calabi, junto com resultados de
geometria Riemanniana, geometria complexa, geometria algébrica e o anulamento de classes
de cohomologia.

Toda variedade de Fano € simplesmente conexa.

A segunda, e ultima, aplicacao substancial vem da existéncia de métricas Kahler-Einstein para
o caso ¢ (M) = 0, junto com resultados de geometria Riemanniana, topologia algébrica, teoria
de holonomia, e uma aplicacao da identidade de Bochner sobre grupos e algebras de Lie. Esse
resultado é chamado teorema de decomposicao de Beauville-Bogomolov.

Seja M uma variedade de Kdhler compacta com curvatura de Ricci nula.

1. O recobrimento universal M ¢é isomorfo, como uma variedade de Kdihler,
a um produto

CkaVixHXj
i J

onde C¥ ¢ fornecida com a métrica de Kdhler padrio, os V; sio variedades
de Kdhler compactas e simplesmente conexas, de dimensao real 2m; e
com grupo de holonomia SU(m;) C SO(2m;) e X; sao variedades de
Kdhler compactas e simplesmente conezas de dimensao real 4r; e com
grupo de holonomia Sp(r;) C SO(4r;). Essa decomposi¢cao € inica ao
menos biholomorfismos e troca de ordem dos fatores.

2. Existe um recobrimento finito M' de M, isomorfo como variedade de
Kahler, ao produto

Tx [[vix [ X
i J

onde T" € um toro complexo.

onde um toro complexo é um quociente de C" com a classe de equivaléncia definida por um
reticulado sobre C".
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Capitulo 1

Geometria Diferencial e Complexa

Este capitulo consiste de 3 secoes nas quais desenvolveremos as ferramentas geométricas
necessarias para enunciar e entender os problemas principais desta dissertacao.

Na a secao 1.1 comegamos estudando variedades complexas e fibrados complexos desde um
ponto de vista geral. Juntando estes dois conceitos obtemos os fibrados holomorfos, que nos
fornece de exemplos na secao 1.2. Por tltimo estudaremos localmente em carta de coordenadas
as variedades complexas. As principais referencias utilizadas sao [13], [16], e [20].

Para a secao 1.2 fazemos uma introducao rapida de geometria Riemanniana expondo os
objetos necessarios para o resto da dissertacao. Depois estudaremos geometria Hermitiana
replicando o feito antes, mas estudando mais detalhadamente. Logo estudamos especificamente
os fibrados holomorfos, onde, utilizando algumas ferramentas algébricas, obtemos relagoes
entre CP" e suas subvariedades. Por tltimo, desenvolvemos a teoria de Hodge sobre o espago
tangente holomorfo. As principais referencias utilizadas sao [17], [25], [21], [16], [13] e [20].

Por ultimo, na se¢ao 1.3 vamos definir a condi¢ao de Kéhler e estudar trés equivaléncias.
Depois veremos o comportamento geométrico das variedades de Kéahler, donde obteremos
localmente muitas expressoes explicitas que serao de vital importancia no resto da dissertagao.
Por tltimo estudaremos os aspectos analiticos das variedades de Kéhler, onde, via teoria de
Hodge, obteremos o Lema-90, que é nossa ferramenta analitica principal deste capitulo. As
principais referencias utilizadas sao [23], [16], [13] e [20].

1.1 Variedades Complexas e Fibrados Complexos

Uma variedade complexa M é uma variedade suave 2n-dimensional onde as fungoes de
transicao sao holomorfas identificando as cartas coordenadas de R** com C". Para isto,
precisamos primeiro definir o que é uma atlas holomorfo.

17
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18 Capitulo 1. Geometria Diferencial e Complexa

Definigao 1.1.1. Um atlas holomorfo para uma variedade M é uma familia de cartas {(¢;, U;) },
onde ¢; : U; — M, tais que

L M:UZUM

e Se U;NU; # () para i # j, entdo o mapa ¢;; : ©;(U; N U;) — ¢;(U; N U;) definido por

Pij = Pi © @;1,

¢ um biholomorfismo entre subconjuntos abertos de C". Esta familia de cartas sao
chamadas cartas holomorfas.

Assim, se uma variedade suave M é fornecida com um atlas holomorfo, como acima, entao
dizemos que M é uma variedade complexa. Propriedades imediatas disto é que M é uma
variedade suave real, orientavel, de dimensao real 2n e de dimensao complexa n.

Definicao 1.1.2. Uma funcao f : M — C™ é uma funcao holomorfa sobre M se para cada
carta holomorfa (U, ¢), a fungao fo @™ : p(U) C C* — C™ ¢ uma fungao holomorfa.

Exemplo 1.1.3 (Espago projetivo complexo). O espago projetivo complexo CP" é definido
como o espaco de linhas complexas de C"*! que passam pela origem, ou seja, cada ponto de
CP" sao (n + 1)-tuplas [Zy : - -- : Z,] onde pelo menos tem uma entrada diferente de zero, e
identificando

(Zo ot Zp) =[Ny - 0 A2y,

para todo A € C\{0}. Como um espago topologico, CP" herda a topologia quociente de
C"*\{(0, ...,0)} sobre a relagao de equivaléncia mencionada acima. nos chamamos Zj, ..., Z,
coordenadas homogéneas. Para definir um atlas holomorfo nos precisamos utilizar n + 1 cartas.
Para i € {0,1,...,n}, seja

UZ:{[Z()Zn]ZZ%O}
e considere-se
©; Uz - C»
ZO Zz Zn
Z Z. — ., =
[ 0 n] (ZZ) ’ZZ’ 7ZZ>

onde o termo % é omitido. Facilmente podemos ver que as fungoes de transigao sao holomorfas.

Sem perda delgeneralidade consideremos g e 1 definidas em U, e Uj, respectivamente.
Considerando {w!,...,w"} coordenadas em C"

1 w? w™
—1 1 ny\ __
©1 O('OO (w g e, W ) = <E, E,..., _wl
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1.1. Variedades Complexas e Fibrados Complexos 19

Aqui ¢; 0 5! é uma funcdo holomorfa em cada uma das suas varidveis enquanto as outras
variaveis sao ficadas, assim é holomorfa. Neste caso obtemos um primeiro exemplo nao trivial
de uma variedade complexa.

Topologicamente podemos ver CP" como o quociente S***1\S! onde S***1 c C"*! ¢ a
esfera unitaria, e S! atua como a multiplicacdo de ntimeros complexos de comprimento um.
Daqui obtemos que CP"™ é compacto.

Exemplo 1.1.4 (Variedades projetivas). Suponha que fi,...,f sdo polinémios homogéneos em
2o, .y Zn. Notamos que cada f; nao estd bem definido como fungao em CP", mas o conjunto
de zeros esta bem definido. Seja V' C CP" o conjunto de zeros comuns

V=AlZy: - Z,): fi(Zo,.... Z)) =0, parai=1,.., k}

Se V' é uma variedade suave, entao também é uma variedade complexa, onde as cartas de
coordenadas podem ser construidas usando o teorema da funcao implicita. Além disso, dado
que sao subconjuntos fechados dentro de um espago compacto, vemos que toda variedade
projetiva é compacta.

1.1.1 Fibrados Vetoriais Complexos.

Definicao 1.1.5. Sejam M, F variedades suaves. Um mapa suave e sobrejetor m: £ — M é
chamado um fibrado vetorial complexo de posto k sobre M se

1. Para todo p € M existe uma vizinhanca U, de p, e um difeomorfismo

Yo T N Uy) = Uy x CF,
tal que ™ = 7 © Yy, onde m; : U, x C* — U, é a projecao sobre o primeiro fator.

2. Para (Uy, ¢a), (Ug, ¢s) dois difeomorfismos como acima, tais que U, N Ug # 0, entao:

ppopat (UaNUsg) x CE — (UyNUg) x Ck
(p,U) = (p7g,8a(p>v)

Y

onde em cada ponto p € U, N Uz temos que ggq(p) : C¥ — C* é um isomorfismo linear e
9sa : Uy N Uz — Aut(CF) é suave.

O espago E é chamado o espago total e o espago M ¢é chamada base. Os pares (U, pq) sao
chamados trivializacoes locais do fibrados, e os isomorfismos g, sao chamados fungoes de
transicao do fibrado. Se k = 1 dizemos que E é um fibrado de linha. Para p € M, o conjunto
E, =7 '({p}) é chamado fibra de F em p.

Observagao 1.1.6. Os fibrados vetoriais reais sao definidos de forma similar, mas mudando
C por R.
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Da definicao obtemos que as aplicagoes de transicao verificam as seguintes condigoes de
co-ciclo:

Gop(T)gpalz) =1 , paraxz e U,NUs,
9a5(2) 987 (2)gya(x) =1 , paraz € UyNUsNU,.

Agora, se nos temos uma cobertura para M, de tal forma que os mapas de transicao sao
difeomorfismos e verificam as condigoes de co-ciclo, podemos construir um tnico fibrado
com aquelas aplicacoes de transicao. Isto nos proporciona uma primeira equivaléncia para a
Defini¢ao 1.1.5. Esta definigdo também ¢é equivalente a ter uma familia {E,},cn de espagos
vetoriais complexos parametrizados por M, junto com uma estrutura diferenciavel (cartas de
coordenadas) sobre E = U,cp B, tais que

e O mapa 7 : E — M que projeta E, para x é suave,

e Para todo p € M existe um conjunto aberto U, C M ao redor de p e um difeomorfismo

Yo T H(Uy) = Uy x CF,
enviando os espacos vetoriais E, isomorficamente em {z} x C* para cada x € U.

Usaremos indiferentemente qualquer uma das duas defini¢oes equivalentes da Defini¢cao
1.1.5, para construir fibrados seja utilizando as func¢oes de transicao com a condigao de co-ciclo,
ou considerando a uniao das fibras junto com alguma estrutura diferenciavel para dita uniao.

Definicao 1.1.7. Uma se¢ao de um fibrado E sobre um conjunto aberto U é uma funcgao
s: U — E tal que mo s = Id|y, ou seja, s(p) € E, para cada p € U. O conjunto das se¢oes
suaves de E sobre U é denotado por I'(U, E). Se U é a variedade M inteira, escrevemos
somente I'(E).

Definicao 1.1.8. Seja F um fibrado vetorial sobre M de posto k e U C M um subconjunto
aberto de M. Um referencial de E sobre U é uma familia ordenada {0y, ..., 0} de se¢bes em
I'(U, E), tais que, para todo p € U, {o1(p), ..., 0x(p)} € uma base para a fibra E,, vista como
C-espago vetorial.

Para uma trivializagao local de um fibrado complexo E de posto k dada por ¢ : 77 1(U) —
U x CF, considerando {ey, ..., eax} a base canénica de C*, definimos o; : U — 7~ 1(U) como

oi(p) = ¢~ (p, i) € By
Os elementos o1(p), ..., ox(p) determinam uma base para a fibra E,. Além disso, dado que
¢ ¢ um difeomorfismo com a sua imagem, cada o;(p) varia diferenciavelmente em p, isto é,
o; € (U, E) para todo i. Portanto {01, ..., 0} ¢ um referencial local para E em U.

Podemos construir novos fibrados utilizando operacoes definidas sobre as fibras. Formal-
mente, para dois fibrados complexos E, G de posto k, [ com fungoes de transicao gag, hags
respectivamente sobre M, consideramos o seguinte:
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o I/, ® (), soma direita de fibras.
e [, ® G, produto tensorial de fibras.
e \'E,, produto exterior de fibras.

e I, 0 espago dual da fibra.

Nos podemos fazer isto, pois £, ¢ um espaco vetorial. Assim, obtemos novos fibrados
complexos sobre M dados por

e PG = UPGM E, ® G, de posto k + [, com funcoes de transicao em p € M
. 9as(p) 0 ) k !
o = € GL(C" g C"),
ool = (P, %) ) ecuctac)

e HRG = UPGM E, ® G, de posto kl, com funcoes de transi¢ao em p € M

jaﬁ(p) = gaﬁ(p) ® haﬂ(p) € GL(Ck ® Cl)a

e \N°F =: UpeM N\’ E,, de posto (’;), com fungoes de transigao em p € M

jaﬁ(p) = /\Sgaﬁ(p) € GL(/\SCk)v

o = UpeM E5, de posto k, com fungoes de transi¢ao em p € M

Jap(p) = ((9as(p))") " € GL(,C).

Observacao 1.1.9. Em particular, para k = n, A"E é um fibrado de linha com fungao de
transicao em p € M

Jap(p) = det(gap(p)) € GL(1,C) = C — {0}

Entre os fibrados complexos mais importantes, que tém mais estrutura, estao os fibrados

holomorfos
{FC}

Definicao 1.1.10. Um fibrado complexo E sobre uma variedade complexa M de posto k é
um fibrado holomorfo se

e [/ ¢ uma variedade complexa,
e m: F — M é&uma aplicacao holomorfa,

e Existe uma cobertura de trivializagdes (U, ,) para M tal cada ¢, ¢ uma fungao
biholomorfa.
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Isto é equivalente a que as funcoes de transicao induzidas pelas trivializagoes sejam holo-
morfas.

Definicao 1.1.11. Para um fibrado E sobre M, uma se¢ao o : U C M — E é uma secao
holomorfa sobre U se ¢ for holomorfa como uma aplicagao entre variedades complexas.
Denotamos o conjunto de se¢oes holomorfas do fibrado E por O(F).

Observagao 1.1.12. O referencial {074, ..., 04} construido acima esta constituido por segoes
holomorfas, pois ¢ é um biholomorfismo.

Exemplo 1.1.13 (Fibrado Trivial). Para uma variedade complexa M, consideremos M x C™
em: M xC™— M a projecao no primeiro fator. Consideramos um atlas holomorfo de M
com cobertura {U,}; assim damos uma trivializa¢do para o fibrado C™ — M por
Qi - 7T_1(UZ') — Uz X Cn,
., 2) = (,2).
Com isto, temos funcoes de transicao
@ii(x) : C* — C",
wo—w.

As funcoes de transigao ¢;; sao fungoes holomorfas e verificam as propriedades de co-ciclo.
Portanto Oy, é um fibrado holomorfo. Se M = CP™ e m = 1, obtemos um fibrado em linha,
que denotaremos por O(0)cpn, e é isomorfo ao fibrado em linha O¢pr de fungoes holomorfas
globais.

Exemplo 1.1.14 (Fibrado Tautolégico). Seja o conjunto:

Ocprn(—1): {(¢,Z) € CP" x C"™' . Z € (}.

Consideremos 7 : Ocpn(—1) — CP" pela projegao no primeiro fator. Seja CP" = U;U;, onde
{U;} é a cobertura dada no Exemplo 1.1.3. Uma trivializagao candnica para Ocpn(—1) em U;
é dada por

©; - T_I(Ui) — Uz x C
As fungoes de transicao ¢;;(¢) : C — C

w o= = w
J
onde ¢ = [Zy: ---: Z,]. Note-se que as fungdes de transigao ;; sdo holomorfas e verificam as
propriedades de co-ciclo. Por isto, Ocpn(—1) é um fibrado holomorfo de linha sobre CP".
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1.1.2 Estruturas Quase-Complexas

Definicao 1.1.15. Para uma variedade 2m-dimensional real M, uma estrutura quase-complexa
sobre M & um endomorfismo J € I'(End(7T'M)) tal que para cada p € M

J2 — _Id|TpM7

p

Exemplo 1.1.16. Para C" visto como uma variedade 2n-dimensional com carta de coor-
denadas (z',....,2" 2z, ..., 2"), onde 2* = x' + \/—1y’. Assim, obtemos una estrutura quase

complexa Jy dada por
0 —Id
fo= < d 0 ) |

Isto nos motiva a construir estruturas quase-complexas sobre uma variedade complexa
M. Sejap € M e (U,p) uma carta de coordenadas holomorfas ao redor de p. Dado que
o diferencial dy, : T,M — T, C" = C" estabelece um isomorfismo linear, podemos levar
a estrutura quase-complexa Jy em C" a T,M considerando a aplicagao J, : T,M — T,M
definida por

Jp = d(SD_l)so(p) o Jo o (dpy).

Direitamente se comprova que Jg = —Idg,x e que J, € uma aplicagao suave em p. Por
outro lado, utilizando as equagoes de Cauchy-Riemann, para uma aplica¢cao biholomorfa A
entre abertos de C", se verifica

Jodh = dhJy.

Se consideramos uma outra carta de coordenadas holomorfas (V, 1) ao redor de p, consi-
deramos a fungao de transi¢ao entre cartas h : (U NV) — (UNV) dada por h = ¢ o oL
Como M é uma variedade complexa, h é uma funcao holomorfa entre abertos de C". Dado
que ¥ = h o ¢, mostra-se que .J, independe da escolha da carta de coordenadas holomorfas:

AW Dy o Joody, = d( )y o Joo dhy) o dey
= d(¢_1)¢(p) o dhy(p) 0 Jo o dpy
= d(SD_l)sO(p) o Joodp,

Portanto J esté globalmente bem definido em M, e dado que é uma aplicacao suave em
todo p € M, entao J € I'(End(7TM)). Assim J é uma estrutura quase-complexa de M.

Definicao 1.1.17. Para uma variedade 2n-dimensional real M, uma estrutura quase complexa
J é integravel em M se existe um atlas holomorfo para M que induz J partindo da estrutura
quase complexa Jy em C".

Observagao 1.1.18. Uma estrutura quase-complexa integravel também ¢é chamada de estru-
tura complexa.
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Note-se que a estrutura quase-complexa J construida para uma variedade complexa M é
trivialmente induzida pelo atlas holomorfo sobre M. Assim J é integravel.

Definicao 1.1.19. Seja M uma variedade 2n dimensional real com estrutura quase-complexa
J. Definimos o tensor de Nijenhuis N; € T'((A*T*M) @ TM) da estrutura quase-complexa J,
por

Ny(X,Y) = [X,Y] + JJX, Y]+ J[X,JY] - [JX,JY].

Utilizando coordenadas holomorfas mostra-se facilmente que para uma variedade complexa
M com estrutura quase-complexa integravel J, N; = 0. Esta é a primeira implicacao do
seguinte celebre teorema

Teorema 1.1.20 (Nirenberg-Newlander). Seja M uma variedade 2n-dimensional real com
uma estrutura-quase complexa J. Entao J € integrdvel se, e somente se, Ny = 0.

A prova da outra implicacao é mais elaborada e utiliza ferramentas que nao sao relevantes
para nosso trabalho, por isso deixamos a leitor interessado a referéncia [15].

Estamos interessados em estudar as implicagoes geométricas da existéncia de uma estrutura
complexa sobre uma variedade complexa. Assim, seja M uma variedade complexa com
estrutura complexa J. Podemos considerar uma complexificagao do fibrado tangente para M
dada por

TeM = | J(T,M ®C).

peEM

O isomorfismo J, se estende por linearidade complexa para T,M ® C. Dado que Jg =
—Idr, mec, Jp tem autovalores +4/—1, e assim obtemos os auto-espagos associados dados por
T)°M ={veT,M®C: J,v)=v-1v},

TY'M ={veT,M®C: J,(v)=—v-1v},

Isto nos fornece de uma decomposicao nao trivial para 7, M ® C dada por

T,M®C=T,"M&T)" M.
Em coordenadas holomorfas, onde % =J (%), temos que
0 1/ 0 0 0 1/ 0 0
- = — - — \/—1— - = — - 4/ —1—
92 2 (83:1 ayz) I ERD) (ax% * ayz> ’

geram os espagos 1M e T' M, respectivamente. Cada um dos espagos T,°M e T"' M sao
fibras em p € M dos fibrado sobre M dados por

1,007 . 1,0 0,1 o 0,1
M = T, T'M = | T M.

pEM peEM



1.1. Variedades Complexas e Fibrados Complexos 25

Assim obtemos uma decomposicao em soma direita para o fibrado tangente complexo

TeM =TYM @ T M.
Observacao 1.1.21. O fibrado TH°M é um fibrado holomorfo.

Por outra parte, definimos a complexificacao do fibrado cotangente T*M por

AeM :=T"M ®C,

Dada a decomposicao nao trivial em soma direita para T M, nos obtemos uma decomposicao
nao trivial em soma direita para AL M dada por

ALM = AYOM & A% M.

onde

MM :={a € ALM : (T M) =0} , A™M :={a € AtM :a(T"°M) =0}
Em cartas de coordenadas holomorfas, as fibras de AY°M e A% M sao geradas por

dz' = da' +/—1dy' , dZ' = da' — /—1dy',

respectivamente. Consequentemente, podemos considerar o fibrado
k
k
AEM = N\ ALM
Considerando os fibrados A"OM e A%~!M . dados por

AOM = AAYOM AYFTIM = ARTTAT M

Podemos incluir o produto tensorial deles em A% pelo mapa p; : AYOM @ A%F=IM — AL
dados por

pp—i(a®B) =aAp

onde o € AWM, B € A% =M. Isto, junto com a formula combinatoéria

(-20)6")

p=0

nos diz que cada p; é um mapa injetivo e que as imagens de dois mapas u; diferentes se
intersetam somente em 0. Assim, definirmos

AR = Tm ()
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Isto nos fornece de uma decomposicio para AL dada por

MM = @ A (1.1.1)
ptq=k

Note-se que em coordenadas holomorfas cada fibra de AP?M é gerada por elementos da
forma

Az A ANdZP NAFUN - A dE

ondel <4 <---<i,<nel<j <+ <j, <n. Esta decomposigao em soma direita induz
uma deposigao em soma direita para o conjunto de k-formas complexas £¥(M, C) := ['(AELM)
dada por

eb(M,C) = @ £(M,C), (1.1.2)

onde

EPI(M,C) := {a € E¥(M,C) : a é uma secdo do fibrado APIM }.

Estendemos a derivada exterior definida em k-formas reais para k-formas complexas utili-
zando linearidade complexa, e assim obter um operador d : E¥(M,C) — £ (M, C). Para
p + q = k, considerando £P4(M,C) C E¥(M,C), e restingindo d para aquele espaco, ob-
temos o operador d : EPY(M,C) — EPTTI(M,C). Isto nos permite definir os operadores
9 :EPM,C) — EPLIM,C) e 9 : EPI(M,C) — EP7FL(M, C) dados por

=mpg0d , d=mpgnod,

onde mpy1, : EPTITY(M,C) — EPTLYM,C) e Ty : EPTIHYM,C) — EP4TH(M,C). Em
coordenadas holomorfas uma (p, ¢)-forma s é dada por

s:ZaudzI/\dZ‘],
1,J

Aplicando a derivada exterior

. 8CLIJ . 8aU I _J
d8222<8ﬂ dzd + o dy; | Ndz" A dzE

i I,J

Dado que para todo j

. 1 ) . ) 1 ) .
dv' = J(d +d) , dy’ = (d — d2),
1

entao
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- dary . . D dary ,_; I n g=J
ds:zz 50 dz? Ndz' Ndz +ZZ 95 dz? Ndz' NdZ7.

j=1 1,0 j=1 1,0

O primeiro termo ¢ de tipo (p + 1, ¢) e o segundo ¢ de tipo (p, ¢ + 1); assim localmente
0= Z —dzﬂ , 0=Y —d¥F.

Daqui obtemos que d = 9 + 0, e assim d : EP4(M,C) — EPYHI(M, C) ® EP4+1 (M, C). Dado
que o quadrado da derivada exterior real é zero, entao d? = 0; e isto implica que:

e 02 =0,

Q')I

0= —00.

S

Proposicao 1.1.22. Uma funcio f : M — C € holomorfa se e somente se Of = 0.

Do anterior, imitando o feito com o grupo de cohomologia de De Rham real de grau k,
obtemos o seguinte

Definicao 1.1.23. Para o operador d, definimos o grupo de cohomologia de De Rham complexa
de grau k como:

Ker(d : E¥(M,C) — E¥1(M,C))

Im(d : E-Y(M,C) — EF(M,C))

HgR(M7 C) =

Note-se que H¥,(M, C) pode se representado por Hf,(M,R) ® C.

Definigcao 1.1.24. Para o operador 9, definimos o grupo de cohomologia de Dolbeault de
bi-grau (p, q) como:
Ker(d : £r4 Pa+1
HI—]’Q(M,(C) — er(? £ (M,(C) =& (M7C>>
o Im(0 : Era=Y(M,C) — Ere(M,C))
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1.2 Geometria Diferencial

1.2.1 Geometria Riemanniana: Um Breve Resumo.

Vamos supor que o leitor ja sabe sobre a teoria de variedades diferenciaveis e geometria
Riemanniana basica. No entanto, vamos dar um breve resumo das ferramentas necessarias
sobre geometria Riemanniana.

Observagao 1.2.1. Ao longo do trabalho utilizaremos a convencao de Einstein, pois nos
simplifica a notagao dizendo que: se aparecem indices repetidos una vez por cima e uma vez
por baixo, entao somamos naquele indice.

Para uma variedade Riemanniana (), g), temos a existéncia da conexao Levi-Civita V sobre
0 espago tangente com respeito a métrica g, que em carta de coordenadas esta determinada
pela avaliagao nos vetores tangentes canonicos associados a base

Vo,0; = Tl0k,

onde os T'¥’s sio chamados simbolos de Chistoffel, e estdo dados em termos da métrica g pela

. )
g
expressao

1 s

onde g;; = g (0;,0;), (¢°™) € a matriz inversa de (gsm). A conexao de Levi-Civita tem associado
o tensor de curvatura R dado por

Rxy =[Vx,Vy] = Vixy,
e que satisfaz &s seguintes propriedades:
e RxyZ = —RyxZ,
® J(RxyZ,T)=—g(RxyT, Z),
o VxRyz+VyRzx+VzRxy =0,onde V éa conexao induzida em End(F) = TMQT*M
o RxyZ + RzxY + RyzX =0,
o §(RxyZ,T)=g(RzrX,Y).

Em carta de coordenadas, R esta determinado pelas avaliagoes nos elementos da base no
espaco tangente por:

Ro,5,0; = R 110;.
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onde cada R;7j; esta determinado pelos simbolos de Christoffel com a equacao

{CTSE} Ry = T4, — T4.T%, + 0pT, — O, (1.2.1)
Chamando
{TCD} Rijii := g (Ro,0,0i, 0;) = g1 Ri'ua, (1.2.2)
as propriedades dadas acima se reescrevem como

L Rijkl = _Rijllm
L Rijkl = _Rjikh
o V,Riij + ViRinij + ViR =0,
o Rijw + Ryjik + Rijii = 0,
o Rijkl = Rklij-

A partir do tensor R, podemos definir um outro objeto invariante chamado tensor de Ricci,
que ¢ um tensor r € I'(T*M ® T*M) definido por

r(X,Y) =tr{Z — RzxY}.
Em coordenadas, obtemos que

T(X7 Y) = gklg(RazX}/’ ak‘) = gklg(RXazakv Y)

Utilizando as propriedades do tensor R, r(X,Y) = r(Y, X), assim r é um tensor simétrico.
Dado que r é C°°(M)-linear em X e Y, localmente ¢ determinado pelas diregoes coordenadas

rij = (05, 0;) = 9" g(Ro,6,0k,0;) = 9" Rija.
Com o tensor r, podemos definir Ric € I'(End(7T'M)) a partir de
g(Ric(X),Y) =r(X,Y).

Dado que Ric é um tensor, entao ¢ determinado localmente numa carta de coordenadas
como

Ric(0;) = (gSkrki)ﬁs.

Com isto, definimos a curvatura escalar S como

S :=tr{Z —— Ric(2)},

onde localmente, utilizando a convencao de Einstein, temos
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S = g”g(Ric(9:),0;) = 9" 95;(9°"rrs) = 97 0jrrni = 9™ ik

Por outro lado, para uma variedade Riemanniana (), g), em cada ponto p € M e v € T,M,
podemos considerar g : T, M — T>M dado por

g()(w) = gp(v,w) , com w € T,M.

Isto define um isomorfismo entre os espaco tangente e cotangente em p. Mais ainda, se
estende para um isomorfismo ¢ entre os fibrados T'M e T* M, e isto nos fornece um isomorfismo
entre o conjunto de se¢oes I'(T'M) e I'(T*M ) dado por

Aqui obtemos uma relacao entre campos vetoriais com 1-formas univocamente determinada.
Por simplicidade denotamos §(X) = X* € T'(T*M), e seu inverso por §~'(w) = w* € ['(TM),
para w € I'(T*M). Localmente numa carta de coordenadas (U, x4, ...,x,) ao redor de um
ponto p € M, utilizando a convencao de Einstein, temos que um campo X e uma 1-forma
podem-se escrever como

X =X0, , w=uwdz"
Aplicando (-)’ e (-)* obtemos que
X’ = ngz-jdmi . Wi = wjgijﬁi.

Se denotamos por X; = X7g;; e w' = w;¢", vemos que temos uma forma de baixar indices
com (-)* e subir indices com (-)!. Com isto, podemos estender a métrica g para o uma métrica
Riemanniana sobre s segoes de T*M considerando para «, 5 € I'(T* M)

(e, B) = g(c?, ).

Com isto, se define uma métrica sobre o conjunto das as k-formas da seguinte maneira:
k : .
Para a, f € T(\"T*M), existem ay, ..., a, 31, ..., Bk tais que

a=ar AN Nag , B=F A APy

Definimos a métrica (-, -) sobre D(A* T*M) dada por

(a, B) == det(g™ (v, B;))-
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1.2.2 Geometria Hermitiana

Nesta secao, replicaremos as ideias da secao anterior, mas utilizando uma métrica sesqui-
linear no segundo fator. Para um fibrado complexo E definimos uma métrica sesqui-linear
como:

Definicao 1.2.2. Seja £ um fibrado complexo sobre uma variedade complexa M. Definimos
uma métrica Hermitiana h sobre £ como uma familia de produtos Hermitianos h,, : E,x E, — C
tais que para s,t € £, e A€ C

o hp(s,t) = y(t,s),
o A\hy(s,t) = hy(As,t) = hy(s, A\t),
e h(t,t) >0 e h(t,t) =0 se e somente se t = 0,

e Se {s;} é um referencial local suave, entao:

hij(x) = ha(si(z), s;())

¢ uma funcao suave sobre M. Um fibrado complexo E fornecido com uma métrica
Hermitiana h é chamado fibrado Hermitiano.

Exemplo 1.2.3 (Métrica num fibrado Trivial). Considere-se o fibrado trivial de posto m dado
por £ = M x C™ com base M. Uma secao o de E pode ser identificada com uma funcgao
f: M — C™ pela expressao

o(z) = (z, f(z))

Definimos uma métrica hermitiana h para E dada pelo produto hermitiano definido em C™
da seguinte forma

h(oy,02) = f1 - fz

para o1,09 € I'(E) e fi, fo as fungdes que definem as segoes o1, 0.

Para M = CP" e m = n + 1, dado que Oc¢pn(—1) C CP" x C"*!, podemos restringir a
métrica h definida acima para uma métrica sobre Ocpn(—1).

Defini¢ao 1.2.4. Para um fibrado complexo E, definimos os conjuntos das k-formas e (p, q)-
formas com valores num fibrado E sobre M por

EMM,E)=T(N*M ® E) , EPYM,E)=T(A\""M®E)
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Utilizando (1.1.1) obtemos uma decomposicao similar a (1.1.2) para £¥(M, E) em termos
de EP9(M, E) dada por

EN(M,E) = € (M, E).

pt+qg=k

Além disso, se consideramos um referencial para £ ¢ APYM em U C M dados por {0y, ...,0%}
e {dz! A dz’}, entdo temos que cada 1) € EP4(U, E) pode ser escrito como

p=>Y > floi@d N,
I,J

e pode ser simplificado considerando a (p, ¢)-forma w’ =37, fHdz" A dz’ para
p=) 0 ®@uw. (1.2.3)
Note-se que podemos definir uma conexao num fibrado complexo F da seguinte maneira
Definicao 1.2.5. Uma conexao sobre um fibrado complexo E sobre M é uma aplicacao linear
D:E(M,E) — EY(M, E),
que satisfaz a regra de Leibniz, isto ¢, para cada f € C®°(M,C) e 0 € E°%(M, E):
D(fo)=df ® o+ f - (Do).
Dados E, G fibrados complexos com conexdes D¥ e D, para os fibrados
e FB G,
e F®G,
e N'E,
o F*,
obtemos conexoes tal que para s, s, ..., € I'(E), t € I'(G) e a« € ['(E¥)
o DF*S(s@t) == D¥(s) @ D(1),
o DE®C(s®t):= DE(s)@t+s® DE(t),
e DNE(sy N As):=DF(s))AN---Asp+- 451 A ADF(sp),

e D¥(a)(s) = d(a(s)) — a(DE(s)).
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Definigao 1.2.6. Uma conex@o D de um fibrado complexo Hermitiano (F,h) é compativel
com a métrica h se para cada s,t € I'(E)

dh(s,t) = h(Ds,t) + h(s, Dt) € T(AcM),
onde D é definida para cada X € Tz M por
bX = Dy

Observacao 1.2.7. Em geral esta conexao nao é tnica. No entanto, sempre podemos construir
uma. Na secao seguinte encontraremos uma conexao univocamente determinada para fibrados
holomorfos Hermitianos.

Partindo de uma conexao D sobre um fibrado Hermitiano (E, h), definimos o tensor de
curvatura FP € T(AZM ® E ® E*) respeito 4 conexao D como

F¢y = [Dx,Dy] — Dixy) € T(E ® E*),
onde X,Y € TecM. O tensor de curvatura F'P verifica as seguintes propriedades:
o Iy = Iy,
o hW(FEys,t) = —h(s, FE,t), se verifica somente se D é compativel com h,

Observagao 1.2.8. Em contraste com a conexao Levi-Civita, D nao verifica as duas tltimas
propriedades mencionadas na secao anterior, pois nao temos um conceito de conexao livre de
torsao em geral.

Uma conexao nao é um tensor, mas podemos ver sua representacao local em carta de
coordenadas da seguinte forma: seja £/ um fibrado complexo Hermitiano sobre uma variedade
complexa M, e seja 0 = {07, ..., 0%} um referencial local para o fibrado E sobre um aberto
U C M; dado que D : E°(M, E) — EY(M, E), utilizando (1.2.3)

k
DO‘Z‘ = 295 X O'j,
j=1

onde ¢/ é uma 1-forma complexa. Assim vemos que localmente a conexao ¢ definida pelo
referencial o e a matriz § = (6/). Com isto, podemos aplicar a mesma ideia para o tensor F'.
Dado que FPo; € T(AZM ® E), entdo existem ©7 € T'(AZM) tais que
FDO'Z' = @gO'j.

Podemos deixar a matriz © := (@i ) em termos da matriz €. Primeiro notemos que localmente
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DxDyo; = DX(eg(Y)Uj)7
)(X)a; + 6] (Y)(Dxoy),
= X(0/(Y)o; + 07 (V)05 (X)on,
= (X(B](Y)) + 05(Y)03(X))o;

Assim, substituindo na expressao de curvatura

Fyor = (X(0](Y) + 05 (Y)0L(X) = Y (6](X)) = 0F(X)(Y))o; — Dixyioi,
= (X(0/(Y)) + 05 (YV)0L(X) = Y (0](X)) = 05 (X)0L(Y) — 07([X, Y]))oy,
= ((X(0/(Y) = Y(01(X)) = 6/([X,Y]) + (0F(Y)8L(X) — 05 (X)0L(Y))) oy,
(

d6? + 65 N0 (X,Y)o,

Portanto ©) = df + 0¥ A 6], que em forma matricial escrevemos por © = df + 6 A 6.

Exemplo 1.2.9 (Conexao num fibrado trivial). Para o fibrado trivial de posto m dado por
E =M x C™, para o € I'(F), definimos uma conexao V em sobre E por

(Vo)(z) = (z,(df).) € E'(M, E),

onde f: M — C™ é a fungao que define o. Considerando a métrica Hermitiana h construida
para no fibrado trivial, vemos que V é compativel com a métrica h.

Exemplo 1.2.10 (Conexao no fibrado tautolégico). Podemos definir uma conexao para o
fibrado O(—1)cpn(—1) utilizando o fato de que O(—1)cpn(—1) C CP™ ® C"*. Denotemos por
A, a fibra no ponto ¢ do fibrado Ocpn(—1). Considere-se a projegao ortogonal m; : C"* —
Ay, C C™*1. Definimos a conexao V sobre o fibrado tautolégico

(Vo)(l) = (£, m(do)).

Assim, V = m(do), isto é, para X € T,CP", Vxo = m(Xo). Localmente, se ¢ € Uy,

onde Uy ¢ dado pela cobertura no Exemplo 1.1.3, entdo ¢ = [1 : w! : .-+ : w"] para um

elemento w = (w?,...,w™) € C" unicamente determinado, e o vetor v = (1, w) gera a linha
¢. Consideremos v como um referencial local holomorfo em Uy. A projecao ortogonal em /¢

¢ dada por m (&) = (€, |7J‘) o= ﬂi‘?v Para o uma segao local de Ocpn(—1), entao em Uy,

o=f-v=f-(1,w), para alguma fungao f: Uy — C
((0, dw), (1, w))

(VO')(K) = Wg(d(f) :df(l,W)+f 1+|'LU’2 ‘(].,U)),
= (df +0f)®v.
onde § = {QAW.(w) _ 3,00 i forma local pode ser reescrita como:

w2 14 w?
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0 = dlog(1 + |w|?) = dlog |v|?,

e assim obtemos uma expressao para a curvatura dada por

©=df+0N0=00log|v|.

Pode-se mostrar utilizando esta expressao que V é compativel com a métrica induzida pela
métrica no fibrado trivial para CP™ de posto n + 1.

1.2.3 Fibrados Holomorfos Hermitianos

Para um fibrado Hermitiano (E,h) sobre uma variedade complexa M com conexao D,
utilizando o fato de que EY(M, E) = EY(M, E) @ % (M, E), temos uma decomposigao para
D dada por

D =D+ D%

Dado que nao temos muita estrutura no fibrado E precisaremos de mais hipoteses. Assim,
vamos supor que E é um fibrado holomorfo

Uma propriedade extra dos fibrados holomorfos é que podemos estender o operador 0
definido em formas com valores em C, para formas com valores num fibrado holomorfo E.
Utilizando a notagao dada em (1.2.3), escreveremos ¢ € (M, E) localmente como

@D:Z%@wi-

Utilizando a definicao do o;, notamos que em fibrados holomorfos cada o; é uma secao
holomorfa, portanto obtemos um referencial local de se¢oes holomorfas. Isto nés permite
definir um operador 9 : EP4(M, E) — EP9TY (M, E), localmente dado por

57,[) = Z 0; & 5wi.

Utilizando o fato de que cada o; é uma secao holomorfa, vemos que 0 independe da escolha
de coordenadas holomorfas, e assim dito operador esta bem definido. No caso p =0, ¢ =0, 0
¢ um operador entre os mesmos espacos que D%

Definigao 1.2.11. Seja um fibrado holomorfo £ sobre M com conexao D. Dizemos que D é

compativel com a estrutura holomorfa sobre E se D%! = 9,

Proposicao 1.2.12. Seja (E,h) um fibrado holomorfo Hermitiano sobre M. Entao existe
uma unica conexao D tal que D é compativel com a métrica Hermitiana h e com a estrutura
complexa sobre M. FEsta conexdao é chamada conexdao de Chern.



36 Capitulo 1. Geometria Diferencial e Complexa

Prova.

Para a unicidade, consideramos uma conexao D compativel com h e com a estrutura holo-
morfa dobre M. Para um referencial local holomorfo {ey, ..., e, }, utilizando a compatibilidade
com a métrica temos que

dh;; = dh(ei, e;) = h(De;, €;) + h(ei, De;).

v

Dado que D é compativel com a estrutura holomorfa, D = DY 4+ 0. Assim, usando que
DY EY(M,E) — EYO(M, E) e de; = 0, pois as segoes e; sao holomorfas:

dhi = h((D™ +d)es, ¢;) + hlei, (D0 + D)ey),
= h(D1’0€i7 €J> + h(ei7 DLOej)' .

Note-se que para e;, D'e; € EM0(M, ), assim

1,0 k
D>"e; = 0] ® ey,

onde 0 € EY9(M,C). Assim

dhij = 0Fhyg + hig0%.

Por outro lado, dado que d = 9 + 0, entdo

Oh; + Ohi; = 05y + hyb*.

Comparando as (1, 0)-formas

Ohij = 07 hy;.

Chamando dh = (Ohy;), 0 = (¢]) e h = (h;;), obtemos que

Oh=10"h.

Daqui, § = (0h - h=')t. Dado que 6 e d determinam unicamente a conexao D, e 6 depende
unicamente da métrica h, D é tnica.

Para a existéncia, definamos D localmente em coordenadas holomorfas em U, C M, com
um referencial holomorfo {e, ...,e2}, pela matriz 6, = (Oh - h!)". Podemos ver facilmente
que 0 é uma matriz de (1,0)-formas que define uma conexdo compativel com a métrica h e
com a estrutura holomorfa sobre M.

O

Note-se que para as conexoes construidas nos exemplos anteriores para o fibrado trivial e o
fibrado Tautologico, sao conexdes de Chern com respeito as respectivas métricas utilizadas.
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Exemplo 1.2.13. Para um fibrado holomorfo Hermitiano de linha (£, h) sobre M, num
referencial holomorfo {e*}, a matriz 0, que define a conexao de Chern é tal que:

0, = 0log(fa), (1.2.4)

para f, uma funcao real positiva definida num subconjunto aberto de M dada por f, =

h(e®,e”).

Considere-se F'P o tensor de curvatura associado & conexao de Chern de um fibrado holomorfo
Hermitiano (F, h). Podemos escrever F'P utilizando uma carta de coordenadas holomorfa e
um referencial local em E por

FP = ©je e,

onde (©3) ¢ uma matriz de 2-formas. Note-se que podemos considerar o trago do operador F'”
(no sentido andlogo ao feito na subsegao 1.2.1), que com respeito a um referencial ortonormal
de F é dado por

tr(FP) = hh(FPe; e;) = ©F € AZM.

Entre as principais propriedades para tr(F’ DYy ¢ que ¢ uma (1, 1)-forma real fechada com
respeito a d e 0. Isto nos permite definir a classe de Chern

v—1
a(B) = = [tr(FP)] € Hip(M,R).
O fator 27 é um normalizador para obter uma classe de cohomologia integral, que precisare-

mos depois para relacionar fibrados de linha em CP".

Observagao 1.2.14. Utilizando a teoria de Chern-Weil se mostra que ¢;(F) independe da
escolha da conexao D sobre o fibrado Hermitiano holomorfo (E, h). Assim, ¢;(F) é invariante
para o fibrado E.

Definicao 1.2.15. Para uma variedade complexa M com métrica Hermitiana h, denotamos
por ¢; (M) a classe de Chern do fibrado T'° M respeito a conexao de Chern da métrica h sobre
M

Exemplo 1.2.16. Para um fibrado de linha holomorfo Hermitiano, utilizando a representagao
de Cartan para a curvatura e a expressao (1.2.4), temos localmente que

tr(FP) = FP = 00log(f.).

Para dois fibrados Hermitianos holomorfos (F,h), (G,g) de posto k,[, com conexoes de
Chern D¥ e DF respetivamente, temos as seguintes relacoes
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e Considerando o fibrado Hermitiano holomorfo (£ ® G,h ® g), com conexao de Chern
DF®C obtemos que

1(E®G) =lci(E) + ke (G),

e O fibrado dual (E*,h*), onde h* é a métrica estendida de h, é tal que

C1 (E*) = —Cl(E).

Vamos supor que o leitor sabe um pouco sobre a teoria de Feixes e as suas relagoes
cohomologicas utilizando a cohomologia de Cech. Note-se que para fibrados holomorfos
Hermitianos de linha E, G sobre M, verificamos que E®QG é um fibrado de linha, FQG = GRFE
e que B*® E = O)y. Se consideramos a classe de equivaléncia de fibrados holomorfos de linha,
a menos de isomorfismos, obtemos uma estrutura de um grupo abeliano.

Definigao 1.2.17. Para uma variedade complexa M, definimos o grupo de Picard Pic(M)
como o conjunto de classes de equivaléncia de fibrados de linha holomorfos, médulo isomorfis-
mos.

Em termos de cohomologia de feixes, temos que
Pic(M) = H'(M, Oj),

onde O}, é o feixe de funcoes holomorfas nao nulas sobre M. Estudando o caso especifico
M = CP", dado que a sequéncia exponencial de feixes

0 — Z — Ocpr — Ofpn —> 1
f — eQWf\/TI ’

é uma sequéncia exata curta, podemos estender isto para uma sequéncia exata longa em
cohomologia de Cech:

oo — HYCP", Ocpn) — H(CP", Ofpn) — H*(CP",Z) —> H*(CP", Ocpn) — - - -
Aqui notamos os seguintes pontos:

o H*(CP",Z)x7Z,

o HY(CP",Ocpn) =0,

o H2(CP",Ocpn) = 0.
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O primeiro ponto se mostra utilizando as sequéncias de Mayer-Vietoris, os pontos restantes
podem ser obtidos utilizando o teorema de Dolbeault, para relacionar grupos de cohomologias
de Cech com grupos de cohomologia de Dolbeault, e o teorema de Decomposi¢cao de Hodge.
Isto nos simplifica a sequéncia exata acima para

0 — H'(CP", Ofp.) — H?*(CP",Z) — 0.

Assim, ¢; nés da um um isomorfismo entre H'(CP", Ofp.) e H*(CP",Z). Isto nos fornece
de um isomorfismo entre Pic(CP") e Z dado por

L~ c1(L).

cP!
No exemplo 1.1.14 nés construimos o fibrado Tautologico em CP", denotado por O(—1).
Isto nos permite construir os seguintes fibrados

e O(1) :=0(-1),
e O(d) :=0(1)%",
e O(—d) :=0(d)*.

Assim, utilizando as propriedades de ¢; para fibrados de linha, para todo d € Z

c1(0(d)) = —dcy (O(-1)).

Portanto

[ a0 ==a [ a©-n)

CP!

Com isto, ¢ suficiente calcular a integral [, c1(O(—1)). Pelo feito no Exemplo 1.2.10 temos
que ¢1(O(—1)) = “1[3D1log [v]?], e dado que localmente [v]?> = 1+ |2|?, obtemos que

1 2v/—1r

_ ~ _ _
00log(1 + |2|7) = (FSEBE |z|2)2dz Adz T+ oe

—1 rdrd&
CP!

Com isto, concluimos que para todo d € Z

dr N df.

Assim

/@n e (O(d)) = d.

Portanto Pic(CP™) = {O(d) : d € Z}. Isto implica que cada fibrado em linha holomorfo
L sobre CP™ ¢ isomorfo a algum O(d). Assim, como o fibrado canoénico K¢pn ¢ um fibrado
holomorfo de linha, entéo existe k € Z tal que Kcpn = O(k).
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Proposicao 1.2.18. Em Pic(CP"), o fibrado canénico Kcpr € isomorfo ao fibrado O(—n—1).

Uma prova desse resultado pode ser encontrada em [16] Proposi¢ao 2.4.3. Nosso objetivo
agora ¢ estudar hipersuperficies sobre CP". Para isto, iremos introduzir o conceito de divisor
sobre uma variedade complexa M. Primeiro definimos o que é uma hipersuperficie analitica e
uma hipersupeficie irredutivel.

Definicao 1.2.19. Seja M uma variedade complexa de dimensao complexa n. Uma hipersu-
peficie analitica V' C M é um subconjunto de M tal que para cada ponto p € V existe uma
vizinhanga U C M ao redor de p e uma funcao holomorfa f definida em U tal que os zeros de
f sao o elementos de U N'V.

A defini¢ao acima implica que num ponto p, se existi-re uma funcao holomorfa g definida
em p que se anula em V', entao f divide a g numa vizinhanca de V' ao redor de p. A fungao f
é chamada funcao de definicao de V' e esta é tnica ao menos multiplicacao por uma funcao
diferente de zero em p

Definicao 1.2.20. Uma variedade analitica V' ¢é irredutivel se nao se escreve como uniao de
subvariedades analiticas.

Com isto definimos os divisores

Definicao 1.2.21. Um divisor D de uma variedade complexa M é uma combinacao linear
formal localmente finita

D:Z&i"/ia

onde os a; € Z e os V; sdo hipersupeficies analiticas irredutiveis de M. Denotamos por Div(M)
ao conjunto de divisores de M, que tem naturalmente uma estrutura de grupo abeliano sobre
a adicao.

A condigao de localmente finita é no sentido de que para cada ponto p € M existe uma
vizinhanca U C M ao redor de p tal que intercepta uma quantidade finita de V;’s, e assim
aparecem na soma com coeficientes nao nulos.

Em termos de cohomologia de feixes, temos que

Div(M) = H°(M, M*/O%),

onde O* e M* sao os feixes de fungoes meromorfas e holomorfas nao nulas sobre M,
respectivamente.

Nos obtemos uma correspondéncia entre Div(M) e Pic(M) utilizando o fato que um divisor
D tem relacionadas fungoes meromorfas localmente definidas onde seu quociente é holomorfo.
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Isto nos permite construir um fibrado em linha utilizando dito quociente de fun¢des meromorfas
como fungoes de transi¢do. Assim obtemos um homomorfismo [-] : Div(M) — Pic(M) tal que
para D, D" € Div(M)

[D+ D'] = [D]® [D].

Observagao 1.2.22. Em geral, nos temos uma inclusao de Div(M) sobre Pic(M) dado pela
sequéncia exata curta

1— 0" — O — MM — 1,

que é levado a uma sequéncia exata em cohomologia

H(M, M*) — H°(M, M*/O*) — H'(M,O").
No espaco projetivo CP™ nés temos o seguinte resultado

Proposicao 1.2.23. Para k > 0, o espacgo de se¢oes holomorfas globais do fibrado O(k) é
canonicamente isomorfo ao espago Clxy, ..., T,]i de todos os polindmios homogéneos de grau k.

Isto se mostra utilizando teorema de Hartong (ver |16] para uma demostracao).

Observacao 1.2.24. Lembre-se que uma variedade algébrica é gerada, localmente, pelo
conjunto de zeros de uma familia de polindmios em C|zy, ..., z,].

Teorema 1.2.25 (Teorema de Chow). Toda subvariedade analitica de CP™ € uma variedade
algébrica.

Este teorema nos diz que a funcao de definicao para uma variedade analitica irredutivel
V' é um polinémio irredutivel p de um certo grau d. Assim, em CP" para que V esteja
bem definida, o polinémios p tem que ser um polinémio homogéneo de grau d. Por outra
parte consideramos o fibrado O(d), pela Proposigao 1.2.23, podemos considerar um polindémio
homogéneo ¢ de grau d como se¢ao de O(d). Considerando o polinémio F' = p/q, vemos que é
uma fun¢ao meromorfa global. Se vemos V' como um divisor e consideramos o fibrado em linha
[V'] associado, obtemos entao que F' é uma fungao meromorfa global que é se¢ao do fibrado
[V] ® O(—d); assim deve ser isomorfo ao fibrado trivial. Com isto, temos que em Pic(M) a
classe de equivaléncia gerada pelo fibrado O(d) é a mesma que a classe gerada pelos fibrados
associados as hipersuperficies de grau d.

Nosso objetivo agora ¢é relacionar os fibrados candnicos de CP™ com suas hipersupeficies
irredutiveis. Para isto, precisamos do seguinte

Definicao 1.2.26. Seja M uma variedade complexa e V' C M uma hipersupeficie. Definimos
o fibrado normal Ny como:

Tl,OMlv
M= oy

Com isto, definimos o fibrado conormal como N7;.
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Note-se que como TH°M e THOV sao fibrados holomorfos, entdao Ny é um fibrado holomorfo.
Utilizando isto, se pode mostrar o seguinte

Teorema 1.2.27 (Formulas de Adjunc¢ao.). Para uma hipersupeficie irredutivel V- de CP™
obtemos as sequintes formulas:

o Ny =I[-V]v,
[ ] KV = (K(C[pn ® [V])|V
Como todo o trabalho feito até agora obtemos o resultado principal desta subsegao:
Proposicao 1.2.28. Para V uma hipersupeficie de grau d sobre CP™, o fibrado canodnico de
V' € tal que
Prova.
Pela formula de Adjuncao temos que

Ky = (Kepn @ [V])|v
Como V' & uma hipersupeficie de grau d, entao pelo feito acima, obtemos que [V] = O(d).
Assim, dado que Kcprn = O(—n — 1)
Ky = (0(—n—-1)®0(d))|x
= O(—n—1+d)|v.
O

Observagao 1.2.29. Se a hipersupeficie é de grau d = n + 1, entao o fibrado canénico Ky é
isomorfo ao fibrado holomorfo trivial.

1.2.4 Teoria de Hodge em Geometria Hermitiana

Seja M uma variedade complexa com um produto Hermitiano h. Considere-se os fibrados
APIM e seja (-, ) o produto hermitiano definido pela extensao de h para aquele fibrado. Nos
obtemos uma relagao entre os fibrados APYM e A" P90 dada pelo isomorfismo de fibrados
x 1 APIM — A"P"=9)M definido por

(o, B)dvol = a N\ %[5, (1.2.5)

com a, 3 € AP4M. O isomorfismo * é bem definido notando que os produtos («, 5)dvol e
a Ay, como a, 3 € APIM e v € A""P" 1) sao nao degenerados, no sentido de que para todo
«a diferente de 0 existem [ e 7 tais que (o, 5) # 0 e a Ay # 0, respectivamente.
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A primeira propriedade que notamos para * ¢ que para f € C®(M, C), x(fa) = f(xa), pois
temos que

aAx(fB) = (a, fB)dvol = fla, B)dvol = f(a N *B) = a A (f(x5)).
Utilizando o fato que o produto a A v é nao degenerado, obtemos o desejado. Com isto
mostramos o seguinte

Proposigao 1.2.30. Para 8 € EP4(M,C) :

28 = (-1,

Prova.

Isto sera feito pontualmente. Seja x € T, M, e considere-se {e1, ..., €, eny1 = J(€1), ..., €2, =
J(e,)} uma base ortonormal para T, M, e assim temos uma base ortonormal {e, ..., e*"} para
T*M. Utilizando isto, construfimos uma base ortonormal para a fibra em x do fibrado T1°M
dada por {¢/ = 1/2(e; + v/—1J(e;))}, isto nos fornece de uma base para a fibra em z do
fibrado A'°M dada por {¢; = ¢/ + v/—1e/*"}. Note-se que |¢;| = v/2. Se consideramos o
fibrado APYM, vemos que uma fibra no ponto x é gerada por elementos da forma

(pIJ:()Oil/\.'./\()in/\@Ji‘.'/\@jq?

para [ = {1 <i; < --- <i,<npeJ ={1<j <---<j, <n}. Assim, ¢ suficiente
mostrar o resultado para cada elemento da base. Utilizando a equagao (1.2.5) e o fato de que

—1 "
dUOl=< 7) O1L N NOp NP1+ N\ P,

obtemos que

2 _2n—p—gq _ _
wpl ! = (V=1)"es27 72 oy Ao Ny NGy ANy

onde I" = {1,..,n}/I e J ={1,..,n}/J e €; é o produto das permutagoes de {I,J}
{I',J'} para {1,...,n}. Assim aplicando * de novo e utilizando a sesqui-linearidade de x

() = x(xp")
2 _2n—p— _ _
— Z')’LZEIJ2 213 q *(Sol/lA"'A(pl%_piji'..Aw];_q)
——— 2n—p— 2n—(n+q)—(n+p) _ _
= (\/ —l)nQGIJQ#(\/—1)”2611‘1/2%@,‘1 VANRERWAN Pi, AN ©Yj1 A\ Piq
= (V=D lersersen A Aps, A@gy - A @,

= €1 jeryPi, /\/\(plp /\@Jl /\@jq

Dado que €75¢77 = (—1)PT9, concluimos que x*(p!7) = (—1)PFap!/
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O

Nos queremos encontrar algumas propriedades na nossa variedade M utilizando *. Seja

{pin} (a,ﬁ):/Mm,ﬁ)dvol. (1.2.6)

Dado que M é uma variedade compacta, (-,-) define uma norma Ly em EP¢(M,C). Assim
se a € EPTY(M,C) e B € EP1(M, C), consideremos:

(i_ﬂa,ﬁ):/M(éoz,@dvol:/Méa/\*ﬁ.

Notemos que B B B
I AxB) =da A3+ (=1)PT Ta A D * B,

entao
{eq:1} (Oa, B) = / O(a A *f) + (—1)p+q/ aNOxf. (1.2.7)
M M
Como d = 3 em E™" LM, C), d(a A *B) = d(a A *3). Dado que M é uma variedade sem
bordo, aplicando o teorema de Stokes

{eq:2} / d(a A xB) =0. (1.2.8)
M

Por outro lado, como 0 x 3 € An—pn—atl
{eq:3}  ##(9xf) = (~1)"PHTIN (G4 §) = (<1 % §) = —(—1)PTD x B). (1.2.9)

Substituindo (1.2.8) e (1.2.9) em (1.2.7)

(5(1,5)2/}\4@/\*(—*8*6):(04,—*5*5).

Denotemos por 0* ao operador — % 0%, ele é chamado operador adjunto formal de 9. O
operador 0* nao é um operador adjunto no sentido de espacos de Hilbert, ele é obtido somente
por propriedades geométricas. De forma similar obtemos operadores adjuntos formais para 0,
d e d° dados por

O"'=—x%x0x , d"'=—xdx
respectivamente. Isso nos permite definir os operadores Laplacianos de Hodge dados por
Ay = —dd* —d'd , Ny:=-00"—00 , Ng:=—-00"— 0.

Observagao 1.2.31. Esta notacao é nao padrao, nos ajuda a evitar carregar um sinal — nos
calculos locais e pontuais.
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Notemos que para f € C®(M), Ayf = —0*0f, pois O*f = 0. Por outra parte, para
a € E%(M,C), localmente temos que:

O = —gkiﬁka; — &;@gki.

Como Of localmente & Oy fdz!, entdo

LG} Asf = —0°9f = —° (&lfdzf) — MO0 f + Orf (akgkf) . (1.2.10)

Exemplo 1.2.32. Consideremos C" com carta de coordenadas (z',y', ..., 2", y") e métrica
canoénica g. Podemos construir uma carta de coordenadas (2%, ..., 2") com z* = 2% + /—1¢y/*
de tal forma que {0, ...,0p, 01, ..., 05 } forma uma base para la complexificacao T'C{, onde

1/ 0 0
=3 (3~ T)

~ 2\ 0ak

1 0 0
%= (g Vo)

dak

Logo podemos estender g para TcC" e obter que

1
gkl = 9(31:,&1) = 552

Com isto

gkl— = 25,2.

Assim para uma funcao f : C" — R localmente temos que:

Asf =2) 0,
k

. 1 <& 82f 82f
Mof =352, (a<xk>2 " a(yk)Q) '

k=1

Essa ultima expressao ¢é igual (a0 menos uma constante) ao operador laplaciano A definido
em C". Dai bem a nossa intuicao de generalizar aquele operador dessa forma.

E bem conhecido que a equacdo de Laplace Au = 0 tem sido muito estudada ao longo do
tempo. Existem muitas ferramentas que dao existéncia, unicidade e regularidade (suavidade)
de solugbes. Isso nos da um indicio do potencial que pode ter a teoria de Hodge. Os resultados

a partir de agora serao feitos para o operador 0, mas também sao verificados para os operadores
deo.
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Definigao 1.2.33. Uma forma ¢ € EP7(M, C) é chamada harménica se Azi) = 0. O conjunto
das formas harmonicas em (M, C) é denotado por 3.

No fundo nés estamos interessados no nicleo dos operadores Laplacianos de Hodge. Uma
caracterizagao de formas harmonicas é dada por

Proposicao 1.2.34. Uma forma o € EP1(M,C) e Az-harménica se e somente se Oa =

0" a = 0.
Prova. B
Suponha que « é J-harmoénica. Assim considerando (Aga, o) obtemos que

0 = (Aja,q)
= —(00*a, ) — (0*0a, a)
= —(0*a,0%a) — (0a, da)
= —llo*all® —loal*.
Assim ||0*a|| = ||0a|| = 0, e portanto, 0*a = da = 0.

Suponha agora que do = 0"« = 0. Aplicando 0* a Ja e 9 a 0*« obtemos que

00fa=0 , 00a=0.
Somando isso concluimos que Aza = 0. Portanto a é d-harménica.

0

Proposicao 1.2.35. Seja (M,w) uma variedade complexa Hermitiana compacta e coneza.
Toda fungao f € C°(M) tal que Agf =0 é constante.

Prova.

Como Agf = 0, pela Proposicao 1.2.34 temos que |[0f|| = 0. Assim f é uma funcio
holomorfa. Como que M é uma variedade compacta, cada funcao holomorfa f : M — C é
continua, e em particular atinge um maximo em algum ponto p € M. Se (U;, ;) é uma carta
de coordenadas holomorfa ao redor de p, entdo f o ¢; ' é localmente constante pelo principio
de méximo aplicado em ¢;(U;) C C*. Como M é conexa e f continua, concluimos que f é
constante em M.

O

Teorema 1.2.36 (Teorema de Hodge). Seja M uma variedade complexa com uma métrica
Hermitiana h. Entdo para o Laplaciano Ag : EPU(M,C) — EPU(M,C) temos que o espago de
(p, q)-formas holomorfas ,%%p’q € de dimensao finita e existem o operador projecao harmonica
Hp : EPUYM,C) — AT e o operador de Green G : EPY(M,C) — EP9(M,C) tais que

e G age como inverso de Ay sobre o complemento ortogonal (2N, com respeito a

d
normal L?, definida pela métrica h.
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o Iderape) = Hp+ D50 G =Hy+GoAy,

e )oG=Goded oG =Go0".

A prova deste resultado é complexa, pois se precisam da teoria de espacos de Sobolev via
transformadas de Fourier sobre variedades junto com analise funcional e algumas estimativas.
Uma prova pode ser encontrada em [13](pag. 84).

Proposicao 1.2.37. Para a € EP1(M,C)

H5(0a) =0 , Hz0"a)=0.

Prova. B
Pelo Teorema 1.2.36 aplicado a da

Aplicando o produto (1.2.6)

(O, H(0ar)) = || H(0)||* — (AgG5(0ar), Hp(0ev)).

Como Hy(da) é uma forma harménica, pela Proposicdo 1.2.34 temos que 9*Hy(da) = 0.
Assim, utilizando o anterior junto com o fato de que Ag = A% e que AgHy(5) =0

(Oar, Hy(0av)) = (v, 0" H(0ar)) = 0,
(A5G5(0a), Hp(0a)) = (Ga(0ar), AgHp(dev)) = 0.
Assim [|Hy(9a)|| = 0. Portanto, Hz(dcr) = 0. Por uma prova essencialmente igual se mostra

que Hz(0*a) = 0.
0J

Observagao 1.2.38. Este resultado se verifica para d e 0 de forma semelhante.

1.3 Geometria de Kahler

Seja M uma variedade complexa com estrutura complexa J. Nos queremos estudar métricas
Riemannianas que sao compativeis com a estrutura complexa.
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Definicao 1.3.1. Uma métrica Riemanniana ¢ sobre M é Hermitiana respeito & estrutura
complexa J se g(J-,J-) = ¢g(+,-). Em outras palavras, J deve ser uma transformagao ortogonal
em cada espaco tangente

Observagao 1.3.2. A palavra Hermitiana neste contexto é sobre métricas Riemannianas
J-invariantes, nao Hermitiana no sentido de um produto skew-linear sobre uma fibrado
complexo.

Vamos supor que g é uma métrica Hermitiana, e consideremos w(-,-) = g(J-, ). Dado que ¢
¢ uma forma bilinear simétrica e uma métrica Hermitiana, obtemos as seguintes propriedades

para w: Para XY € TM e fi, fo € C°(M,R)
o w(JX,JY) = w(X,Y),
o W(X,Y) = —w(Y, X),
o W(fiX, [Y) = [ifaw(X,Y).
Assim, w é uma 2-forma que é invariante por J.

Definicao 1.3.3. Uma métrica Hermitiana g é uma métrica de Kéhler se a forma w associada
a g é tal que dw = 0. A forma w é chamada forma de Kéhler, mas chamaremos indiferentemente
de métrica de Kahler para nao mencionar g.

Definicao 1.3.4. Uma variedade complexa M é chamada uma variedade de tipo Kéahler se M
admite uma métrica de Kéhler. Denotamos por (M,w) uma variedade de Kéhler com forma
de Kéhler w, e chamamos a classe de cohomologia definida pela métrica de Kéhler w como
classe de Kéahler de w.

Observagao 1.3.5. Note-se que a notagao (M,w) inclui uma estrutura complexa J para M
junto com uma métrica Hermitiana g respeito a J sobre M.

Exemplo 1.3.6 (Métrica de Fubini-Study). Seja CP" = U?_,U; a cobertura dada no Exemplo
1.1.3, e

(Zo:- 1 Zy] — <§—‘;,..., %, 7%)

Assim, podemos definir

Primeiro vamos mostrar que w; UinU; = Wjlu;nu;, 1Sto nos diz que w; é uma representacao
local de uma forma global. Isto se obtém notando que
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) -l
(Ef) ()

e o fato de que 90 10g(|%|2) =0 em U; N U;. Com isto obtemos uma (1, 1)-forma global wgg
tal que localmente em UZ-Z é igual a w;. Pela representacao local de wpg temos que wrps = Wrg
e que wrg € uma (1, 1)-forma d-fechada. Uma propriedade menos evidente é que wpg é uma
(1,1)-forma positiva definida. Verificamos isto localmente em cada U;; note-se que

d0log | 1+ wi?| = -
( 2| ') S ST (R SR

1
(1+ 20 [wif?)? 2.0

com hi; = (14> |w;|?)d;; —w;w;. A matriz (hy;) é positiva definida, pois para u # 0 utilizando

a inequagao de Cauchy-Schwarz para o produto Hermitiano padrao (-,-) em C"

i

log (i ?
1=0

]

ut (hi)i = (u,u) + (w,w)(u,u) — [(w,v)]* >0

Nas seguintes se¢oes desenvolveremos consequéncias geométricas e analiticas das métricas
de Kéhler. Por enquanto estudaremos localmente g e w quando estendemos g para o fibrado
tangente complexo.

Proposicao 1.3.7. A extensao da métrica Hermitiana g para o fibrado tangente complexo é
tal que

g(THM, T M) = g(T™ M, T*' M) = 0.

Prova.
Seja X, Y € T%'M. Dado que JZ = v/—1Z para todo Z € T%' M, utilizando o fato de que
g ¢ uma métrica Hermitiana

9(X,Y) = g(JX,JY) = (V=1)’g(X,Y) = —g(X,Y)

Assim, ¢(X,Y) = 0 para todo X,Y € T'"'M. Portanto g(T*°M,T*°*M) = 0. Por um
argumento similar se mostra que g(T%*M, T%' M) = 0.
O

Assim g em Tz M nao é mais uma métrica, mas podemos considerar uma métrica Hermitiana
h sobre o fibrado T M definida por
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R(X,Y)=g(X,Y).

Em carta de coordenadas holomorfas, consideremos

g 0 g 0
9ik = 9 %’ﬁ v 9k = 9 @,% .

Como g ¢ uma forma bilinear simétrica, na extensao g,z = g, ¢ dizer (g;;) ¢ uma matriz
Hermitiana. Isto nos permite escrever g e h localmente como

9= g;i(dz? ® dz" + dz" ® d27),
h = gzds ®dz".

Observagao 1.3.8. A extensao da métrica g é denotada por g, para nao sobrecarregar a
notacao.

Com isto, estendendo w, utilizando o fato de que J (%) = \/—1% eJ (%) = ‘/_18%’“ e
a Proposicao 1.3.7, obtemos localmente que ¢é representada por:

w=1+v-1 Zgj,;dzj A dz".

j?k‘
Assim w é uma (1, 1)-forma real.

Defini¢ao 1.3.9. Uma (1, 1)-forma a sobre M & positiva (resp. negativa) se

—v—la(v,v) >0 (resp. <0) , comwv e TOM
Proposicao 1.3.10. A forma de Kdhler w € uma (1, 1)-forma positiva.

Prova.

Para isto é suficiente mostrar que para X € I'(T*M), —v/—1w(X,X) = g(X,X) >0 e
igual a 0 somente se X = 0. Isto se mostra direitamente do fato de que h é uma métrica
Hermitiana.

|

Notemos que para qualquer variedade complexa (M, g), J induz uma orientagao para M.
Assim, para variedades de Kéhler (M, g) temos a existéncia de uma forma de volume dvol,
que pode ser representada em termos de w.

Proposicao 1.3.11. Para uma variedade complexa M com forma de Kdhler w, a forma de
volume dvol de M € tal que

n

dvol = w_
n!
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Prova.
Seja p € M. Consideremos {e, ..., €3, } uma base ortonormal para 7,,M respeito a métrica
g tal que Je,,_, = ey e Jey; = —ep;_1. Assim, seja {e',...,e*"} a base dual, isto gera o espago

Ty M. Com respeito a essa base temos que

n
w = E 21N e,
j=1

Assim,

wh = ( i1€2i1_1/\€2i1)/\“'/\(

= nlel A--- A2

_e2in=L A g2in)

in

Dado que dvol = e A --- A €**, concluimos o resultado.

1.3.1 Equivaléncias da Condigao de Kahler

Seja M uma variedade de Kéhler com métrica de Kéahler w, lembrando que dw = 0. Esta
condicao global pode ser reinterpretado localmente por

{P122}
Proposicao 1.3.12. Uma métrica w sobre M é de Kdihler se e somente se
9% 99k
IE = 1.3.1
(IEQ 07! 027 ( )
Prova.
Notemos que:
do = VTY 5 gfkdz N N+ VTS gjkd i\ d2 A dEE
y]k ,jk
ag agz ) i =
o123 = VALY (G - g ) e s (132
1<j
agjfc agﬁ i i _k
\ﬁ_l;gﬂ(ay -S04z p i

Suponha-se que g ¢ uma métrica de Kéhler, assim dw = 0. Por isto, cada coeficiente de
(1.3.2) se anula, e assim se verifica a condigao (1.3.1). Reciprocamente, Suponha-se que

agjl_c _ 99
0zt 077
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Aplicando as propriedades de conjugacao e o anterior

ang _ 89k§ _ agz‘j _ agﬁ
0z 0zt 02k 0zZF
Substituindo isto em (1.3.2) obtemos que dw = 0. Por tanto w é uma métrica de Kéhler.
U

Isto nos da uma primeira equivaléncia local para a condicao de Kahler. Uma equivaléncia
mais pratica na hora de fazer calculos pontuais, que sera de vital importancia no resto do
manuscrito, dada pela seguinte proposicao

{TCN}
Proposicao 1.3.13. Seja M uma variedade complexa com métrica Hermitiana g. Assim, g
uma métrica de Kdhler se, e somente se, ao redor de cada ponto p € M podemos escolher
coordenadas holomorfas 2, ..., 2" tais que as componentes de g em p satisfazem
0 0
{p122} 9rp) = e 55955(p) = 59;r(p) =0, (1.3.3)

onde 0j; € a matriz identidade. FEste tipo de carta de coordenadas € chamado carta de
coordenadas holomorfos normais.

Prova.

Notemos que (1.3.3) aplicando a expansao de Taylor é equivalente a que a forma de Kéhler
se escreve como

w=V=1Y_ (6;5+0(2%)) dz’ A dZ*
g,k

onde O (]z|*) denota os termos que sdao de decrescimento quadrético em z%, z'. Primeiro
escolhemos coordenadas w* tais que

{p1221} w=v-1)" <6jk + ) (apw’ + ago') + O (W)) dw’ A dw" (1.3.4)
jk l
Agora definimos novas coordenadas 2* numa pequena vizinhanca na origem que satisfaz

) . 1 .
w'= 2" — 3 E bijkzjzk
Jisk

Para alguns coeficientes b;j; tais que b;j = bjj. Entao

dw® = dz' — Z bijkzjdzk

j?k
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Substituindo o troco de varidveis

w=+v-1 Z <5jk + Z (a2 + a2t — buyz' — b?') + O (|z|2)> dz? A dzF
ik 1

Como g ¢ uma métrica de Kahler, pela Proposicao 1.3.12 e (1.3.4), temos que a;5; = 13
assim definimos by; := a;;, € obtemos

a5k = Q5 = bk

Portanto todos os termos lineares se cancelam e obtemos o resultado. Agora suponha-se
que em cada ponto p temos coordenadas holomorfas normais. Assim, para cada ponto p € M
existem coordenadas holomorfas normais tais que

0 0
%%’E(m = @gﬂ%(?) = 0.

Utilizando (1.3.2) obtemos que dw(p) = 0. Dado que obtemos isto para p arbitrario,
concluimos que w é uma métrica de Kéahler.
]

A terceira e ultima equivaléncia é um pouco menos evidente, mas sera de vital importancia
para entender como interage J com a conexao de Levi-Civita de g. Para isto, precisamos
primeiro de seguinte resultado

Lema 1.3.14. Seja M uma variedade 2n-dimensional com estrutura quase-complexa J. Seja
g uma métrica Hermitiana respeito a J e seja w a 2-forma associada a g e J. Entao para

X,Y,Z € T(TM)
dw(JX,Y, Z) + dw(X, JY, Z) = 2¢(JY, (V2J)X) — g(N,(X,Y), Z), (1.3.5)

onde V € a conexao de Levi-Civita da métrica g estendida para o fibrado End(T'M).

Este resultado é facil de mostrar utilizando as seguintes expressoes

(V)X = V2(JX) — J(V;X),

dw(X,Y,Z) = Xw(Y,Z)—-Yw(X,Z)+ Zw(X,Y)
_w([X7Y]7Z)+w([X7Z]’Y)_w([}/vZ]vX)'

e lembrando que N; é o tensor de Nijenhuis associado a estrutura quase-complexa J. Dado
que estamos trabalhando em variedades complexas, N; = 0. Assim (1.3.5) é um pouco mais
simples, pois o fator g(N;(X,Y), Z) = 0. Portanto obtemos a terceira equivaléncia da condic¢ao
de Kéhler.
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Proposicao 1.3.15. Seja M uma variedade complexa com estrutura complexa J e métrica
Hermitiana g. Entdo a forma w associada a g e J € tal que dw = 0 se, e somente se, VJ =0,
onde V € a extensdo da conexdo de Levi-Civita para g sobre o fibrado End(TM).

Prova.
Suponha-se primeiro que dw = 0; assim por (1.3.5) obtemos que
g(JY, (VzJ)X)=0 paratodo X,Y,Z € TM.
Isto implica que V.J = 0. Por outra parte, vamos supor que V.J = 0; assim por 1.3.5 temos
que
dw(JX,Y, Z) + dw(X,JY,Z) =0 paratodo X,Y,Z € TM.
Avaliando em JX,Y, Z obtemos que

dw(X,Y,Z) = —dw(JX,JY,Z) paratodo X,Y,Z € TM.
Por outra parte, dado que w é J invariante, entao dw(JX, JY, Z) = dw(X,Y, Z). Juntando
isto obtemos que
dw(X,Y,Z) = —dw(X,Y,Z) paratodo X,Y,Z € TM

Portanto dw = 0, é assim w é uma métrica de Kéhler.

1.3.2 Propriedades Geométricas das Variedades de Kahler

Seja M uma variedade de Kéahler com métrica w. Sabemos que w vem de uma métrica
Hermitiana g sobre M. Assim, consideremos V a conexao de Levi-Civita de g, e estendamos-la,
por bilinearidade complexa, para uma conexao no fibrado complexo T-M. Lembremos que, em
carta de coordenadas holomorfas 2!, ..., 2", as fibras de Tc M estao geradas por os elementos

da forma
o 1/ 0 ) o 1[0 9
92 2 (axi -V _1ayi) 9z 2 (axi L _1ayi) ’

Aqui nos utilizaremos a seguinte notagao

9, 9,
C 0z (9;—8?.

Dado que w é uma métrica de Kéhler, entao V.JJ = 0. Assim, obtemos que

0 0 0

Vi=Vauo: , Vi=Vyuz , 0
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Com isto obtemos que Vja;; € TYOM e entao podemos definir os simbolos de Christoffel
re %k por
Vji =T, 0
Ok ik g
Pela mesma razao V- 37 € TYOM; e por um argumento similar obtemos que Vi3 k c T M
e Vjzz € T"'M. No entanto ja que V é livre de torsao

0 0
Vigs = Viga

Com isto temos que V72 e Vi5% pertencem a T'°M NT%!'M, ou seja, eles zeram. Além
disso, dado que para cada tensor 7', V,;T" = V;T , concluimos que a conexao V esta totalmente
determinada pelos coeficientes F;k Note-se que

i i ¢ — Tt
gk = tkioo e =15k
Dado que temos completamente determinada a conexao V em Tz M, podemos estendé-la
para A{M utilizando a defini¢ao de uma conexao para o espago dual, que satisfaz

) () = o(o () -+ (5()
= —dz* <P;Z. 825)

= _rk.

De forma similar se mostra que V;dz* ( ) = 0. Assim

dezk = —Ffidzi.
Por outra parte temos que V;dz"* = Vjdz? = 0. Com isto, podemos aplica derivada
covariante sobre qualquer espaco tensorial de Tz M.

Exemplo 1.3.16 (Calculo de Ricci). Seja a;;dz' ®dz’. Podemos calcular a derivada covariante
deste tensor utilizando a conexao V sobre o fibrado Af ® Af. Por exemplo,

Vilagdz' @ dz7) = (Opa;;)dz' @ dZ7 + a;5(Vpdz') @ d77 + a;3dz" @ (Vd7),
= ((%az;)dz ® de — a; _dzl ® (ngdil),
(31—,6% ZFJ )dZ ® dZ‘j
Escrevemos sucintamente como
Vpaij = a,—,aij - (I/ZZ’F;Z

De forma geral esta ideia é levada para representar a derivada covariante de um tensor
qualquer.
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{CSELC}
Lema 1.3.17. Em termos de g;; os simbolos de Christoffel sao dados por
Tl = 9" 0504
onde g™ ¢ a componente (i,1) da matriz inversa de (9;%)-

Prova.
Lembremos que

g = gul(dz" ® dz' + dz' @ d=").

Dado que g é compativel com a métrica Hermitiana g, Vg = 0. Assim, por um lado

ng =0.

Por outra parte, localmente utilizando V como no exemplo anterior

Vig = (0;g4 — gallyp) (dz" @ dZ' + dZ' @ dz").

Assim gil-F;k = 0;g,;. Utilizando um argumento matricial se conclui que Fék = g0, g,
O
Dado que V é uma conexao em T M, consideramos o tensor de curvatura R desta conexao.
Como VJ = 0, temos que Rxy 82 € TN e Ryy 82 € T%'M. Por outra parte, como R
¢ um tensor em todas as suas entradas, ele localmente esta determinado pela avaliacao nas
diregoes dadas pela carta holomorfa.

Primeiro notamos que Rakal% = 0. Dado que R é um tensor, podemos mostrar isto
pontualmente. Seja p € M; pela Proposicao 1.3.13 encolhemos uma carta de coordenadas
holomorfas normais ao redor de p, que sao tais que 9;9,5(p) = 0;9;5(p) = 0. Por outra parte

note-se que
0 o,
- = Fj-—.
vkvl@z’ Vi ( ll@zﬂ)
! . )
= (Ohly) 55 +TuVig 5

_ iy 0
= (OWTy; +T3TY,) e
Assim R@kal% = (&J‘{i — 8;1"@)%. Pelo Lema 1.3.17 temos que
6kr{i - 81F£i = 3k(9j t_algit‘) -0 (gj IE5’1@91'{)
= (hg)0git + P (Ok01git) — (019" Okgiz — ¢ (DiOkgit)
= (Ohg"")09it — (0197 Ok git
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Como em p as derivadas da métrica se anulam, obtemos que 0;I'J, — 9,I'}. = 0. Portanto
em p, Rakal% = 0, e dado que o ponto p é arbitrario, concluimos que Raxﬁz% = 0. Por um
argumento similar se mostra que Ry_ g, 03' =0.

Por outra parte temos que Rak@l,% = —RalaE%. Assim, o tensor de curvatura R é
totalmente determinado pelos coeficientes de Rakal—%, que escrevemos como:

) 0
R — Jo_
Rowog 7 = Bvig -

{EDC} , .
Lema 1.3.18. Em termos de Iy, os coeficientes do tensor de curvatura Ry sao dados por

Rijki = _571%1--

Prova.
Por um lado temos que

o 0

Roog s = Rivig;

Por outra parte

Roos = (ViVi—ViVi) 2

977
= —Vl‘vk%
= -V (Fii%)
= (_afrii>% - Piivf%
= (_8irii)%
Comparando coeficientes concluimos que R/ ;; = —(()Z*Fii
OJ
Com isto podemos calcular os coeficientes da conexao no fibrado cotangente complexo como
segue
Roodz’ = —Vi(=T,dz7)
= O},;d2 + T, Vid2
= of,;d2
= —Rj'yd

Assim, os tensores de curvatura de todos os campos tensoriais definidos partindo de Tt M
estao totalmente determinados pelos coeficientes R;";;. Com isto, seja

0
szkzz =g (Rakal%a 85) = gszﬁk[.
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{CC2E}
Lema 1.3.19. Em termos de g;; podemos escrever Rz como
R = —O0k0p9;5 + gpq(akgiq)(aigp3)~
Prova.
Pelos Lemas 1.3.18 e 1.3.17 obtemos que
R = gpi R4,
= —95007%,
= —95;01(9"0k3iq),
= —9,;(019"")(Okgia) — 9p; 9" 010k 3iq.
Dado que g,;9"7 = 67, onde (05) = Id, obtemos que 9;(g,;9"?) = 0. Assim
(919,5) 97 = —9,7(91™).
Utilizando um argumento matricial obtemos que
() g™ = — 9" (Orgni) 9" (1.3.6)

substituindo na expressao do comecgo

Rt = —9p7(—9""(0i917)9") (Okgiq) — 010i0kgiq.
= 0%9"(Orgni) (Ongiq) — O10k3i5,
= 9"(019n;)(OrGiq) — OrOkGi;-
Reordenando e nomeando os indices obtemos o resultado.

|
Por fins ilustrativos, faremos a prova do seguinte Lema em coordenadas, mas isto pode ser
demonstrado utilizando a segunda identidade de Bianchi dada na subsecao 1.2.2.
{PCK}
Lema 1.3.20. O tensor R € tal que

Rz‘jki = Rka'l' = Ril‘k} = Rkl‘ija
VR = ViR 50

Prova.

As primeiras equagoes se mostram utilizando a Proposi¢ao 1.3.12 junto com o Lema 1.3.19
de forma direita. Para a ultima equagao precisamos calcular explicitamente. Aplicando a
derivada covariante temos que

o o _ _Ts _ _Is
VpRijkl - apRijkl - stklrpi - Rijslrpk:
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Utilizando os Lemas 1.3.17 e 1.3.19 junto com a Proposi¢ao 1.3.12 obtemos que
OpRijii = —0,0k01915 — 9™ 9™ (0900 (095) (919:5) + 9 (0p0k9:5) (D197) + 9% (Okg:5) (0p0y9.5)-

Rzl = 9% (019,0)(0:01965) — 99N (Dig0a) (Orgy) (D195

Calculando agora V; R, utilizando a Proposigao 1.3.12 e notando que I';, = I';,, concluimos
que VpRﬁk:i = V’LRpjk’Z
l
Utilizando R;3;; definimos
{RC} R = ¢" Ry (1.3.7)

{EPCdR}
Lema 1.3.21. Para uwma variedade de Kdihler (M,w), em carta de coordenadas cada R;; se

exrpressa como:

R;; = —0;0; log det(gyq)-

Prova.
Primeiro, lembremos que para uma matriz A(z)

Bidet(A(t)) = A)tr(A(t) 1 (D,A(L)).

Utilizando isto, junto com os Lemas 1.3.17 e 1.3.18 obtemos que

—0,05logdet(gy7) = —05(9"0igpq)
— o1,
= Rppﬁ
Por outra parte, utilizando o Lema 1.3.20 e a definicao dos coeficientes R,;;;, obtemos que
Rz'j = gkiRiij

= gk[sz?;j

= gMg Rt

= Opglti%;

= Rkkij

Portanto R;; = —0;0; log det(gpg).
O
Propriedade imediata disto é que R_j; = R;;. Lembremos que para uma variedade Riemanni-
ana podemos considerar r o tensor de Ricci. Dado que tanto a métrica g como a conexao V
sao estendidas para T M, podemos estender a definicao de r utilizando a conexao estendida e
calculando o trago respeito & g lembrando que na extensao nao ¢ mais uma métrica. Assim
localmente em carta de coordenadas
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’T‘(X, Y) = tI’{Z — RZXY}
= g g(RaxY,0) + d"g(RaxY, 0) + ¢*9(RaxY, 0) + g*g(RaxY, 0f),
= ¢"9(Rx0,00,Y) + ¢"9(Rx5,0r,Y) + g"9(Rx5,05,Y) + g*g(Rxo,05, V).

onde na ultima igualdade utilizamos as simatrias do tensor de curvatura (ver se¢ao 1.2.1).Note-
se que os fatores g* e g* sdo nulos, assim

r(X,Y) = g"g(Rxo,00, Y) + 6" 9(Rx5,05, Y).

Por outro lado, para X,Y € THM ou X,Y € T%'M, temos que r(X,Y) = 0, pois g se
anula nesses espacos. Assim, localmente r, é determinado por 7(0;, ;) e r(0;, 9;). Calculando,
noés temos:

r(0;,0;) = (Raaﬂk,@j)ﬂLg '9(Ro,0,05, 05)
=g Q(Raiaﬁkaa})
= gk[Rkjif
= gkl_Riij
- R
r(0:,0;) = g"g(Ro.0,0k,0;) + 9" g(Ro.0,05, 0;)
= 9 (R 0,0k, 0 ;)
= g"g(Ro,5,0k, 05)
= gkleﬁz’
= gkiRz‘ij
= Ry
— R

Assim localmente o tensor r é escrito como:
r = Rgdz' ®@dZ 4+ R;zdz' @ d
= R;(dz' ®@dZ +d7 @ dz")
Com esta expressao, podemos definir o seguinte
Definicao 1.3.22. Seja (M,w) uma variedade de Kahler. Entao definimos a (1, 1)-forma de

Ricci Ric(w) associada & forma w como

Ric(w) :=r(J-, ),
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onde r é o tensor de Ricei associado & conexao de Levi-Civita da métrica w.

Utilizando o Lema 1.3.21, e o fato de que dz/ o J = /—1dz’ e dz/ o J = —\/—1d%’, podemos
escrever Ric(w) como
Ric(w) = V—1R;dz' AdZ
= —/—190logdet(g;z)

Observagao 1.3.23. Em alguns textos det(g;z) é denotado por TT,L identificando R com o
espago de 2n-formas.

Assim obtemos que Ric(w) é uma (1, 1)-forma real d-fechada e 0-fechada. Portanto define
uma classe de cohomologia em H3,(M,R) e Hé’l(M, R).

Em contraste, com os célculos feitos até agora, podemos obter Ric(w) por outros meios.
Para isto, lembremos da métrica Hermitiana h, sobre o fibrado T'°M, dada por

h(Xv Y) = g(X,Y),

onde X, Y € T"OM. Se utilizamos a conexao de Levi-Civita V sobre (M, g), e por linearidade
complexa estendemos V para Te M, vemos que dita conexao em TH°M é a conexao de Chern
da métrica h. Com isto, temos que o tensor de curvatura F'V no fibrado T"°M é o mesmo
que o tensor de curvatura R em (M, g) estendido para TcM que definimos antes, mas restrito
para THOM. Assim, obtemos a (1, 1)-forma

tr(FY) = W h(FYV 8y, 8)),
determinada pelos valores da forma tr(FV)(9;, 85), que explicitamente sdo dados por
tr(FV)(0;,0;) = hkl’h(Fgajak,a,)
= g"9(F,,0, )
= gkl_Rkl_ij
= gkiRijkf
= Rj.

Assim
tr(FY) = R;dz" A d7.
Com esta expressao notamos que itr(FY) = Ric(w). Ou seja
1
e (T M) = —[Ric(w)].
2m

Por outro lado, se consideramos agora o fibrado anti-canonico K ]T/[l = A\"T'YM, vemos que
¢ um fibrado holomorfo de linha, onde podemos levar a métrica h hermitiana sobre T49M
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para K;; via os isomorfismos musicais de Berger. Assim, levando a conexdo de Chern de
(TY°M, h) para (K;;', h), obtemos a conexao de Chern desse fibrado com métrica hermitana
h. Com isto, podemos calcular a classe de Chern de Kﬂ’j, que é tal que

_ .
a(Ky') = %RIC@J)
Portanto obtemos que

e (Kb = e (TYM).

O ponto chave disto é que a classe de Chern pode ser obtida de diferentes formas. Ambas
construgoes serao necessarias ja que a primeira nos fornece de propriedades locais e pontuais
para estimar, e a segunda nos permite falar em globalidade, além de que é mais simples para
construir exemplos utilizando a linguajem de fibrados junto com as Formulas de adjuncao.

1.3.3 Propriedades Analiticas das Variedades de Kéahler

Seja (M, g) uma variedade complexa compacta e conexa com métrica Hermitiana g. Com
estas hipoteses, podemos construir uma forma de Kéhler w, lembrando que nao necessariamente
é d-fechada. Com isto, definimos o operador L de Lefschetz com seu adjunto formal.

Definigao 1.3.24. Em uma variedade complexa compacta e conexa (M, g) com métrica
Hermitiana g e forma de Ké&hler w, definimos o operador de Lefschetz L : £P9(M,C) —
grtlatl(M C) por

L(a) = aAw.

Por (1.2.6), podemos considerar A : EP4(M,C) — EP~1471(M, C) como o operador adjunto
formal de L, via a * de Hodge, que é dado por

(Lo, B) = (a, AB).
e que podemos escrever explicitamente como A = xLx. Com esta expressao, deduzimos a

seguinte proposicao

Proposicao 1.3.25. Seja (M, g) uma variedade complexa compacta e conezxa com métrica
Hermitiana g e forma de Kihler w. Toda fungao f € C>®(M), tal que 00f = 0, € constante.

Prova.
Dado que M é uma variedade compacta, existe p tal que f(p) é o valor minimo da fun¢ao
f. Considere-se o conjunto

K={zeM: fx)=f(p)}
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Como p € M, entao K ¢ nao vazio. Note-se que K é um conjunto fechado, por como se
definiu. Agora, para ver que é um conjunto aberto, seja A0 e uma carta de coordenadas
holomorfas ortonormais (U, ¢) ao redor de p. Se restringimos o produto (-,-) para U, e sem
perda de generalidade, supondo que Vol(U) = 1 (podemos supor isto multiplicando “; por
Vol(U)), vemos que

(ADDf) = (1,A00f)
= (L(1),00f),
= (w,00f),

o0 f
Yij 0zk0z!

o2 f
- (4291382,18]1) :
ij

Com esta expressao vemos que A9J localmente é um operador eliptico de ordem 2, sem
termo linear em U, e tal que ADOf = 0. Dado que o maximo de f em U estd num ponto
interior p, pelo Teorema do méximo de Hopf vemos que f é uma fungao constante em U, e
assim, f(x) = f(p) par todo x € U. Portanto U € K, é dizer K é um conjunto aberto.

Dado que M é uma variedade conexa, K = M. Portanto f é constante sobre M.

(dz; A dzj,dz A dz),

O

Agora, supondo que temos uma variedade de Kéhler (M, w), podemos mostrar o seguinte:

Teorema 1.3.26. Seja (M,w) uma variedade de Kdhler, entao

M) = —v/=T0" . [A0] = V10", (1.3.8)

Prova.
Primeiro mostrarmos o resultado para C"

Seja p € C", e consideremos 2!, ..., 2" coordenadas normais holomorfas. Note-se que em
C™ ditas coordenadas funcionam para todo C", e assim os célculos independem do ponto p.
Assim, nessas coordenadas temos que

w=+-1 Z(Sjkdzj A dzF,
gk
Para k = 1,...n, definamos sobre o conjunto de formas com suporte comparto, denotados por
EPI(Cn, C), os operadores ¢ : EPI(C", C) — EPTLI(C™,C) e ¢, : EP4(C™,C) — EPITL(C™, C)

dados localmente por

ex(@) =d"na , ela) =dZF A,
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Denotemos por i, e i;, aos operadores adjuntos formais de ej; e €, respectivamente, com
respeito ao produto interno (1.2.6), onde este produto ¢ bem definido neste caso, pois conside-
ramos apenas o produto sobre as formas com suporte compacto. Notemos que ey, €, iy € i
sao lineares, pois o produto exterior é linear. Achando explicitamente ij, e i;, e avaliado em
cada um dos elementos do referencial local de EP4(C™, C) (1.2.6) obtemos as seguintes relagoes
para k e [

iver + epipy =1 ipep + el = 1
; ; ; - 1.3.
e, +erip =0 qendepi; =0 (1.3.9)
e para k # [

iex +exiy =0 g, +eépip =0 (1.3.10)

Definamos operadores ), : EP4(C", C) — EP4(C*,C) e 0, : EPY(C",C) — EPI(C", C),
localmente por

Jda - Jda
Ok (Za,szfAdzJ> Z ”d AdzZ? O, (Za,szfAdzJ> = 8;’d Az,

1,J 1,J 1,J

7

Pelas propriedades do produto exterior temos que 0y € 0 comutam com ey, €, i € i
também temos que J; e O, comutam pelo teorema de Schwarz. Uma outra propriedade
importante desses operadores ¢ que —0 é o operador adjunto formal de Jy respeito a (1.2.6).
Para ver isso, consideramos a, 3 € EP4(C", C), e seja (—dk(c), B); assim pela bilinearidade do
produto interno e (1.2.6)

ak

Pelos isomorfismos musicais temos (fdz! A dz7, gdz A dzt) = f§drx 0,1, assim

(—0k(a), B) :/n< (%qu TAdz?, Brrdz" Ndz > dvol.

(_514:(05)75) = /n 8QIJ51J dvol.

Pelo fato de C™ ser uma variedade sem bordo, e as formas serem de suporte compacto,
aplicando integragao por partes

ak

0
= /n arg (—aiIkJ) . dUOl

(=0(), B) = <041sz1 Adz, aﬂ’“d KA dz >

(—5k(04),5) = /n arg BIJ dvol

Pela definicao do produto L?

ozF
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Assim

(=0k(a), B) = (e, 0u(B)).

Como isso acontece para todo a, 5 € EP4(C™, C) de suporte compacto, concluimos que —0y,
é o operador adjunto formal de 0. Notemos que os operadores 9 e d podem ser escritos como

8228% e 522519619-
k k

Entdo obtemos os operadores adjuntos a 9 e 0

0" = —nglk e (?9* :—Zakik
k k

Com isso ja temos as ferramentas necessarias para mostrar as identidades de Kéhler.
Operador de Lefchetz dado na Definigao 1.3.24 em C" na carta de coordenadas considerada é
escrito como

L= vV -1 Z(djk)ejék =V -1 Z €LCy.
Ik k
Entao obtemos que o operador adjunto A se escreve localmente como
A=—V=1> (6p)ini; = V=1 iix.
Ik k

Agora, consideramos

A0 = —\/—1 (Zijijﬁkek>,
j.k
{1K} = —v-1 (Z alﬁﬂj@c)a (1.3.11)
J,k

= —V —1 (Z akikzkek + Z Bkijijek) .
k j#k
Vamos re-escrever os dois termos dentro do paréntesis na equagao acima. Para o primeiro,
utilizando (1.3.9)

—V —1 Z 8kz;zkek = vV —1 Z 8kz;ekzk — —1 Z &Jk,
k k k

= /-1 Z@kekz’_kik —v-1 Zaki_k,
k k

{2K} (1.3.12)
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Para o segundo termo por (1.3.10) e (1.3.9)

—v—1 Z &szjek = VvV —1 Z ak{jekija
i7k e (1.3.13)
= V=1 Oeriji;.
J#k
Substituindo (1.3.12) e (1.3.13) em (1.3.11)

A0 = -V -1 (Z 8kekz_kzk + Z 8kekz'_jz'j> + Vv —15*,
k

J7#k

— —\/—1 (Z akekzjzj> + V —16*
j.k
Assim, obtemos que

AD = O\ + v/ —10".

Portanto

A, 0] = AD — OA = /—10".

Logo, aplicando conjugacao e também utilizando o fato de que L é um operador real,
concluimos que

A,8] = —/=T0".

Seja agora (M, w) uma variedade de Kéhler, e consideremos p € M. Pela Proposigao 1.3.13
existe uma carta de coordenadas holomorfa (U, ¢) tais que ao redor de p tal que g,;z(p) = d;i e
A19,5(p) = 019;%(p) = 0. Podemos construir os operadores e €, Ok, Ok, € seus adjuntos sobre
U utilizando as coordenadas ¢ da mesma forma que acima, e com isto escrevemos L e A como

V-1 B V-1 -
L= 5 Zgj,;ejek , A= ——5 Zgﬂ;zjzk.
Jik gk

Note-se que os operadores ey, €, iy, i sao operadores algébricos, isto ¢, independem de
derivadas dos coeficientes das formas diferenciais; por outra parte os operadores 9 e Jj sao de
primeira ordem, isto é, que dependem de derivadas parciais de ordem um. Assim, dado que
em p a métrica g ¢ tal que g;z(p) = djk ¢ 019;%(p) = 0i9;x(p) = 0, as formulas acima 1.3.8 em p
se reduzem a ser calculadas para C". Com isto finaliza a prova.

O

Uma consequéncia direita disso é o seguinte:
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{IDL}
Corolario 1.3.27. Seja (M,w) uma variedade de Kdhler compacta. FEntao, verifica-se a
sequintes identidades:

e 00 + 070 =0,
L4 Aa = A57

[ ] Ad = 2A5
Prova.

e D0* + 00 = 0.

Pelo Teorema 1.3.26, [A, 0] = —/—10*, assim
/100" — /10" = J[A, 8] + A, ).
Como [A, 9] = Ad — OA:
—/—100* — /=190 = NI — DOA + ADO — OAD.

Dado que 0> =0
—v/—=100" —/—19*0 = 0.

Dividendo por —v/—1 concluimos que

dO* + 079 = 0.

V=1Ay = —/=100" — /=179,
= J[A,0] +[A,0]0 pois [A, 9] = —v/—10",
= OAO — Q0N + ADO — OAD,
= OAO+ 00N — AOO — OND  pois 00 = —00,

= —/=10"0 — V/—100" pois [A, 9] = v/—10*,
— J/DIA,

Portanto Ay = Aj.
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Ay = —dd*—d*d
= —(0+0)(0*+0")— (0" +07)(0+0),
= Ap— (00" + 0°0) — (00" + 0*0) + A,
= Ny — (80" + 5*0) — (80" + 0°0) + A,
Ay + Aj pelo item anterior,
= 2A;.
Portanto Ay = 2A5

O

Os dois ultimos item nos diz que os operadores Laplacianos Ay, Ay, As tém o mesmo
ntucleo, pois
1
Ay = A5 = §Ad.

Utilizando o Teorema 1.2.36 vemos que os operadores de Green G4, Gy, G5 e as projegoes
Hy, Hy, Hy dos operadores Ay, Ay, Ay respectivamente, sao tais que

2G4 = Gy = Gy,
H,; = Hy = Hj.
Assim, chamemos G' = Gy = G5 e H = Hy = Hy. Portanto para uma forma o € EP4(M, C)
aplicando o Teorema 1.2.36
a=Ha+ ApGa = Ha+ 00*Ga + 9" 0G o (1.3.14)
a=Ha+ AsGa = Ha+ 00*Ga + 0*0Ga (1.3.15)
Teorema 1.3.28. Seja a € EP4(M, C) em uma variedade de Kihler compacta. Se a € d-, 0-,
ou 0-exata e d, O e O-fechada, entao
a =008,
para alguma forma B € EP9(M, C)

Prova.

Faremos o argumento supondo que « é O-exata, o caso para 0 é essencialmente igual e o
caso para d segue, pois d = 0 + 0. Pela Proposi¢ao 1.2.37 temos que H(a) = 0. Utilizando
(1.3.15), e que G = GO:
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a = 00*Ga + 0*0Ga,
= 00"Ga + 0*G0a, (1.3.16)
= 00*Ga.
Consideremos agora 0*Ga. utilizando o primeiro item de 1.3.27 e o fato de que « é O-fechada
0(0°Ga) = —0*(0Ga),
= —0*(Goa),
= 0.
Aplicando a Proposicao 1.2.37 temos que H(0*Ga) = 0. Assim, Utilizando (1.3.14)

IGa = 00°G(9*Ga) + 0*0G(9*Ga)
= 00*G(0*Ga) + 0*G(90*Ga)
= 00"G(0*Ga)

Substituindo isto em (1.3.16)
a = 90"Ga
= 0(00*G(9*Ga))
= 00(-G*(9*0*a))
Considerando 8 = —G2%(9*0*a) obtemos o resultado.

O
Com isto mostramos o 90-Lema

Corolario 1.3.29. Seja o uma (1,1)-forma real d-, O-, ou D-ezata, entdo o = /—100f, para
f uma fungao real.

Prova.
Pela Proposic¢ao 1.3.28 temos que existe 5 € C*°(M, C) tal que

a = 00p.
Assim, aplicando conjugacao
@ = —000.
Agora, como « é uma forma real
20 = a+a
= 00(B—B)

_ 2,/Z199Tm(p)
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Note-se que Im(/3) é um fungao real. Portanto chamando f = Im(f) concluimos que existe
uma funcao real f tal que o = /—190f.
O
Com isto podemos relacionar elementos em classes de cohomologia

Corolario 1.3.30. Sejam (M,w) uma variedade de Kdihler compacta e o, 5 (1,1)-formas reais
d-fechadas, e assim definem classes de cohomologia [a], [3] € H*(M,R). Se [a] = [3], entdo
existe uma fungao f € C°(M,R) tal que o« = 5+ /—100f.

Prova.
Como [a] = [#], entdo o — § é uma forma d-exata. Dado que « e § sao formas reais, entao
pela Proposigao 1.3.29, existe uma funcao real f tal que

o — f =+/—100f.

OJ
Este tltimo corolério relaciona elementos de uma mesma classe em H7,(M,R), em especial
serd de utilidade para relacionar formas reais na classe de Chern.
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Capitulo 2

Equacao de Tipo Monge-Ampére
Complexa em Geometria

Este Capitulo sera dividido em trés segoes, e seguiremos essencialmente o livro [23], desen-
volvendo em mais detalhe os argumentos e deixando em evidéncia os pontos chaves para ter
uma visao geral da prova.

Na segao 2.1, partimos com (M,w) uma variedade de Kéhler compacta, e deduzimos
os problemas geométricos que queremos resolver. Para resolve-los é suficiente demostrar
a existéncia de solugoes de uma equacao em derivadas parciais, chamada equagao de tipo
Monge-Ampére complexa, que é dada por

(w+ V—190p)™ = eF ey,

com F uma fungao real suave, A € {—1,0,1}, e w + v/—199¢ sendo uma (1, 1)-forma positiva.
Assim, tudo se resume em encontrar solugoes para as equagoes associadas aos diferentes valores
possiveis de A. Estes casos podem ser parafraseados em termos da classe de Chern ¢ (M)
notando que podemos definir um sinal para a classe, como veremos nesta se¢ao. Assim, para
A= —1e X =0 obtemos as condigdes ¢;(M) <0 e c;(M) =0. O caso A = 1 é equivalente
a ter a condi¢do c¢;(M) > 0, mas neste caso a equagao em geral pode néo ter solu¢do, como
mostra Gang Tian em [21].

Nas segoes 2.2 e 2.3 daremos uma prova detalhada nos casos ¢;(M) < 0e c;(M) =0, e
deixando claro qual é a esséncia do argumento, que é utilizar o Método da Continuidade.

A referencia canonicas, para o caso ¢ (M) < 0 sao [1] e [28], e para o caso ¢ (M) =0 ¢é [285];
mas utilizaremos fortemente [23].

71
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2.1 Conjecturas

As ferramentas desenvolvidas no capitulo anterior tém como finelidade relacionar problemas
geométricos com problemas analiticos. Em especifico, nossos problemas geométricos serao
relacionados com encontrar solucoes para um tipo de equacao de equacgao diferencial em
derivadas parciais chamada equagao de tipo Monge-Ampére complexa.

2.1.1 A Conjetura de Calabi

Seja (M, w) uma variedade de Kéhler compacta. Pelo capitulo anterior temos que para uma
forma de Kéhler w, associamos a forma de Ricci Ric(w) e a forma de volume dvol dadas por

{ric} Ric(w) = —v/—100log % = —/—100logw" + v/—100logn! = —/—190logw™, (2.1.1)

{dvol} dvol,, = % (2.1.2)

Seja wp uma outra forma de Kéhler associada & uma outra métrica Hermitiana ¢’. Utilizando
2.1.1, comparamos as formas de Ricci das métricas de Kéhler w e wy:

Ric(wp) — Ric(w) = +/—1(99(logw™) — d9(logwy))
= /—109(logw™ — logwy)
= —\/—1851053;”—0.
wn

Para as formas de volume, por 2.1.2, fazendo identificagao das (n,n)-forma com as fungoes
suaves sobre M, obtemos

n

n
nW Wo n

n __ =~ _ 0
wp =wp o= W

Note-se que Z—(Z é uma funcao global onde localmente é escrita por

wy - det(ﬂ;—;})
w®  det(g;z)
Dado que as matrizes Hermitianas (g;z) e (¢;;) sdo matrizes positivas definidas, entao
@~ > 0. Assim, existe F': M — R uma funcdo tal que
wn
0 eF,
wn
Utilizando as propriedades da fungao logaritmo obtemos as seguintes relagoes

Ric(wp) = Ric(w) — v—190F,
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no_
wy =€ w".

Aplicando a derivada exterior na primeira equagao e integrando sobre a variedade M na
segunda

[Ric(wo)] = [Ric(w)],

/wg:/ efwm.
M M

A primeira equagao nos diz que a forma de Ricci de qualquer forma de Kéhler pertence
a mesma classe de cohomologia em H?(M,R). A segunda equagiao a priori nao tem muita
informacao; no entanto, se consideramos wy € [w|, temos entao que os volumes da variedade
associados a w e wy sao iguais, e assim

/w”:/wg:/er”.
M M M

Isso nés permite perguntar o que acontece no sentido inverso para ambos casos.

Conjectura 2.1.1 (Primeira versao da Conjectura de Calabi). Seja (M,w) uma variedade
de Kdihler compacta com forma de Ricci Ric(w). Seja p uma (1,1)-forma real em M tal que
p € [Ric(w)]. Entao, existe uma métrica ¢ em M com forma de Kdhler wy € [w] tal que
Ric(wg) = p.

Conjectura 2.1.2 (Segunda versdo da Conjectura de Calabi). Seja (M,w) uma variedade

wn

de Kihler compacta com forma de volume “y. Seja F': M — R uma fungao suave tal que

[y efwr = [, w". Entio existe uma forma de Kihler wy € [w] tal que wy = eFw".

Utilizando o 00-Lema 1.3.25 vemos que as conjecturas acima sao equivalentes

Proposicao 2.1.3. As Conjecturas 2.1.1 e 2.1.2 sao equivalentes.

Prova.
Seja (M, w) uma variedade de Kéhler compacta. Vamos mostrar primeiro que a Conjectura
2.1.1 implica a Conjectura 2.1.2.

Seja F': M — R uma fungao suave tal que

/Mer":/Mw”. (2.1.3)

Dado que —iddlog ef e Ric(w) sdo (1,1)-formas globais, podemos considerar a (1, 1)-forma
p dada por
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{Eqric} p — Ric(w) = —iddlog e’ . (2.1.4)
Assim p € [Ric(w)]. Dado que F' é uma funcao real, p ¢ uma (1, 1)-forma real, entao pela
Conjectura 2.1.1 existe uma métrica ¢’ com forma de Kéhler wy tal que Ric(wg) = p. Assim,
por (2.1.1)
p = —id0logwy.

Juntando a equagao anterior com (2.1.4)

F. n
90 log (e o: >:0.
Wo

Pelo Corolario 1.3.25, existe uma constante C' tal que log

F, n .
€« =, e assim
Wo

eFwm = eCwp.

Considerando w" e wj como formas podemos integrar sobre M, assim

/eFoJ":eC/ Wy -
M M

Por (2.1.3) obtemos que C' = 0. Assim wf = efw", e portanto a Conjectura 2.1.2 ¢ satisfeita.

Por outro lado, seja p uma (1, 1)-forma real em M tal que p € [Ric(w)]. Pelo Corolario
1.3.30 considerando o = Ric(w) e § = p, existe uma fungao real F' tal que

p = Ric(w) — v—100F.
Dado que Ric(w) = —v/—1901ogw™
p=—v—1001ogelw".

Como M ¢ uma variedade compacta e F' é uma funcao diferenciavel sobre M, temos que e’
é uma funcao positiva. Assim, integrado respeito 4 forma de volume para w

/ ef'dvol, > 0.
M

Considerando Vol(M) = |  dvoly,, ajustamos por uma constante C' € R a fungao F' para
que verifique

/ eCeF dvol,, = Vol(M).
M

Pela Conjectura 2.1.2, existe uma métrica ¢’ com forma de Kéhler wy tal que dvol,, =
eCef'dvol,. Como
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Ric(wg) = —v/—190 log wy.
Substituindo valores
Ric(wy) = —v/—1901og(e“efw™) = —v/ =100 1og eF w".

Assim p = Ric(wyp). Portanto a Conjectura 2.1.1 é satisfeita.
0J

Aqui notamos o seguinte: Para resolver a Conjectura 2.1.2 é suficiente mostrar o a existéncia
de uma solugao para o seguinte problema

Conjectura 2.1.4 (Problema 1). Seja (M,w) uma variedade de Kdihler compacta. Seja
F: M — R uma fungao suave tal que fM efwn = fM w™. Entao existe uma funcao p : M — R
suave tal que

e w++/—190¢p uma (1,1)-forma positiva.
o (W+/—100p)" = ef'w™ em M.

Vemos que o Problema 1 implica a Conjectura 2.1.2, pois w + v/—190¢ é uma forma, de
Kihler tal que pertence a classe de cohomologia [w] € H3p(M,R), e é tal que

(w+V=100p)" = eFw. (2.1.5)

O Problema 1 termina sendo equivalente a Conjectura 2.1.2 utilizando o Corolario 1.3.30
diretamente, mas é suficiente com a implicagdo explicitada antes. Além disso, obtemos
unicidade a menos de constante.

Proposicao 2.1.5. Se existir uma solu¢do para a Conjectura 2.1.4, entdao € unica ao menos
uma constante.

Prova.
Consideremos ¢1, s : M — R fungoes suaves tais que

w1 =w+ V=100, e ws=w+V—190p,,

onde wy, we s@o (1,1)-formas positivas e tais que

Consideremos entao

W —wh = (W —wo) AW+ Wl P Awp + -t wp Awh TR Wl .

Pela parte acima temos que w; — ws = v/—190¢p, com ¢ = ¢, — @,. Substituindo isso
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W — Wi =/—=100p A (WPt H w2 Awy + - Fwp Awp T2 4 wi .
Como w} — wy = 0, temos que
{uni} V=100p A (W + Wi Awa + - Fwp Awh 2 +wy ) = 0. (2.1.6)
Consideremos agora
O(V—=1pdp A (W + Wi 2 Awg + - +w Awy 2 +wi™ ).
Por 2.1.6 isso ¢ igual a

V=10p ANOp A (W™ + Wi 2 Awy + -+ +wip Awh™2 +wi™h).

Integrando e aplicando o teorema de Stokes

{unit} / V=10p NOp A (W] + w2 Awy + -+ +w Awh 2 +wh™) = 0. (2.1.7)
M

Trabalhando localmente num ponto p, pela Proposigao 1.3.13 aplicada & métrica associada
a forma de Kahler w

W1 = V _1(5jk‘ + 6j8,;g01)dzj A dék € Wy =V —1(5]k + ajaEng)dZ‘j VAN dik
Com isto, utilizando o teorema espectral, podemos considerar as matrizes (0;0x1) € (0;0k02)

como matrizes diagonais em p. Escrevendo cada forma /=10y A Op A w{”_lﬂ Awj) em p, e
utilizando o fato de que a forma de Kéhler é definida positiva, obtemos

V=100 A dp AW} AW = Fu®,
com F7 >0, e para j =0
1
Fo = —|090|2-
n

Assim, substituindo isso em 2.1.7

/ (F0+"'+Fn_1)wn = O‘
M

Pelo anterior, e o fato de que Fy +---+ F,,_1 > 0, temos Fy +---+ F,,_1 = 0. Assim, como
cada F; > 0, concluimos que cada F; = 0; e especificamente que Fy = 0, ou seja, dp = 0. Logo
00¢ = 0. Pelo Corolério 1.3.25, ¢ é constante. Portanto ¢ = s + C', com C' € R.

O
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2.1.2 Existéncia de Métricas Kahler-Einstein

O estudo de métricas de Kéahler-Einstein esta muito motivado pela teoria das cordas, que é
um modelo fisico-matematico de nosso universo mas que nao tem sido verificado fisicamente.
Mesmo assim ¢ uma area de estudo bastante ativa hoje, e que ajuda a ter um melhor
entendimento das teorias matematicas utilizadas. Assim comeg¢amos definindo o que é uma
métrica de Einstein.

Definigao 2.1.6. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana. A métrica g é chamada métrica
de Einstein se existe A € R tal que
r = \g,

onde 7 é o tensor de Ricci da métrica g.

Se além disso g é uma métrica de Kéhler, entao dizemos que g ¢ uma métrica de Kéhler-
Einstein. Assim, obtemos uma relagao entre a forma de Kéhler e a forma de Ricci dada
por

Ric(w) = Aw.

Consideremos w’ = |A|w, temos que Ric é invariante por dilatac¢ao, pois

Ric(w') = —V/—1001og |\|"w" = —v/—10dlog w™ = Ric(w).
Assim obtemos que
Al

Por causa disso simplificamos obtendo uma forma w tal que verifica uma das condi¢oes
seguintes

Ric(w") = Ric(w) = Aw =

Ric(w) = —w , Ric(w)=0 , Ric(w)=w. (2.1.8)

Nos dizemos que a classe ¢; (M) é positiva(negativa), denotado por ¢;(M) > 0 (< 0), se
existe uma (1, 1)-forma positiva (negativa). Por outro lado, se ¢;(M) contém a classe de
cohomologia [0] € H?(C, M), dizemos que ¢;(M) = 0. E facil ver, pelo Teorema de Stokes
e o fato de que as formas de volume nao se anulam, que essas definigoes sao mutuamente
excludentes. Assim, dado que w é uma (1, 1)-forma positiva, deixamos (2.1.8) em termos da
classe de Chern

Cl(M><O , Cl(M):O s Cl(M)>O,

respectivamente. Isso nos permite perguntar o problema inverso para cada uma das condigoes
acima.

Conjectura 2.1.7. Seja M uma variedade de tipo Kdahler compacta.
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1. Se c1(M) < 0 entao existe uma forma de Kdhler w tal que Ric(w) = —w.
2. Se ¢i(M) = 0 entao existe uma forma de Kihler w tal que Ric(w) = 0.
3. Se ci(M) > 0 entao existe uma forma de Kdhler w tal que Ric(w) = w.

Notemos que para o primeiro e terceiro caso as classes de cohomologia onde estao as formas
de Kéhler, caso existirem, estdo nas classes —c; (M) e ¢ (M) respectivamente. Por outro lado,
para o segundo caso, nao tem uma classe especifica. Este caso esta muito relacionado com a
conjectura de Calabi, que é um pouco mais geral, mas que a prova é utilizando as mesmas
técnicas.

Para o caso ¢;(M) = 0 temos que ¢ resolvido utilizando a primeira versao da Conjectura
de Calabi 2.1.1 para p = 0, pois dado que 0 € ¢;(M), entao existe uma métrica wy tal que
Ric(wp) = 0.

Para o caso ¢;(M) < 0 é suficiente encontrar uma solugao para o seguinte problema:

{CRN1}
Conjectura 2.1.8 (Problema 2). Seja (M,w) uma variedade de Kihler compacta com ¢, (M) <
0, e F: M — R uma func¢ao suave. Entao existe uma funcao ¢ : M — R suave, tal que:

e w++/—100p uma (1,1)-forma positiva.
o (w+/—100p)" = ef"t*w™ em M.

Isto implica o caso ¢;(M) < 0 notando o seguinte:
e Dado que ¢;(M) < 0, entao existe uma métrica de Kahler wy tal que —wy € ¢1(M).
e Dado que Ric(wy) e —wp sao (1, 1)-formas reais e pertencem a mesma classe de cohomo-
logia, pelo Corolario 1.3.30, existe uma funcao rela F' tal que
Ric(wp) = —wo + V—190F.

Aplicando o Problema 2 para a variedade de Kéhler (M ,wp) e a funcao F' dada acima,
obtemos uma métrica de Kahler dada por w = wy + v/ —109p. Assim

Ric(w) = Ric(wy) — v/ —100log w—?i,
= Ric(wy) — v/—100 log(cg_F_S"),
= —wy+V—190F — /=100(—F — o),
= —(wo +V—=100yp),

= —w.
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Da mesma forma ao dito na secao anterior, podemos mostrar que o Problema 2 é equivalente
ao caso ¢1(M) < 0, mas para nosso fim nao é necessario. Além disso, neste caso temos
unicidade:

Lema 2.1.9. Seja (M,w) variedade de Kdhler compacta tal que c1(M) < 0. Entdo, existe no
mdzimo uma métrica w € —cy (M) tal que Ric(w) = —w

Prova.
Vamos supor que existem duas métricas wy e wy em —cy (M) tais que

Ric(w;) = —w; , Ric(wy) = —ws.

Pelo Corolario 1.3.30, existe ¢ uma funcao real tal que w; = ws + +/—109¢p. Por outro lado,
pelo Lema 1.3.21, temos que

Ric(wsy) — Ric(w;) = v/—190 log %
2

Assim, dado que Ric(wy) = —w; e Ric(wy) = —ws

w1 — ws = v/—1001og w—i
Wa

Juntando isto, obtemos

n
2

vV —190 (gp — log w—l) = 0.
w
Pela Proposigao 1.3.25, existe uma constante C' > 0 tal que
v —log w—i =C
)

Com isto, obtemos que

w; = ¥ Cus.

Dado que w; = wy 4+ v/—190¢, e que J0C = 0, podemos ajustar ¢ de tal forma que C' = 0.
Assim, obtemos a seguinte equagao que relaciona as formas de volume de w; e wy

(wa +V—190¢p)" = efw}.

Como M é uma variedade compacta, e a solugao deve ser suave, entao p atinge um maximo
em algum ponto p € M. Pela Proposicao 1.3.13 aplicado em p, temos que existe uma carta
de coordenadas holomorfas z!,..., 2" tal que a métrica g associada & w, satisfaz 9;i(p) = Oji.
Assim a equacao acima em p fica como
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{1} det (8, + 0;050) (p) = e?Pdet(d;1)(p). (2.1.9)

Por outro lado, como p é um ponto méaximo de ¢, obtemos que a matriz (9;0;¢)(p) é
semidefinida negativa, é dizer, os autovalores \;(p) dessa matriz nao sdo positivos. Pelo
Teorema Espectral podemos obter uma base ortonormal respeito a métrica definida por w, tal
que existe M uma matriz invertivel que verifica

Ai(p) 0
(9;0k0)(p) = M M~ = MC(p)M~".
0 )‘n(p)
Assim
det(dF + 0;0p0)(p) = det(I +MCM")(p)

= det(MM'+MCM 1) (p)
= det(! +C)(p)
= H(l +Ai(p))

Como \; <0,

{2} det (8% + 9;050) (p) < ﬁ 1 = det(I)(p) = det(65)(p). (2.1.10)

Por (2.1.9) e (2.1.10)

e?) < 1

entdo ¢(p) < 0. Dado que p é o ponto méaximo, entdo ¢ < 0 em M. Por um argumento
semelhante, mas com o ponto minimo obtemos que ¢ > 0. Portanto ¢ = 0, ou seja w; = wy.

O

Podemos resumir o feito até agora com os seguintes diagramas:

Problema 1 Problema 2
Conjectura 2.1.1 +— Conjectura 2.1.2 Caso ¢1(M) <0

/

Caso c;(M) =0
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Vemos assim que, em geral, as conjeturas de Calabi e da existéncia de métricas de Kéhler-
Einstein sao equivalentes a encontrar solugoes de equagoes de tipo Monge-Ampére complexa.
Isto serd resolvida pelo método da continuidade, com seus detalhes para cada caso, ja que
a existéncia de uma solucao depende de estimativas a priori C°, C? e C? e da teoria de
regularidade eliptica para espacos de Holder.

Veremos na se¢ao seguinte que, para o caso ¢;(M) < 0, obteremos as estimativas a priori
C°, C?% e C? com relativa facilidade, as quais foram dadas por Thierry Aubin e Shing-Tung
Yau. Para o caso ¢;(M) = 0 a estimativas C? e C? sdo obtidas de forma semelhante, porém
dependem da estimativa C°, que se obtém com outras técnicas mais complexas. Foi Yau em
1978 que solucionou o problema, utilizando o método de iteragao de Moser.

Para o caso ¢;(M) > 0 ndo se teve tanta sorte. Em 1982 Akito Futaki mostrou que a
existéncia de campos vetoriais holomorfos obstrui a existéncia de métricas Kahler-Einstein.
Em 1997 Tian Gang em [24] deu exemplos de variedades de Kédhler que ndo admitem campos
vetoriais holomorfos e também nao admitem métricas de Kéahler-Einstein, mostrando que
o problema é mais profundo. Assim, por ideias dadas por Yau, Tian define o conceito de
K-estabilidade, e mostra que toda variedade que admite uma métrica de Kéahler-Einstein
¢ K-estavel. Em 2002 Simon Donaldson, em [10], modificou e estendeu a defini¢ao de K-
estabilidade dada por Tian e além disso conjecturou que a K-estabilidade seria suficiente
para obter existéncia de métricas Kahler-Einstein, a qual foi conhecida como conjectura de
Yau-Tian-Donaldson. Uma prova dessa conjectura foi dada por Xiuxiong Chen, Donaldson e
Song Sun, em |[7], em 2012.

2.2 Caso ¢;(M) <0

Como mostramos na sec¢ao anterior, a existéncia de métricas de Kéhler-Einstein com
c1(M) < 0 pode ser obtida mostrando-se a Conjectura 2.1.8 (Problema 2). Vimos, pelo
principio do méximo, que se existir uma solugao, ela deve ser tnica. Assim vamos nos
preocupar por mostrar a existéncia de solugoes.

2.2.1 Estratégia
Lembremos que a equagao que queremos resolver é

(w+V—100p)" = eF e, (2.2.1)
com a condicio extra de que w + /=199y ¢ uma (1, 1)-forma positiva.

O método que utilizaremos para mostrar a existéncia de solu¢des é chamado Método da
Continuidade. Ele ¢é aplicado introduzindo uma familia paramétrica de equagoes dependendo
continuamente de um parametro ¢ € [0, 1], que denotaremos por {(*);}, de tal forma que para
t = 1 obtemos a equacao que queremos resolver. Depois, considerando o conjunto
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¢ = {t €[0,1] : (x); admite uma solucao ¢; € C*(M)}.
e mostrando que
1. @ £,
2. ® ¢ aberto em [0,1],

3. ® ¢é fechado em [0,1],

obtemos entao que ® = [0, 1] e portanto ()1, que é a equagao que queremos resolver, admite
uma solucao suave. Com isto, nés usaremos a familia paramétrica de equagoes constituida por

” (W + V/—=100p)" = etf+eyn
*)t = _
w~+ v/ —100¢ é uma forma positiva.

Note-se que ® # () pois para t = 0, ¢y = 0 é uma solugao suave de (*). Assim, mostremos
que ® ¢ aberto e fechado em [0, 1].

Lema 2.2.1. O conjunto ® ¢é aberto em [0, 1].

Prova.
Consideramos o operador © : C%* x [0,1] — O onde C™* sao espagos de Holder! de
funcgoes reais sobre M, dado por

/=100
O 1) = log CEVZL0O" | p (2.2.2)
wn
que localmente é da forma
log det(g,r + 0;05p) — logdet(g;z) — ¢ — LF. (2.2.3)

Fixemos t € ®. Assim, existe ¢; que é solugao suave de (x);. Nosso objetivo é utilizar o
teorema de fungao implicita para espagos de Banach no ponto (¢, ;). Dado que ¢; é uma
solucdo de (x);, utilizando as propriedades de logaritmo se mostra que O(t, ¢;) = 0. Assim,
somente temos que mostrar que o mapa L : C** — C' dado por

L() = DOy, (¥, 0)

¢ um isomorfismo. Para isto, calculemos DO, (¥, 0) explicitamente, onde denotamos por g;
a métrica associada a forma de Kéhler w, = w + v/ —100p;

!Para mais informacdo sobre isto, ler o apéndice.
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DOn(1,0) = £|,_ Op +s¢.t)
= 4| _, (logdet(g,;z + 0;0; (s + sv)) — log det(g;3) — ¢ — 51 — tF)
= &, (logdet(g;z + ;0 (s + s1))) — ¥
= tr((g;z + 9;0r01) ' (8,0500)) — ¥
= t(((9)")(0:0p) — ¥
= (9)™ 0,00 —
= A — 1.

Observamos que A; é o Laplaciano com respeito a métrica g;. Notemos que o operador
L=A;,—1:0% — CY é um operador inversivel. Para isto, vejamos que L é um operador
bijetivo.

Primeiro mostremos que L é injetivo. Suponha-se que existe ¢ tal que Ly = 0, assim
App = ). Utilizando o anterior, o produto L? associado a métrica wy, o fato de que A, é um
operador autoadjunto com respeito ao produto L? e o teorema de Stokes, obtemos que

0< / [ |*dvol,, = / YAppdvol, = — / V4> dvol,, <0
M M M

Portanto 1) = 0, e assim L é um operador injetivo.

Para a sobrejetividade de L, precisamos mostrar que Im(L) = C*. A primeira inclusao
Im(L) C C** ¢ imediata pela definicao de L. Por outra parte, seja f € C1%; utilizando o
método de discretizacao dado em [13](Pag. 60), podemos construir uma fungio g de classe C*
tal que

Lg=f.

Utilizando a regularidade eliptica (A.0.10), concluimos que g € C*“, e entao f € Im(L).
Portanto, L ¢ um operador sobrejetivo.

Assim L ¢ um isomorfismo entre os espacos de Banach C* ¢ C1®. Com isto, aplicando
o teorema de funcao implicita para espacos de Banach, obtemos a existéncia de conjuntos
abertos U C [0,1] e V C C%“ ao redor de t e o; respectivamente, e a existéncia de uma tnica
funcdo f: U — V tal que O(s, f(s)) = 0, para todo s € U. Dado que f(s) € C> e f(t) = 4,

nos temos suficiente regularidade para considerar um aberto U’ C U ao redor de t tal que

w +V/=199(f(s)),
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seja uma (1, 1)-forma positiva em U’. Assim, se definimos ¢, := f(s) € C*“, ¢, é uma solugao
C3 para (x),.

Agora precisamos que nossa solugao ¢, de (x)s, que a priori € uma fung¢ao com regularidade
C3< & realmente uma funcao suave. Sabemos que O(ys, s) = 0, assim por (2.2.3) localmente

log det (g, + 0;0ps) — log det(g;r) — ¢s — sF = 0.

Como ¢, € C3* e a métrica g é suave, entdo podemos diferenciar com respeito a 2!, e

usando um procedimento analogo ao feito acima para a derivada do primeiro termo,

(gs)jk (O19,% + 010;0805) — O 1og det(g;z) — Oips — SOF =

onde (g,)’ k¢ a inversa da métrica (9s);5 = 9;5 + 0;0pps. Re-escrevendo

(957" 8,05 (Dups) — Dips = sOF + Oy logdet (g;) — (95) gt (2.2.4)

A equagao acima pode ser entendida como um operador diferencial linear £ = (gs)j k 0,0, —1
tal que E(0yps) = h, onde

h = sOF + 0, logdet (g;z) — (gs)" 09,k

Como ¢, € C*“, E tem coeficientes de classe C%*, e h € C1“. Pela regularidade eliptica
(A.0.10) obtemos que Jjp, € C*“. De forma Semelhante, obtemos que djp, € C>“ e entao
s € O+, Indutivamente aplicando o mesmo argumento obtemos que ¢, é suave.

Assim obtemos que o aberto U de t é tal que para cada s € U se tem uma solugao suave
para (%), isto é, U C ®. Portanto ¢ é um conjunto aberto.
O

Observacao 2.2.2. O método indutivo para ganhar a regularidade é chamado de bootstraping
eliptico.

Para mostrar que o conjunto ® é fechado precisamos ter controle uniforme sobre ¢t com a
norma de Holder C** pela métrica associada a forma de Kahler fixada, que denotaremos por
|| - ||cs.a. Este tipo de de controle das solugoes é chamado estimativa a priori. Para obter
isto, precisamos da existéncia de uma constante A > 0, que dependem somente de parametros
fixados, tal que para todo t € [0, 1]

hd ||90t||0 < A7
H 82%&

027 zk

9 Py
0zt \ 0210z

— 7

< A,

e ‘

i 0y
0z! \ 0210z
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onde || - ||o ¢ a norma do supremo sobre M. Estas estimativas sdo chamadas estimativas C°,
C? e O3, respectivamente. Utilizando isto, junto com algumas ferramentas mais sofisticas de
equacgoes em derivadas parciais elipticas, obtemos o seguinte resultado.

Proposicao 2.2.3. Eziste uma constante C' > 0 dependendo somente de M, w, e ||F||co tal
que se py satisfaz a equagao

(w+ VT8 = eFHer,

para algum t € [0, 1], entao

(97 + 0;0c0¢) > C~ ' (9;7),

eel|lcseny < C,

onde ||.||cs.e(ary € a norma de Hélder com respeito a métrica que define wy.

Observagao 2.2.4. O tipo de desigualdade (g;z + 0;05¢) > C~'(g;z) € no sentido matricial
dizendo que a matriz (g;; + 9;0r¢) — C~'g;z) € uma matriz positiva definida. Portanto, isto
independe da escolha de coordenadas.

A prova da ultima proposicao é mais elaborada, por isso seré feita nas subsegoes seguintes
para nao quebrar a linha dos argumentos. Supondo que se verifica a Proposicao 2.2.3,
mostramos que ® é fechado.

Lema 2.2.5. O conjunto ® ¢ fechado em [0, 1].

Prova.

Seja t € ®, assim existe uma sequéncia de {t;};eny em ® tal que t; — t. Para cada t; existe
uma fungao {¢y, }ien solucao de (x);,. Pela Proposigao 2.2.3 existe uma constante C' > 0 tal
que ||¢y,||esean < O, para cada i. Pelo teorema de Rellich para espagos de Holder (A.0.8),
temos que C3% — C3’a/, com ' < «, ¢ um mergulho compacto. Por causa disso a sequéncia
{1, }ien admite uma subsequéncia {%ij }jen convergente para alguma funcio ¢ € C* e tal
que t;; — t. Notemos que ¢ ¢é suficientemente suave para que aplicando limite na primeira
equagao de (*)tij se tenha que

(w+ V—100p)™ = eF ey,

Por outro lado, temos pela Proposicio 2.2.3 que as formas positivas w + /—190¢p;, sdo
todas limitadas uniformemente pela forma positiva w que ¢ fixada. Aplicando o limite obtemos
entao que w + /—190y; é também uma forma positiva.

Assim obtemos uma solucio ¢ € C** para (*);. Logo pela mesma técnica para mostrar a
regularidade da solu¢ao no Lema 2.2.1, obtemos que ¢ é suave e assim t € ®. Portanto & C P,
o que é dizer que ® é fechado.
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O

Como ® é um subconjunto nao vazio aberto e fechado do conjunto conexo [0, 1], obtemos
que ® = [0, 1]. Por causa disso 1 € ®, e assim existe uma solugao suave para (*);. Portanto a
Conjectura 2.1.8 é satisfeita. Assim, somente precisamos dar uma prova para a Proposi¢ao
2.2.3. No entanto, a prova nao é elementar. Nas subsec¢oes seguintes mostraremos os lemas
necessarias para dar uma prova detalhada de dita proposicao.

2.2.2 Estimativas a Priori C° e C?

Para mostrar a Proposigao 2.2.3 nés vamos considerar o sistema de equagoes (*); dado por

(), { (w+ V/—100p)" = ef+ewn.

) (2.2.5)
w + v/ —100¢ é uma forma positiva.

Depois, substituindo F' por tF', com t € [0,1], e notando que ||tF||o < ||F||o, obtemos
estimativas a priori para as solugoes ; de (x);. Assim, partimos supondo que existe uma
solucdo suave @ para (2.2.5).

Lema 2.2.6 (Estimativa C°). A solu¢io ¢ € tal que sup, |¢| < supy, |F|.

Prova.

Como M é uma variedade compacta, existe p € M tal que ¢(p) > ¢(x) para todo x € M.
Em coordenadas locais, a matriz (0;0;p) é negativo definido em p. Assim, pelo mesmo
argumento que na prova do Lema 2.1.9, obtemos que

det (g, + 9;0p2)(p) < det(g;z)(p)-

Por outro lado, pela equagao obtemos localmente que

det(g;r + 0;05p) (p) = " @@ det(g,) (p).

Juntando as duas expressoes
"W det(g,5) (p) < det(g;5) (p).

Dado que det(g;z)(p) # 0

F(P)+e(p) < 1.

Assim F'(p) + ¢(p) <0, e entdo ¢(p) < —F(p). Como ¢ atinge seu valor maximo em p, e
F' é uma funcao suave sobre M, temos que para todo x € M

p(z) < —F(p) < SR}DIF!-
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De maneira semelhante, utilizando o ponto minimo de ¢ em M, obtemos para todo x € M

p(x) > —sup|F|.
M

Com isto concluimos que

o) < sup | F].
M

Logo tomando o supremo sobre x € M concluimos que sup,, |¢| < sup,, |F|.

No célculo de estimativas de ordem superior veremos a importancia da estimativa C?, ela
aparece naturalmente nos calculos e, portanto, é o cerne do argumento. Estamos supondo
que ¢ é solucio de (2.2.5), assim w, = w + /=199y ¢ uma forma de Kihler. Com isto,
consideramos a métrica ¢' associada & forma de Kéhler w,,, que localmente em coordenadas
holomorfas, é escrita como

95k = ik + 050k

Notemos que tendo estimativas para ¢’, teremos as estimativas C? que precisamos. Assim,
para fixar notagao, denotemos por
1 gk 1 _ ik,
tryg =99, 5 g9 =9""gjk,

Observagao 2.2.7. Note-se que tryg' = n + Agp, onde A é o Laplaciano respeito & métrica
fixada g.

Lema 2.2.8. FExiste uma constante B dependendo somente de M e g tal que

¢* R,
Alogtr,g > —Btr,g — -
giryg = g9 tr,g )
onde R;,—g é a curvatura de Ricci de ¢'.
Prova.
Seja p € M. Pela Proposicao 1.3.13 aplicado a métrica g em p obtemos coordenadas
holomorfas normais tais que g;z(p) = d;x(p) e as derivadas de g;z em p se anulam. Pelo

Teorema Espectral para operadores Hermitianos, podemos assumir que, em coordenadas

holomorfas a matriz associada a ¢’ é diagonal em p, pois podemos escolher auto-vetores de
, ] . :

(gj];) sendo (g;;) conformado por vetores ortonormais. Em particular, no ponto p

tryg’ = ZQ;E , rgg = Zg/ﬁ - Z #
; j 7 95



88 Capitulo 2. Equacao de Tipo Monge-Ampére Complexa em Geometria

Pela expressao local do operador Laplaciano com respeito a uma métrica de Kéhler, e logo
por (1.3.19), em p
A'trgg’ = g"80,0:(9"" 'z,
= g"(0,039"") g5, + 979" 0,029
= g"(0,0:9"") g, — 979" Rl e + 9797 9 (0,905) (O gag)-

Como ¢’ é diagonal em p

9" 0059V gy = 2,5 977G50p0597 .

Note-se primeiro que 89,0597 = —0,059;; por (1.3.6) e (1.3.19). Por outro lado, por (1.3.19),
R —0,0p9;5- Assim

Jipp —

9" (0p0a9™) gl = =205 9795 Riion
> _Zp,j g/pﬁg;‘ﬂRﬁpﬁL

Para todo ¢ € M, consideramos
|Rj7p| < max{|g(Rx;xY,JY)|: X, Y e T,M®C, g(X,X)=gY,Y)=1} =B,

O méximo existe pois por um lado, como g(Ry xY, JY) é suave em M, entdo |g(RxsxY, JY)|
¢ uma funcao continua em M; por outra parte X,Y podem ser vistos como elementos na
esfera S?"~! que ¢ um conjunto compacto. Agora, dado que a funcao maximo é uma funcao
continua, B, ¢ uma fun¢ao continua sobre M. Assim, como M ¢é uma variedade compacta,
podemos considerar B = max,cy B, e assim

Jpp
Portanto,
970009 )9} 2 =B Y 9" 5.
D.J

= —B(trgg)(trgg").
Por outro lado, por (1.3.7), g’qu;qu, = R;'Tw entdo em p
{E3} N'trgg > —Bltrgg)(tryg) — "Rz + > g™ 90,04 (2.2.6)
D,J,a

Assim, considerando A’log tr,g’
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A'trgg’ _ 9" (Optryg") (Ogtreg’)

A logtr,q =
&g tryg’ (trgg’)2 ’
ik I
> _ Bt _ 9 ]E Z Ipp /aa|8 ’2
(€2} > —Bitgg — —— + 979 |0; 9y (2.2.7)
2 red’ p.j.a
1

Z 9" (0p94a) (OpG33)-

 (trgg)

Note-se que basta agora mostrar que

S g0, - o (D) (Dngly) > 0.

7-]a

trg

Para isto, utilizando a desigualdade de Cauchy-Schwarz duas vezes temos que

> 9"(,954) (Dpgh;) = ZZ VG (0p0,0)N 97 (Or1;)

p,a,b

1/2

< Z (Z g'pﬁ|3p9fm|2> (Z gqu|aq91/75|2>
a,b p q

2

1/2
= Z (Z glpp|8p9;a|2>
a P
2

1/2
= Z V Gua (Z glppg/aa‘apg;aP)
a P

< Zgga> (Zg"’pg'bb\apg;ﬁ)
a b,p
< (tryg') (Z g’ppg’bb|0pgbb|2>
b,p

Assim, se segue que

tI' g Zg/pp Pgaa)(apgbb) S X:g/ppglaa‘817911(1’2

p,a,b

(try9')?

trg [

IN

Z g/ppg/aa |apg]a| )

Y99 api

que é equivalente a
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pp

,aa|apgja|2 ( g ng/pp Pgaa)(apgbb) 0.

a,p,j p,a,b

Pela Proposigao 1.3.12 obtemos que 0,9’; = 0;4,4, € assim

'pp

laa 1 Ipp /
|ajgpa’2 ( rgg,)g ngp(apga&>(aﬁgl/)5> > 0.

a,p,j p,a,b

Substituindo isto em (2.2.7) obtemos o desejado.

No prova seguinte vai ficar em evidéncia a importancia da estimativa a priori CV.

{C2E}
Lema 2.2.9 (Estimativa C?). Eziste uma constante C' > 0 que depende somente de M, w,
sup,,(¢) e um limite inferior para AF tal que a solugdo ¢ de (2.2.5) satisfaz
Cg%) < (955 + 0;050) < Cly;r)-
Prova.
Utilizando a notagao g;.,; = g5 + 0;0kp como antes, pela equagao (2.2.5), o Lema 1.3.21 e
lembrando que £+ = det(g,q)
{CR} — R;E = 0;0pF + ;050 — R, = 0;0p.F + g;-,; — 95 — Rjz (2.2.8)
Utilizando o Lema 2.2.8
AF +tr,g —nm—R
{dddd} A'logtr,g’ > —Btryg + ey — 1 , (2.2.9)

tryg’

onde R é a curvatura escalar de g. Pela desigualdade de Cauchy-Schwarz, em p

- () () (£ ) -

Assim, no ponto p

1 > _trg/g

trog’ —  n?

Dado que F' e R sao fungoes suaves sobre uma variedade compacta, existe C; > 0 tal que

AF—’/L—RZ—CL
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AF—-n—R C 1
>_—L > Tl g
tryg’ tryg’ n?

Aplicando isso em (2.2.9), e chamando C' = &}

A'logtry,g' > —Btryg — Ctrgg+ 1> —Btryg — Ctryg.
Pela expressao do operador Laplaciano para ¢’ e o fato de que 9;12 = g;r + 0;0rp

A’go _ g’jkﬁjﬁggo — g’jk(g},; _ ng) =n — trg/g_
Assim, considerando A =B+ C + 1

A'(logtryg' — Ap) > tryg — An.

Agora suponha-se que log tr,¢" — Ap atinge um méximo em algum ponto p € M, entao

0> A'(logtryg’ — Ap)(p) > tryg — An.

Assim

tryg(p) < An.

Encolhendo coordenadas normais para g em p tal que ¢’ é diagonal em p, como na prova

anterior, entao a equacgao acima implica que em p para cada

1
pa

_ g/if < Zg/ﬁ _ trg/g(p) < An.

S

Por outro lado, a primeira equagao de (2.2.5) se escreve no ponto p como

ng{f — FP)+e)
i=1

Como M é compacta, existe C3 > 0 dependendo da estimativa C° de ¢ e F tal que

Entao,

= <l <. (2.2.10)

Assim, chamando Cy = (An)"~'Cs, para cada i obtemos

Cs <O,

/
gﬁ S =
[;95;
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Em particular

tryg'(p) = Zgzg < Z Cy=nCy.
i=1 i=1

Como logtr,g’ — Ay atinge um maximo em p

logtryg'(x) — Ap(z) <logtr,g'(p) — Ap(p) < log(nCy) — Ap(p),

para todo z € M. Assim obtemos uma constante Cs dependendo da estimativa C° de ¢ e F'
tal que

suplog tr,g’ < Cs.
M

Agora consideremos xz € M, pelo teorema de coordenadas normais aplicado para g, de tal
forma que ¢’ seja diagonal em x, obtemos uma estimativa superior para g;;(:c) para cada i, pois

n
gi-(z) < Z §a(x) = tr,g (z) < o8I0 @ < (O,
i=1
Como (2.2.10) continua-se verificando para todo = € M, para cada i, podemos reescreve-lha

para obter uma estimativa inferior de g’> da seguinte forma

1
2 C3€(n_1)05 ’

/
95 () 2
Cs [ 935

Assim, existe uma constante C' > 0 tal que para todo i e todo x € M

% < gslz) <C

Por causa disso, pela Observagao 2.2.4, se consideramos uma base qualquer sobre qualquer
ponto x, obtemos entao

que € o que queriamos mostrar.

O

A tltima proposicao nos fornece das estimativas a priori C? sobre as solucoes da familia
paramétrica de equagoes {(*)¢ }ej0,1)- Isto nos conserva a positividade da (1, 1)-forma w + 00y
quando aplicamos limite sobre s.
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2.2.3 Estimativa C°

Também podemos obter estimativas a priori C® da solucao de 2.2.5. Para isso, vamos
a mudar um pouco a nossa notacao para nao sobrecarregar de aspas em cada uma das
desigualdades. Escrevemos g;; a métrica fixada e g,z = g;5 + 0;05p. Usaremos a equagao
(2.2.8), que simplificaremos da seguinte forma

Rz = =gk + Tj, (2.2.11)

onde R;; é a curvatura de Ricci da métrica g e Tjp = g,z + Ji’j,; + 0;0;F, que é um tensor
dependendo de objetos fixado. Também usaremos a estimativa do Lema 2.2.9, assim sabemos
que existe A > 0 uma constante tal que

T < (030) < Al (22.12)

No6s queremos estimativas das terceiras derivadas mistas de ¢. Dado que, por (2.2.12),
temos controle das segundas derivadas de ¢ em termos da métrica gz, ¢ natural pensar ter
controle das terceiras derivadas tendo controle nas derivadas da métrica, que é equivalente a
ter estimativas a priori dos simbolos de Christoffel F;k = ¢"9;g;;. Assim, consideremos

St =10 — T, (2.2.13)

onde I'; sdo os simbolos de Christoffel da conexao Levi-Civita de g. Podemos escrever mais
compactamente os termos 57, num tensor S de assinatura (1,2) da seguinte forma

S = Sida’ @ da* ® 0. (2.2.14)

Além disso, utilizando a métrica Hermitiana g estendida para o fibrado correspondente
obtemos

1SI* = g(S, ) (2.2.15)

Nosso objetivo é obter uma estimativa uniforme para |S|, e assim teremos controle em cada
i
fator S7;.

Observacao 2.2.10. As constantes C, que apareceram nas provas seguintes, nao necessa-
riamente sao igual para cada uma das desigualdades, porém, o importante é saber que sao
constantes que depende somente dos objetos fixados M, T, g e A.

Lema 2.2.11. Suponha que g satisfaz a equagao (2.2.11) com a estimativa (2.2.12). Entao
existe uma constante C' > 0 dependendo de M, T, g e A tal que

NplSI* = =CIS]* = C,

onde |S| € a norma do tensor S respeito 4 g e A € o Laplaciano de g.
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Prova.

Antes de comegar a prova, por simplicidade nao escreveremos a somatoria em p, mas vamos
supor que em cada equagao estamos somando em p quando aparece p e p duas vezes.

Para simplificar nossa prova, vamos aplicar a Proposi¢cao 1.3.13 para a métrica g num
ponto ¢ € M escolhendo carta de coordenadas locais, tais que g;z(p) = d,z, e consideremos
a conexao Levi-Civita V da métrica g. Notemos que podemos estender V para o fibrado
T*M @ T*M @ TM. Por outra parte, para fungoes, por (1.2.10), sabemos que V em p é tal
que

Ay = ¢*0,0; = 0,0;.

Consideremos A|S|?. Utilizando (2.2.15) junto com a compatibilidade de V com a métrica
g, em ¢ obtemos

NplSPP = 3,(959(8, 9)),

= 0,(9(V3S,5) +9(S,V59)),

= g(V,V;55,8) + g(VpS,V,8) + g(V,9, VpS) + g(S,V,V;5), (2.2.16)
IVS]? 4+ 9(V, V58, ) + g(S, V, V),
> 9(V,V;S,8) +g(S, V,V;9).

Utilizando o calculo de Ricci em p com as coordenadas ortonormais, vemos que
g(VprS, S) = (vaﬁsgk)%a
9(8,V,V5S) = 85, (VVpSiy).
Assim
AglSI? = (V,VpSi) St + Si(V,V5Sh). (2.2.17)

Agora, considerando o tensor de curvatura Ry g, da conexao V sobre o fibrado T"M &
T*M ® T'M avaliado no tensor S obtemos que

Ra,0,(Sj1) = VpV5pSjy, — VVpSi.
Entao

VoV, S| < [V, VS0l + [Royo, (S5, (2.2.18)
Utilizando o calculo de Ricci, dado no Exemplo 1.3.16
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Rapaﬁ(S;k) = _ijpﬁsrink - kapﬁsj'm + Rmipﬁ ;‘71?:7
= —R;™S,, — RSS,, — RS},
onde R}" = ngRj,;, é o tensor de Ricci de g com um indice acima. Assim,
| Ra,0,(Sji)| < 1R;™ 1Skl + [ Ri™ || S| + | R’ [| STl
Como R} = ¢'*R7., por (2.2.11) e (2.2.12), existe C' > 0 tal que
|R!| < C.
Por outro lado, note-se que |57, | < [S|. Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

| Ro,0,(Sji)| < CIS.
Substituindo isso em (2.2.18)

{c37} IVaVuSil < [V VpShl + C|S]. (2.2.19)

Por outro lado, dado que V;(d2? ® da* ® 9;) = 0, utilizando o calculo de Ricci obtemos que
vpvﬁs = vaﬁ(sj%),
= Vp(aﬁ(ré‘k - F;k))
Pelo Lema 1.3.18
Ol =Ri'yp . Ol = Ri'jp,

onde Ry';; e Ry';5 sao os coeficientes dos tensores de curvatura de g e § dadas pelas conexoes
Levi-Civita V e V respectivamente. Substituindo o anterior

VpVpS = _vp(Rkijﬁ - Rk’ijﬁ)a
= —VpRiljp+ VpRiisp + (V= Vi) Bil
Pela segunda identidade de Bianchi V,R;";; = V;Ry'pp = V,; Ry’ Assim
VoVpS = VR + VR iy + (V, = V) R
Considerando a norma disso dada pela métrica g obtemos que
{EqP} Vo VS| < ViR + VB ol + (V= Vi) Ry . (2.2.20)

Nos queremos controlar o lado direito da equacao acima. Para isso, vamos olhar cada fator
por separado. Para o primeiro fator dado que R}’ = ¢** Ry, o calculo de Ricci, o fato de ter
coordenadas holomorfas normais em ¢, e (2.2.11)
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ViR = O;Ry,
= 0;(9" Ris),
= Ris(0;9%) + 9 (0; Rys),
= 9%0i(—grs + Tis),
= —9"(9i9xs) + 9" (0T}s),

= ¢°(0jTis)-
Assim, pelo Lema 2.2.9 e o fato de que T', ¢’ s@o tensores fixos, existe uma constante C' > 0
tal que
{Eq1} VR < C. (2.2.21)

Para o segundo fator |@kaijﬁ|’ pelo fato de g ser a métrica fixada e M ser compacta, temos
que existe uma constante C' > 0 tal que

{Eq2} IV, Rilis| < C. (2.2.22)

Para o terceiro fator |(V, — V,) Ry'j5| temos

(Vp = Vo) Riljpl = | = Ry'jpSs, + R pSh, — Ril oS3 |

p~p
< ]ﬁisijﬁSgﬂ + |Rk5j;55f,s| + |ﬁ3kisﬁ5§j‘-

Note que os fatores Rkijﬁ sao fixos; assim utilizando a compacidade de M existe uma
constante C' > 0 tal que

{Eq3} (V, — V)R i) < OS], (2.2.23)

Juntando (2.2.21), (2.2.22) e (2.2.23) e substituindo isto em (2.2.20) obtemos que existe
uma constante C' > 0 tal que

{Cc34} IVoV5Sil < OIS+ C. (2.2.24)
Substituindo isto em (2.2.19), obtemos una constante C' > 0 tal que

{c38} IVsV,pSil < OIS+ C. (2.2.25)
Por ultimo, por (2.2.17)

NGISPP = =V VpSillS] = 1811V, VSl
> [SI(=IVpVaSil = [V VaSil).

Substituindo (2.2.24) e (2.2.25)

Ag|SI* > IS|(=(C1S] + C) = (CIS] + C)).
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Assim, existe uma constante C' > 0 tal que

{fim} Ay|S]? > —C|S|? — C9]. (2.2.26)

Consideremos, para uma constante C; > C, o polinémio (C' — C})z? + Cx — Cy. Utilizando
ferramentas de calculo vemos que o polindémio nao é positivo. Assim

C.CL’Z -+ Cx < 0112 + Cl-

Avaliando em |S|, podemos substituir em (2.2.26), e concluimos que existe C' > 0 tal que

AglS[?2 > —Cy|SJ? — 1.

Dado que isto é feito para um ponto ¢ € M arbitréario, obtemos o resultado.

Assim, estamos prontos para mostrar nossas estimativas C%.

{EC3}
Lema 2.2.12 (Estimativa C?). Suponha que g satisfaz a equagio (2.2.11) e a estimativa

(2.2.12). Entao eziste uma constante C' > 0 dependendo de M, T, g e A tal que |S| < C

Prova.

Vamos trabalhar localmente num ponto p € M. Assim, podemos supor que (g;z) ¢ a
identidade, e (g;z) ¢ uma matriz diagonal. Lembremos a desigualdade (2.2.6), mas reescrita
com a notagao auxiliar

Atrgg > —B(tryg)(trgg) — 7" Rig + > 9" 9"*10;9pal™-
D:J,a

Pelo Lema 2.2.9, temos estimativas a priori para o primeiro fator de desigualdade acima.
Pelo mesmo Lema e por (2.2.11) obtemos uma estimativa a priori do segundo fato. Assim,
existe uma constante C' > 0 tal que

{aaaa} Atrgg > —C + ngﬁgaa]@-gpa\z. (2.2.27)
D>
Como F;k = gil_ﬁjgk[ e (g;z) ¢ diagonal, temos que F;k = gﬁaj G- Assim, dado que ¢**g,q = 1
97905 9pa|* = 9" Gaa (9" 0;9pa) (9°°0;9pa) = 9" Gaa|T5, I
Substituindo isso em (2.2.27)
Atrgg > —C + Z 97 9aalTS, |

D,J,a
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- P P S0 Qi i
Dado que em p com as coordenadas escolhidas temos que 0,9;; = 0;g;; = 0, entdo Sy = I',
em p, assim

1517 =" 679" gaalT5, 1>
P,k

Pelo Lema 2.2.9 temos que existe uma constante C' > 0 tal que

ISP < CY g7 gaalTS, 1>
D.J,a
Juntando isso temos que existe uma constante C' > 0
Atrgg > —C + C|S|*.
Por outro lado, pelo Lema 2.2.11 existe C' > 0 tal que
AlS]2 > —C|S? - C.
C+1

Considerando A = > () temos
A(SP+ Atrg) > ~CIsP - C+ (S5 ) (-C+ClsP),
3
C+1
> |S]2— — ).
> |9 (C+(J G )

Assim existe C' > 0 tal que

A(|S|? + Atrzg) > S| — C.
Suponhamos agora que |S|* + Atr;g atinge um méaximo em p € M. Entao
0> A(IS]*(p) + Atrzg(p)) > [SP*(p) — C,
e assim |S|%*(p) < C. Dado que Atrzg(z) > 0 para todo z € M, obtemos que
1S]2(x) < |S|*(x) + Atrgg(z) < |S[*(p) + Atrgg(p) < C + Atryg(p).
Pelo Lema 2.2.9 temos que existe C' > 0 tal que Atrzg(p) < C. Assim, para todo z € M

152(x) < 2C.

Dado que tanto C' é uma estimativa dada pelo Lema 2.2.9, e é uma estimativa a priori,
temos entdo uma estimativa a priori para |S|* que é o que querfamos provar.

O

Voltemos agora a nossa notacao padrao. Utilizando os Lemas 2.2.9 e 2.2.12 ja podemos dar
uma prova da Proposicao 2.2.3.
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Prova da Proposi¢ao 2.2.3

Pelo Lema 2.2.9 obtemos que g;; + 0;05¢ ¢ uniformemente equivalente a g, para todo ¢, ¢
dizer, existe uma constante C' > 0 tal que

1
5(9]'15) < (9;‘12 + 83‘81?:%) < C(giE)'

para todo t.

A parte acima implica que temos estimativas a priori C° para 9;0;p;. Por outro lado, pelo
Lema 2.2.12, temos estimativas a priori C° das terceiras derivadas mistas 9,0;05¢; € 070,01,
que é equivalente a ter estimativas a priori C° das primeiras derivadas de segundas derivadas
mistas 0;0;p;. Assim, pela propriedade de Log-concavidade das normas de Holder (A.0.5),
obtemos estimativas a priori para ||0;05¢¢||co.e

Como vimos na se¢ao 2.2.1, a equagao (2.2.4) pode ser vista como Ej, onde E, um operador
linear eliptico de ordem 2, e que é tal que Ey(0ipr) = hiy, com h;y € C%. Assim pelas
estimativas de Schauder (A.0.9) existe uma constante B > 0 tal que

10iprllc2.e < B([[0ipr] |y + || hiell o)

Notemos que B é uniforme pois os coeficientes dos diferentes operadores F, tém a mesma
constante de elipticidade que é dada pela primeira parte da prova. Dado que temos estimativas a
priori para ||0;0;¢||co.o, temos estimativas a priori para || h||co.«. Por ultimo, pela desigualdade
de Holder e o fato de trabalhar num variedade compacta temos que

1

2
10seille, < ( / dvoz) 185112 = Vol(M)]|0xar] |1
M

Por outro lado considerando ¢;(w], — w™) temos que
i (wh, —w") = @(e = 1"
Integrando

[ e —am) = [ aderto =
M

M

Dado que temos estimativas C° a priori para F e ¢, obtemos que existe C5 > 0 tal que
¢ 7t —1)llo < Cs. I
| (eF T2t — 1)|]g < C3. Assim

/ pi(wy, —w") < Vol(M)Cs.
M

Agora, utilizando a mesma técnica para a prova da unicidade de solugoes da Conjectura
2.1.4
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- 1
/ @t(wgt —w") > / V—10¢; N Opy Aw™ ! = —/ |0y [Pw™.
M M nJm

Assim obtemos estimativas a priori L; para as primeiras derivadas de . Isso nos permite
conseguir uma constante Cy > 0 tal que para todo ¢
10l lcze < B([|10ipe]| 1, + [[higl|coe) < BCs,
10zpellc2e < B([|030e| Ly + [[hillcoe) < BCh.
Dado que temos estimativas a priori C° de ¢;, concluimos que existe uma constante C' > 0
tal que pata todo t
[lpecse < C.

onde C' é uma estimativa a priori.

2.3 Caso ¢;(M)=0

Como mostramos no comeco do capitulo, a existéncia de métricas de Kéahler-Einstein no
caso ¢1(M) = 0 é resolvido mostrando a Conjectura 2.1.4 (Problema 1). Vimos, de forma mais
técnica, que neste caso temos unicidade de solugbes a menos de uma constante. Assim, vamos
nos preocupar pela existéncia.

Como veremos, o Problema 1 é resolvido de maneira semelhante ao Problema 2, mas com
alguns detalhes menores que devem ser tomados em conta; e a principal diferenca, que é a
estimativa C° da solucao.

2.3.1 Estratégia

Lembremos que a equagao que queremos resolver é

(w4 V=100¢)" = ef'w"
com a condicdo extra de que w + v/—190yp é uma (1,1)-forma positiva

A estratégia é semelhante ao caso anterior, porém o método de continuidade é aplicado de
forma diferente. Comegamos considerando a familia de equagoes paramétricas {(x);}, com
t € [0,1], dada por

(), = { (w+ V/=100p)" = (eF't + (1 — t))w".

w + v/—190p ¢ uma forma positiva.
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Aqui ja vemos a primeira diferenca respeito ao caso anterior, pois o caminho utilizando para
conectar os sistemas de equagoes ()o com (x); é diferente. A principal razao de escolher um
outro caminho é pelo fato que o volume da variedade é mantido para todo t € [0, 1], pois dado
que por hipoteses [, efw™ = [, w", entdo

| wevongr = [ e a -

[ )
_ /Mwn,

Por outro lado, vemos que a estimativa C° nao pode ser obtida pelas mesmas ideias dadas
para o caso ¢1(M) < 0, pois o lado direito da equagao Monge-Ampeére independe da solugao.
A estimativa C° é mais complicado de obter nesta caso, mas como veremos na seguinte secao,
utilizando algumas ferramentas analiticas extra, conseguimos mostrar de maneira concreta o
resultado.

Seguindo com a linha de ideias como na prova para o caso ¢;(M) < 0, consideramos
o conjunto ® C [0, 1], com respeito a familia paramétrica de equagoes dada por (x);; em
particular ¢ é nao vazio, pois 0 € ® pela mesma razao que no caso anterior.

Para mostrar que ® é um aberto de [0, 1], seguimos essencialmente a prova do Lema
2.2.1, mas com algumas modificagdes na fungdo © dada em (2.2.2). Consideremos © :
(C3* N Ker™(Ag)) x [0,1] — Ker™(Ag) uma funcio entre espagos de Banach dada por

(w+ v/ —190p)" B

W

O(p,t) = ("t + (1 —1)),

onde o 0-Laplaciano A e (.)* o complemento ortogonal L? sdo respeito a métrica w fixada.

Localmente podemos escrever © como

_ det(gj,; + 0;0kp1)
det(gjl_c)
Consideremos t € ®, assim existe ¢, solucdo suave de (), tal que w + /—190p, é uma

forma de Kéhler. Derivando © na diregao ¢, no ponto (¢;) obtemos DO, ;(¢,0) : C** — O
tal que

O(p, 1) —(e"t+(1-1)). (2.3.1)

L(¢) = DOy, 4(4,0) = Agip.

onde A, é o J-Laplaciano respeito a métrica w + v/—199p,. Mostremos que L : (C3* N
Ker™(Ag)) — CY* N Ker™(Aq) é um difeomorfismo.

(w + vV —185§0t)n
wn

Vamos ver a injetividade de L. Pela Proposigao 1.2.35, temos que
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Ker(A;) = Ker(Ag) = {f € C*(M,C) : f é constante}.

Paralelamente temos que Ker(L) C Ker(A;). Assim Ker(L) C Ker(4Ay). Por outra parte,
pela definicdo de L temos que Ker(L) C Ker™(A,). Portanto Ker(L) = {0}. Assim, dado que
L ¢é linear, concluimos que ¢ injetiva.

Para a sobrejetividade de L, temos que mostrar que Im(L) = C** N Ker"(4Aq). Seja
g € Im(L), pela definigio do operador L temos que g € C*. Por outro lado, existe
f e 3 NKert(Ay) tal que L(f) = g. Note-se que

/Mgw” = /ML(f)w”

/ (w+ /—190¢;) A, fu
M w™

= / Aif(w+ V=180¢,)"
M

Dado que Ker(A;) =R, e que Ay é um operador autoadjunto com respeito ao produto L?
definido pela métrica w + v/ —190y,

/M Acf(w+V=T000)" = (Acf, Dw = (f A(1))uy = 0

Assim [, gw" = 0, e entdo g € Ker™(Ag). Portanto g € C'* N Ker'(A). Inversamente,
seja f € CY*NKer™(Ag). Por um argumento semelhante ao dado no caso ¢;(M) < 0, obtemos

uma solugdo g € C** tal que Lg = f. Diretamente notamos que g € Ker"(A), e assim
g € 3 N Ker"(Ag). Portanto f € Im(L).

Assim, L é um isomorfismo entre espacos de Banach; e como tanto w como ; variam
suavemente sobre M, concluimos que L é um difeomorfismo. Portanto, podemos aplicar o
teorema da funcao implicita para espagos de Banach e seguir com o argumento dado na prova
do Lema 2.2.1.

Para mostrar que ® ¢ um conjunto fechado de [0, 1] segue-se da mesma forma que no Lema
2.2.5, mas utilizando um lema que ¢ analogo ao Lema 2.2.3 para este caso.

Proposigao 2.3.1. Eziste uma constante C' > 0 dependendo somente de M, w, e ||F||co tal
que se @y salisfaz a equagao

(w+ V—=100p,)" = (e"'t + (1 — t))w"
para algum t € [0, 1], entao

(9;% + 0;05:) > C_l(gjl_c>
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l[eellcs.aan < C

onde ||.||cs.oary € a norma de Hélder com respeito a métrica que define w.

No resto deste capitulo vamos nos preocupar com a estimativa a priori C°. Isso junto com
as estimativas C? e C? obtidas anteriormente nos permite mostrar a Proposicao acima; e como
consequéncia obtemos uma prova da Conjectura 2.1.4 que engloba a existéncia de métricas
Kahler-Einstein no caso ¢;(M) = 0 e a Conjectura de Calabi.

2.3.2 Estimativas a Priori

Supondo que temos uma estimativa C° de ¢, as estimativas a priori C? e C? sao obtidas de
forma similar aos Lemas 2.2.9 e 2.2.12, com certos detalhes que nao mudam o desenvolvimento
da provas. O ponto chave aqui é a dependéncia da estimativa C° para as solucgoes ¢ da
equacao de Monge-Ampére. Yau em [28] da uma prova desse fato, sendo hoje uma das grandes
conquistas do século passado. N6s vamos seguir uma prova um pouco mais refinada dada em
[23], que vem da aproximagao dada por Blocki [1] da prova de Yau, com algumas simplificagoes
feitas por Kazdan, Bourguignon, e Aubin.

Lema 2.3.2 (Estimativa C°). Suponha que F, o : M — R sao fungoes suaves numa variedade
de Kdhler compacta (M,w) tal que w — /—100p € positiva e
(w—V—=100p)" = eF'w"
Entao existe uma constante C' dependendo somente da variedade M, de w e de sup,, F' tal

que

_inf
S}\l/jpg& 1]r\14cp<C'

Prova.

Esta prova é baseada uma técnica chamada iteragao de Morse, que originalmente foi utilizada
no contexto de equagoes lineares; ver no Teorema 8.15 de [12]. O método ¢é estimar as normas

Lp
1/p
lell, = ( / |s0|pwn)
M

iterativamente para p maior e entdo tomar o limite quando p — co. Usaremos w — /—190¢
em vez de w + /=100y para remover sinais negativos no argumento da prova. Dado que
pela unicidade no caso ¢;(M) = 0 temos que ¢ é uma solu¢do tnica ao menos uma constante,
podemos tomar ¢ tal que infy; ¢ = 1; também podemos normalizar w de tal foma que [ =1
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Com essas condigoes, para p < ¢ temos que existe s > 0 tal que p/q + 1/s = 1, assim pela
desigualdade de Holder

[ v < ([ <|¢|p>q/pwn)p/q ([ ) e ([ an)p/q

dado que a fungdo z'/? é crescente concluimos que |||, < ||¢||,-

As constantes C' > 0 que tomaremos daqui em diante podem ser diferentes conforme
avangamo, mas C' denota sempre uma constante que depende somente de M, w e sup,, F.

Dado que w — v/—199p é uma (1, 1)-forma positiva, obtemos uma métrica ¢’ localmente
dada por g;.}—C = g;& — 0;0z. Notemos que (g;,—f) e (g;5) sdo matrizes definida positiva. Assim
obtemos que, em um ponto p onde g;; = J;

G =n—Ap>0

onde A é o Laplaciano com respeito a métrica g. Seja s € M tal que ¢(s) =1, e seja G(z,y) a
fungao de Green do Laplaciano A (A.0.13). Pelo teorema de Stokes e as identidades de Green

ols) = /M pur — /M G(w, 5)Ap(a)" (2)

Podemos assumir que G > 0 e que G(z, s) é integravel na variavel z. Assim

1= g(s) > /M o — /M Gz, s)"(z) > /M g — C

Para alguma constante C' > 0. Assim [[p|[; < C. Agora chamemos w, = w — 0y e
consideremos

= /]\/[_()0\’_18590/\((«031+wg2/\w_|_..._|_wg0/\wn2+wn1>’

= / V=100 NOp A (Wi +wi 2 Aw - +wp Aw" 2 4w ).
M

Por um argumento similar ao dado na Proposic¢ao 2.1.5

/ pwp —w") = l/ |0p|*w", (2.3.2)
M nJm

F

Por outro lado, como wj; —w" = (e” — 1)w", obtemos que

| otan=u= [ ot —vum<c [ = clelh. (233)



2.3. Caso (M) =0 105

Juntando (2.3.2) e (2.3.3) obtemos que

x3} / 002w < Cllo]1. (2.3.4)
M

Se agora consideramos a fungao ¢ — ||¢||1, entramos nas hipoteses da desigualdade de
Poincaré para variedades (A.0.11). Assim, utilizando isto junto com (2.3.4)

[ e=lielhper < ¢ [ e - llelpar
M M

< C/ |0p| ",
M
< Cllelh-

Dado que temos controle de ||¢||;, desenvolvendo o quadrado dentro da integral no fator do
lado esquerdo, e levando os termos que contem o fator ||p||; para o lado direito da desigualdade,
concluimos que existe C' > 0 tal que ||p||s < C. Por um célculo similar, para cada p > 2

[ ot = [ —otvTToen e,
= / (p— 1)vV/—=1P"200 A Op A (wg_l + o+ w”_l),
M
— w/ ‘/_18305 /\ggpg A (wzfl—i-‘“—i—w"*l),
p M

4p—1
> (1’_2)/ 8% [Pw™.
p M

n

Assim, dado que W} —w" = (e = 1)w" e p >0

2 2

P — ) = 0L / Pl — D" < C
| ot —am = o [ e - < o

2
p p p -1
18023 < C —|lellp-1,

p—1

1

com C' uma constante que independe de p. Dado que para p > 2 temos ppT21 < 2p, concluimos
que

p —
1002113 < Cwllelly=1,

onde C' uma constante que independe de p. Agora lembremos a desigualdade de Sobolev para
variedades (A.0.2), que diz que para toda fungao f sobre M, existe uma constante Cs > 0,
que depende somente de M e w, tal que

112 < Cs(IIf115 + [107113)/

Aplicando isto para f = @2



106 Capitulo 2. Equacao de Tipo Monge-Ampére Complexa em Geometria

le21% < Cs(llo%]3 + 1102 ]13),
< Cs(llellp + Cpllellp-r),
< Cpllelly.

obtemos

lelPs. < Cpligl

Assim

1
ol 2z < (Cp)7lleollp-

_n_
n—1

Escrevendo py = ( )k p, e considerando o k suficientemente grande tal que, para todo
1

k' >k, se verifique que (Cpy )P+ > 1

k—1 [e's)

_1 1 1

ellpe < (Cor1)™|ellp, < - < el [ [(Cr)7 < lleelly [ J(Cpi)7e.
1=0 1=0

Pelo fato de que [[;-, a; converge se e somente se ) . | log(a;)| converge e depois utilizando
1

T 1
o critério da raiz, obtemos que o produto [[;~,(Cp;)? converge, e dado que cada (Cp;)7i ¢
diferente de zero, concluimos que o produto converge a um valor positivo. Agora, para p = 2,
tomando k£ — oo

Jim [l = sup o < Clpl]s.
—00 M

Como ||¢||2 ¢ limitado uniformemente, obtemos o desejado.

O

Obtendo isto, obtemos as estimativas a priori necessérias para mostrar a Proposi¢ao 2.3.1
utilizando o mesmo argumento dado na prova da Proposicao 2.2.3.
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Capitulo 3

Consequéncias das Conjecturas

Um ponto importante de toda a teoria feita até agora e os resultados mostrados é a sua
aplicabilidade em outros problemas geométricos, assim pode-se ver a relevancia das conjecturas
e até onde pode ser levada em pratica. Neste capitulo vamos ver duas aplicacoes sustanciais,
uma sobre variedades com ¢; (M) > 0, e outra sobre variedades com ¢; = 0. Para isto vamos
precisar de uma identidade, que relaciona o Laplaciano de Hodge de uma fungao sobre a
variedade com a curvatura Ricci, que é chamada Identidade de Bochner. Vamos nés encarregar
disto na seccao seguinte.

3.1 Identidade de Bochner

Nesta secgao vamos utilizar o principalmente o livro de [29], mas desenvolvendo em maior
detalhe as contas. Consideremos (M, w) uma variedade de Kéahler, e X um campo vetorial
holomorfo. Numa carta de coordenadas holomorfas, escrevemos X como

Assim, por propriedades do tensor de curvatura R e o tensor de Ricci 7:
r(X,X) = Xi)_(jR(@-,(?;)
= X'XRj;

= X'XIgMR g

= X'X'g¥g(Rs,0,0;, 0;)
= g"9(Ro.0, X, X)

= gMg(X,Ro0X).

Aplicando a Proposigao 1.3.13 em um ponto z € M, obtemos que a expressao acima se
simplifica em 2 como (X, X) = >_ g(X, Ry,0,X). Com isto obtemos o seguinte teorema:

107
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Teorema 3.1.1 (Identidade de Bochner para Campos). Seja (M,w) uma variedade de Kdhler,
temos a sequinte relagio para | X|?, onde X € um campo holomorfo.

AG|X P = VX2 —r(X, X).
Prova.

A prova sera feita pontualmente. Seja x € M e considere-se coordenadas holomorfas normais
no ponto p dadas pela Proposicao 1.3.13; assim g;z(z) = 0u(x) e Oig;r(x) = Ogr(z) = 0.
Dado M é uma variedade de Kéhler, em z utilizando a expressao (1.2.10) o Laplaciano Ag
aplicado em fungoes se escreve como

Asf = Z OO f-
p
Seja X campo holomorfo dado localmente na carta de coordenadas holomorfas normais por
X =X'0,
Calculando Az|X|? em x como em (2.2.16) obtemos que

{EB} AGIX1P =D (9(Vy VX, X) + [V X + |V, X]* + g(X, V;V,X)). (3.1.1)

p

Dado que X é um campo holomorfo, |V;X|? = 0, pois pela defini¢ao de conexéao

VX =dX'® 0, + X' ® V0.

Derivando na diregio df, obtemos que dX"(9;) = 9% X"’ = 0 por X ser holomorfo, e V4 9; = 0.
Assim |V, X|> = |[VX]? e g(V,V;X, X) = 0. Substituindo isso em (3.1.1)

AG|IX|P = VX + ) g(X, V,;V,X).

p

Dado que R,;X = —V;V,X e pela expressao simplificada obtida no comego desta segao
concluimos que

Nl X|? = VX =32, 9(X, RypX)
= VX[ —r(X,X).
O

Isto pode ser estendido para tensores holomorfos, levando a conexao no espago tangente
para o espaco tensorial correspondente. Assim obtemos o seguinte resultado
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Teorema 3.1.2 (Identidade de Bochner para Formas). Seja (M,w) uma variedade de Kdhler,
obtemos a sequinte relagio para |a|*, onde a é uma k-forma holomorfa:

Ala| = |Val* + r(a, @)

Observagao 3.1.3. A mudanca no sinal no tensor (X, X) vem da mudanca de sinal da
conexao de Levi-Civita estendida para o espago cotangente (Espaco de 1-formas).

Aqui obtemos as primeiras pequenas aplicacoes da conjectura de Calabi, que sera de utilidade
nas seguintes segoes.

Teorema 3.1.4. Seja (M,w) uma variedade de Kihler compacta com c1(M) > 0. Entdo para
0<k<n, dimcHy (M) = 0.

Prova.

Dado que ¢;(M) > 0, existe uma (1, 1)-forma positiva p € Hé’l(M, C). Pela conjectura de
Calabi obtemos uma métrica w, tal que a sua curvatura de Ricci é p. Considere |.| a norma
tensorial dado pela métrica w,.

Seja a uma (k,0)-forma holomorfa e consideremos ||?. Isto ¢ uma funcao suave a valores
reais sobre M; assim, dado que M é compacta, existe p tal que

Ala]* <0
Por outro lado, pela Identidade de Bochner para Formas
Alal* = |Val* + r(a, @)
Dado que p é uma (1, 1)-forma positiva, temos que r(«, @) > 0, assumindo que o # 0. Assim
Ala* > |[Val* > 0
Juntando tudo o anterior

0> Ala*>0

e isso é uma contradi¢do. Portanto a = 0. Agora como o conjunto de (k, 0)-formas holomorfas
é igual ao conjunto de (k, 0)-formas harmonicas, que pelo teorema de Hodge é igual ao conjunto
Hg’O(M), concluimos que dimcHg’o(M) = 0. .

Também utilizando a identidade de Bochner obtemos resultados com respeito a campos
paralelos.

Definigao 3.1.5. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana e seja V uma conexao. Dizemos
que um campo X é paralelo se VX = 0.
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Observacgao 3.1.6. Notemos que X pode ser um campo em (T'M)* @ (TM*)*, onde V ¢ a
conexao levada naquele fibrado.

Teorema 3.1.7. Seja (M,w) uma variedade de Kdhler compacta com c¢;(M) > 0. Assim,
toda (k,0)-forma « € paralela.

Prova

A prova é essencialmente igual ao Teorema 3.1.4, com a diferenca que temos que em p,
r(a,a) > 0, assim
0> Ala]* > |Val* >0

e portanto Va = 0, ou seja, a é uma (k, 0)-forma « é paralela.

Isto nos permite mostrar o teorema.

Corolario 3.1.8. Seja M uma variedade de Kdhler compacta, com ¢i(M) = 0 e simplesmente
conexa. Entao o grupo de isometrias de M € finito.

Prova.

Seja Iso(M) o grupo de isometrias de M. Como M é compacto, pelo Teorema 3.4 no
capitulo VI em [19], Iso(M) é compacto.

Agora, dado que Iso(M) é um grupo de Lie, podemos considerar Isoy(M) a componente
conexa de Iso(M) que contem a identidade e. Dado que ¢;(M) = 0, pela conjectura de Calabi
temos que existe uma métrica w que tem curvatura de Ricci nula. Assim, entramos nas
hipoteses do Corolario 2.2 em [11], e entdo dim(Isog(M)) = by (M). Por outro lado, dado que
M & simplesmente conexa, o grupo fundamental w1 (M) = {Id}. Pelo Teorema 2A.1 em [14], o
grupo de homologia Hy(M,Z) = [my(M), 7 (M)] = {Id}. Assim, como

H'(M,R) = Hom(H,(M,Z),R)

entao H'(M,R) = 0. Portanto b;(M) = 0. Juntando todo, temos que dim(Isog(M)) = 0, é
dizer, Iso(M) é um conjunto discreto. Assim, dado que Iso(M) é compacto, concluimos que
Iso(M) é um conjunto finito.

OJ

Nesta se¢ao, desenvolve alguns resultados sobre campos paralelos, que via o principio de
holonomia se relaciona direitamente com a holonomia sobre M. Isto nos sugere uma forma de
decompor a cobertura universal de variedades de Kéhler com ¢, (M) = 0 utilizando diferentes
resultados de geometria Riemanniana, como veremos na subsecao 3.3.
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3.2 Variedades de Fano

Vamos supor M uma variedade de Kéahler compacta. Nos dizemos que M é uma variedade
de Fano se existe uma forma p € ¢1(M) que é positiva. O teorema central nesta secgao é

Teorema 3.2.1. Toda variedade de Fano € simplesmente coneza.
Antes de demostrar este resultado, vamos ver como construir exemplos.

Exemplo 3.2.2. No espaco projetivo CP", obtemos uma quantidade de exemplos de variedades
de Fano estudando as hipersuperficies em CP". Seja V' C CP"™ uma hipersuperficie de grau d.
Note-se que V' é uma variedade de Kéahler

(V) =a(THV) = a(Kh).
Agora, como K;' = (Ky)*, e dado que ¢;(Ky) = —c1((Ky)*), concluimos que

Cl(V) = —C1<Kv).

Assim, utilizando a Proposi¢ao 1.2.28

Cl(V) = 01(0(n + 1-— d)|V)
Como ¢,(O(1)) = wpg, entao

a(V)=mn+1-=d)c(wrsly).

Dado que wpg ¢ uma (1, 1)-forma positiva, entao wrgly é uma (1, 1)-forma positiva. Assim,
se consideramos d < n+ 1, (n+ 1 — d)wpg|y € uma (1, 1)-forma positiva. Portanto ¢;(V') > 0.

Vamos primeiro enunciar os teoremas principais que utilizamos para mostrar o Teorema
3.2.1. O primeiro resultado que precisaremos é um corolario do Teorema de Bonnet-Meyers,
que pode ser encontrado do em [9].

Corolario 3.2.3 (Corolario do Teorema de Bonnet-Meyers). Seja M uma variedade Rieman-
niana completa com Ric,(v) > 6 > 0, para todo p € M e todo v € T,M. Entao, o recobrimento
universal de M € compacto. Em particular, o grupo fundamental wi(M) € finito.

O seguinte resultado que precisamos é chamado de Teorema de Dolbeault, que relaciona
certos grupos de cohomologia respeito ao operador 9. Isso pode ser encontrado em [13].

Teorema 3.2.4 (Teorema de Dolbeault). Para M uma variedade compleza,

HY(M, ) = Hg*(M)
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O 1ultimo teorema que precisaremos é o famoso Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch, que
relaciona a caracteristica de Euler holomorfa de um fibrado E definida por

X(E) =) (—1)*dime (H*(M, E))
k=0
com a integral de um produto wedge do carécter de Chern de E com a classe de Todd de T'M
denotadas por ch(E) e Td, (T M), para mais informacao ler [29].

Teorema 3.2.5 (Teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch)). Para uma variedade compleza
compacta M de dimensao n e um fibrado vetorial E sobre M, verifica-se que

X(E) = /M ch(E) A Td(TM),

Prova do Teorema 3.2.1.

Pela conjectura de Calabi, temos que existe uma métrica de Kéhler w tal que Ric(w) = p.
Em particular, a métrica definida por w tem curvatura de Ricci positiva. Pelo teorema
de Bonnet-Myers, o grupo fundamental 71 (M) é finito de ordem d. Agora consideremos a
caracteristica de Euler holomorfa x(O);). Pelo teorema de Dolbeault, temos que para todo k

H*(M, Oy) = Hg"(M) = Hy(M) = HO(M, Q)
Pelo Corolario 3.1.4 temos que H°(M,Qk, = 0), para k > 0. Assim,

X(OM) = dim((:H()(M, OM) = dlmcHg’()(M)

Como para uma variedade de Kéhler, o conjunto de fung¢oes harmonicas é isomorfo ao
conjunto Hg’o(]\/[ ) e as unicas fungoes harmoénicas em M sao as fungoes constantes em C,
obtemos que dimcH®(M,Oy) = 1, e assim, x(Oy) = 1. Dado que 7 (M) tem ordem d, o
recobrimento universal M de M herda a compacidade de M. Também obtemos que o fibrado
canénico de M é positivo. Isso se obtém puxando para tras a métrica hermitiana em K;;' e
vendo que o representante na classe de Chern dessa métrica é positiva. Assim, obtemos que
M ¢é também uma variedade de Fano. Agora, pelo teorema de Hirzebruch-Riemann-Roch

X0y) = / ch(Oy) ATd,(TM)
_ / 7 (ch(Ou) A T, (TM))
_ g / ch(Onr) ATd, (T M)

= dx(Owm)

Note-se que x(Oy;) e x(On) sio iguais a 1, ja que M e M sdo variedades de Fano. Assim,
obtemos que d = 1, ou seja, |m(M)| = 1. Portanto M ¢é uma variedade simplesmente conexa.

O
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3.3 Teorema de Decomposicao de Beauville

Nesta tltima segao, vamos demostrar o seguinte resultado, dado por Beauville em [3], sobre
a decomposicao de certos espagos de recobrimento de uma variedade de Kéhler com ¢; (M) = 0.

Teorema 3.3.1 (Teorema de Decomposigao de Beauville).

Seja M uma variedade de Kdhler compacta com curvatura de Ricci nula.

1. O recobrimento universal M é isomorfo, como uma variedade de Kdhler, a um produto
Chx JTvix []%;
i J

onde CF ¢ fornecida com a métrica de Kdihler padrao, os V; sao variedades de Kdihler
compactas e simplesmente conexas, de dimensao real 2m; e com grupo de holonomia
SU(m;) C SO(2m;) e X; sdao variedades de Kdhler compactas e simplesmente conexas
de dimensao real 4r; e com grupo de holonomia Sp(r;) C SO(4r;). Essa decomposicdo é
unica ao menos biholomorfismos e troca da ordem dos fatores.

2. Eziste um recobrimento finito M’ de M, isomorfo como variedade de Kdhler, ao produto

Tx [[vix [[ X
i J

onde T" € um toro complexo.

Observacao 3.3.2. Definimos um reticulado A sobre C™ como

A:{Zeiai:aieZ}.

onde {e,} ¢ a base candénico de C". Isto define uma classe de equivaléncia sobre C" no
sentido de que a; + m = a;, para todo m € Z. Assim, definimos um toro complexo como C"
quocientado pela classe de equivaléncia dada no reticulado.

Temos M uma variedade de tipo Kéhler com ¢ (M) =0 € H*(M,Z) N H"'(M, R). Assim,
pela Conjectura de Calabi, em qualquer classe de Kéahler existe uma forma de Kéhler w com
Ric(w) = 0. Seja g a métrica associada a forma w. Primeiro vamos enunciar alguns conceitos
e teoremas importantes para mostrar o Teorema de decomposicao Beauville.

Para uma variedade Riemanniana (M, g), dizemos que [ : R — M ¢é uma linha sobre M, se
para todo s,t € R, existe uma geodésica v tal que é uma curva minimizante entre os pontos
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v(s) e y(t). também dizemos que ¢ : [0, 00) — M & um raio sobre M, se para todo s,t € [0, oo},
existe uma geodésica v tal que ¢ uma curva minimizante entre os pontos y(s) e y(t).

Enunciaremos alguns teoremas fundamentais que serao necessarios para a demostragao do
Teorema 3.3.1. O primeiro deles é um teorema de decomposicao isométrica dado por Cheeger
e Gromoll em [(], e também pode ser encontrado em [22].

Teorema 3.3.3 (Teorema de Decomposicao de Cheeger-Gromoll).

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa de curvatura de Ricci nao negativa.
Entdo M ¢ isométrica ao produto M x R¥, onde M ndo contem nenhuma linha e onde R¥
tem a métrica euclideana plana.

O seguinte é um teorema mais algébrico, mas que é importante no desenvolvimento da prova
do Teorema 3.3.1. Uma prova pode ser encontrada em [27] ou [5]. Para isto, precisaremos da
seguinte defini¢ao

Definicao 3.3.4. Dizemos que D C R" é um dominio fundamental de um subgrupo discreto
G de isometrias de R™, se D é aberto em R", tal que para todo x € R" existe a € G tal que
ax € D, e se para z,y € R", com z # y, nao existe o € G tal que ax = y. Dizemos que D é
um dominio fundamental compacto se R"/G é compacto com a topologia quociente.

Observagao 3.3.5. Um reticulado A sobre C" tem um dominio fundamental compacto.

Teorema 3.3.6 (Teorema de Bieberbach).

Seja G um grupo discreto de isometrias de R™, com dominio fundamental compacto. Entao
o subgrupo H de G, formado pelas translagoes de R™ em G, contem n translacoes linearmente
independentes. O subgrupo H € um grupo livre, de indice finito em GG, e € o unico subgrupo
normal abeliano maximal de G.

Agora usaremos a nogao de holonomia, veja [22| ou [19] para uma definigao justo com
propriedades bésicas. Como consequéncia da teoria podemos obter os seguintes teoremas. O
primeiro, um teorema de decomposicao, e o segundo, em certas condi¢oes dadas, nos fornece
de uma classificagao das possiveis holonomias que pode ter a variedade.

Teorema 3.3.7 (Teorema de Decomposicao de De Rham).

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana completa e simplesmente conexa. Entio M é
1sométrica a um produto My X - - - X My, onde My € um espaco euclideano e M; sao irredutiveis
para i > 1. Essa decomposi¢io € unica (ao menos ordem). Seja p = (po, ..., pr) um ponto em
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M, e seja H; o grupo de holonomia de M; em p;. Entdao o grupo de holonomia de M em p é
Hy x ---x Hy, agindo em T,M =T, M, ® ---® T, My pela representacao produto,ou seja,
para cada t, H; age somente em T, M;.

Teorema 3.3.8 (Teorema de Classificacao de Berger).

Seja (M, g) uma variedade Riemanniana irredutivel, simplesmente conexa e de dimensao
real n. Suponha que M nao € localmente simétrica. Entao o grupo de holonomia H C SO(n)
€ isomorfo a um dos subgrupos sequintes

1. SO(n).

2. U(m), para n = 2m.

3. SU(m), para n = 2m.

4. Sp(r), para n = 4r.

5. Sp(r)-Sp(1), paran = 4r.
6. Gy, paran =1.

7. Spin(7), para n = 8.

Observagao 3.3.9. Para ver uma defini¢cao de cada um dos grupos acima, e do produto ” -”
no caso do grupo Sp(r) - Sp(1), veja 3] no capitulo 5.

Dado isto, lembremos da defini¢gao de uma extensao de grupos:

Definicao 3.3.10. Se diz que G ¢é a extensao de um grupo H por K, se existe uma sequéncia
exata curta dada por:

1 K—-G—H-—=1

Se K é um subgrupo de H, definimos o indice da extensao de grupos H por K como

[H:K]=|{ab:ac Kebe H}|.

Tendo esta definigdo, vamos mostrar o seguinte teorema dado em [(], e também em [22],
que embora nao sendo necessario para a demostrar o Teorema de Beauville, ajuda a entender
como interagem alguns objetos e ferramentas que utilizaremos posteriormente.
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Teorema 3.3.11. Seja (M, g) uma variedade Riemanniana compacta de curvatura de Ricci
nao negativa. Entao o recobrimento universal M de M se decompoe isometricamente em
M x R¥, com M uma variedade compacta; e o grupo fundamental m (M, ), com xg € M,
contem um subgrupo normal finito 1, tal que, m (M, x0)/1 seja a extensao de wm grupo finito
por um reticulado A de R¥ isomorfo ao reticulado Z & --- & Z = 7*.

Prova.
Vamos dividir a prova em duas afirmagoes:

Afirmacao 1. O recobrimento universal de M se decompoe isometricamente em M x R*,
onde M é compacta.

Seja M o recobrimento universal de M, com projecao p : M — M. Como M ¢ compacta,
ela é completa. Por outro lado, a métrica p*g ¢ uma isometria local de M para M. Assim M
é completa e, além disso, a curvatura de Ricci da métrica p*g € nao-negativa. Pelo Teorema
3.3.3, M & isométrica ao produto M x R* onde M nédo contem nenhuma linha e R* tem a
métrica euclidiana plana. Assim se Con81deramos ¢(t) uma geodésica em M existem ¢, (t) € M,

ca(t) € R* tais que c(t) = (c1(t), ea(t)), isso implica que ¢, ¢o sdo geodésicas; também se ¢ é
uma linha em M, entdo existem linhas ¢; € M e ¢y € R* tais que c(t) = (c1(t), c2(t)). Dado
que M ndo contem linhas, temos que as linhas em M = M x R* sio da forma c(t) = (z, ea(t)),
com x € M e ¢, uma linha em R¥ em particular, m57(c(t)) é constante para qualquer linha
em 7 N

Veremos agora que Iso(M) = Iso(M) x Iso(R¥). Seja F € ISO(M) dado que M = M x Rk,
podemos considerar F : M x RF — M x R*. Assim existem Fy : M x RF — M e F, :
M x RF — R* tais que

Fa,y) = (Fi(z,y), Fa(z,y)).

Notemos que Fi(x,) ndo depende da variavel y e F} € Iso(M). Fixemos z e consideremos

d
Fl(x7y+tv): rFn Wﬁ(F(%,y—l—tU))

d
DFy(;,)(0,v) = — i,

dt

t=0

Logo como as linhas em R* sio da forma y + tv, cft) = (x y + tv) é uma linha em M x RF.
Como F' & uma isometria, F(c(t)) é uma linha em M x R¥. Dado que M nao contem linhas,
temos que m7(F(c(t))) = m37(F(z,y + tv)) é constante. Assim,

d
dt{,_g

Fi(z,y+tv) =0.

Portanto para cada dois pontos 3,3’ € R¥, temos que F(z,y') = Fi(z,y). Entdo, Fy : M —
M verifica que
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F(z,y) = (Fi(z), Fa(z,9)).

Como ¢ = § + Geue, cOm § uma métrica em M de g, a métrica euclideana plana em R¥,
entao pelo fato de F' ser uma isometria, I} é um difeomorfismo e para v,w € T, M

Fl*g@}v w) = F*g((v, O)? (w7 O)) = g((U7 0)7 (’LU, O)) = {7(7}, w)'

Assim Fy € Iso(M).
Por outro lado, vejamos que Fy(x,y) nao depende da varidvel z e Fy € Iso(R*). Para
(z,y) € M x R*, DF|,, tem a forma

DyFi(zyy DiFa
e = (20 R )

Como F é uma isometria e DF leva o subespaco T, M em Tk (x)M, entao DF leva (TQCM)l =
T,R* em (Tpl(m)ﬁ)L = TFQ(x,y)Rk. Assim D, Fy,,) ¢ um isomorfismo, e D Fy,,) = 0.
Portanto F, nio depende de z. Por contas similares as anteriores, mostramos que Fy € Iso(RF).
Portanto Iso(]\//j) = Iso(M) x Iso(RF).

Como M é o recobrimento universal de M , temos que para um ponto zp € M o grupo

fundamental 71 (M, xy) é isomorfo ao grupo 7 de automorfismos do recobrimento de M.
Notemos que os elementos de 7 sao invariantes com respeito a métrica, assim obtemos que

— — _ —_

7 C Iso(M). Dado que Iso(M) = Iso(M) x Iso(R¥), consideremos py7 : Iso(M) x Iso(R¥) —
Iso(M) a projecao no primeiro fator e consideremos S = py7(m (M)) C Iso(M). Como M ¢é
compacto e ]/\/[\ /m = M, temos que 7 age cocompactamente sobre ]\/4\ . Isso é equivalente a
existéncia de um compacto K C M tal que GK = UgeqgK = M. Utilizando essa equivaléncia
e o fato mostrado no paragrafo anterior, temos a existéncia de um compacto K’ C M tal que
SK' = M. Em particular, para cada sequéncia de pontos p; € M, podemos escolher F; € S
tal que todo ponto Fj(p;) pertenga ao compacto K’. Vamos utilizar esse fato para mostrar que
M é compacta.

Suponha-se que M ndo é compacta. Dado que a curvatura de Ricci é ndo negativa, pelo
Lema 7.3.1 de [22], para todo ponto p € M existe um raio ¢ : [0, +00) — M, com r(0) = p.
Assim, podemos considerar t; — 0o e F; € S tal que F;(c(t;)) fique num conjunto compacto.
Entao, a menos de passar a uma subsequéncia, assumimos que Fj;(c(t;)) converge para algum
ponto ¢ € K’ C M. Por outro lado, como |é(t;)| = 1 e F; é uma isometria, |[DF;(¢(t;))| = 1.
Assim, ao menos uma subsequéncias, DF;(¢(t;)) converge para um vetor unitario v € T, M.
Isto implica que, se consideramos os raios ¢; : [—t;,00] — M, definidos por ¢;(t) = Fy(c(t +t;)),
converge & exp,(tv). Note-se que cada ¢; ¢ um raio definido sobre [—#;, 00), entdo aplicando o
limite sobre 7, exp,(tv) ¢ uma linha, pois para s,t € R

d(exp,(tv), exp,(sv)) = lim d(c;(t), ci(s)) = lim [s — t[ = [s — .
1—00 1—00

mas isso contradiz que M nao contem uma linha. Portanto, M é compacto. Assim M se
decompoe isometricamente em M x R¥, com M compacta.
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Afirmagao 2. O grupo fundamental m (M, zo) contém um subgrupo normal finito v,
tal que, 7 (M) /1 é a extensdao de um grupo finito por um reticulado A de R* isomorfo ao
reticulado Z @ - - - ® Z = ZF.

Consideremos pgx : Iso(M) x Iso(R¥) — Iso(R¥) a proje¢ao no segundo fator e chamemos de
) = Ker(pgr). Dado que M ¢é compacta, Iso(M) é compacto com a topologia compacta-aberta.
Como 1 age livre e discretamente sobre M, obtemos que 1) ¢ um conjunto discreto em Iso(M).
Assim 1 é um grupo finito. Por outro lado 1 age fielmente em M, pois 7 age fielmente em M.

Dado que 9 é um subgrupo finito de 7 cuja agao age fiel e discretamente sobre M, obtemos
que o quociente M = M /1 & uma variedade suave. Como 1 age trivialmente em R*, obtemos
que M = (M/¢) x R¥ = M; x R¥, com M; uma variedade compacta. A métrica de M
desce para uma métrica em M mantendo as propriedades, entao M tem uma métrica com
Ric > 0. Por um argumento parecido & primeira parte da prova, M; nao contem linhas, e assim
Iso(M) = Iso(M;) x Iso(R¥). Sabemos que ¢ é um subgrupo normal de 7, entdo M é uma
cobertura normal de M tal que o grupo 7* de automorfismos do recobrimento M & isomorfo a
7 /1 (ver em [11](Pag 80, exercicio 17)). Por isso, /1 C Iso(M) = Iso(M;) x Iso(R¥), e entéo
podemos considerar a projegao no segundo fator ¢* : 7 — Iso(R¥). Notemos que ¢* é um
isomorfismo sobre a sua imagem e que 7" é um conjunto discreto em ISO(M ) por ser o grupo
de automorfismos do recobrimento M. Assim p*7* é um subgrupo discreto de isometrias
euclideanas. Por outro lado, consideremos o seguinte diagrama:

M = M, x RF —2— Rk

A l,v

B !
M:M/W*LRIC/QO*TF*

onde p é a projecao de M por R¥, péa aplicacao de recobrimento, ~ é aplicacao quociente
de R* sobre p*7* e p’ é a tnica aplicagao continua de M para R¥/p*(7*) tal que o diagrama
acima comuta. Como p’ é continua e M é compacta, R*/¢*(7*) é compacto. Pelo Teorema
de Bieberbach, existe IV < ¢*(7*) tal que [V : p*(7*)] < oo e IV & ZF. Dado que ¢* é um
isomorfismo com sua imagem, I' = (¢*)"}(I") é tal que T am/¢, [ : 7/1] < oo e I = ZF.
Portanto 7 contem um subgrupo normal finito ¢ tal que 7/v seja a extensao de um grupo
finito pelo reticulado Z*.

U

A prova desse ultimo teorema vai nés ajudar entender melhor a provar da segunda parte do
Teorema de Decomposicao de Beauville, quais técnicas sao utilizadas e como interagem.

(Prova do Teorema 3.3.1)
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Seja M uma variedade de Kéhler com ¢;(M) = 0. Vamos dividir a prova em duas partes:
Afirmacgao 1 Vale a primeira parte do Teorema 3.3.1

Seja M uma variedade de Kéhler compacta tal que ¢;(M) = 0. Pelo teorema de Yau
obtemos a existéncia de uma métrica Ricci plana g. Seja M o cobrimento universal, assim g
induz uma métrica g em M Ricci plana. Pelo Teorema 3.3.3, M se decompor isometricamente
como

M =R x M.

onde M é uma variedade que ndo contem linhas. Isso implica, por uma argumento dado
na prova do Teorema 3.3.11, que M é uma variedade compacta. Assim M é uma variedade
completa e além disso simplesmente conexa pois M ser simplesmente conexa. Assim pelo
Teorema 3.3.7 Existem variedades irredutiveis M; tais que M se descompor isometricamente
como

M =DM, x - x M,.

Dado que M é compacta, para cada i, M; é compacto e a variedade M, dada no Teorema
3.3.7 nao aparece na decomposicao. Assim temos que M se descompor isometricamente da
seguinte forma

o~

M =R°>x M; x -+ x M,.

Dada que g é uma variedade complexa, R® e cada M; sdo variedades complexas, assim
R* = C*, com s = 2k. Assim

M=CFx My x - x M,

com cada M; é uma variedade complexa irredutivel, compacta, Ricci plana e simplesmente
conexa. Isto implica que cada M; nao é localmente simétrica, pois se fossem, dado que M; é
simplesmente conexa, vai ser é simétrica; logo, pelo Teorema em [20] temos que uma variedade
simétrica e compacta admite curvatura de Ricci positivo definida, é dizer ¢; (M) > 0, mas isso
¢ uma contradigao pois o sinal definido para ¢;(M) é mutuamente excludente.

Notemos que para cada i, M; é uma variedade Riemanniana irredutivel, simplesmente
conexa e nao localmente simétrica, assim podemos aplicar o Teorema de Classificacao de
Berger para ver que grupos de holonomia sao permitidos. Utilizando fatos de holonomia,
grupos de Lie, algebras de Lie e a formula de Bochner para formas, obtemos que os possiveis
grupos de holonomia sao SU(n;) C SO(2n;) e Sp(r;) C SO(4r;). Isto nos permite obter o
primeiro item do Teorema 3.3.1.

Afirmacgao 2 Vale a segunda parte do Teorema 3.3.1
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Pela parte acima, o recobrimento universal M se decompoe como M =CFx M, onde M &
uma variedade compacta que nao contem linhas e se descompoe isometricamente como um
produto de variedades Riemannianas de holonomia SU(n;) e Sp(r;). Dado que M néo contem
linhas, Iso(]\//.T) = Iso(CF) x Iso(M), com Iso(M) um grupo de Lie compacto. Como Méo
recobrimento universal de M, para xg € M o grupo fundamental © = (M, o) é isomorfo ao
grupo de automorfismos do recobrimento de M. Dado que ™ C Iso(]\//j ), consideremos py; :
Iso(]\/J\ ) — Iso(M) a projecdo no primeiro primeiro fator e seja P = Ker(pgzlr). Pelo teorema
de homomorfismos /1) < Iso(M). Pelo Lema 3.1.8, como M é compacta, simplesmente
conexa e Ricci plana, temos que ISO(M) ¢ um grupo finito, assim 7/t é finito, e portanto
[7: 9] < o0

Dado que ¥ é um subgrupo normal de m, existe p : M — Mo ~espago_de recobrimento
de M que corresponde com o subgrupo @, por isso temos que M = M /77/) m (M) = 9
e /1 & isomorfo ao grupo de transformagoes de recobrimento de M, Notemos que M ¢é
compacto, pois [ : 9| < co. Por outro temos o recobrimento p : M — M e p* 7 — Iso(CF),
dado_que 7 age discretamente por ser transformagoes de recobrimento e o fato de que
ISO(M) = Iso(CF) x Iso(M), temos que *¢ age discretamente em CF. Assim podemos
considerar o diagrama

]/\/[\:(CkXML’(C’“

1 F

M = M/ — CF (1)

onde p é a projegao de M sobre C*, ~ ¢é aplicagao quociente de C* por ¢*(1) e p’ é a aplicagao
continua de M para C* /o™ tal que o diagrama acima comuta Como p’ é continua e M ¢
compacta, C*/¢*y) é compacto. Assim, aplicando o Teorema 3.3.6 obtemos que existe I < p*t)
tal que [IV, p*Y] < 0o e *I" = Z?*. Notemos que ¢*|, é um isomorfismo com a sua imagem,
assim podemos considerar ' = (¢*)"}(I"), que ¢ tal que ' <9, [[',19] < co e T’ = Z?**. Dado
que T' é normal em v, existe M’ recobrimento normal de M com respeito ao subgrupo normal
T, com aplicacao de recobrimento p' : M’ — M, que é tal que M’ = M/F e [I',¢] < co. Assim
podemos considerar a aplicacao de recobrimento p : M’ — M dada por

p=pop.
Notemos que por [, '] e [r, 9] ser finitos, temos que [7,T'] é finito. Assim M’ é um
recobrimento finito de M

Agora, como I' C 1) e 1 age trivialmente sobre M, obtemos que I' age trivialmente em M.
Assim

M’ = M/T" = (CF x M)/T" = (CF/T") x M = T% x M.
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Dado que I' age discretamente e por isometrias, essa decomposicao é isométrica. Com isso
terminamos a prova do teorema.

O

Observacao 3.3.12. Para M variedades de Kéahler compactas e simplesmente conexas de
dimensao m complexa com grupo de holonomia SU(m) = SO(2m) sao chamadas variedades
de Calabi-Yau; e de dimensao complexa 2r com grupo de holonomia ¢ Sp(r) C SO(4r) sao
chamadas variedades HiperKéhlerianas.
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Apéndice A
Equacoes em Derivadas Parciais

As principais referencias para este capitulo sao [12] e [18], e para estender as ideias para
variedades Riemannianas, |2| as notas de Aula do curso de Anélise Geométrica ditado pelo
Professor Graham Smith no ano 2021 na Universidade Federal de Rio de Janeiro.

Comecgaremos com um L um operador diferencial de ordem dois definido sobre um domi-
nio(aberto e conexo) 2 C R™ dado por:

Lu(z) = Z a” (2)0;0;u(x) + b (z)Ou(z) + c(z)u(z),
0,3
com a seguintes condigoes sobre os coeficientes

e Simetria: a”(x) = a’'(x) para todo i,j e x € Q.

e Elipticidade: Existe uma constante A > 0 tal que
MNEP < Zaij(m)fifj ,  para todo xz € Q, £ € R™.
2

Em particular, a matriz (a*/) ¢ definida positiva para todo .
e Estimagoes dos Coeficientes: Existe uma constante K > 0 tal que

la”|,|b'],|c| < K, paratodoi,j, ez € Q.

{A1}
Teorema A.0.1 (Principio do Maximo de Hopf). Para L, suponha-se que ¢ =0 e existe u
tal que em €2

Lu > 0.

Se u atinge um mdximo no interior de §2, entdo u € constante em €

123
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Seja u : 2 — R integravel, a = (aq, ..., ay)

Do = (01)F - (0n)%p , para p € CloI(Q).

Uma funcao integravel v : 2 — R é chamada a-ésima derivada fraca de wu, isto é Dyu = v,
se

[ v = (1)1 [ ubyo . paratodo p € C(@).
Q Q

Para k € N, ¢ < p < 00, definimos o espago de Sobolev

WkP(Q) := {u € LP(Q) : Dyu existe e esta contido em LP(Q) para todo |a| < k},
onde definimos uma norma dada por

1
P

fullwes = [ 30 / Doul?
Q

|| <k

Podemos mostrar que W*?(Q2) ¢ um espago completo respeito a norma ||u||yks, é dizer, ¢
um espago de Banach.

{A2}
Teorema A.0.2 (Desigualdade Generalizada de Sobolev). Para Q C R" e u € W*P(Q). Se
k< %, entao para q tal que % = % — %, temos que u € L4; e além disso existe C's > 0 uma
constante dependendo de k, p, n e ) tal que
[ul|a@) < Csllullwrs()-
{A3}

Teorema A.0.3 (Desigualdade de Poincaré-Wirtinger). Sejam Q@ C R™ um conjunto convero
e mensurdvel tal | > 0', e w € WHP(Q). Entao

/|u—uQ\§C/]Du\p
Q Q

onde C depende unicamente den e §), e ug € dado por

il
ug = — [ u(x)dx
° =] )

Por outra parte, precisamos de resultados sobre espacos de Holder.

1Q| denota a medida de Lebesgue de Q em R™



{A4}

{a10}

{A5}
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Definicao A.0.4 (Seminorma de Hélder). Seja X,Y espagos métricos. Para o € [0, 1],
definimos a seminorma de Hoélder de uma fungao f: X — Y por

& (/). 1)
e SR X

Proposicao A.0.5 (Log-concavidade). Para todo 0 < a < v < <1 e para todo € > 0,
existe C' > 0 tal que para toda fungao f: X — Y:

[f]v < C[fla + €l f]s-

Definigao A.0.6 (Norma de Holder). Seja X um espago métrica e £ um espago de Banach.
Para a € [0, 1], definimos a norma de Holder de ordem « de uma fungao f : X — E por

1 fllcoe = [|fllco + [fla-
Para todo « € [0, 1], definimos o espago de Holder de ordem « por
COX,E)={f: X = E :||f||coa < o0}

Definigao A.0.7 (Norma de Hélder de Ordem Maior). Seja 2 um aberto, ou um fechado
com bordo suave de R" e E/ um espago de Banach. Para todo k € N, denotamos por C*(Q, E)
o espago de fungoes f : Q — E que sdo k-vezes continuamente derivaveis. Para f € C*(Q, E)
e para todo a € [0, 1], definimos a norma de Hélder de ordem (k, «) por

k
1 fllove = D [D*fllco + [D*fla,
i=0
e definimos o espago de Holder de ordem (k, «) por

P Q) = {f € C*(Q) : |fllora < 00}

Pode-se mostrar que C**(£2) ¢ um espago de Banach com a norma || - ||cre. Além disso,
obtemos o seguinte teorema

Teorema A.0.8 (Teorema de Rellich para espagos de Holder). Se Q2 € compacto, entio para
todo (k,«) e para todo (1, 8) tal que I + 5.k + a; 0o mergulho candnico

CH—ﬂ N Ok—i—a

€ compacto.

Teorema A.0.9 (Estimativas de Schauder). Seja o € [0,1] e a¥, &7, ¢ € C**(R"). Suponha-
se que existe € > 0 tal que a matriz (a” — €d;;) € positiva definida. Entdo existe B > 0 tal que
para todo f € C*°



{A6}

{AT}

{A8}
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[ llexae < B[Lfllcre + [[f]]L))-

onde B depende de m, k, a, a norma C* dos coeficientes de L e as sua constante de
elipticidade.

Isto implica a regularidade eliptica

Teorema A.0.10 (Regularidade Eliptica para Espagos de Holder). Seja o € [0,1] e a, ¥/,
c € CP*(R"). Suponha-se que existe € > 0 tal que a matriz (a¥ — €b;;) € positiva definida.
Seja f € C*(R™) tal que

Lf =g¢eCP(R").
Entao f € CF2(R™).

Para levar estas ferramentas para variedades compactas precisamos definir normas ||.||yyx.» €
||.||cn.o via carta de coordenadas. Notamos que para cada cobertura de M temos uma norma
diferente, mas que pela compacidade terminam sendo equivalentes. Podemos levar todos quase
resultados antes mencionados para M trabalhando localmente. O tnico resultado que é falso é
a desigualdade de Poincaré, mas por outros meios mais técnicos se obtém o seguinte teorema

Teorema A.0.11 (Desigualdade de Poincaré para Variedades). Seja (M, g) uma variedade
Riemanniana compacta. Se o € WH2(M) € tal que [,, o =0. Entdo

_1
[lell2 < A2Vl 2,

onde A1 € o primeiro autovalor diferente de zero de A.

Por ultimo, se consideramos para uma variedade Riemanniana (M, g) com conexao de
Levi-Civita V, o operador de Laplace-Beltrami ¢ dado localmente em carta de coordenadas
por:

Ap = =V,(g"V ;) = —,(g" 0;0) — ¢"0; 0T

Definigao A.0.12. Seja M uma variedade compacta sem bordo. A funcao de Green G(z,y)
do laplaciano é uma funcao em M x M tal que:

derivando desde um ponto de vista distribucional, e onde d,(y) é tal que J,(z) = 1 e é zero se

y # .

Com isto, junto com algumas proposigoes, em |2] obtemos o seguinte teorema.

Teorema A.0.13 (Propriedades da funcao de Green). Seja M uma variedade Riemanniana
compacta. Entao existe G(x,y) uma funcdo de Green do Laplaciano que verifica as sequintes
propriedades:
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1. Para todo ¢ € C*(M):

o) = oy | o0 dvol(@) + [ Glag)Aety) dvolty).

M

2. G(x,y) € C*® em M x M menos a diagonal (para x # vy).
3. FExiste uma constante k tal que:
o |G(x,y)| <k(l1+|logr|) paran=2 e

) |G([E,y)| < ]{?TQ_TL para n > 27 |va((L’7y))| < k,rl—n72'
) |V§G(m,y)| < kr™™ com r =d(x,y).

4. Existe uma constante A tal que G(z,y) > A. Por isso a fun¢ao de Green é definida ao
menos uma constante, assim podemos escolher uma fun¢ao de Green sempre positiva.

5. [y, G(x,y) dvol(x) = Const. Assim, podemos escolher a fung¢io de Green tal que a
integral seja tgual a zero.

6. G(z,y) = G(y,x).

2V, aplicado a G(z,y) ¢ aplicar a conexdo V fixando z e derivando em y
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