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RESUMO

Nesta dissertacao introduziremos o conceito de feixes coerentes a partir de suas de-
finigoes e resultados bésicos. Também trataremos da cohomologia, de funtores derivados
e cohomologia de Cech. Ao final mostraremos os teoremas de Serre e algumas aplicacoes,
como o teorema das sizigias de Hilbert para variedades quase projetivas, que nos da uma

resolucao finita de um feixe coerente.






ABSTRACT

In this dissertation we will introduce the concept of coherent sheves from its defini-
tions and basic results. We will also deal with cohomology, derived functors and Cech
cohomology. In the final chapter we will show Serre’s theorems and some applications,

like Hilbert’s syzygy theorem for quasiprojective varieties, which gives a finite resolution

of a coherent sheaf.
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1 INTRODUCAO

Num espago topoldgico qualquer, feixes sao estruturas que carregam informacoes locais
em cada aberto da topologia, como por exemplo fungoes continuas definidas num aberto
U. No caso das variedades algébricas afins, os feixes coerentes sao feixes relacionados
a modulos finitamente gerados sobre o anel das funcoes regulares da variedade, e pela

natureza local dos feixes é possivel estender este conceito as variedades quase projetivas.

A cohomologia estuda sequéncias de variados tipos de estruturas, como feixes ou gru-
pos abelianos. H& multiplas maneiras de se defini-la, como a cohomologia de Cech e a
cohomologia de funtores derivados que serao introduzidas nesta dissertacao, mas em cer-

tos casos as definigbes coincidem, como no teorema de Leray (Teorema [5.10)).

Esta ideia que inicialmente foi desenvolvida no contexto de variedades complexas foi
generalizada por Jean-Pierre Serre em seu artigo FAC [7] para variedades algébricas com
a topologia de Zariski, bem mais grossa que a usual em C". Em particular demonstrou o

seguinte resultado:

(Teoremas A e B de Serre) Seja F um feixe coerente sobre uma variedade projetiva
X. Existe N € N tal que para n > N:

(A) O feixe F(n) é gerado por suas segoes globais;
(B) HY(X,F(n)) =0 para ¢ > 0.

O feixe F(n) é o produto tensorial de F com o feixe Ox(1), relacionado ao fibrado
de Hopf, n vezes. O teorema A nos diz que para n suficientemente grande F(n) pode
ser inteiramente caracterizado por suas secoes globais, isto é, para alguma soma direta do
feixe de fungoes regulares existe uma sobrejecao desta em F(n). J4 o teorema B diz que

a cohomologia de F(n) se anula.

Entre as aplicacoes deste teorema estao o teorema das sizigias de Hilbert, que d4 uma
resolucao finita de fibrados vetoriais para feixes coerentes. Isto permite definir a dimensao
da variedade usando cohomologia e estender conceitos definidos sobre fibrados aos feixes

coerentes, como classes e caracteres de Chern.

Outra aplicacao é a caracterizacao de fibrados amplos, que sao fibrados de linha tal
que para algum nimero natural n o produto tensorial dele mesmo n vezes é isomorfo a

Ox(1). E possivel determinar a amplitude de um fibrado de maneira alternativa através



10 Capitulo 1. Introdugdo

da cohomologia.
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2 VARIEDADES QUASE PROJETIVAS

Neste capitulo introduziremos algumas defini¢oes bésicas de variedades que serao uti-

lizadas ao longo do texto. Consideraremos um corpo k algebricamente fechado.

2.1 Variedades afins

Definicao 2.1. O conjunto A} := k™ é dito espaco afim sobre k.

Seja S C k[xy,...,z,) um conjunto de polinémios. Vamos denotar por V(.S) o conjunto

V(S):={(ay,...,a,) € A" | f(ay,...,a,) =0Vf € S}
Reciprocamente, dado X C A", vamos denotar
I(X):={f €klxy,...,z] | flas,...,a,) =0V (ay,...,a,) € X}.

Proposicao 2.2. As seguintes propriedades sao verdadeiras:

1. Se Sy C Sy, entao V(S1) D V(Ss);

2. V(S)=V(< S >), onde < S > é o ideal gerado por S;

3. Seja {S,} uma familia de conjuntos de polinomios, entao (\V(S,) =V (U Sa);

4. Se I, J sao ideais de klzy,...,z,], entao V(I) UV (J) =V (IJ);

5. Se X C A", entao X C V(I(X));

6. Se S C k[xy,...,z,], entao S C I(V(S5));

7. V(S)=V(I(V(9))).

Demonstracao:

1. Dado (ay,...,a,) € V(Ss), por defini¢ao temos f(ay,...,a,) = 0 para todo f € S,
e em particular para todo f € S; C Ss.

2. V(< S >) C V(9) segue pela propriedade 1, basta mostrar que V(S5) C V(< S >).
Se f €< S >, entao por definicdo existem g1, ..., ¢, € S tais que f = > ", ¢;g;.
Logo se (a1, ...,a,) € V(S), entao f(ay,...,a,) =Y " cigi(ar,...,a,) =0.

3. Pela propriedade 1 temos V (| So) C V(S,) para todo «, logo V (I Sa) C NV (Sa.).
Dado (aq,...,a,) € (V(S4), se f € |JSa, entao f € S5,, para algum «y. Como
(a1,...,a,) €V (Sa) CV(S4,), temos f(aq,...,a,) =0.
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4. Temos V(I),V(J) C V(IJ) pela propriedade 1, logo V(1) UV (J) C V(IJ). Seja
(a1,...,a,) € V(IJ). Suponha que existe f € I tal que f(ai,...,a,) # 0 (o
caso de nao existir tal f implica imediatamente em (ay,...,a,) € V(I)). Mas
se g € J, entdo fg € IJ, logo f(ay,...,a,)g(ay,...,a,) = 0, que implica em
g(ay,...,a,) = 0. Portanto (ai,...,a,) € V(J).

5. Se (ay,...,a,) € X, entao f(ay,...,a,) = 0Vf € I(X) e portanto (ay,...,a,) €
V{I(X)).

6. Se f € S, entao f(ay,...,a,) =0V(ay,...,a,) € V(S) e portanto f € I(V(S)).

7. Por 5 temos V(S) C V(I(V(S))). Por 6 temos S C I(V(S)), e aplicando a propri-
edade 1 obtemos V' (S) D V(I(V(95))). O

A partir das propriedades da proposicao acima podemos definir uma topologia em A"
em que os fechados sao os conjuntos da forma V' (S) (note que V({0}) = A" e V({1}) = 0).

Esta topologia é chamada de topologia de Zariskz.

Teorema 2.3. (Nullstellensatz “fraco”) Se J é um ideal de klzy,...,x,] e V(J) = 0,
entao J =<1 >.

Teorema 2.4. (Nullstellensatz) Seja J um ideal de k[z1,...,z,]. Entao I(V(J)) = /J.

A demonstracao destes teoremas pode ser encontrada na secao 1.7 do livro do Fulton

3.

Definigao 2.5. Um subconjunto fechado de A" é dito variedade afim. Mais geralmente,

um espaco topolégico X é uma variedade afim se é homeomorfa a um fechado de A™.

Definicao 2.6. Seja X um espaco topolégico. Um conjunto Y C X ¢ dito localmente

fechado se para todo y € Y existe uma vizinhanca V' tal que V NY ¢é fechado.

Definicao 2.7. Seja Y C A" um conjunto localmente fechado. Uma fungao f:Y — k é

dita fungdao regular se para todo y € Y existe uma vizinhanca U, em Y tal que
p
f|Uy - 5|Uy7

onde p,q € k[z1,...,2,), q(as,...,a,) # 0 V(ay,...,a,) € U,. Se U é um aberto em Y,

entao denotamos por Oy (U) o anel de fungdes regulares em U.

Proposicao 2.8. Seja X = V(S) C A™ uma variedade afim. Se f é funcao regular

definida globalmente em X, entdo f = p|x para algum p € k[zy,...,x,].
Demonstragao: Seja J o conjunto dos polindémios ¢ € kfzy,...,x,] tal que existe
p € kl[zy,...,x,] com

f- CI|X = p’x-
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Temos 0 € J pois f-0=0. Se q1,q2 € J,entdo f- (1 —@)|lx =f - qlx — f @|x =
(p1 —p2)|x. Ese h € klxy,...,x,],q € J, entao f - (hq)|x = hlx - f-q|x = (hp)|x. Logo
J é um ideal. Como p|x = 0 para p € S, entao S C J, e portanto V(J) C X. Mas
pela definigao de fungao regular, para cada (ay,...,a,) € X existe uma vizinhanca U, e

polinémios p,, q, tal que
flzy, ... x,) = M, Go(T1, . xn) £0, Y(x1,...,2,) €U,
Ga xlu"wxn)
Podemos tomar r, € I(X — U,) tal que rq(aq,...,a,) # 0, pois X — U, é fechado e
logo V(I(X —U,)) = X — U,. Entao para todo (z1,...,x,) € X temos

flzy, o xn)qa(Tr, s xn)ra(Tn, o ) = pa(T, - o 2 Ta(T1, oo X)),

Isto é, gurq € J mas (a1, ...,a,) & V({qars}) D V(J). Dal concluimos que V(.J) = 0,
que pelo Nullstellensatz fraco implica em J = (1). Como 1 € J, existe p € k[z1,...,x,]
tal que f = f-1=rp|x. O

A partir dessa proposi¢do podemos concluir que Ox (X) = k[z1, ..., z,]/I(X).

2.2 Variedades projetivas e quase projetivas

Definigao 2.9. Seja ~ a classe de equivaléncia em A" —{0} definida por z ~ y se x = \y

para algum A € k. O espago projetivo é dado pelo quociente P™ := (A" — {0})/ ~.

O espaco projetivo pode ser visto também como o conjunto de retas em A™ que passam
pela origem. Vamos denotar a classe de um ponto (g, ..., z,) € A" — {0} em P" como
[zo : ... : x,]. Veja que existe uma inclusao natural A" — P™ dada por (zy,...,x,) —

a0,

Definigao 2.10. Um polinémio p(x) € k[zo,...,x,] é dito homogéneo se para algum
n € N temos p(Az) = \"p(z) para todo z € A", Um ideal I C k[zo, ..., x,] é dito ideal

homogéneo se é gerado por polinomios homogéneos.

Geralmente os polinomios nao tem zeros bem definidos em P”, mas no caso dos ho-
mogéneos se p(z) = 0 entao p(Az) = 0 para qualquer A € k. Portanto neste caso é possivel
definir o conjunto V' (p) dentro de P™, idem para V(1) quando I é ideal homogéneo. Porém
¢ importante notar que apesar dos zeros estarem bem definidos os polinémios nao cons-

tantes nao definem uma fung¢ao como no caso afim.
Proposigao 2.11. Seja X C P". O ideal I(X) C k[xo, ..., z,] é¢ homogéneo.

Demonstragao: Dado p € I(X), podemos escrevé-lo como soma de polindomios ho-

mogéneos p(z) = > pi(z) em que p; tem grau i. Se x € X, entdo p(Ax) = 0 para
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todo A € k, ou seja, Y ;"o N'p;(z) = 0. Logo p;(z) = 0 para todo i, pois caso contrdrio
oo A'pi(z) se anularia para apenas um ndmero finito de A € k. Portanto p; € I(X)
para todo ¢. Tomando estes polinémios homogéneos respectivos de cada p € I(X) temos

um conjunto gerador. O

Esta proposicao nos permite deixar bem definidos conceitos analogos aos mostrados na
secao anterior. Todas as afirmacoes da proposicao sao validas para espacos projetivos
apenas com a ressalva de que os polinomios e ideais devem ser homogéneos, e portanto é

possivel definir a topologia de Zariski em P".

Definigao 2.12. Um espago topolégico X homeomorfo a um conjunto localmente fechado
de P" é chamado de wariedade quase projetiva. Se este conjunto for fechado X é dito

variedade projetiva.

Definicao 2.13. Sejam X e Y variedades quase projetivas. Uma funcao continua f :
X — Y é dita morfismo se para todo aberto U de Y e toda funcao regular ¢ : U — k a
fungao f*¢ :=¢o f: f71(U) — k for uma funcio regular.

Definicao 2.14. Seja A um anel e B um subanel de A. Um elemento x € A é dito
integral sobre B se é raiz de um polindmio monico com coeficientes em B. O anel A é

dito integral sobre B se todo elemento de A é integral sobre B.

Definigao 2.15. Um morfismo de variedades afins f : X — Y é finito se Ox(X) é
integral sobre f*Oy(Y). Um morfismo de variedades quase projetivas f : X — Y é finito
se existe uma cobertura afim (U;) de Y tal que f~H(U;) ¢ afim e f|p-1p, : fHU;) = U;

¢ morfismo finito para todo 1.

Proposicao 2.16. Seja f : X — Y um morfismo finito de variedades quase projetivas.
Se U C Y é um aberto afim, entao f~*(U) é afim.

A demonstracao pode ser encontrada na proposicao 6.5 do capitulo 2 do livro de Le
Potier [5].
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3 FEIXES

Neste capitulo trataremos de feixes. Primeiro de maneira mais geral com as defini¢oes
e propriedades bésicas e em seguida trataremos de feixes coerentes e feixes localmente

livres, que serao os principais objetos de estudo deste texto.

3.1 Pré-feixes e feixes

Definicao 3.1. Dado um espago topoldgico X, suponha que para cada aberto U € X
temos um grupo abeliano F(U) e para qualquer par de abertos U,V com U C V temos

um homomorfismo pyy : F(V) — F(U) satistazendo
1. F(0) = {0):
2. pyy = idr@) para qualquer aberto U C X;
3. Se U, V,W sao abertos com U C V C W, entao py,y o pwyv = pwu-

Esta colecao de grupos abelianos e homomorfismos F ¢ denominado pré-feize de gru-
pos abelianos. Mais geralmente, podemos considerar pré-feixes com outros tipos de es-

truturas no lugar de grupos, como por exemplo anéis ou médulos.

Definicao 3.2. Seja X um espaco topoldgico e F um pré-feixe sobre X. Se para todo
aberto U C X e qualquer cobertura aberta U = | J U, se satisfazem

1. Se s1,52 € F(U) com pyp,(s1) = puu,(s2) para todo U,, entdo s; = so;

2. Se temos s, € F(Uy,) tais que py, v.nvs(5a) = pusv.nus(ss) para todo U, e Usg,
entdo existe s € F(U) tal que pyp, (s) = s, para todo U, (usando a propriedade 1

podemos deduzir que tal s é inico).
Entao F ¢é dito feixe.
Quando s € F(V) e U C V for aberto, vamos denotar s|y := py.u(s).
Observacao: As condigoes 1 e 2 de feixes sao equivalentes a dizer que a seguinte

sequéncia é exata:

0— FU) = [[FU) = [[FU.NUp),

onde os mapas sao dados respectivamente por s +— (slv,)a € (Sa)a = (Salv.nv, —

58|UanUs ) a8
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Ezemplo: (Pré-feixe que nao é feixe) Seja X um espago topolégico tal que existam
dois abertos Uy, U, distintos de X, () e entre si tal que Uy N Uy = () (como por exem-
plo um espaco constituido por dois pontos distintos e topologia discreta). Vamos definir
F(U) =Z e pyy = idg para abertos nao vazios U e V. Temos que F satisfaz as proprieda-
des de pré-feixe, mas nao é um feixe. Tome inteiros m # n, temos py, g(m) = pr,p(n) =0

mas nao existe s € F(U; UUs) = Z tal que s = pyyuv,.0, (S) =m e s = puyuvs.u,(s) = n.

Ezemplo: (Feixe) Considere o feixe Ox das fungoes regulares em uma variedade quase
projetiva X, onde o homomorfismo pyy : Ox(V) — Ox(U) para abertos U C V' nao
vazios é dado por f +— f|y. As trés propriedades de pré-feixe sao imediatas, entao basta
mostrar as duas de feixe. Para 1 suponha f,g € Ox(U) e U = |JU, cobertura de
abertos com f|y, = g¢ly,. Para todo z € U existe algum U, contendo x, e portanto
f(z) = flu.,(x) = glv,(x) = g(x). Para 2, suponha que temos uma familia de fungoes
(fa) com fo € Ox(Us) e falv, = fslv.. Podemos definir f : U — k com f(x) = fa(7)
para z € U,. Esta fungao esta bem definida pois f,(z) = fs(x) para z € U, N Up, isto é,

nao depende da escolha de «, e é regular pois a condicao de regularidade ¢ local.

Definicao 3.3. Seja F um pré-feixe de grupos abelianos sobre X. Se G é pré-feixe sobre
X tal que G(U) é subgrupo de F(U) e p‘g,,U = pluloey, entdo G é dito subpré-feize de F.
Quando F e G sao feixes, G ¢é dito subfeize de F.

Definicao 3.4. Seja X um espaco topolégico e W um aberto de X. Se F é um pré-feixe
sobre X, entao podemos definir um pré-feixe F|y sobre W dado por Flw (U) := F(U)
para todo aberto U de W, e mantendo os mesmos homomorfismos pyy de F. Se F é

feixe, entdo Fly também ¢é feixe.

Definicao 3.5. Sejam F, G dois pré-feixes sobre um espago topolégico X. Um morfismo
de pré-feizes de F em G é uma colegao de homomorfismos ¢y : F(U) — G(U) para todo

aberto U C X tais que se U C V sao abertos entao o seguinte diagrama comuta:

Pv

F(V) G(V)
PJ\;U ﬂ%/,U
Fu)—2 g

Isto é, ¢y o ,0{2U = p‘g/y o ¢y. No caso de F e G serem feixes, pode ser chamado de

morfismo de feizes.

Definigao 3.6. Seja ¢ um morfismo de pré-feixes de F em G. Vamos definir ker(¢) dado
por

ker(¢)(U) := ker(¢y : F(U) = G(U)),
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para todo aberto U. Analogamente vamos definir @(gb) e I/I\n(qb) por

—

coker(¢)(U) = coker(¢y : F(U) = G(U)) e Im(¢)(U) := Im(¢y : F(U) = GU)).

Sejam U, V' sao abertos com U C V. Dado s € ker(¢)(V) temos ¢y (s|ly) = ov(s)|y =
0, ou seja, s|y € ker(¢)(U). Como os mapas de restri¢ao levam ker(¢)(V) em ker(¢)(U),
entao ker(¢) é um pré-feixe (as propriedades de ker(¢) seguem imediatamente das propri-
edades de F). De maneira andloga, como os mapas de restrigao levam Im(¢y ) em Im(¢y),

entao co/l;w(gzﬁ) e I/r\n(gb) sao pré-feixes.

Quando F e G sao feixes, a propriedade 1 de feixes para ker(¢) segue da propriedade
1 de F. Para a propriedade 2, se temos U C X aberto, | JU, = U uma cobertura aberta
de U e s, € ker(¢)(Uy) para todo U, tal que su|v,ru; = $glu.nu, para quaisquer U, e
Us, entao existe s € F(U) tal que s|y, = Sa, pois F ¢ feixe. Portanto para mostrar que

ker(¢) é feixe resta mostrar que s € ker(¢)(U). Pela propriedade de morfismo temos que

e
du
bu

serao feixes.

lu, = ¢u.(sa) = 0 = 0|y, para todo U,, logo pela propriedade 1 de feixes temos

(
(s) = 0. J& no caso de coker(¢) e Im(¢), o fato de F e G serem feixes nao garante que
a

Definicao 3.7. Seja F um pré-feixe sobre X. O limite direto de F em um ponto x € X
¢é dado por

lUl_;n;]:(U) : gf((/)/ :
onde a relagao de equivaléncia ~ é definida por s; ~ s9, com s1 € F(U) e so € F(V), se
s1|lw = sa2|lw para algum aberto W C U NV que contenha z. Este limite é denominado

talo de F em z e sera denotado F,.

Ezemplo: Considere um feixe de fungoes regulares (o raciocinio serd andlogo para
qualquer outra classe de fungdes que dé um feixe). A classe [f] € F, serd formada por

fungdes g tais que exista uma vizinhanca W de = com g(y) = f(y) para todo y € W.

Definicao 3.8. Seja F um pré-feixe sobre X. Para cada aberto U definiremos o conjunto
FH(U) das fungdes f : U = |,
uma vizinhanga V' C U de x e um elemento s € F(V) tal que f(y) = [s]Y para todo

F, satisfazendo f(z) € F, e para cada x € U existe

y € V, onde [s]Y é a classe de s em F,. Com os homomorfismos dados pela restrigao de

fungao podemos definir o feixe F denominado de feize associado a F.

A prova de que F7T é feixe é andloga a prova do feixe de fungoes regulares. Além
disso, se F é feixe, entao F = F'. Veja que podemos definir naturalmente um morfismo
¢: F — F queleva s € F(U) numa fungao f € F"(U) dada por f(z) = [s]* € F, para
x € U. Cada ¢y : F — F7T ¢é injetivo. De fato, se para s € F(U) temos [s]* = 0 para

todo x € U, entdao s = 0. Dado f € F*(U), como temos para todo x € U uma vizinhanca
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V, e um elemento s* € F(V,) tal que f(y) = [s*]Y para todo y € V.. Dados z1,22 € X,
temos [s"1]Y = [s™2]Y para y € V,, NV,,, e portanto s”! |y = s°2|y para alguma vizinhanca
W de y. Pelas propriedades de feixe, existe s € F(U) com s|y, = s%, pois U = J,cpy Vas
e logo ¢y (s) = f.

Ezxemplo: Considere o exemplo de pré-feixe que nao é feixe dado anteriormente. Como
F(U) = Z para todo aberto nao vazio e os homomorfismos sao a identidade, entao neste
caso F, & 7Z para todo x € X. Podemos ver o feixe F como o feixe de fung¢oes de X em

Z que sao localmente constantes.

Proposicao 3.9. Seja f : F — G um morfismo de pré-feixes com G sendo feixe, e seja

¢ : F — F*t o morfismo canonico. Existe um tnico morfismo de feixes g : F© — G tal

que go¢ = f.

Demonstragao: Seja h € FT(U) e sejam s* € F(V,) tal que h(z) = [s°]*. Pelas
propriedades de feixe de G podemos usar um raciocinio analogo a prova da sobrejetividade
de ¢y para mostrar que existe um tnico r € G(U) tal que r|y, = fy,(s”). Vamos definir o
morfismo g de forma que temos gy (h) ;= r. Agora tome t € F(U). Para ¢y(t) podemos

tomar para todo z € U a vizinhanca V, como o U todo e s* = t. E imediato que

gu(du(t)) = fu(t). [

Definicao 3.10. Seja F um feixe e G um subfeixe de F. Seja Q o pré-feixe que é dado
por Q(U) = F(U)/G(U), definiremos o quociente F/G := Q.

Definigao 3.11. Seja ¢ : F — G um morfismo de feixes. Definiremos Im(¢)(U) como os
elementos s € G(U) tal que exista uma cobertura (U,) e elementos s, € I/I\n(qb)(Ua) com

8|v, = Sa € Salvanvs = 88lU.nu,- Também definiremos coker(¢) := G/Im(¢).

O pré-feixe I/r\n(gb) por ser subpré-feixe de G satisfaz a propriedade 1 de feixes, entao
Im(¢) toma I/r\n(gzﬁ) e compoe com os elementos que faltam para ser feixe. Fica claro que
I/n\l(qﬁ) = Im(¢) se e somente se I/r\n(qﬁ) é feixe. Além disso, temos Im(¢) = I/I\n(¢)+. Seja
f: I/r\n(qb) — I/n\l((b)+ o morfismo candnico. O morfismo dado pela inclusao I/r\n(qb) — Im(¢)
pode ser estendido com g : I/I?l((b)+ — Im(¢) com gy o fy(x) = x para todo aberto U.
Se gy(h) = 0, entdao h(x) = [0]® pela maneira que g foi construida. Se s € Im(¢)(U),
considere s’ € I/r\n(¢)+(U) o elemento tal que |y, = fu.(sa), entdo gu(s)|v, = Sa, €

portanto gy (s’) = s. Logo g é um isomorfismo.
Definicao 3.12. Uma sequéncia de feixes
FLFLF

¢ dita exata se Im(f) = ker(g).
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Observagao: O fato da sequéncia de feixes ser exata nao significa necessariamente que

as sequencias sobre as segoes
FU) S Fu) & Fu)
serao exatas.
Proposicao 3.13. Se a sequéncia de feixes
0F L FLF 0
é exata, entao a sequencia
0— F(U) 2% FU) 2 7/)
¢é exata para todo aberto U.

Demonstragao: O fato de ker(f) = 0 implica imediatamente ker fi; = 0. Pela injetivi-
dade de fy temos I/r\n(f) = F', logo I/r\n(f) é feixe e portanto I/r\n(f) = Im(f). Dal temos
Im(frr) = ker(gv). O

Proposicao 3.14. Uma sequéncia de feixes
0>FLFrsF 5o

é exata se e somente se
0= F I8 F & 7 0

¢é exata para todo x € X.

Demonstracao: Se a sequéncia de feixes é exata, entao
0= F (U)LY FU) & F(U)

é exata para todo aberto U. Se f.([s']*) = [fu(s')]* = [0]*, entdo existe uma vizi-
nhanca W de z tal que fw(s'|lw) = fu(s')lw = 0, logo &'|w = 0. Mas isto significa que
[s]* = [slw]® = [0]. Fica provado que f, é injetiva. O fato de Im f, C kerg, decorre
do fato que gy o fy = 0 para todo aberto U. Agora tome [s] € kerg, com s € F(U).
Temos [gy(s)]* = [0]%, logo gw (s|lw) = gu(s)|lw = 0. Portanto existe s € F'(W) tal que
fw(s") = s|w, e por definicao f.([s']*) = [s]*. Dado s” € F"(U), pela sobrejetividade de
g existe uma cobertura (U,) e s € Imgy, com s”"|y, = si. Tome um aberto U,, que
contenha z. Existe s € F(U,,) tal que fy, (s) = su,, logo g.([s]") = [s5,]" = [s"]".
Reciprocamente, se a sequéncia nos talos é exata para todo x € X, entao dado s’ €
F'(U), temos g, o fo([s']") = [guv o fu(s)]* = [0]* para todo x € U. Isto é, para todo
x € U existe um aberto W, C U tal que gy o fu(s')|w, = 0, e pela propriedade 1 de
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feixe gy o fy(s') = 0, mostrando que Im f C ker g. Dado s € F(U) com gy(s) = 0, temos
[s]* € ker f, = Im g, para todo z € U, de maneira andloga encontramos abertos W, C U e
elementos s/ € F'(W,) tal que f([s.]*) = [fw,(s,)]* = [s], logo s € Im(f) pela defini¢ao.
Como precisamos usar apenas que F. — F, — F. é exata nesta prova da reciproca, ela

vale num contexto mais geral e prova todas as igualdades necessarias. O

Definicao 3.15. Sejam X e Y espacos topologicos, e seja f : X — Y uma funcao

continua. Se F ¢é um feixe sobre X, podemos definir o feixe f.F sobre Y dado por

(fF)U) = F(f7HV)).

Para mostrar que f,F ¢é feixe, basta observar que os fatos sobre abertos U, V, W, U,

decorrem imediatamente dos fatos sobre os abertos f~1(U), f=1(V), f~Y(W), f~Y(Us,).

3.2 Feixes coerentes

Definicao 3.16. Seja X um espago topoldgico e P uma familia de abertos de X com as

seguintes propriedades
1. Todo aberto em X ¢é igual a uma uniao de abertos em P;
2. Se U,V eP,entaoUNV €P.

Um P-feize « atribui para cada aberto U € P um Ox(U)-médulo a(U), e para cada
U,V €PcomU CV ummapade a(V) em a(U), que satisfazem as mesmas propriedades

de feixes e além disso
(a-s)|v=alv-sly

para todo a € Ox (V) e s € a(V).

Proposicao 3.17. Seja a um P-feixe sobre X. Existe um feixe F tal que F(U) = «o(U)
para todo U € P. Além disso, se F e G satisfazem essa propriedade, entao F = G.

Demonstracao: Para cada aberto W C X definiremos o homomorfismo

Dy H a(U) — H a(UNV)

UeP,UCW UVEPUVCW
(sv)v = (sulvnv — sv]vav)uy-
Tome F (W) = ker @y, e para W' C W o mapa de restrigao
(sv)v = (sv)v-

Se sy|lunv — sv|vnv = 0 para quaisquer U,V € P com U,V C W, entao em particular
também é vélido para quaisquer U,V C W/ C W, ou seja, o mapa estd bem definido de

F(W) em F(W'). As propriedades de feixe de F seguem da defini¢ao. Agora considere
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o caso W € P. O conjunto de abertos com U € P e U C W é uma cobertura aberta de
W, logo se (sy)u € F(W) = ker @y, entdo pela propriedade de P-feixe de o existe um
tnico s € a(W) tal que s|y = sy. Esta relacdo nos mostra que o mapa s — (s|y)y é
isomorfismo, isto é, F(W) = a(W).

Suponha que G seja um feixe com G(U) = a(U) para todo U € P. Para todo aberto W
podemos tomar uma cobertura aberta contendo todo os aberto em P que sao subconjuntos

de W. Logo temos a sequéncia exata

0=gW)— J[ «w)—= ] «UnV).

veP,UCw uveP,UVCW

Veja que o homomorfismo da direita é justamente ®y,, ou seja, G(W) = F(W). O

Esta proposicao mostra que um feixe pode ser completamente descrito usando apenas

os abertos em P.

Proposicao 3.18. Seja X uma variedade afim, A = Ox(X) e M um A-médulo. Tome
P a familia de abertos da forma Uy := X — V(f) para algum f € A, entdo a dado por
a(Uy) = My (com os homomorfismo canoénicos de My a M, quando f divide ¢g) é um
P-feixe sobre X.

Demonstragao: Primeiramente veja que todo aberto U de X é igual a X — V(1) para
algum ideal I de A, e para cada ideal existe um conjunto finito de geradores f1,..., fy,
logo U = J;_, Uy,. Além disso, temos Uy NU, = Uy, portanto P satisfaz as propriedades

necessarias para definir P-feixes.

Para mostrar que a é P-feixe é suficiente mostrar que sequéncias do tipo

0= a(Uy) — HO‘<U91~) - HO‘(Ugigj)

sdo exatas, onde Uy = (JU,,. Mas se U,, C Uy, entao ¢g; = fh; para algum h; € A.

Denotando N := My, a sequéncia pode ser reescrita como

0= N = [N =[]V,

Isto é, podemos supor sem perda de generalidade f = 1. Dado r € N tal que
(r/1); = (0/1); € [ Na,. Entdo para todo i existe k; € Zsq tal que h¥r = 0. Mas
o fato de X = (J Uy, implica pelo Nullstellensatz que existem h;,, ..., h;, e ar,...,a, € A
tal que 1 =>7 anhfi”, e portanto r = > 7

- - anhf;"r = 0. Isto mostra a injetividade do

primeiro homomorfismo.

Dado s € N qualquer, o segundo homomorfismo leva s/1 € N, em s/1—s/1=0/1 €

Nhn;, ou seja, a imagem do primeiro estd contida no nicleo do segundo. Agora para
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, k; , L.
a reciproca tome (s;/h;"); no nicleo do segundo homomorfismo. Substituir h; por uma

poténcia nao altera o aberto podemos reescrever simplesmente com (s;/h;);, entao
(0/1)i; = (hjsi/hih; — his;[hih;)i;
= ((hyjsi — hisj)/hihj)i ;-
Logo para algum ¢; ; € Z>o temos
(hih]’)Qi’j (hjSi — hiS]’) = O

. %Gijpdiitl, _ pqitlyai _ ; —
Dai temos h;""h; s; = h; h;"s; para todo i, j. Seja q; := max{q;, j,---,q,;}f €
aj+l _ : . \P qj G+lpa
ar,...,a, € Atalque ) aph;’" " = 1. Definindo s := > anh;’ s;,, temos a,h;’ hj 5 =

anhgih?jﬂsin, logo hy's; = Zanh;ﬁh?ﬂsin = h?ﬁls, e portanto s;/h; = s/1 € N,. [

Utilizando as duas proposicoes anteriores, podemos construir um feixe sobre uma

variedade afim X a partir de um A-moédulo M, vamos denotar este feixe por M.

Definicao 3.19. Um feixe de Ox-mddulos é um feixe de grupos abelianos tal que para
todo aberto U temos uma estrutura de Ox (U)-médulo sobre F(U), compativel com as

restricoes.

Definicao 3.20. Um feixe de Ox-mdédulos F sobre uma variedade quase projetiva X é
dito quase coerente se para todo x € X existir uma vizinhanca afim U e um Ox(U)-
modulo M tal que Fly = M. Se além disso M for finitamente gerado, entao F ¢é dito

coerente.

Ezemplo: Os feixes Ox e M para M finitamente gerado sao coerentes seguindo dire-

tamente da definicao.

Proposicao 3.21. Seja F um feixe coerente sobre uma variedade quase projetiva X e
f € Ox(X) nao nula. O homomorfismo F(X); — F(Uy) dado por m/f" +— (1/f")-m é

isomorfismo.

Demonstragao: Podemos cobrir X com abertos afins U; tais que F|y, = M;. Pelo fato

de F ser feixe temos o seguinte diagrama comutativo:

0 F(X)y —— 17Uy [TFU:NU;)y
0 F(Up) —— [1F(Ui)y) —— [T F (Ui N Uj)y)

Como Fly, = M;, entdao os homomorfismos F(U;); — F((U;)s) sdo isomorfismos,
e portanto os dois homomorfismos a direita na vertical do diagrama sao isomorfismos.
Usando a comutatividade do diagrama e o fato das sequéncias serem exatas na horizontal,

podemos concluir que F(X); — F(Uy) é um isomorfismo. O
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e~

Corolario 3.22. Se F ¢ um feixe coerente sobre uma variedade afim X, entdo F = F(X).

—_—

Demonstragao: Por definigdo temos F(X)(Xy¢) = F(X);. Como F(X5) = F(X)y
para qualquer f € Ox(X), pela proposicao [3.17|isto implica em F = F(X). ]

Proposicao 3.23. Sejam F e G feixes quase coerentes sobre uma variedade quase proje-
tiva X. Entao

1. F & G é quase coerente.

2. Se f: F — G é um morfismo de feixes, entao ker f e coker f sao feixes quase

coerentes.
O mesmo é valido substituindo quase coerentes por coerentes nas afirmagoes.
Demonstracao:

1. Como a definicao de quase coerente € local, entao é suficiente provar o caso quando
X é variedade afim, F = M e G = N. Basta ver que existe um isomorfismo natural
MoN > MaoNa partir dos isomorfismos My@ Ny — (M @ N)¢, portanto M&N
é quase coerente. Se M e N sao finitamente gerados, entao M & N ¢ finitamente

gerado, isto é, M @& N é coerente.

2. Novamente consideramos o caso local. Um homomorfismo ¢ : M — N induz
um morfismo gg . M — N de forma que ¢y, : My — Ny ¢é a extensao de ¢.

Reciprocamente, um morfismo ¢ : M — N nos da um homomorfismo ¢x : M — N.

Px

N

Ny

Pela comutatividade do diagrama acima, dado m/f" € M, temos ¢y, (m/f") =
dx(m)/f", isto é, ¢y, é a extensdo natulzmlxd/e ¢x sobre Mf./ngrtanto O = g(
Sabendo deste fato, fica claro que ker ¢ = ker ¢x e coker ¢ = coker ¢px. Caso M e N
sejam finitamente gerados, é imediato que coker ¢ é finitamente gerado. Em geral
um submédulo de um A-moddulo finitamente gerado qualquer nao necessariamente é
finitamente gerado, mas como neste caso A = Ox(X) é Noetheriano, entao ker ¢x

¢ finitamente gerado. O]

Esta proposicao nos mostra que os feixes coerentes sobre uma variedade quase projetiva

X formam uma categoria abeliana. Além disso, observe que o funtor dado por M — M

—_— —_—

¢é exato pois ker ¢ = ker ¢ x e coker ¢ = coker ¢x.
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Proposicao 3.24. Seja F um feixe coerente sobre X e f : X — Y um morfismo finito.

Entao f.(F) é coerente sobre Y.

Demonstragao: Primeiramente veja que dado U aberto de Y, s € f.(F)(U) e ¢ :
U — k uma fungao regular, podemos definir uma operagao ¢ - s := (f*¢) - s, que dd uma
estrutura de Oy (U)-mdédulo sobre f(F)(U). Isto é, f.(F) é um Oy-médulo. Como a
coeréncia é uma propriedade local vamos supor que Y é afim. Como f é finito, entao X é
afime F = F(X). SeU, =Y —V(g) com g € Oy(Y), entao f~1(U,) = X — V(f g), logo
L)) = F(X = V(£9)) = F(X) 1oy = L.(F)Y),. Ouseia, £.(F) = £IF)Y). Por
F ser coerente F(X) = f.(F)(Y) é finitamente gerado como Ox (X )-médulo, e Ox(X) é
finitamente gerado como Oy (Y)-médulo pois f ¢ finito. Portanto f,.(F)(Y") é finitamente

gerado como Oy (Y')-médulo. O

3.3 Feixe associado a um fibrado vetorial

Definicao 3.25. Uma familia de espagos vetoriais sobre X é um morfismo sobrejetivo

de variedades p : E — X tal que cada E, := p~'(z) é um espago vetorial sobre k.

Ezxemplo: Considere E = X X k™ com p a projecao sobre z, isto nos dd uma familia

de espacos vetoriais.

Definicao 3.26. Sejam p : F — X e ¢ : F — X familias de espagos vetoriais. Um
morfismo de familias de espacos vetoriais f : F — F é um morfismo de variedades tal que

gof=pe flg, : E; — F, é uma transformacao linear.

Definicao 3.27. Uma familia de espacos vetoriais £ sobre X é dita trivial se é isomorfa

a uma familia da forma E x k".

Definicao 3.28. Se p: F — X ¢é uma familia de espacos vetoriais e U um aberto de X,
a restricio de £ em U é dada por p: p~}(U) — U e serd denotada E|y.

Definicao 3.29. Uma familia de espagos vetoriais é um fibrado vetorial se para todo

x € X existe uma vizinhanga V' tal que E|y é trivial.

Ezemplo: Considere a familia de espacos vetoriais H sobre P" dada por
H = {(u,v) € P" x k" 1 v € u}.

Podemos cobrir P" com abertos Uy,...,U, onde U; = P* — V(x;). Podemos ver cada

elemento de U; como [v] com v = (xg,...,Ti—1, 1, Tis1,. .., Zyn),
como ([v], \v) para algum A € k. Temos naturalmente um isomorfismo H|y, — U; X k
dado por ([v], Av) — ([v],A), logo H é fibrado vetorial. Este fibrado é denominado de
fibrado de Hopf.
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Definicao 3.30. Uma se¢ao de um fibrado vetorial £ é um morfismo s : X — FE tal que

pos =1idyx, isto é, leva um ponto x € X em sua fibra F,.

Definigao 3.31. Seja E um fibrado vetorial sobre X. Vamos denotar por £(F) o conjunto
das segdes de E sobre X. O feixe associado Lg é dado por Lg(U) := L(E|y).

Definicao 3.32. Um feixe de Ox-mddulos F ¢é dito localmente livre se para todo x € X

existe uma vizinhanca aberta U e um inteiro nao negativo r tal que
~Y T

Proposicao 3.33. Se X ¢é uma variedade quase projetiva e F um fibrado vetorial sobre

X, entao Lg é feixe localmente livre.

Demonstragao: Se U é um aberto de X, f € Ox(U) e s € Lg(U), entao podemos
definir (f - s)(z) = f(x) - s(x), o que d& uma estrutura de Ox-médulo em L. Para
x € X, temos uma vizinhanga V' tal que E|y ¢é trivial, isto é, E|y =2V x k™. A projegao
m VX k™ — k™ nos d4 um isomorfismo entre secoes e morfismos U — k™ com a

composicao com a projegao e a trivializagao, portanto Lg|y = OF. O

Proposicao 3.34. Um feixe coerente F ¢é localmente livre se e somente se F,. ¢ livre e

finitamente gerado para todo x.

Demonstragao: Se F é localmente livre, entao para todo x existe uma vizinhanca U e
um inteiro nao negativo r tal que F|y = OF;. Deste isomorfismo segue que F, = (F|v), =

T ~J

Us = O% ., isto é, F, é médulo livre.

Para a reciproca podemos supor que X é afim e F = M pois localmente livre é
uma questao local. Dada uma base {vy,...,v,} de M,, cada v; é da forma [mi/ f] para
m; € M e f; € Ox(X) com f(z) # 0. Multiplicando v; por [f{'] € Ox . obtemos uma base
{Im1/1],...,[m,/1]}. Seja ¢ : Ox(X)" — M o homomorfismo de Ox(X)-mddulos dado
por ¢(e;) = m;. Como Ox(X)" e M sao finitamente gerados entao ker ¢ também é. Tome
{v1,...,v5} um conjunto de geradores de ker¢ e m := I({z}). Temos que (ker ¢), = 0,
logo v;/1 =0 € (ker ¢), parai = 1,...,s, ou seja, existe f; € Ox(X)—m tal que fiv; = 0.
Seja f = [[_, fi- Veja que fv; = 0 para todo v;, e portanto (ker ¢); = 0. De maneira
analoga podemos tomar g € Ox(X) — m tal que (coker ¢), = 0. Entdo o homomorfismo
brg + Ox(X)}, — My, é isomorfismo, que induz um isomorfismo ggfvg : O%lx—virg) —
M|x-v(so)- U

Proposicao 3.35. Se F é um feixe localmente livre, entao existe um fibrado vetorial £
tal que Lp = F.
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Demonstragao: Seja m, o ideal maximal de Ox ,. Vamos definir £/ com

E:=| | Fo/m. T

zeX

ep: E— X tal que p(F,/m,F,) = {x}.

Podemos tomar uma cobertura (U;) de X tal que Op. = Fly,, e denotaremos este
isomorfismo como ¢;. Para xz € U, este isomorfismo induz um isomorfismo nos talos,
que composto com o isomorfismo Of;. /m, O = k" nos d4 um isomorfismo ¢;, : k" —
Fu/m,F,. Definiremos entdo o isomorfismo ¢; : U; X k" — E|y, com ¢;(z,v) = ¢; »(v),

que mostra que E é fibrado vetorial. O

Definicao 3.36. Vamos denotar o feixe associado a H como Opn(—1). Se X C P" é uma
variedade projetiva, entdo denotaremos Ox(—1) := Opn(—1)|x. E para m um inteiro

positivo,

Ox(—m) = Q) Ox(-1).
i=1
Definicao 3.37. Seja E um fibrado vetorial sobre X. O fibrado dual é dado por

E* = | | E;,

zeX

onde E7 é o espaco dual de E,, e a funcao p: E* — X leva os elementos de £} em x.

Definigao 3.38. Denotaremos o feixe associado a H* como Opn(1). Analogamente temos
Ox (1) := Opn(1)|x €

Proposicao 3.39. Seja X uma variedade projetiva e E um fibrado de linhas sobre X.
Entao ,CE ®OX ,CE* = Ox.

Demonstragao: Podemos cobrir X com abertos U; tal que E|y, = U; x k. Vamos defi-
nir o morfismo s®7* +— s xr* por (s xr*)(z) := r*(x)s(z) para s € Lg(U) er* € L (U).
Se U ¢é irredutivel este morfismo é injetivo. De fato se r*(z)s(x) = 0 entao r*(z) = 0,
ou s(z) = 0, pois cada espago E, tem dimensao 1, por continuidade o conjunto dos pon-
tos em que r* se anula é fechado, portanto existe um aberto tal que s se anula. Caso
este aberto seja vazio, temos r* = 0. Caso contrario o fecho deste aberto é U por sua
irredutibilidade, logo s = 0. Em ambos os casos m* @ s =0. Se U C U; e f € Ox(U),
podemos definir uma se¢ao s € Lg(U) compondo z — (z, f(z)) com a trivializagdo. Se r*
¢ definida pelo dual de z +— (z,1) composta com a trivializagao, entao s x r*(z) = f(x),
portanto o morfismo é sobrejetivo nestes casos. Pela proposigao é suficiente mostrar

o isomorfismos sobre abertos irredutiveis que estao contidos em algum U;. [
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Esta proposigao nos mostra que Ox(p) ® Ox(q) = Ox(p + q) para quaisquer p e ¢

inteiros.
Definicao 3.40. Seja F um feixe de Ox-mddulos. Definiremos
F(n) :=F ®o, Ox(n).

Proposicao 3.41. Seja F um feixe coerente sobre X, f € Ox(1)(X) com f#0e W o
aberto dado por f(z) # 0.

1. Se para s € F(X) temos s|y = 0, entao existe um inteiro n tal que f®" ® s =0 €

F(n)(X).
2. Para todo v € F(W) existe um inteiro n e u € F(n)(X) tal que uly = f" @ v.

Demonstracao:

1. Vamos cobrir X com finitos abertos U; tal que H|y, seja trivial. Como H |y, w
é trivial, entdo uma projegao composta com f|y, define uma fungao regular como
mostrado anteriormente. Denotaremos tal funcao como f;. Pela proposigao 3.21
temos que F(U; N W) = F(U;),. Como (s|p,)|v,aw /1 = s|lu,aw = 0, entdo s|y, /1 =
0, isto ¢, existe um inteiro n; tal que f/"s|y, = 0. Tome n := max{n;}, temos
fI's|ly, = 0 para todo i. Veja que fZ" @ s|y, = 19" ®@ fI's|y, = 0. Pelo isomorfismo
F(n)|v, = Op" @ F, isto implica em (f|y,)*" @ s|ly, = 0. Pelas propriedades de

feixes temos f®" ® s = 0.

2. Tomando U; e f; como anteriormente. Novamente temos F(U; N W) = F(U;)y,,

logo v|u,rw = wilv,aw /[ lu.aw para algum w; € F(U;) e n; inteiro, e portanto
f;”“% vinw = Uu,nw para algum [; € Z. Tome n := max{n; + [;} e w; =
fi"_"i_liui, entdao f'v|u,nw = wilu,aw para todo i. Seja w;; = wily,; — wjlu,,;-

Como w j|u, ,aw = 0, por 1 existe m,; tal que (fly,,)®™ ® w;; = 0, tomando

m := max{m, ;}, entdo (f
197@ fEm @w; € (O™ @ F)(Us) e sejam v; € F(m+n)(U;) os seus corresponden-

v,,;)™ ® w; ; = 0 para todo 4, j. Considere os elementos

tes por isomorfismo. Pela propriedade de feixes existe u tal que u|y, = v;. Temos

(ulw)

v,nw corresponde por isomorfismo a

19"®( f; vew)?" @

vew) 2wl vew = 12" fil v ) E" R f0|lvow = (fi UinW s

para todo i, logo u|y = f" @ v. O

Observe que Ox (1)(X) sempre possui elementos nao nulos (caso contrario esta ultima
proposigao nao teria utilidade). Por exemplo, uma transformacao linear nao nula 7' :

A" — k induz uma transformagao T, € H} com (x,v) — Tv para cada x € P".
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Logo podemos definir uma se¢ao f € Ox(1)(X) com f(z) := T,. Mais fortemente, todo

hiperplano em P” pode ser representado por uma equacao do tipo
apxo + ...+ apx, =0,

e a expressao do lado esquerdo da equacao define um funcional linear em A™*!, isto é,

todo hiperplano pode ser visto como os zeros de uma segao em Opn (1)(P™).
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4 COHOMOLOGIA

Neste capitulo definiremos a cohomologia em categorias abelianas e aplicaremos este

conceito sobre feixes coerentes.

4.1 Funtores derivados a direita

Nesta secao trataremos de resultados sobre categorias abelianas, que sao categorias tal
que Hom(A, B) tem estrutura de grupo abeliano para quaisquer objetos A, B, possuem

ntcleo e contcleo e podem ser vistas como categorias de grupos abelianos.

Definicao 4.1. Seja A uma categoria abeliana. Um complezo de cocadeias A® é uma

sequéncia de objetos (A");cz em A com morfismos
- di—1 .t .
o= AT A S AT

tal que d' o d*~! = 0 para todo i € Z. Quando A® = 0 para i < 0 diz-se que A® é um

complexo positivo.

Definigao 4.2. Um morfismo de complexos f : A* — B® é uma colecao de morfismos

fi: A® — B’ tal que o seguinte diagrama é comutativo para todo i € Z:

Ai di Az‘+1
fi ‘ fi+1
Bi i Bi+1

Definicao 4.3. Sejam f,g : A* — B°® morfismos de complexos. Dizemos que f e g
sao homotopicos se existe uma familia de morfismos k¢ : A* — B! tal que f! — ¢' =
dz‘flhi —{—hi+1di.

Bifl

Definicao 4.4. Sejam A e B categorias. Um funtor covariante associa cada objeto
A € A num objeto F(A) € B, cada morfismo f € Hom(A, B) num morfismo F(f) €
Hom(F(A), F(B)) e satisfaz
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1. F(ZdA) == idF(A);

2. F(fog)=F(f)oF(g).

Definicao 4.5. Seja A®* um complexo de cocadeias. O funtor cohomoldgico H' é dado
por

H'(A®) = ker(d")/ Tm(d").

Se f : A* — B*® é um morfismo de complexos, entdo cada morfismo f* leva Imd’;*
dentro de Im dgl e ker dy dentro de ker ds, pois fi'd'™! = d'"7!f~!. Entao f' induz um
morfismo de H'(f) : H'(A®) — H'(B*) dado por

z mod Imdy '+ f'(z) mod Imdy".
Se g : A* — B*® é homotdpica a f, entao os morfismos induzidos sao iguais.

Lema 4.6. (Lema da cobra) Considere o diagrama comutativo:

g
A ! B C 0

a b

0 A / B’ '

Se as sequéncias nas linhas horizontais sao exatas, entao existe um morfismo ¢ : ker ¢ —

coker a tal que a seguinte sequéncia ¢é exata:
P
kera — ker b — ker ¢ = coker a — coker b — coker ¢

Demonstracao: Dado z € ker ¢, pela sobrejetividade de g existe y € B tal que g(y) = =.
Temos ¢'(b(y)) = c(g(y)) = c(z) = 0, logo b(y) € kerg’ = Im f’. Pela injetividade de f

existe um unico z € A’ tal que f'(z) = b(y). Vamos definir
d(z) =2z mod Ima.

Para ver que § estd bem definida, tome 3,y € B tal que g(y1) = g(y2) = x € 21,20 €
A’ os elementos obtidos a partir yi, y2, respectivamente. Veja que y; — y2 € ker g = Im f,
entao existe w € A tal que f(w) = y; — yo. Pela comutatividade do diagrama temos
fla(w)) =b(f(w)) = bly1 — y2) = f'(z1 — 22), e logo a(w) = z; — 25 pela injetividade de
f'. Isto é, z; — z5 € Ima, e portanto z; = zo mod Ima. Resta mostrar que a sequéncia

é exata. Para a primeira igualdade, veja que
ker(glers) = kerg Nkerb =Im f Nkerb = f(ker(bo f)) = f(ker(f oa)) = f(kera).

Se x € g(kerb), entao existe y € kerb com g(y) = z, pela construgao de ¢ a par-

tir de y concluimos que §(z) = 0. Se 0(z) = 0, tome y e z como na construgao. Entao
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z € Ima, ou seja, existe w € A tal que a(w) = z. Pela comutatividade do diagrama temos

b(f(w)) = f'(2) = b(y), logo y — f(w) € kerb. Como g(y — f(w)) = g(y) — g(f(w)) =z,
entdo x € g(kerb).

Sejam f’ : cokera — cokerb e 5/ : coker b — coker ¢ os morfismos induzidos por [’ e
¢, respectivamente. Pela construgao um elemento d(x) é da forma [z], onde [z] é a classe
de z € A ¢ f'(z) = b(y) para algum y € g~(z), logo f'(8(x)) = 0 para todo z € kerc.
Por outro lado, se [z] € ker ', entdo f'(z) € Imb. Isto é, existe y € b tal que f'(z) = b(y).

Tomando = = ¢(y) temos §(z) = [z] por definigao.

Como ¢ o f' = 0, segue que ¢’ o ]7’ = 0, e portanto Imf’ C kerg. Sez € B
com ¢'([z]) = 0, entdo ¢'(z) € Ime. Pela sobrejetividade da g existe y € B tal que
cog(y) =g ob(y) = ¢'(z), logo z — b(y) € ker ¢’ = Im f’, e portanto existe z € A’ tal que
F/(z) = — b(y). Por defini¢ao temos f'([z]) = [z — b(y)] = [x]. O

Definicao 4.7. Uma sequéncia de complexos
A*— B*—C*
¢é dita exata se para todo 7 € Z a sequéncia
A" — B — ("
é exata.
Proposicao 4.8. Considere uma sequéncia exata de complexos
0—=A*—=B*—=C*"—0.
Temos uma sequencia exata:
= HTHC) = HI(A®) = HY(B®) — HY(C®) — HTHA®) — ...
Esta sequéncia é chamada sequéncia exata longa de cohomologia.

Demonstragao: Aplicando o lema da cobra sobre o diagrama:

0 Al B i 0
ds dp de
0 At B+ Citt 0

Podemos concluir que as seguintes sequéncias sao exatas para todo i € Z:
0 — ker d’y — ker dly — ker d

coker dy — coker d'y — coker ds — 0.

Agora considere o diagrama:
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coker d; ' —— coker di; ' —— cokerds,! ———— 0

o

0 —— kerd' —— kerd)j! ——— kerd{"

Onde os morfismos dos coker em ker sao os induzidos por d'. Pelo lema da cobra temos

a sequéncia exata
H'(A®) — H'(B®) = H(C®) — H'T(A®) - HTY(B®) - HTH(C*). O
Definicao 4.9. Um objeto I é dito injetivo se para toda sequéncia exata
0-A%B
e todo morfismo f: A — [ existe um morfismo g: B — [ tal que f = go ¢.

Definicao 4.10. Diz-se que uma categoria abeliana A tem suficientes objetos injetivos

se para todo A € A existe um objeto injetivo I e um morfismo injetivo f : A — I.

Definicao 4.11. Um complexo positivo I*® é dito resolucao de A se temos uma sequéncia
exata

0=>A—=1"=1"— ...
Se I' ¢ injetivo para todo ¢ € Z I* é uma resolucao injetiva.

Proposicao 4.12. Se uma categoria abeliana A tem suficientes objetos injetivos, entao

para todo objeto A € A existe uma resolugao injetiva I°.

Demonstracao: Para A existe um objeto injetivo I e um morfismo injetivo f : A — I°.
Como coker f também é objeto de A, entdo existe um objeto injetivo I' e um morfismo
injetivo go : coker f — I'. Compondo com a projecao I° — coker f obtemos um morfismo
d® : I° — I' tal que Im f = kerd". Repetindo sucessivamente este processo podemos

construir uma resolucao injetiva I°.

Proposicao 4.13. Seja f : K* — I* um morfismo de complexos positivos com I* injetivo

para todo ¢ € Z, e K*® exato. Entao f é homotopica a 0.

Demonstracao: Tome h' = 0 para ¢ < 0. Vamos construir os outros morfismos
indutivamente. Suponha que temos os morfismos h’ para i < n satisfazendo fi=! =
d?hi =t + hidi!) vamos definir o morfismo ¢g" = f" — d} 'h". Veja que Imd} =
K"/ ker(dy) = K"/ Im(ds "), e também

g = P
= (P e
— et el el geetgne2pnsl g
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~

Isto é, Imd; ' C ker g". Isto nos d4 um morfismo canoénico de Im d% em I™ O Im g"
K" /ker g". Mais explicitamente, este morfismo leva y = d}%(z) € Imd} em ¢"(x). Como
0 — K"/ker(dy) — K™ é exata e I"™ é injetivo, existe uma extensdao h"*! : K" — "
tal que h"*t1d% = g". Logo f" = h"tidy + d} ' h".

n—1 m

Kn—l dK Kn dK Kn-i—l
hn gn hn-i—l
n—1

- 1 L Y

]

Proposigcao 4.14. Seja I* uma resolugao injetiva de A. Para toda resolugao K* de A

existe um morfismo de complexos f : K* — I°® tal que o seguinte diagrama comuta:

A K*

S

I.

Demonstracao: Para o caso base, temos 0 — A — K° exata e um morfismo A — I°
com I° injetivo, pela definicio de objeto injetivo existe fO : K® — I com o diagrama
acima comutando. Agora suponha que temos os morfismos f* com fidi! = di'fiTt
para i < n. Veja que Imdy ' C kerdpf", pois dy frdy ' = drdy ' f7~! = 0, entdo de
maneira analoga a proposi¢ao anterior temos um morfismo de Imd}y = K™/ ker(d}) =
K"/Im(dy ) em " D Imdy f* = K"/ kerd} f*. Como 0 — Imd} — K" é exata e
I™*t! ¢ objeto injetivo, podemos estender este morfismo & K"*! com fnt!: Kntt — [ntt
tal que f"Tidn = drfm. O

Definicao 4.15. Seja F' um funtor covariante aditivo e seja I® uma resolucao injetiva de

A. Vamos definir os funtores derivados a direita
(RIF)(A) .= HYUF(I%)).

Proposicao 4.16. A definicao de funtor derivado a direita nao depende da escolha da

resolucao injetiva.

Demonstracao: Suponha que I* e J® sao resolucoes injetivas de A. Pela proposicaol4.14

existem morfismos f: I* — J®* e g: J* — I*® tal que o seguinte diagrama comuta:
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0 A I° s
o 1o !

0 A JO J!
id 4 q° g

0 A I° I

Seja A® o complexo definido por A* = I* parai >0, A~' = Ae A" =0 para i < —1.
Vamos definir o morfismo h : A* — I* dado por h' = ¢' o f* —id;: para i > 0.

0 A I° I
0 0 I° I

Pela definicao de resolucao injetiva A® é exato e I* é composto por objetos injetivos,
segue da proposicao que h é homotdépica a 0, e portanto F'(h) é homotdpica a 0.
Podemos entdo concluir que H'(F(g) o F(f)) = H'(F(g)) o H'(F(f)) = idyire)- Ana-
logamente temos H'(F(f) o F(g)) = H'(F(f)) o H'(F(g)) = idui(r(se)), logo H'(F(f)) e
Hi(F(g)) sao isomorfismos que nos dao H(F(I*)) = H(F(J*)). O

Proposicao 4.17. Considere a sequéncia exata
05ALBL o
Temos uma sequéncia exata longa
...— R'F(C) = R'F(A) - RF(B) = R'F(C) = RM'F(A) — ...

Demonstragao: Tome resolugoes injetivas I3 de A e I3, de C'. Vamos definir para todo

i € Z o objeto Iy := I’y & I}, iremos mostrar que I é resolugao injetiva de B.

Seja 0 — G — H uma sequéncia exata e ¢ : G — I um morfismo. Considere os
morfismos canonicos 74 : Iy — I e mo : Iy — I%. Pela injetividade existem morfismos
Pp:H— I\ ePc: H— I} tal que Palg = ma0¢ e Polg = e 0 ¢. Podemos entao
definir o morfismo ® : H — I com ®(z) = ®4(z) + Po(z). Logo ®|¢ = ¢, isto mostra
que I é objeto injetivo. Seja a: B — I a extensao do morfismo A — I pela injecao f
e 3: B — I a composigao do morfismo C' — I com g. Veja que o seguinte diagrama ¢

comutativo:



4.1. Funtores derivados a direita 35

0 A B C 0
(o, B)
0 19 19 19 0

O lema da cobra nos da ker(a, 5) = 0 e que a sequéncia
0 — coker(A — 1) — coker(B — Iy) — coker(C — I2) — 0

¢ exata. E temos injegoes coker(A — I9) — I} e coker(C' — I%) — I} induzidas por djs
e d(}é. Podemos entao construir um morfismo coker(B — I%) — I de maneira andloga ao
morfismo (o, 3), e pela composicao temos um morfismo I% — I} tal que a composigao com
(a, B) é igual a 0. Repetindo este processo sucessivamente obtemos morfismos I — I ?1

de forma que [}, é um complexo. Aplicando a sequéncia exata longa de cohomologia sobre
0—=I1—1Ip—1—0

podemos ver que I} ¢é resolugao de B, e como F(Iy) = F(Iy ® IL) = F(I') ® F(I}) a
sequéencia exata longa de

0— F(Iy) = F(Iy) = F(IX) —0
é a sequéncia desejada. O
Definigao 4.18. Um objeto A é dito F'-aciclico se R1F(A) = 0 para todo g > 0.

Ezemplo: Se I é um objeto injetivo, entao I* dado por I = I e I = 0 para i # 0 é
resolugao injetiva de I. Logo temos RIF(I) = H(F(I*)) = 0 para ¢ > 0.

Proposicao 4.19. Seja K* um complexo positivo de objetos F-aciclicos. Se K*® é exato,
entdo F(K*) é exato.

Demonstracao: Se K*® é exato, entao a seguinte sequéncia é exata para todo i € Z:
0— kerd” — K' — kerd™ — 0.
A sequéncia exata longa de funtores derivados nos da (em ¢ > 0):
... RiF(kerd") — 0 — RF(kerd™) — R F(kerd') — 0 — RI"' F(kerd™) — ...

Isto é, R1F (kerdt') = RIT'F(kerd') para ¢ > 0. Por recursao podemos ver que

RF(kerd') = R F(kerd’) = 0. Logo a sequéncia exata longa pode ser resumida em
0— F(kerd) — F(K") — F(kerd™) — 0.

Como F(kerd') = ker F'(d') = ker dj .y, entdo F(K*®) é exato. O
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Definicao 4.20. Um morfismo de complexos f : K* — L*® é dito quase isomorfismo se o

morfismo induzido sob a cohomologia é isomorfismo.

Proposicao 4.21. Seja f : K* — L®* um quase isomorfismo de complexos positivos de
objetos F-aciclicos. O morfismo F(f): F(K*) — F(L*) é quase isomorfismo.

Demonstragao: Vamos definir o complexo M* dado por M = L' & K com d’ :

M? — M™! dado pela matriz
B T
i [ - ] |
0 _dz—H

0= L' M — Kt 50

Como as sequéncias

sao exatas, aplicando a sequéncia exata longa de funtores derivados podemos concluir que
RIF(M?) = 0 para ¢ > 0, isto é, M* é F-aciclica. E aplicando a sequéncia exata longa
sobre a sequéncia

0—L*— M*— K[1]* =0,

onde K[1]" = Kt e d’k[l].

= d}J, obtemos
= ML) = H(M®) = H(K[1]*) = HH(L®) — HPH(M®) — HPH(K)) — .

Observe que o morfismo H(K([1]*) — H*(L®) nesta sequéncia ¢ exatamente o mor-
fismo H(f). Como H'(K[1]*) = H'T(K®) e H'TI(K®) = H'T(L*) pois f é quase
isomorfismo, entao H'(M*®) = 0, ou seja, M* é exato. Pela proposi¢io anterior isto
implica que F'(M?®) é exata. Pela sequéncia exata longa de

0— F(L*) — F(M*) — F(K[1]*) — 0,

temos que H'(F(K*)) = H'(F(L*)) pois H'(F(M*)) = 0. O
Definigao 4.22. Um funtor F : A — B é dito ezato a esquerda se para toda sequéncia

exata em A
0—-A A A"=0

¢ levada por F' numa sequéncia exata
0— F(A") —» F(A) — F(A").
Teorema 4.23. (Teorema de De Rham formal) Seja F' um funtor covariante exato a
esquerda e K*® uma resolucao de A com objetos F-aciclicos. Entao
RIF(A) = HUF(K®)).

Demonstracao: Seja I* uma resolugao injetiva de A. Pela proposigao [4.14] existe um
morfismo f : K* — I* tal que o diagrama comuta. Note que H(K*) =2 A = HO(I*) com
o isomorfismo dado por H°(f). Além disso, H'(K*®) = H'(I*) = 0 para i # 0, entao H'(f)
¢ isomorfismo para i # 0, portanto f ¢ quase isomorfismo. Pela proposicao [4.21] F(f) ¢
quase isomorfismo, isto é, HI(F(K*®)) = HY(F(I*)) = R1F(A) para todo q € Z. O
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4.2 Grupos de cohomologia de um feixe

Proposicao 4.24. Seja G um grupo abeliano aditivo. Se G é divisivel, isto é, se o
homomorfismo g — ng é sobrejetivo para todo n inteiro nao nulo, entao G ¢é objeto

injetivo.

Demonstracdo: Sejam B um grupo abeliano, A um subgrupo de Be ¢ : A — G
um homomorfismo. Considere o conjunto de subgrupos A’ de B parcialmente ordenado
pela inclusao, e o subconjunto dos que contém A e tais que existam um homomorfismo
¢+ A — G com ¢'|4 = ¢. Pelo lema de Zorn existe um elemento maximal B’ com um
homomorfismo ¢’ : B’ — (. Suponha por absurdo que B’ # B, entao existe g € B — B'.
Caso B'NZg = {0}, podemos definir ¢’ : B'® Zg — G com ¢"(x) = ¢'(x) para x € B
e ¢"(g) = 0. Caso B'NZg # {0}, entdo ng € B’ para algum n nao nulo, e por hipétese
existe ¢’ € G tal que ng’ = ¢/'(ng). Logo podemos definir ¢” : B'+7Zg — G com ¢"(g) = ¢’

e ¢"|p = ¢'. Ambos os casos contradizem a maximalidade de B’. O
Proposigao 4.25. A categoria de grupos abelianos tem suficientes injetivos.

Demonstracao: Se G é um grupo livre, entao temos a aplicacao injetiva canonica
G — (G ®z Q dada por g — g ® 1. E para n inteiro ndo nulo veja que g ® ¢ =n(g® 1),
entao G ®z Q é injetivo pela proposicao anterior. Para o caso geral com G um grupo
abeliano, existe um grupo livre L e um subgrupo H de L tal que L/H = (. Vamos definir
Iz(G) == (L ®z Q)/H o objeto injetivo que queremos. Se o grupo L ®z Q é divisivel,

entdo Iz(G) também é, logo Iz é injetivo. O

Proposicao 4.26. Seja A um anel comutativo com unidade. A categoria de A-moédulos

tem suficientes injetivos.

Demonstracao: Seja M um A-médulo. Podemos dar uma estrutura de A-moédulo sobre
I4(M) := Homy(A, I(M)) com (ap)(x) = ¢(ax). Pela injegdo a : M — Iz (M) podemos
definir um homomorfismo injetivo g : M — [4(M) dado por (5(x))(a) := aazx) para x €
M e a € A, resta mostrar que 14(M) é injetivo. Se N é um A-mdédulo qualquer, existe um
homomorfismo ® : Homy (N, [4(M)) — Homgz(N, Iz(M)) que leva ¢ € Homu (N, I4(M))
em (®(1))(x) = ((@)(1). Se (B(¥))() = 0 = (¥(x))(1) para todo = € N, entio
(Y(x))(a) = (ayp(x))(1) = 0 para todo a € A, logo ¢¥(z) = 0, e portanto ¢ = 0. Isto
é, ® é injetiva. Por outro lado, se ¢ € Homgy (N, Iz(M)), entdo para o homomorfismo
1 € Homu(N, I4(M)) dado por (¢(x))(a) = ¢(ax) temos ®(¢) = ¢, ou seja, ¢ é um
isomorfismo. Se N’ é um submoédulo de N, e ' : Homa(N', [4(M)) — Homg(N', I(M))
é definida de maneira andloga a ®, pela definigdo vale a igualdade ®(¢)|n = ¥’ (¢|n1),

isto significa que o seguinte diagrama comuta:
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Hom 4 (N, I4(M)) Homy (N, Iz(M))

/
Hom(N', L4(M)) ‘I’

HomZ(N’, ]Z(M))

Onde os mapas na vertical sao dados pela restrigio ¢ — ¢|y/. Pela injetividade de
Iz (M) nos grupos abelianos sabemos que o homomorfismo da direita é sobrejetivo. Como

® e &’ sao isomorfismos isto implica na sobrejetividade do homomorfismo da esquerda. [

Proposigao 4.27. A categoria de feixes de Ox-mddulos sobre uma variedade X tem

suficientes injetivos.

Demonstracao: Seja F um feixe de Ox-moédulos. Vamos definir o feixe I(F) com o

feixe das secoes de

L(F)U) =[] lox.(Fo),

weU
e os mapas de restrigao dados pela projegdo. Compondo a func¢ao s — ([$]*)zey com as
funcdes injetivas F, — loy,(Fz) temos um homomorfismo injetivo F(U) — I(F)(U),
e como [s]* = [s|y]® € F, para todo aberto V' C U estes homomorfismos definem um
morfismo. Se G é um feixe, G’ um subfeixe de G, e f : G’ — I(F) é um morfismo, entao
podemos estender f pelas extensoes de cada homomorfismo fy : G'(U) — I(F)(U) a
G(U) utilizando a injetividade de I(F)(U) e obter o morfismo g : G — I(F). O

Observacao: Grupos abelianos podem ser vistos como Z-moddulos, as proposicoes e

definicoes sobre A-mddulos também sao validas sobre eles.

Definicao 4.28. Seja X uma variedade quase projetiva, F um feixe de Ox-médulos e I'
o funtor das segoes globais F — F(X). Vamos definir o g-ésimo grupo de cohomologia

de F como
HY(X,F):= RT'(X,F).

4.3  Cohomologia de Cech

Definigao 4.29. Seja X um espago topolégico, U = (U;);c; uma cobertura aberta de X,
e F um feixe de grupos abelianos sobre X. Uma p-cocadeia alternada de U com valores
F(Ui...i,), onde Uy, i, = ﬂ?:o Ui,, tal que para

,,,,,,,,,, ip

onde sgn(co) é o sinal da permutacao o. As p-cocadeias formam um grupo abeliano que
serd denotado CP(U, F).
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Definigao 4.30. Vamos definir a diferencial 9 : C*(U, F) — CP* (U, F) por

—_— n —~
(6f)20 ----- ipt1 § (_1) in,,__7in,_,,7ip+1|Ui ,,,,, ipt1?
n=0
onde ig, ..., 0, .., %1 representa os elementos de ¢y a 4,41 excluindo-se .
Proposicao 4.31. 9> = 0.
Segue pela definicao:
p+2
2 _ n .
(a f)io,-~-7ip+2 - E :(_1) (af)io,...,in,...7ip+2
n=0
p+2
_ E : _1\n E : _1\m . N § : _1\ym—1 R L
- ( 1) ( 1) in"'"im7'“7in7~~~7ip+2 + ( 1> in:“win7--~7Z'ma~~-,7:p+2
n=0 0<m<n n<m<p+2
_ _1\m+n e N _1\ym+n—1 N -
D R G Kl A= ipp2 T > (-1 i
0<m,n<p+2 0<m,n<p+2
m<n n<m
— 2 : (_1>m+n A - _ § (_1)m+n . _
l'Ow-7im:-~~7in7-~'7ip+2 iOv--~7in7~-~»imv~~~:ip+2
0<m,n<p+2 0<m,n<p+2
m<n n<m
=0. O

Esta diferencial torna os C?(U, F) em um complexo que denotaremos C*(U, F).

Definicdo 4.32. Chamaremos de g-6simo grupo de cohomologia de Cech da cobertura U

com valores em F o grupo
HYU, F) = HUC (U, F)).

Definigao 4.33. Seja X um espaco topoldgico e U = (U;) uma cobertura aberta de X.
Se V' é um aberto, vamos denotar V NU a cobertura de V dada por (V NU;). Se F é um

feixe sobre X, podemos definir o feixe C'(U, F) com
C'U, F)(V):=Cr(V U, Fly),

Proposicao 4.34. Seja F um feixe de grupos abelianos. Entao c* (U, F) é uma resolugao

de F.

Demonstragio: Temos um mapa natural F(X) — CO(U, F) por s — (s|y,);. Dado
f e Co%U,F), veja que Of = 0 se e somente se f; v, — 1

que pelas propriedades de feixe nos d4 um tnico s € F(X) tal que s|y, = f;. Isto mostra

vinv; = 0 para todo i e j,

que F(X) = H(U, F). Aplicando a mesma demonstracio para todo aberto V temos
F=HC WU, F)).
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Para mostrar que o resto da sequéncia é exata vamos mostrar sobre a sequéncia dos
talos C" (U, F), para todo z € X. Escolhemos um aberto U; da cobertura U que contenha
2. Vamos definir uma homotopia h**! : "' (U, F), — C*(U, F), com

h(f)io,...,z‘p = fj,io,...,ip

Esta funcao esta bem definida, pois como estamos nos talos podemos tomar um aberto

V C U; que contém x, e nele vale VN Uj;, .. =V NU,, i, Veja que:

goue

p+1
ah(f)i07---7ip+l + h(af>i01---7ip+1 - Z(_1)nh(f>i0,...,i;,...,ipﬂ + (af)j,io---ﬂ'pﬂ
pi1
= Z(_1>nfj,i0,.‘.,i;,...,ip+1+
n=0

p+1

. —1\n+1 ~
fj,iov---vipﬂ + Z( 1) fjﬂo,---,in,---vipﬂ
n=0

:fi07"'7ip+1'

Como a identidade é homotépica a 0, entdo H4(C* (U, F),) = 0 para ¢ > 0, o que

mostra que é exata no resto da sequéncia. ]

Definicao 4.35. Um feixe F sobre X ¢é dito flicido se para todo aberto U o mapa de
restrigao F(X) — F(U) é sobrejetivo.

Proposicao 4.36. Dada
0-FLFLF 0
uma sequéncia exata com F' e F feixes flacidos, entao
0— F(X) 55 F(X) L5 F(X) =0
¢ uma sequéncia exata e F” é flacido.

Demonstracao: Temos pelo caso geral de feixes que
0— F(X)— F(X)—= F'(X)

é uma sequéncia exata, entdo é preciso mostrar apenas que F(X) — F”(X) é sobre-
jetivo. Seja s” € F"(X). Considere os pares (s,U), com U aberto e s € F(U), tal
que s"|y = gu(s). Podemos ordenar estes pares com (s1,U;) < (s9,Us) se Uy C Uy e
saly, = s1. Pelo lema de Zorn podemos tomar (s, U) um elemento maximal. Suponha por
absurdo que U # X e tome x € X — U. Pela sobrejetividade de g existe uma vizinhanca
Vdexete F(V) tal que gy(t) = s"|y. Como gy (t)|uvnv = s"|vav = gu(s)|unv, entdo
sluav — tlunv € ker guay = Im fyny. Pelo fato de F' ser flacido, existe s € F'(X) tal

que fx () vov = furv (s lvav) = slunv — tluay. Dail temos (s — fx(5')|v)|vav = tunv,
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e portanto existe 5 € F(UUV) com 5|y = s — fx(s')|y e 5]y = t. O fato de gyuv (5)|v =
gu(Blv) = 5"|v e guov (3)|v = gv(5ly) = §"|v implica em gyuy (5) = s"|yuv, 0 que contra-

diz a maximalidade de (s, U).

Para provar que F” é flacido, observe o seguinte diagrama comutativo:

F(X) F'(X) 0
FU) F'(U) 0

Sabemos que os morfismos F(X) — F(U) e F(U) — F"(U) sao sobrejetivos, e por-
tanto sua composi¢ao também. Pela comutatividade do diagrama o morfismo F”(X) —

F"(U) deve ser comutativo também, ou seja, F" é flacido. ]

Corolario 4.37. Seja K* um complexo positivo e exato de feixes flacidos sobre um espaco
X. A sequéncia
0— K'(X)— K'(X)—...

é exata.

Demonstracao: Podemos dividir o complexo K*® exato em sequéncias exatas
0= kerd’ = K — kerd™ — 0.

Provaremos por inducao que ker d* é fldcido para todo i € Z. Para o caso base veja
que o nicleo kerd® é igual a 0 quando 7 < 0, e portanto é fldicido. Supondo que ker d
¢é flacido, aplicamos a proposicao anterior sobre a sequéncia exata acima e obtemos que

ker d**! ¢ flicido, e além disso a sequéncia
0 — ker(d')(X) — K'(X) — ker(d™)(X) = 0
¢é exata. Portanto a sequéncia
0— K'X) = K'X)—...
¢é exata. O]
Proposicao 4.38. Seja F um feixe flacido sobre X. Entao HY(X, F) = 0 para ¢ > 0.

Demonstragao: Veja que o funtor é exato sobre os feixes flacidos e o feixe I(F) como
foi construido é flacido, logo podemos construir uma resolucao injetiva I* de feixes flacidos
de F. Como a sequéncia

0> F =171 — .
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¢é exata e de feixes flacidos, entao
0— F(X) = I'(X) = TY(X) — ...

também é exata, e pela definicao de funtor derivado isto implica em H?(X, F) = 0 para
q > 0. O]

Proposicao 4.39. Seja F um feixe flicido sobre X. Entdo H?(X, F) = 0 para q > 0.

Demonstracao: O fato de F ser flacido implica que cada feixe Qp(u , F) é flacido, e

pela proposigao anterior sao aciclicos. Pelo teorema de De Rham formal,
HY(X,F)=HYC(U,F)) 2HI(X,F)=0. O

Proposigao 4.40. Seja 0 — F' — F — F” — 0 uma sequéncia exata de feixes. Se
U = (U;) é uma cobertura aberta de X com H!(U; F') = 0 para todo aberto Uj,, . i,,

entao temos uma sequéncia exata longa

0yeerlp )

o= YU F) = HU U, F) — B9 U, F) — B9U, F') — 3TN U F) — .

Demonstracao: Pela sequéncia exata longa sobre os grupos de cohomologia:

Logo a sequéncia
0— CU,F)— C'U,F) = C'U,F") =0
¢é exata para todo q € Z, o que nos da a sequéncia exata
0—CUF)—=CWUF)—CWUF") 0.

A sequéncia exata longa de cohomologia sobre esta sequéncia de complexos € a sequéncia
desejada. O

Definigao 4.41. Seja F um feixe de grupos abelianos sobre X. Uma cobertura U = (U;)

¢ dita F-aciclica se para todo ¢ > 0 e aberto Uy, . ;, temos

HY(Us,...i,, F) = 0.

Teorema 4.42. (Teorema de Leray) Seja X um espago topolégico, F um feixe de grupos

abelianos sobre X, e U uma cobertura aberta de X. Entao existe um morfismo canonico

HY(U, F) — HI(X, F).

Se a cobertura é F-aciclica, entao este morfismo é isomorfismo.
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Demonstracao: Seja I® resolugao injetiva de F. Pela proposicao [4.14] podemos cons-
truir um morfismo C° (U, F) — I*, que induz um morfismo HY(U, F) — HI(X, F).

Dada uma sequéncia de feixes
0=>F - F—=>F' =0

e uma cobertura U F'-aciclica, temos o seguinte diagrama comutativo:

HiU, F') —— 09U, F) —— HUU, F")

He(X, F') —— HI(X, F) —— HI(X, F")

Seja F um feixe qualquer, temos a sequéncia exata
0>FL I(F) — coker(f) — 0.

Pela sequéncia exata longa de cohomologia e por I(F) ser flicido, como H?(U, I(F)) =
HY(X,I(F)) = 0 para ¢ > 0 podemos concluir que H?(X, coker(f)) = HIT (X F) e
HY(U, coker(f)) = HI*Y (U, F) para ¢ > 0. Para provar a afirmacio por inducdo, precisa-

mos primeiramente checar o caso ¢ = 1. Temos o seguinte diagrama:

~ ~

u

HO(U, I(F)) HO(U, coker(f)) H' (U, F) 0
hl hg hg
HO(X, I(F)) —%— HO(X, coker(f)) —— HY(X, F) 0

Este diagrama é exato nas sequéncias horizontais e é isomorfismo nos dois primeiros
morfismos na vertical. Como ¥ e v o hy sao sobrejetivas, e hz o U = v o hy, entao hs deve
ser sobrejetiva. Se hs(z) = 0, entdo existe y € HO(U, coker(f)) tal que 0(y) = z. Note
que v o hy(y) = 0, isto é, hy(y) € kerv = Imu. Logo existe z € HY(X, I(F)) tal que
u(z) = hy(y). Pela comutatividade do diagrama temos hy o @ o hy'(2) = hy(y), e logo
y = uoh;'(z) € Im(@) = ker(d) pois hy é injetiva. Concluimos que x = v(y) = 0,
portanto H'(U, F) = HY(X, F).
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0, pela sequéncia exata longa de cohomologia podemos concluir que HY(U;, . ; . coker(f))
0, isto é, U é coker(f)-aciclica. Logo H" (U, F) = H™(U, coker(f)) = H*(X, coker(f)) =
H™1(X, F).

U
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4.4 O funtor Tor

Definicao 4.43. Um complexo de cadeias Ao é uma sequéncia de objetos (A;);ez com
morfismos

d'H—l d’L
...—)AH_l—)Ai—)Ai_l—)...

tal que d' o ™! = 0. A homologia de A, no grau i é dada por H;(A,) := kerd’/Im d"*.
Definicao 4.44. Um objeto P é dito projetivo se para toda sequéncia exata
¢
B—=A—=0

e para todo o morfismo f : P — A existe g : P — B tal que ¢ o g = f. Uma categoria
A tem suficientes projetivos se para todo objeto A existe um objeto projetivo P e um

morfismo sobrejetivo f: P — A.

Proposicao 4.45. Seja R um anel comutativo. Todo R-mdédulo livre e finitamente gerado
é objeto projetivo na categoria de R-moédulos finitamente gerados e esta categoria possui

suficiente projetivos.

Demonstracao: Seja P um R-moédulo livre, f: P — Ae ¢ : P — A R-homomorfismos
de médulos com ¢ sobrejetivo, e {p1,...,p,} uma base de P. Podemos construir um
homomorfismo g : P — B escolhendo elementos g(p;) € ¢ '(f(p;)). Esta escolha ¢
possivel pois ¢~ (f(p;)) # 0 pela sobrejetividade de ¢. Dado um R-mddulo finitamente
gerado M com um conjunto gerador {my, ..., ms}, temos uma sobrejecdo A* — M pela

definicao de gerador, logo a categoria de R-mdédulos possui suficientes projetivos. ]

Definicao 4.46. Uma resolucao projetiva de A é um complexo positivo de projetivos P,
tal que a sequéncia

co.—w> P> Py —>A—>0

¢é exata.

De maneira analoga aos injetivos, uma categoria com suficientes projetivos possui

resolugoes projetivas para todos os seus objetos.

Definicao 4.47. Seja F' um funtor covariante aditivo e seja P, uma resolugao projetiva

de A. Os funtores derivados a esquerda sao dados por
L,F(A) :==H,(F(P)).

Definicao 4.48. Seja M um A-médulo. Podemos definir um funtor covariante aditivo F'

exato a direita dado por N — M ®4 N. Vamos denotar

Tor) (M, N) := L,F(N).
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Lema 4.49. (Lema de Nakayama) Seja A um anel local, m o ideal maximal de A e M

um A-médulo finitamente gerado. Se mM = M, entao M = 0.

Demonstra¢ao: Tome {vy,...,v,} um conjunto de geradores de M sobre A com um
nimero minimo de elementos. Como v, € mM, entao existem aq,...,a, € m tal que
Uy = a1 + ... + apv,. Logo (1 —ay)v, = ajv; + ... + ap_1v,_1. Observe que 1 — a,
é unitario, pois caso contrario estaria contido num ideal maximal, que no caso seria

m pois A é local, e portanto terfamos 1 € m, que é uma contradicao. Como v, =

(1 —a,)tayvy + ...+ (1 — a,) ta,_1v,_1, entao {vy,...,v, 1} gera M, o que é uma
contradicao. O
Corolario 4.50. Se {[v4], ..., [v,]} é uma base de M/mM com v; € M, entdo {vy,...,v,.}
gera M.

Demonstragao: Seja N o submédulo gerado por {vy,...,v,}. Dado m € M, existem
ai,...,a, € A tal que [m] = [av1 + ... + av,.], isto é, m = ayvy + ... + a,v, + m’ para
algum m’ € mM. Logo M = N + mM. Como m(M/N) = (N +mM)/N = M/N, pelo
lema de Nakayama temos M/N = 0, ou seja, M = N. O

Proposicao 4.51. Seja A um anel local com ideal maximal me k := A/m. Um A-médulo

M finitamente gerado ¢ livre se e somente se Tor; (M, k) = 0.
Demonstragcao: Se M é livre, entao M ¢é projetivo e P, dado por Py = M e P, =0

para i > 0 é resolugao projetiva de M. Logo Tor, (M, k) = 0.

Se M é finitamente gerado, entdo M /mM é um espaco vetorial de dimensao finita sobre
k. Como {[v1],...,[v;]} é uma base de M/mM com v; € M, sabemos que {vy,...,v,}

gera M. Temos uma sequeéencia exata
0—>K—>A"— M —0,
com K = ker((ay,...,a,) — >_.;_, a;v;). E pela sequéncia exata longa de homologia
0> Kk —=>A"Q4k—>M®®sk—0.

Veja que A" @4k =2 k" e M ®4 k= M/mM, logo o morfismo A" @4 k — M ®4 k é
isomorfismo. Dai K ®4 k = 0, e portanto K = 0, isto é, M é livre. O
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5 TEOREMAS A E B DE SERRE E ALGU-
MAS APLICACOES

Neste tltimo capitulo enunciaremos e demonstraremos os teoremas A e B de Serre e

os aplicaremos em alguns resultados.

5.1 Cohomologia de feixes coerentes

Lema 5.1. Sejam X uma variedade afim, I um Ox(X)-mdédulo injetivo e f € Ox(X).

Entao o homomorfismo canonico I — I ¢ sobrejetivo.

m
Demonstracao: A afirmacao é equivalente a mostrar que para toda fracao F € Iy

existe m’ € I tal que mT’ = isto é, f"™Pm/ = fPm para algum p € N. Seja a,, o ideal
de Ox(X) dos anuladores de fP. Como Ox(X) é noetheriano e a, C a,.1, entdo existe
po tal que a, = a,, para p > py. Seja ¢ : Ox(X) — Ox(X) com ¢(z) = fPo+"x e seja
0:O0x(X)— I com o(x) = fPoxm. Veja que ker ¢ = ker o = a,,, entdo temos morfismos
injetivos ¢’ : Ox(X)/a,, — Ox(X) e 0’ : Ox(X)/a,, — I. Pela injetividade de I existe
p:Ox(X)— I tal que po ¢ = o', portanto

from =0o'(1) = po /(1) = p(frr") = fF*"p(1). O

Proposicao 5.2. Sejam X uma variedade afim, I um Ox(X)-mdédulo injetivo e f €
Ox(X). O submédulo J :={m € I | f*m = 0 para algum n € N} é injetivo.

A demonstracao desta proposicao pode ser encontrada no lema II11.3.2 do livro do
Hartshorne [4].

Proposigao 5.3. Seja X uma variedade afim e [ um Ox (X )-médulo injetivo. Entao Ié

flacido.

Demonstragdo: Pelo lema [5.1|temos que o morfismo I(X) — I(U) é sobrejetivo para
abertos da forma U = X —V/(f) com f € Ox(X). Seja W = U;UU; com U; = X =V (f;) e

w e I(W). Existe s € I tal que s|y, = w|y,. Como s|y, —w|y, = 0, entdo f'(slw —w) =0
para algum n € N, e portanto sl —w € J(W). Pelo fato de J também ser injetivo o
morfismo J — Jy, é sobrejetivo, logo existe r € J tal que 7|y, = s|y, — w|y,. Veja
que (s — 1)y, = wly, e (s — )|y, = w|y,, entdo (s — r)|w = w. Para o caso geral um
aberto qualquer pode ser descrito como uma uniao finita de abertos da forma X — V(f),

aplicando o mesmo processo sucessivamente podemos mostrar a sobrejecao. ]
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Definigao 5.4. Seja F um feixe de Ox-médulos. Cada s € F(X) define um morfismo
O, : Ox — F dado por f — fs|y para f € Ox(U). Dizemos que F é gerado por
secOes globais se existem s; € F(X) tal que o morfismo @@, Ox — F dado por P, ®,, é

sobrejetivo.

Teorema 5.5. (Teoremas A e B de Serre para variedades afins) Seja F um feixe quase

coerente sobre uma variedade afim X.
(A) O feixe F é gerado por suas segdes globais;
(B) HY(X,F) =0 para q > 0.
Demonstracao:

—_——

(A) Como X ¢ afim, entdo F = F(X). Tome elementos s; € F(X) que formam um

—_——

conjunto gerador de F(X), a imagem de P, @, é exatamente F(X) pelas definicoes.

(B) Seja I* uma resolucao injetiva de F(X). Cada homomorfismo da sequéncia exata
0= F(X)=1"=T1"— ...
induz morfismos que dao a sequéncia exata

0 F =101

Logo I* é uma resolucao aciclica de F, pois cada 17 ¢ flicido. Pelo teorema de De

Rham formal temos para ¢ > 0 que

HY(X,F) = HI(I*) =0. O

Teorema 5.6. (Teorema da Anulagao de Grothendieck) Seja X uma variedade projetiva

de dimensao n e F um feixe quase coerente sobre X. Entao HY(X, F) = 0 para ¢ > n.

Demonstracao: Podemos supor que X C P™ com m > n. Tome um subespago
projetivo L de dimensao m —n — 1 tal que LN X = (). Este espaco pode ser descrito por
n + 1 equagoes lineares f; com L = V(fo,..., fa). Seja U; := X — V(f;). A cobertura

U = (U;NX) é F-aciclica pois U; N X é uma variedade afim. Pelo teorema de Leray temos
HYU, F) 2 HI(X, F)

para todo ¢q. Se f € HY(U, F) com q > n, entdo para qualquer fio,....i, teremos r, s tais

que i, = i4, logo

fzozrzzq = _fzozzrzq = —fzoszzq

Isto é, fi,....,

, = 0, portanto HY(U, F) = 0. O
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Definicao 5.7. Sejam K*® e L* complexos de espagos vetoriais. Definiremos o complexo
K*®*® L*®* com
(K*®L)" = P K" o L,
ptq=n
e diferencial dada por
dz®y) =dry+ (—1)’r @ dy.

O produto é de fato um complexo, veja que

d*(r®y) =d(dz @y + (—1)Pz ® dy)
=’z @y + (—1)Pdr @ dy + (—1)Pdr @ dy + (—1)*2 @ d*y
=0.

Teorema 5.8. (Férmula de Kiinneth) O morfismo
p: @ HUE®) @ HI(LY) — H'(K*® L)
ptg=n

dado por p([z] ® [y]) = [* ® y]| é um isomorfismo.

Demonstracao: Seja Bt = Imd~! C K' Tome um subespaco H® de kerd’ tal que
B'@® H' = ker d’, e um subespaco S* de K* tal que B°® H' @ S* = K. Seja D' = B'® S".
Como d'(D?) = B! e kerd'|p: = B, temos H'(D*®) = 0 para todo i € Z. Ainda mais,
d'|g: ¢ um isomorfismo, o que nos permite definir a homotopia h* : D' — D! com
hi B = (difl)fl e hz

0. Entao podemos definir uma homotopia em D®* ® L® com x ® y — h'z ® y, mostrando

gi = 0. Veja que dh + h'*ld = idp:, isto é, idpe é homotépica a

que idpsgre também é homotdpica a 0, logo H™(D* ® L*) = 0 para todo n € Z. Resta
mostrar o resultado para H®* ® L®. Usando um raciocinio anélogo sobre L°®, o problema
se resume a mostrar sobre H* ® H’*. Como a diferencial sobre estes complexos é sempre
nula, entdo H"(H®) = H" e H"(H®* ® H'*) = (H*®* ® H'*)", portanto o resultado é vélido
por definicao. O

Proposigao 5.9. Os grupos de cohomologia de A" — {0} para n > 0 sao dados por

klxy, ..., oy, seq=0
1
Hq(An+1—{O},O)g <{W:V17-”7Vn+121}>7 seq=n
it
0, seq#neq#0
1 . . 1 1
onde g SV Vngr 2 1 ¢é o espaco vetorial geradoem k | —, ..., .
Ty Ty T Ln+1

Demonstracao: Seja K*® o complexo dado por

0— OA") - OA' - {0}) =0
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1

em grau 0 e grau 1, onde a diferencial é dada pela restricao. Temos H!(K*®) = — 1> 1}>
x

e HI(K*) = 0 para q # 1. Sejald = (U;) com U; = A" — V(z;). Veja que

1 1
OU;) 2k {xl, e T, x—} & k[r]®.. .0k {xl —}@. Rk € K. . . 0K'®. . .K",

7 7
da mesma forma

n+1 n+1

CUOp)= P QK= <®K> .

Li+..+lp=p+1 j=1 J=1

Lembre que U é uma cobertura O-aciclica, entao pelos teoremas de Leray e Kiinneth

n+1 n+1
HY(A™ — {0}, 0) = HY(U, 0) = HH! <® K') ~ P QRQHYE",
j=1 Ltotlnri=g+1 j=1
para ¢ > 0. Mas HY(K®) # 0 se e s6 se [; = 1, entdao HI(A"™ — {0}, 0) # 0 apenas
quando ¢ # n,0. E para ¢ = n temos

n+1

HI(A™ — {0}, 0) = ®’H1(K‘)

Jj=1

1
= <<{5%aiii752£ifl Vly--'7Vn+1;2 1}>> . O

Teorema 5.10. Seja f: X — Y um morfismo de variedades e seja F um feixe sobre X
tal que RIf.(F) = 0 para ¢ > 0. Entao

RA(Y, f(F)) = HI(X, F).

Demonstracao: Seja I* uma resolucao injetiva de F. Se RIf.(F) = HI(f.(I*)) =0
para ¢ > 0, entdo f,(/*) é uma resolugao de f.(F). Pelo teorema de De Rham formal

temos

H(Y, f.(F)) = HI(LI0(Y)) = HI(I*(X)) = HI(X, F). O

Proposicao 5.11. Seja f : X — Y um morfismo finito e seja F um feixe coerente sobre
X. Entao
HI(Y, f.(F)) = HY(X, F).

Demonstra¢ao: Tome I® uma resolucao injetiva de F com feixes flacidos. Sabemos
que se U é afim, entao f~1(U) é afim, e portanto HY(f~1(U),F) = 0 para ¢ > 0. Isto é
vélido para todo U afim, logo R?f.(F) = 0. O resultado segue pelo teorema anterior. [
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Proposigao 5.12. Seja 7 : A" — {0} — P" a projecao canonica e U aberto de P".
Entao

Opn(m)(U) = O(n™H(U))m,
onde O(7~H(U)),, é o conjunto das f € O(x~1(U)) tal que f(A\z) = X" f(z).

Demonstracao: E suficiente provar este fato para abertos U que estejam contidos em
P"—V (z;) para algum 7. Dada uma segao s € Opn(—1)(U), sabemos que existe uma fungao
regular g € Op(U) tal que s([v]) = ([v], g([v])v) para v = (zg, ..., i1, 1, Tit1, .., Tp).
Seja f(zo,...,xn) = 27 g([wo © ...t i 21 i@y ... x]) € O(@ Y (U)). Para
v € T (U) qualquer, temos s((z]) = s(f71a]) = (27 2], g((z e e) = ([e), £(2)2),
e f é a fungdo que associaremos a s. Como s([Az]) = s([z]) para A € k*, entdo
fOx)A\z = f(x)z, logo \f(Ax) = f(x). Reciprocamente, dada f € O(x~}(U))_; a

secao [z] — ([z], f(x)z) estd bem definida, o que mostra o caso m = —1.

No caso m = —p para p inteiro positivo, dado s;®...®s, € O(m)(U) temos para cada
s; uma respectiva funcao regular f;, podemos definir o morfismo como s; ® ... ® s, —
fi-..fj. Se fi...f; =0, entao s; ® ... ® s, = 0, logo o morfismo ¢é injetivo. E para
f € O (U))m, podemos definir uma secéo s com [z] — ([z], 27" f(z)x). Seja u a secio

[t

dada por [z] = ([z],z; 'x). Entdo o morfismo leva s ® u®P~! em f, logo é isomorfismo.

No casom = 1 para s* € O(1)(U) podemos definir uma fungao regular f € O(x~*(U));
com f(x):= s*([z]) - ([z],z). O morfismo é injetivo pois f = 0 se e somente se s* = 0, e é
sobrejetiva pois se f € O(7~1(U)), entao s*([z]) := f(z)([x], z)* estd bem definida, onde
([x], x)* é a transformacao tal que ([z],z)* - ([z],z) = 1. A generalizacao para m = p é

analoga a de m = —p. O]

Proposicao 5.13.
TOpn+1_f0} = @ Op» (m)

mEZ

Demonstragao: Pela proposicao anterior basta mostrar que
0110y (U) = P O ({U))m

para todo aberto U C P". Tome U = P"* — V(f) com f € k[zo,...,x,] homogéneo
de grau [. Veja que 7 1(U) = A" — V(f), logo O(x~*(U)) = k[zo,...,z,]s. Seja
g € k[zo, ..., x,]. Podemos decompor g em uma soma go+. ..+ g, com cada g; homogéneo
de grau 7. Entao um elemento g/f? € O(7~(U)) pode ser escrito como go/f9+. ..+ g/ f4
com g;/f? homogenéno de grau i — ¢, isto é g;/f* € O(7 1 (U))i—q- O

Proposicao 5.14. Existe N € N tal que se m > N, entao HY(P", Opn(m)) = 0 para
q > 0.
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Demonstracao: Temos

P, o)) = 1 (P", D O<m>) =~ HI(A™ — {0},0) = 0
meZ meZ

para q # n, segue que HY(P", O(m)) = 0 para todo m € Z, resta entdo o caso ¢ = n.
Observe que o isomorfismo deve preservar a propriedade f(Az) = A f(z) para as fungdes

1
que a satisfazem, logo ele leva cada —— € H*(A"™! — {0}, O) em H"(P", O(m))
T

xy ... a
com —m = vy + ...+ v,. Como v; > 1 para todo i, entao H*(P",O(m)) = 0 para

m>—n—1. ]

5.1.1 Teoremas A e B de Serre

Teorema 5.15. (Teoremas A e B de Serre) Seja F um feixe coerente sobre uma variedade

projetiva X. Existe N € N tal que para n > N:
(A) O feixe F(n) é gerado por suas segoes globais;
(B) HY(X,F(n)) =0 para g > 0.
Demonstracao:

(A) Tome uma cobertura finita de abertos afins (U;) tal que U; é dada por f; # 0
para algum f; € Ox(1)(X). Podemos tomar para cada i segoes S;1,...,Si; €
F(U;) que geram F|y,, e pela proposi¢ao existem ¢;; € F(n;)(X) tal que

v, = " ® s Sejan > Ny = max{n;} e w;; = f7"" @t;;, ainda temos

wijlu, = f7" @ 5. Como U; é afim, entdao F(n)|y, = OF" @ Fly, = Fly,, logo os

elementos ™ ® s, ; continuam sendo geradores. Seja m := #{w; ;}. O morfismo

tij

0% — F(n) dado pelos w; ; é sobrejetivo em cada restrigao O%|y, — F(n)|y,. Mas

como os U; cobrem X, entao o morfismo é sobrejetivo.

(B) A inclusao de X no espago projetivo é um morfismo finito, entao é suficiente mostrar
a afirmacao no caso em que X é o espago projetivo. Como existe uma sobrejecao

® : O — F(n), portanto temos uma sequéncia exata

0 = ker® — OF — F(n) — 0.

Aplicando o produto tensorial ®Ox (1)

0— ker®(l) - Ox ()" — F(n+1) — 0.

e dai a sequéncia exata longa de cohomologia

o= HY(X ker ®(1)) — HYX, Ox(1)™) — HYX, F(n+l)) — H (X ker ®(1)) — ...
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Pelo teorema da anulacao a afirmacao é verdade para ¢ > dim X. Fazendo por re-
corréncia, suponha que a afirmacao é vdlida para g+1 > 1. Logo H*™ (X ker ®(])) =
0. Sabemos também que existe Ny € Z tal que para [ > Ny temos HY(X, Ox (1)) =
0, entdo da sequéncia exata longa temos HY(X, F(n + 1)) = 0 paran+1 > N :=
Ny + Ns. O

Proposicao 5.16. Seja U um aberto de uma variedade projetiva X, F um feixe coerente
sobre X, e G um subfeixe coerente de F|y. Existe um subfeixe coerente G’ de F tal que

G'lv=g.

Demonstracao: Seja G' o feixe associado ao pré-feixe F'(W) := {s € F(W) : s|lvnw €
GUNW)}. Como G|y = G por defini¢ao, resta mostrar que G’ é coerente. Como
coeréncia é questao local é suficiente mostrar para X afim, F = M e G = N. Pri-
meiro vamos considerar o caso U = Xy := X — V(f). Entdao N é submoddulo de M;
e N' := G'(X) é a imagem inversa de N da aplicacdo M — M. Vamos provar que
N = Nj. Dado m/f" € N C My, entao m/1 = f"(m/f") € N, e logo m € N'. Portanto
m/f" € Nj. Por outro lado se m/f" € N} com m € N’, entao m/1 € N, e portanto

m/f" = (1/f")(m/1) € N. Logo G' = N'.

No caso geral existem fi, ..., fm, tais que U = [J;*, Xy,. Para cada N; := G(X},) temos
N! ¢ F(X) tal que JV;|XfZ_ = N;. Seja N' := M-, N/, vamos provar que N'(U) = N.
Se s € N'(U), entdo s|x, € N; para todo i. Além disso (S|Xf¢)|Xf¢”ij = S|Xfimxfj para
quaisquer 7 e 7, logo pela propriedade de feixes o s que satisfaz estas propriedades é tinico,
e pela maneira que cada N/ foi construido ele deve pertencer a N = G(U). O raciocinio

¢ idéntico tomando s € N. O

Proposicao 5.17. Seja G um feixe coerente sobre um aberto U de uma variedade pro-

jetiva X. Entao G se estende a X, isto é, existe um feixe coerente G’ sobre X tal que

dluv=g.

Demonstragao: Seja x € X — U e W uma vizinhanca afim de . Vamos mostrar que
podemos estender G|ynw em W. Como UNW é afim e G|ynw é coerente, entao Glynw é
gerado por segoes globais, isto é, existe um morfismo sobrejetivo f : Of~, — Glunw para
algum inteiro positivo m. Como ker f é subfeixe de O}, = O |unw, pela proposigao
anterior existe um feixe F sobre W tal que F|ynw = ker f. Veja que (OF/F)|lvnw =
Ovnw/ ker f = G. Dai podemos construir um feixe G’ sobre UUW usando os talos dos dois
feixes da mesma maneira que foi construido o feixe associado, e portanto G'|;y = G. Este
processo pode ser repetido sucessivamente até cobrir todo o X, que por ser noetheriano

requer apenas um numero finito de passos. O



54 Capitulo 5. Teoremas A e B de Serre e algumas aplicagoes

5.2 Teorema das sizigias de Hilbert

Definicao 5.18. Seja A um anel comutativo, £ = A" um A-médulo livree s : £ — A

uma func¢do A-linear. Vamos definir o complezo de Koszul K,o(s) com

K,(s) == )\ E,

p
dp(vi A Av) = (D) s)or AL ATA L A,
i=1
Seja M um A-médulo finitamente gerado, definiremos K,(s, M) com K,(s, M) :=
K,(s)®aM,e d}])w =d, ®aidy.

Definigao 5.19. Seja A uma anel comutativo e M um A-moédulo. Uma M-sequéncia

regular é uma sequeéncia r1,...,r, € A tal que a funcao
M M
_>
< Ty, iy > M < Ty, >M
dada por m — r;m é injetiva parai=1,...,p.

Proposigao 5.20. Seja A um anel comutativo e M um A-modulo finitamente gerado. Se

x1,...,%, € A é uma sequéencia M-regular, entao para ¢ > 0 temos
Hi(Ke((21,...,25),M)) =0.

Demonstracao: Vamos mostrar por inducao. No caso p = 1, xy ser M regular significa

que m — xym ¢é injetivo. Como o complexo é dado por

1 Q1d,

0 ARM — AR M — 0,

a injetividade do mapa nos da que H;(K,(x1, M)) = 0. Suponha que a afirmagao é valida

para p =n. Seja x,..., T, Tpy1 uma sequéncia M regular. Veja que

KP<<x17'--7xn7xn+1 g/\ n@A

@ (/\A”®A/\A>
(3

I

A”®A/\A> ® <Z7\1A"®A/1\A>
pace

p(x1, . xn)) ® Ky (21, ..., 2))

I

Il

Portanto temos uma sequéncia exata

0= Ko((z1,...,20)) = Ko((z1, ..., Tpy Tpg1)) = Ko((21, ..., 20))[—1] = 0.
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Aplicando a sequéncia exata longa e a hipdtese de inducao obtemos
Hi(Ke((x1,...,Tps1), M)) =0 para i > 0. O

Teorema 5.21. (Teorema das sizigias de Hilbert) Seja A anel local regular noetheriano
de dimensao n,

O—-F—>FE,1—...5FE—>M=—20

uma sequéncia exata de A-mdédulos tal que os E; sao livres, M ¢ finitamente gerado.

Entao F' é livre.

Demonstrag¢ao: Seja R; := ker(F;y; — F;). Podemos decompor a sequéncia em

sequéncias exatas menores
0—>R;,—>F,— R,_1 — 0.
Pela sequeéncia exata longa de homologia temos
.. = Torg 1 (B, k) — Torg1(Ri—1, k) — Tor,(R;, k) — Tory(Ei k) — ...

Como E; é livre, entao Tor,(E;, k) = 0 para todo ¢ > 0, logo Torg1(Ri—1,k) =
Tor,(R;, k). Aplicando essa propriedade sucessivamente obtemos Tory (F, k) = Tory (R, k)
Torns1(Ro, k) = Torn1 (M, k). E suficiente mostrar que Tor,.1(M,k) = 0. Tome uma

base [z1],...,[r,] de m/m% Entdo zi,...,7, é uma sequéncia A-regular por ser sis-
tema regular de parametros. Portanto o complexo Ko((z1,...,z,)) é uma resolugdo de
A/m = k. Como K;((x1,...,x,)) =0 para i > n, temos Tor;(M, k) = 0. O

Teorema 5.22. (Teorema das sizigias para variedades projetivas) Seja F um feixe coe-
rente sobre uma variedade projetiva lisa X de dimensao n. Existe uma resolucao local-

mente livre F, de F de comprimento menor ou igual a n, isto é, F; = 0 para i > n.

Demonstragcao: Primeiramente mostraremos que existe uma resolucao localmente li-
vre B, de F. Pelo teorema de Serre A temos uma sobrejecao de Ej) = Ox(—ng)N
para algum nyg € N em F. Aplicando o mesmo teorema obtemos uma sobrejecao de
E; := Ox(—n;)M em ker(E} — F), cuja composigao com a inclusao nos d4 um morfismo
tal que Im(F| — E|) = ker(E — F). Repetindo o processo sucessivamente obtemos a,
resolucao localmente livre F.

Podemos definir £; = E! para i < n, F,, = ker(E], — E/

n—1

)e E; =0parai>n. A
sequencia

O0—-F,—>FE,1—... 5 FE—>F—=0
é exata, logo F, nos da uma resolucao de F. Aplicando o teorema das sizigias sobre

os talos, podemos concluir que E, é localmente livre, portanto a resolugao ¢é localmente

livre. O

~
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Teorema 5.23. (Teorema das sizigias para variedades quase projetivas) Seja F um feixe
coerente sobre uma variedade quase projetiva lisa X de dimensao n. Existe uma resolucao

localmente livre F, de F de comprimento menor ou igual a n.

Demonstracao: Pela proposicao existe um feixe coerente F’ sobre a variedade
projetiva X tal que F'|x = F, e sabemos que existe uma resolucao localmente livre £/ de
F’ com comprimento menor ou igual a n. Restringindo cada E! a X nos da a resolucao
desejada. ]

5.3 O grupo K(X)

Definicao 5.24. Seja X uma variedade quase projetiva e G o grupo das somas formais
> a;[Fi], onde a; € Z e [F;] sao classes de isomorfismos de feixes coerentes sobre X. Seja
H o subgrupo de G gerado por elementos da forma [F] — [F'| — [F"] tal que exista uma
sequencia exata

0—>F = F—=F" =0

Vamos denotar por K(X) o quociente G/H.

Lema 5.25. Seja
0=F -F—=>F' =0

uma sequéncia exata de feixes tal que F e F” sao localmente livres. Entao F’ é localmente

livre.

Demonstracao: E suficiente mostrar que os talos sao moédulos livres. Veja que a
sequencia
0—F, = F,—F, —0

para todo x € X. Seja k, := Ox,/m,. Pela sequéncia exata longa,
... = Torg(FY ki) — Tory(F,, k) — Tory (Fp, ky) — ...

Como F, e F, sao livres, entdo Tory(F), k) = Tory(F,, k,) = 0, logo Tory (F., k,) =
0. Pela proposicao isto mostra que F., é livre. ]

Lema 5.26. Dados A, B, C feixes coerentes sobre X com morfismos sobrejetivos f : A —
Ceyg: B — C. Existe um feixe localmente livre £ e morfismos sobrejetivos £ — A e

L — B tal que o seguinte diagrama comuta:

L
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Demonstracao: Considere primeiramente o caso em que X é projetivo. Podemos de-
finir um morfismo A @ B — C com f @ (—g). Seja F o nucleo deste morfismo. Sabemos
que F é feixe coerente e que para algum n e N inteiros existe um morfismo sobrejetivo
O(n)N — F pelo teorema de Serre A. Tomando £ := O(n)Y e os morfismos como a

composta do morfismo sobre F com as projecoes sobre A e B.

No caso em que X ¢é quase projetivo podemos através proposicao tomar feixes
A’ B'.C' em X que estendem A, B,C e aplicar o resultado do caso projetivo para obter

L. A restricao L := L'|x satisfaz as propriedades desejadas. O]

Lema 5.27. Sejam
0—-A—=>L—B—=0,

0—-A =L -8B =0

sequéncias exatas de feixes coerentes sobre X, com L e L' localmente livres, e sejam
B" — B e B’ — B’ morfismos sobrejetivos. Existem A” e £”, com £” localmente livre

tais que o seguinte diagrama comuta:

0 A L B 0
O A// E// B// 0
0 A’ L' B’ 0

E além disso todos os morfismo na vertical sao sobrejetivos e as sequéncias na horizontal

sao exatas.

Demonstra¢ao: Podemos aplicar o lema anterior sobre as bijecoes B” — B' e L' — B’
para obter um feixe £, e como a composta de £ — B” com B” — B é sobrejetiva, podemos

aplicar novamente sobre L—sBel—B para obter L.

L B
E E B//
L B
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Tome F e F' feixes localmente livres tais que existam morfismos sobrejetivos F — A
¢ F' — A'. Vamos definir £’ .= LB F & F ¢ A" :=ker(L — B") & F & F. Temos
naturalmente um morfismo sobrejetivo £” — B” através da projecao L" — L, com
o nucleo sendo A”, portanto a sequéncia serd exata. Analogamente temos morfismos

sobrejetivos A” — A e A” — A’ através de suas respectivas projegoes sobre F e F'. [

Proposicao 5.28. Seja K* um complexo finito de feixes coerentes. Entao

D CIET =) (F)HI(K®).

i€Z iE€Z
Demonstracao: Para cada ¢ temos as seguintes sequéncias exatas:
0= kerd — K'— Imd' — 0;
0—Imd™" = kerd — H'(K®) — 0.

Logo [K'| = [kerd'] + [Im d'] = [H(K*)] + [Im d"~'] + [Im d’]. Portanto

D UK =) (D) (H(K")] + [Imd™'] + [Imd'])

= S (DK = Yo (-1 Imd ] + Y (<1) [im )
= SR O

Definicao 5.29. Definiremos o grupo K;(X) de maneira andloga a defini¢ao [5.24] uti-
lizando fibrados vetoriais sobre uma variedade quase projetiva X no lugar de feixes co-
erentes. Isto é, Ki(X) é o grupo quociente do grupo das somas formais »_ a;[E;], onde
[E;] sdo classes de isomorfismos de fibrados vetoriais sobre X, sobre o subgrupo gerado

por elementos da forma [E] — [E'] — [E"] tal que exista uma sequéncia exata
0—-E —E—E"—0.

Teorema 5.30. Seja X uma variedade quase projetiva irredutivel e nao singular. O

homomorfismo K;(X) — K(X) dado por E +— Lg é isomorfismo.

Demonstracao: Se F é um feixe coerente, entao existe uma resolucao localmente livre
0—-FE,—...Ey— F—0,

com n < dimX. Portanto [F] = Y"1 ,(=1)""'[E;], o que nos mostra que o morfismo
é sobrejetivo. Para mostrar que é um isomorfismo vamos definir um morfismo inverso
v: K(X) = Ki(X) que leva [F] em Y " (—1)"[E;] (classe em K;(X)). Para ver que
ela estd bem definida tome duas resolugoes localmente livres E, e E, de F. Pelo lema

6.27, tome £ = Ey, L' = E}, A = ker(Ey — F), A = ker(Ej) - F)e B =8 =
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B" = F, com os morfismos sobrejetivos sendo a identidade. Existe entdao Ef e A com
os morfismos sobrejetivos como no lema. Podemos repetir este processo para construir
E! indutivamente usando £ = E;, L' = E!, A = ker(E; = E;_4), A" = ker(E! — E/_,),
B =ker(E;_y = E;_s), B =ker(E]_;, — E!_,), e B” = A ;. Logo temos uma resolu¢ao
localmente livre £ de F com morfismos sobrejetivos E — F, e E) — FE.. Seja F, :=

ker(E.] — E,). Temos uma sequéncia exata
0— F, — E] — FE, — 0.

Ou seja, > o[EY] = Y0 [Ei] + D5 [Fi]. Aplicando a sequéncia exata longa de
homologia, para i > 0 temos H;(F,) = 0 pois H;(E)) = H;11(Es) = 0, e como Ho(EY) =
Ho(Es) = F, entao Ho(F,) = 0. Isto é, F, é exato, logo Y ' [F;] = 0e Y » [E/] =

" [E;]. Podemos fazer o mesmo para E., o que nos dd > . [E;] = > [E]]. O
1=0 U =0 =011
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