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Resumo

O objetivo deste trabalho é mostrar alguns resultados que nos permitem calcular ou obter
cotas para o posto de Carlitz de polinomios de permutacao sobre corpos finitos, introduzido
em [6]. Utilizamos trés abordagens. A primeira consiste em associar cada polinomio de
permutacao sobre I, a um elemento do grupo simétrico Sy, e utilizar a decomposigao tinica
em ciclos disjuntos de tal elemento. Por meio desta decomposicao, obtemos o posto de
Carlitz para algumas familias de polindmios de permutagao. A segunda é uma combinagao
do Lema de Burnside da Teoria de Grupos com um resultado recente de Z. Ding [26] sobre o
posto de Carlitz. Através dela, calculamos o posto de Carlitz de uma familia de polinomios
de permutacao. A terceira consiste em usar ferramentas da teoria de Curvas Algébricas a
fim de obter uma relagao entre o grau da diferenca entre dois polinomios de permutacao e
o posto de Carlitz de um deles. Mediante esta relagao, determinamos o posto de Carlitz de

alguns mapas polinomiais completos.

Palavras-chave: posto de Carlitz, polinomios de permutagao, ciclos, mapas polinomiais

completos.



Abstract

The aim of this work is to show some results that allow us to compute the Carlitz rank
of permutation polynomials over finite fields, introduced in [6]. We use three approaches.
The first consists of associating each permutation polynomial over I, to an element of the
symetric group Sy, and using the unique decomposition into disjoint cycles of such element.
Through this decomposition, we obtain the Carlitz rank of some families of permutation
polynomials. The second is a combination of the Burnside’s Lemma of Group Theory with a
recent result by Z. Ding [26] on Carlitz rank. As a consequence of it, we calculate the Carlitz
rank of a family of permutation polynomials. The third consists of using tools from the
theory of Algebraic Curves in order to obtain a relationship between the degree of difference
between two permutation polynomials and the Carlitz rank of one of them. Through this

relationship, we determine the Carlitz rank of some complete mapping polynomials.

Keywords: Carlitz rank, permutation polynomials, cycles, complete mapping polynomials.
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Introducao

A teoria de corpos finitos tem se mostrado muito 1til nos tltimos 50 anos por causa
de suas diversas aplicacoes em combinatoria, teoria de codigos, criptografia, entre outros.
Veja, por exemplo, o Capitulo 9 de [18]. Suas origens vém dos séculos XVII e XVIII, com
a contribuigdo dos matemadticos Pierre de Fermat (1601-1665), Leonard Euler (1707-1783),
Joseph-Louis Lagrange (1736-1813) e Adrien-Marie Legendre (1752-1833) na teoria de corpos
finitos especiais, a saber, os chamados corpos finitos primos. Pode-se dizer que a teoria geral
de corpos finitos comega com o trabalho de Carl Friedrich Gauss (1777-1855) e Evariste
Galois (1811-1832), mas que apenas tornou-se de interesse para matematicos aplicados nas
ultimas décadas com o crescimento e relevancia da matematica discreta.

Seja [F, o corpo finito com ¢ elementos. Uma das dreas da teoria de corpos finitos que
vem despertando muito interesse é aquela relacionada a polinomios de permutacao, que sao
polinomios f(X) € F,[X] que induzem uma bijegao de F, em F,. O estudo desses polinomios
comegou com Hermite, no seu trabalho sobre permutacoes de sete letras em 1863 (veja [3]).
Mais tarde em 1896, usando um resultado de Hermite, Dickson determinou em sua tese de
Doutorado todos os polinomios de permutagao de F, de grau menor do que sete, onde o
grau nao ¢ um multiplo da caracteristica de F, (veja [14]). Em 2010, Li, Chandler ¢ Xiang
classificaram em [10] os polindomios de permutacao de grau 6 e 7 sobre [, com ¢ = 2", para
todo r > 3. Os estudos mais recentes sobre a classificagao de polindmios de permutagao de
um dado grau d foram realizados por Fan em [23], [24] e [25], onde se obteve a classifica¢do
para d = 7 em corpos finitos de caracteristica impar, e d = 8 para qualquer F, com ¢ > 8.

Em 1953, Carlitz provou em [13] que todo polinémio de permutagao sobre [F, pode ser
representado por uma composicao de polinomios da forma X972 e aX + b, com a,b € F, e

a # 0. Assim, para qualquer polinémio de permutacdo f(X) sobre F,, existe um polinémio

q—2

Po(X) = (...((aoX+a1)q*2+a2)q_2...+an> + an1, (1)

9



onde ay, a1 € Fy e a; € F; para todo i # 1,n + 1, tal que f(c) = Py,(c) para todo ¢ € F,.

Motivados por este resultado, os autores de [6] introduziram o conceito de posto de
Carlitz de um polinomio de permutagao f(X), que é o menor inteiro n > 0 satisfazendo
f(c) = Py(c) para todo ¢ € F,, para um polinomio P,(X) da forma (1). Denotamos o posto
de Carlitz de f(X) por Crk(f). E natural perguntarmos qual a importancia desse conceito
nas aplicagoes. Nos tltimos dez anos, foram encontradas algumas interessantes. Em [1], os
autores utilizaram o posto de Carlitz para produzir exemplos de classes de polinomios de
permutacao sobre F,, com p impar, que possuem dispersao alta, uniformidade diferencial
baixa, grau alto. Tais propriedades sao boas para as aplicacoes na Criptografia. Além disso,
o posto de Carlitz nos permite estudar sequéncias formadas por iteragoes de polinomios de
permutagao. Veja, por exemplo, [4]. Uma aplicagao inesperada acerca da distribui¢ao de
sequéncias infinitas de nimeros reais no intervalo [0, 1) foi obtida em [7].

Apesar das inumeras aplicacoes, pouco se tem descoberto acerca de métodos para deter-
minar o posto de Carlitz efetivamente. Em contrapartida, tem-se encontrado muitas relacoes
entre ele e conceitos relativos a polindmios. Por exemplo, foi mostrado no Teorema 4 de [6]

que se f(X) é um polinomio de permutagao sobre F, de grau d > 1 entao
d>q—Crk(f)—1.

Além disso, foi obtido no Teorema 4 de [4] que se f(X) # a+bX9 % com a,b € F, e b # 0,

entao
q

Crk(f) > —w(f)—l—Z —

1

Y

onde w(f) denota o ntimero de coeficientes nao nulos de f(X). Por este fato, temos uma

cota inferior para w(f) em termos do posto de Carlitz de f(X), a saber



Uma melhora significativa desta cota no caso em que Crk(f) = 2 foi dada em [9], Teorema

3.1, o qual foi provado que

onde p ¢ a caracteristica de IF,. Outro fato interessante é que apesar de ser um problema em
aberto encontrar o nimero de polinomios de permutacao de um dado grau, foi obtido em [6]
a quantidade de polinomios de permutacao sobre F, de um dado posto de Carlitz n, sob a
condigao que n < (¢—1)/2. H4 varios outros resultados envolvendo o posto de Carlitz. Para
o leitor interessado, em [15] podem ser encontrados desenvolvimentos recentes dessa drea.
Neste trabalho, exploramos algumas abordagens que ajudam a calcular o posto de Carlitz
de polinomios de permutacao. A primeira delas é usar o fato de que cada polinomio de
permutacao sobre F, pode ser identificado com uma permutagao em S,, o grupo simétrico
com ¢ elementos. Obtemos uma maneira simples de calcular o posto de Carlitz de um
polinomio de permutagao sobre F, se é dada sua decomposicao em produto de ciclos disjuntos
como um elemento de S,. Basicamente, tal resultado nos diz que se um polinomio de
permutacao f(X) sobre F, é identificado com o produto de ciclos disjuntos oy - - - 0y, em S,

de comprimentos /4, ...,£,, > 2, respectivamente, entao
m

Crk(f) =m+ Y
i=1

se este valor é menor do que (¢ — 1)/2 (caso particular de [6], Teorema 3). Por exemplo, se
f(X) € Fo3[X] é um polinomio de permutagao tal que f(z) = (1 2)(3 5 13)(z) para cada
x € Fa3, onde (1 2) e (3 5 13) sao ciclos de Sgg, entdao Crk(f) =2+ 243 =7, uma vez que
T<11=(23-1)/2.

Na segunda abordagem, usamos algumas ferramentas da Teoria de Grupos, especialmente

o Lema de Burnside. Juntamente com um resultado de Z. Ding em [26], conseguimos calcular

11



o posto de Carlitz de certos polinémios de permutacao. Especificamente, provamos que, para

cada primo fmpar p e corpo finito F,, onde ¢ =1 mod 2p?, os polindmios da forma

q(p+2)+p—2 g+1 a+p

gX) =X X X" - X €F,[X]

sao polinomios de permutacao sobre [, com posto de Carlitz igual a

(P> —1)(g—1)
2p?

(veja Teorema 6.1.2). Vale ressaltar que este resultado foi fruto do esforgo do autor desta
dissertacao inspirado num trabalho dos professores Luciane Quoos e Fabio Brochero.

Na terceira abordagem, recorremos a teoria de Curvas Algébricas para obter uma relacao
entre o grau da diferenca entre polinomios de permutagao e o posto de Carlitz de um deles.
Mais precisamente, sejam f(X) e f(X) + g(X) polinomios de permutagao sobre F,, onde
Crk(f) =n >1eo grau k de g(X) satisfaz 1 < k < ¢ — 1. Mostramos, sob uma hipétese
sobre f(X), que

nk+k(k—1)\/g>q—v—n,

onde v = (k,q— 1) é o maximo divisor comum entre k e ¢ — 1 (veja [16], Teorema 2.1). Por
meio desta relagao, determinamos o posto de Carlitz de certos polinomios de permutacao.
No Capitulo 1, apresentamos resultados sobre Teoria de Grupos, dando uma atengao
especial a Agoes de Grupos. No Capitulo 2, relatamos alguns conceitos e fatos sobre corpos e
expomos brevemente propriedades de corpos finitos. No Capitulo 3, discutimos sobre Curvas
Algébricas, priorizando nogoes de Curvas Algébricas sobre Corpos Finitos. No Capitulo 4,
apresentamos conceitos sobre polinomios de permutacgao e introduzimos o posto de Carlitz.
No Capitulo 5, estudamos a decomposigao em ciclos de um polinémio de permutacao f(X)

sobre I, identificado por um elemento de S, e obtemos um resultado que fornece em certos

12



casos o posto de Carlitz de f(X) em funcao desta decomposigao. No Capitulo 6, fornecemos
uma familia de polindmios de permutacao e o posto de Carlitz de cada um deles. Por fim, no
Capitulo 7, estudamos um resultado que relaciona o grau da diferenga entre dois polinomios

de permutacao e o posto de Carlitz de um deles.

13



Capitulo 1

Conceitos de Teoria de Grupos

Nosso objetivo neste capitulo é apresentar alguns conceitos e resultados da Teoria de
Grupos culminando no Lema de Bunrside, o qual serd uma ferramenta muito 1til para o
Capitulo 6. Comecamos fixando algumas notacoes.

Em todo este trabalho, as letras m e n representam nimeros inteiros, p denota um nimero
primo e (m,n) representa o méaximo divisor comum entre m e n. Se C' é um conjunto,
indicamos por |C| a quantidade de elementos de C. Dado G um grupo, denotamos por e
o elemento identidade de G. Se G' é um grupo e a um elemento de G, escrevemos ord(a)
para denotar a ordem de a. Dados ay,...,a, elementos de um grupo G, denotamos por
(ay,...,a,) osubgrupo de G gerado por ay, ..., a,. Dizemos que G ¢ ciclico se G = (a) para
algum a € G. Enunciamos abaixo algumas propriedades que serao utilizadas nos capitulos
posteriores. Para as demonstracoes, veja Proposicao 3 da Secao 2.3 de [5] e Teorema 1.15

de [18].

Proposicao 1.0.1. Seja G um grupo.

d

(i) Sejam v € G e m,n inteiros. Se a™ = e e &™ = e entao a® = e, onde d = (m,n). Em

k

particular, se @ = e para algum k € Z entao ord(«a) | k.

(ii) Se a é um elemento de G de ordem m e k é um inteiro, entdo a ordem de o é m/d,

onde d = (m, k). Em particular, ord(a”*) | m.

(i) Se G ¢é ciclico e finito, entdao para cada divisor positivo ¢ de |G|, existe um tnico

subgrupo de G de ordem /.

14



1.1 Grupo de Permutacoes

Dado C' um conjunto nao vazio, denotamos por Sc o grupo das permutacoes de C,
também chamado grupo simétrico, e id o elemento identidade de S¢. Dizemos que o € S¢
fixa um elemento = € C' se a(z) = z, e que @ move x se a(z) # .

Consideremos um conjunto finito nao vazio C. Por simplicidade, escrevemos C =
{1,2,...,n} e denotamos por S, o grupo Sc. Se a é um ciclo de S, indicamos por /(«) o
comprimento de «. Uma transposicao é um ciclo de comprimento 2. Para x € C, escreve-
mos = € supp(«) se @ move x. Abaixo, listamos alguns resultados relacionados a S,. As

demonstragoes podem ser encontradas nas Proposi¢oes V.10.5 e V.10.8 de [2].
Proposicao 1.1.1.

(i) Seja o € Sy, a # id. Entdao a permutagao « pode ser escrita como um produto de
ciclos disjuntos de comprimentos maiores do que ou iguais a 2; tal fatoracao é tnica a

menos da ordem dos fatores.

(ii) O grupo S, é gerado por transposigoes. Além disso, S, = ((a 1), (a2),...,(an)), para
todo a € {1,...,n}.

1.2 Acoes de Grupos

Nesta secao, nosso intuito é apresentar o Lema de Burnside.

Dados G um grupo, H um subgrupo de G e t € G, uma classe lateral a direita de H em
G é Ht = {st : s € H} (uma classe lateral a esquerda é tH = {ts: s € H}). O ntmero de
classes laterais a direita de H em G ¢ igual ao nimero de classes laterais a esquerda de H
em G (veja Teorema 2.10 de [11]). Denotamos por [G : H| o indice de H em G, isto é, o
nimeros de classes laterais a direita de H em G. O Teorema de Lagrange afirma que se GG

¢ um grupo finito e H é um subgrupo de G entdo [G : H||H| = |G| (veja Teorema 2.11 de
[11]).
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Definicao 1.2.1. Dizemos que um grupo G age num conjunto C' se existe uma funcao

a: G x C — C (chamada uma agao), denotada por a : (g, z) — gz, tal que:
(i) ex =z, para todo z € C,
(ii) g(hz) = (gh)z para todo g,h € G e x € C.

Se C' = {1,...,n} e G é um subgrupo de S,, entdo G age em C, desde que a fungao
a: G x C — C definida por « : (0,z) — o(x) é uma agao, pois satisfaz id(z) = = para todo

x € C e oi(oy(x)) = (0109)(x) para todo 01,09 € Gex € C.

Definicao 1.2.2. Dados um grupo G agindo num conjunto C' e z € (', a 6rbita de = é

O(x)={gr:g€ G} CC.

Notemos que C' é a unido das dérbitas de C'. Além disso, se O(z)NO(y) # 0 entdo O(x) =
O(y). De fato, se gr = hy, com g,h € G, entao x = g~ 'hy € O(y) e y = h gz € O(x), de
modo que O(z) = O(y). Assim, podemos escrever C' como uma unido disjunta das drbitas

distintas de C.

Definicao 1.2.3. Dados um grupo G agindo num conjunto C' e x € (', o estabilizador de x
¢é o subgrupo

G.={9€G:gx =1z} <G

Lema 1.2.1. Seja G um grupo agindo num conjunto C'. Sejam z,y € C' tais que y = gx

para algum g € G. Entdao G, = gG.g7 ' e |G,| = |G.|.

Demonstracao. Temos

hegG,g'teglhgeG, o (g thg)r =2

& (hg)r =gr o hy =y < h e G,

16



Logo, Gy = gG,g~*. Agora, a aplicagao 8 : G, — gG,g " definida por B(h) = ghg™' é uma
bijecao. De fato, ela é sobrejetiva pela sua definicao. Se ghg™! = gh’g~! entdo multiplicando
pela esquerda ambos os lados desta igualdade por g~! e pela direita por g obtemos h = h'.

Assim, [ € injetiva. Por conseguinte, 8 ¢é bijetiva, donde

’G:c’ = ‘gGacg_l| = ‘Gy"

Proposicao 1.2.1. Se GG age num conjunto C' e x € (', entao
0(z)] = |G : Gal.

Demonstrac¢ao. Dado x € C', denotemos por GG/G, o conjunto de todas as classes laterais a
esquerda de G, em G. Consideremos a funcao f : O(z) — G /G, definida por f(az) = aG,,
para todo a € G. Esta aplicacao estd bem definida. De fato, se axz = bx entdao b~ lax = x,
dai b='a € G, e a € bG,. Por consequéncia, aG, C bG,. Como G, é um grupo, temos
a”'b = (b7'a)™! € G,. Assim, b € aG,, donde VG, C aG,. Em vista disso, aG, = bG,
e [ estd bem definida. Além disso, se f(cx) = f(dx) entdo ¢G, = dG,, de sorte que
d7lc € G,. Logo, dlcx = x = cx = dx. Concluimos entdo que f é injetiva. Agora, se
a € G entdao aG, = f(ax) e, consequentemente, f é sobrejetiva. Portanto, f é uma bijegao

e |0(2)| = |G/G:| =[G : G,l. O
O proximo resultado é conhecido como Lema de Burnside (veja Teorema 3.22 de [11]).

Teorema 1.2.1. (Lema de Burnside) Seja G um grupo finito agindo num conjunto finito

C. Se N é o numero de orbitas de C, entao

1 :
N = @ZFZLE(T),

T€EG

17



onde Fiz(T) é o nimero de elementos = € C' fixados por 7.

Demonstracao. Notemos que

d Fiz(r)=> ") 1=> Y 1=) |Gl

T€G TEG xeC zeC 7€G, zeC
TT=x

Sejam O(x1),...,0(zy) as orbitas distintas de C. Entao O(z;) N O(z;) = 0 para i # j, e
C =UY, O(x;). Dessa forma,

Siel=3 Y Gl

zeC =1 zeO(x;)

Se x € O(z;) entdao z = gx; para algum g € G. Pelo Lema 1.2.1, |G| = |G4,|- Logo, a

ultima soma acima ¢ igual a

N N

> 10@)IGa| = ) (G2 G

i=1 i=1

G,

N
=Y 1G] =N|c|,
i=1

onde na primeira igualdade usamos a Proposicao 1.2.1 e, na segunda, o Teorema de Lagrange.

Portanto, N|G| =} . Fiz(7). O

18



Capitulo 2

Corpos

Neste capitulo, expomos alguns conceitos e propriedades relacionados a corpos. Uma

atencao especial é dada para corpos finitos.

2.1 Conceitos Preliminares

Esta secao é dedicada a exposigao de alguns conceitos gerais sobre corpos e extensoes de
COTPOS.

Dado K um corpo com elemento neutro multiplicativo 1, a caracteristica de K, denotada
por char(K'), é o menor inteiro positivo n tal que n -1 = 0. Se nao existir tal inteiro,
dizemos que K tem caracteristica zero e escrevemos char(K) = 0. Se K é finito entdo a sua
caracteristica ¢ um nimero primo.

Se L é um corpo ¢ L D K, dizemos que L é uma extensao de K e escrevemos L/K.
Podemos olhar L como um espaco vetorial sobre K, onde os escalares e os vetores sao os
elementos de K e L, respectivamente. Com isso, se a dimensao de L sobre K ¢ finita,
dizemos que a extensao L/K é finita. Um elemento o € L é dito ser algébrico sobre K
se existe um polinémio f(X) € K[X] tal que f(a) = 0. Se a néo é algébrico, dizemos
que « é transcendente sobre K. Uma extensao L de K é algébrica se todo elemento de
L ¢ algébrico sobre K. Dizemos que K é algebricamente fechado se todo polindomio nao
constante em K[X] possui todas as suas raizes em K. Um corpo L é o fecho algébrico de
K se L é algebricamente fechado e é uma extensao algébrica de K. Todo corpo admite um
fecho algébrico (veja Teorema 3.14 de [17]). Denotamos por K o fecho algébrico de K.

Seja X um elemento transcendente sobre K. O corpo de funcoes racionais em uma
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variavel sobre K é definido por

K(X) = {%  F(X),9(X) € K[X], g(X) # o} .

Os elementos de K(X) sdo chamados de fungoes racionais. O grau de uma fungao racional
u(X) = f(X)/g(X) € K(X), onde f(X) e g(X) ndo possuem um fator comum, é degu =
max{deg f,deg g}.

2.2 Corpos Finitos

Nesta secao, expomos alguns conceitos e propriedades sobre corpos finitos.

Denotamos por ¢ a funcao de Euler, isto é,
on)=Hi:1<i<nel(in) =1}

para todo n > 1.

Seja K um corpo finito de caracteristica p. Lembremos que o anel Z/(pZ) de inteiros
modulo p é um corpo com p elementos. Denotamos tal conjunto por F,. Seja 1, o elemento
neutro multiplicativo de F,. Consideremos a aplicacao ¢ : F, — K definida por ¢)(n - 1,) =
n-1 paran € Z. Desse modo, 1) € um homomorfismo nao nulo entre corpos, donde é injetiva.
Pelo Teorema dos Isomorfismos, temos F, = Im(¢)) C K. Assim sendo, podemos pensar em
K como uma extensao de F,. Visto que K ¢ finito, a dimensao de K sobre F, é finita,
de forma que existe uma base {aq,...,a,} de K sobre F,. Cada elemento de K ¢é escrito
unicamente como aaj + ...+ apa,, onde ai,...,a, € F,. Uma vez que hd exatamente p
possibilidades para cada a;, segue-se que ha p” elementos da forma ajaq + ... + a,a,, com

a; € F,. Portanto, K possui p" elementos. Por outro lado, dados n > 1 e p um primo, o
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conjunto

Fpui={r €F,: 2" =z}

munido das operacoes de soma e produto de E é um corpo com p" elementos. Além do
mais, a menos de isomorfismo, F,» é o tnico corpo com p” elementos (veja [18], Teorema
2.5).

Aproveitando o fato de [} ser um grupo multiplicativo, temos as seguintes propriedades,

decorrentes da Proposicao 1.0.1 para G = F,.

(A1) Sejam « € F; e m,n inteiros. Se a” =1 e a™ =1 entdao o = 1, onde d = (m,n). Em

particular, se af = 1 para algum k € Z entdo ord(a) | k.

(A2) Se o ¢ um elemento de F; de ordem m e k é um inteiro, entdo a ordem de o é m/d,

onde d = (m, k). E particular, ord(a¥) | m.

Corpos finitos sao objetos que possuem propriedades intrinsecas muito interessantes,
tanto pela sua caracterizacao quanto pela sua estrutura multiplicativa. O teorema abaixo

ilustra este fato. Antes, precisamos do seguinte lema.

Lema 2.2.1. Se n é um inteiro positivo entao

> () =n.

dln

Demonstracao. Consideremos as fracoes

S|
S|

n
e, 2.1
S 1)

Reduzindo-as em fragdes irredutiveis, cada uma delas vai ser da forma i/d, onde d | n,

1 <i<de(i,d = 1. Assim, para cada divisor positivo d de n, existem ¢(d) fragoes
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irredutiveis da forma i/d em (2.1). J& que ha n fragdes irredutiveis no total, concluimos que

> o(d) =n.

dn
0

Teorema 2.2.1. Seja F; o corpo finito com ¢ elementos. Entao o grupo multiplicativo F}

de elementos nao nulos é ciclico.

Demonstracao. Para cada divisor positivo d de g — 1, seja
pa = {a € F, : ord(a) = d}.

Suponhamos que jig # () para algum d | ¢ — 1. Vamos provar que |ug| = ¢(d). Dados a € pq
el <1< d, temos

@ —1=(a’ - 1)V 4. . +1)=0.

Logo, 1,a,a?,...,a% ! sao d rafzes de X? — 1 € F,[X] e sdo distintas pois a ordem de a ¢ d.

4-1 30 as raizes de X? — 1. Uma vez que cada elemento de g é

Dessa forma, 1,a,d?, ..., a
uma raiz de X4 — 1, conclufmos que g C {1,a,...,a%'}. Por (A2), a ordem de a’ é d se,
e somente se, (i,d) = 1. Consequentemente, |uq| = ¢(d). Assim, para cada inteiro positivo

d que divide ¢ — 1, temos

Oa S€ lg = 07
¢(d), se pa 7 0

|Md| =
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Por conseguinte, utilizando o Lema 2.2.1, temos

g—1=F; = pa| = D lnal <D d(d)=q—1

d|g—1 dlg—1 djg—1

= Y nal = D 6(d) = |nal = 6(d)

dlg—1 dlg—1
para todo divisor positivo d de ¢ — 1. Em particular, |u,—1| = ¢(¢ — 1) > 1, de sorte que

existe um elemento em F; de ordem ¢ — 1. Portanto, F} ¢ ciclico. O

Diante disso, utilizando a Proposigao 1.0.1(iii) para G = [, obtemos a seguinte pro-

priedade.

(A3) Para cada divisor positivo £ de ¢ — 1, existe um tinico subgrupo de [} de ordem /.
Além disso, temos o seguinte fato.

Proposigao 2.2.1. O ntimero de solugoes em [, da equagao XF=1¢d, onded = (k,q—1).

Demonstragao. Seja a € F; tal que o = 1. Como [, é um grupo com g — 1 elementos,
temos a4t = 1. Por (A1), a® =1, onde d = (¢ — 1, k). Consequentemente, a pertence ao
subgrupo G de F; de ordem d. Além disso, todo elemento de G satisfaz a equagao X k=1,
Logo, as raizes de X* — 1 sdo os elementos de G. Portanto, hd exatamente d solucdes em Fy

para a equacao X% = 1. ]
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Capitulo 3

Nocoes sobre Curvas Algébricas

Neste capitulo, apresentamos alguns conceitos e resultados sobre Curvas Algébricas que
serao utilizados nos préximos capitulos, especialmente no Capitulo 7. Mostramos exemplos
e demonstramos alguns fatos a fim de que o leitor, caso nao familiarizado com a teoria, possa
se habituar com o conteido. Além disso, um dos nossos principais objetivos é enunciar um

caso particular da cota de Hasse-Weil, pois sera 1til para os resultados do Capitulo 7.

3.1 Polinémios

Seja K um corpo. Denotamos por K[X,Y, Z] o anel de polinémios em 3 varidveis sobre

K. Cada polinémio nao nulo f(X,Y, Z) € K[X,Y, Z] é expresso unicamente como

FXY,2) =) a;X"Y"Z™, (3.1)
i=0
onde a; € K \ {0}, u;,v;, w; s@o inteiros nao negativos e (u;, v;,w;) # (u;,vj, w;) para todo

i # 7. O grau de um polinémio f(X,Y, Z) expresso como em (3.1) é definido por
deg f = max{u; + v; + w; : i =0,...,n}.

Sejam f(X,Y,Z2),9(X,Y,Z) € K[X,Y, Z], com g(X,Y,Z) # 0. Dizemos que ¢g(X,Y,Z) di-
vide f(X,Y,Z), denotado por ¢(X,Y,Z) | f(X,Y,Z), se existe h(X,Y,Z) € K[X,Y, Z]
tal que f(X,Y,Z) = ¢g(X,Y,Z2)h(X,Y,Z). Um polinémio ndo constante f(X,Y,7) €
K[X,Y, Z] é dito ser irredutivel sobre K se nao existe um polinémio g(X,Y, 7) € K[X,Y, Z],
com 1 < degg < deg f, tal que g(X,Y, 2) | f(X,Y,Z).
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Dizemos que um polinémio f(X,Y,7) € K[X,Y, Z] é homogéneo de grau d se todos os
monomios que aparecem com coeficientes nao nulos tem grau d. Por exemplo, X3 + Y3 +
Z3 — XY Z é um polinomio homogéneo de grau 3. Um produto de polinémios homogéneos

¢ um polinomio homogéneo. Além disso, temos o seguinte fato.
(B) Todo fator de um polinémio homogéneo nao nulo é homogéneo.

Para ver isso, sejam f(X,Y,Z) um polindbmio homogéneo de grau d, f(X,Y,Z) # 0, e
u(X,Y, Z),v(X,Y, Z) € K|X,Y, Z] tais que

FIX,Y, Z) = u(X,Y, Z)0(X,Y, Z). (3.2)

Consideremos ¢4z € {3, 0 maior e o menor grau dos termos de u(X, Y, Z), respectivamente.
Analogamente, sejam Cpgz € Cpin 0 maior e o menor grau dos termos de v(X,Y, 7). Ja
que K[X,Y,Z] é um dominio, os mondmios de mais alto grau que figuram no polinémio
w(X,Y, Z)v(X,Y, Z) possuem grau {4z + Cmaz, €nquanto aqueles de menor grau tem grau
lmin + Cmin- Dado que f(X,Y,Z) é homogéneo de grau d, concluimos por (3.2) que d =

lrnaz + Cmaz = Umin + Cmin, de sorte que
(gmax - gmzn) + (Cmax - Cm'in) =0.

Uma vez que os nimeros entre os parénteses sao inteiros nao negativos, obtemos £,,q0 = Cmin

€ Cmaz = Cmin. Portanto, u(X,Y,7) e v(X,Y, Z) sdo homogéneos.

Proposicao 3.1.1. Seja ¢(X,Y) € KI[X,Y] nao nulo de grau d. Entao o polinémio
g (XY, Z) € K[X,Y, Z] definido por

XY
XY, 2)=Z% (=, =
g(??) g(Z7Z)

¢ homogéneo de grau d.

25



Demonstracao. Escreva
n

g(X.Y) =D a; X"y,

i=0
com a; € K\{0} e (u;,v;) # (uj,v;) para todo i # j. Desde que deg g = d, temos d > u; + v;

para qualquer ¢ = 0,...,n. Desse modo,

XY -
g*(X,Y,Z)Zng< >

_ YUYV r7d—ui—v;
)= > aX"YZ .
i=0
Dado que u;+v;+d—u;—v; = d paratodoi = 1,...,n, segue-se que g*(X,Y, Z) é homogéneo
de grau d. O]

Notemos que ¢*(X,Y,1) = g(X,Y). Além disso, se g(X,Y) # 0 entao ¢*(X,Y, Z) nao é

divisivel por Z. Caso contrario, pela Proposi¢ao 3.1.1, o polinémio
1 *

tem grau d — 1 e satisfaz h(X,Y,1) = ¢*(X,Y,1) = ¢g(X,Y), donde g(X,Y) tem grau no
maximo d — 1, uma contradicao.

Vale observar também que nem todo polinémio homogéneo f(X,Y,7) € K[X,Y, 7]
cumpre f(X,Y, Z) = ¢*(X,Y, Z) para algum ¢g(X,Y) € K[X,Y]. Por exemplo, ndo podemos
ter

G(X,Y,2)=XZ*+Y*Z+ 7 ¢ K|X,Y, 7]

para algum polinémio ¢g(X,Y) € K[X,Y]. Caso contrario,
IXY) =X,V ) =X +Y’+1=¢g"(X,Y,Z) = XZ +Y? + Z°,

o que é uma contradigdo. No entanto, se f(X,Y,Z) # 0 e Z” é a maior poténcia de Z que
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divide f(X,Y, Z) entao
Z7'g (XY, Z) = f(X,Y, 2),

onde g(X,Y) = f(X,Y,1). Com efeito, se

FXY,Z) =) aiX"Y z"

i=0
como em (3.1), e u; + v; + w; = d para todo i = 0, ...,n, entdo o polinomio homogéneo
Lf(x,v,2)
Z,r. ) )

tem grau d — r e nao é divisivel por Z. Logo, o polinomio ¢(X,Y) = f(X,Y,1) tem grau

d —r. Assim,

XY &
Tk _ rrzd—r — YUYV r7d—ui—;
79" (X, Y, Z2)=2"Z g<—Z,—Z> ;_0 a; X“Y"" 7

= aX"Y"Z" = [(X,Y, Z).

=0

Proposicao 3.1.2. Sejam f(X,Y),g(X,Y) € K[X,Y], com g(X,Y) # 0. Entao g(X,Y) |
f(X,Y) se, e somente se, ¢*(X,Y, Z) | f*(X,Y,Z2).

Demonstragao. Suponhamos que g(X,Y) | f(X,Y). Seja h(X,Y) € K[X,Y] tal que
F(X,Y) =g(X,Y)h(X,Y). Consideremos d = deg f,a = deg g,b = deg h. Entao d = a + b.

XY XY XY
d -~ _ 7a - b -~
Zf(z’z) Zg(Z’Z)Zh(Z’Z>'

Portanto, ¢*(X,Y,Z) | f*(X,Y,Z). Por outro lado, se ¢*(X,Y,Z) | f*(X,Y,Z), existe

Dessa maneira,
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HX,Y,Z) € K[X,Y, Z] tal que f*(X,Y,Z) = ¢"(X,Y, 2)t(X,Y, Z). Assim,
FXY) = F(X, Y1) = g*(X, Y, DHX, Y, 1) = g(X, V)X, Y, 1),

de modo que g(X,Y) | f(X,Y). O

Definigao 3.1.1. Um polinémio f(X,Y, 7) € K[X,Y, Z] é absolutamente irredutivel sobre

K se ele ¢ irredutivel sobre qualquer extensao algébrica de K, isto é, se ele é irredutivel em

K[X.Y, Z].

Exemplo 3.1.1. Seja g(X,Y) = X? — Y € K[X,Y]. Afirmamos que g(X,Y) é absoluta-
mente irredutivel sobre K. Caso contrario, ele é o produto de dois polinomios de grau 1 em

L[X,Y] para alguma extensao algébrica L de K. Assim,
X2 Y = (aX +bY +¢) (a1 X +bY +¢c1),

onde a, b, c,ay,by,c; € L. Comparando os coeficientes de X2, XY,Y e Y2 em ambos os lados

desta igualdade, obtemos
aa; = 1, aby + ba; =0, ¢by + c1b = —1 e bby = 0.
Desse modo, a e a; sao diferentes de zero e
b(aby +ba1) = 0 = 0 = abb;, + b’a; = b*a; = b =0,
pois a; # 0. Dessa maneira, temos

0= a(ab1 + bCLl) = CL2b1 = b = 0,

28



pois a # 0. Portanto, b = b; = 0 e cb; + ¢1b = 0, contradizendo a igualdade cb; 4+ ;b = —1.

Desse modo, ¢g(X,Y’) é absolutamente irredutivel sobre K.

3.2 Curvas Algébricas Planas
Dado K um corpo, seja K" = {(z1,x2,...,2,) : T1,...,2, € K}. Consideremos a relagao

de equivaléncia ~ em K™\ {(0,...,0)} definida por:

(1, xn) ~ (Y1, .., yn) <IN € K\ {0} tal que (z1,...,2,) = (Ay1, ..., AYn).

Denotamos por [z; : ... : x,] a classe de equivaléncia de (z1,...,x,) € K™\ {(0,...,0)},

ou seja,

[Ty i) ={ Wy yn) € KPNA{0,...,0)} (Y1, -y Un) ~ (T2, -y x0)

Definigao 3.2.1. O espaco projetivo de dimensao n sobre um corpo K, denotado por P"(K),
¢ o conjunto das classes de equivaléncia de K™\ {(0,...,0)} com respeito a relagdo ~ , isto
€,

P"(K)={[x1:...: 2] : (x1,...,2,) € K"\ {(0,...,0)}}.
Os elementos de P™(K) sao chamados de pontos. Dado um ponto P = [z : ... : z,] € P*(K),

dizemos que zy,...,x, sao coordenadas homogéneas para P. Chamamos P!(K) de reta

projetiva e P2(K) de plano projetivo.

A reta projetiva P*(K') pode ser identificada com K adicionado de um ponto fora de K.

Com efeito, observemos que

PYK)={[1:2]:2c K}Yu{[0:1]}.
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O ponto [0 : 1] é chamado de ponto no infinito. Consideremos a aplicagao
7: K —PY{K)\{0:1]}

definida por 7(x) = [1 : z] para todo = € K. Mostremos que 7 é uma bije¢ao. Se [1: z] = [1:
y] entdo existe A € K\ {0} tal que 1 = Al e z = Ay, donde A = 1 ¢ x = y. Por consequéncia,
7 é injetiva. Se z € P(K) \ {[0 : 1]} entdo z = [1 : z] para algum x € K, dal z = 7(x).
Logo, 7 é sobrejetiva e, consequentemente, é uma bijecao. Portanto, dado = € K, podemos
identifica-lo com o elemento [1 : ] em P!(K). Dessa forma, podemos enxergar P*(K) como
o conjunto K adicionado de um ponto fora de K correspondente ao ponto [0 : 1]. O ponto
fora de K é denotado por oo. Assim, identificamos o conjunto P!(K) com K U {oo}.

Seja f(X,Y, Z) € K[X,Y, Z] um polinomio homogéneo de grau d expresso como em (3.1).
Entao u; + v; + w; = d para todo ¢ =0,...,n. Dado t € K \ {0}, temos

FUX Y Z) =Y gutotwig Xuy i zv = " tla, XY 2" = t'f(X,Y, Z).

=0 i=0

Portanto, se (z,y,z) € K entao
f(,y,2) =0 f(Az, Ay, A\2) =0, VA € K\ {0}.

Diante disso, dado P = [z : y : 2] € P?(K), a veracidade da igualdade f(z,y,z) = 0 nao
depende da escolha de coordenadas homogéneas para P. Motivados por esta propriedade,
dizemos que P = [z : y : 2] € P*(K) é um zero de f(X,Y,Z) se f(x,y,z) = 0. Neste caso,

escrevemos f(P) = 0.

Definicao 3.2.2. Uma curva algébrica plana X é o conjunto de zeros em P?(K) de um
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polinémio homogéneo nao constante f(X,Y,7) € K[X,Y, Z], isto é,
X ={PcPK): f(P) =0}

Dizemos que X estd definida sobre K e que f(X,Y,Z) = 0 é a equa¢ao homogénea de X. O
grau da curva X ¢ definido por deg X = deg f. Um ponto afim de A é um ponto da curva
X da forma [z : y : 1]. Um ponto no infinito de X é um ponto de X da forma [z : y : 0].
Se f(X,Y,Z) é absolutamente irredutivel sobre K, dizemos que a curva X é absolutamente

irredutivel.

Observemos que se a curva X é definida pela equac¢do homogénea ¢*(X, Y, Z) = 0 para al-
gum polindémio nao constante g(X,Y) € K[X, Y] absolutamente irredutivel sobre K, entao X

¢é absolutamente irredutivel. Com efeito, suponhamos, por absurdo, que existam polinomios

w(X,Y,2),v(X,Y,Z) € K[X,Y,Z], onde 1 < degu,degv < deg g, tais que
g (XY, Z) =u(X,Y, Z2)v(X,Y, Z).

Por (B), u(X,Y, Z) é homogéneo. Ja que g*(X, Y, Z) nao é divisivel por Z, o mesmo vale para

u(X,Y, Z). Consequentemente, o polinomio h(X,Y) = u(X,Y,1) tem grau degu e divide

g (X,Y,1) = g(X,Y), o que ndo pode acontecer pois g(X,Y) é irredutivel em K[X,Y].
Notemos também que, na definicao acima, a curva X consiste exatamente dos pontos

afins e no infinito de X, isto é,
X={lz:y: 1] €ePK): f(z,y,1) =0} U{[z:y:0] € P(K) : f(z,y,0) = 0}.
Exemplo 3.2.1. Consideremos o corpo finito F, de ¢ > 3 elementos. Sejam
g(X,Y)=X"?-Y €F,[X,Y]
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e X a curva algébrica plana definida pela equagao homogénea ¢*(X,Y, Z) = 0. Como
G(X,)Y,7)= X172 -Y 793

os pontos afins de X' sdo os pontos [z : y : 1] € P3(F,) tais que y = 2772, Desse modo, o

conjunto dos pontos afins de X é
{[x:272:1]: 2 € F,}.
Por outro lado, dado [z : y : 0] € P*(F,), temos
g (2,7,0) =0 272 =02 =0.
Logo, [0 : 1 : 0] é o unico ponto no infinito de X. Portanto, a curva X é o conjunto

{[0:1:0),[x:272:1]:2 €F,}.

Definicao 3.2.3. Sejam X e X’ curvas algébricas planas definidas pelas equagoes ho-
mogéneas f(X,Y,Z) = 0 e f/(X,Y,Z) = 0, respectivamente. Dizemos que X’ é uma
componente de X se f/(X,Y, Z) divide f(X,Y, Z).

O préximo resultado é conhecido como Teorema de Bézout, cuja prova pode ser encon-

trada na Segao 3.2 de [12].

Teorema 3.2.1. (Teorema de Bézout) Se as curvas algébricas planas X e X’ tem graus
m e n, e nao possuem componentes em comum, entao elas tém no maximo mn pontos em

comuin.

Abaixo, enunciamos um caso particular da cota de Hasse-Weil, o qual é utilizado no

Capitulo 7.
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Teorema 3.2.2. ([12], Teorema 9.57(iii)) Seja X uma curva algébrica plana absoluta-
mente irredutivel de grau n definida sobre F,. Se N(&X') é a quantidade de pontos de X em

P%(F,), entao

¢+1—-(n—-1)(n—-2)/g<NX)<qg+1+(n—-1)(n—2)/q.
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Capitulo 4

Polinomios de Permutacao

Neste capitulo, fazemos uma breve exposicao sobre polinomios de permutagao e intro-
duzimos o conceito de posto de Carlitz. Um estudo mais completo sobre polinomios de

permutagao pode ser encontrado no Capitulo 7 de [18].

4.1 Permutacoes de [,

Dado um polinémio f(X) € F,[X], escrevemos f para denotar a fungao polinomial

associada f : ¢+~ f(c) de F, em FF,.

Definigao 4.1.1. Dizemos que um polinémio f(X) € F,[X] é um polinémio de permutagao

sobre [F; se a funcao f é uma permutacao de F,.

Observacao 4.1.1. Notemos que uma funcao f : F, — F, sobrejetiva, ou injetiva, ¢ uma

permutagao de [Fy.

Exemplo 4.1.1. Um polinémio f(X) = aX + b € F,[X], com a # 0, é um polinémio de
permutacao sobre F,. De fato, a funcao polinomial associada f : F, — [F, definida por

f(c) = ac+ b, para todo ¢ € F,, ¢ uma bijecao.

Exemplo 4.1.2. O monoémio f(X) = X" é um polindmio de permutacao sobre F, se, e
somente se, (n,q—1) = 1. Com efeito, seja £ um gerador do grupo ciclico 7. Consideremos
a funcao associada f : F, — F, definida por f(c) = ¢", para todo ¢ € F,. Notemos que
f(0)=0eIm(f)\{0} = (™). Logo, f é sobrejetiva se, e somente se, a ordem de " é ¢ — 1,

o que equivale a (n,q — 1) = 1 por (A2).
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Dados f(X),g(X) € F,[X] e uma fun¢ao 7 de F, em F,, dizemos que f(X) representa
7, ou que f(X) é representado por 7, se f = 7, isto é, se f(c) = 7(c) para todo ¢ € F,.

Dizemos também que f(X) representa g(X) se f = g.

Proposigao 4.1.1. Sejam f(X),g(X) € F,[X]. Entao f(c) = g(c) para todo ¢ € F, se, e
somente se, f(X) = ¢g(X) mod (X?— X).

Demonstragao. Pelo algoritmo da divisao, existem ¢(X),r(X) € F,[X]| com degr < ¢, ou
r(X) = 0, tais que f(X) — g(X) = (X9 — X)t(X) + r(X). Observemos que se r(X) tiver
q rafzes em F, entdo nao podemos ter degr < ¢, de sorte que r(X) = 0. Dessa forma,
f(c) = g(c) para todo ¢ € F, se, e somente se, r(c) = 0 para todo ¢ € F, o que significa
r(X) = 0. Portanto, f(c) = g(c) para todo ¢ € F, se, e somente se, X? — X divide
f(X) — g(X), donde segue-se o resultado. O

Vejamos neste momento que toda aplicacao de F, em IF, pode ser descrita por uma fungao
polinomial. Mais precisamente, se w : F, — F, é uma funcao arbitraria de F, em [F,, entao
existe um unico polindomio g(X) € F,[X] com degg < ¢ que representa w. Com efeito,

definamos

g(X) =Y w(e)(1 = (X =),

c€Fy
Seja ¢y € F,. Entao (cg — ¢)?! = 1 para todo ¢ # ¢y. Assim, quando calculamos g(cp),
todas as parcelas vao se anular exceto a parcela onde ¢ = ¢, que valerd w(cg). Logo,
g(co) = w(cp). Ja que ¢y é arbitrario, obtemos g(c¢) = w(c) para todo ¢ € F,. Agora, se
h(X) € F,[X] é um polindémio de grau menor do que ¢ tal que h(c) = w(c) para todo ¢ € Fy,
entao h(X) — g(X) € F,[X] é um polinomio de grau menor do que ou igual a ¢ — 1 com
h(c) — g(c) = 0 para todo ¢ € F,. Consequentemente, h(X) = g(X). Portanto, segue-se a
unicidade de g(X).
Dados f(X), g(X) € F,[X] dois polinomios de permutacao sobre F,, a composicao t(X) =

f(g(X)) é também um polinomio de permutacao sobre F,, pois a fungao associada t : ¢ —
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f(g(c)) é a composigao das bijegoes f : ¢ +— f(c) e g : ¢ — g(c), de modo que t é uma bijegao
de F, em F,. A reducéo de f(g(X)) médulo X?— X é o tinico polinoémio h(X) € F,[X] com
deg h < q que representa t.

Seja P, o conjunto dos polinomios de permutagao sobre I, de grau menor do que gq.
Consideremos a operacao * definida sobre os elementos de P, da seguinte maneira: dados
f(X),9(X) € P, f(X)*g(X) = h(X) onde h(X) ¢é o tnico polinémio de grau menor do
que ¢ tal que f(g(X)) = h(X) mod (X?—X). Vamos mostrar que (F,, *) tem estrutura de

grupo. A operacao * ¢ associativa. De fato, dados f(X), g(X), h(X) € P,, escrevamos

F(X) # g(X) = 12(X), t1(X) * h(X) = L (X),

g(X) xh(X) =ta(X) e f(X) xta(X) = l(X).

Visto que f(g(X)) = t:1(X) mod (X9 — X), temos f(g(c)) = ti(c) para todo ¢ € F,.

Analogamente,

para cada ¢ € [, donde {1(X) = [5(X) mod (X?— X). Como degly,degly < g, segue-se
que [;(X) = [5(X). Portanto,

(f(X) * g(X)) # h(X) = f(X) * (9(X) * h(X)).
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Além disso, o polinomio Id(X) = X satisfaz

fUA(X)) = 1d(f(X)) = f(X)

para todo f(X) € P,. Finalmente, observemos que se f(X) € P, entdo a funcdo associada
f : ¢+~ f(c) admite uma inversa f~!, e existe um unico polinomio g(X) € F,[X] com
degg < ¢ que representa f~'. Sendo f~! uma bije¢cao de F, em F,, temos g(X) € P,.

Notemos que

fg(c)) = ¢ = g(f(c))

para todo ¢ € F,. Portanto, a Proposicao 4.1.1 nos diz que
f(9(X)) =1d(X) = g(f(X)) mod (X? - X)),

donde f(X) * g(X) = Id(X) = g(X) * f(X). Com isso, concluimos que P, munido da
operagao * é um grupo, com Id(X) sendo o elemento identidade. Abaixo, mostramos que
P, é isomorfo ao grupo simétrico Sy.

Sejam Q) = {ag, a1, ..., 1} 0 conjunto formado pelos elementos de F, sem a estrutura
de corpo, e S, o grupo das bijecoes de () em () com a operagao de composigao de funcoes.

Uma vez que cada f(X) € P, define de maneira natural um elemento de S, (a saber, a
funcao polinomial associada f : ¢ — f(c) de @ em @) definamos a funcao ¢ : P, — S, por
o(f(X)) = f. Essaaplica¢ao é um isomorfismo de grupos. De fato, dados f(X), g(X),h(X) €
P, tais que f(X) * g(X) = h(X), temos f(g(o;)) = h(a;) para todo i =0,...,q— 1. Logo,
paracadat=0,...,q—1,

p(f(X)) 0 w(g(X)) () = p(h(X)) (),
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de forma que

(f(X)) o p(9(X)) = p(h(X)) = p(f(X) * g(X)).

Portanto, ¢ ¢ um homomorfismo de grupos. Agora, se f = g em S, entdo f(c) = g(c) para
todo ¢ € F,. Sejam f(X), g(X) € P, os polinémios que representam f e g, respectivamente.
Ja que deg f(X),degg(X) < qe f =g, temos f(X) = g(X). Assim sendo, ¢ é injetiva. Se
f € 5, entao f induz uma funcao bijetiva de F, em FF,. Pelo o que vimos anteriormente,
existe um tunico polinémio g(X) € P, que representa f. Consequentemente, f(a;) = g(a)
para todo ¢ =0,...,q — 1, donde p(g(X)) = f. Por conseguinte, ¢ é sobrejetiva. Portanto,
¢ é uma bijecao. Como também é um homomorfismo, segue-se que ¢ é um isomorfismo de

grupos. Em vista disso, provamos o seguinte resultado.

Teorema 4.1.1. O conjunto dos polinomios de permutacao sobre F, de grau menor do que

¢ munido da operagao * é um grupo isomorfo ao grupo simétrico Sj.
Com isso, podemos provar um importante resultado devido a L. Carlitz (veja [13]).

Teorema 4.1.2. Para ¢ > 2, o grupo P, é gerado por X?7% e todos os polinomios da forma

aX + b, com a # 0.

Demonstragio. Pelos Exemplos 4.1.1 e 4.1.2, X772 e aX + b, com a # 0, pertencem a P,.
Assim, o grupo G gerado pelos polinémios X%2 e aX + b por meio da operaciao * ¢é um
subgrupo de P,. Queremos provar que G = P,. Pela Proposicao 1.1.1(ii), S, é gerado por
transposi¢oes da forma (0 ;). Logo, como S, e P, sdo isomorfos, basta mostrarmos que para
qualquer 0 < i < ¢ — 1 tal que a; # 0, existe g;(X) € G de tal modo que ¢(g;(X)) = (0 ).

Para esse fim, dado 0 < i < ¢ — 1 com «; # 0, consideremos o polinomio

filX) = —af[(X = 0a)" + 0, )77 — ] %
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_92 _ .
Como a; # 0, temos a?~* = a;'. Por conseguinte,

11(0) = —a2[((—a)t™* + ;1) 7% — ]2

)

= —a?((—a) o)

filay) = —042[(0(1)‘1*2 _ Oéi]q72

Se ¢,d € F} entdo ¢ ' £d" = ¢'d™'(d £ ¢) preservando o mesmo sinal em ambos os

lados da igualdade. Assim sendo, se ¢ # «a; entao (¢ — ;)72 = (¢ — ;) ™!, 0 que nos dd

(c—a)™+a'=(c—a) " +a;' = (c—a;) laj e

Logo, se ¢ # 0, a;, entao

) = —2l((e - a) o et — ot
= —f[((c— ) oy te) ™ — ay)??

= _0%2[(0 - Oéi)OéiC_l — oy

— —al(al)? = —ad(cad) =

Portanto, concluimos que f;(0) = «;, fi(oy) = 0 e fi(c) = ¢ para todo ¢ € F, com
¢ # 0,q;. Desse modo, considerando g;(X) a redugao de f;(X) médulo X? — X, obtemos
gi(X) € P, e gi(x) = (0a;)(z) para todo x € F,. Consequentemente, p(g;(X)) = (0 ;).

[l

Posto que um polindomio de permutacao f(X) sobre F, é representado por um polinémio
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g(X) € P,, concluimos, pelo Teorema 4.1.2, que f(X) pode ser representado por uma
composicao de polindémios da forma X% 2 e aX + b, com a # 0. A seguir, investigamos

algumas consequéncias deste fato.

4.2 Posto de Carlitz

Nesta secao, definimos o posto de Carlitz, mencionamos algumas propriedades e damos
alguns exemplos. Comegamos explorando um pouco mais o Teorema 4.1.2. Por este teorema,

todo polinomio de permutacao sobre IF, pode ser representado por um polinomio da forma
_9 q—2 q—2
Po(X) = ( c((@oX +a) P+ a) T+ an> + apya, (4.1)

com ay,any1 € Fy e a; € F, para todo ¢ # 1,n + 1. Sempre que mencionarmos P.(X),
estaremos nos referindo a um polinémio da forma (4.1). Assim, se f(X) € F,[X] é um
polindémio de permutacdo entao existe um P, (X) tal que f(c) = P,(c) para todo ¢ € F,.
Definindo Py(X) = agX +ay, podemos escrever (4.1) como P,(X) = P,_1(X)7 2 +a,, 1 para
n > 1. Além disso, dado a € F}, o polinémio aP,(X) é um outro polinomio da forma (4.1),
pois como ((1‘1’_2)(172 = (a_l)il = a, a constante a pode passar para dentro dos parénteses de
modo a produzir um outro P,(X). Vale observar também que aq, ..., a,+1 ndo sao tnicos.

Por exemplo,

f(X)=2X34+2X? +4X +4 € F5[X]

¢ um polinémio de permutagao e pode ser representado tanto por (4X?3 + 4)3 quanto por
((4X+1)34+1)3+1. Com efeito, um breve célculo nos mostra que os valores destes polinomios
em 0,1,2,3 e 4 sao iguais a 4,2,1,3 e 0, respectivamente. Logo, podemos escolher tanto
(4X3 4+ 4)3 quanto ((4X +1)3 4+ 1)3 4+ 1 para ser Py(X). Além disso, é possivel ter P,(X) e
Pm(X), com m # n, representando o mesmo polindémio. Para ilustrar este fato, o polinomio

3
P1(X) = X? € F5[X] pode ser representado por Ps3(X) = (((X +1)3+1)° + 1) + 1. De
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fato, os valores destes polinomios em 0,1,2,3 e 4 sao 0,1, 3,2 e 4, respectivamente.

Definicao 4.2.1. O posto de Carlitz de um polinémio de permutacao f(X) sobre F,, deno-

tado por Crk(f), é o menor inteiro n > 0 que satisfaz f = P, para um polinomio P, (X).

Notemos que o posto de Carlitz de um polinémio de permutacao f(X) € F,[X] é o
mesmo para o polinomio af(X) qualquer que seja a € F;. Com efeito, seja t = Crk(f)
e suponhamos, por absurdo, que existam a € F; e um polinomio P (X) com m < t que
representa af(X). Entao f(z) = a~'P,,(z) para todo z € F,. Passando a™! para dentro dos
parénteses na defini¢do de P,,(X), obtemos um novo polinémio da forma (4.1), com n = m,

que presenta f(X), o que é uma contradi¢ao pela minimalidade de ¢.

Exemplo 4.2.1. Um polinémio f(X) € P, tem posto de Carlitz zero se, e somente se, ele
¢ linear. De fato, se f(X) € P, com Crk(f) = 0 entéo existe um Py(X) = apX + a1,
ap # 0, tal que Py(x) = f(x) para todo z € F,. Dado que deg f,degPy < ¢, concluimos
que f(X) = Py(X), donde f(X) é linear. Se f(X) = aX + b € F,[X] é linear entdo a # 0
e, assim, f(X) = Po(X), com ag = a e a; = b, de sorte que Crk(f) = 0. Além do mais,
se ¢ = 3 entao ¢ — 2 = 1, de modo que P,(X) se reduz a um polinémio linear. Logo, todo
polinomio de permutacao sobre F3 tem posto de Carlitz zero. Para ¢ > 3, cada polinomio
f(X) = (aX +b)7%+¢, com a # 0, tem posto de Carlitz igual a 1. De fato, f(X) = P1(X),
onde ag = a,a; = b e as = c¢. Assim, devemos mostrar que Crk(f) # 0. Se Crk(f) = 0 entao
f(X) pode ser representado por um polinémio da forma r(X) = dX + e, com d # 0. Desse
modo, devemos ter f(X) = r(X) jd que deg f,degr < ¢q. Mas, esta ultima igualdade é um
absurdo pois deg f = ¢ — 2 # 1, uma vez que ¢ > 3. Portanto, Crk(f) = 1.

41



Capitulo 5

Ciclos e Posto de Carlitz

Neste capitulo, vemos como o fato de conhecer a estrutura de ciclos de permutagoes de
F, pode auxiliar a encontrar o posto de Carlitz de polinémios de permutagao. Além disso,
dada uma permutagao 7 € S, escrita como um produto de ciclos disjuntos, conseguimos uma
maneira de obter um polinémio P,(X) tal que P,(a) = 7(a) para todo a € F,.

Dado f(X) um polinémio de permutacao sobre F,, vimos no capitulo anterior que ex-
iste uma tnica permutacao em S, que representa f(X). Assim, podemos identificar f(X)

unicamente como um produto de ciclos disjuntos

fx) =01 -om(z), Yo el,

onde o; = (lexjj) € S, el; > 2 para todo j = 1,...,m. Aqui, 2/ representa um
elemento de F, indexado por j e r. Consideremos N = m + Z ¢;. Nosso principal objetivo

i=1
neste capitulo é provar que, para ¢ > 3, se N < (¢ — 1)/2 entao Crk(f) = N. Para isso,
precisamos desenvolver algumas ferramentas.

Este capitulo é baseado no artigo [6].

5.1 Decomposicao de P,
Seja f(X) um polindémio de permutagao sobre F, representado na forma

q—2

Pu(X) = ( (X +a)T 2+ ar) 7+ an) + ang,
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com ay, any1 € Fg, n > 1, e a; € Fy para todo @ # 1,n + 1. Defina
1 -1 -t
r(X) = ( ((aoX—i—al)’ +a2) ...+an> + Qpy

e consideremos sua expansao em fracao continua

1

oayt ————
2 (10X—|—&1

Definamos Ry(X) = apX + a; e, para cada 1 < k <n,

1

X) = -

denominada a k-ésima convergente da fra¢ao continua r,(X). Sejam oy = 0,1 = ag, Sy =

1751 = ay ¢, para k> 27

o = ap0g—1 + Qg € B = apBr—1 + Br—2. (5.1)
Vamos mostrar que
a1 X + Brt1
Rp(X)= —rn—"", 5.2
() = B T 5:2)

para todo 0 < k < n. De fato,

OélX + 51

Roy(X)=apX +a;, = ————.
o(X) = ao “ ap X + Bo
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Suponhamos, por inducao, que para um certo 1 < k <n,

OékX +ﬂk
R, (X)= —————~ .
e-1(X) ap—1 X + Br_1

Entao

1 e+ ap—1X + Br—1
kal(X) P arX + B
~ (appr0n + ap_1) X + (ap1 B + Be-1)

B apX + By
a1 X+ B
N OékX + ﬁk .

Rip(X) = ag1 +

Logo, (5.2) vale para todo 0 < k < n. Além disso, temos o seguinte lema.

Lema 5.1.1. Para cada 0 < ¢ < n, ayy 180 — Ber1ce = (—1)%ag. Em particular,

af+15€ - Oé@ﬂ@rl 7& Oa Vi = Oa 17 sy

e ay, B nao podem ser ambos nulos para todo 0 < k <n + 1.
Demonstracao. Observemos que a8y — apfy = ag. Se 1 < £ < n entao, pelas relagoes em

(5.1),

1B — Bt = (g1 + ap_1)Br — au(Bearsir + Be—1)

= ay_10¢ — fe—1 = (—1)(aeBe—1 — a1 5y).

Assim, por inducao, temos ay16p — aferr = (—1) (a1 8y — apBi) = (—1)%ag # 0. O

Veremos que as fungoes racionais Ry (X), em especial R, (X)), sdo muito tteis para estudar

o polinémio P, (X), além de serem relativamente faceis de se manipular por conta das relagoes
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em (5.1). Queremos comparar os valores de P,(X) e R,(X) em um ponto. Inicialmente,

observemos que dado ¢ € F,, temos
-1 -1 -1
aogc + ay, (apc + ay) +a2,...,(...((aoc+a1) +a2) ...—i—an)

sdo nao nulos se, e somente se, Ry(c), Ri(c),..., R,—1(c) sdo ndo nulos. Neste caso, 7,(c)

estd bem definido. Dentro desta situacao, vemos que

Ro(c) P PR
W) =tp1+—=——"=0p1 + ——mm— = ...
Rn—l(c) an, + Rn_lg(c)
1
= Qp+1 +
1
ap +
1
as +
> Ro(c)
1
= Qpy1 + = ry(c).
1
Ay +
1
oAy ——
aopC + ay

Por outro lado, do fato de a?~2 = a~! para todo a € [, obtemos P,(c) = r,(c), donde
P.(c) = R,(c). Logo, se Ro(c), Ri(c), ..., R,_1(c) sdo nao nulos entao P,(c) = R,(c).
Motivados pelo paragrafo precedente, queremos encontrar uma condicao sobre ¢ € [, para
assegurar que R;(c) # 0 para todo 0 < i <n —1. Se Ri(b) = 0 para algum 0 < k <n —1
ebeF,, entao ay41 # 0 pois caso contrario, By = 0 em vista de (5.2). Porém, pelo Lema
5.1.1, nao podemos ter a1 = Bry1 = 0, e isto nos dd uma contradi¢ao. Assim, agyq # 0.
Por (5.2) e do fato de Ry (b) = 0, vemos que b = —[k11/ary1. Dessa forma, se ¢ # — [0/ ay,

para todo 1 < k < n tal que a4, # 0, entdo Ro(c),..., R,—1(c) sdo ndo nulos, de modo que
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P,.(c) = R,(c). Portanto, temos o seguinte fato:
(I) Pn(c) = Ry(c) para todo ¢ € F, \ {—fr/ar : 1 <k <nea;#0}.

Lembremos que, no Capitulo 3, identificamos P! (K) com KU{oo}, onde oo é um elemento
fora de K correspondente ao ponto [0 : 1]. Desse modo, se aj, # 0 entdo podemos identificar
—Bk/ag com o ponto [1: —f/ax] = [ag : —Pk]. Se ay = 0 entdo, pelo Lema 5.1.1, 5y # 0,
donde [ay : —fk] = [0 : 1]. Como este ponto estd associado a oo, identificamos — Sy /cy
com oo. Notemos ainda que se a = —f/ay, com o # 0, entdo o denominador de Ry(a)
se anula. Com essa motivagao, chamamos de polos os elementos — [ /ay, para 1 < k < n.

Consideremos entao o conjunto de polos

(’)n:{xk:xk:;—ik,kzl,...,n}CIP’I(IFq):IFqU{oo}. (5.3)

Com essas notagoes, concluimos por (I) que
f(¢) =Pn(c) = Ry(c) paratodo ce€F,\ O,.

Agora, definamos uma funcao F,, : F, = F, pondo F,(z) = R,(x) se  # x, e F,(x,) =
Qpt1/ 0y, quando z,, € Fy. Afirmamos que F), € bijetiva. De fato, se o, = 0 entao ay,41, 5, # 0
pelo Lema 5.1.1. Logo, R,(X) ¢é linear, dai R, ¢ uma permutagdo de F,. Além disso, de
xn ¢ F, resulta F,, = R,. Neste caso, F), ¢ bijetiva. Suponhamos a,, # 0 e F,,(z) = api1/n,

para algum x # z,,. Assim, F,(z) = R,(z), donde

(e Api1T + o
Rn(l’> _ n+1 - n+1 Bn-‘rl _ n+1

= Qp10pT + ﬁnJrlan = Qp410,T + an+1ﬁn

= an+lﬁn - anﬂnJrl - Oa
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o que nao pode acontecer em vista do Lema 5.1.1. Por conseguinte, F,(z) = any1/a, =

T =21, Sex,y € F,\ {z,} e F,(x) = F,(y) entao, usando o Lema 5.1.1,

01 + Bry1 QY + Bunt
R, =R,(y) = =

= Q10 TY + 1 Bn® + Bri10ny + Bug1Bn =

= Op10,TY + O‘n—l—lﬁny + /6n+1a/nx + Bn—&-lﬁn
= (an+l/3n - anﬁn-l-l)(‘r - y) =0

=T =1y.

Portanto, F,, : F, — F, ¢ injetiva, donde ¢ uma bijegao.
Queremos descrever P,, em funcao de F,,. Inicialmente, notemos que se x nao é um polo

entao

Além disso, temos a seguinte propriedade.

Lema 5.1.2. Se x € F, e © # x,, 2,1 entao
Pjn—l(x)q_2 + apt1 = Rn—l(x>q_2 + apy1 = Fn(x)

Demonstracao. De fato, a primeira igualdade segue-se por definicao de F,_;. Quanto a

segunda, como & # Xy, Typ_1, VEMOs que T + fp, 12 + Bu_1 # 0 e Ry(x) = F,(z), de
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forma que, usando as relagoes em (5.1),

_ anr+ B\ ar+ B\
Rn_ )9 2 + Qp, =|—— + Qp, =\ —— + Ay,
1( ) +1 (anlm + Bnl) i Qp_1T + anl i

I | g = (Qpi10 + Qp1)T + Qps1 B + Brt
anT + ﬁn n T + 571
an® + Bn " "

O

Abaixo, determinamos a estrutura de ciclo de P,, em funcao de F},, quando os polos estao

em [, e sao distintos.

Lema 5.1.3. Suponha que os polos 1, 2, . .., x, definidos por (5.3) estejam em [, e sejam

distintos. Entao

Fo(z;—1) para 2 <i <n,
Pn(ZEZ) =

F,(x,) parai=1

para todo n > 2. Portanto, podemos expressar a permutacao P, como um produto do

n-ciclo (Fy,(z,) Fn(Tp_1) -+ Fu(x1)) com F,, isto é,

Po(x) = (Fo(xn)Fn(@n-1) -+ Fu(x1)) Fo(z), Yz €T, (5.4)

Demonstracao. Faremos a prova por inducao sobre n. Consideremos

PQ(X) = ((CLOX + Gl)q72 + ag)H + as,

com ag, ag # 0. Assim, por (5.1), ag = asay + ap = asag e Po = asfy + Py = aza; + 1. Com

48



isso, obtemos a3 = azasag + ag e B3 = azasa; + az + a;. Logo,

(agasag + ag) X + agasay + az + a;

Ro(X) =
( ) CLQCL()X + aqa; + 1
- —aq —aga; — 1
Os polos sao r1 = — e r9 = ——— . Desse modo,
Qo 200
14 asa asasag + a Q
=2 . o 203 30200 N
Pa(xy) =ad " a3 =ay +az= = = — = Fy(xq),
5) 200 &%)
—agaqa1 — a1 + agaqa; + ag + aq
F2(SC1) = R2(SU1) = = as

—asaq + asa; + 1

Se x # x1, 22 (ouseja, v € F,\ Oy), entdo Pa(x) = Ry(x) = Fy(x). Portanto, o resultado vale
para n = 2. Para o passo de indugao, lembremos que P,(x) = P,_1(x)?2 + a,4; para todo
z € F,. Dessa maneira, suponhamos, por hipétese de indugao, que P,_1(x;) = F,_1(z;-1)
para2 <i<n-—1,e P, 1(r1) = F,_1(z,_1). Como os polos sao distintos, x;_1 # Tp, Tp_1

qualquer que seja 2 <7 <n — 1. Pelo Lema 5.1.2, concluimos que

Pou(ri) = Poca(2) T2 + anpr = Fp1(2i1) T2 + angr = Fu(wi), V2<i<n-—1.

49



Agora, notemos que z,, ¢ O,_; pois os polos sdo distintos. Assim,

Ty + Bn
Pactlin) = Rualima) = -2 =0

Dessa forma, P, (x,) = Pn_1(2,)9"2 + a1 = any1. Por outro lado,

an+1xn—1 + Bn—l-l
Fn<xn71) - Rn('xnfl> - T 1 + ﬁn
o (anJrlan + Oénfl)xnfl + an+1ﬁn + ﬁnfl
B ApTp—1 + ﬁn
an—i-l(anxn—l + Bn) + Op—1Tn—1 + 671—1

= — an+1.
Anln—1 + 571

Logo, Pn(x,) = F,(z,—1). Finalmente, usando que o, # 0, pois z, € F,, e a hipdtese

Pr-1(x1) = F1(xy—1) = ay/ap—1, obtemos

q—2 —1
(079 Qy,
Pn(xl) = Pn—l(wl)q_Z + ap1 = ( ) + ap1 = (Oé ) + anta

Qp—1 n—1

Qn—1 Ap4100p + Qp—1 Q41
n Qp Qp

Portanto, pelo Principio de Inducao, o resultado vale para todo n > 2.
]

Tentaremos, agora, generalizar o lema anterior. Seja 7 € S; um ciclo. Lembremos que
(1) é o comprimento de 7 e que a € supp(7) se 7 move a. Suponhamos que a permutagao

P, possa ser decomposta como
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onde Tl(”), .., sdo ciclos disjuntos, Z(Tj(n)) >2 e

para 1 < j < m. Notemos que P,(y) # F,(y) se, e somente se, F,(y) € supp(Tj(n)) para
algum 1 < 7 < m. Neste caso, y estd no conjunto de polos O,,, desde que P,(x) = F,(x)
para todo z € F,\ O,,. Dada uma decomposigao de P,, como em (5.5), definimos o conjunto

O,, por

0, = {y € Ony: Fu(y) € supp(r”

), para algum 1 < j <m}U{x,},
J

se z, € F,. Caso x,, = 00, O,, nao contém x,.

Para k =n,n—1e 1 < j <m, denotamos o ciclo (Fk(:vjl) e Fk(:vfj)> por T](k).

Teorema 5.1.1. Suponha que z,,_1,2, € F, e

Po(z)=7""Vs0VE (1), Vo eF,, (5.6)

m

¢ uma decomposicao de P,,_; satisfazendo:
. —1 1)~ .
(1) 7"V, 5 sdo ciclos disjuntos.

(ii) Se Py_1(xp_1) # Fy_1(x,_1) assumimos, sem perda de generalidade, que F,,_1(x,_1) €
Supp(ﬁ(n_l)) com Iy = Tp_1, € l(T;n_l)) =1; > 2, para todo 1 < j <m.

(iii) Se Pn_1(zn-1) = Fh_1(x,_1) assumimos, sem perda de generalidade, que 7'1("_1) =

(Fr1(znq)) e l(T;n_l)) =1[; > 2, para todo 2 < j < m.

Entao P,, pode ser decomposto da seguinte maneira:
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(1) se x, ¢ O,,_1 entao

Pu(@) = (Fu(@n) Fo(wn 1) - Fu(zl)) 1 - 10 F,(2), Yo € Fy;

2) se F,_1(x,) € supp 7D , digamos x,, = x!, entao, para qualquer = € F,,
1 r q

Pul(@) = (Fu(wa)Fu(al ) - Fu(a})) (Fu(@aoy) Fu(zd) -+ Fy(zl ) i - 70 Fy (2);

T

3) se F,_1(x,) € supp 7 , 7 # 1, digamos em supp iy e T, = x2, entdo, para
J 2 s

todo x € I,
Pu(@) = (Fu(2?) Fa(22,)) -+ Fu(al ) Fu(a?) -+ Fo(a? ) Fa(ad) -+ Fu(al)) 7" - 10 Fy(2).

Demonstragao. (1) Neste caso, temos que mostrar que:
(a) se x & O,_1 e x # x, entdo Pp(z) = F,(x);
(b) sey € Opy com y # a5, e Poa(y) = For(y), entio Pu(y) = Fuly');
() Pulwi,) = Fu(xn) e Po(wn) = Fu(wn-1).

Se x ¢ O, entdao P,_1(z) = F,_1(z), e v # xp_1,x,. Pelo Lema 5.1.2,
Pn<x) = 7Dn—l(:E)q_Q + Ap41 = Fn—l(x)q_2 + Apy1 = Fn(x)

Isso prova a parte (a). Para a parte (b), suponhamos que estejamos sob a hipétese (i7).
Assim, z1 = z,_;, de modo que Pn,l(:clll) = F,_1(xy_1). Se P,_1(y) = F,_1(y') entao
Yy # T,_1 pois y # xlll. Além disso, y' # x,, caso contrario P,,_1(y) = F,_1(x,). Desde que

Ty & On_1, vemos que P,,_1(z,) = F,_1(x,) donde y = x,, uma contradi¢ao pois y € O,,_;.
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Desse modo, 3’ # x,,x,_1. Usando o Lema 5.1.2, obtemos
Puly) = Pn*1<y>q72 tapy1 = anl(y/)q72 + an1 = Fu(y).

Sob a hipdtese (i), temos Pp,_1(zn_1) = Fr_1(x,_1) € :r;lll = 2,1, dal ¥ # x,_1 j4 que
y # x;. Como também y # x,, podemos concluir que P,(y) = F,(y') da mesma forma
como fizemos acima.
Agora, mostremos o item (¢). Observemos que
Fo(tn1) = Ru(tn_1) = Qp1Tn—1 + Bnp
UnZn—1+ P

(an+105n + Oénfl)xnfl + an+1ﬁn + ﬁnfl
AnTn—1 + ﬁn
an—l—l(anxn—l + ﬁn) + Ap—1Tn-1 + ﬁn—l

= = Qn+1-
Anln—1 + Bn

Dado que z,, ¢ O,,_1, temos

Logo,

Pn(xn) = 7Dn—l(xn)q_Q + Up4+1 = Qpy1 = Fn(xn—l)-

Sob a hipdtese (ii), vemos que

Ay,
Pn—l(mll1> = Fn—l(l‘%) = Fn—l(l‘n—l) = .
Q1
Sob a hipétese (iit), x;, = x,_1 €
1 O
Pn—l(xll> - Pn—l(xn—l) - Fn—l(l‘n—1> - o .
n—1
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Portanto, em qualquer uma das hipoteses,

n—1

q—2
_ 879
Paleh) = Pacaad ) 4w = () b

Op—1 Ap+100 + Q1 Uni1
e —|—a,n+1 = = = Fn(gj‘n)
Qnp Qn On

(2) Suponhamos que F,_1(z,) € supp(Tl("fl)), digamos z,, = x!. Notemos que tanto na

hipétese (ii) quanto na (iii) temos z} = z,_;. Dessa forma
1 3

7_1(71—1) - (Fn—1<xn—1) e Fn—l(qunfl)Fn—l(xn) T Fn—l(xll1>) .

Neste caso, devemos mostrar que:
(a) se z ¢ O,_1 entdo P,(v) = F,(x);
(b) sey € O,_; com y # zl,x,_y e Paoi(y) = Forr(y), entdo Py(y) = Fuo(y');
(€) Pulay,) = Fulzn) € Pu(zy_y) = Fu(zn1).

Desde que 7, 1,7, € O,_1, se v ¢ O, entdo x # T, T, 1, de maneira que o caso (a)
segue-se da mesma forma como no caso (1)(a). O caso (b) e a primeira parte do caso (c)
também seguem-se da mesma maneria como nos respectivos casos (1)(b) e (1)(c). Falta
mostrarmos que P, (z)_,) = Fp(zn_1). Pela decomposicdo de P,_; e pela forma de 7" Y,

temos P,_i(zl_ ;) = F,_i(z,). Além disso, como vimos no caso (1), F,_i(z,) = 0 e

Fo.(xp—1) = apq1. Assim,

Pn(qun_l) = ,Pnfl(aj,ln_l)q72 + Ap+1 = anl(xn>q72 + Ap+1 = Qpy1 = Fn(zn71>-

2
s

(3) Suponhamos que F,_4(x,) € supp(Tz(nfl)) e x, = 2. Noés precisamos mostrar os

seguintes itens:
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(a) se z ¢ O,_1 entdao P,(x) = F,(x);
(b) sey € Op_y com y # z;,23_1 € Poy(y) = Fe1(y'), entao Pu(y) = Fo(y');
(C) ,Pn(l'lll) = Fn(xn) € Pn(xg—l) = FN(mn—l)'
As provas dos itens (a) e (b) seguem-se da mesma forma como no caso (1), e a do item
(¢) da mesma maneira como no caso (2).
Teorema 5.1.2. Suponha z,, = 0o e P,,_; decomposto como em (5.6). Entao
Pulz) = 7" - T F,(x), Yz eR,

m

Demonstracao. Precisamos mostrar as seguintes propriedades:
(a) se x ¢ O,_1 entdo P,(x) = F,(z);
(b) sey € O,_1 satisfaz Pn—l(y) - Fn—l(y/)7 entao Pn(y) - Fn(y/>

Sex ¢ O,_; entdo P,_1(v) = F,_1(v) e x # 1,,_,. Pelo Lema 5.1.2,
Po(z) = Pro1(2)T 2 4+ apy1 = Fp1(2)72 + apyr = Fo(2),

donde segue-se o item (a). Quanto ao item (b), se y' # x,_1, entdo, pelo Lema 5.1.2,
Pu(y) = Puc1(y)"2 + a1 = Forr (y)177 + angr = Fu(y).

Para y' = x,_1, lembremos que F,,_i(x,_1) = o, /a1 e Fp(x,-1) = apy1. Como x, = o0,
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temos «,, = 0. Logo, se P,_1(y) = F,_1(z,_1) entao

Pu(y) = Pua () + an1 = Fooa (201)" + i

Qp

q—2
) + Apt1 = Qpy1 = Fn(xnfl)-
Op—1

]

Com esses teoremas, podemos relacionar os polos com a quantidade de ciclos na decom-
posicao de P, em (5.5). Consideremos a lista de polos x1,...,z,. Chamamos tal lista de

corda de polos e, por abuso de notagao, escrevemos

O, =x1,...,2,.
. ~ —ay —QoQ1 — 1
Aproveitando a demonstracao do Lema 5.1.3, vemos que 11 = — e 19 = ————
Qo a2
de modo que xy # x9, pois
—aq —Qao2a1 — 1
T1 = To = = = ag =0,
Qo az2aq

o que nao pode acontecer. Pelo Lema 5.1.3, Pa(x) = (Fa(xq)Fo(z1))Fy(x) para todo x € F,.
Se w3 € {x1, x5} entdo, pelo Teorema 5.1.1(2), a decomposi¢ao de P3 contém um ciclo a mais
que Py. Se x3 ¢ {z1, 22}, entdao por (1) deste teorema ou pelo Teorema 5.1.2 caso x3 = 00,
P3 contém a mesma quantidade de ciclos que P,. Continuando dessa maneira, vemos que
P4 tem a mesma quantidade de ciclos que Ps3 se x4 nao é um dos polos x1, x5 ou x3. Caso x4
seja um destes polos, P, tem, no maximo, um ciclo a mais que P3 pelo Teorema 5.1.1 itens
(2) e (3) ou pelo Teorema 5.1.2 caso x4 = 0o. Vamos provar que se ¢ é a quantidade de polos
repetidos na corda de polos O,, = x1,...,z,, entao P, tem no maximo ¢ + 1 ciclos em sua

decomposi¢ao como em (5.5). Para esse fim, podemos considerar apenas polos em F, ja que
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oo nao altera a quantidade de ciclos de Py, para 1 < k < n, devido ao Teorema 5.1.2. Para
n = 2, vimos que Oy = x1, 22 nao possui polos repetidos ¢ Py(z) = (Fy(xe)Fa(xy))Fao(z)
possui um ciclo em sua decomposicao. Por indugao, suponhamos que O, _1 = x1,...,%,_1
possuam £ polos repetidos e que a quantidade de ciclos na decomposicao de P,,_; seja menor
do que ou igual a ¢ + 1. Se x,, € {x1,...,2,_1} entdo O, tem ¢ + 1 polos repetidos e, pelo
Teorema 5.1.1 itens (2) e (3), P, vai ter no maximo £ + 2 ciclos em sua decomposi¢ao. Se
Ty & {x1,..., 251} entdo O, tem ¢ polos repetidos e, pelo Teorema 5.1.1(1), P, tem no

maximo ¢ + 1 ciclos. Portanto, provamos o seguinte fato.

Corolario 5.1.1. Se O,, tem ¢ polos repetidos em I, entao P,, possui no maximo ¢+ 1 ciclos

em sua decomposi¢ao como em (5.5).

5.2 Polos e P,

O objetivo desta segao é desenvolver um procedimento que nos permite obter P, (X) a
partir da corda de polos O,, e de R,(X). Queremos determinar aq, ..., a,.; de forma a ter

X+b
P, (X) como em (4.1). Sejam O, = x1,...,x, e R, (X) = ZX ——:—_d

vamos relacionar a, b, c e d com oy, 41, Bni1, @, € B, Por definicao, temos

€ F,(X). Inicialmente,

Q1@ + Bny1 Ro(z) = ar +b

ant + Bn e+ d Vo € Fo\ {an},

donde

Q16T + Qp1dx + Bpyrcx + Bord = anar® + anbr + Brax + Bb, Vo € Fy\ {x,}.
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Assumindo ¢ > 3, a igualdade acima implica

Qp41C = Qpa, (5.7)
Opi1d + Bpiic = anb + Bra, (5.8)
Brird = Bub. (5.9)

Afirmamos que existem ¢q,%, € F, tais que

a = tlozn+1, C = tlozn, b= t26n+1 e d= tgﬁn (510)

De fato, se a,, # 0, tomemos t; = ¢/«,, de forma que ¢ = ty«, e, por (5.7), a = tyay, 1. Neste
caso, se 3, = 0, entdo, pelo Lema 5.1.1, 8,41 # 0. Desse modo, escolhamos ty = b/8,11,
donde b = t3f,41 €, por (5.9), d = t38,. Se B, # 0, tomemos t; = d/f3,, de maneira
que d = tsf3, e, por (5.9), b = t353,.1. Por outro lado, se «,, = 0 entao, pelo Lema 5.1.1,
i1, B # 0. Assim, escolhamos ¢ = a/ay,11 e to = d/B,, dai d = 120, e a = t1a,4q1. Por
(5.7) e (5.9) temos ¢ = tjay, e b = t35,41, respectivamente. Portanto, segue-se (5.10). Além
do mais, t; = t5. Com efeito, substituindo em (5.8) os valores de a, b, ¢ e d obtidos em (5.10),

VEMOS que

an+1/8nt2 + ﬁn—l—lantl = anﬁn-‘,—ltZ + /Bnan-‘rltl
= (an+lﬂn - an6n+1>(t2 - tl) =0

:>t1 :tz,

onde a ultima implicagao segue-se do fato de que o118, — apBni1 # 0 em virtude do Lema

5.1.1. Consequentemente, existe t € I, tal que

Qpp1 =ta, Ppi1 =1tb, «a, =te, B, =td. (5.11)
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Notemos que t # 0, pois caso contrario ay,1 = [,+1 = 0, contradizendo o Lema 5.1.1. Com

isso, podemos obter ay, ..., a,;1 recursivamente. De fato, por (5.11) temos
_B, —td —d
Ty = =— = —,
ay, tc c
No caso de R, (X) ser linear, vemos que a,, = 0 e x,, = oco. Seja i € {3,4,...,n+ 1} com

Xi—g # 00. Entao a;_o #0 e

= Bi—a = —Ti_20;_o.

_ —Pi-2
Ti—2 =

Q2

Por (5.1), a;_o = a; — a;a_1, donde [;_o = —x;_o(a; — a;a;—1). Além disso, pelo Lema 5.1.1,

i—ofi1 — Biaiog 0 = [i_1 + xi_90;—1 # 0.

Usando novamente as relagoes em (5.1), obtemos

Bi = a;fi—1 + Bi—e = a;fi—1 — xi—Q(ai - az‘ai—l)

= a;fi—1 + a;Ti—o0y_1 = B + Ti_aq;
Bi + Ti—20y;

Bic1 + Ti—o0yi

= a; =

Se ;9 = oo entao «a;_5 = 0. Pelo Lema 5.1.1, a;_1; # 0. Por consequéncia, de «; =

a;cv;—1 + a;_o obtemos a; = a;/a;_1. Portanto, podemos calcular recursivamente

A, Qo = 0 — ;i1 € [i_g = [ — a;ifi_1,

parai =n+ 1,n,...,3. Notemos que, por (5.1), a; e [3; serd sempre obtido na forma tw,

com w € F,. Falta calcularmos o valor de t. J& que ap =0, By = 1 e g = asx; + g = asy,

29



temos ay = as/ay. Suponhamos que fy = tws e fy = twy, com wy,wy € F,. Como

B2 = asf + Bo = azB1 + 1, vem t = (wy — aswy) ™!, com ay = as /.

Exemplo 5.2.1. Consideremos o corpo Fi7. Tomemos Rg(X) e Og = z1, 29, 3, T4, T5, Tg

definidos por
33X +1

2X +3

RG(X) e 06 = 5,3, 7, 10,4, 7.

Nossos valores iniciais sao

a7 = 3t, ﬁ'y = t, Og = 2t, /66 = 3t.

Assim,
Br +xsar  t+12¢
ar 56 T To 3t 1 8t , Q5 a7 — 706 , 55 57 a756 ’
B + w4006 3t + 20t
o Bs + x40i5 16t + 130t » Q4= Qg — A6 » Ba=Bs — asfs ,
Bs + x3as 16t + 6t
“ Ba + 3014 Tt+ Tt » 3= A5 T A5y ; Ba=Ps—asb )
Ba+moay  Tt+3t
! b3 + woars 5t + 10t 2 4 443 Ba = Ba 403
+ 110 5t + 11t
az = ﬂ:’) 143 1 = (i3 — 30y = t7 51 — 53 _ a362 _ 12t,

_52+l'1042_15t+9t: ’

a="2=12 e t=(15-12-12)" = (7)"' =5,
aq

Portanto, ag = a1 =5, a1 = 1 = 9 e o polinémio Ps(X) é dado por

Po(X) = (((BX +9)" +12)" +12)" + 12)1° + 4)'° + 4)* 4 12.
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5.3 O Teorema Principal

Estamos, agora, em condigoes de provar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 5.3.1. Seja f(X) um polinémio de permutacao sobre F,, com ¢ > 3, representado

como o produto de ciclos disjuntos

f@) = (zyay- - ay) (@i 2y ap) - (@ 2y ap) )(z), Yz €, (5.12)

coml; >2,Vi=1,...,m. Deﬁnan:m—i—z&. Sen < (¢ —1)/2 entdao Crk(f) =n.

i=1

Demonstracao. Consideremos R, (X) = X e a corda de polos

o1 1.2 .2 2 m—1 _m—1 m—1
On = Tp, Ty gy oy T Ty Ty 155 Ty ooy Ty Ty gy, T
m m m ,m—1 ,m—2 1
A A A e RN T

Como vimos na Segao 5.2, podemos obter P,(X) a partir de O,, ¢ R,,(X). Notemos que a

quantidade de elementos na corda de polos O, é n = m + Z&. Visto que os ciclos em

i=1
(5.12) sao disjuntos, segue-se que os polos

1 1 1 .2 2 2 m—1 m—1 m—1 _.m m m
I’gl,l‘h_l, Ce ’xhxb?xb—l’ e, XY, ,ZL‘em_l,l’em_171, ] 7m€m’x€m—l7 S, X

sao distintos. Utilizando o Lema 5.1.3 para estes polos e Py, onde k = Z;n 1 45, vemos que

Pr(x) = (Fy(al") - Fe(a ) Fe(a7 1) - Fe(a"7h) - () - - Fr(y,)) Fi(),

para todo z € IF,. Como " é

1 um polo repetido, usando o Teorema 5.1.1(2) temos

Prea(@) = (Fosa(@P ™) -+ Fopa (@l ) (Fes (0) - Frsa (a]) Frn (2) Vo € F,.
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Desde que 27" é também um polo repetido, o ciclo que contém Fj,(2]*"?) se decompde
em dois pelo Teorema 5.1.1(2). Continuando dessa maneira, apds a (m — 1)-ésima etapa e

observando que k+m — 1 =n — 1, temos
Pr-1(x) = (Fn—l(‘r%) T Fn—l(xél)) o (B (af) - Fn—l(xgjn))Fn—l(x)v Vo e,
Ja que z,, = 0o e F,(v) = z para todo z € I, pelo Teorema 5.1.2 temos

= (ay-ay) - (@ ) (@) = f(z), Ve eF,

Afirmamos que este n é o menor inteiro nao negativo ¢ que satisfaz Py(z) = f(x) e

Ry(z) = x para todo z € F,. De fato, suponhamos que exista um P,(X) tal que
Po() = (1 -ay,) - (a2 ) ()

e R,(z) = z para todo = € F,. J& que P,(z)) # R,(z]) para todos os fndices 7, j, concluimos
que O, contém todos os k elementos distintos 7. Além disso, 2, = oo pois R,(X) é linear.
Finalmente, como P, tem m ciclos em sua decomposicao, pelo Corolario 5.1.1 concluimos
que O, deve possuir no minimo m — 1 polos repetidos diferentes de co. Portanto, se O, =

x1,...,T, ¢ a corda de polos, devemos ter

vzk—l—m—l—i—lzk—i—m:m—l—Zﬁj:n.
j=1

Agora, suponhamos que n < (¢ — 1)/2. Vamos admitir, por absurdo, que exista um
P (X) com m < n tal que
Po(t) = Pula), Va €,
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Entao, como vimos no pardgrafo precedente, as fungoes racionais R,,(X) e R, (X) sao dis-

tintas. Desde que, para ¢ = m,n,

Pz([ﬁ) = Re(l‘), Vxe Fq \ Oz,

as equagoes Pp,(X) = Rn(X) e Po(X) = R, (X) tém, no minimo, ¢ —m e ¢ — n solugdes em
[F,, respectivamente. Visto que P,,(z) = P,(x) paratodo x € F,, a equagao R,,(X) = R, (X)
tem no minimo ¢ — (m + n) solugdes em F,. Além disso, a igualdade R,,(X) = R,,(X) gera
uma equacao do segundo grau, donde R,,(x) = R, (x) vale para, no maximo, dois valores de

z em F,. Portanto, ¢ — (m +n) < 2. Uma vez que m < n, temos

g—2n<qg—(m+n)<2=n>(@q—-2)/2=n>(q—-1)/2,

o que é uma contradi¢ao, pois, por hipétese, n < (¢ — 1)/2. Assim, se n < (¢ — 1)/2 entao
Crk(f) =n.
]

Na demonstragao acima, obtemos um polindémio P, (X) que representa f(X). Por con-
sequéncia, Crk(f) < n. Diante disso, considerando f(X) um polinémio de permutagao sobre
[Fy7 representado por (1 2 3)(5 7 9) € Sy7, temos g = 17, e o valor de n no Teorema 5.3.1 é
24+3+3=8=(¢—1)/2. Desse modo, podemos apenas concluir que Crk(f) < 8. Por outro
lado, se f(X) € Fi7[X] é um polinémio de permutagao identificado por (1 357 9) € Sy,
entdo Crk(f) = 6, j& que n = 6 < 8 para esta permutagao. Além disso, vale notar que a
prova anterior mostra que P, (X) pode ser obtido explicitamente a partir da identificacao de
f(X) como um produto de ciclos disjuntos, pois a corda de polos e a funcao racional R, (X)

sao dadas. O exemplo a seguir ilustra este fato.

Exemplo 5.3.1. Seja f(X) um polinémio de permutagao sobre F,, com ¢ > 3, tal que
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f(z) = (a b)(z) para todo x € F,, com a e b elementos distintos de F,. Procedendo como na
demonstracao do Teorema 5.3.1, consideremos R3(X) = X e a corda de polos O3 = b, a, 0o,
de modo que x; = b,x9 = a e x3 = co. Por (5.11), vemos que ay = 3 =t eaz = [, =0

para algum ¢ € ;. Dessa forma,

_ Bat w0y at

ay = =—=a, ay= 04— ag03 =1, = P4 — auPp3 = —at,
4 Bs + Tp0is ; 2 4 4003 B2 = Bu 153
a _ﬁ3+$10&3_ t - 1
’ Bo + 11009 —at+bt b—a’
—t a
Q1 = Q3 — a0 = oy, pr=p3—azf =1 1+b—a ;

-1
9 a 1
as o a—b e t ( a—(a b)( +b—a)> —

Assim,
1 a b

= = 1 =

a = h b—a(+b—a> (b—a)?
e

S 1 1y -1

o b—a\b—a) (b—a)?
Portanto,

q—2

~X b\ R
P3(X) = (((b—a)2+(b—a)2) —|—a—b) +b—a + a.

Temos, entao, explicitamente um polinomio P3(X) que representa f(X) e Crk(f) < 3. Além
disso, se ¢ > 7 entdo (¢ — 1)/2 > 3, donde, pelo Teorema 5.3.1, Crk(f) = 3.

Para mais um exemplo de aplicagao desse teorema, consideremos o polinomio

f(X)=18X3" — 18X — 18X ™ + 19X € Fy[X].
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Calculando os valores de f em 37, vemos que f corresponde a permutacao
(2 15 20)(5 13 19)(17 35 22)(18 32 24) € Ss7.

Desse modo, para este caso, o valor de n no Teorema 5.3.1 é 16 < 18 = (¢ — 1)/2. Logo,
Crk(f) = 16.

E importante notar que a hipdtese n < (¢ — 1)/2 é fundamental para o Teorema 5.3.1.
Com efeito, temos casos onde n > (¢ — 1)/2 mas Crk(f) # n. Por exemplo, f(X) = X5 é
um polinémio de permutacao sobre F; com posto de Carlitz 1. No entanto, observando os

valores de f em F;, vemos que
f(z) =(24)35)(x), V& € Fr,

de modo que n =2+ 2+ 2 =6 # Crk(f). Para um exemplo menos trivial, consideremos o

polinémio
F(X)=5X%+5X"+5X° +4X* +2X° +5X* + 9X + 5 € Fyy[X].

Veremos no Capitulo 7 que f(X) é um polinémio de permutagao sobre Fy; com posto de

Carlitz 5. Entretanto, os valores de f em Fy; nos indicam que
flz)=(054108293176)(x), Vo € Fqy,

de forma que n =14 11 = 12 # Crk(f). Logo, a conclusdo do Teorema 5.3.1 nao vale para

€Sses Ccasos.
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Capitulo 6

Posto de Carlitz de uma familia de polinémios de per-
mutacao

Em 2020, Z. Ding obteve em [26] um resultado bem 1itil para calcular o posto de Carlitz
de polinémios de permutacao. Utilizando tal resultado e as ferramentas da Teoria de Grupos,

conseguimos obter o posto de Carlitz de uma familia de polindmios de permutacao.

6.1 O Resultado Principal

Seja C' um conjunto finito. Consideremos uma permutacao f : €' — C' de ordem m e
G = (f), o subgrupo de S¢ gerado por f. Entao G age no conjunto C' pela agao 1) : GxC —
C definida por ¥(f',x) = f'(z) para todo 1 <i < m e z € C. Dizemos que f tem uma

orbita nao trivial se existe uma orbita
Oz) = {f'(=) : 1 < i <m},
tal que |O(x)| > 1. Notemos que se f fixa x entdo |O(z)| =1, e se f move z, |O(x)| > 1.

O resultado abaixo pode ser encontrado no Teorema 11 de [26].

Teorema 6.1.1. Seja f(X) um polinémio de permutacao sobre F,. Suponha que f = oo,
onde u é uma fungao racional de grau um, e o é uma permutacao de P'(FF,) que move s

pontos em F, e tem ¢ 6rbitas nao triviais. Defina

s+t, se o(00) = 00,
n =

s+t—1, se o(o0) # o0
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Entao o posto de Carlitz de f(X) é no maximo n. Além disso, se ¢ > n + s + 2 entdo

Crk(f) =n.

Corolério 6.1.1. Seja f(X) um polinomio de permutac@o sobre F,. Suponha que a per-

mutacao f move s pontos e tem ¢ 6rbitas nao triviais. Se ¢ > 2s+t+2 entdao Crk(f) = s+t.

Demonstragio. Consideremos a fungao racional u(X) = X e a permutagao o de P*(F,)
definida por

a), sea €,
Sy | T@ e

00, S€ a = 00

Por conseguinte, f = o 0, 0 move s pontos e tem ¢ 6rbitas nao triviais. Se ¢ > 2s +t + 2

entdo, pelo Teorema 6.1.1, Crk(f) = s + . ]

Combinando o Corolério 6.1.1 com o Lema de Burnside, podemos obter o posto de Carlitz

de uma familia de polinomios de permutacao. O proximo teorema ilustra este fato.

Teorema 6.1.2. Seja p um primo fmpar. Considere o corpo F, onde ¢ =1 mod 2p*. Entao

o polinomio

a(p+2)+p— q g+p—1
g(X) = X XS X — X e F,[X]
21 -1
¢ um polindémio de permutagao sobre F, com Crk(g) = (p 2)2(] )
p
Demonstragdo. Consideremos o polinomio f(X) = ag(X), onde a = —271. Assim, g(X) é

um polinémio de permutagao sobre [, se, e somente se, f(X) o é. Além disso, Crk(f) =

Crk(g) pelo o que vimos na Secao 4.2. Logo, basta provarmos que f(X) é um polinomio de
(P’ —1)(a—1)

2p? '
Comegamos mostrando que f(X) é um polindomio de permutagao sobre F,,.

permutacao sobre I, com posto de Carlitz igual a

Seja F'={a € F,: f(a) = a} o conjunto de pontos fixos de f. Observemos que

q—1

F(X)=aX(X7 —1)(XT —1)+ X,
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Por conseguinte, temos

F:{aqu:(x:O,&%:loua%:l}.
Usando a Proposigao 2.2.1, as equagoes X% = 1, X5 —1eX% =1 possuem, respec-
tivamente, (¢ —1)/p, (¢ —1)/2 e (¢ — 1)/2p solugdes em F;. Além disso, utilizando (A1),
podemos concluir que a é uma solucao comum das equagoes X T —1e X% =1 se, e
somente se, é uma solugao de X% = 1, uma vez que ((¢ —1)/p,(¢ —1)/2) = (¢ — 1)/2p.

Portanto, o nimero de pontos fixos de f é

¢—1 ¢-1 q-1 qp+1)+p—1

1 _
i p T 2p 2p
Por consequéncia, f move g — q<p+12)p+p_1 = (7’_1%;‘1_1) pontos, isto é,
(p—1(g—1)
F,\F|=——"5—"—. 6.1
o\ £l = £ (6.1

—1 —
Seja a € F, \ F. Entao oqul,oqu # 1. Ja que o' 6 solucao de X? = 1, devemos ter
q—1

a2z = —1. Desde que a = —27 !, temos

g—1 gtp—1

fla) =allaa» —a)(az —1)+1]=a(-2aa 7 +2a+1)=a » . (6.2)

Como a # 0, f(«a) = o # 0. Além disso, desde que (¢ —1)/2p, (¢ — 1)/p* € Z, temos

q=1
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Assim, f(a) ¢ F. Por consequéncia, temos
FEN\F) CF A\ F.

Escreva ¢ = 2p®k + 1 para algum inteiro positivo k. Desse modo,

(q+p—1

.q— 1) = (2pk +1,2p%k) = 1.
p

Logo, f define uma fungao injetiva de F, \ F em F, \ F e, portanto, uma bije¢ao. Visto que
também f(F) = F, concluimos que f define uma permutagao de F,. Portanto, f(X) é um
polinomio de permutagao sobre [F,.

Agora, vamos determinar o posto de Carlitz de f(X). Comegamos determinando a ordem
de f como um elemento de S,.

Temos que

(@) =l

para todo o € F, \ F e n > 1. Seja d a ordem de f pensado como um elemento de S;. Seja
§ um gerador de Fy. Temos que d ¢ o menor inteiro positivo n tal que fr(Em) = ¢ para
todo 1 <m < g — 1. Desde que ord(§) = ¢ — 1, temos fq%l #*1e fqr%l # 1. Em vista disso,
¢ €F,\ F. Dessa forma,

d +p—1\¢ — d
fle)=ce) cca ) T o1a g1 ((“;%1) —1>.
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Lembrando que ¢ = 2p?k + 1, temos

g—1| ((%ﬁ) —1> & 2%k | ((2pk + 1) — 1)
a2k | Y (7)o

d
& 2p°k | (d_l)ka

d
=32 (d—l)_d'

Assim, a ordem de f é um miltiplo de p. Veremos que d = p. De fato, pelas equivaléncias

acima,

gtp—1

) —cepla

Logo, se {™ € F, \ F entao

atp=1\P m
frigm) =) =g,
Se {™ € F entao f(¢™) = ™, donde fP({™) = ™. Portanto, d = p. Além disso, temos o

seguinte fato:
(a) Paratodo 1 <i<p-—1, f{(a)# a qualquer que seja a € F,, \ F.
Com efeito, se f/(a) = a para algum 1 <i<p—1lea€F,\ F, entdao

+p—1)? i i
a(q e=1)" _ o = PR o @okD)I1

Como
((2pk +1)" —1,q— 1) = ((2pk + 1)" — 1, 2p°k) = 2pk,

—1

e q . ~ .
concluimos que o?*? = 1, de sorte que a » = 1, uma contradicao pois o ¢ F'.

Queremos utilizar o Corolario 6.1.1 para determinar o posto de Carlitz de f(X). Para
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isso, devemos determinar o nimero de Orbitas nao triviais de f, que sera obtido usando o
Lema de Burnside. Lembremos que se G é um grupo agindo num conjunto C' e 7 € G,

Fixz(7) denota o numero de elementos em C' fixados por 7.

Consideremos C' = F, \ F. Por (6.1),

2p

Além disso, como f(C') = C, f define uma permutagao de C' em C, a qual podemos considera-
la como um elemento do grupo simétrico S¢. Seja G = (f) o subgrupo de S¢ gerado por
f. Entao G age no conjunto C pela agao 1) : G x C — C definida por (f7/,z) = f/(x)
paratodo 1 < j<p—1leax € C. Jd que a ordem de f é p, temos |G| = p. Pelo fato (a),
Fiz(f7) =0, para todo j = 1,2,...,p— 1. Além disso, Fiz(id) = |C|. Entao, pelo Teorema

1.2.1, concluimos que o nimero N de orbitas de C' é

(p—1)(q — 1)'

N =
2p?

Uma vez que os elementos de C' sao exatamente aqueles de F, que nao sao fixados por
f, segue-se que N é o numero de érbitas ndo triviais de f (pensado como um elemento de

Sy)- Por conseguinte, na notagdo do Coroldrio 6.1.1, vemos que

o =De-1) - (p-1-1)

2p? 2p

Vamos mostrar que ¢ > 2s+t+ 2. J4 que ¢ — 1 = 2p?k, onde k é um inteiro positivo, temos
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t=k(p—1)es=pk(p—1). Logo,

2s+t+2=2pk(p—1)+k(p—1)+2
=2p%k —pk — k +2
=2pk+1)—k(p+1)+1

<2’k+1=q.

Portanto, pelo Corolério 6.1.1, obtemos

Crk(f) = s+t = <p2—;;gq—1>.

]

Exemplo 6.1.1. Consideremos o corpo F, onde ¢ = 163351. Temos ¢ — 1 =2-3%-5%- 112

Escolhendo p = 3,5,11 e usando o Teorema 6.1.2, concluimos que os polindmios

F(X) = X186126 _ x81676 _ x54451 _
g(X) = X114346 _ x(BI6T6 _ 82671 _ y

)

h(X) _ X96526 o X81676 o X14851 - X

sdo polinoémios de permutagao sobre F, com Crk(f) = 72600, Crk(g) = 78408 ¢ Crk(h) =
81000.
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Capitulo 7

Diferenca entre polindomios de permutacao

Um polinémio f(X) € F,[X] é dito ser um mapa polinomial completo se f(X) e f(X)+X
sao polinomios de permutacao sobre F,. Em 1990, Cohen provou a conjectura de Chowla e
Zassenhaus, a qual afirma que se p > (d? — 3d + 4)?, entdo nao existe um mapa polinomial
completo f(X) de grau d > 2 (veja Teorema 2 de [20]). Mais tarde em 1995, Cohen, Mullen
and Shiue generalizaram significativamente este resultado, considerando diferencas entre
polindomios de permutagdo. Mais precisamente, eles mostraram que se f(X) e f(X) + g(X)
sao polinomios de permutagao sobre F,, onde d = deg f > 2 e p > (d*> — 3d + 4)?, entdo o
grau k de g(X) satisfaz k > 3d/5, exceto pelo caso onde g é constante (veja Teorema 2 de
[19]). Neste capitulo, assumindo que f(X) e f(X) + g(X) sdo polinémios de permutacio
em F,[X], apresentamos uma cota inferior para k em termos de ¢ e do posto de Carlitz de
f(X). Isso também nos proporciona uma ferramenta 1til para obter o posto de Carlitz de

certos polinémios, como veremos nos exemplos. Este capitulo é baseado no artigo [16].

7.1 Uma relagao entre o posto de Carlitz e o grau da diferenca

entre polinomios de permutacao

Consideremos ¢ > 3. Seja L£; o conjunto de todos os polinomios de permutacao f(X)

sobre F, com Crk(f) =n>1e o, # 0, onde a, é definido em (5.1).

Definicao 7.1.1. Uma fungao racional ¢(X)/t(X) € F,(X) é chamada excepcional sobre I,
se o polinomio Fy/(X,Y’) € Fy[X,Y] definido por

tY)EX) — t(X)UY)

Fiu(X,Y) = Ty
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nao possui fator absolutamente irredutivel em F,[X,Y].
Usaremos mais adiante o seguinte teorema, provado por Stephen D. Cohen em [21].

Teorema 7.1.1. ([21], Teorema 5) Se uma funcao racional ¢(X)/t(X) € F,(X) é excep-

cional entao a fungao associada ¢/t : ¢ — ¢(c)/t(c) define uma permutagao de F,.

Lema 7.1.1. Sejam h(X) € F,[X] um polinémio de grau 1 <k <g—1lec€lF,. Se M éo

ntiimero de solugoes (z,y) € F; x F;, com x # y, da equagao

WX) = hY)
XY =

h
v +c=0

entao
M>qg+1-k(k—1)yqg— (v+k+2),
onde v = (k,q — 1).
Demonstracao. Consideremos a fungao racional ¢(X)/t(X) = (Xh(X) — ¢)/X. Entao

HY)(X) — t(X)(Y)  Y(Xh(X)—c)— X(YR(Y) - c)

Fop(X,Y) = XY - XY
CXY(h(X) - h(Y)) +e(X =Y) _ . B(X) = h(Y)

Assim, M é o ntimero de solugoes (7,y) € F; x F;, com = # y, da equagao Fy/(X,Y) = 0.
Notemos que deg Fy(X,Y) =k + 1.

Como t(0) = 0, concluimos pelo Teorema 7.1.1 que £(X)/t(X) nao é excepcional, donde
existe um fator absolutamente irredutivel w(X,Y’) sobre F, de F},(X,Y). Seja d = degw.
Temos d < k+ 1. Consideremos a curva algébrica plana X definida pela equagao homogénea
w*(X,Y,Z) = 0. Lembrando que w*(X,Y,Z) = Z%w(X/Z,Y/Z), o Teorema 3.2.2 nos diz

que o numero de solugoes [z : y : 2] € P*(F,) da equagao w*(X,Y,Z) = 0, denotado por
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N(X), satisfaz

NX)>q+1—(d—1)(d—2)/g>q+1—k(k—1)/q.

Queremos obter uma cota inferior para o niimero de solugdes (r,y) € F; xF;, com z # y,
da equagao w(X,Y) = 0. Para isso, vamos subtrair da cota acima o nimero de solugoes em
P%(F,) da equagdo w*(X,Y,Z) =0daforma [z :y: 1] comzy =0, [z :y:0,e[z:y: 2|
com z = y. Se xy = 0 entao Fy,(x,y) = ¢ # 0. Desse modo, o elemento [x : y : 1] satisfaz
w*(z,y,1) = w(z,y) # 0, desde que w(X,Y) | Fr(X,Y). Portanto, nao ha solugoes de
w*(X,Y,Z) =0 da forma [z :y: 1] com zy = 0.

Agora, vamos calcular o nimero de solugoes de w*(X,Y,Z) = 0 da forma [z : y : 0] €

P?(F,). Dado que w(X,Y) | Fy/i(X,Y), temos
w*<X7Y72) ‘ FZ}t(X’Y: Z)?

em virtude da Proposicao 3.1.2. Logo, todo zero de w*(X,Y, Z) é um zero de Fe*/t(X, Y, 7).
Estimemos, entdo, o nimero de zeros de Fy,(X,Y,Z) da forma [z : y : 0] em P%(FF,).

Observemos que

Fy(X.Y, Z) = Z"" Fyy(X)2,Y ) Z)
X/Z) - hY/Z)

- Z’““(X/Z)(Y/Z)h( X7 Y2 + ZF e
_ XYZ’“(h(Xé(Z)_—Yh(Y/Z)) 4 gk,

Se aX* e aY* sdo os termos de maior grau de h(X) e h(Y), respectivamente, entdo os

tinicos termos de Z*(h(X/Z) —h(Y/Z)) que ndo possuem o fator Z sao aX* e —aY*. Dessa
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maneira, se [z :y : 0] € P*(FF,) é um zero de F},(X,Y, Z) entao

k_ ok k_ ok
0= Fj(2,y,0) nyu = ay—2 —o.
r—Y r—y
Consequentemente, [z :y : 0] =[0:1:0[,[1:0:0] oua* = y* com z,y € F;. A iltima

igualdade significa (z/y)* = 1, o que equivale a x = ty para algum ¢ € F, com t* = 1. Desse
modo, as solugdes [z : y : 0] € P*(F,) de (X/Y)* = 1saodaforma [ty :y:0] =[t:1:0] onde
t € F, e t* = 1. Pela Proposigao 2.2.1, hd (k,q — 1) = v solugoes em [, da equagao TF = 1.
Portanto, o nimero de solugoes em P%(FF,) do tipo [z : y : 0] para a equacdo (X/Y ) =1¢év.
Assim sendo, existem no méximo v + 2 solugdes para a equacao w*(X,Y,7Z) = 0 da forma
[z :y: 0] € PX(F,).

Por outro lado, X' e a curva algébrica plana definida pela equacao homogénea X —Y =0
nao possuem componentes em comum, uma vez que w(X,Y) é absolutamente irredutivel
sobre IF,. Por conseguinte, como o polinémio w(X,Y’) tem grau no méximo k41, o Teorema
3.2.1 nos garante que hd no méximo k + 1 pontos [z : y : 2] € P*(F,) tais que w*(x,y,2) =0
e x = y. Notemos que o ponto [1 : 1: 0] ja foi contabilizado no paragrafo anterior. Logo, se
este ponto é solugdo de w*(X,Y,Z) = 0, entao ele estd sendo contabilizado mais uma vez.
Se ele nao ¢ solucao de w*(X,Y,Z) = 0, devemos retird-lo como solugao contabilizada no
pardgrafo anterior. Em ambos os casos, o ntmero de pontos [z : y : z] € P?(F,) de X tais

que z =0 ou =y é no maximo (v +2) + (k+ 1) — 1 = v + k + 2. Portanto,

M>q¢+1—-k(k—1)\/g— (v+k+2).

Com isso, podemos provar o principal resultado deste capitulo.

Teorema 7.1.2. Sejam f(X) e f(X) + ¢g(X) polinomios de permutacao sobre F,, onde
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Crk(f)=n>1, f(X) € Ly, e o grau k de g(X) satisfaz 1 < k < ¢ — 1. Entao
nk+k(k—1)\/g>q—v—n,

onde v = (k,q —1).
Demonstragao. Como f(X) € Ly, vemos que

_ @12+ un VzeF,\O
anz+ By e

onde oy, # 0. Sejam a = i1/, b = Bpy1 /oy € d = B, /a,. Dessa forma,

aZ +b
m2) =77

Além disso, usando o Lema 5.1.1 temos

ad — b — Qny18n — anfny1 £ 0.

2
ay

Seja G(Z) = R, (Z) + g(Z). Visto que f(X) + g(X) é um polindomio de permutacao
sobre [, a fungao induzida por G,, sobre F, \ O,, é injetiva. Defina

a(X —d)+b aX —c

HA(X) = GalX —d) = T +9(X —d) =

+ h(X),

onde ¢ = ad — b e h(X) = g(X —d). Dado u € Fy, v € F} é solugao de H,(X) = u se, e

somente se, z = x — d # —d é solugdo de G,,(Z) = u. Sejam

S=A{(z,y) €Fy xFy:x #ye Hy(x) = Hn(y)},
Vi, ={uveF,: 3z €F, com H,(x) = u}
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e para cada u € Vp, consideremos

H ' (u)={x € F,: H,(x) = u}.

n

Notemos que 0 ¢ H,'(u) para qualquer u € Vi, . Defina n, = |H, ' (u)| e p = |S|. Observe-

mos que
ar —c

v € H 'u) & + h(z) =u < zh(x) —z(u—a) —c=0.

Uma vez que o polinémio Xh(X) — X(u — a) — ¢ tem grau k + 1, ele tem no maximo k + 1
raizes em F,. Consequentemente, n, < k + 1. Além disso, para cada x € H,,*(u), existem

exatamente n, — 1 elementos y € F, tais que z # y e H,(z) = H,(y). Portanto,

p= Y nyng—1) < (k+1) Y (n,—1). (7.1)

uEVHn UEVHn

Ademais, para cada u € Vy,,, existem n,, elementos distintos = € F, satisfazendo H,(z) = u,
de modo que ha n, elementos distintos z € F, tais que G, (2) = u. Como G, é injetivo em
F, \ O,, pelo menos n, — 1 elementos z € O, satisfazem G,,(2) = u. Assim, usando (7.1) e

o fato de que —d € O,,, concluimos que

"
>10,]>1 =) >+ 7.2
20214 Y (- 1) =14 A (72)

UEVHn

Agora, vamos determinar p em fungao de g e k. Dados x,y € F; com z # y, temos

H,(z) = H,(y) & ylax — c+ zh(z)) = z(ay — ¢ + yh(y))
< zy(h(z) — hy)) +clr —y) =0

&S ry———=+c=0.



Consequentemente, i é igual ao nimero de solugoes (z,y) € F s X F, com x # y da equagao
XY

Pelo Lema 7.1.1 e lembrando que k£ = deg h, obtemos
p>q+1—kk—=1)g—(v+k+2),

onde v = (k,q — 1). Portanto, usando (7.2), concluimos que

nk+1)>k+1+p>k+1+q+1—-k(k—-1)y/q—(v+k+2)
=nk+k(k—1)\q>q—v—n.
[

Corolério 7.1.1. Seja f(X) um polindomio de permutagao sobre Fy, com Crk(f) =n>1e

f(X)e L. Sen < (q¢g—1)/2 entdao f(X) nao é um mapa polinomial completo.

Demonstragao. Suponhamos que f(X) e f(X)+ X sejam polinomios de permutacao sobre
[F,. Tomando o polinémio g(X) = X, concluimos pelo Teorema 7.1.2 que n > ¢ — 1 — n,

donde n > (¢ — 1)/2. Logo, tem-se o resultado. O

Observagao 7.1.1. Aproveitando esta dltima demonstragao, vemos que Crk(f) > (¢—1)/2
se f(X) é um mapa polinomial completo e f(X) € L£;. Se, além disso, f(X) tiver uma
representagao Pp,(X) com m = (¢ — 1)/2, entao teremos Crk(f) = m. Utilizando isso,
podemos obter o posto de Carlitz de varios polinomios de permutacao. Veremos, a seguir,

alguns exemplos.
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Dados n > 0 e ¢ uma poteéncia de um primo, consideremos os conjuntos

Prg = {f(X) € Fy[X] : f =Py, para algum P, da forma (4.1)}

P = {f(X) € Ppy:c; #0, parai=3,...,n},

q

onde os «; sao definidos em (5.1). Dessa maneira, todo elemento de 737% pertence a L;.
Em [8], foram obtidos vérios exemplos de mapas polinomiais completos f(X) € 737(12, com
n = (¢ —1)/2 (veja Tabela 4.1 de [8]). Pela Observacao 7.1.1, o posto de Carlitz desses
polinémios vale (¢ — 1)/2. Por exemplo, temos os seguintes mapas polinomiais completos

retirados da Tabela 4.1 de [8]:
o f(X)=5X5+5XT+5X0 4 4X* +2X3 4 5X% +9X +5 € PY;
o g(X) = 10X10 45X+ 5X5 48X+ 12X0 4+ 7X5 42X 46X +4X% +4X +3 € P{y:

o N(X)=T7TXM+ 13X +3X12+ 14X +10X%+5X7+ X0 +6X°+2X1+2X3 +5X2 +
13X +3 € Py,

Assim, Crk(f) = 5,Crk(g) = 6 ¢ Crk(h) = 8. Ha mais exemplos nessa tabela dos quais
podemos obter o posto de Carlitz. Além disso, existe um resultado que fornece muito mais
exemplos de mapas polinomiais completos que pertencem a 737(12, com n = (¢ — 1)/2. Para

o leitor interessado, veja Teorema 2.20 de [§].
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