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Resumo

Dado um corpo finito F, com ¢ elementos, estudamos as propriedades de polinomios
autorreciprocos e de duas transformacoes quadraticas @, R : F,[z] — F,[z] definidas por
fO(x) = 298 f(x + 1/x) e fR(z) = (2x)%8) (271 (x 4 1/x)), introduzidas por Meyn em
1990 e Cohen em 1992, respectivamente. Estas transformagoes levam polinomios de grau
n sobre I, em polindmios autorreciprocos de grau 2n. Apresentamos dois métodos para
construir sequéncias de polinomios autorreciprocos irredutiveis. No primeiro caso, aplicamos
a (Q-transformacgao sucessivas vezes a um polinomio irredutivel sobre um corpo finito de
caracteristica par, e no segundo caso aplicamos a R-transformacao sucessivas vezes a um
polinomio irredutivel sobre um corpo finito de caracteristica impar, sendo que, em ambos os
casos, supomos algumas hipéteses sobre o polindmio inicial. Posteriormente, baseados nos
trabalhos de Ugolini em 2015 e 2016, mostramos como construir sequéncias de polinémios
autorreciprocos irredutiveis usando as mesmas transformacgoes sobre corpos finitos supondo

apenas que o polinomio inicial f é irredutivel.



Abstract

Given a finite field [F, with ¢ elements, we study the properties of self-reciprocal poly-
nomials and two quadratic transformations Q, R : F,[z] — F,[z] defined by f@(z) =
zdel) f(z + 1/2) and fB(x) = (22)%e) f(27'(z + 1/x)), introduced by Meyn in 1990 and
Cohen in 1992, respectively. These transformations take n degree polynomials over F, to
2n degree self-reciprocal polynomials. We present two methods to construct sequences of
irreducible self-reciprocal polynomials. In the first case, we apply the Q-transformation suc-
cessive times on an irreducible polynomial over a finite field of even characteristic, and in the
second case we apply the R-transformation successive times on an irreducible polynomial
over a finite field of odd characteristic, but in both cases, we suppose some hypotheses on
the first polynomial. After, based on the works of Ugolini in 2015 and 2016, we show how to
construct sequences of irreducible self-reciprocal polynomials using the same transformations

over finite fields supposing only that the first polynomial f is irreducible.
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Introducao

O estudo de polinomios irredutiveis sobre corpos finitos é fundamental para a construcao
de extensoes finitas de corpos finitos e para a determinagao de uma aritmética nestas ex-
tensoes. O conhecimento da aritmética de corpos finitos, por sua vez, é importante em
diversos tépicos relacionados a criptografia que tém sido estudados nas ultimas décadas
(veja, por exemplo, [4], [13], [26]).

Além do interesse intriseco no estudo de polinémios autorreciprocos sobre corpos fini-
tos, estes também possuem aplicagoes em teoria de cédigos (ver [6] e [25]) e em combi-
natéria (ver [14]). Uma forma de construir polindémios autorreciprocos irredutiveis de grau
arbitrariamente grande pode ser realizado via sequéncia de polindomios autorreciprocos ir-
redutiveis. Neste trabalho, apresentamos a construcao de duas sequeéncias de polinomios
autorreciprocos irredutiveis definidas pela aplicacao de transformagoes quadraticas sucessi-
vas vezes a um polinomio irredutivel inicial sobre F, de modo que, apés cada transformacao,
o grau do polinémio aumente e ele se mantenha irredutivel sobre o corpo de base F,. Mais

especificamente, sobre um corpo de caracteristica par, utilizamos a transformacao
Q: f(x) = [O(x) = 2% f(z + 1 /)
e, sobre um corpo de caracteristica impar, a transformagao
R: f(z) = ff(x) = (20)* D f27 (z + 1/x)).

Em 1969, Varshamov e Garakov [23] provaram que, sobre o corpo com dois elementos, a
transformacao quadratica () preserva a irredutibilidade se, e somente se, os coeficientes do
termos de grau 0 e 1 do polindmio original forem 1. Esse resultado foi generalizado para

corpos finitos de caracteristica par em 1990, por Meyn [12]. Neste mesmo artigo, Meyn
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determinou condigoes sobre os coeficientes de um polinomio irredutivel em caracteristica par
de modo que, apés cada aplicagao da (Q-transformacao, o polinomio permanecesse irredutivel.
Em 1992, Cohen [8] provou um resultado semelhante para corpos finitos de caracteristica
impar, desta vez utilizando a transformacao quadratica R.

Posteriormente, sequéncias de polinomios irredutiveis, nao necessariamente autorreciprocos,
definidas por outros tipos de transformagoes foram descobertas: Chu em 1996 [7] através de
transformagoes ctuibicas, Kyuregyan em 2003 [9] e em 2006 [10] através de transformagoes
quadréticas, entre outros. Veja, por exemplo, as citagoes nos artigos [7], [9] e [10].

Em 2015, Ugolini [21] desenvolveu um método, usando a R-transformagao, para criar
uma sequéncia de polinomios irredutiveis sobre um corpo de caracteristica impar a partir
de um polinomio irredutivel qualquer. Todos os termos desta sequéncia sao polindmios
autorreciprocos, exceto um nimero finito de termos iniciais. Em 2016, o mesmo autor [22]
utilizou um método para construir uma sequéncia de polinémios irredutiveis sobre um corpo

finito de caracteristica par a partir da (@), «)-transformagao definida por

FO @) = 2" f(x + a/x),

onde a # 0 é um elemento do corpo base e f possui grau n, a partir de um polinomio
irredutivel qualquer. O caso particular o = 1 gera uma sequéncia onde todos os termos sao
polinémios autorreciprocos, exceto um numero finito de termos iniciais.

Esta dissertagao se baseia na teoria desenvolvida nos artigos Meyn [12], Cohen [8], Ugolini
[21] e Ugolini [22].

No primeiro capitulo, apresentamos resultados bésicos sobre corpos finitos e fazemos
uma breve introducao a teoria de grafos. No segundo capitulo estudamos algumas pro-
priedades de polindbmios monicos autorreciprocos irredutiveis sobre corpos finitos, tais como

a quantidade de polindbmios monicos autorreciprocos irredutiveis de grau fixado, bem como
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o produto de todos os polinomios deste tipo de mesmo grau. Definimos a -transformacao
e a R-transformagao e, por fim, construimos as sequéncias de polindomios autorreciprocos
irredutiveis desenvolvidas por Meyn e Cohen. No terceiro capitulo, definimos a (@, «)-
transformacao de polinomios sobre um corpo finito de caracteristica par e definimos um
grafo associado a essa transformacao. Por fim, construimos a sequéncia de polinomios ir-
redutiveis sobre este corpo desenvolvida por Ugolini. No quarto capitulo, apresentamos
algumas propriedades da R-transformacao em polinomios sobre um corpo de caracteristica
impar e definimos um grafo associado a essa transformacao. Por fim, construimos a sequéncia

de polinomios irredutiveis sobre este corpo desenvolvida por Ugolini.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentamos algumas defini¢oes e resultados béasicos sobre corpos finitos
e grafos que serao uteis ao longo dos préximos capitulos.

Na primeira segao, caracterizamos a estrutura de corpos finitos, definimos polinomios
irredutiveis e apresentamos uma propriedade do conjunto de raizes de um polinomio irre-
dutivel. A segunda secao é dedicada ao estudo de propriedades das fungoes traco e norma. Na
terceira secao, definimos a fungao de Mdobius e calculamos o niimero de polindmios monicos
irredutiveis de cada grau sobre [F,. Na quarta secao, determinamos todos os polinémios f
de grau 2 que sao irredutiveis sobre F, a partir do nimero de solugoes em F, da equagao
f(x) = 0. Na ultima secao, introduzimos alguns conceitos relacionados a teoria de grafos.

As demonstracoes de todos os resultados apresentados nas quatro primeiras secoes podem

ser encontrados em [11] e [15]. A tltima se¢do ¢ baseada em [5].

1.1 Corpos finitos

Dado um anel R, definimos a caracteristica de R como sendo o menor inteiro n > 0 tal
que nr = 0 para todo r € R. Caso nao exista um inteiro n > 0 satisfazendo esta propriedade,
dizemos que R possui caracteristica 0.

Se F' é um corpo finito e 1 é o elemento neutro multiplicativo de F', entao existem inteiros
m >k tais que m-1==Fk-1, ouseja, (m—=~k)-1=0,logo (m—=Fk)-r=r-(m—=%k)-1=0
para todo r € R, portanto a caracteristica de F' é positiva. Se n > 0 é a caracteristica
de F, entao n deve ser um primo. Caso contréario, se n = st, onde 1 < s,t < n, entao
0O=n-1=(s-1)(t-1),logos-1=0o0ut-1=0, portanto sr = 0 para todo r € R ou tr =0

para todo r € R, contrariando o fato de n ser a caracteristica de R.
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Seja p um primo. Denotamos por F, = Z/pZ o corpo finito contendo p elementos. Se F
¢ um corpo finito de caracteristica p, entao F' é uma extensao de F, e, consequentemente,
um espago vetorial de dimensao finita sobre F,. Se n = [F' : F,], entdo F' possui uma
base {as,...,a,} sobre F,. Desta forma, todo elemento a € F pode ser escrito da forma
a = biay + ... + byay,, onde by, ..., b, € F,. Como F, possui p elementos, segue que F' possui
p" elementos.

Por outro lado, dados p primo e n > 1 inteiro, pode-se provar que as p" raizes distintas
de 27" — z € F,[x] no fecho algébrico de F, formam de fato um corpo F, e que todo corpo
com p" elementos ¢é isomorfo a F. Assim, dado ¢ = p”, denotamos por [, o tinico (a menos
de isomorfismo) corpo com ¢ elementos.

Por defini¢ao, todos os elementos de F, satisfazem a? = «, enquanto todos os elementos
do grupo multiplicativo F; = F,\{0} satisfazem a? ! = 1. O resultado a seguir caracteriza

a estrutura do grupo Fy.

Teorema 1.1.1. ([11], Teorema 2.8) Seja F, um corpo finito. Entdo o grupo multiplicativo

IF;; ¢ ciclico.

Se a é um gerador do grupo F7, entao o € dito um elemento primitivo de F,.
Vimos acima que se ¢ = p", p primo, entao F, é um subcorpo de F,. O teorema a seguir

determina todos os subcorpos de F,.

Teorema 1.1.2. ([11], Teorema 2.6) Seja F, o corpo com ¢ = p" elementos. Todo
subcorpo de F, € da forma Fpm, onde m > 1 divide n. Reciprocamente, para todo m > 1 tal

que m | n, Fym € um subcorpo de F,.

A seguir, definimos polinémios irredutiveis sobre corpos finitos e determinamos todas as

raizes de um polindémio irredutivel a partir de uma raiz qualquer.

Definicao 1.1.3. Seja f € F,[z] um polinémio de grau n > 1. Se f(z) = g(z)h(z),

g, h € F,[z], implica que g ou h é constante, entdo f ¢é dito irredutivel sobre F,.
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Teorema 1.1.4. ([11], Teorema 2.14) Seja f um polinomio irredutivel de grau n sobre
F,. Entao [ possui uma raiz o em Fypn e todas as n raizes distintas de f sao dadas por

2 n—1
a, a0t € Fygn.

Se a € Fyn e f é um polindmio moénico irredutivel de grau d sobre F, tal que f(a) =0,
dizemos que f é o polinémio minimo de « sobre Fy. Pelo Teorema 1.1.4, Fy(a) = Fa e,
como a € Fgn, segue que Fa é um subcorpo de Fgn. Pelo Teorema 1.1.2, temos d | n. Se
g € F,[z] é outro polinomio satisfazendo g(a) = 0, entao f(x) | g(x).

Dado um polindmio f monico irredutivel de grau n sobre F,, dizemos que f é um
polinémio primitivo sobre F, se f é o polinomio minimo de um elemento primitivo de Fgn.
Se f ¢ um polinémio primitivo de grau n sobre F,, pode-se verificar que todas as raizes de

f sao elementos primitivos de Fn.

1.2 Tracos e normas

Nesta secao, definimos as fungoes trago e norma sobre corpos finitos e enunciamos algumas

propriedades destas funcoes.

Definigao 1.2.1. Para cada a € Fyn, definimos o trago Trg,, /r, de a sobre F, e a norma
NFqn JF, de a sobre F, por
n—1

Tre, /e, (@) = atal+a” ..+’

N]Fqn/]Fq (OZ) =a-af- qu2 . qun71 — Oé(q"—l)/(q—l)'

Se f possui grau d e é o polinomio minimo de o € Fyn sobre F,, entao as raizes de f

~ 2 d—1 kd . . ’
sao dadas por a,a?,a?,...,a9 | e a? = « para todo inteiro k£ > 0. Logo, as raizes do

polinémio g(x) = f(x)"? sdo o, a?,a”,...,a? " Seja

g =@ —a)(z—a?) - (x—a” ) = 2" + an_12" " + ... + a12 + ap € F [z].
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Entao

Trp,.r, (@) = —an-1 ¢  Np./m,(a) = (—1)"a,.

Em particular, se F (o) = Fgn, temos g(z) = f(x). Observamos também que Try , /r, () €
Ng, . /r, (@) s20 elementos de Iy, visto que g € Fy[z].

As proposicoes a seguir apresentam outras propriedades basicas de Trp 0 /F, € NF o /F,-

Proposigao 1.2.2. ([11], Teorema 2.33) Sejam o, 3 € Fpn e c € F,. A fungdo Try,, /v,

possut as sequintes propriedades:
(i) Trg, . /p, (o + B) = Trg . jr, () + Trr,. /5, (5)-
(i) Trp . /r,(ca) = cTrp ., ().
(i11) Trg . r, : Fgno — Fy € uma fungao sobrejetiva.
(iv) Trg, .k, (c) = nc.
(v) Trg . pr, () = Trp ., ().

Proposigao 1.2.3. ([11], Teorema 2.28) Sejam «,8 € Fpn e ¢ € Fy. A fungdo Ny, /r,

possui as sequintes propriedades:

(i) Ng,.r,(@B) = N, /k, (@)NF,_. /5, (5)-

(i) N /p, : Fgn — By € uma fungao sobrejetiva e Ng_, v, () = 0 se, e somente se, a = 0.
(i) Nr./r,(c) = c".

(v) Nr,./r,(@?) = Ng_, /r, ().
Proposicao 1.2.4. ([11], Teorema 2.26 e Teorema 2.29) Sejam K, F, L corpos finitos
tais que K C F C L ea € L. Entao

(i) Trp k() = Trp/k(Trp p(a)) (Transitividade do Trago)
(i) N/ (o) = Np/g(Npyp(a)) (Transitividade da Norma)

16



1.3 Polinoémios irredutiveis e a funcao de Mobius

A seguir, apresentamos a definicao da funcao de Mobius e uma propriedade desta fungao.

Definicao 1.3.1. Definimos a fungao de Mdbius como sendo a funcao p : N* — 7Z tal que

1, sen =1,
p(n) = (—1)’“, se n € o produto de k primos distintos,
0, se n é multiplo do quadrado de um primo.

Lema 1.3.2. ([11], Teorema 3.23) Para todo n € N*, a funcdo de Mébius satisfaz

1, sen=1,

> uld) =
din

0, sen>1

O resultado enunciado a seguir também é conhecido como a férmula de inversao de

Mobius.
Teorema 1.3.3. ([11], Teorema 3.24)

(i) Sejam G um grupo aditivo abeliano e duas func¢ées h, H : N* — G. Entao

H(n) = h(d)

dn

para todo n € N* se, e somente se,

) = 3 /() = 3 () Hnf )
dln

dln

para todo n € N*.

17



(ii) Sejam G um grupo multiplicativo abeliano e duas fun¢oes h, H : N* — G. Entdo

H(n) =[] nd)

din

para todo n € N* se, e somente se,

h(n) =[] H(@» D =] H(n/dy"

din dn
para todo n € N*.

Com o auxilio da funcao de Mobius e da férmula de inversao de Mébius, podemos calcular
o produto I, , de todos os polinomios monicos irredutiveis de grau n > 1 sobre F, e o nimero

N,(n) de polindomios monicos irredutiveis de grau n > 1 sobre F,,.

Teorema 1.3.4. ([11], Teorema 3.25 e Teorema 3.29) Para todo n > 1, o polinémio

I, € 0 nimero Ny(n) sdo dados por

In(2) = H(qu B x)u(n/d) _ H(mqn/d B x)u(d)

dln dln

Nyfn) = =57 plnfd)a" =~ S (g

dn din
Utilizando o resultado do Teorema 1.3.4 e o fato de que (1) =1 e pu(d) > —1 para todo

d > 1, concluimos que

N > n o n/d > = n_nl_“'_ 2 I no_ > 0.
J(n) = — g d§| ¢ =~ (¢"—a ¢ —q)=—q 1
d>1

Portanto, para todo ¢ e todo n > 1, existe um polinomio irredutivel de grau n sobre F,.
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1.4 Irredutibilidade de polinomios de grau 2

Nesta secao, calculamos o ntimero de solugoes de equacoes quadraticas sobre F,. Como
um polinomio de grau 2 ¢ irredutivel sobre [F, se, e somente se, nao possui raizes em I,
entao os resultados a seguir caracterizam os polinomios irredutiveis de grau 2 sobre corpos

finitos.

Proposigao 1.4.1. Sejam q impar e f(x) = ax® + bz + ¢ € F,[x] um polinomio de grau 2.

Entao a equagdo f(x) =0

(i) possui exatamente uma solugio em F, se b* — dac = 0.

(ii) possui duas solugdes distintas em F, se b* — 4ac é um quadrado em [y
(iii) nao possui solugoes em Fy se b* — 4ac nao é um quadrado em 5.
Demonstracao. Por hipdtese, 2a # 0. Seja

2 bQ

g@)zf(x—%):cm —E+c.

Pela definigao de g, o nimero de solucoes de g(x) = 0 sobre F, é o mesmo de f(z) = 0 sobre
F,. Como g(x) = 0 é equivalente a

2 = ﬁ (62 — 4ac)

e 4a? é um quadrado em F,, entdao g(z) = 0 possui pelo menos 1 solugao em F, se, e somente
se, b* — 4ac é um quadrado em F,. Se b? — 4ac = 0, entdo a tnica solugao de g(x) = 0
éx=0. Se b —4dac € Fy ¢ um quadrado e a € F} satisfaz g(a) = 0, entdo —a # a e

9(=a) = g(a) = 0. O

Proposigao 1.4.2. Sejam m > 1 e f(x) = ax? + bx + ¢ € Fom[z] um polinémio de grau 2.

Entao a equagao f(x) =0
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(i) possui exatamente uma solu¢ao em Fam se b= 0.
(i) possui duas solugoes distintas em Fom se b # 0 e Trg,,, v, (ac/b?) = 0.
(i) nao possui solugoes em Fom se b# 0 e Trp,,, /m,(ac/b?*) = 1.

Demonstragdo. Suponha b= 0. Entdo f(x) = 0 é equivalente a 22 = ¢/a. Como

c/a = (c/a)?" = ((C/a)2m—1)27
temos
0=a*+ e/ ) = (w4 (cfa)™ ")

o que implica que f(x) = 0 possui uma tnica solugdo em Fom.

Suponha b # 0. Sejam d = ac/b? e g(z) = > + r + d. Entao

o (52) = (52 + 5o+ 5 = /o)

o que implica que o nimero de solugoes de g(z) = 0 sobre Fym é 0o mesmo de f(z) = 0
sobre Fom. A seguir, mostramos que existe um elemento o € Fom satisfazendo g(a) = 0 se,

e somente se, Trp,,, /r,(d) = 0. Se g(a) = 0 onde a € Fom, entao
Treym i, () = Trr,pn 5, (@) + Triy pry (@) = 0.
Por outro lado, se Try,,, /r,(d) = 0 e a € Foem satisfaz g(a) = 0, entdo

Q'mfl

0= Trp,./m(d)=d+d>+d" +..+d
= (@®4+a)+(@*+ad) + ..+ (@ +a¥)

m
= a+a?",
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. . m . 7 .
o que implica o = a?”, ou seja, o € Fym. Por fim, observamos que se o € Fom é uma raiz de

g, entao v + 1 também ¢, visto que

gla+) =(a+1)P+(a+)+d=a’+a+d=gla)=0.

1.5 Grafos

Nesta secao, definimos alguns conceitos relacionados a grafos que serao utilizados nos
capitulos 3 e 4. Ao leitor interessado em se aprofundar no estudo sobre teoria de grafos,
recomendamos o livro [5].

Definimos um grafo direcionado (finito) G' como sendo um par (V, E), onde V ¢é um
conjunto finito de objetos denominados vértices e E é um conjunto de pares ordenados de
vértices denominados arestas direcionadas. Dizemos que dois vértices vy, v9 sao adjacentes
se (v1,v2) ou (vg,v1) é uma aresta direcionada de G. Ao descrever um grafo G por meio de
um diagrama, geralmente representamos cada vértice por um ponto ou um circulo e cada
aresta direcionada e = (v, v3) por uma seta ligando vy a vs.

Dado um grafo direcionado G, definimos o grafo invertido de G como sendo o grafo G’
tal que G e G’ possuem o mesmo conjunto de vértices V', e cada aresta direcionada de G’ é
da forma e’ = (vy,v1), onde e = (vy, v3) é uma aresta direcionada de G.

Dizemos que dois grafos direcionados Gy = (Vi, Ey) e Gy = (Va, E) sdo isomorfos se
existe uma bijegao 1 : Vi — V5 tal que (u,v) € E se, e somente se, (¢(u),1(v)) € Es. Se

(GG1 e G5 sao isomorfos, entao #V; = #V,, #FE, = #FE5 e, para cada v € 1V, temos

#HreVi|(v,2) € Ea} = #{z € Va [ (¥(v),2) € Ex}
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#HreVi|(z,v) € Ea} = #{z € Va | (z,4(v)) € En}.

Se G1 = (V1, Ey) e Gy = (Va, E3) sdo grafos direcionados tais que Vo C V) e By C EY,
dizemos que Gy é um subgrafo de G1. Se G # G5 e G4 é um subgrafo de G, dizemos que
Gy é um subgrafo proprio de Gy.

Um grafo G = (V, E) é dito conezo se, para todos vg,v € V tais que vy # v, existem
vy, ..., Up € V tais que v; e v;11 sao adjacentes para todo 0 < i < n—1, e v, e v sao adjacentes.
Se H é um subgrafo conexo de G tal que H nao é um subgrafo préprio de nenhum subgrafo
conexo de GG, dizemos que H é uma componente conera de G.

Sejam V' = {vy,...,v,}, n > 2, 0 conjunto de vértices de um grafo direcionado G. Dizemos
que G é um ciclo de comprimento n se o seu conjunto de arestas direcionadas é dado por
E = {(v1,v9), (v2,03), ..o, (Vn—1,Vn), (Un,v1)}. Se um grafo G possui um subgrafo que é um
ciclo, dizemos que G contém um ciclo.

Se G = (V, E) é um grafo direcionado conexo, dizemos que G é uma drvore se G nao
contém ciclos e, para cada v € V, (u,v) € F e (w,v) € E implica u = w. Seja G = (V, E)
uma arvore e vg € V tal que (v,vy) ¢ E para todo v € V. Entao dizemos que vy é a raiz de
G e que G é uma drvore enraizada em vy. Se vy, ...,v, € V sdo tais que (v;,v;41) € F para
todo 0 <17 < n — 1, dizemos que v;;1 € um filho de v; e que cada v; pertence ao nivel i de
G. Se v, nao possui filhos, v, é dito uma folha de G. Por fim, definimos a altura de G como

sendo o maior nivel de um vértice de G.

Exemplo 1.5.1. O grafo direcionado G = (V, F) representado a seguir é uma arvore en-

raizada em vy.
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Neste grafo, v possui apenas vi como filho, enquanto vy possui trés filhos vs, a, b; vy possui
dois filhos vs, d; vs possui dois filhos vy4, e; a possui apenas ¢ como filho. Assim, as folhas
de G sao vy, b, ¢, d, e. O vértice vg pertence ao nivel 0, o vértice v; pertence ao nivel 1, os
filhos de v; pertencem ao nivel 2, os filhos de v, e de a pertencem ao nivel 3, e os filhos de

vy pertencem ao nivel 4. Desta forma, G possui altura 4.
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Capitulo 2

Construcao de polindmios autorreciprocos irredutiveis
sobre corpos finitos

Neste capitulo, demonstramos algumas propriedades de polinébmios monicos irredutiveis
autorreciprocos (abreviados por miar) definidos sobre corpos finitos, calculamos o produto
de todos os polinomios miar de grau 2n sobre F, e, consequentemente, a quantidade desses
polinomios. Introduzimos a @Q-transformacao e a R-transformacao de um polinémio e deter-
minamos condigoes necessarias e suficientes nos coeficientes de um polinomio f para que os
polinomios f9 e f¥ sejam irredutiveis. Ao final do capitulo, apresentamos dois métodos —
um em caracteristica par e um em caracteristica impar — para construir uma sequéncia
fo, f1, f2, ... de polinémios miar (exceto, possivelmente, fy) sobre um corpo finito, onde
deg(f;) = 2deg(fi_1), considerando algumas condigdes sobre fj.

A teoria abordada neste capitulo se baseia nos trabalhos de Meyn [12] e Cohen [8].

2.1 Polinémios miar sobre [,

Iniciamos esta se¢ao definindo polinomios reciprocos e autorreciprocos.

Definigao 2.1.1. Seja f(z) = apx™ +a, 12" ' +...+ a17 +ap um polinémio de grau n sobre

[F,. Definimos por
fi(x) =a"f(1/2) = apz” + ay2™ ' + ... + ap17 + ay

o polinomio reciproco de f. Um polinomio é dito autorreciproco se coincide com o seu

reciproco.
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Uma consequéncia imediata da Defini¢ao 2.1.1 é que se 0 é uma raiz de f entao f* possui

grau menor que o de f e, portanto, f nao é autorreciproco.
Proposicao 2.1.2. Seja f € F,[z] um polinomio de grau n.
(i) Se g € Fya), entao (fg)" = fg".

(ii) Se f € autorreciproco, entdo o conjunto de raizes de f € fechado pela aplicagdo inversao

a—1/a.
(ii1) Se f € autorreciproco e f(—1) # 0, entdo n € par.
(iv) Se f € ménico, irredutivel e o conjunto de raizes de f € fechado pela inversao, entao

—f(x), seflr)=z—-Teq#2,

f(z), caso contrdrio.

f(x) =

Demonstragao. (i) Seja m o grau de g. Entao fg possui grau n +m e
(fg)"(z) = 2" f(1/z)g(1/z) = 2" f(1/2) - a™g(1/x) = f*(2)g" (x).

(ii) Como f(z) = z"f(1/z), dado a em alguma extensao de F, tal que f(a) = 0 temos
a"f(1/a) =0, o que implica que 1/« é raiz de f.

(iii) Suponha que f(x) = apz™ + a;z" ' + ... + a1 + ap é um polindmio autorreciproco e
n = 2k + 1 é impar. Podemos escrever

k

fl@) = a;(a"" + '),

=0

7
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(iv) Se f(x) =x—1eq#2° entao f*(x) = —x+1=—f(x). Se f(r) =x—1eq=2°

n—1

entdo f*(x) = —x+1=2+1= f(z). Suponhan > 1esejam a,a?,...,a? € Fn as
raizes distintas de f. Por hipdtese, {a, a4, ....,a?" '} = {1/a, 1/, ..., 1/a?" '}, logo f
e f* possuem as mesmas raizes, portanto f(x) = vf*(x), onde v € F,. Como 1 e —1
nao sao raizes de f e o conjunto de raizes de f é fechado pela inversao, entao n é par

e o produto das raizes de f é 1, logo f* é monico e vy = 1.

O

Como consequéncia da Proposigao 2.1.2 (iii), concluimos que todos os polinémios miar

sobre IF, possuem grau par, exceto o polinomio z + 1.

Teorema 2.1.3. (i) Todo polinomio miar de grau 2n, n > 1, sobre F, € um fator do
polinomio

H,,(z) =291 — 1.

(ii) Todo fator monico irredutivel de grau maior que 1 do polinomio H,, é um polinémio

miar de grau 2d, onde d | n e n/d € impar.
(i11) Se d|n en/d é impar, entdo H, 4| Hyn

Demonstragao. (i) Se f € F,[z] é um polindomio miar de grau 2n, n > 1, entdo as suas
raizes podem ser descritas como a, o, ...,a4" ', onde o € Fpen\F,x para todo k < 2n.
Pela Proposicao 2.1.2 (ii), o conjunto das raizes de f é fechado pela inversao, logo existe

1<j<2n—1tal que o = a L.

Portanto, o é uma raiz de H, (z) = 2%+ — 1.
Como ¢¥ —1 = (¢ + 1)(¢/ — 1), concluimos que H,;(z) | 297~ — 1, o que nos d4

o = a?”. Portanto 2n | 2j. Isso significa que j = n, logo a ¢ uma raiz de H,,,.

(ii) Seja g um fator monico irredutivel de grau k > 1 de H,,. As raizes de g sdo
{a,at, ..., oﬂkfl}, onde a? = a. Se n = sk +1, onde 0 < i < k, entdao a?" = )" =

k\s 1 i, . , . n —
(l@))? = o 6 uma raiz de g. Como « é uma raiz de H,,, temos que a?" = a1
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Assim, o conjunto das raizes de g é fechado pela inversao e, pela Proposicao 2.1.2 (iii)
e (iv), g é autorreciproco de grau par k = 2d. Pelo enunciado do item (i), g divide H, 4
e, pelo mesmo argumento utilizado na demonstragao do item (i), temos que d | n, ou
seja, n = fd para algum inteiro £. Suponha que ¢ = 2r é par. Como « é uma raiz de
g, entdo g | H, 4 implica " =alea?™ =a. Logo a?" = a? = @) = a, 0 que
contradiz o fato de o ser uma raiz de H,,. Portanto, concluimos que ¢ = n/d deve ser

impar.

. . / . . ; ~ d —
(iii) Sejam a € F2¢ uma raiz de Hyq e n = {d, onde ¢ é um inteiro impar. Entéao a?" = o'

. . n d\ e _ , .
implica 4" = 7" = a~!. Portanto, a é uma raiz de Hy,.

]

Definimos o polinomio R, como sendo o produto de todos os polinomios miar de grau

1

. N . . n _ ~
2n, n > 1, sobre F,. Como toda raiz o do polinémio H,, satisfaz a? = o~ entao, se

1

a € F,, devemos ter a = a™', ou seja, a € {1, —1}. Portanto, pelo Teorema 2.1.3,

Hon(w) = (@' =1) J]  Ryalo),

dln
n/d {impar

onde e, = 0 se ¢ for par e e, = 1 se ¢ for impar.

O préximo lema nos dé uma férmula explicita para o calculo de Ry ,.
Lema 2.1.4. Para todo n > 1, o polinomio R,, ¢ dado por

( Hq,n(@

I’l—i—eq — ]_’ sen =2° para algum S 2 07

Rq,n(m) =
H Hq,n/d(l’)“(d)a sen # 2° para todo s > 0.
din

\ d impar
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Demonstracdao. Sejam n = 2°r, onde r é impar e

Hy,
0 —
qu(il?) - x1+eq _ 1 H qu

dn
n/d {impar

Pela férmula de inversao de Mobius, temos

[T Hopal)*@ =TT He a2y = | T] Honsala [Jaer = 1)@

din d|r d|r d|r
d impar

Como Zdh, u(d) = 0 para todo r > 1 e x'™% — 1 nao depende de d, concluimos que

H n/d H n/d

din
d impar

se n # 2°. Se n = 2%, entao o unico fator impar de n é 1, logo

Hyn ()
0 S q,n
H H,n/d H ( )_ZL'I—HE‘I—]..
dln
d impar

Exemplo 2.1.5. O produto de todos os polinomios miar de grau 4 sobre F, é dado por

7T+ 1

Ras(r) = r+1°

Os 4 fatores irredutiveis de Ry2(z) s@o exatamente os 4 polinémios miar de grau 4 sobre Fy:
rrwrd+r?twr 41 2t P et w4 Lt w1 ot et w4

onde w satisfaz w = w? + 1.

Uma aplicacao do Lema 2.1.4 é o teorema a seguir, que determina o nimero exato de
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polinémios miar de grau 2n sobre um corpo finito.

Teorema 2.1.6. Seja S,(n) o nimero de polindmios miar de grau 2n sobre F,. Entdo

(1
2—(61” - 1) se q € impar e n = 2° para algum s > 0,
n
Sq(n) = 1
— u(d)q"/d caso contrdrio.
2n
din
L d impar

Demonstracao. Se g é impar e n = 2%, entao

an‘f'l _ 1
Ryn(x) = 21

Como R,, possui grau ¢" — 1, entdo existem (¢" — 1)/2n polindémios miar de grau 2n sobre
F,.
Se q é par e n = 2°, entao
T —1
R, (r) = ———
Como R,,, possui grau ¢", entao o numero de polinomios miar de grau 2n sobre F, ¢ dado

por

din
d impar

Se n # 2%, entao

deg(R Z pd)deg(Honpa) = Y pld)(@*+1) = Y p(d)g"".

din din
di 1mpar d impar d impar
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Desta forma, existem

d impar
polinomios miar de grau 2n sobre F,. O
Observagao 2.1.7. No Teorema 1.3.4, é calculado o nimero N,(n) de polinémios monicos
irredutiveis de grau n sobre F,. A partir do Teorema 2.1.6, podemos calcular o ntmero
N,y(2n) — S,(n) de polinémios monicos irredutiveis de grau 2n sobre F, que nao sao autor-

reciprocos.

Exemplo 2.1.8. O ntimero de polinomios monicos irredutiveis de grau 30 sobre I, autor-

reciprocos e nao autorreciprocos sao dados, respectivamente, por

1
Se(n) = = (a” —¢" = ¢° +q)

1
Ny(2n) = Sy(n) = —(¢*° — 2¢"° — ¢"° — ¢° + 2¢° + 2¢° + ¢* — 2¢).

2.2 O polindmio ¢
Nesta secao, estudamos uma transformacao quadratica que associa um polinomio de grau
n a um polindmio autorreciproco de grau 2n.

Definigao 2.2.1. Se f(z) = a,2™ + ap12" ' + ... + a1 + ag € Fy[z] é um polindomio de

grau n, definimos a Q)-transformacao de f por
fOz)=a"flx+1/2) =Y a;(1+2?)a""

1=0

A proposicao a seguir, que apresenta uma propriedade importante da Q-transformagao,

pode ser encontrada em [1].
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Proposicao 2.2.2. Se g é um polinomio autorreciproco de grau 2n sobre IF,, entao existe

um nico polinémio f € F,[x] de grau n tal que g = f9.

Demonstragdo. Seja g(r) = apr®" + ... + 12" + ap2™ + a,_ 12" + ... + ag. Entao
n—1 n
g(x) = apz"™ + Z a;(z*" "+ a') = 2" (an + Z an—j(2? + 1/1’9)) .
=0 =1
Definimos go(z) = 1 e g;(z) = 27 + 1/27 para j > 1. Afirmamos que, para cada j > 0, existe

f; sobre F, tal que g;(z) = fj(x +1/x). Os casos j = 0 e j = 1 sdo triviais, basta definir

fo(x) =1e fi(x) = x. Suponha que para todo ¢ < j—1 existe f; satisfazendo esta condigao.

Como
) . U2 7 P P
o+ 1/ + Z ()( I72 ] IR, se j é impar,
. - i
(v +1/x) = e, .

4+ 1/27 + Z (]> (2772 +1/277%) + <.‘;2), se j é par,
: i j
=1

entao existem by, ...,b;_; € I, tais que

v+ 1/27 = (z+ 1/x) + z_:bggg(x) = (z+1/z) + ibgfg([)? +1/z).
=0 =0

Logo, podemos definir
j—1
filw) =27+ befulw).
=0

Portanto, o polinomio

F) = an+ Y- i)
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satisfaz

fQ<x> =" (an + Zan,jfj(x + 1/$)> = g(x)

Como os polinomios autorreciprocos de grau 2n sao determinados por apenas n + 1 de
seus coeficientes, concluimos que o nimero de polinémios autorreciprocos de grau 2n sobre
F, ¢ igual ao nimero de polinomios de grau n sobre IF,. Portanto, dado g autorreciproco de

grau 2n, existe um tnico polinomio f de grau n tal que f¢ = g. O]

Observamos que se f(z) = fi(z)fz(z) é um polinémio redutivel sobre F,, entdo f¢

também ¢é redutivel sobre F,. De fato, se deg(f1) = n; e deg(f2) = no, entdo
fOw) = 2" fi(e + 1/a) folw + 1)) = 2™ filw + 1x) - 2™ fola + L) = [P(2) [ (2).

O préximo lema estuda a fatoracao de f¢ quando f é irredutivel.

Lema 2.2.3. Seja f um polinomio monico irredutivel de grau n diferente de x + 2 sobre
F,. Entio f9 é um polinomio miar de grau 2n ou f9(z) = g(z)h(z) onde g, h sio irre-
dutiveis de grau n sobre ¥, tais que g*(x) = yh(x) para algum v € F} e ambos g, h ndo sao

autorreciprocos.

Demonstragdo. Seja n = 1. Entdao f(x) = x +c para algum c # 2 e f9(z) = 22+ cx + 1. Se
f9 nao for miar, entao f¥ possui uma raiz o € F,. Como o produto das rafzes de f@ é 1,
segue que 1/a também é raiz de f9, e f@(x) = (x — a)(z — 1/a). Por hipétese, ¢ # 2, logo
a # —1, o que implica que f@ é o produto de dois polinomios irredutiveis de grau 1 com as
propriedades desejadas.

Suponha agora n > 1. Se a é uma raiz de f9, entdo a + 1/a é uma raiz de f, pela

defini¢do de f?. Como f ¢ irredutivel, entio F,(a + 1/a) = Fpn e n é o menor inteiro
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positivo tal que
(a+1/a)" =a+1/as (' =1)(a?T —1)=0.

Se @'t — 1 = 0, entdao a?" = a7 !, o que implica a ¢ Fn e, também, o é uma raiz de
291 — 1, logo a € Fgpn. Portanto Fy(a) = Fpen e f@ é miar. Se a"~' — 1 = 0, entdo
F,(a) = Fyn, logo f9 é o produto de dois fatores monicos irredutiveis g, h de grau n. Se um

qn/2+1

desses fatores, digamos g, fosse miar, terifamos n par e g | Hy /2, logo « —1=0,0que

implicaria
(a+1/0)"” =a+1/a,

uma contradi¢do com a minimalidade de n. Pelo fato de f@(z) = g(x)h(x) ser autorreciproco,
temos g(x)h(z) = g*(x)h*(z). Note que h { h*, j& que, caso contrério, h seria autorreciproco
pela Proposigao 2.1.2 (iv), logo devemos ter h | g*, ou seja, g*(z) = vh(z) para algum
v € F. [

De acordo com o Lema 2.2.3, uma forma de construir um polinémio miar de grau 2n
sobre [, é:

(1) gerar um polinémio irredutivel f de grau n,
(2) transformar f em f¢,

(3) calcular mdc(xz4"~t — 1, f9(z)). Se o resultado for 1, entdao 9 é um polindémio miar,
caso contrario recomecamos em (1).

Um critério mais simples para decidir se f€ é ou nao miar é apresentado no lema a seguir.

Lema 2.2.4. Sejam f um polinomio irredutivel de grau n sobre F, e 8 € Fyn uma raiz de

f. Entao f@ é irredutivel sobre F, se, e somente se, o polinémio

g(x) = 2* — Br + 1 € Fpulz]
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¢ irredutivel sobre Fyn.

Demonstracdo. Seja o umaraiz de f¢. Entdo 3 = a+1/a é umaraiz de f e o é uma raiz de g.
Suponha g irredutivel sobre Fyn. Entao [Fyn(a) : Fgn] = 2, 0 que implica Fyn(a) = F2n, logo
f9 ¢irredutivel sobre F,. Por outro lado, se f¢ ¢ irredutivel sobre FF,, entdo [F,(«) : F,] = 2n,

o que implica [Fyn(a) : Fyn] = 2, logo g é irredutivel sobre Fn. O

Observagao 2.2.5. De acordo com o Lema 2.2.4, podemos determinar a irredutibilidade
de f% sobre F, a partir da irredutibilidade de um polinémio de grau 2 sobre F .. Pela
Proposigao 1.4.1, se ¢ é {mpar, o polinomio g(z) = 2* — Bz + 1 é irredutivel sobre Fn
se, e somente se, 32 — 4 nao ¢ um quadrado em F,.. Pela Proposigao 1.4.2, se ¢ ¢é par,

entdo o polindémio g(z) = 2® — Bz + 1 é irredutivel sobre F,» se, e somente se, 3 # 0 e

Tl"Fqn/ﬂr2(1/62) =1.

2.3 Sequéncias de polinomios miar sobre Fon via ()-transformacao

O objetivo desta segao é construir, a partir de um polinémio irredutivel fy € Fom[z], uma
sequéncia de polinémios indutivamente por f; = fﬁl, 1 > 1, tal que todos os termos sejam

miar (exceto, possivelmente, o polinomio fy). Para isso, precisamos supor que o polindémio

inicial fy seja do tipo A, cuja definicao apresentamos a seguir.

Definigao 2.3.1. Sejam m > 1 e f(x) = 2" + a,_ 12" ' + ... + a1z + a9 € Fom[z] um
polinomio irredutivel diferente do polinémio z. Dizemos que f é um polinémio do tipo A se

TI‘FQ"L/]FQ (a‘l/a’o) = TI‘IFQHL/]FQ (anfl) = 1

Teorema 2.3.2. Sejamm > 1 e f(z) = 2" +a, 12" '+ ...+ a1x+ay € Fom[x] um polindmio
irredutivel diferente do polindmio x. Entio f9 € irredutivel sobre Fom se, e somente se,

TI']F2m/IF2 (Cbl/ao) =1.
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Demonstracao. Pelo Lema 2.2.4 e pela Observacao 2.2.5, f@ é irredutivel se, e somente se,

Trpymn w, (1/6%) = 1, onde 8 € Fomn é uma raiz qualquer de f. Como

Tr8yn /5 (1/87) = (Trpymn e, (1/5))?

e Trp,mn r, (1/8) € Fa, entdo

Trpymn /75 (1/8%) = Trpymn /r, (1/8)-

Pela transitividade do trago, temos

Treymn /85 (1/8) = Tregm /5y (TrE 0 /5ym (1/6)).

Como f3 é raiz de f, entao 1/ é raiz de f*(x)/ag = 2™ + (a1/ag)x™* + ... + 1/ag, portanto
Trkymn 7ym (1/6) = a1/ ao.

Assim, Try,,, /r,(a1/ag) = 1 se, e somente se, Trg,,.. /r,(1/8) = 1. O

Coroldrio 2.3.3. (Varshamov e Garakov, [23]) Seja f(z) = 2" +a, 12" ' +...+ajz+1 €

Fyz] um polinémio irredutivel. Entdo f9 ¢ irredutivel sobre Fy se, e somente se, a; = 1.

Demonstracao. Segue do Teorema 2.3.2, visto que a funcao traco, neste caso, é a identidade.

]

Corolério 2.3.4. Seja f(x) = 2" +a, 12" '+ ...+ a1z +ag € Fy[z] um polinomio irredutivel

diferente do polinémio x. Entdo f € irredutivel sobre F, se, e somente se, a; # 0 e a; # aq.

Demonstragdo. Seja Fy = {0,1,w,w?}, onde w é uma raiz de z*> + z + 1 € Fy[z]. Calculando

o traco absoluto de cada elemento de [F4, temos

Tr]F4/1F2 (0) = Tr]F4/IF2(1) =0; TrF4/]F2(w) = Tl"15‘4/15‘2 (w2) =1
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Logo, o Teorema 2.3.2 nos garante que ¢ é irredutivel se, e somente se, a;/ag ¢ {0,1} ou,

equivalentemente, a; # 0 e a1 # ag. m

No Exemplo 2.1.5 encontramos todos os quatro polindmios miar de grau 4 sobre [Fy.
Pelo Corolario 2.3.4, esses mesmos polindmios também poderiam ser encontrados através da
transformacdo f — f@ nos polinomios irredutiveis 22 + wx + 1, 22 + w?z + 1, 22 + = + w,

22+ + w2

Observacao 2.3.5. Podemos utilizar um raciocinio semelhante ao feito no Corolario 2.3.4
para encontrar um critério de irredutibilidade em cada corpo finito de caracteristica 2. En-
tretanto, esse critério dependerda do elemento primitivo escolhido e nao pode ser expresso

apenas pelos coeficientes de f.

Teorema 2.3.6. (Meyn, [12]) Sejamm > 1 e f(z) = 2" +a, 12" ' +...4+a12+ag € Fom|z]
um polinomio irredutivel. Entio f9(x) = x® + dja® '+ ...+ dja + 1 é um polindmio miar
do tipo A se, e somente se, f ¢ do tipo A.

Demonstracao. Denotamos por K = Fom, F' = Fomn, L = Fy2mn. Suponhamos que f é do
tipo A. Pelo Teorema 2.3.2, f% é irredutivel. Resta mostrar que Try/p,(a]) = 1. Se o é uma
raiz de f9, entdo 3 = a+ 1/a é uma raiz de f e o é uma raiz de g(z) = 2? + Sz + 1 € F|z].

Entao,

TI“L/F(Oé) = f3; TI"L/K(Oé) = (1/1; TI"F/K(ﬁ) = ap—1.

Pela transitividade do trago temos

Trg/r,(ay) = Tresr, (Tro k(a))

T i (Tez ()
Trri(5))

= TI"K/F2 Qp— 1)

(
(
(
(
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Suponhamos agora que f nao é do tipo A. Entao Trg/r,(a1/ag) = 0 ou Trg/r,(a,—1) = 0.
No primeiro caso, f@ nao é irredutivel pelo Teorema 2.3.2. No segundo caso, pelas mesmas
contas feitas acima, temos Trgr,(a}) = Trg/r,(an—1) = 0. Em ambos os casos, f9 néao é

miar do tipo A. O

Como consequéncia do Teorema de Meyn, se fy é um polinomio do tipo A de grau n,
entao a sequéncia dada por f; = fl-("zl, i > 1, é formada apenas por polinémios miar. Em [3],
é provado que existem polinomios do tipo A de grau n sobre Fom para todos os valores m, n,
exceto (m,n) = (1,3). Portanto, a @Q-transformagao nos permite construir polinémios miar
de grau arbitrariamente grande sobre Fom a partir de um polinémio inicial fo do tipo A de

grau n, para todos m,n tais que (m,n) # (1, 3).

2.4 Sequéncias de polinomios miar sobre corpos de caracteristica

impar via R-transformacao

Seja IF, um corpo de caracteristica impar. O teorema a seguir caracteriza os polinémios

monicos irredutiveis f@ € F,[x].

Teorema 2.4.1. Seja f um polinomio monico irredutivel sobre um corpo IF, de caracteristica

impar. Entio f9 é irredutivel sobre F, se, e somente se, f(2)f(—2) ndo é um quadrado em
F

q-

Demonstracao. Sejam n o grau de f e 8 € Fyn uma raiz de f. Pela Observagao 2.2.5, basta

mostrar que 32 — 4 nao ser um quadrado em F,. é equivalente a f(2)f(—2) ndo ser um
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quadrado em [F,. Temos que

3?2 — 4 ndo é um quadrado em Fn < (82 —4)@"~D/2 = 1
& ({2~ B)(—2 ~ Ao -leDyev =
< {[Ng, /5, (2 = B)NE, /(=2 = B}V = -1
& (J2)f(~2))6-v2 = 1
< f(2)f(—2) ndo é um quadrado em F,.

Acima utilizamos que Ng_, /r,(£2 — ) = (=1)"h(0), onde h(z) = f(£2 — x) é o polinémio
minimo de £2 — /3 sobre F,. O

Exemplo 2.4.2. Pelo Teorema 2.1.6, existem 6 polinomios miar de grau 4 sobre F5. Dos 10
polinémios monicos irredutiveis de grau 2 sobre Fj, 6 deles satisfazem f(2)f(—2) ¢ {£1}.
Sao eles: 22 +x+2, 22+ 22+ 3, 22+ 20 +4, 22 + 32+ 3, 22 + 3z +4, 22 +4x + 2. Portanto,
aplicando a Q-transformacao a cada um desses polinomios, obtemos os 6 polinomios miar

de grau 4 sobre Fs.

Defini¢ao 2.4.3. Sejam f um polinémio de grau n sobre F,, onde ¢ é fmpar, e g(z) =

2" f(x/2). Definimos a R-transformacao de f por ff(z) = ¢g%(z).

Segue diretamente da definicao que f# é autorreciproco de grau 2n e que f¥ é monico se,

e somente se, f ¢ monico. Como ¢g%(x) = 2"g(z + 1/z), uma forma alternativa de calcular
f é dada por

fiz) = 22)"f(27 (= + 1/2)). (2.1)

Na se¢ao anterior, o Teorema de Meyn nos permitiu construir sequéncias de polinomios

miar via @Q-transformacao em corpos finitos de caracteristica par. O proximo teorema,

desenvolvido por Cohen, apresenta um resultado semelhante em caracteristica impar, desta

vez utilizando a R-transformacao.
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Teorema 2.4.4. (Cohen, [8]) Sejam q impar e fy um polindmio moénico irredutivel de grau
n > 1 sobre Fy, onden € par se ¢ = 3 (mod4). Suponha que fo(—1) fo(1) ndo é um quadrado
em F,. Entao todos os polinémios da sequéncia definida por fin = fF, i > 0, sdo miar

exceto, possivelmente, fy.

Demonstragao. Dado f(z) € F,lz], denotamos \(f) = f(—1)f(1) € F,. Primeiramente,

provamos por indugao em ¢ que existe ¢; € [, tal que

Mfi) = i (o),

para todo i > 0. Suponhamos ¢ = 1. Entao, pela Equagao (2.1),

Mf) = for (=D fH1) = (=1)"4"A(fo).

Se ¢ =1 (mod4), entdo —1 é um quadrado em F,. Se ¢ = 3 (mod4), entdo, por hipdtese,
n é par, logo (—1)" = 1. Em ambos os casos, (—1)"4™ é um quadrado em F,, portanto
Af1) = EX(fo) para algum ¢; € F,. Supondo que vale A(f;) = ¢?A(fy) para algum i > 1,

temos, pela Equagao (2.1),
Mfir1) = LR = (=172 A () = (97 7)°Af).

Portanto A(fi+1) = ¢Z,1A(f;) para algum ¢; 1 € Fy. Por hipétese, A(fo) ndo é um quadrado
em F,, logo A(f;) ndo é um quadrado em F,, para todo ¢ > 1.

Seja gi(x) = 22" f;(2/2). Segue que fiy, = fF = g°. Por hipétese, fy é irredutivel sobre
F,, logo go ¢ irredutivel sobre F,. Suponha, por inducao, que f;, @« > 0, é irredutivel sobre
F,. Entao g; é irredutivel sobre F, e, pelo Teorema 2.4.1, f;1; ¢ irredutivel se, e somente se,
9:(—2)gi(2) ndo é um quadrado em F,. Como g;(—2)g:(2) = 4*"A(f;), concluimos que fi

¢ irredutivel sobre F,. O
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Observacao 2.4.5. Ressaltamos que, para todo n > 1, existe um polinomio f; sobre F,
tal que fo(—1)fo(1) ndo é um quadrado em F,. De fato, pelo Teorema 2.1.6, existe um
polinémio miar h de grau 2n, logo h = ¢? para algum polinomio irredutivel g de grau n,
portanto fo(z) = 27"¢(2z) é monico e irredutivel. Pelo Teorema 2.4.1, g(—2)g(2) nao é um

quadrado em F,, logo fo(—1)fo(1) nado é um quadrado em F,.

40



Capitulo 3

Uma generalizacao do Teorema de Meyn em corpos de
caracteristica par

O objetivo deste capitulo é desenvolver um algoritmo para construir uma sequéncia de
polinomios miarsobre Fom semelhante a construida a partir do Teorema de Meyn. Neste caso,
a Unica hipdtese que vamos supor sobre o polinémio inicial fy é que ele seja irredutivel. Para
isso, definimos a reta projetiva P! (Fom) = Fom U {00}, a aplicagio 0, : P (Fom) — P (Fam ),
onde o € F3, ¢ fixo, construimos um grafo associado a essa aplicacao cujos vértices sao
os elementos de P!'(Fym), e associamos 6, a uma transformagao quadratica (@, «). Essas
ferramentas nos permitem construir sequéncias de polinomios irredutiveis a partir de um
polinomio irredutivel qualquer, e o caso especial & = 1 nos permite encontrar um polinomio
do tipo A. Os resultados apresentados neste capitulo se baseiam no trabalho de Ugolini [22].

A partir deste capitulo, denotaremos por v5(n) o maior inteiro £ tal que 2¢ divide n.

3.1 A aplicagao 6, e o grafo Gr,,(«a)
Dado a € F%,., definimos a aplicacao 6, : P! (Fym) — PY(Fym) por

00, se x € {0, 00},

xr+ afz, caso contrério.

Podemos construir um grafo direcionado Gr,,(a) associado a aplicacao 6,. Para isso, basta

representar cada elemento de P!(Fyw ) por um vértice e definir uma aresta direcionada (31, 32)

se B = Ha(ﬁl)-

Dizemos que um elemento 3 € P!(Fym) é 6,-periédico se 6%(3) = 3 para algum inteiro
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positivo k. Se 8 é f,-periédico e k é o menor inteiro positivo tal que 8%(3) = 3, entdo o
vértice 5 em Gry,(«) pertence a um ciclo de comprimento k. Podemos verificar que se 8 nao
é perfodico, entdo existe d > 1 tal que 84(83) é periédico. De fato, como P!(Fym) é finito,
existem inteiros positivos d < d + e tais que 64(3) = 027(3).

A seguir, mostramos que, para todo « € F5.., os grafos Gr,,(a) e Gr,,(1) sao isomorfos.

Dado v € F3,., definimos uma bijecao 1, em P!(Fam) da seguinte forma:

00, sex = 00,
¢'y($) =

yx, caso contrario.

Escolhendo « como sendo a solugao de 22 = o em F3,., temos que

w'y—l 0 O 0% = 04,

1ogo 0, (1 (x)) = ¥, (61(x)) para todo x € P! (Fam). Se (01, d2) é uma aresta direcionada de
Gry,(1), entdo
0 (10y(01)) = ¥5(61(01)) = 11(62),

ou seja, (1,(d1),1,(d2)) é uma aresta direcionada de Gr,(a).

As proposicoes a seguir apresentam algumas propriedades da aplicacao 6, e do grafo

Grp(«).
Proposigao 3.1.1. Seja 8 € P (Fon). Entdo

(i) Se B =0, a equagdo 0,(x) = B possui 1 solugio em PY(Faym). Se B € PYFym)\{0}, a
equacao 0,(x) = B possui 0 ou 2 solugoes distintas em P (Fom). Mais especificamente,
se B # 0o ey € PYFym) € uma solugao da equacio 0,(x) = B, entdo a/y também é

uma solugao de 0,(x) = 3.
(11) Se B € PY(Fam) é um elemento O,-periddico, a equagio 0,(x) = [ possui como solucoes
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um elemento O,-periodico e um elemento que nao € 6,-periddico.

Demonstracao. (i) Se B = oo, entdo as solugoes de 0, (x) = sd@o 0 e co. Se § # oo, temos

que 0,(x) = B se, e somente se, z2 + Bz + a = 0. Pela Proposigao 1.4.2, a equagao
22 + Bx + a = 0 deve possuir 0 ou 2 solucoes em Fom se 8 # 0, ou entdao 1 solucao se
B =0. Se # 0o evyeP(Fym) é uma solugao de 6,(x) = 3, entao v+ a/vy = 3, logo
Oalr/y) = a/y+v =5

Se f = oo, o resultado segue, visto que co é 6,-periddico e 0 nao é 6,-periddico.
Suponha agora 3 € Fom e seja k > 1 o menor inteiro tal que 6%(3) = 5. Entdo
B = 0*=1(B) é uma solucio de 6, (z) = 3. Como 6%(8;) = 0*~1(B) = B, segue que f3

é um elemento 6,-periodico.

Pelo item (i), a equagao 6,(x) = [ possui uma outra solugao By # (1 em P!(Fom).
Entao 0,(8:) = 60:'(8) para todo i > 1. Suponha por contradigao que 3 é 0,-
periédico. Como 3 pertence a um ciclo de comprimento k, é necessario que 3y = 6 (3)
para algum 1 < j < k— 1. Entretanto, temos 6*~1(3) = B; # Ba, e 0,(52) = 0371(B) #

B se j < k—1. Portanto, S5 nao é ,-periddico.

Proposicao 3.1.2. Se C uma componente conexa de Gr,,(1), entdo

(1) todos os vértices 3 € P'(Faym) pertencentes a C' diferentes de 0,00 devem satisfazer

TrFQ’"/]F2(/B) 7é Tngm/Fz(l/ﬁ)f ou

(11) todos os vértices B € PY(Fom) pertencentes a C diferentes de 0,00 devem satisfazer

Trpym /7, (8) = ooy e, (1/5).

Demonstragdo. Primeiramente, mostramos que Tr,,, /r,((3 + 1/8)7") = 0 para todo § €
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F3m\{1}. Pela defini¢ao de trago, temos

3 m—1 3 2t
g, /5, (8 +1/8) ) = Trzym /ry (m) =2 (m) '

=0

Como

S S N AT

concluimos que

m 1 1 1 1
Tl"[gzm/]FQ((ﬁ‘f‘l//B)_l) :Z (52i1+1 +ﬁ2i+1) = B"’l +B2m_|_1 =0.

i=1

Se (3 satisfaz Trg,., /r, (8) 7 Trwym /v, (1/5), entdo 6,(8) = 6+ 1/F e
TTFQW/FQ(Ql(ﬁ)) =1+# TrFQm/FQ(‘gl(B)_I)'

Por outro lado, se Trg,,, /r,(3) = Trr,m. /r,(1/5), entao

Tre,m /, (01(8)) = 0 = Trp,,, /m, (61(8) 7).

Como g € F5,.\{1} foi escolhido arbitrariamente, o resultado vale em todas as componentes
C que nao possuem o vértice 1.

Suponha que 1 pertence a C' e que existe § € F;,.\{1} tal que 6;(5) = 1. Como
Treym /5, (01(3)) = Trpym m, (01(8) 1), devemos ter Trr,,, jr, (5) = Trp,. /r, (1/5), logo C satis-
faz a condigao do item (ii). Se 1 pertence a C' e a equagdo ¢;(z) = 1 ndo possui solugoes em
P!(Fym), entdao o conjunto de vértices de C' é dado por {1,0, 00}, logo C satisfaz a condigao

do item (ii). O

Proposigao 3.1.3. Seja o € F3,.. Cada componente conexa C de Gr,,(a) deve satisfazer
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uma das condig¢oes abaixo.

(i) C € formada por um ciclo cujos vértices sao raizes de drvores invertidas de altura 1.

Se a =1, todo elemento B € F5.. pertencente a uma componente desta forma satisfaz

Treym /7, (8) 7 Tregym r, (1/5).

(i) C € formada por um ciclo cujos vértices sao raizes de drvores invertidas de altura
vo(m)+2. Em cada uma destas drvores, todas as folhas pertencem ao nivel ve(m)+ 2,
e todos os vértices possuem dois filhos, exceto a raiz, as folhas e o vértice 0 (caso este

pertenca a drvore). Se a = 1, todo elemento € F,. pertencente a uma componente

desta forma satisfaz Trp,, /v, (8) = Treym r, (1/6).

Demonstracao. Segue dos Lemas 4.3 e 4.4 de [17] e do fato de que os grafos Gry,(a) e Gr,,,(1)

sao isomorfos. O]

Mais detalhes sobre a construc¢ao do grafo Gr,,(a) podem ser encontrados em [17]. Na

Secao 3.3, apresentamos alguns exemplos de grafos desta forma.

3.2 Um algoritmo para construir polinémios irredutiveis via (Q, «)-

transformacao a partir de um polinémio irredutivel qualquer

Iniciamos esta se¢ao apresentando uma transformagao que generaliza a ()-transformagcao

em corpos de caracteristica par.

Definigao 3.2.1. Sejam a € [, e f um polindmio de grau n sobre Fom. Definimos a

(@, a)-transformacao de f por

fOIN (@) = 2" f(a + a/z).
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Em geral, o polindmio f(@) nao é autorreciproco se a # 1. Entretanto, se o = 1, a
(Q, a)-transformacgao coincide com a @Q-transformagao. Observamos que se v € F.. e f
possui grau n, entdo podemos escrever f(@)(y) =" f(0,(7)).

O lema a seguir caracteriza a fatoracdo de f(@® sobre um corpo finito Fom de forma
semelhante & feita pelo Lema 2.2.3 com relaciio ao polinomio f? sobre um corpo finito

qualquer.

Lema 3.2.2. Sejam m, n inteiros positivos, o € Fs e f um polinomio monico irredutivel
de grau n sobre Fom. Entio (9% ¢ um polinémio ménico irredutivel de grau 2n sobre
Fom ou f@% ¢ o produto de dois polinémios monicos irredutiveis gi, g de grau n sobre
Fom. No sequndo caso, todas as raizes de pelo menos um dos polinomios g1 ou g nao sao

0. -periodicas.

Demonstragao. Seja € Famn uma raiz de f e v € Fa2mn uma solugao de 6,(x) = 5. Entao
f@A(y) = 4"f(B) = 0. Como v é uma raiz de 2> + Bz + a € Fym[z], devemos ter
v € Foomn\Fgmn o1 v € Fymn. No primeiro caso, concluimos que f(@®) é irredutivel sobre
Fym. No segundo caso, temos Fom(y) = Fom(f) = Famn, 0 que implica que o polindémio
minimo de vy sobre Fom possui grau n e divide f(@ logo f(@® se fatora como produto de
dois polinomios monicos irredutiveis g;, go de grau n sobre Fom.

Suponha que f(@)(x) = g;(2)g2(x), onde g e g, possuem grau n. Pela Proposicao 3.1.1
(i), as solugoes de O,(r) = B em P! (Fymn) sdo v e a/y. Se S nao for O,-periédico, entao
ambos v e a/y nao sao ,-periédicos. Se [ for 6,-periddico, entao a Proposigao 3.1.1 (ii)
garante que um dos elementos v ou o/, digamos 7, nao é ,-periédico. Como (@) () = 0,
devemos ter g;(y) = 0 ou ga2(y) = 0.

Suponhamos, sem perda de generalidade, que g;(7) = 0 e seja § uma outra raiz de g.
Segue do Teorema 1.1.4 que v = 2™ para algum inteiro i > 1 e temos (67, (6))2™ = 67,(62™) =

gmi

0 (v) para todo j > 1. Se 6%(8) = § para algum k > 1, temos (6% (0))*™ = 6™ = ~, o que
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implica 6% (y) = (8%(6))*™ = v, uma contradicdo. Portanto, todas as raizes de g; nao sio

0,-periodicas. n

Dados a € F;.. e fy um polindmio monico irredutivel de grau n sobre Fom, construimos
uma sequencia de polinomios irredutiveis da seguinte maneira: definimos f; como sendo um
fator irredutivel de féQ’a) sobre Fom tal que todas as suas raizes nao sejam 6,-periddicas.
Para cada ¢ > 1, definimos o polinémio f;;; como sendo um dos fatores irredutiveis de fi(Q’a)
sobre Fom. Segue do Lema 3.2.2 que o grau de cada termo desta sequéncia é igual ou é o

dobro do grau do termo anterior. O teorema a seguir determina a existéncia de um inteiro

t tal que deg(fi+1) = 2deg(f;) para todo 7 > t.

Teorema 3.2.3. Sejam o € Fyn, fo um polinomio monico irredutivel de grau n sobre Fom
e a sequéncia { fi}i>o definida acima. Se va(m) = Ly, e va(n) = €, entdo existe um inteiro

t <l + L, + 3 tal que f; tem grau 2n e fi1j41 = ft(fj?a) para todo 5 > 0.

Demonstracao. Seja fy € Fomn uma raiz de fy. Pela definigao da (Q, a)-transformagao,
podemos construir uma sequéncia {5; };>0, onde cada elemento /3; é uma raiz de f; em alguma
extensao de Fom e §; = 0,(6:11). Logo, se 3; pertence ao nivel k; de uma arvore invertida em
Gror(a), r > 1, e ndo é uma folha, entdao ;11 pertence ao nivel k; + 1 desta mesma arvore.

Como f; nao possui raizes ,-periddicas, 1 € Fo2mn nao é 6,-peridédico, logo ; pertence
a um nivel nao menor que 1 de uma arvore invertida 7" enraizada em um vértice 6,-periédico
de Groyn (). Afirmamos que a altura de T' é maior ou igual a 2. De fato, se 51 € Fomn,
entao By € Fo2mn, 0 que implica que [y pertence a um nivel nao menor que 2 de 7. Se
B1 € Fozmn\Fgmn, entdo [y é uma folha em Gr,,,(«), o que implica que [, pertence a um
nivel nao menor que 1 de T', logo ; pertence a um nivel nao menor que 2 de 7. Assim, a
afirmacao esta provada.

Como T possui altura maior que 1, segue da Proposicao 3.1.3 que a altura de T ¢é

ve(2mn) + 2 = £, + £, + 3. Entéo existe t < £, + ¢, + 3 tal que f; é uma folha de T'. Logo,
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para todo j > 0, temos que S, é uma folha em Groj+1,,, (), visto que Sy, deve pertencer ao
nivel £, + £, +7+3 de uma arvore de altura £, + £, +j+3. Logo, Biyjt1 € Fosit2,mn \Fozittimn.
Portanto, f; possui grau 2n enquanto f;,; possui grau 2/"'n, ou seja, fij41 = ft(f]?a) para

todo 7 > 0. O

Corolario 3.2.4. Seja fy um polinomio monico irredutivel de grau n sobre Fom, e considere
a sequéncia {f;}i>0 onde fi € um fator de f(? que nao possui raizes Oy-periodicas e fiiq €
um dos fatores irredutiveis de f& sobre Fom. Se voy(m) = €y, € v5(n) = {,, entio existe um
inteiro t < £, + £, + 3 tal que f; é um polinomio do tipo A de grau 2n e f;1; € miar de grau

270 para todo j > 1.

Demonstracao. Tomando o« = 1 no Teorema 3.2.3, existe um inteiro t < ¢, + ¢, + 3 tal
que f; tem grau 2n e fi 1 = fiQ para todo ¢ > t. Por construcao, todos os polinémios
da sequéncia {f;};>0 sdo irredutiveis logo, para cada j > 1, o polindmio f,; é miar e
deg(fe+;) = 2deg(firj—1)-

Como fi1 é miar, segue que fiq é do tipo A. Do contrério, terfamos Try,,, /r,(a1) = 0,
onde a; é o coeficiente de grau 1 de f;11, o que implicaria f;,, redutivel pelo Teorema 2.3.2.

Portanto, o Teorema de Meyn garante que f; é do tipo A. n

Observagao 3.2.5. Ao construir a sequéncia { f; };>0, supomos que todas as raizes de f; nao
sao 0,-periddicas. Se f; = féQ’a), entao as raizes de fy sdo folhas em Gr,,,(«), logo as raizes
de fi nao sao 6,-periddicas. Se féQ’a) (x) = g1(x)ge(x), ressaltamos que nao é necessario saber
previamente qual(is) dos polindémios g1, g2 nao possui(em) raizes ,-periédicas. Suponha que
g1 nao possui raizes 6,-periédicas. Entao, escolhendo f; como sendo g;, o iltimo polinomio
de grau n da sequéncia devera ser f, onde s </, + ¢, + 2. Se, ao escolher f; como sendo

go, S sao satisfaz esta condicao, entao paramos a iteracao e definimos f; = g;.

Observacgao 3.2.6. Seja o = 1. Utilizando a notagao da observacao anterior, devemos ter

s < 1 se as rafzes de fy satisfazem Trg,,., /r, (B0) 7 Tregmn s (By Yous <y, +0,+2se as
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razes de fy satisfazem Trg, .. /5, (B0) = Trymn/m (B ") (Proposicao 3.1.3). O segundo caso
implica que as raizes de fs pertencem ao nivel £, + ¢,, + 2 de arvores invertidas em Gr,,, (1)
e em Grap,, (1), enquanto as raizes de f; pertencem ao nivel ¢, + ¢, + 3 de arvores invertidas
em Gry,,,(1). Portanto, se as raizes de fy pertencem a uma componente de Gr,,,(1) descrita
como na Proposicao 3.1.3 (ii), entdo f; = f@ é o tnico polinémio de grau 2n da sequéncia

{fi}i>0. Neste caso, o polinémio f; é do tipo A e possui grau n.

Observagao 3.2.7. Para determinar os termos da sequéncia {f;};>0, é necessdrio saber se
um polindmio da forma f(@) é ou nao irredutivel. Utilizando o mesmo raciocinio empregado
na demonstragao do Teorema 2.3.2, podemos verificar que, dado f(z) = 2" +a,_ 12" +...+
ayx+ag € Fom[z] irredutivel, entdao f(@ ¢ irredutivel se, e somente se, Tre,m /7, (@17/a0) = 1,
onde 72 = a.

Para isso, se f € Fomn é uma raiz de f, basta considerar na demonstracao do Teorema

2.3.2 que:

o (@ & irredutivel sobre Fom se, e somente se, 22 + Bz + « é irredutivel sobre Fomn, 0

que é equivalente a Trp,,.. /r, (/%) = Trrym ms (TrRymn 50m (7/5)) = 1;

e v/ é uma raiz de (v"/ag) f*(x/v) = 2™ + (a17y/ag)x" ' + ... + 9" /ao.

3.3 Exemplos

Nesta sec¢ao, apresentamos alguns exemplos de grafos da forma Gr,,(«) e alguns exemplos
de sequéncias de polinomios irredutiveis utilizando o Teorema 3.2.3 e o Corolério 3.2.4. Todas

as imagens desta segao foram construidas com o auxilio do software Graphviz [2].

Exemplo 3.3.1. Seja Fys = Fy(a), onde o é uma raiz do polinomio primitivo 23 +z + 1 €
Fy[z]. Entao P!(Fys) = {a' | 0 <7 <6} U{0,00}. Como 15(3) = 0, todas as drvores de uma

mesma componente conexa de Grs(«) devem ter altura 1 ou 2. Aplicando 0, a cada elemento
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de P!(Fy3), construimos o grafo Grz(a) a seguir. Um elemento da forma o', 0 < i < 6, é

representado pelo vértice 7, enquanto o elemento 0 é representado por ‘0’, e oo por oo.
b )

— &
RS
D

Exemplo 3.3.2. Seja a € Fy uma raiz do polindomio primitivo 2% + 2% + 23 +x +1 € Fylz].
Entao PY(Fy) = {a’ | 0 < i < 62} U {0,00}. Como 15(6) = 1, todas as drvores de uma
mesma componente conexa de Grg(1) devem ter altura 1 ou 3. A seguir, apresentamos o
grafo Grg(1). Um elemento da forma o', 0 < i < 62, é representado pelo vértice i, enquanto o
elemento 0 é representado por ‘0, e oo por co. Uma representagao de Grg(«), que é isomorfo
a Grg(1), pode ser encontrada em [22].

Como P! (Fy2) = {0,a, a?!, a*? oo} e P (Fys) = {a¥ | 0 < j < 6}U{0, oo}, ¢ interessante
ressaltar que os grafos direcionados associados a 01 |pi(r,,) € 1]p1(r ;) S0 isomorfos a Gra(1)

e Grs(1), respectivamente.
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Exemplo 3.3.3. Seja Fys = Fy(a), onde o é uma raiz de 2® + z + 1 € Fy[z]. Construimos
uma sequéncia de polindomios irredutiveis sobre Fgs a partir de fy(z) = = + o® através da
(@, a)-transformacao, com o auxilio do Teorema 3.2.3. Utilizando a notagao do Teorema
323, temosm=3,n=1,¢,=1/¢,=0,logot <3.

Como

@) =2 +dPr+a=(z+1)(z+a),

devemos definir fi(x) = x+a, jd que a nado é 0,-periédico (vide Exemplo 3.3.1). O polindémio
fl(Q’a) (r) = 2% + ax + « é irredutivel, portanto fo(x) = 2° + ax + a. Segue que o polindmio

f2 possui suas raizes no nivel 2 de uma arvore de Grg(a). Temos
(@ () = 2* + az® + az® + o’z + o® = (2% + Pz + o) (#® + z + o),

logo f3 deve ser definido como 22 + oz + a? ou 22 + 2 + . Em ambos os casos, f3 possui

Q,«
£

grau 2, suas raizes sao folhas em Grg(a), e, pelo Teorema 3.2.3, devemos ter fj4 =
para todo j > 0.

Exemplo 3.3.4. Sejam Fy: = Fy(w), onde w é uma raiz de 2> + z + 1 € Fyx],
fo(x) = 2° + w?2® + wr + W € Fy[7]

um polinomio irredutivel e By € Fos uma raiz de fy. Nosso objetivo é encontrar um polinémio
do tipo A de grau 6 através do Corolario 3.2.4. Neste caso, m =2, n=3,/(, =1e{, =0,
logo t < 4.

Como
f(x) = 2® + wia® + Pt +wrd WP F ol + 1= (2% i+ 1)(2% Fwia? 1),

o polinomio f; deve ser igual a 23 + w?z + 1 ou 2 + w?x? + 1.
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Pela transitividade do trago, temos Trg s /r,(80) = Trr,r,(w?) = 1 € Trrr,(1/50) =
Trp,, /r, (1) = 0, logo By pertence a uma componente conexa de Grg(1) da forma descrita
na Proposicio 3.1.3 (i). Se escolhéssemos fy(z) = 23 4+ w?z? + 1, terfamos f redutivel
(Teorema 2.3.2) e, portanto, fy teria grau 3. Logo, a Observacao 3.2.6 nos recomenda
escolher fi(z) = 2% + w?r + 1.

Como fZ(z) = 24wz’ +a*+wr?+1 é irredutivel, definimos fo(z) = 204w+ +wr?+1.

Segue que

fr) = 224+ wr' +2° 4w+ 27 + 28 4 2% + wlat 2+ wa® + 1

= (2% 4+ w22® + Ww?r? + w) (28 + wat + wrd + W?).
Escolhendo f3(z) = 2% 4+ wa* + wz® + w?, temos

f2(x) = 22+ wr'® + wrd + 28 + wr” + w?ab 4+ wad + 2t +wrd + w41

= (2% +wa® +wart + 22 + Wz + w) (2 + wr® + Wit + 2 + 1z + W?).

Assim, f; deve ser definido como 2% +wa® +wrt + 2% +w?r +w ou 28 +wad +w?rt +2? +x+w
Em ambos os casos, f4 é um polinémio do tipo A de grau 6 e fj14 = f;ig é muar para todo

Jj=1
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Capitulo 4

Uma generalizacao do Teorema de Cohen em corpos de
caracteristica impar

Vimos na Se¢ao 2.4 que, através do Teorema de Cohen, podemos construir uma sequéncia
de polinémios miar sobre um corpo de caracteristica impar [F, aplicando a R-transformacao
sucessivas vezes a um polinomio irredutivel fy tal que fo(—1)fo(1) ndo é um quadrado em
F,. Entretanto, nem sempre ¢ simples encontrar um polinomio irredutivel satisfazendo esta
hipétese. Neste capitulo, baseados no trabalho de Ugolini [21], fornecemos um algoritmo
para construir uma sequéncia de polinomios miar sobre corpos de caracteristica fmpar a
partir de um polinomio irredutivel fy qualquer.

Ao longo deste capitulo, ¢ representa uma poténcia de um primo impar.

4.1 A aplicacao ¢ e o grafo Gr,

Seja PY(F,) = F, U {cc}. Definimos a aplicagao ¢ : P*(F,) — P*(F,) por

, se x € {0,00},

g

plr) =94 | -
5(x+1/z), caso contrario.
Dado um polinémio f de grau n sobre Fy, segue que f(a) = (2a)" f(¢()) para todo « € F;.
Assim como fizemos na Secao 3.1 com relagao a aplicacao 6, em corpos de caracteristica
par, construimos um grafo direcionado Gr, associado a aplicagao ¢ representando cada
elemento de P!(F,) por um vértice e definindo uma aresta direcionada (31, 82) se 2 = ¢(51).
Dizemos que um elemento 3 € PY(F,) é p-periédico se p*(3) = B para algum inteiro

positivo k. O menor inteiro k satisfazendo esta propriedade é dito o periodo de 3. Se [ é
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@-periddico de periodo k, entao o vértice 5 em Gr, pertence a um ciclo de comprimento k.
Segue que se 3 nao é perfodico, entdo existe d > 1 tal que ¢%(3) é periédico.
Podemos mostrar que o grafo Gr, ¢ isomorfo ao grafo direcionado associado a aplicacao

quadrética em P'(F,). Para isso, consideramos as fungoes s, : PH(F,) — P!(F,) definidas

por:
00, sex =1,
00, Sex = 00,
s(x) = Y(x) =4 1, se £ = 00,
x%, caso contrario, r+1

caso contrario.

r—1
Temos que 1 =~ L e
Yoso =g,

logo s(1(z)) = ¥(¢(z)) para todo x € PY(F,). Segue que dois vértices d; e dy de Gr, tais

que dy = ¢(d1) também satisfazem

s(1(01)) = Y(p(d1)) = ¥ (02),

logo (¢(01),%(d2)) é uma aresta direcionada no grafo associado a aplicagao quadrética.

A estrutura do grafo associado a transformacao quadratica foi estudada em diversos
trabalhos, dentre eles destacamos [16] e [24]. Propriedades do grafo Gr, foram estudadas em
[20].

A proposicao a seguir caracteriza algumas propriedades da aplicacao .
Proposigao 4.1.1. Seja o € PY(F,). Entao

(i) Se a = 1 ou @« = =1, a € a tnica solugdo da equacio p(x) = a em PY(F,). Se
a € PYF,)\{—1,1}, a equagdo ¢(z) = a possui 0 ou 2 solugoes distintas em P (F,).
Mais especificamente, se a # oo e v € PY(F,) € uma solugio da equagio p(x) =

entdo 1/~ também € uma solugdao de p(z) = a.
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(ii) Se o € PY(F,)\{—1,1} € um elemento @-periddico, a equagio p(x) = a possui como

solugoes um elemento p-periodico e um elemento que nao é p-periodico.

Demonstragao. (i) Se a = oo, entao as solugoes de p(x) = a sdo 0 e co. Se o # o0,
temos que p(z) = « se, e somente se, 12 — 2ax + 1 = 0. Pela Proposicao 1.4.1, a
equacao 2 — 2ax + 1 = 0 possui exatamente uma solucao em F, se, e somente se,
(2)> =4 -1 = 0, o que ocorre apenas quando « € {—1,1}. Logo, a equagao deve
possuir 0 ou 2 solugdes em F, se o ¢ {—1,1}. Se o € {—1,1}, é facil verificar que
pla) = a.

Se a # 00 e v € P(F,) é uma solugdo de p(z) = a, entao 27'(y + 1/7) = a, logo
p(l/y) =27 1/y+7) =«a

(ii) A demonstragao é andloga a da Proposigao 3.1.1 (ii).

[]

Encerramos esta secao com uma proposicao que caracteriza as arvores invertidas en-
raizadas em elementos ¢-periédicos de P*(F,). Para demonstra-la, faremos uso do seguinte

lema.

Lema 4.1.2. Sejam s e ¢ as aplicag¢oes definidas no inicio desta se¢do, d > 3, ordy(2) a

ordem de 2 em (Z/dZ)*, e ord(6) a ordem multiplicativa de 6 em F;. Entdo

(i) Um elemento o € F\{—1,1} é @-periodico de periodo k se, e somente se, (a) €
s-periddico de periodo k. Neste caso, k = ordy(2), onde d = ord(¢)(a)) € um inteiro

impar.

(11) Sejam e = 15(q — 1), v € F, um elemento que ndio é p-periddico. Se ord(y(y)) # 0
(mod 2°), entdo ¢(x) = possui 2 solu¢oes em F,. Se ord(¢(y)) =0 (mod 2°), entao

@(x) = ndo possui solu¢oes em F,,.
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Demonstragdo. (i) Por definicio, a é ¢-periédico se ¢*(a) = a para algum k inteiro.

Vimos anteriormente que ¢ = 1oso) e que 1 = 11, logo ¢¥(a) = a se, e somente se,
(Yosforh)(a) = a. Esta tltima igualdade é equivalente a s*(1)(a)) = ¢(c). Portanto,

a é p-periddico de periodo k se, e somente se, ¥(«) é s-periddico de periodo k.

Como a 6 p-periédico de perfodo k se, e somente se, s*(¢(a)) = ¥(a)? = ¥(a), segue
que ()~ = 1. Isto significa que d | 2¥ — 1, logo k = ordy(2) pela minimalidade de

k. Como 2F — 1 é fmpar, é necessario que d seja fmpar.

Por hipédtese, v ¢ {—1,1,00}. Logo, 0, —1 e 1 nao sao solugoes de p(x) = v em F,.
Entao existe § € F, tal que ¢(f) = 7 se, e somente se, (1) o s01)(f) = 7. Esta tltima
igualdade ¢ equivalente a 1)(3)% = ¥(7), ou seja, é equivalente a 1(7) ser um quadrado
em 7. Sabemos que 9(7) ¢ um quadrado em F} se, e somente se, Y(y) /2 = 1,
ou seja, se ord(¥ (7)) | (¢ — 1)/2. Por fim, ord(¢)(7)) | (¢ — 1)/2 é equivalente a

ord(i(y)) # 0 (mod 2°).
[l

Proposigao 4.1.3. Seja a € PY(F,) um elemento p-periddico. Se o € {—1,1}, entdo o ndo

¢ raiz de uma drvore em Gr,. Se a ¢ {—1,1}, entdo o € raiz de uma drvore invertida de

altura vo(q — 1) em Gr,. Nesta drvore, todas as folhas pertencem ao nivel vo(q—1), e a raiz

possui um filho enquanto todos os outros vértices, exceto as folhas, possuem dois filhos.

Demonstragao. Pela Proposigao 4.1.1 (i), a equacao ¢(x) = 1 possui apenas uma solugao,

que é £1. Logo av € {—1, 1} néo é raiz de uma &arvore em Gr,.

Se a ¢ {—1,1}, entao a Proposicao 4.1.1 (ii) afirma que existem (31, v, € P}(F,) tais que

©(B1) = (1) = a, onde f; é p-periddico e y; nao é p-periddico. Assim, v, é o tnico vértice

no nivel 1 da drvore invertida enraizada em «. Como ¢ =1 o s 01, temos que p(y1) = « é

equivalente a 1(v1)? = (), o que implica ord () (1)) = 2ord(x)()), visto que ord(y(a)) é

impar, pelo Lema 4.1.2 (i).
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Por indugao, se j < 1a(q¢—1) e ¥(71), ..., ¥ (v;) € P(F,) nao sao s-periddicos e satisfazem
s((m)) = v(a) e s(¥(v41)) = ¥(y) para todo 1 < i < j — 1, entao

ord(¥(7;)) = 2’ord(y)(a)).

De fato, se j = 1, vimos que ord(¢(v1)) = 2ord(¢(a)). Supondo que ord(¢(v,-1))

277 Yord(¢(@v)), temos que ¥(7y;)* = s(¥(v;)) = ¥(yj-1), logo ord(v(v;)) = 20rd(¢(7yj-1))
2iord(y(c)). Pelo Lema 4.1.2 (i), ord(¢)(«)) é um inteiro {mpar, logo vy (ord(¢(7;))) = J

Seja T a arvore invertida de Gr, enraizada em «. Queremos mostrar que e = (g — 1) é
a altura de T" e que todos os vértices de T pertencentes ao nivel 1 < j < e — 1 possuem dois
filhos. Se e = 1, entao ord(¢(;)) = 0 (mod 2). Pelo Lema 4.1.2 (ii), 7; é uma folha em T,
logo T' tem altura 1.

Suponha e > 1 e sejam k > 1 a altura de 7', 7; um vértice pertencente ao nivel 7 < k
de T e y1,...,7; € PY(F,) elementos tais que ¢'(v;) = v,—; para 1 <i < j—1e ¢/(y;) = a.
Por construcao, cada ; pertence ao nivel 7 de T e ord(¢(v;)) = 2‘ord(¢(a)) para cada
1 <i<j Sej =k, entao v; nao pode ter filhos, enquanto v;_; possui 7; como filho.
Como ve(ord(1(vj-1))) = 7 — 1 e vao(ord(¢o(7;))) = j, concluimos, pelo Lema 4.1.2 (ii), que
j=k=e Sel < j <k, entdo, pelo Lema 4.1.2 (ii), 7; possui dois filhos e nao é uma
folha. O

4.2 Um algoritmo para construir polinémios miar via R-transformacao

a partir de um polinémio irredutivel qualquer

Nesta secao, apresentamos um procedimento para encontrar um polinomio irredutivel
sobre I, satisfazendo as condicoes do Teorema de Cohen. Para isto, faremos uso dos lemas

a seguir.

o8



Lema 4.2.1. Seja n um inteiro positivo e suponha que vo(q" — 1) > 2. Entao
V(" — 1) = »p(g" — 1) + 1.

Demonstragao. Por hipétese, temos ¢" — 1 = 0 (mod 4). Segue que ¢" + 1 = 2 (mod 4), ou
seja, vo(q" + 1) = 1. Assim,

va(q" = 1) = va((q" = 1) (¢" + 1)) = 1a(g" — 1) + L.

]

Observagao 4.2.2. Se v,(¢q" — 1) = 1, entao nada podemos concluir sobre v5(¢?" — 1), além
do fato de que v5(¢*™ — 1) > (g™ — 1). Como exemplos, destacamos: 1,(3*> — 1) = 1 e

1B —1)=3;n(T—1)=1lewn(7*—1)=4; 131 —1)=1e1n(31> — 1) = 6.

Lema 4.2.3. Sejam f um polindmio monico irredutivel de grau n sobre F, tal que f(x) #

r+1, e a uma raiz de f¥. Valem as sequintes afirmagoes:

(i) O polinomio ff é miar de grau 2n ou f2(z) = g1(x)ga(x), onde g, € go sdo polinémios

monicos irredutiveis de grau n sobre F, tais que g1(a) = g2(1/a) = 0.
(ii) Se f7 € redutivel, entao pelo menos um dos elementos o ou 1/ nao é p-periddico.

Demonstracao. (i) Considere o polinomio monico irredutivel g(x) = 2" f(z/2). Como
f(x) # x %1, temos g(z) # = £ 2. Pela definicio da R-transformacao, temos ff = ¢@.

O resultado segue aplicando o Lema 2.2.3 ao polinomio g.

(i) Sejam v = p(a) uma raiz de f e f&(z) = gi(x)g2(x), onde g; e go satisfazem as
condigoes do enunciado de (i). Primeiramente, mostramos, por contradi¢do, que a ¢

{—1,1}. Se este fosse o caso, terfamos n = 1, visto que g; e go sao irredutiveis. Entao
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v = ¢(a) = £1, logo f(z) = x £ 1, uma contradi¢do com a hipdtese. Portanto
a ¢ {—1,1}, o que implica v ¢ {—1,1}.
Se v nao é p-periédico, entao o e 1/a ndao podem ser p-periédicos, visto que ¢(a) =
©(1/a) = . Se v é p-periddico, entdo o resultado segue da Proposicao 4.1.1 (ii).

L]

Seja fo um polindmio monico irredutivel de grau n diferente de = + 1 sobre F,. Se ff
for irredutivel, definimos f; como sendo f&. Se f& for redutivel, definimos f; como um
fator de grau n de f& que possua uma raiz niao @-periédica, de acordo com o Lema 4.2.3.
Para cada i > 1, definimos f;;; como sendo um fator irredutivel de fZ. Por construcao,
a sequéncia {f;};>0 ¢ formada apenas por polindémios irredutiveis e, pelo Lema 4.2.3, cada
termo da sequéncia {f;};>0 possui o mesmo grau ou o dobro do grau em relagdo ao termo
anterior. O Teorema a seguir determina a existéncia de um inteiro s; + sy tal que f;,1 = f

para todo i > s + Sa.

Teorema 4.2.4. Seja fo um polinémio monico irredutivel de grau n diferente de x +1 sobre
F, e considere a sequéncia {fi}i>o definida acima. Se vo(q" — 1) = e1 e va(¢®" — 1) = ey,

entao existem inteiros s; < ey, Sg = ey — €1 tais que
(i) fo,-.., [s, sao irredutiveis de grau n;
(11) foya1y - [si1sy SGO trredutiveis de grau 2n;
(14) fs,+so4; € miar de grau 2'n para todo j > 1.

Demonstragao. Seja [y € Fyn uma raiz de fy. Pela definicao da R-transformacao, podemos
construir uma sequéncia {3; };>o, onde cada elemento f; é uma raiz de f; em alguma extensao
de F, e 5; = ¢(Bi+1). Logo, se B; pertence ao nivel k; de uma arvore invertida em Gr,r,

r > 1, e nao é uma folha, entao ;11 pertence ao nivel k; + 1 desta mesma arvore.

60



(i)

(iii)

O vértice fJy pertence ao nivel k£ > 0 de uma arvore 7" de Gr,» enraizada em um elemento
p-periddico «y. Se fE for irredutivel, entao f; = fI possui grau 2n, logo s; = 0. Se f{
for redutivel, entao f; é escolhido de forma que f; nao é p-periédico, e 31 pertence ao
nivel k + 1 de T'. Pela Proposicao 4.1.3, a arvore 1" possui altura e;. Entao, o vértice
Be,—r € uma folha em Gryn, logo fe,_x possui grau n. Como deg(f;+1) > deg(f;) para

todo ¢ > 0, segue que fo, ..., fs, possuem grau n, onde s; =e; — k < e;.

Como S, é uma folha em Gryn, temos fe, _4+1 € F2n\Fyn, pela definicao de e, _g+1.
Logo, fst1 = fey—k+1 possui grau 2n. Observamos que o vértice ., 41 pertence a
arvore invertida 7" enraizada em < no grafo Grypen. De fato, ¢(8e,—k+1) = Be,—k, onde
este tltimo pertence ao nivel e; de 17, visto que ¢ (5., ) = 7 pelo item (i). Logo,
Be,—k+1 pertence ao nivel e; +1 de T". Pela Proposicao 4.1.3, a arvore 1" possui altura
es. Como o vértice f.,_x pertence ao nivel es de T”, concluimos que [, é uma
folha em Grgen, logo fe,—k possui grau 2n. Segue que fe, g1, ..., fe,—k POSSUEM grau
2n. Como s; = e; — k, temos que e3 — k = s; + $o, onde sy = ey — e;. Portanto,
f81+82 - fe2—k'

Pelo mesmo raciocinio utilizado no item (i), fs, 15,41 = Sfe,—k+1 POssui grau 4n e o

vértice B.,_r1; pertence ao nivel es + j de uma arvore invertida enraizada em 7 no

grafo Grq21+jn, j > 1. Pela Proposigao 4.1.3 e pelo Lema 4.2.1, tal drvore possui altura
(g " = 1) = m(g®" = 1) + 1.

Para j = 1, temos

VQ((]QQn —-1)= 1/2(q2” —1)+1l=e+1,

21+in

logo, por inducao, (g — 1) = ey + j. Portanto, o vértice f,,_j+; ¢ uma folha em

Grq21+jn. Assim, para cada j > 1, concluimos que fg,_x4; € Fq21+jn\Fq2jn € fsitsotj =

61



S§1T827T] 1
D

Observacgao 4.2.5. De acordo com o Lema 4.2.1, temos duas possibilidades para os valores
e, €20 e =1, e >20ue; > 2 eg =e; + 1. No primeiro caso, as raizes de fy devem ser
todas ¢-periddicas ou todas folhas, o que implica que f; possui grau n se, e somente se, as
raizes de fy forem @-periddicas, enquanto f, deve possuir grau maior que n. No segundo

caso, apenas o polinémio f,, 11 possui grau 2n e f;,; = f{* para todo i > s;.

Observagao 4.2.6. Se fli(z) = gi(x)g2(z) é redutivel, entdo devemos definir f; como um
polindmio dentre g;, go que nao possui raizes @-periddicas. A principio, nao precisamos
saber qual(is) dos polinémios g1, g, possui(em) esta propriedade. Basta escolher um deles,
por exemplo f; = go e verificar se o polinomio f., 1 possui grau maior que n. Caso nao,

concluimos que go possui raizes p-peridédicas, logo devemos definir f; = g;.

Observagao 4.2.7. O Teorema 4.2.4 nos permite encontrar um inteiro n e um polinémio
f satisfazendo todas as hipoteses do Teorema de Cohen. Para isso, considere um polinémio
f¢, moénico, irredutivel e de grau n’ sobre F,. Se ¢ = 3 (mod 4) e n’ é fmpar, entdo e; = 1
e, neste caso, [ = f, .., ¢ um polindmio monico irredutivel de grau n = 2n’ par tal que

/ )R

i 1s,) " seria redutivel). Se ¢ = 1

f(—=1)f(1) ndo é um quadrado em F, (caso contrario, (
(mod 4) ou n' é par, entdo e; > 2 e e; = €; + 1, portanto f = f, é um polinémio monico

irredutivel de grau n = n’ tal que f(—1)f(1) ndo é um quadrado em F,.

4.3 Exemplos

Nesta se¢ao, apresentamos exemplos de grafos da forma Gr, e de sequéncias de polinomios
irredutiveis construidas com o auxilio do Teorema 4.2.4. Todas as imagens desta se¢ao foram

construidas com o auxilio do software Graphviz [2].
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Exemplo 4.3.1. Seja Fsys = F3(a), onde o é uma raiz do polinémio primitivo 2 —x + 1 €
Fs[z]. Entao P'(Fss) = {a' | 0 < i < 25} U {0,00}. Como 15(3% — 1) = 1, todas as
arvores enraizadas em um elemento ¢-periddico diferente de +1 em Grss possuem altura 1.
Apresentamos a seguir o grafo Grgs. Um elemento da forma of, 0 < i < 25, é representado

elo vértice 7, enquanto o elemento 0 é representado por ‘0’, e oo por co.
p ) bl

Exemplo 4.3.2. Seja F52 = F5(a), onde a é uma raiz do polinémio primitivo 2 + 2z + 3 €
Fs[z]. Entao P'(Fs2) = {a’ | 0 < i < 23} U {0,00}. Como 15(5* — 1) = 3, todas as
arvores enraizadas em um elemento ¢-periddico diferente de +1 em Grsz possuem altura 3.
Apresentamos a seguir o grafo Grs2. Um elemento da forma af, 0 < i < 23, é representado

elo vértice 7, enquanto o elemento 0 é representado por ‘0’, e oo por co.
p ) bl
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Exemplo 4.3.3. Seja Fys = F3(«), onde o é uma raiz de x* — x + 1 € F3[x]. Neste exemplo,
construimos uma sequéncia de polinomios irredutiveis sobre [F3s a partir do polindmio inicial
fo =z —a?. Utilizando a notagao do Teorema 4.2.4, e; = 15(3*—1) =1, 3 = 15(3°—1) = 3,
51 <1, 89 = 2.

Temos
)= +Pvr+1=@-aH@+a’+a—1)=(z—a?)(z—a*).

Como a? nao é p-periddico (vide Exemplo 4.3.1), definimos fi(z) = x — o?. O polindmio
fit(x) = 2® + o®x + 1 é irredutivel, logo devemos definir f, = 2% + oz + 1, o que implica
s1=1es1+ 5 =3.

Como

ffx) =2 —a?2® =’z + 1= (2* + ax + o) (2 — o'z — o),

4 0 9

o polinomio f3 deve ser escolhido como 2% + ax + o* ou 22 — o'z — o®. Tomamos, por
exemplo, f3(z) = 2® + ax 4+ o, Entdo o Teorema 4.2.4 afirma que fs; = f%; para todo

j =1
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Exemplo 4.3.4. Sejam F5: = F5(), onde a é uma raiz do polinémio primitivo 22 +2z+3 €
Fs[z], e fo(x) = 2% — 3 € Fs[x]. Construimos uma sequéncia de polinémios irredutiveis sobre
5 a partir do polindmio fy através da R-transformacao. Neste caso, e; = 15(5% — 1) = 3,
ea =1p(51 —1) =4, 5, <3, 55 = 1.

Como

foll@) =o' +1= (2" = 2)(a” - 3),

concluimos que as raizes de f, também sao raizes de fI, portanto as raizes de fy sao a® e

9

a'® (vide Exemplo 4.3.2). Logo, fi(x) = x? — 2, cujas raizes sao a® e a?!. Como

Rry=a'+42°+1= (2 + 20+ 4) (22 + 3z + 4),
1

2

podemos definir fo(x) = 2? + 2x + 4, que possui a? como raiz. Como

)= -2*-20 —z+ 1= (2> + v+ 2)(2* + 32 + 3),

11 como raiz.

definimos f3(r) = 22 + x + 2, que possui «
Portanto, s; = 3 e s; + so = 4. Pelo Teorema 4.2.4, fy = fFe fi,; = fﬁj para todo

j=1
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