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Resumo

Grupos livres sdo objetos matematicos importantes, que desempenham um papel central

em diferentes 4reas, em particular, em Algebra, Geometria e Topologia.

Um elemento de um grupo livre é chamado de um elemento primitivo se fizer parte de
uma base livre do grupo. O objetivo principal deste trabalho é provar que o conjunto dos
elementos primitivos de um grupo livre nao abeliano tem densidade zero, o que basicamente
significa que a proporcao desses elementos em bolas cada vez maiores é arbitrariamente
pequena. Em particular, vamos estudar como os elementos primitivos estao espalhados
dentro do grupo, mostrando que eles ficam cada vez mais espalhados de acordo com que
o raio das bolas aumenta. Daremos também limites mais especificos da quantidade de
elementos primitivos em cada bola. Esse trabalho é baseado no artigo “Counting Primitive

Elements in Free Groups”, de J. Burillo e E. Ventura.

Palavras-chave: Grupos livres, elementos primitivos.






Abstract

Free groups are important mathematical objects, which play a central role in different

areas, in particular, in Algebra, Geometry and Topology.

An element of a free group is called a primitive element if it is part of a free base of the
group. The main purpose of this work is to prove that the set of primitive elements of a
non-abelian free group has density zero, which basically means that the proportion of these
elements in bigger and bigger balls is arbitrarily small. In particular, we will study how
primitive elements are spread out within the group, showing that they get more and more
spread out as the radius of the balls increases. We will also give more specific limits on
the amount of primitive elements in each ball. This work is based on the article “Counting

Primitive Elements in Free Groups”, by J. Burillo and E. Ventura.

Keywords: Free groups, primitive elements.
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1 Introducao

Grupos livres sao objetos matematicos importantes, que desempenham um papel
central em diferentes dreas, em particular, em Algebra, Geometria e Topologia. Os grupos
livres surgiram primeiro no estudo da geometria hiperbdlica, como exemplos de grupos
Fuchsianos (grupos discretos agindo por isometrias no plano hiperbdlico). Em um artigo
de 1882, Walther von Dyck apontou que esses grupos tém as apresentacoes mais simples
possiveis. O estudo algébrico de grupos livres foi iniciado por Jakob Nielsen em 1924, que
lhes deu seu nome e estabeleceu muitas de suas propriedades basicas. Max Dehn percebeu

a conexao com a topologia.

Um grupo F' é chamado de grupo livre se existe um conjunto gerador X de F tal
que cada palavra de grupo reduzido nao vazio em X define um elemento nao trivial de
F'. Nesse caso, X é chamado de base livre de F' e F' é chamado de livre em X ou gerado
livremente por X. Alternativamente, um grupo é chamado de grupo livre se nenhuma
relacao existe entre seus geradores de grupo além da relacao entre um elemento e seu
inverso exigido como uma das propriedades definidoras de um grupo. Cada grupo livre é
o grupo fundamental de um buqué de circulos (tendo um ponto de base comum); cada
circulo representa um gerador. Grupos livres sdo objetos centrais na Teoria dos Grupos.

Por exemplo, cada grupo é um quociente de um grupo livre.

Elementos primitivos de um grupo livre sao aqueles que podem ser completados
para formar uma base livre. Tem havido muita pesquisa sobre elementos primitivos. O
presente trabalho é baseado no artigo “Counting Primitive Elements in Free Groups”, de
J. Burillo e E. Ventura, publicado em Geometriae Dedicata. O objetivo principal deste
trabalho é provar que o conjunto dos elementos primitivos de um grupo livre nao abeliano
tem densidade zero, o que basicamente significa que a proporgao desses elementos em
bolas cada vez maiores é arbitrariamente pequena. Estaremos interessados em estudar
como esses elementos estao espalhados dentro do grupo, mostrando que eles ficam cada
vez mais espalhados de acordo com que o raio das bolas aumentam. Daremos também

limites mais especificos da quantidade de elementos em cada bola.

Para concluirmos nosso objetivo estaremos estudando dois tipos de densidade,
natural e exponencial, e algumas de suas propriedades. A densidade natural, como o
préprio nome induz, ¢ a nogao mais logica de densidade, mas esta nos da menos precisao
em grupos com crescimento exponencial; nesses grupos sera interessante estudar a densidade

exponencial e compara-las.
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2 Grupos Livres

Dado um grupo G, dizemos que o conjunto X C G é um conjunto de geradores de
G se todo elemento de G pode ser escrito como combinagao, sob a operacao do grupo, dos

elementos de X e de seus inversos.

Seja X um conjunto de geradores de um grupo G. Algumas operacoes entre
elementos de X resultarao em 1 independente de qual seja o grupo G e o conjunto X.

1 1

Alguns exemplos sdo: zx~!, xyy ozt yy ' J4 outras operacdes podem resultar em 1

dependendo de cada grupo G e conjunto X. Por exemplo, num grupo abeliano G temos

' = 1. Os grupos em que a operacao entre elementos do

que zy = yx e logo xyx 1y~
conjunto de geradores s6 resultard em 1 quando assim for para todo grupo, isto é, apenas
resultara em 1 se for operacao entre inversos, sao os grupos que estaremos interessados em

estudar aqui. Chamamos estes grupos de Grupos Livres.

2.1 Definicao e Propriedades

Definigao 2.1. Seja X um conjunto, F' um grupo ei: X — F uma func¢io. O par (F,i)
¢ chamado livre sobre X se para qualquer grupo G e qualquer funcao ¢ : X — G existe

um unico homomorfismo ¢ : F' — G tal que ¢ o1 = .

Exemplo 2.2. O grupo ciclico infinito Z € livre sobre qualquer conjunto X = {x}. De
fato, tome i : X — Z definida por i(x) = 1. Seja G um grupo e ¢ : X — G uma fungao tal
que (x) = g € G. A funcio ¢ : Z — G dada por ¢(1) = g pode ser extendida unicamente

a um homomorfismo da sequinte maneira: p(n) = ¢(1™) = ¢(1)" = ¢g", onde n € Z.

Proposicao 2.3. Se (F,i) € livre sobre X entdo i é uma fungdo injetiva.

Demonstrag¢io. Suponha que i ndo seja injetiva. Entao existem 1 # xo tais que i(z;) =
i(z2). Tomemos G tal que |G| > 2. Sejam g1 # g e p : X — G tal que p(z1) = g1 e
©(x2) = go. Como (F,4) é livre sobre X, existe um tinico homomorfismo ¢ : F' — G tal que
¢oi = . Logo temos g1 = p(x1) = ¢oi(z1) = ¢(i(z1)) = ¢(i(z2)) = ¢oi(x2) = p(z2) = g2,
que é uma contradi¢do ji que tomamos g; # go. Logo i deve ser injetiva. [

Proposicao 2.4. Se (Fy,11) e (Fy,is) sdo livres sobre X entao existe um isomomorfismo
Qf) F1 — F

Demonstracao. Primeiro observe que, se f : Fy — F} é um homomorfismo tal que foi; = 44

entao f deve ser Iy, a funcao identidade, pois tomando G' = Fj e ¢ = iy temos que existe
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apenas um homomorfismo f : F} — F} tal que foi; =i;. Como a funcao identidade é um
homomorfismo que satisfaz essa condi¢ao, temos f = 1p,. Analogamente, se h : Fy — Fy é

um homomorfismo tal que h o iy = 75 entdo h também deve ser Ip,

Agora, como (F1, 1) e (Fy,iz) s@o livres sobre X temos que existe um homomorfismo
¢1 1 F1 — F5 tal que ¢ 041 = i5 e também um homomorfismo ¢, : Fy — F} tal que
¢9 019 = i1. Logo temos (¢ 0 ¢y) 0ig =iz € (P 0 ¢1) 0 iy = i1. Como ¢; 0 Py € Py 0 ¢y sdo
homomorfismo, temos que ¢; 0 ¢y = Ip, € ¢y 0 ¢ = Ip,. Logo ¢y = ¢y e ¢ : Fy — Fy é

uma bijecao, e consequentemente um isomorfismo. ]

Teorema 2.5. Seja X um conjunto qualquer nao vazio. Entao existe um par (F,1i) livre
sobre X.

Demonstragdo. Para comecgar a construgao do grupo livre sobre X tomaremos um conjunto
que denotaremos por X ! tal que, exista uma bijecao entre X e X e XN X! = 0. Para

cada elemento x € X denotaremos o elemento de X ! associado a x por z7 1.

Uma palavra em X ¢ uma sequéncia finita de elementos de X J X!, isto é, w é

uma palavra em X se w = fj zf;...75", onde x;; € X e ¢; = &1 para todo j € {1,...,n}.

Dizemos que o comprimento de w, denotado por |w]|, é igual a quantidade de
elementos da sequéncia de w, isto é, se w = x§ xi>...x;" entdo |w| = n. A palavra vazia
denotada por 1 tem comprimento 0. Definiremos a multiplicacao entre duas palavras em

. s : Z __ ,.€1,.€2 € M2 Im,
X como a justaposigao das palavras, isto ¢, se w =zl z..x;" e v = xj xf...x]" teremos

_ €€ en T T2 m _
wv = wilw.xe)iel . )" Claramente temos que |wv| = |w| + |v]

Definiremos agora a seguinte relagdo de equivalencia nas palavras em X: w ~ v
se podemos transformar w em v realizando as seguintes operagoes em w uma quantidade

finita de vezes

1

1. Acrescentando z;z; ' ou z; 'x; no inicio, fim ou entre duas letras consecutivas de w.

1 1

2. Retirando x;x; ~ ou x; x; no inicio, fim ou entre duas letras consecutivas de w.
Claramente ~ é uma relagao de equivaléncia. Denotaremos a classe de equivalencia de w

por [w].

Afirmagao: O conjunto F'(X) das classes de equivaléncias das palavras em X com

a operacao |w][v] = [wv] é um grupo.

De fato, a operagao em F(X) estd bem definida, pois se [w1] = [ws] e [v1] = [vg]
temos que wyv; ~ wae, ja que podemos fazer operagdes finitas em w; para tranformar
em wy e tambem em v; para transformar em vy. Logo [wyvi] = [waovs]. Claramente a
operagdo é associativa ja que a justaposicao das palavras é associativa. Temos que [1],

a classe da palavra vazia, é o elemento neutro, pois [w][1] = [wl] = [w]. Agora, seja
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_ €r_ — —
=x; a L x; . Claramente temos que ww ™!
in In—1 1

€1 .62 1

w = xj x5 Defina w™

g ~ 1 e logo

[w][w™!] = [ww™!] = [1]. Entdo cada elemento de F/(X) possui um elemento inverso. Logo,

finalmente podemos afirmar que F'(X) é um grupo

Afirmacao: Seja i : X — F(X) definida por i(x) = [z]. Entdo (F(X),1q) é livre
sobre X.

Seja G um grupo e ¢ : X — G uma funcao. Defina ¢ : F(X) — G por ¢([w]) =
o(xi,) (x5, ), onde w = x5! ...x5". Observe que ¢ estd bem definida pois se [wq] = [wy]
entdo temos que w; ~ wy e logo uma palavra se difere da outra por acrescimos de z;x; !

ou z; 'z; e consequentemente terdo a mesma imagem, pois ¢(x;)o(z;) "t = 1g.

Claramente temos que ¢ é um homomorfismo e que para cada r € X temos
poi(x) = ¢([x]) = p(x). A unicidade de ¢ vem do fato de que a imagem de X é um
conjunto de geradores de F(X). Logo (F(X),1) é livre sobre X. |

Definicao 2.6. Uma palavra w em X € dita reduzida se nao tem dois elementos consecutivos

1

- -1
da forma x;x;" ou x; x;.

Proposigao 2.7. Cada classe de equivaléncia em F(X) possui apenas uma palavra reduzida.

Demonstragdo. Seja M o conjunto de todas as palavras em X. Definiremos A : M — M

por indugdo da seguinte maneira: A\(1) =1, A(z¢) =z e

AMw)z€, se AM(w) ndo termina por x~*
Mwzx®) =

—€

u, se A(w) = ux

Vamos mostrar agora as seguintes propriedades de A:

« Se w é uma palavra reduzida entdo A\(w) = w
« Para todo w € M temos que A\(w) é uma palavra reduzida

o se wy ~ wy entdo \(wp) = A(wsq)

Mostraremos essas propriedades por indu¢ao no comprimento de w.

Seja w tal que |w| = 1. Claramente temos que w é reduzida pois w = z¢ e por

definicao temos A(w) = A(z°) = 2° = w. Se |w| = 2 e w é reduzida, temos que w = xj x>

€1 —€2
com zj! # x;,“. Logo

Aw) = Mg wiy) = Mag) )iy = v wi; = w.

Agora suponha que a primeira propriedade vale para todas as palavras reduzidas w, tais

_ A : _ : 4 __ €1 €n .Cn+1
que [w| = n. Se v é uma palavra reduzida tal que |v| = n +1, isto é, v = xf} .07 2",
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€ z .
temos que v = uz;"| onde u = zf}...z{" e logo u é uma palavra reduzida com |u| = n. Por

hipotese temos A(u) = u e também 2§ # x; 7" j& que w é reduzida, logo temos

A(v) = )\(ua:f:ill) = )\(u)xf:ill = uxf:jll = .

Vale entdo que A(w) = w para todo w € M reduzida.

Novamente por inducao no comprimento de w, mostraremos agora que para todo
w € M, Mw) é uma palavra reduzida. Se w é tal que |w| = 1 entdo w ¢é reduzida e
logo A(w) = w é reduzida. Seja w uma palavra tal que |w| = 2. Entao se w é reduzida,
novamente temos A(w) = w uma palavra reduzida. Se w nao for reduzida entao w = zz~°.
Logo temos que A\(z€) = z¢ e por definicao A(z°x~¢) = u, onde A(z¢) = ux®, isto é, u = 1.
Logo A(w) = 1 que é uma palavra reduzida.
Suponha entao que para todo w € M tal que |w| = n temos A\(w) uma palavra reduzida.
€nt1

Temos que v = uz;

o . s, €
Seja v uma palavra tal que |[v| =n + 1, isto é, v = xj! ..o ;" T il

In " in41 "
onde u = zj!...z{". Por hipotese A\(u) ¢ uma palavra reduzida. Se A(u) nao termina por

—€n+1

inl,  €ntao

T

A() = Mux™ ™) = Mu)z; !

In+1 Intl”

Logo A(v) é uma palavra reduzida, pois A(u) ¢ reduzida e ndo termina por z; 7"". Se A(u)

¢ uma palavra reduzida que termina por x; i"j ' temos que A(u) = ww;, 1”1* 'e w também é

uma palavra reduzida. Por defini¢ao teriamos

A(w) = Mux™) = w.

In+1
Concluimos que para todo w € M, A(w) é uma palavra reduzida.

Vamos mostrar agora a ultima propriedade: Se w; ~ wq entdo A(wy) = A(ws). Para
mostrar essa propriedade vamos mostrar que A(uz‘z=) = A(uv) onde u é uma palavra
reduzida que nao termina por x~¢. Faremos a demonstracao por indu¢ao no comprimento
de v. Para |v| = 1 temos que v = y" e como u é uma palavra reduzida, temos \(u) = u
que nao termina por ¢, logo A\(uz) = uz® o que implica que A\(uz‘x™¢) = u. Se u nao
termina por y ", temos A\ux‘xv) = AMuxz Y") = uy" = Muy") = Auv). Se u = wy ™"
temos A(uzfr~ ) = w = A(uy") = AM(uv) . Podemos afirmar entdo que vale para |[v| = 1.
Suponhamos que vale para todo v tal que |v| = n. Se temos |w| = n + 1, temos que
urtr~w = uz‘ez"vy" onde |v| = n. Por hipotese temos A(uz‘z™v) = A uv). Se A\(uv)
nao termina por y " temos A(uz‘r w) = Auzfz~vy") = AMuzz"w)y" = Muv)y" =
AMuvy™) = AMuw). Se AMuv) = sy~ " teremos que A(uz‘z v) = Auv) = sy~ " e logo
AMuzx~w) = Muztz™vy") = s = Muvy") = M uw).

Concluimos entao que para todo x € X e u,v € M com u sendo uma palavra reduzida

que nao termina por ¢, M ux‘x~v) = A(uv).

Tomemos agora duas palavras wy, ws em X tais que w; ~ ws. Temos que uma das

palavras é obtida da outra por redugoes finitas de elementos do tipo x{z; ©. Suponhamos
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sem perda de generalidade que wy é obtida de w; por reducao e que wy seja uma palavra

. . . . . €4 .
reduzida. Se w; = x;'...x{", tomaremos o maior indice j tal que x{'...z;’ seja uma palavra
1 in 11 15

. ~ . o7 . €5 €4 ~ 7 .
reduzida. Entdo pela maximilidade de j temos que ! B xljﬁ nao ¢ uma palavra reduzida,

. ’ . €4 —€5 €5 — ’
isto €, @iy, = T;, € €j = —€j41. Assim wy = uzy x; 'v onde u = wflla:ljj ¢ uma palavra
. . —€5 . Y €4 ~ .
reduzida que nao termina por z; ’, pois caso contrario zj...r;) nao seria uma palavra
. €4 sz
reduzida, e v = z,7*2...25". Pelo que j& mostramos teremos
j+2 n

AMwy) = A(uxjj:c;qu) = AMuw)

onde uv vem de w; por reducdo. Se uv ja estiver reduzida entao uv = wy € ndo ha mais
nada a demonstrar, se nao, podemos repetir o processo um numero finito de vezes até que

a palavra fique na sua forma reduzida w,.

Se w9 nao for reduzida, podemos encontrar uma palavra w reduzida tal que w é
obtida de ws por redugoes. Logo w também pode ser obtida de w; por redugoes. Desta

maneira teremos A(wy) = AM(w) = A(ws)

A demonstracao da proprosicao é consequéncia direta das propriedades de A. Dadas

duas palavras reduzidas w; e wy tais que w; ~ wy temos que
w1, = )\(’U)l) = )\(U}Q) = Wsy.

A Proposicao 2.7 nos d4 uma maneira melhor para definir os elementos de F(X).
Como cada classe de equivaléncia s6 tem uma palavra reduzida, utilizaremos a palavra
reduzida de cada classe para representa-las como elemento do grupo. O produto de duas

palavras reduzidas u e v serd a palavra obtida pela reducao de uw

Proposicao 2.8. Grupos livres sao residualmente finitos. Isto é, se F' é um grupo livre

ew # 1 é um elemento de F, entdo existe um subgrupo normal N de F tal que w ¢ N e

F/N é finito.

Demonstracdo. Vamos mostrar que se w # 1 existe um grupo G finito e um homomorfismo
¢: F — G tal que e ¢p(w) # 1. Seja 1 # w € F. Como j& caracterizamos os elementos
de F sabemos que w é uma palavra reduzida em X, isto é, w = xi'...z¢". Consideremos
entdo o grupo finito 5,1 das permutagoes de {1,...,n + 1} e definiremos uma fungao

¢ : X — 5,11 que satisfaga as seguintes condicoes:

o(2) f eS,italque f(i+1)=1i, sex=x;e¢=1
€T)=
f eS,italque f(i) =i1+1, sex=x;e¢=—1
De fato, podemos encontrar uma fungao ¢ : X — S, 11 que satisfaca essas condicoes, de

maneira que f esteja bem definida, isto é, nao manda um elemento em duas imagens
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distintas. Se f(i+1) =i e f(i+ 1) =7+ 2 (pois nossa condigdo s6 exige que mande esses
elementos em seus antecessores ou sucessores) teriamos que r = z; e ¢, = 1 e a0 mesmo
tempo x = x; 11 e ;.1 = —1. Neste caso, w nao seria reduzida. Estas condigoes também nao
permitem que f nao seja injetiva. Se f nao fosse injetiva teriamos f(i +1) =i = f(i — 1)
e neste caso teriamos que x = x; e ¢, = 1 e a0 mesmo tempo r = x;_1 € ¢,_1 = —1, 0 que
também implicaria que w nao é reduzida.
Podemos entao definir uma funcao ¢ : X — S, satisfazendo as condi¢Oes necessarias.
Como F' é um grupo livre, existe um homomorfismo ¢ : F' — S,,1 que extende ¢. Temos
entao que

p(w) = p(xi..a7) = (1) p(n)™ = (a1)™ .. p(20) ™
Observe que ¢(x;) (1) = i + 1 para todo i, pois se ¢, = 1 temos ¢(x;)(i + 1) = i
e logo ¢(z;)™ % = ¢(x;)7'(1) = i+ 1. Se ¢, = —1 temos que ¢(x;)(i) = i + 1 e logo
¢~ (2:)(1) = ¢~V (:) (1) = p(a) (1) =i + 1

Entdio temos que ¢~ (w)(1) = ¢(wa) " ..d(1) " (1) = @)~ (. ($(a1) = (1)..) =
n+1, pois a primeira fungao levara 1 em 2, a segunda levara 2 em 3, e assim sucessivamente

ate chegar em n+1. Desta maneira temos que ¢(w)(n + 1) =1 logo p(w) # 1.

Pelo primeiro teorema de isomorfismo, temos que kery é normal em F' e F'/kerp =
Im(F) < S,11. Logo temos que w ¢ kery, kerg é subgrupo normal de F e F/kerp é
finito pois é isomorfo a um subgrupo do grupo finito S, ;. Tomando N = kery, podemos

concluir que F é residualmente finito. [ |

Corolario 2.9. Seja F um grupo livre finitamente gerado. Todo endomorfismo sobrejetivo

de F' é um automorfismo.

Demonstragdo. Suponha por contradi¢ao que existe um endomorfismo sobrejetivo ¢ : F' —
F que nao é um automorfismo. Como ¢ é sobrejetivo, temos entdao que nao pode ser
injetiva, isto é, existe 1 # w € F tal que p(w) = 1. Pela proposigao anterior ji vimos
que como w # 1 entao existe um homomorfismo « : F — S onde S é um grupo finito,
tal que a(w) # 1. Sejam n,m € N tal que n > m. Como ¢ é sobrejetivo, ™ também
é. Logo, existe v € F tal que ¢"™(v) = w o que nos da ap™(v) = a(¢™(v)) = a(w) # 1.
Por outro lado, como n > m temos n = m + k para algum k € N. Logo ay¢"(v) =
agkp™(v) = a(P*(e™(v))) = a(pF(w)) = a(l) = 1. Entdo para cada n € N temos que
aw™ sdo homomorfismos distintos, isto é, existem infinitos homomorfismos de F' em S. Por
outro lado, como F' é finitamente gerado, temos que s existe uma quantidade finita de
homomorfismos de F' em S. Pois seja X o conjunto finito de geradores de F', entdo existem
exatamente |S|XI homomorfismos de F' em S, que d4 uma contradicdo. Concluimos entio

que @ tem que ser injetivo, e logo um automorfismo. [

Proposicao 2.10. F(X) ¢ isomorfo a F(Y) se e somente se | X| =Y.
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Demonstra¢io. Suponhamos que |X| = |Y|. Entao existe uma bijecao f : X — Y. Pela
Proposicao 2.4, se (F1,i1), e (Fy,is) sao livres sobre um mesmo conjunto X entao sao
isomorfos. Vamos mostrar entao que se (F(X),17) é livre sobre X entao (F(X),if) ¢é livre
sobre Y. Desta maneira teremos que F'(X) e F(Y') sdo livres sobre Y e logo F'(X) = F(Y).

De fato, seja G um grupo qualquer e ¢ : Y — G uma funcio. Temos pf~' : X — G.
Como (F(X),i) é livre sobre X, existe um tinico homomorfismo ¢ tal que ¢i = pf~! =

¢if = . Logo, (F(X),if) é livre sobre Y, como queriamos mostrar.
Suponha que F(X) = F(Y), isto é, existe um isomorfismo ¢ : F(Y) — F(X).

Suponha que X e Y sdo conjuntos infinitos. Entao |X| = |F(X)|, pois os elementos
de F(X) sao palavras de comprimento finito. Similarmente |Y| = |F(Y)|, e por isso,
| X| = |Y|. Agora suponha que X seja um conjunto finito. Seja A o conjunto de todos os

homomorfismos de F(X) em Zo, ¢ H o conjunto de todos os homomorfismos de F(Y) em
Zs. Defina ¢ : A — H por ¢(f) = fe. Vamos mostrar que ¢ é uma bijecao. Se ¢(f) = ¢(g)
entdo fo = gp. Como ¢ é uma bijecdo, tem inversa e logo fpp=! = gpp=!t = f =g. Se
g € H temos que gp~t € Ae ¢(gp~t) = go o = g. Logo ¢ é uma bijecido, o que implica
| Al = [H].

Por outro lado temos para cada homomorfismo de F(X) em Z,; uma fungao de X
em Zs, apenas restringindo o homomorfismo em X. E também para cada funcao de X em
Zs temos um homomorfismo de F(X) em Z,. Logo o nimero de homomorfismos de F(X)
em Zy é o mesmo niimero de funcdes de X em Z,, isto é, |A| = 2%, Analogamente temos
[H| = 2I¥1 e logo

2 = 4] = [H] = 2V = x| = |V

Defini¢ao 2.11. Um grupo G é chamado de grupo livre se é isomorfo a F(X) para algum
X. Sei: F(X) — G é um isomorfismo, dizemos que i(X) é uma base de G. Também

dizemos que G € livre sobre i(X)

E facil verificar que se A é uma base de G e ¢ é um automorfismo de G entéo ¢(A)
também é uma base de G. Pela Proposicao 2.10, se A e B sdo bases de G entao |A| = |B|.

Chamamos a cardinalidade da base de um grupo livre G de posto de G.

Exemplo 2.12. Seja F = F(z,y) um grupo livre. Entio {x™', zy} também é uma base de
F. Seja ¢ : F — F tal que p(x) =z~ e p(y) = xy. A fungdio ¢ induz um homomorfismo
de F em F que é sobrejetivo, pois p(xz™1) = p(z)™' =z e p(zy) = o(z)o(y) = 27 oy = y.
Logo, temos que ¢ é um endomorfismo sobrejetivo. Pelo Coroldrio 2.9 temos que ¢ € um
automorfismo, pois F € finitamente gerado. Analogamente podemos verificar que {zy, vy*}

também € uma base.
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Por outro lado temos que {yz, zy*} ndo é uma base. Suponhamos que houvesse um
homomorfismo o tal que p(x) = yx e ©(y) = xy?. Entdo ¢ ndo pode ser sobrejetivo, pois
se fosse, existiria uma palavra reduzida w tal que p(w) = x. Porém € facil verificar que
o(w) também é reduzida. Logo se |w| > 2 entdo |p(w)| > 4, o que é uma contradi¢ao de
que p(w) = z. Logo {yz,xzy*} ndo é uma base de F. Outro conjunto que também ndo é
uma base é {xy, x*y*}. Se fosse, teriamos que {xy, v*y*(xy) "'} = {zy, 2%y*x "'} também
seria, pois v*y3(zvy)'xy = 2%y3. Neste caso, tomando o automorfismo ¢ : F — F dada

1

pela conjugacio por x, isto é, p(w) = x~ wx teriamos que ({xy, 2*y*xz~'}) = {yz, vy*}

seria uma base.

Proposicao 2.13. Seja G um grupo e seja X um subconjunto de G. Entao as sequintes

afirmagoes sao equivalentes:

1. G ¢é livre com a base X.

2. Todo elemento de G pode ser escrito de maneira unica por xil..xs" para algum
11 in

n>0, x;, € X ee. ==x1, onde €, # —€,41 S€ iy = lpiq.

3. X gera G e nenhum produto xi)...x5" paran >0, z; € X ee, = £1, onde €, # —€,44

se i, = ti,41, € tqual a 1.

Demonstracao. 2 = 3 é trivial. 3 = 2 também ¢ direto, sendo necessario apenas mostrar

parte da unicidade. De fato, se um elemento w € G pode ser escrito por w = ;! ...x{" =

g
m m
J1° “:L‘jm

escrito por nenhum produto se estiver na forma reduzida. Logo, esse produto tem que

x entdo ;! ..xf"a; "™ ..x; " = 1. Porém, pela hipotese temos que 1 nao pode ser

in " Jm J1

poder ser reduzido a palavra vazia. Como zj!...xi" e :L‘;]lll’?:: estdo na forma reduzida, a

TIm
Gm o

tinica alternativa é que z{" = x i = o7t . Concluimos que a maneira de escrever w
é Unica.

Se G é livre sobre X, as propriedades 2 e 3 seguem diretamente da construgao de
F(X). Logo 1 = 2 ¢ 1 = 3 também ¢ trivial.

Suponhamos que G tem as propriedades 2 e 3. Considere o homomorfismo ¢ :
F(X) — G induzido por ¢ : X — G definido pela funcao identidade. Temos ¢ é sobrejetiva,
pois X gera G. Além disso, ¢ é injetiva, pois se w # 1, pela hipotese 3, ¢(w) # 1. Logo ¢ é

um isomorfismo e G ¢ livre sobre X. Concluimos que 2,3 — 1. |

Corolario 2.14. Seja X um conjunto de geradores de G e seja ¢ : G — H um homomor-

fismo injetivo em X tal que p(G) € livre sobre (X). Entao G é livre sobre X

Demonstra¢io. A condigao (3) da Proposicao 2.13 vale para X e G ja que vale para ¢(X)
e o(QG). |

Corolario 2.15. Seja G livre sobre X e Y C X. Entdo o subgrupo <Y > ¢ livre sobre Y.
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Demonstra¢io. Também segue direto da condigao (3) da Proposigao 2.13 que vale para
<Y >eY. [

Corolario 2.16. Seja I livre sobre a base {x,y}. Seja ¢ : F — 7Z tal que p(x) =1 e
©(y) = 0. Entdo kery € livre sobre a base {x~'yx'; i € Z}

Demonstracao. Temos que qualquer elemento de kery é produto dos elementos da base
{z"yz"; i € Z}, e qualquer palavra reduzida dessa base é diferente de 1. Assim o corolario

segue pela Proposicao 2.13. ]

Defini¢ao 2.17. Seja w = x;!...x{" uma palavra reduzida. Dizemos que w € ciclicamente

reduzida se i1 # i, ou se iy = i, mas €; # —e€,. Por convengdo 1 ¢ ciclicamente reduzida.

Claramente se w é uma palavra ciclicamente reduzida, entao w™ é também ciclica-
mente reduzida e logo |w"| = n|w|. E também se w = v~ 'vu é uma palava reduzida e v

uma palavra ciclicamente reduzida, temos w" = u=lv"u

Defini¢ao 2.18. Uma permutagdo ciclica de w = xj)...x{" € qualquer palavra da forma

€r—1
lr—1

Ep €n ,.€1
"'E’L'r l’ln SE’L'l XL

Proposicao 2.19. 1. Todo elemento de F(X) € conjugado de uma palavra ciclicamente

1

reduzida, isto €, para todo w € F(X) temos w = u'vu onde v € ciclicamente

reduzida.

2. Qualquer permutacgdao ciclica de uma palavra ciclicamente reduzida € ciclicamente

reduzida.

Demonstracao.

1. Faremos a demonstracao por inducao. Como toda palavra reduzida em F de compri-
mento 2 claramente ¢é ciclicamente reduzida, comegaremos mostrando para |w| = 3.
Seja w tal que |w| = 3, isto é, w = xj xix;}. Se w ja é ciclicamente reduzida
entao podemos escrever w = lwl. Se w nao for ciclicamente reduzida entao i; = i3
e € = —e3. Logo temos w = zjlx’x; . Chamando u = ;" e v = z}} temos

w = u~tvu, e claramente v é ciclicamente reduzida, pois tem comprimento 1.

Suponha que vale para todo w € F(X) tal que |w| < n. Seja w € F(X) tal que
lw| = n, isto é, w = xj!..x{". Se w é ciclicamente reduzida, novamente é direto que

w = lwl. Se w nao for ciclicamente reduzida entao i; = i, e €, = —¢, e temos entao

€n—1_,—€1

€1 .62 — p€l,7. €1 oy : - -1
que w = $ill’i2...ﬂ7i7L71$il = $i1’wﬂfi1 . COHlO \w\ < n, por hlpotese w = u "vu,

onde v ¢ ciclicamente reduzida. Logo temos w = x§'u 'vuz; . Tomando u = ux;

1 1

temos u™! = z{lu~". Logo temos w = u~'vu e v é uma palavra ciclicamente reduzida.

Concluimos que vale para todo w € F(X).
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2. Seja w = z§!...r;" uma palavra ciclicamente reduzida. Qualquer permutagao ciclica

€r €n €1 €r—1
% ...l’zn le ...J]ZT*l

¢ reduzida pois w € ciclicamente reduzida entao xj # z; . Além

—€r—1

. P . . c
disso serd ciclicamente reduzida pois para qualquer r temos x{" # x; "

Proposicao 2.20. Grupos livres sdo livres de torcao. Isto €, se w # 1 entdo w™ # 1 para

todo inteiro n diferente de 0.

Demonstragio. Seja w # 1. Pela Proposicdo 2.19 temos w = u~'vu, onde v é ciclicamente
n| —

reduzida diferente de 1. Logo |v| > 1. Entdo w™ = u~'v"™u, o que implica que |w"| > |v

n|v| > 1. Logo w™ nao pode ser 1, pois |1| = 0. |

Corolario 2.21. Seja F um grupo livre e sejam g, h € F. Se g* = h* para algum k # 0

entdo g = h.

Demonstracio. Suponha g% = h¥. Entdo g*h ™% =1 = ¢*(h~1)* = 1. Como ¢, h # 1, pela
Proposicio 2.20 temos g* # 1 e h™* # 1. Logo, para que ¢g*(h™!)* = 1 precisamos de
gh™! =1, que implica que g = h. |

2.2 Elementos Primitivos

Definicao 2.22. Seja F um grupo livre. Dizemos que w € F' é um elemento primitivo se

w € parte de uma base livre, isto €, se w € X para algum conjunto X que seja base de F.

L e zy sdio

Exemplo 2.23. Seja F(x,y) um grupo livre. Vimos no Exemplo 2.12 que x~
elementos primitivos, pois {x~', xy} é uma base. O elemento xy* também é primitivo, pois

{zy, xy?} também é uma base.

Proposicao 2.24. Seja F' um grupo livre. Se w é um elemento primitivo entao para todo

grupo G e elemento g € G existe um homomorfismo ¢ : F — G tal que p(w) = g

Demonstracdo. Seja F' um grupo livre e w um elemento primitivo. Entao existe uma base
X tal que w € X.

Afirmacgao: F é livre sobre X com a funcao inclusao i : X — F.

De fato, como F' é um grupo livre com a base X temos que F' é isomorfo a F(X)
para algum conjunto X. Em particular, existe um isomorfismo f : F(X) — F com
f ()_( ) = X. Basta considerarmos uma fungao bijetiva de X em X, que existe, pois pela
Proposicio 2.10 | X| = | X|. Pela defini¢ao de grupo livre, tem que existir um homomorfismo

de F(X) em F que extenda esta funcao bijetiva. E como é um homomorfismo que leva

base em base do forma bijetiva, temos que é um isomorfismo.
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Agora seja G um grupo qualquer e ¢ : X — G uma funcio. Temos po f: X — G.
Por definicao de grupo livre existe um tinico homomorfismo ¢ : F(X) — G tal que
¢ | = ¢ o f. Logo o homomorfismo ¢ o f~! satisfaz ¢ o f~x = ¢, pois f~H(X) = X. A

unicidade vem direto da unicidade de ¢.

Dado entao um grupo G e um elemento g € G, considere uma fungao ¢ : X = G
tal que ¢(w) = g. Por defini¢ao de grupo livre, existe um homomorfismo ¢ : F' — G tal

que ¢ oi = . Como i é a fungao inclusdo, temos ¢(w) = ¢ o i(w) = p(w) = g.
|

Corolario 2.25. Seja F um grupo livre e x € F. Entdao para todo n > 2, x™ ndo é um

elemento primitivo.

Demonstracao. Suponha por contradi¢ao que ™ é um elemento primitivo. Tomemos G = 7Z

e g = 1. Entao existe um homomorfismo ¢ : F' — Z tal que
n n 1
pla") =1=p(2)" = 1= npx) =1= p@) = —,

que é uma contradi¢do, pois como n > 2 teremos que () nao é inteiro. |

Corolario 2.26. Seja F um grupo livre e sejam x,y € F. O elemento [x,y] = xyxz 'y~

nao € primitivo.

Demonstragio. Seja G = Z. Para qualquer homomorfismo ¢ : F' — Z temos ¢([z,y]) =
o(zyz™ly™) = p(x) + o(y) — p(x) — ¢(y) = 0 pois Z é abeliano. Logo nao existe

homomorfismo de F' em Z que mande [z,y| em outro elemento de Z que nao seja o 0. W
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3 Grafos

3.1 Definicoes e Propriedades

Defini¢ao 3.1. Um grafo é um par de dois conjuntos (V,E), onde V é o conjunto de
vértices e E é o conjunto de arestas, que é formado por pares de vértices. O conjunto E é
um multiconjunto, isto €, seus elementos podem aparecer mais de uma vez, o que faz com

que cada elemento tenha multiplicidade.

Observacao 3.2. Os pares de arestas nao sio ordenados, isto €, os pares (u,v) e (v,u)

540 0 Mesmo.
Defini¢ao 3.3. 1. Os vértices u e v sao vértices finais da aresta (u,v).
2. Arestas que tem os mesmos vértices finais sao paralelas.
3. Uma aresta da forma (v,v) é um loop.
4. Um grafo é dito simples se nao tem vertices paralelos ou loops.
5. Um grafo sem arestas, isto é, com E = () é dito vazio.
6. Um grafo sem vértices, isto é, com V =0 € dito nulo.
7. Duas arestas sao adjacentes se compartilham um mesmo vértice final.
8. Dois vértices sao adjacentes se sao conectados por uma aresta

9. O grau do vértice v, denotado por d(v), é o nimero de arestas que tem v como vértice
final. Por convengdao contamos o loop duas vezes e as arestas paralelas sao contadas

separadamente.

Teorema 3.4. O grafo G=(V,E), onde V = {vy,...,v,} e E ={eq,...,en} satisfaz

n

> d(v;) =2m

i=1
Demonstragio. Podemos fazer a demonstracao por indugao em m. Para m=1, temos que
E ={e1}. Seja e; = (v1,v2) temos que os tnicos vértices com grau maior que zero sao vy
e vy, pois do contrario teriamos que ter outra aresta além de e;. Além disso, o grau de
cada um deles deve ser 1, pois do contrario também teriamos que ter mais arestas além de
ey. Logo temos >0 d(v;) = d(vy) +d(ve) =1+1=2=2.1.
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Agora suponhamos que vale para |E| = m. Seja G=(V,E) com |E| = m + 1.
Considere G* = (V, E*), onde E* = E \ {e;4+1}. Por hipotese temos Y1 | d*(v;) = 2m.
Agora, acrescentando a aresta e,, 1. Seja e, 11 = (v;, vg) entao temos que d(v;) = d*(v;) +1,
d(v,) = d*(vg) + 1 e d*(v;) = d(v;) para todo j # i, k. Logo

n

> d(v;) =2m+2=2(m+1)

i=1

Corolario 3.5. Todo grafo tem um numero par de vértices com grau impar.

Demonstracio. Podemos nomear os vértices do grafos de modo que vy, ..., v, sejam os
vértices com graus impares € vgy1, ..., U, Sejam os vertices com graus pares. Pelo teorema

anterior temos que

d(vy) + ... +d(vg) + d(vgs1) + ... +d(v,) = 2m

dv)) + ... +d(vg) = 2m —d(vgp1) — ... —d(vy,)
21+ 1+ .+ 25k +1 = 2m— 251 — ... — 2J,
201+ k) +k = 2(m = Jepr — oo — Jn)
ko= 2(m = jep1 — oo — Jn) = 2001 + o + Ji)
ko= 2(m—jr1— o = Jn—J1— o — Ji)
Logo k é par. |

Definicao 3.6. Um grafo simples em que todos os vértices sao adjacentes é chamado
completo. Isto é, um grafo é completo se para todo par de vértices existe uma aresta

conectando-os.

Observagao 3.7. Um grafo completo com n vértices é denotado por K,

Definigao 3.8. O grafo G, = (Vi, Ey) € um subgrafo do grafo Go = (Va, Ey) se Vi C Vy e
E, C Es.

s

Definicao 3.9. Um grafo direcionado é um grafo onde o conjunto E de pares V x V ¢é

ordenado. Isto €, agora os pares (u,v) e (v,u) sao diferentes.

Usamos basicamente as mesmas nogoes para os grafos direcionados, com algumas

adaptacoes.

Definicao 3.10. 1. O vértice v é chamado vertice inicial e o vértice u é chamado

vértice final da aresta (v,u)

2. O grau de saida do vértice v, denotados por d*(v), é o nimero de arestas que estio
saindo de v. Isto €, d*(v) = [{(v,u) € E ; ue V}|.
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3. O grau de entrada do vértice v, denotados por d~(v), € o nimero de arestas que
estao chegando em v. Isto é, d~(v) = |{(u,v) € E ; u e V}|.

Observagao 3.11. Em um grafo direcionado a direcao de um loop ¢ irrelevante.

3.2 Grafos Conexos

Definigao 3.12. Seja G(V, E) um grafo. Um caminho em G é uma sequéncia de vértices

que sao conectados por uma sequéncia de arestas.

Exemplo 3.13. Seja G = Ky. A sequéncia {(v1,v2), (va,v3), (v3,v4)} € um caminho em

G que liga os vertices vy € vy.

Definigao 3.14. Seja G(V, E) um grafo. Dizemos que dois vertices vy, vy € V' sdo conectos

se existe um caminho em G ligando os vertices vy e vy

Definigao 3.15. Um grafo G(V, E) é dito conecto, se todo par de vertices em V' sao

conectos.

Definig¢ao 3.16. Seja G(V, E) um grafo. Um vertice de corte é um vertice v € V tal que

se retirarmos v e todas as suas arestas adjacentes, obtemos um grafo ndao conecto

Proposigao 3.17. Seja G(V, E) um grafo com |V| > 3. Se G ndo é conecto entio G tem

um vértice de corte.

Demonstracao. Por hipotese G nao é conecto, logo existem vertices a,b € V' tal que nao

existe um caminho que ligue a e b.

Se ambos os vértices forem isolados, isto é, ambos nao tém nenhuma aresta adjacente
a eles. Entao qualquer um dos vertices pode ser um vertice de corte. De fato, como |V| > 3
existe um outro vértice ¢ € V' e temos que ¢ nao é conecto com nenhum dos vértices a ou
b. Logo se retirarmos qualquer um deles, ¢ ainda nao serd conecto com o outro, fazendo

com que o grafo resultante nao seja conecto.

Caso um dos vértices nao seja isolado, suponha sem perda de generalidade que seja
o vértice a. Entao existe uma aresta (a,c) para algum vértice ¢. Afirmamos entao que
a ¢ um vértice de corte. De fato temos que no grafo resultante os vértices ¢ e b nao sao
conectos. Caso contrario, existiria um caminho {(c,x1), (x1,x2), ..., (z,,b)} e neste caso
teriamos que no grafo G teriamos o caminho {(a,c), (¢, z1), (21, x2), ..., (xn, b)} ligando os

vértices a e b. [ |

Proposigao 3.18. O grafo K,, nao possui vértice de corte.
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Demonstracao. De fato, seja a um vértice de K, e seja G o grafo que obtemos retirando o
vértice a e suas arestas adjacentes do grafo K. Dados quaisquer dois vertices z,y em VG
temos que x e y sao diferentes de a. Logo a aresta (z,y) de K, nao foi retirada para obter

G. Entao o caminho {(z,y)} conecta = e y. |
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4 Analise de Matrizes

Defini¢ao 4.1. Uma funcgao |||.||| : M, — R é uma norma de matriz, se para todo

A, B € M, satisfaz os sequintes axiomas:

1. |I|AJll = 0 e |||A]|| = 0 se e somente se A =10
2. |lcA|l| = |elll|All], para todo ¢ € R

3. IIA+ Bl < 1Al + 1B

4. NIAB| < [IIAN 1B

Exemplo 4.2. A l; — norma definida para A € M, por

n

Al = Y lai]

ij=1
¢ uma norma de matriz, pois satisfaz ||AB|| < ||A|| || B||-

Jd a lso — norma definida para A € M,, por

1[4l = mass o

¢ uma norma do espaco M,, porém ndo é uma norma de matriz pois se tomarmos
11

A:(l ) temos ||A.A|| = |24 = 2||A|| = 2 e ||A]|| ||A]| = 1.1 = 1. Logo nao satisfaz o

arioma 4 para norma de matrizes.

Definicao 4.3. Seja A uma matriz de ordem n. Definimos o raio espectral da matriz A,

denotado por p(A), por max{|A|; \ € autovalor de A}.

Propriedades 4.4.

1. Se X € autovalor da matriz A, entdo ch é autovalor da matriz cA. De fato, temos

que Ax = \x = cAx = clx

2. Se ¢>0, entao p(cA) = cp(A). Direto do item 1, temos que o conjunto de autovalores
de cA é o conjunto {cA; A € autovalor de A}. Logo temos p(cA) = max{|A|; A € autovalor
de cA} = max{|cAl; X € autovalor de A} = |c|max{|A|; X\ € autovalor de A} =

cp(A).

3. Se X ¢ autovalor de A, entdo N¥ é autovalor de A* para qualquer k € N. Por
inducao em k, suponha que vale para todo inteiro menor ou igual a k. Temos entao
ARty = AARy = A(Nfz) = Ne(Az) = N dz = \¥Fla. Desta mesma maneira é

trivial mostrar que vale para k=2. Logo, vale para todo inteiro positivo k.
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4. p(AF) = p(A)*. De fato, pelo item anterior temos que o conjunto de autovalores de A*
¢ o conjunto {\¥; X € autovalor de A}. Logo, p(AF) = max{|\|*; X\ € autovalor de A}
(max{|\|; \ € autovalor de A})* = p(A)*

Teorema 4.5. Sejam |||.||| wma norma de matriz em M,, A € M, e A\ um autovalor de

A. Entao [A] < p(A) < [[[A]l].

Demonstragio. A primeira desigualdade é direto da definigdo de p(A). Agora, se A é um

autovalor de A, entdo existe x € R"™ tal que z # 0 e Az = Ax. Tomemos entao X € M,

definidido por X = (z,z...,x). Temos que AX = (Az, Az, ..., Ax) = (A\z, Az, ..., \x) = A X.

Logo, temos [ [[[X]|| = [[[AXII] = [JAXII[ < [[[A[] [IX]I] = [A] < [|A]l]. Como p(A) =
|A| para algum autovalor A de A, temos p(A) < ||| A]||. |
Lema 4.6. Seja A € M,,. Dado € > 0, existe uma norma de matriz |||.||| tal que

p(A) <INl < p(A) + €.

Lema 4.7. Seja A € M,,. Se existe uma norma de matriz |||.||| tal que |||A||| < 1, entdo

limy,_,oo A¥ = 0. Isto é, cada entrada de A* tende a zero quando k — co.

Demonstragio. Temos ||| A||| < [||A]||¥. Como ||| A]|| < 1 entdo

lim_[[|A*]|] < lim [||A]||* =0
k—o0 k—o0

Teorema 4.8. Seja A € M,,. Entdo limy_,., A¥ =0 se e somente se p(A) < 1.

Demonstracio. Supondo que A*¥ — 0 e seja x # 0 um vetor tal que Az = Az, entdo
A*x = Nz, Logo, como A*z — 0 temos Az — 0, e isso s6 ocorre se [A| < 1. Como a

desigualdade vale para qualquer autovalor de A, temos p(A) < 1.

Supondo que p(A) < 1. Pelo Lema 4.6 podemos tomar uma norma de matriz tal
que |||A]l| < 1. Logo, pelo Lema 4.7 A* — 0. |

Corolario 4.9. Sejam |||.||| wma norma de matriz em M, e A € M,. Entao

. ki~
Jim ||| 4% = p(4)

Demonstragio. Como p(A)* = p(A*) < |||A¥|||, temos p(A) < |||A*|||* para todo k € N.
p(A) < 1.

Dado ¢ > 0, a matriz A = WA tem raio espectral p(/_l) = W

Pelo Teorema 4.8 temos A* — 0, logo existe ko tal que, se k > ko temos |||A*]|| <1 =

1 k
<p(A) + 6A>
p(A) + €. Entao

1 \
< 1=~ AR < 1= [JAM] < (p(4) + )" = [[|A%]]]F <

(p(A) +€)

p(A) < |A*[* < p(A) +e.
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Como ¢ foi dado arbitrariamente, temos limy,_, o, ||| A"|| 1t = p(A).

Definigao 4.10. Sejam A = [a;;] e B = [b;;] matrizes de ordem n. Dizemos que A < B
se a;; < b; para todo 1,5 € {1,...,n}. A primeira desigualdade é estrita quando a sequnda

desigualdade é estrita .

Proposicao 4.11. Sejam A e B maltrizes ndo negativas, isto é, A,B > 0. Se A < B
entao:

(a) A™ < B™

() 1Al < 1Bl

Demonstragdo. (a) Para m=2 temos que Se A < B entdo a;; < b;; para todo i,j €
{1,...,n}. Logo airar; < bixbr; para todo k € {1,...,n}. Entdo af; = ajay; + apag; + ... +
Aintnj < Ditbij + biobaj + ... + binbn; = b, = A* < B>,

Por inducdo em m, suponhamos que vale para m. Entao A™*! = A™A e B™" = B"B e
temos que afit! = afar; + ... + afan; < Wby + . 4 b by = b = AT < B
(b) Como a;; < b;; para todo 4,5 € {1,...,n} e A,B sdo matrizes nao negativas, todas as
entradas sdo nao negativas. Logo, a norma ||.|[; é a soma das entradas da matriz. Entao
Al = S50y 0 < 200 = B .

Teorema 4.12. (Perron-Frobenius) Seja A uma matriz nio negativa. Entao p(A) é

um autovalor de A, associado a um autovetor v nao negativo. Isto é, existe v > 0 tal que
Av = p(A)v.

Proposicao 4.13. Sejam A, B matrizes simetricas positivas tal que A < B. Entao
p(A) < p(B)

Demonstracao. Primeiro observe que como B é simétrica, seus autovetores formam uma

base de R" e logo para todo x € R™, se {v1,...v,} é a base de autovetores temos

Bx = B(xjv; + ...+ x,0,)

z1Bvy + .2, B,
TNV + oo+ T AU,
r1p(B)on + .ap(B)u,
p(B)(z1v1 + ... + zp0,)
p(B)z

| VAN

E temos também que A=B+(A-B)



34 Capitulo 4. Analise de Matrizes

Usando o Teorema de Perron-Frobenius existe um vetor positivo v tal que Av =
p(A)v. E como A < B temos (A — B) <0 e logo (A — B)v < 0 pois v é positivo. Entao

p(A)v = Av
= [B+(A—- B)Jv
= Bv+(A—-B)v
< p(B)jv+ (A—-B)v
< p(B)

Como v é positivo, temos p(A) < p(B)
|

Teorema 4.14. (Teorema Espectral) Seja A uma matriz simétrica de ordem n com

coeficientes reais. Entdo:

1. Todos os autovalores de A sdo reais.
2. autovetores associados a autovalores distintos sao ortogonais.

3. a dimensdo do autoespaco associado a um autovalor é igual a multiplicidade deste

autovalor como raiz do polinomio caracteristico de A.
4. FExiste uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A.

5. A ¢ diagonalizavel por uma matriz de mudanca de coordenadas ortonormal P. A

matriz P cujas colunas sao os autovetores (ortonormais) de A é tal que
PTAP = P'AP = D,
onde D é a matriz diagonal com sua diagonal principal sendo os autovalores de A.

Proposicao 4.15. Seja A uma matriz simétrica de ordem n. Para todo vetor v € R”

temos que
vAvT

vuT

< p(A)

Demonstracio. Como A é uma matriz simétrica, pelo Teorema Espectral temos que
existe uma base ortonormal de R™ formada por autovetores de A. Seja {uy, ..., u,} a base

ortonormal de R" formada por autovetores de A. Logo v = ajuy + ... + a,u, e como a base
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é formada por autovetores de A e é ortonormal, temos

vAvT = <, Av >
= < (aui+ ...+ ayuy,), Alayug + ... + apuy,) >
= < (aquy + ... + apuy), a1 Aug + ... + a, Au, >

= < (apuy + ... + apy), a1\ ug + ... + apAu, >

a%Al < U, up > +...+ ai)\n < Uy, Uy >

M+ ...+ ai\,
aip(A) + ...+ app(A) = p(A)(ai + ... + ap)

IA

e também,

wh o= <wv,v>
= < (aquy + ... + apuy), (arug + ... + ayuy,) >
= af<u1,u1>+...+ai<un,un>

2 2

Logo, temos

vAvT vAVT
wl (a3 + ...a2)
p(A)(a? + ... + d?)
(a} +...a2)
= p(A)

Definigao 4.16. Duas matrizes de A e B, de ordem n, sao semelhantes se existir uma

matriz invertivel M tal que

A=M"'BM

Observacio 4.17. E facil observar que a semelhanca de matrizes define uma relagio de

equivaléncia
Proposigao 4.18. Sejam A e B sdo matrizes semelhantes. Entao
e det(A) = det(B)

. Tr(A) = Tr(B)

Demonstragio. Como A = M~'BM, usando a propriedade det(AB) = det(A)det(B) do

determinante do produto matrizes, temos

det(A) = det(M*BM) = det(M")det(B)det(M)

= det(3) det(B)det(M) = det(B)
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Usando a propriedade Tr(AB) = Tr(BA) do Trago do produto de matrizes, temos
tr(A) =Tr(M *BM) =Tr(BMM™') =Tr(B)
|

Corolario 4.19. Seja A € uma matriz simétrica. O determinante de A é dado pelo produto
de seus autovalores elevados a suas multiplicidades. E o traco de A € a soma dos seus

autovalores contados pela multiplicidade.

Demonstragio. Pelo Teorema Espectral temos que A é diagonalizavel e que A = PDP~!,
onde D é a matriz diagonal com diagonal igual aos autovalores de A. Podemos observar
também que neste caso A e D sdo semelhantes, logo tem o mesmo determinante e o mesmo

traco. Como D é uma matriz diagonal, seu determinante é o produto da diagonal principal.

Logo
det(A) = det(D) = [ \™
e
onde \; é autovalor de A e m; é a multiplicidade do autovalor ;. |

Proposicao 4.20. Seja A uma matriz simétrica. Se xYA(x) = 2"+ a,_ 12" +...+ a1+ ag

¢ o polinomio caracteristico de A, entdo temos

ag = det(A)
a; = — Z det(A“)
an_1 = (=1)""'Tr(A)

Demonstracao. Pelo Teorema Espectral todos os autovalores de A sao reais. Podemos

entao escrever o polinomio caracteristico como

XA(z) = (=1)"(xz — A1) (z — A2)...(x — \p)

0

Desenvolvendo a expressao apenas para os termos de 2"~ !, 2 e 2° e usando o corolario

4.19 teremos

=DM = A — = A) = (D) =M A A =2 (1) T (A)
(=D)"[(=1)" i A + (1) Tliga Ai + oo+ (1) i Ad] = 2[— 3 det(Ay)]
2 (=1)"[(=1)"TT\i] = wo[det(A)]

e concluimos que a,,_; = (—=1)""'Tr(A), a; = — Y det(Ay) e ag = det(A).

Obs: Para a igualdade do coeficiente a; usamos que a matriz A; ainda é uma
matriz simetrica e a matriz diagonal a qual ela é semelhante é a matriz dos com a diagonal

principal sendo os autovalores, exceto o autovalor A;. ]
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5 Densidades

Neste capitulo iremos definir as primeiras nogoes de densidades, algumas de suas
propriedades basicas e daremos alguns exemplos de subconjuntos com comportamentos

estranhos.

5.1 Introducdo a Densidades

Definicao 5.1. Seja G um grupo finitamente gerado e X o conjunto finito de geradores
de G. A bola de raio n, centrada na identidade, com respeito a X, denotada por Bx(n),
¢ o conjunto de elementos de G que podem ser escritos como uma palavra em X tendo

comprimento no Maxrimo n.

Definigao 5.2. Seja G um grupo finitamente gerado e X o conjunto finito de geradores
de G. A esfera de raio n, centrada na identidade, com respeito a X, denotada por Sx(n) é
exatamente {1} paran =0 e Bx(n)\ Bx(n —1) sen # 0

Lema 5.3. Seja a, uma sequéncia de nimeros reais maiores que 1. Se a,, € submultiplica-

tiva, entao /a, converge.

Demonstracao. Primeiro vamos mostrar que se ¢, € uma sequéncia de nimeros reais

positivos subaditiva, entao

c c
lim = = inf =
n n
Dado m € N. Para todo n € N, temos n = mq + r, com r < m. Se a =
max{ci, ..., ¢y } temos ¢, < a. Logo
Cn = Cmg+r
< gCm Tt
< g ta
c a
n n n

Note que quando n — oo temos ¢ — oo e lim 9 _lim
n mq+r m +

Como m foi dado arbirariamente, temos que

. Cn .+ Cm
limsup — < inf —
n—oo N m

c c c a
Por outro lado temos que — > inf —* e logo liminf — > inf —.
n m n m
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Concluimos entao que

c c c c
inf = < liminf = < limsup — < inf -~
m n n m

. Cp, . +Cn
lim — = inf —
n—o0 n n

Agora seja a, uma sequéncia de nimeros reais maiores que 1, submultiplicativa.
Entao ¢, = In(a,) é uma sequéncia de nimeros reais positivos, aditiva. De fato temos

Cnpm = (i) < In(anam) = In(a,) + In(am) = ¢p + ¢pn. Vimos entdo que existe o limite

1
[ =lim & = lim — In(a,) = limIn(a,)
n

n

Proposicdo 5.4. O limite lim,_,o |Bx(n)|'/" sempre existe. Chamamos esse limite de
taxa de crescimento exponencial de G com respeito a X. Em geral, esse limite depende de

X, mas o fato de ser 1 ou maior que 1 ndo depende de X.

Demonstragio. Considere o conjunto
S = Bx(n) x Bx(m) ={w € F, ; w=uv, comu € Bx(n) eve Bx(m)}

Note que |Bx(n) x Bx(m)| < |Bx(n)|.|Bx(m)|. Pois dois pares distintos de palavras

podem resultar na mesma palavra reduzida em S

Seja w € Bx(n + m) uma palavra reduzida. Entao |w| < n +m. Se |w| < n temos
que w € Bx(n) e logo w = w.1 € Bx(n) x B(m). Se |w| > n, entdo w = uv com |u| =n e
|v| < m e neste caso também temos w = u.v € Bx(n) x B(m) Logo Bx(n+m) C S e
consequentemente
|Bx (n +m)| < |S5] < [Bx(n)|-|Bx(m)]

Logo, a sequéncia de nimeros reais B, = |Bx(n)| é submultiplicativa.

Pelo Lema 5.3 temos que existe lim {/|Bx(n)|. |

Definicao 5.5. Dizemos que um grupo tem crescimento exponencial quando a taxa de
crescimento exponencial é maior que 1, e subexponencial quando a taxa de crescimento é

iqual a 1.

Definigao 5.6. Seja G um grupo finitamente gerado com conjunto finito de geradores X.
Para qualquer subconjunto de S C G nos definimos a desnsidade natural do conjunto S

com respeito a X, denotado por dx(S) como

SNB
0x(S) = liinﬁs;ip W
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E a densidade exponencial de S com respeito a X, denotado por dx(S) como

(SR

Observagao 5.7. De acordo com a proposi¢ao 3.3, se'a’ € a taxa de crescimento de G

dx(S) = limsup

n—0o0

podemos escrever

1
dx(S) = aliin_)solip 1S () Bx (n)|V™.

Propriedades 5.8. 1. Tanto a densidade natural quando a densidade exponencial sao
SN Bx(n)]
| Bx (n)|

2. Se |G| = oo entdo subconjuntos finitos de G terdo densidade natural 0. Pois para n

numeros reais entre 0 e 1. Pois estd sempre entre 0 e 1.

suficientemente grande, |S( Bx(n)| serd constante e |Bx(n)| vai para infinito.

3. O proprio G tem densidade natural e exponencial 1. Pois neste caso temos |S (N Bx(n)| =

|Bx (n)].

4. O conjunto vazio é o unico com densidade exponencial zero. Isso decorre de que
1
dx(S) = = limsup,_,., |[SN Bx(n)|"/". Se S # 0 teremos |SN Bx(n)| > 1. O que
a
implica |S () Bx (n)|'/" > 1. Logo limsup,,_,.. |S N Bx(n)|"/* > 1> 0.

5. Conjuntos finitos tem densidade exponencial % Pois para n suficientemente grande,

SN Bx(n)| serd uma constante C' e lim,, o, CV/™ = 1.

6. Se G € um grupo com crescimento subexponencial, isto €, com taza de crescimento

exponencial igual a 1, entao para todo conjunto S C G nao vazio

dx(S) = limsup [S () Bx(n)|"" = 1.
Pois neste caso o
|S(Bx(n)| > 1.
Entao temos dx(S) > 1 e dx(S) < 1. Logo dx(S) = 1.

Neste caso a desnsidade exponencial nao mede nada. Desta maneira apenas a densi-

dade natural é relevante.

7. Se G é um grupo com crescimento exponencial a > 1 e S um subconjunto de G

com densitade exponencial menor que 1, entao existe € > 0 tal que |SN Bx(n)| <

(a — €)™ para n sufucientemente grande. Como lim |Bx (n)|'/?

= a temos que para
n suficientemente grande |Bx(n)|Y™ > a — £ = |Bx(n)| > (a — £)". Logo temos
|ISN Bx(n)] (a—e
< €

| Bx(n)]

(1/ _— =
Neste caso a densidade natural so é sensivel entre conjuntos com densidade exponen-

) . O que implica que a densidade natural de S € zero
2

cial igual a 1.
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8. Conjuntos com densidade natural positiva tem densidade exponencial 1. De fato como
vimos anteriormente, se a densidade exponencial fosse menor que 1 a densidade

natural teria que ser 0.

Em geral, a densidade natural e exponencial de um conjunto S C G depende do

conjunto de geradores X, como veremos no exemplo a seguir.

Exemplo 5.9. Considere G = Z2, os pontos de coordenadas inteiras no plano, e os
conjuntos de geradores X = {(1,0),(0,1)} eY = {(1,0),(1,1)}. Seja S o conjuntos de

pontos de coordenadas positivas, isto €, S = {(z,y);z,y > 0}.

Observe que |Bx(n)| = |Bx(n —1)| + 4+ 4(n — 1) pois é composta dos pontos da

bola de raio n — 1 mais os pontos a”,b",a™"™,b~"™ e os pontos da forma

a7, a" P, L a2 b a2 a0

e seus inversos, onde a = (1,0) e b = (0,1). (Veja a figura 1). Desta maneira

temos:

|Bx(0)] = 1

[Bx(1)] = 1+4

|1Bx(2)] = 14+4+4+4(1)

|IBx(3)] = 1+4+4+4.(1)+4+4.(2)

|Bx(n)] = 14+4n+4(1+2+..+(n—1))
= 1+4n—|—4(n(nZ—1))

= 1+4n+2n>—2n
= 2m%2+2n+1

Analogamente, temos que |By(n)| = |By(n — 1)| + 2(n + 1) + 2(n — 1) pois é

composta da bola de raio n — 1 mais os pontos

a™®, a7, . atb T A o e TR L a™ D
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e seus inversos, onde a = (1,0) e b = (1,1). (Veja figura 1). Desta maneira temos:

By (0)] = 1

|By(1)] = 1+2(2)+2(0)

|By(2)] = 1+2(2)+2(3)+2(1)

|IBy(3)] = 1+2(2)+2(3)+2(1) +2(4) + 2(2)

|By (4)] = 1+2(2) +2(3) +2(1) +2(4) +2(2) + 2(5) + 2(3)
|By(n)] = 1+2(14+2+..+(n+1)+22+3+...+(n—-1))

(NN V]

(
= 1+201+2+..+(n+1)+2(1+2+3+...+(n—1)—1)
(

_ 1+2<m+- n+2> (nn—l )
_ 1+2<m+& n+2> 2<nn—1 )

= 1+(n+1)(n+2)+nn—-1)—
= 1+n°+2n+n+2+n*—n—2

= m?+2n+1

Logo temos |Bx(n)| = |By(n)| = 2n®> + 2n + 1.
Agora, note que |SN Bx(n)| =|SNBx(n—1)|+ (n—1).

5
Logo |SNBx(n)|=142+..+(n—1) = n . Temos entao

2 _
ISNBx(m)| _ (.~ n-n 1

Sx(S) = li —
R ] At 4n+2 4
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Ja para |S N By (n)| temos

SABy)] = 1
ISO\By(2)] = 1+2
IS(\By(3)] = 14+2+3+1
IS(\By(4)] = 14+2+3+1+4+1
IS(\By(5)] = 14+2+3+14+4+1+5+2
IS(\By(6)] = 14+2+3+14+4+1+5+2+6+2
IS\ By(2n)] = 14243+1+4+1+..+2n—-1)+n—-1)+2n+(n—1)
= (1+2+..+2n)+2(1+2+...+(n—1))
= n(2n+1)+n(n—1)
= MmP+n+n—n
= 3n?
IS\ By(2n+1)| = 3n°+2n+1)+n
= 3 +3n+1

A ZZ
By(n) By(n)
Figura 1 —
E teremos entao que
, SN By (n)] . |SN By (2n)] ) 3n3 3
0x(S) =1 - = lim—%~ =1 .
x(9) = Hmsup =g = = lim g T T e s 2

Logo, as densidades naturais dependem do conjunto de geradores.

Exemplo 5.10. Consideremos agora um grupo livre de classe 2 Fy, =< a,b > e X =

{a,b}. Seja S o conjunto das palavras positivas em X, isto é, S = {xy..x, ; x; = a,b}.
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Como Fy € um grupo livre, so tem relatores triviais. Logo, pelo principio fundamental da
contagem temos 4 x 3% possibilidades para escrever uma palavra em X de comprimento
n. Pois s6 nao podemos escolher o elemento inverso para cada letra sequinte. Logo temos
|Sx(n)| = 4 x 3L, Entdo

| Bx (n)]

L+ > 1Sx(i)]
i=1
n—1
= 1+4) 3
i=0

1 3n
— 144
+1(3=5)

— 142(3"—1)
= 23" -1

Logo, Fy tem crescimento exponencial, e temos a = lim(2.3" — 1)/* = lim(2.3")'/" = 3.

Analogamente temos que existem 2" palavras positivas de comprimento n. Entdo

SABx] = 1+ X 151Sx0)
= 1+§n:2”

= Z 91
1=0

71 _ 2n+1
=y
= ontl 1.

Temos entao

Proposicao 5.11. Seja G um grupo infinito, finitamente gerado por um conjunto de
geradores X . Existe um subconjunto S C G tal que dx(S) =1 e também ox(G \ S) =1

Demonstragio. Para construirmos este conjunto, encontraremos duas sequencias (n;);ey €

(m;)ien, tais que ny =1 e n; < m; < n;; 1 e definiremos o conjunto S da seguinte maneira

S:U( U Sx(j))

i>1 \n;<j<m;
Escolheremos nossas sequencias da seguinte maneira: ny = 1,m; > 1 e a partir dai
escolheremos ny tal que |Bx(ng2)| > 2(|Bx(m1)| — |Bx(n1)|). Assim temos ny que satisfaca
(Veja figura 2)
[SABx(n2)| _ [Bx(m)| = [Bx(m)]
| Bx (n2)] | Bx (n2)]
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1 B
Agora, tomemos my tal que |Bx(msg)| > 2|Bx(ns)|. O que implica = > M Logo
2" [Bx(my)]
(Veja figura 2)
[SNBx(ma)| _ |Bx(mz)| — |Bx(ne)l
| Bx (m2)] | Bx (m2)]
1 |Bx (n2)|
| Bx (m2)]
> 1 L
2
Analogamente, tomemos ng tal que |Bx(n3)| > 3(|Bx(m2)| — |Bx(n2)| + |Bx(m1)| —
|Bx(n1)]) e teremos assim ng que satisfaca
SN Bx(ns)] _ [Bx(ma)| — [Bx(n2)| + [Bx(m1)| — | Bx(n)]
| Bx (ns)] | Bx (ns)]
- 1
3
1 B
Tomemos m3 tal que |Bx(ms)| > 3|Bx(ns)|, o que implica - > M Logo
37 |Bx(ms)|
1SN Bx(ma)|l - [Bx(ms)| —[Bx(ns)]
| Bx (ms3)] | Bx (ms)]
| B
| Bx (m3)]
> 1 L
3

Continuando analogamente a construcao dessas sequéncias, teremos

WITPX\H) 2 WITEXVL S - 2
Bxm)| i Bxtm)l
E consequentemente
o Bx(w)
| Bx (ns)]|
_ 1SN Bx(ny)| +[(G\ §) N Bx (1)
| Bx (n;)]
_ |SﬂBX(nz’)|+|(G\5)ﬂBx(ni)|
| Bx (ns)] | Bx ()]
1 [(G\S)NBx(n)|
ST [Bam)
Com calculos analogos temos
|(G'\ S)N Bx(n;)| 1 (G\S)NBx(m;)| 1
Be)l i C [Bxtm) i

Podemos entao concluir que dx(S) = dx(G\ S) =1
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Figura 2 —

A proposicao 3.10 mostra que, em geral, a densidade natural nao é aditiva mesmo em
conjuntos disjuntos. Isto é, podemos ter conjuntos disjuntos S; e Sy tais que dx (S U S2) #

dx(S1) + 0x(S2). Daremos um exemplo importante a disto a seguir.

Exemplo 5.12. Considere o grupo livre F, de classe p > 2 e a base livre X. Tomemos os

sequintes conjuntos disjuntos

Sl = U Sx(n) (& SQ = U Sx(n)

n impar n par

Temos |Sx(n)| = 2p(2p — 1)"~1. Logo

1Si N Bx(2n+1)| = |Sx(1)] +|Sx(3)] + ... +[Sx(2n +1)]
= 2+ 2p(2p— 12 +2p(2p — 1) + ... + 2p(2p — 1)*"

— Y (-1

((2p— 12— 1
- 2p< p—1F—1 )
2l(2p — 1) 1
(2p—12—1
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E também

|Bx(2n+1)] =

O que nos dad

L+ 1Sx ()] +|Sx(2)| + |Sx(3)| + ... +[Sx(2n + 1)|

1+2p+2p(2p —1) +2p(2p — 1) + ... +2p(2p — 1)*"
2n

1+2p> (2p—1)

=0
2_12n+1_1
| popt2p =)
(2p—1)—1
2_12n+1_1
1+2p(p )
2p — 2
2p — 2+ 2p[(2p — 1)* 1 — 1]
2p — 2
2p(2p — 1)+ 2
2p — 2

2p[(2p—1)*"+2—1]

|S1NBx(2n + 1) _ (2p—1)2—1

By (2n + 1)]

2p(2p—1)2n+l—2
2p—2

(2p — 2)2p[(2p — 1)>"+? — 1]
[(2p —1)2 = 1][2p(2p — 1)2nH! — 2]

(2p—2)  2p[(2p—1)*"** —1]
(2p— 1) — 1 2p[(2p — 1)2+1 = I;J]

(2p-2) @p—1—1
’ n+l _ 1
(2p—1)2—1 (2p— 1)+ — 2

2p—2) @-D[2p—1)""" — 5]

_1)2 _1° —_ 1)2n+1 _ 1
(2p—1)2-1 (2p— 1)+ —

(2p—2)(2p—1) (2p— D> =35
Gp— 11 (DI

(2p o 1)2n+1 1

2p—1
P~ — 1 temos

Como lim,,_,

(2p _ 1)2n+1 _ 1

p

[S1NBx(2n+1)] _ (2p—2)(2p—1)

(5)((51) = lim =

n—oo  |Bx(2n +1)| (2p—1)2—1



5.1. Introdugdo a Densidades

47

Analogamente temos

1S5 () Bx(2n + 2)|

E também

|Bx(2n+2)| =

= 1+ |Sx©2)|+ |Sx(4)| + ... +|Sx(2n + 2)|
= 14+2p(2p—1)+2p(2p — 1)> + ... + 2p(2p — 1)>"H!

— 14+2p2p-1)Y (2p - 1)¥

2p(2p — 1)[(:219 — 1)z — 1]
= 2p—12—1
_ (2p—1)—1+2p(2p—1)[(2p — 1)*2 — 1]
(2p—1)* -1

L4+ Sx(D)] +1Sx(2)| + |Sx(3)] + ... + |Sx(2n + 2)|

14+2p+2p(2p — 1) +2p(2p — 1)? + ... + 2p(2p — 1)}
2n+1
1+2p > (2p—1)

=0
(2p —1)2+2 — 1
2p—1) -1
(2p — 1)2+2 — 1
2p — 2
2p — 2+ 2p[(2p — 1)*+2 — 1]
2p — 2
2p(2p — 1)* 2 — 2
2p — 2

14+2p

14+2p
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O que também nos dard

(2p—2)2 —1+2p(2p—1)[(2p—1)*"+2 1]

S2N Bx(2n +2)[ (2p—1)°-1
- 2p(2p—1)2n+2_2
|Bx (2n + 2)| Bl

20 —2][(2p — 1)> = 1+ 2p(2p — 1)(2p — 1)*"** — 2p(2p — 1)]
[(2p —1)2 = 1][2p(2p — 1)*+2 — 2]

(2p—2) (2p—1)>—1+2p(2p — 1)(2p — 1)>"** — 2p(2p — 1)

)
2p—1)2—-1 2p(2p — 1)2n+2 — 2

2p—2) @p—1[2p—1)— 55 +2p(2p — 1)*"** — 2p|
2p—12-1 2p(2p — 1)*+2 — 2

(2p—2)(2p — 1) =1 — g7 +2p(2p — 1)>**?

(210 — 1)2 -1 2p(2p — 1)2n+2 —9
_ @-22-1) W5~ g + -1
(2p — 1)2 -1 - 2p[(2p _ 1)2n+2 _ %]

1 1 n
(2p—2)2p—1) —3 ~ oy T 20— )"
(2p—1)2 =1 " (2p — 1)2n+2 —

(2p—2)(2p—1) (2p = 1> = 225

_1)2 _ ) _1\2n+2 _ 1
2p—-12-1 (2p—1)> -~

2p — 1)2nt2 _ _2p
( ) 22=1 _ 1 temos

Novamente, como lim,,_,

(2]9 _ 1)2n+2 _ %
L SanNBx(2n+2)]  (2p—2)(2p—1)
Ox(S) = i o o T o121

Logo
(2p—2)(2p—1)
(2p—1)2—-1

dx(S1) = 0x(S2) =
Temos entio que S1NSa =0, S1USs = F,, porém 0x(S1) + 0x(S2) #1 = 0x(F,)

pois p # 1

5.2 Propriedades de Densidades

Nesta se¢ao nossa proposta é mostrar que os comportamentos patologicos mostrados
anteriormente nao ocorrem se olharmos conjuntos distribuidos razoavelmente uniforme-

mente dentro de G.



5.2. Propriedades de Densidades 49

Proposicao 5.13. Seja G um grupo e X um conjunto de geradores de G. Dado g € G
defina |glx =min{n e N; g=zy..t,, comz; € XUX '} seg#1elglx =0seg=1.
A fungdo d : G x G — N definida por d(s,g) = |g~"'s|x é uma métrica em G.

Demonstracao. De fato, temos que

1. d(g,9) =197 glx = |1|x = 0.

V=gt 27" Logo g7l x <n =

2. Seja g tal que |g|x = n. Entdo g = x1...2,, = g~
|g9x. De maneira anolaga, temos |g|x < |g~"|x. Concluimos entao que |g|x = [g7"|x-

Logo, d(s,g9) = |97 's|x = |(¢7's) '|x = |s7'g|lx = d(g, s).

3. Sejam u,v € G tais que |u|x =n e |v|x =m. Entdo u = z1...2, € v = Y1...Ym, 0 que
nos dd uv = y...x,Y1...Ym- Logo |uv|x < n+m = |ulx + |v|x. Temos entao

d(s,g) = |g7"s|x =g~ 'rr™ts[x < |g7'rlx + [r7lslx = d(s,r) +d(r.g).

Definigao 5.14. Um subconjunto S C G é chamado net se existe uma constante C' > 0
tal que, todo elemento de g estd a uma X-distancia no mdzimo C de algum elemento de S.

Isto €, para todo elemento g € G existe s € S com |g ' s|x < C

Proposicao 5.15. A nogdo de um conjunto net ndo depende do conjunto de geradores de
G. Isto é, um conjunto que é net com respeito ao conjunto de geradores X de G também é

net com respeito a qualquer outro conjunto de geradores Y de G.

Demonstracao. Seja G um grupo finitamente gerado e X um conjunto de geradores de G.
Suponha que S C G é um subconjunto net de GG com respeito a X, isto é, existe C' > 0
talque, para todo g € G existe s € S com |g7!s|x < C. Seja Y um outro conjunto finito
de geradores de G. Escrevendo cada elemento de X com os elementos geradores de Y
temos um numero finito de elementos para escrever. Tomemos entao M como o maximo
de {|vi1---Yim|y; onde yi1..y;m = z; € X}. Agora, seja g € G. Por hipotese existe s € S

com |g7ts| < C, seja g~ s = w temos
lwlx = |z1...74]

= ‘y11~-y1m1 y21---y2m2 ‘”yql‘”quq |

< M.z,
logo temos
g7 sly = Y11 Y1m Y21 -Y2my - Yl - Yamy|
< Mg 's|x
< MC
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Logo S também é net com respeito ao conjunto de geradores Y, porém com a constante
MC. |

Proposigao 5.16. Seja G um grupo finitamente gerado e S C G um subconjunto de G.

Se S é um conjunto net entio 6x(S) > 0, independente do conjunto de geradores X .

Demonstracao. Seja X um conjunto de geradores de GG e S um subconjunto net de G com
constante C' com respeito a X. Se g € G, denotaremos By 4(n) a bola de raio n centrada
em g, isto é By ,(n) ={h € G;|h " g|x <n}.

Afirmagao: Bx(n — C) C Uses ) Bx () Bx.a(C)
De fato, se g € Bx(n — C) entao |g| <n —C = |g| + C < n. Por hipotese, existe a € S
tal que |g~ta| < C. Entao

la| = |gg~'a| < |g|+ g "al < |g|+C <n

Logo g € Bx4(C) e a € SN Bx(n).

Observe também que |Bx(C)| = |Bx..(C)|. Basta tomar a bije¢io g — ag™'.
De fato, se g € Bx(C) temos |g| < C e logo |(ag™)7ta] = |ga™tal = |g| < C =
ag' € Bx,(C). Claramente é uma fun¢do injetiva. Para todo g € Bx,(C) temos
lg7ta| < C = g7ta € Bx(C) e a(g7ta)™ = aa~'g = g. Logo a fungdo também ¢é
sobrejetiva. Concluimos que |Bx(C)| = |Bx.(C)|.

Temos entao

[Bx(n—C)| < [S[Bx(n)||Bx.a(C)]

= |5ﬂBx(n)||Bx(C)|
[Bx(n =) _ [SNBx(n)|[Bx(C)

Be(n)] = Bx(n)]
Bx(n—C)  _ [SNBx(n)|
|Bx(n)||Bx(C)| — |Bx(n)|
Logo
ISABxm) o |Ba(n =)
N T [ Ca)]
= —  liminf —|BX (n _ O)|
Bx(C)] Bx(n)]

Observe que, se g € Bx(n) entdao g = z1...z,, podendo ter x; = 1. Podemos entao
escrever g = (x1...x¢)(Tc41...0n) = g192, onde temos g1 € Bx(C) e g2 € Bx(n — C).
Desta maneira, concluimos que Bx(n) C Bx(C).Bx(n — C), que nds da a desigualdade

|Bx(n) < [Bx(n = C)||Bx(C)].
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Usando que |Bx(n) < |Bx(n — C)||Bx(C)|, temos

Ix(S) > liminfw
= B ™™ Br()
1
> — >
= Bx(O)E "~

Logo, mesmo que a densidade natural dependa do conjunto de geradores X, o fato de ser

positivo é independente do conjunto de geradores. [

Observacao 5.17. A reciproca nio é verdadeira. Tomemos o exemplo 3.8 do grupo G = 7.2,
o conjunto de geradores X = {a,b}, onde a = (1,0),b = (0,1) e S = {(x,y); x,y > 0}.
Vimos que a densidade natural de S € positiva, porém S nao é net. Pois para todo
C > 0 tomando g = (—C,—C) temos que qualquer elemento s € S satisfaz |g”'s| =
(C, C)(z,y)| = [(C+z,C +y)| = [a®T*bHY| =2C + 2z +y > C, pois x,y > 0.

Proposicao 5.18. Seja G um grupo finitamente gerado, e seja X o conjunto finito de

geradores de G, satisfazendo
im ——————
n> | Bx(n)]
Entdo a densidade natural com respeito a X é invariante pela esquerda e pela direita. Isto

¢, dado S C G temos dx(xS) = 0x(S) e 0x(Sz) = 6x(S) para todo v € X+,

= 1.

Demonstra¢io. Afirmagao 1: |[SN Bx(n)| = |z(SN Bx(n))|.
De fato, a fungdo ¢ : SN Bx(n) — (SN Bx(n)) dada por ¢(g) = xg é injetiva, pois
Tg1 = xgs = g1 = g2. Além disso se w € (S Bx(n)) entdo w = xg com g € (SN Bx(n)),
logo temos ¢(g) = zg = w, o que significa que ¢ é uma bijecao.

Afirmacgao 2: (SN Bx(n)) CxSNBx(n+1).
Se w € (SN Bx(n)) entdo w = xg onde g € S Bx(n). Como g € S, temos zg € xS.
Além disso, como g € Bx(n) temos |g| < n e logo |zg] < n + 1. Concluimos entao que
w=u2xg € xSNBx(n+1).

Usando as afirmacoes 1 e 2 temos

|S(Bx(n)| = |z(S[Bx(n))| < |28 () Bx(n+1)|

Consequentemente,

|SN Bx(n)|
[Bx(n)]  —

|ltSN Bx(n+1)|
|Bx(n)]
|lzSN Bx(n+1)||Bx(n +1)|

dx(S) = limsup lim sup

= limsu
P By ) Bx (n + 1)]
= limsup \xSﬂBX(n + 1)‘ lim sup 7|Bx(n * 1)|
[Bx(n+1)] [Bx(n)|
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Afirmacao 3: tSN Bx(n) C (SN Bx(n+1)).
Se w € xS Bx(n) entdo w = zg, onde g € S. Como |w| = |zg| < n temos que |g| < n+1,
pois como g é uma palavra reduzida, temos que ou w = xg também é reduzida e |w| = |g|+1,
ouw = h, onde g = x 'h e |h| = |g| — 1. Logo, supondo por contradi¢do que |g| > n + 1
teriamos |w| > n + 2 ou |w| > n que é uma contradigao.
Concluimos que g € SN Bx(n+1) e w € (SN Bx(n+ 1))

Usando a afirmacdo 3 e novamente a afirmacao 1 temos
|2S () Bx(n)| < |z(S[Bx(n+1))| =|S[)Bx(n+1)|

Consequentemente,

|2S' N Bx (n)]
|Bx (n)]

|ISN Bx(n+1)|
| Bx(n)]
[SN Bx(n + D[Bx(n+1)|
(
(

dx(zS) = limsup lim sup

- I
T B ()| Bx (n + 1)

SNBx(n+ D |Bx(n+1)
|[Bx(n +1)] | Bx(n)|

= limsup
= 0x(9)

Logo temos dx(S5) < dx(xS) e dx(xS) < dx(S). Concluimos que dx(xS) = dx(5)

A demonstracao para dx(Sz) < dx(S) é analoga |

Proposicao 5.19. Sejam G um grupo finitamente gerado e H < G um subgrupo de indice
finito de G. Para todo conjunto finito de geradores X de G satisfazendo

. [Bx(n+1)|

lim =1,
nvee By (n)|
, , , 1
a densidade natural de H com respeito a X é 6x(H) = Rk
Demonstracao. ainda nao sei |

Exemplo 5.20. O exemplo 4.11 é um contra exemplo da proposicio anterior caso a
hipotese sobre o limite fosse retirada. De fato, temos que o conjunto das palavras em

F, que tem comprimento par é um subgrupo de F, de indice 2, porém se p > 1 temos
(2p—2)2p-1) 1
ox(H) = —

Lema 5.21. Seja G um grupo com um conjunto finito de geradores X, e seja S;, 1 =1, ..., k,

uma colegao finita de subconjuntos de G. Entao,

k

dx(U 5) = max{dx (5)

i=1
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Demonstragio. Seja dx(S;) = a; e vamos assumir sem perda de generalidade que max; o; =
aq. Para facilitar os calculos, vamos chamar de 3; = aq;, onde a é a taxa de crescimento

exponencial de G. Como a>0, temos max; = amax; a« = acy. Entao
1
dx(S;) = —limsup \S,-ﬂBX(n)yl/n =
a

lim sup |SiﬂBX(n)|1/” =aq; = ;.

Dado € > 0. Pela definicao de limsup, para n suficientemente grande, teremos

SO B < fite
1S:(1Bx(n)] < (B +€)"
< (614—6)”

Agora note que

<Z|SﬂBX ) < k(B +e)"

1/n

S kl/n(ﬁl -+ 6)

v m

1/n

lim sup < limsup k'/"(B1 +€) = (b1 + €)

(Us)Nsio

Como € foi dado arbitrariamente, podemos concluir que

k 1/n
lim sup <U Sl-> (Bx(n)] <pi=am
i=1
1 k 1/n
— lim sup (U Si>ﬂBX(n) <o
a i=1
k
dX <U Sz> S 1.
i=1
A outra desigualdade ¢ direta, pois S; € UF_, S; implica que |S; N Bx(n)| <
‘(Ule Si) N Bx (n)’ [ |
Proposicao 5.22. Sejam G um grupo com um conjunto finito de geradores X e S C G

um subconjunto de G. Entdo, se |S| = co nos temos

limsup |S () Bx ()™ = limsup | S Sx (n)["/"
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6 Densidade de Conjuntos Graficos em Gru-

pos Livres

A partir de agora iremos calcular a densidade exponencial de alguns subconjuntos

de grupos livres

Observacao 6.1. E importante lembrar que um grupo livre F,, de classe p, tem taza de

crescimento exponencial 2p-1. De fato
[Bx(n)] = 14> |Sx(i)l
i=1

= 1+ 2p(2p—1)""

i=1

n—1
= 1+ 2p(2p—1)
=0
n—1 )
= 1+2p> (2p-1)
=0
1—(2p—1)"
P el C A
1—(2p—1)
1—(2p—1)"
P el it
I—p
_ 1=p@p—-1)
1—p '

Desta maneira temos

1/n
1—p2p—-1)"
lim | By ()" = lm (L72E2 D)
lL=p
= 2p—1

A partir de agora vamos fixar uma base X do grupo livre F},, de classe p e considerar
grafos direcionados, possivelmente tendo loops, que nao tenham arestas multiplas e que
tenham X*! como conjunto de vértices. Além disso também fixaremos uma ordem arbitrara
para X*! a; < ... < ag,. Iremos nos referir a todas essas propriedades apenas com a

palavra grafo.

Definigao 6.2. Sejam a,b € X*' a #b7' e w = z;...z, uma palavra reduzida em F,.
Dizemos que w contém ab se ab = x;x; 11 para algum i € {1,...,n — 1}. Claramente temos
que a palavral vazia e as palavras com comprimento igual a 1 nao contém nada. E nenhuma

palavra contém aa™1!.
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Definicao 6.3. Seja Z um grafo. Chamaremos de EZ o conjunto de arestas de Z. A aresta
(a,b) é dita redundante quando ab = 1. Se uma aresta nao € redundante dizemos que ela é
irreduntante. Dizemos que Z € irreduntante quando EZ ndo contém arestas redundantes.
Se Z’ € outro grafo, dizemos que Z é mais simples que Z’ se EZ C EZ' e denotamos por
7<7Z.

Definicdo 6.4. O grafo inverso de Z é novo grafo Z com o sequinte conjunto de arestas:
EZ ={(a,b) € (X*H)? | (ab™!) € EZ}

Observacao 6.5. Note que, quando invertidos, arestas redundantes se tornam loops e
loops se tornam arestas redundantes. Logo, podemos dizer que Z € irreduntante se e somente

se Z ndo tem loops. Note também que Z = Z.

Definicdo 6.6. Seja Z um grafo. Usando a ordem fizada para X*' definimos a matriz
adjacente de Z, denotada por ad(Z), como a matriz quadrada de ordem 2p cuja entrada de
(i.j) € 1 se (a;,a;) € EZ e 0 se ndo.

Observacao 6.7. Seja M, o conjunto de matrizes de ordem n. Se considerarmos a sequinte
ordem em M,: A < B se a;; < b;j para todo i,j € {1,...,n}. Entdo temos Z < Z' se e
somente se ad(Z) < ad(Z'").

Definicao 6.8. O grafo completo, denotado por Ky, é o grafo contendo exatamente todos

as possiveis arestas que nao sejam loops.

Observacao 6.9. Note que K_Qp ¢ o grafo contendo exatamente todos as arestas irredun-
dantes e agora incluindo os loops. E também, a matriz ad(Ksy,) € a matriz quadrada de
ordem 2p com todas as entradas 1, exceto a diagonal principal que é 0. Jd a matriz ad(K_gp)
¢ a matriz com todas as entradas 1 exceto em p pares de entradas simetricas. Ambas as

matrizes ad(Ky,) e ad(Ksyy,) sdo simetricas.

Exemplo 6.10. Seja p=2. Fizamos a base X*' = {a;,as,a3 = a;*,ay = a5 '} e temos:
EK4 = {(ab (12), (ala a3)7 (ab (14), (a27 a1)7 (a27 a3)7 (a27 (14), (a37 al)? (a37 0'2)7 ((13, a4)7 (a47 al)a
(CL47 a?)) (CL4, CLS)} € EK4 == {(ah a4)7 (ala a/l)u (CL17 a?)) (CLQ; CLS), (CLQ, al)) (a’27 0/2)’ (CL3, a3)7 (a'37 0/4),

(a3, az), (as,as), (as,a4), (ag,a1)}. Temos entao as sequintes matrizes adjacentes:

011 1 110 1
101 1 _ 1110
ad(K,) = ead(K,) =
(£4) 1101 (4)0111
1110 101 1

Definicao 6.11. Um conjunto grafico é um subconjunto de F, da forma

S(Z)={w e F, ; sew contem ab, entao (a,b) € EZ}
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onde Z é um grafo. Por outro lado, seja w € F,, uma palavra. O grafo local de w, denotado

por Z,, € o grafo Z mais simples tal que w € S(Z).

Observacao 6.12. O grafo local da palavra w € F, localmente descreve w, jd que para
todo ab contido em w temos que (a,b) € EZ,. Por exemplo, seja a; € X*'. Entdo temos

que Z,, € o grafo sem nenhuma aresta e Zgn € o grafo com apenas um loop em a;
1

Propriedades 6.13. Seja Z um grafo. Entdo:

1. XFY{1} c S(2);

2. 8(Z) é fechado para subpalavras. Isto é, se w € S(Z) e w contem a palavra u, entdo

u€ S(Z);

3. Se Z = U; Z; € a decomposi¢io de Z em componentes conectados, entio S(Z) =

4. S(Z) nao muda se deletarmos arestas redundantes de Z. (Por isso chamamos estas

arestas de redundantes);

5. Seja Z um grafo irredundante. S(Z) € finito se e somente se Z ndao tem caminhos

fechados nao triviais;
6. Se Z e Z’ sao irredundantes entdo, S(Z) C S(Z') se e somente se Z < Z';
7. Se Z e Z’ sao irredundantes entio, S(Z) = S(Z') se e somente se Z = Z';

8. S(Z) = F, se e somente se Z comtém todos as arestas irredundantes.

Demonstragio. 1. Por definigio a palavra vazia e os elementos de X*! estdo em S(Z)

ja que estas palavras nao contem pares de elementos.

2. Sejam w € S(Z) e u contido em w. Entdo temos que w = a;,...a;;...a;,...a;, €

u = a,...a;, com 1 < j <k < n. Para quaisquer pares ab contido em u, temos que

ab esta contido em w e logo (a,b) € S(Z). Concluimos que u € S(Z).
3.7

4. Sejam Z um grafo e (a,b) € EZ uma aresta redundante. Vamos mostrar que se
7 = Z\{(a,b)} entdo S(Z) = S(Z). De fato, seja w € S(Z) uma palavra reduzida.

Temos que w = a;,...a;, onde a;; # ai_]il para todo j € {2,...,n}. Entdo para
quaisquer pares a;;_,
consequentemente (a;; ,,a;,) # (a,b). Logo (a;,_,,a;,) € EZ = E(Z\ {(a,b)}) e
(ai;_,,a;;) # (a,b), o que implica que (a;;_,,a;,) € EZ. Logo w € S(Z) e concluimos

que S(Z) C S(Z). A outra desigualdade é trivial.

a;; contidos em w, temos que (a;;_,,a;;) ndo ¢ redundante e
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5. (=) Seja S(Z) finito. Suponha por contradigdo que Z tem um caminho fechado nao
trivial. Logo temos que existem arestas (a;,, @i, ), (@i, Qig), oy (@i, ai,), (i, , a;; ) em

1

Z. Tomemos w = aj;,...a;,. Como 7Z é irredundante, temos a;, # a,; , para todo
J Jj—1

Jj €42,...,n} e também a;, # ai_nl. Logo w é uma palavra ciclicamente reduzida e
|w*| = k|w|. Como (a;,,a;,) € EZ entdao w* € S(Z) para todo k € N. Logo, para
todo m € N temos que existe w € S(Z) tal que |w| > m e consequentemente S(Z)
seria infinito, o que nos da uma contradigao.

(<) Seja Z um grafo que nao contém caminhos fechados nao triviais. Vamos mostrar
que se w € S(Z) entdo |w| < 2p. De fato, como | X*!| = 2p entdo se |w| > 2p teriamos
que existe a; € X +1 que aparece mais de uma vez em w. Teriamos entdo que w =
v1a;v9a;v3, onde vy o 3 sdo subpalavras de w. Como S(Z) é fechado para subpalavras,
teriamos que a;vea; € S(Z). Logo, as arestas (aj, a;,), (@i, @iy ), ..., (a;,,a;), onde
v = a;...q;,, pertencem a EZ. Teriamos entao um caminho fechado nao trivial em

Z, o que seria uma contradigao. Logo temos que se w € S(Z) entao |w|/leq2p e
1—p(2p — 1)
1—

consequentemente |S(Z)| < Bx(2p) = . Conluimos entao que S(Z) é

finito.

6. (=) Suponha que S(Z) C S(Z'). Seja (a,b) € EZ temos que 1 #w =ab e S(Z) C
S(Z') e logo (a,b) € EZ'. Concluimos que Z < Z’. A outra diregao é trivial.

7. Direto do item anterior, pois igualdade implica dupla inclusao.

8. Seja Z’ um grafo com todas as arestas irredundantes. Entao temos S(Z') = F,,.
Considere Z o grafo Z sem arestas reduntantes. Pelo item 4 temos S(Z) = S(Z) e
pelo item 7, se S(Z) = S(Z) = F, = S(Z') entdo Z' = Z C Z.

Observagao 6.14. Sejo w € F,. Note que Z,, é irredundante. Pois se (a,b) € EZ,, é uma
aresta redundante, vimos pelo item 4 da propriedade anterior que retirar estd aresta nao
altera S(Z,,) e logo teriamos um grafo mais simples com o mesmo conjunto S(Z,), o que

contradiz a defini¢do de que Z,, € o grafo mais simples.

Observagao 6.15. Se Z é um grafo irredundante, existe uma bijecao trivial entre os
caminhos em Z e o conjunto S(Z)\{1}. Palavras em S(Z) de tamanho n, correspondem a

caminhos em Z de tamanho n-1.

Proposicao 6.16. Seja Z um grafo irreduntante. O nimero de caminhos em Z de tamanho
n, que comegam com a; e terminam com a; € igual a entrada (i, 7) da matriz ad(Z)". Isto €,

seja ad(Z)" = [a;;] entio |[{w € S(Z) ; |w| = n+1 ew = a;va;para algumv € S(2)}| = a;;

Demonstracao. Vamos mostrar por indugao em n. Para n = 1 o tinico caminho possivel

em Z comecando por a; e terminando em a; de tamanho 1 é a aresta (a;, a;), caso esta
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aresta pertenca a Z. Neste caso, temos que a entrada (7, j) da matrix ad(Z) é 1, que é o
nimero de caminhos possiveis. Caso a aresta (a;, a;) nao pertenca a Z, entdo temos que
nao existem caminhos em 7 de tamanho 1 comegando por a; e terminando por a; e neste
caso também teriamos que a entrada (i, j) de ad(Z) é zero. Logo, a proposi¢ao vale para

n=1.

Suponhamos que a proposicao vale para n. Sejam ad(Z) = [a;;], ad(Z)" = [b;j] e
ad(Z)"! = [¢;;]. Temos que ad(Z)"* = ad(Z)"ad(Z) e logo ¢;j = bjarj + biag; + ... +
bi2p)a(2p)j- Agora observe que um caminho em Z de tamanho n+1 que comega em a; e
termina em a; pode ser escrito como um caminho de tamanho n que comega em a; e
termina em a;, seguido da aresta (ax,a;) para algum k € {1,...,2p} como a a aresta (ay, a;)
estd em Z, temos que a; = 1. Para cada k € {1, ...,2p} o numero de caminhos de tamanho
n que comecam em a; € terminam em a por hipotese é b;;. Logo os caminhos de tamanho
n+1 comecados por a; e terminados por a; sao todos os caminhos de tamanho n que
comeca em q; e termina em a; seguido da aresta (ay, a;) para todo k tal que a aresta
(ag,a;) € EZ. Isto é, a soma de todos os b;, para os quais ay; = 1. Para os valores de k
tais que (ag,a;) ¢ EZ temos a; = 0 e logo bizax; = 0. Logo, a proposi¢do vale para n+1.

Concluimos entao que vale para todo n. [

Teorema 6.17. Seja Z um grafo irredundante. Se Z ndo tem caminhos fechados nao

triviais, entdo a densidade exponencial de S(Z) é 5 T Do contrario,

ax(5(2)) = o2,

onde p(ad(Z)) € o raio espectral da matriz adjacente de Z.

Demonstragcdo. Se 7 nao tiver caminhos fechados nao triviais, entdao pelo item 5 da
propriedade 6.13 S(Z) é finito. Logo, para algum ng suficientemente grande, temos que
|S(Z)N Bx(n)| = |S(Z)| para todo n > ng. Teremos entao

lim [S(Z)(Bx(n)|* = lim |S(Z)[+ = 1.

n—oo n—oo
1

1 1
li Z)NB n=—

Suponhamos agora que S(Z) é infinito. Seja M a matriz adjacente ad(Z) e denotemos

Segue que dx(S(Z)) =

M" = [m?]], n > 0. Pela observacao 6.15 temos que existe uma bijecao entre as palavras de

S(Z) de tamanho n e os caminhos em Z de tamanho n-1. Logo, a cardinalidade do conjunto
1S(Z)NSx(n)| = Xij=1.. 2 m?’;l, ja que é a unido de todas as palavras de tamanho n,
isto é, que comegam e terminam por todos os a;,i € {1, ...,2p}. Aplicando o corolario 4.9
temos
. 1y . —1 n%
lm (> miy )T = lim [MMH = p(M)

L. n—00
17.7:1a~">2p
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Temos entao

1
dx(S(2)) = 77 im 15(2)(15x(n) )|
1 1
= lim m’ﬁl n
2p -1 n%m(i,j—;.ﬁp »J )
1 n-1
= lim m" !
2p -1 n—>oo( i ; 2 )
= ! lim (> m”’l)%ln;1
S 2p—1noe ij=1,..2p w7
1 n—1
= lim m 1
2p —1 n—>oo<,7j ; 2 )
1 n— 7L
= (e
D — 1 n—oo
- 1 li M 1—1
= ﬁnl—{&(p( ))
1 p(M)
= im ——+
2p —1n=® p(M)w
_ 1 pM)
2p—1 1
_ p(M)
2p—1

Corolario 6.18. Com respeito a uma base livre X, o conjunto de palavras X-positivas em

F, tem densidade exponencial P ]

p —

Demonstraggo. Considere o conjunto X*' = {ay,as, ..., ap, api1, ..., azy } onde a; é positivo
se 1 < j <p. Defina o grafo EZ = {(a;,a;); 1,7 < p} e teremos que S(Z) é o conjunto de

palavras positivas em X.

11 .01
11 1
Agora, note que ad(Z) = A =
00 .. 0
00 .. 000 ..0

Seja © = (21, T, ..., Tap). Temos Az = (k,k,...,k,0,...,0), onde k = 1 + ... + z,.
Se ¥ = (1,2, ..., —(T1 + ... Bp_1), Tpt1, Tpi2, ..., Top) teremos Ax = 0 = 0z. Logo, 0 é
um autovalor da matriz A. Como o autoespago gerado por x tem dimensao 2p — 1, a

multiplicidade do autovalor 0 é 2p — 1. Logo, resta apenas um autovalor de A.
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Se r = (z,x,...,x,0,0,...,0) teremos Az = (pzx,pz,...,pzr,0,0,....) = p.x. Logo p é o
outro autovalor de A e temos p(A) = max{0,p} = p. Pelo teorema anterior dx(S(Z)) =

p
|
2p—1

Proposicao 6.19. Sejam Z e Z' dois grafos irredundantes com caminhos fechados ndo
triviais. Se S(Z) C S(Z') entao dx(S(Z)) < dx(S(Z'")), e a inegualdade é estrita sempre
que a inclusao for estrita.

Demonstragdo. Pelo item 6 da propriedade 6.13 temos que Z < Z’ e consequentemente
ad(Z) < ad(Z'). Pela proposicao 4.11 temos (ad(Z))™ < (ad(Z'))™ = |[(ad(Z))™]|1 <
| (ad(Z")™|1 = [(ad(Z))™||i* < |[(ad(Z")™||;* para todo inteiro positivo m. Logo, usando

o corolario 4.9 e o teorema 6.17 temos

Jim (ed(2)" 7 < Jim | (ad(Z')"
plad(2)) < plad(2))

N

plad(2)) _ plad(2)
2p—1 = 2p-—1

dx(5(Z))

IN

dx(5(2")
|

Definicao 6.20. Seja Z é um grafo simétrico com 2p vertices. O grau de um vértice
v € VZ € o numero de vertices adjacentes a v, isto é, o numero de uw € VZ tal que

(u,v) € EZ. Denotamos por Omaz 0 mdzimo dos graus dos vértices de Z e por d a média

dos graus dos vértices de Z.

Proposicao 6.21. Sejam Z um grafo simétrico e irredundante com 2p vértices, VZ = X+
e S(Z) C F, o conjunto grafico simétrico correspondente. A densidade exponencial de S(Z)

com respeito a X satisfaz as sequintes desigualdades.

o) 0
‘ maz . g 7)) < Jmaz_

Demonstragio. 1. Seja A = ad(Z). Como Z é simétrico, A é uma matriz simétrica de

ordem 2p e pela proprosicao 4.15, para todo vetor v € R? temos

vAvT

voT

< p(A)
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. Tomemos entéo o vetor v = (1, 1,...,1) e temos que wl =2pe

vAvT = <w, Av >
= <(1,..,1),A(1,..,1) >
= < (1, ceey 1), (all + a12 4+ ...+ Cll(gp), ceey a(gp)l + a(gp)Q 4+ ...+ a(gp)(gp)) >

2p
= D ay

1,j=1

. , 2 . .
Agora note que, a soma dos graus de todos os vertices de Z é Zi?:l a;j, pois seja Ty,
um vertice de Z, para cada vertice x,, adjacente temos que (z,,z,) € EZ e logo
amn = 1. Como temos 2p vertices, a média entre os graus dos vertices é dada por
2p T

9 — = < p(A
9 % oot = PA)

< A
2p—1 "~ 2p—1

e pelo Teorema 6.17 temos =dx(S(2)).
. Seja x, o vertice tal que Opax = 0,, € considere a matriz M de valores iguais a
matriz adjacente A na k-ésima linha e na k-ésima coluna e com 0 em todas as outras

entradas. Isto é

0 .. 0 a1g 0 .. 0

0 .. 0 Ao 0 .. 0

0 .. 0 _ 0 .. 0
M= A(k—1)k

g1 - Qp(k—1) 0 Ak(k+1) - Okn

0 0 a(k+1)k 0 0

0 .. 0 ke 0 .. 0

Temos que Mv = (a1xVk, G2k Uk, .-, Gk—1)kVk; (Gk1V1+AR2Va+ ... FApnUn) s Qk41)kVk; - CnkVk)-
Suponha sem perda de generalidade que ay; =l esejal ={1<i<n ; ay = 1}.
Tomemos v = (— Y ;c7 Vi U2, ey Up—1, 0, Vg1, -or, Up) € £€MOS Qg1 V1 +ApaVo+ ...+ Apn Uy =

— > ier Vi + >icrvi = 0. Logo Mv = 0 = Ov. Como o autoespago gerado por v tem
dimensao n — 2 temos que 0 é um autovalor de multiplicidade n — 2 e que restam
apenas outros 2 autovalores distintos.

Considere agora o vetor v com v = x/m onde m = >,_; a; € as demais coordenadas
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v,=xseaxr=1ev; =0se aq; =0 Como a, = 0 temos

Mv = (aixVk, G2kVk, -, Ak—1)kVk; (Q£1V1 + AraV2 + ... + QrpVn), Akt 1)kVks - AnkUk)

(

= (alkx\/m> azkﬂfx/ﬁ, o a(kfl)kx\/ﬁa x(akl + a2 + ... + akn)a a(kﬂ)kiﬁ\/T_m o ankzx\/ﬁ)
(aucl’\/m, a2kl’\/m, e a(kq)kﬂﬂ\/m, rm, @(k+1)k1’\/E> e @nkm\/ﬁ)

= \/E(alkfﬂ, A2k Ty oy A(k—1)ET, x\/m, A(k+1)kT, -+, ankil?)

:\/E’U

De maneira analoga o vetor v com v, = z(—+/m) onde m = Y, a; e as demais
coordenadas v; = = se a;, = 1 e v; = 0 se a; = 0 também satisfaz Mv = —y/mw.

Logo, os outros 2 autovalores de M sao ++/m. Temos entao p(M) = /m. Note que
m =31 ar = Op, = Omax. B como M < A, pela proposicio 4.13 \/Opax = p(M) <

p(A). Segue do Teorema 6.17 que 5 ama){ <dx(S(Z2)).

Pelo Teorema de Perron-Frobenius temos que existe um vetor v positivo, tal que
Av = p(A)v. Logo, tomando u = (1, ..., 1) temos < u, Av >=< u, p(A)v >= p(A4) <
u, v >. Desta forma temos

p(A)uv’ = uAv’.

Lembrando que o vetor uA é o vetor com os graus de cada vertice de Z, temos que
UA < Omaxl, j& que Onaxt € 0 vetor com todas as coordenadas iguais a Jpay. Como

v é positivo temos entao < uA, v ><< Opaxut, v > . Logo
p(Auv” = uAv” < Opaxunv”

p(A) < Onmax.

Segue do teorema 6.17 que dx(S(Z)) <

Teorema 6.22. Seja X uma base do grupo livre F),, de classe p > 2, e seja S o sequinte

conjunto

S={wéeF,|Z, <Ky} CF,

. Entao

dx(S) = 2p7i 1 < 1,

onde v, € (2p—2,2p—1) é a maior raiz do polinomio x* — (2p—2)x* — (2p— 1)z + (2p—2).
Em particular, 6x(S) =0
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Demonstracao. Primeiro observe que o conjunto S é a uniao dos conjuntos graficos S (Kgp\
{e}) onde e varia entre as arestas de K,. De fato, se w € S temos que Z,, < Ky, e logo
Z,, ndo contém alguma aresta e = (a,b). Consequentemente w nao contém ab, logo temos
que w € S(Ky, \ {e}) pois este grafo possui todas as arestas exceto e. Por outro lado
temos que se w € Ueepr,, S(Ka, \ {e}) entdo para alguma aresta e = (a,b) temos que
w € S(Ky, \ {e}) e neste caso por defini¢do, como Z,, é o menor grafo satisfazendo essa

condicdo, temos Z,, < S(pr \ {e}) < f(Qp. Consequentemente temos Z,, < f(gp ewe€S.

Como o conjunto de arestas de Kgp é finito, e Kgp é irredundante, temos pelo Lema

5.21 e o Teorema 6.17 temos que

plad(Ky \ {e}))

dx(5) = max {dx (S(Kz \{e})} = max { o1 1
1

— max {p(ad(sz \ {6}))}

2p — 1 ccER,,

Vamos entdo calcular o raio espectral da matriz ad(Ky, \ {€}). Seja e = (a, b) uma
aresta de K'Zp. Note que temos apenas dois casos para a aresta e = (a,b), 0 caso b # a e o
caso b = a. Considere a base X reorganizada da seguinte maneira

-1 -1 ~1 -1
X={m=ar=0a",03=0,24=0b",25,26 =T ,..., Tap = T 1 }-

No caso em que b # a temos

100111 11
01 1 1 11 11
11 1 011 11
11 0 111 11
A=ad(Ky\{e))=1]1 1 1 110 11
11 1 101 11
1 1 11
11 1 111 .. 0
Considere o vetor u = (—uy,uy,0,0, —ug, ug, —us, Uz, ..., —Up_1, Up—1). Temos que
—u +0+0+0—ug+us —us+us— ... — Up_1 + Up_1 —Uuy
O+u +0+0—up+ug —uz+us — ... — Up_1 + Up_1 Uy
—ur+u +0+0—up +ug —uz+us — ... —Up—1 + Up_1 0
Ay — —up +ur +04+0—uy +us —uz +us — ... —Up1 + Up_q _ 0 .
—ur+u +0+0—u+0—us+us— ... —Up_1 + Up—1 —Uo
—ur +u +0+0+0+up —ug+uz — ... —Up—1 + Up—q Us

—ur+u +0+0—ups+uy—uz+ug— ... +0+u, Up—1
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Como o autoespago gerado por u tem dimensao p — 1 temos que 1 é um autovalor com

multiplicidade p — 1.

Considere o vetor v = (—(v1 +v2+...+vp_2), 0,0, vy, v1, Vg, Vo, ..., Up_2, Up_2). Temos

que
—(1+va+ ..+ 2) F0+0+0+v1+v +va+ v+ ..+ V2 + Upo

0— (v +ve+..+v,2)+0+0+v; +v1 + V2 + V2 + ... +Vpg+ Vp_s

—2(v1 + Va4 ..+ Vp2) F 0+ 0+ vy + v + V2 + V2 + ... + Vp_g + Up_o

=21+ v2+ o V) 0+ 0+ v+ v+ v+ U2+ Uy + U

2 +ve+ . Hvp2) F0+0+v +0+v2 v+ o+ Vp_g +Up2

Av = 2 + v+ .+ vp2) +F0+0+0+v + v+ v+ o+ Vp_2 +Vp2

—2( )
—2( )
2w +v2t+ U 2) 0+ 0+ v o+ v+ 0+ F U9+ Uy
=21+ ve+ . FV2) FO0+ 04+ v+ 0+ v+ Vg F U2
—2(v1 +v2+ o FVp2) FOF 0+ v F v v V2 A Vpp + 0
-2+ Vo4 .+ Vp2) +F0+0+ vy + vy +va+v2+ ... + 0+ vy

U1+ v+ ..+ Up2
v1+v2+ ...+ U2
0
0
—y
= —U1 = —0
— Uy

P
Como o autoespago gerado por v tem dimensao p — 2 temos que -1 é um autovalor com

multiplicidade p — 2.
Agora considere o polinémio x?—(2p—2)z—(2p—2). Como A = (2p—2)%+4(2p—2) >

0, o polindmio tem raizes reais. Sejam a; e s raizes desse polindmio. Vamos mostrar que
2p —3 2p —2
wy = | — ar—1),— a;r—1),1,1,...,1
! < 4p—5(1 ) 4p—5<1 ) )

é um autovetor de A associado ao autovalor as. E analogamente o vetor

2p —3 2p —2
= |- —-1),— —-1),1,1,...,1
wr= (2= 12 e - )01

0 vetor

é um autovetor de A associado ao autovalor oy
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Primeiro note que

2p —3

(=) 4+0+04+1+14..+1

2
0— (g —1)+1+14+14 ... +1
2p — 2

P P (=) 4+14+0+1+... 41
w, = -

—1) - —D)+04+1+14...+1
4p_5(a1 ) 4p_5(a1 )+0+14+1+ ...+

2p —3 2p — 2
— 1 —1 14+14+1+... 1
4p_5(oz1 ) 4p_5(a1 J+14+1+14 .. +0+
2p —3
— —1D+(2p—3
gp—g(o” )+ (2p—3)
—42: (1 —1)+ (2p—2)
2p —3 2p — 2
— —1)— ~D+(2p-3
_ 4p_5(1 ) 4p_5(a1 )+ (2p = 3)
2p —3 2p — 2

2p —3 2p — 3
- —1— (4p— T S —dp+4
%p_f)(al (4p —5)) 4p_5(a1 p+4)
p — 2
— 5, sl —1-(p=5) 2p— 2
2p—3+42p—2 - (1 —4p+4)
(o — 1 2n — 4p — 5
B (a1 —1) 5 +(2p - 3) B
2 —3+2p—2
ST ) @3 || )+ (20-3)
: —(q1 = 1)+ (2p—3)
2p— 34 2p — 2 3
— -1 29 —
(e >< p—5 >+<p V) \ -1+ @-3)

Como a; e ay sao raizes do polindmio x2 — (2p — 2)z — (2p — 2), usando a regra da soma
e do produto temos

a;+ oy =2p—2 N ar=2p—2—-—ag=a1+1+2p—-3=—(a1 — 1)+ (2p—3)
ajog = —(2p — 2) (o=l =ajag —ag==-2p+2+ao; —2p+2=0a; —4dp+4

Logo, podemos concluir que
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2p —3
— -1
4p — 5(&1 oz
2p — 2
— (oq — ].)OZQ
4p — 5
Awy = 0% = Qowy
(&%)
(&%)

Os calculos para mostrar que «; é autovalor associado ao autovetor ws sao total-

mente analogamos, trocando apenas onde tem aq por a2.

Logo, temos que o polinémio caracteristico de A é

XA(@) = (z = )Pz + )P (2® — (2p — 2)z — (2p — 2))(z — B),

onde ¢é outro autovalor de A.

Note que mesmo que A nao seja simétrica, ja& mostramos que A possui todos os
seus autovalores reais. Como a soma das dimensoes dos autoespacos encontrados até agora
é 2p — 1, com o autovetor que falta encontrar associado a [ teremos que a soma dos

autoespacos é 2p. Podemos concluir entao que a matriz A é diagonalizavel e podemos

utilizar a proposigao 4.20. Entdao o coeficiente de xA(z) que multiplica 2*~! é dado por
—Tr(A). Olhando para os termos que tem x?P~! temos
e =B+ (p—1).(=1) + (p— 2).(1) = (2p - 2)].
Logo temos —Tr(A) = —2p=—fF —2p+ 1, 0 que nos da § = 1.
Observe que a; = p — 1 — y/p? — 1, logo temos
—2p < =2 p?>pt—1
—2p+1< -1 p>+/p?—1
pPP—2p+1<p’—1 p—vVpPr—1>0
(p—12<p*—1 p—1—vpP—1> -1

p—1<y/p?—1
p—1—4/p>P—1<0

O que nos da |a;| < 1. Logo o raio espectral de A é wy =p—1+/p? —1>1

Vamos analisar agora o caso em que b = a. Neste caso, usando a mesma base

reorganizada X temos
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0j o1 111 11
0O 11 111 11
1 11011 11
1 10111 11
B=ad(Ky\{e})=]1 1 1 110 11
1 11101 11
1
1 11111 0
Analogo ao primeiro caso, considere o vetor u = (0,0, —uy, w1, —Ug, Uz, ..., —Up_1, Up_1)
e temos
O0+0—up+up —ug+ Uy — .. — Up—1 + Up—1 0
O0+0—up +up —ug+ Uy — .. — Up—1 + Up—1 0
O+0—u +0—ug+ug — ... —Up_1 + Up_q —Uq
0+0+0+u —ug+ug — ... —Up—1 + Up—q U1
Au=10+0—-u+us —up+0—....—up_ 1 tup1 [ = —u2 [ =u
O0+0—u +up +0+ug — co. —Up—1 +Up_1 Us
0+0—u+u —ug+ug — ... —up—1 +0 —Up_1
O0+0—u; +up —ug+ug — .0 + up—y Up—1

Como o autoespago gerado por u tem dimensao p — 1 temos que 1 é um autovalor com

multiplicidade p — 1.

Considerando agora o vetor

v=10,0,—(v1 +v2+ ... + Vp_2), —(v1 + V2 + ... + Vp_2), V1, V1, V2, V2, ..., Up_2, Up_2)

0+0—2(vy +ve+ ... +Vp2) + 01+ 01 + V2 + Vo + ... +Upa+ Vp_a

0+0—2(vy +ve+ ... +Vp2) + 01+ 01+ 02+ Vs + ... +Upo+ Vp_a

0+0—(v14+ve+ ...+ Vp2)+0+v1+0v1 + V2 + V2 + ... +Vpo+ Vps
0+04+0— (1 +v24 ... +Vp2) F01+v1+ 02+ Vo4 ... +Vp_o+ Uy
04+0—2(vy +v9 + ...

Av = 04+0—2(vy + vy + ...
040—2(v; +v2 + ...

040 —2(vy + vy + ...

+Upg) +v1 + 04+ vy + vy +
+Vp_2) + 0+ v1 + v + Vg +
+Up_g) +v1+vr 2+ 0+
+Upg) +v1+vr 0+ 0y +

0+0—2(vy+ve+ ...+ vpa)+v1+v1+v2+v2+ ... +0,20+0
0+0—2(vy+ve+...+vp9)+v1+v1+0v3+0v3+ ... +0+ v,

o+ Up—2 + Up—2
..+ Up—2 + Vp—2
o+ Up—2 + Up—2

o+ Up—2 + Up—2
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V1 + v+ ..+ Up_2
U1+ U2+ ...+ Up—2
-y
= —U1 = —v
—Uy

p
Como o autoespaco gerado por v tem dimensao p — 2 temos que -1 é um autovalor com

multiplicidade p — 2.

Logo, temos que o polinémio caracteristico de B ¢é

xB(z) = (x — 1)P(z + 1)P2(2® + ax® + bz + ¢),

onde a, b e ¢ sdo numeros reais que podemos encontrar usando ***. Observe que podemos
encontrar o determinante da matriz B mais facilmente se fizermos primeiro operagoes
lineares do tipo l; = —Ily + I[; para i = 3,4, ...,2p e depois operacoes lineares do tipo

ly =1 + 1; para i = 3,4,5,...2p para obtermos a matriz B’

0o 1 1 1 1 1 1 2p—2 0 0 0 0 O 0 0
01 1 1 1 1 1 0 1 1 1 1 1
10 0 -1 0 O 0 0 1 0 0 -1 0 O 0 0
10 -1 0 0 O 0 0 1 0O -1 0 0 O 0 0
10 0 0 -1 0 0 |= 1 o 0 0 0 -1 0 O
10 0 -1 0 0 0 1 0o 0 0 -1 0 0 0
10 0 0 0 -1 1 0 0 0 0 -1
10 0 0 -1 0 1 0 0 0 -1 0

Usando Laplace na primeira linha termos Det(B) = Det(B’) = 2p—2(—1)%.det(By;).

Novamente usando Laplace na primeira coluna para encontrar o determinante de Bj;
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teremos det(B},) = 1.(=1)2.Det(B) = Det(B) onde B é a matrix

0 -1 0 0
-1 0 0 O
-1 0 0

-1 0 0 0

o 0 0 O 0 -1
o 0 0 O -1 0

Note que se trocarmos as linhas ly; 1 e ly; para ¢ = 1,2,..,p — 1 teremos uma matriz
diagonal onde todos os termos da diagonal principal é —1, logo o determinante dessa
matriz diagonal serd (—1)?~2 = 1. Como para obter a matriz diagonal temos que fazer
p — 1 trocas de linhas em B, temos que det(B) = (—1)P7'1.

Logo temos que det(B) = (2p — 2)(—1)P~! = 2(p — 1)(—1)P7*

Agora vamos calcular os determinantes das matrizes reduzidas B;;. Analogo ao
calculo anterior, vamos primeiro realizar operagoes lineares em Bj; analogas as que fizemos

para calcular o determinante de B.

11111 11 11 1 1 1 11
11011 11 00 -1 0 0 0 0
10111 11 0 —1 0 0 0 0
11110 11 0 0 -1 0 0

det(Bu) =det |1y o | T 0 -1 0 0 0

11 .. 10 00 0 0 0 .. 0 -1
11111 .01 00 0 0 0 .. -1 0

Usando Laplace na primeira coluna temos Det(Bj;) = 1.(—1)P~! pelos mesmos

argumentos anteriores.

01111 11 0o 1 1 1 1 1 1

11011 11 1 0 -1 0 0 0 O

10111 11 1 -1 0 0 O 0 O

11110 11 1 0o 0 0 -1 0 0
det(Bsgy) = det = det

11101 11 1 0 0 -1 0 0 O

—_
@]
]
|
—_
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2p—2 0 0 0 0 0 0
1 0 -1 0 0 0 0
1 -1 0 0 0 0 0
1 0 0 -1 0 0 »
=det] 0 -1 0 0 o |~ ETAEL
1 0 0 0 -1
1 0 0 -1 0
00 1 11 11 -1 -1 0 0 0 0
01 1 11 11 -1 0 0 0 0 0
11 11 11 11 11 11
11 1 10 11 0 0 0 -1 0 0
det(Bs3) = det = det
11 1 01 11 0 0 -1 0 0 0
11 1 0 0 0 -1
11 1 11 0 0 0 -1 0
0 -1 0 0 0 0 0
-1 0 0 0 0 0 0
11 11 11
0o 0 0 -1 0 0
= det
0 0 -1 0 0 0
0 0 0 .. 0 -1
0 0 0 .. -1 0

Usando Laplace na coluna 3 temos det(Bs3) = 1(—1)373(=1)P=t = (—-1)P~!

Observe agora que todas as matrizes reduzidas B;; para i = 3,4, ..., 2p sdo iguais
(Fig 3)

Temos entao
Zp?detw = (1P (2p = 2)(—1)P (2 2) (1

= (=1)""".(4p-3)
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/001111 1 1)
0 1111 11
1 1B 1 1 1 4
1 1011 1. 1
B={1 11110 11
111101 11
1 11111 10
\l 11111 0 1)
Figura 3 —

Como B é uma matriz simétrica de ordem par, podemos usar a proposicao 4.20

para determinar os coeficientes do polinémio caracteristico

agp—1 = —Tr(B) = —(2p—1)
(1) { a1 = — X7, det(By) = (—1)(=1)P"'(4p — 3)
ag = det(B) = (2p — 2)(—1)P~!

Por outro lado, fazendo a distribuitiva no polinémio xB(z) temos

agp-1=a+(p—1)(=1)+(p—2)
ap = (p—1)(=1)P 217 2c+ (p— 2). 17 3(=1)P e+ (=1)P 11772

ap = (—1)P711P2¢

agp—1 = a—1
ar = (~1)P 7 (—(p— e+ (p— 2 +b) = (1)L (b— o)

ap = (—1)P1c

Substituindo em (1) temos
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a—1=—-2p—1) a=—(2p—2)
(1P ) = (~)(—-1P(dp—3) = {b=—(dp—3)+(2p—2) = —(2p—1)
(=P te=(=1)"""(2p - 2) c=(2p-2)

Entao

XB(w) = (z = 1Pz + 1P (@” — (2p — 2)2° — (2p — Dz + (2p — 2))
Agora note que, seja h(x) =23 — (2p — 2)2? — (2p — )z + (2p — 2)

M2p—2) = (2p—2°—(2p—2°—-(2p—-1)(2p—2) + (2p — 2)
= (2p—2)(2—2p)
= —(2p—-2)%<0 e

h2p—1) = -1 =2p-2)2 -1 = (2p - 1)*+ (2p - 2)
= 2p-122p-1-(2p-2)—-1)+(2p~2)
= 2p—2>0

Logo, temos raizes de h(x) em (2p —2,2p — 1). Tomemos agora z > (2p — 1) temos
que 72 > (2p — 1)z e logo
W(z) = 32°—202p—2)z—(2p—1)
> 327 — 227 — (2p— 1)
2 —(2p—1)>0

O que implica que h(z) é crescente em (2p — 1, 00). Como h(2p — 1) > 0 concluimos
que h(z) ndo pode ter raizes maiores que 2p — 1 e que a maior raiz 7, de h(z) estd em
(2p—2,2p—1).

Agora considere a fungao f : [1,00) definida por f(p) =p—14++/p> —1—(2p—2) =
Vp? — 1—p+1. Temos f'(p) = \/pQL—l_l > 0. Logo f(p) é crescente. Como f(1) =1 >0
temos que f > 0 elogo temos p—1+4++vp? —1—2p—2) >0=p—1++/p*—1> (2p—2).

Lembrando que o = p — 1+ /p? — 1 é raiz do polinémio 2% — (2p — 2)x — (2p — 2)

temos que

h(a) = o®—(2p—2)a* — (2p— a+ (2p—2)
= ala® = (2p-2)a—(2p - 1)+ (2p - 2)
= ale®—(2p—2)a—(2p—2) - 1]+ (2p—2)
= af0-1]+(2p-2)
= 2p—2)—a<0
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Logo, pode os concluir que av < 7,. Pois caso contrario teriamos que existe outra

raiz de h(x) maior que a e consequentemente maior que 7,, o que seria uma contradicdo.

Logo, temos que p(B) =7, > p(A) = « e logo

max {p(ad(Ky, \ {e})} =

eEEKgP

o que nos da

p
= |

Corolario 6.23. Seja S o conjunto de palavras w € Fp tais que Z,, = f(gp. Entao, S tem

densidade natural igual a 1.

Demonstracao. Observe que S é o complemento do conjunto do teorema anterior, logo

temos F, = S US onde S é o conjunto do teorema anterior. Pelo teorema anterior

dx(S) < 1, e pelo item 7 das propriedades 5.8 temos 0x(S) = 0.

Como os conjuntos sao disjuntos, temos que

((SUSYNBx(n)] =[S Bx(n)+ ]S Bx(n)|

(SUS)NBx(n)| _ SN Bx(n)|[+]SN Bx(n)

Bx(n) B ()]

_ SN Bx(n)| | [SNBx(n)

_ B 1Bx(n)
oy SUSINBA @] _ L 5By 10 Bx(n)
n-yo0 [Bx(n)] ~ noe [Bx(n)] |Bx(n)|

6x(SUS) < 0x(9)+0x(9)

Ox(F,) < dx(S)+0
1< 6x(S)

Como 0x(S) nao pode ser maior que 1, concluimos que dx(S) = 1. |
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7 A densidade das palavras primitivas em F),

Proposicao 7.1. Seja F), o grupo livre de classe p, gerado pelo conjunto X. Seja S" C F,

um subconjunto nao vazio de palavras em F, e seja
S={z'wr |we S zeF}.
Se S" contém apenas palavras ciclicamente reduzidas, entao

dx(S) = max{dx ('), (2p— 1) 2}

Demonstra¢io. Como S’ é nao vazio, temos |S| = oo e podemos usar a proposi¢ao 5.21

para calcular a densidade de S usando esferas.

Vamos considerar primeiro o caso em que |S’| = 1, suponha S’ = {w} onde w é uma

palavra ciclicamente reduzida. Se |w| = k temos w = x;xs...x. Logo para uma palavra do

tipo utwu com u € F), ser de comprimento n temos que ter |u| = ”7_"3 e u nao pode comegar

1

nem com a letra x,;l e nem com a letra 1, pois u lwu = uyt, ...uflxl...xkul...unfk. Como
2 2

w é ciclicamente reduzida, temos que ;* # 1. Logo as possibilidades para escrever u sio

B R

(2p—2)(2p—1) 5 1

(2p = 1)

2 . _/ , .
Agora observe que podemos também ter em S palavras do tipo v~ w'u onde w’ é conjugado
de w de comprimento k, isto é, w’ = z;x;11...2521..7;—1. Obtermos w’ fazendo v~'wwv onde

_ -1 -1
V=2, Tp_;...T; ¢ teremos

1 1 1

v w'u =u v Twow €S

Temos exatamente k conjugados de w de comprimento k, e para cada um deles vimos que
as possibilidades de u para que |u~" wu| é gg—j (2p — 1) k. Logo

1S Sx(n)| =k (;ﬁ : ?) (2p — 1)n—*

Note que para isso precisamos que n = k mod 2. No caso em que n — k nao for
divisivel por 2. temos que néo existe u € F, com |u"'wu| = n. Logo para n #Z k mod 2

temos [SNSx(n)| = 0. Podemos entdo considerar apenas os valores de n = k mod 2 e
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temos

1
dx(S) = 1 limsup [S[)Sx(n)|

3=

1 k(2p — 2)
— 1 e 77 Ip — 1)k
2p_11msup(2 =21

k(2p — 2) 0
- lim sup (2p = ) (2p — 1)""“)

2p—1 2p—1
nk:
= 2p— lim sup /(2
1,&
= hmsup\/
1
= 2p—1
1 (2p—1)
1 1
= 7:(2]9—1)75

Ve2p—1

! 4 : AN 1
Como S’ ¢ finito, temos dx (5') = 35 < e Logo

dx(S) = (2p — 1)"% = max{dx(S"), (2p — 1)"2}

Agora suponhamos |S’| < oo. Se S" = {wy, ...wy}, considere os conjuntos S; = {w;}.

Claramente temos que S = J.S; e logo
dx(S) = max{dx(S;)} = max{(2p — 1)—%} = (2p — 1)—% — max{dx(5"), (2p 1)_%}‘

Agora suponha que |S'| = oo. Seja | = limsup |S'NSx(n)|x e defina a =
max{l, /2p — 1}. Sabemos que dx(5’) = # e também para algum w; € S” vimos pelo
caso anterior que S; = \/% V;f - Temos que S’ C SeS; €S, logo dx(S") < dx(S)
e dx(S;) < dx(S). Entao temos | < dx(S)(2p—1) e /2p—1 < dx(S)(2p — 1). Logo

a<dx(S)(2p—1).

Agora, para a outra desigualdade, seja w € S’ uma palavra ciclicamente reduzida

de comprimento k, ja vimos que a quantidade de palavras conjugadas de w de tamanho
2 2

n>kék ( P 1) \/(2p — 1)»=*. Para cada palavra em S’ de tamanho k temos essa
p J—

quantidade de palavras possiveis em S. Logo temos

k=n _
1S Sx(n)] < ,; 15" () Sx (k)|k (Zi — f) (2p — 1)+

A desigualdade ocorre pois se w’ for uma conjugacao de w de tamanho k que também
estd em S’ temos que as palavras conjugadas de w’ vao aparecer tanto na contagem de

palavras conjugadas de w’' quanto na contagem de palavras conjugadas de w.
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Dado € > 0. Temos que +/2p — 1 < a < a + €. Pela defini¢do de [ temos que existe

ko tal que |S"N Sx (k)| < (I +€)*

M tal que
k=n ) 2p_2
SASx@I < XIS NSx®)lk (2= ) ep -1
k=1 P
k=n n—
< SRS Sx (k)2 - 1)
k=1
k=ko—1 K
= > kS MSx(R)ly(2p—1)
k=1
k=n n—
3 KIS NSkl 2 — 1)
k=ko
k=n n—k
= M+ Y HS'OSxk)l/2p— 1)
k=ko
n—k
< M+ Z (a+e€) \/21)7—1)
k=ko
< M+ Z (a+e)f(a+ ek
k=ko
k=n
= M+n)) (a+e)
k=ko
= M+nn—Fky+1)(a+e€)"
< M+n*a+e)
Entao

< (a + €)* para todo k > ky. Logo existe uma constante

(2p — 1)dx(5)

limsup |5 () Sx (n)[
limsup(M + n?(a + €)")~
a-+e€

Como vale para todo € temos entao (2p — 1)dx(S) < a. Concluimos entao que

(2p —1dx(S) = a
I V2p—1
dx(S) = max{zp_l, o1 }

max{dx(S"), (2p — 1)_%}
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Definicao 7.2. Seja w = x;...x,, uma palavra em F,. O grafo Whitehead de w, denotado

por W,,, € o grafo com o sequinte conjunto de arestas:

EW,, = {(a,b7") € (XT")? | w contém ab} | J{ (s, 27")}
Observacao 7.3. Note que Zw CWy € Zy C W,

Teorema 7.4. Seja w uma palavra ciclicamente reduzida do grupo livre F,. Se w € uma

palavra primitiva, entao W,, tem um vertice de corte.

Teorema 7.5. Seja F), o grupo livre de classe p > 2, e seja S C F, o conjunto de palavras

primitivas de F,. Para toda base X de F),, nos temos

2p —3 9
<dx(9) < —L_ <1
2p—1" x( >_2p—1

Consequentemente, temos dx(S) =0

Demonstracio. Considere S’ o conjunto de palavras primitivas ciclicamente reduzidas.
Observe que S = {z~'wz | w € S,z € F,}. De fato, seja S = {z 7wz | w € S,z € F,}.
Toda palavra reduzida pode ser escrita como z 'wz com w ciclicamente e reduzida.
E se 2 'wx é primitiva, entdo w também ¢é pois a fungdo i, : F, — F, definida por

1

ip(w) = £~ wz é um isomorfismo e leva base em base. Logo temos w € S’ ¢ S C S. A

outra incluisao é difeta do isomorfismo i,. Pela proposicao 7.1 temos entao
dx(S) = max{dx(S"), (2p — 1) 73}

Observe que para p = 2 temos /2p — 1 < 2p — 2. Como a derivada da func¢ao f(p) =
2p — 2 — /2p — 1 é positiva para todo p > 2 entao /2p — 1 < 2p — 2 para todo p > 2.

Logo
\/2p—1<2p—2< Yp
2p — 1 2p—1 2p—1

1
5 Tp 7,
2

< 2p— 2p—1°

Temos entao que (2p — 1) Basta mostrar agora que dx(S’) <

T
Tomemos w € S'. Pelo teorema 7.4 W,, tem um vértice de corte. Logo temos
W, < Ky, e consequentemente W, < sz. Entao Z, C W, < pr. Concluimos entao

que w pertence ao conjunto do teorema 6.22 e consequentemente S’ estd contido neste

Tp
- _

conjunto e temos dx (S") < T
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