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Resumo

Nesta dissertagdo vamos dar alguns teoremas de rigidez que mostrardo a relagdo que existe entre
a dindmica e a geometria dos fluxos geodésicos.

Na primeira parte, estudaremos as variedades Riemannianas sem pontos conjugados e daremos
a demonstragao do teorema principal do texto, que relaciona a rigidez no sentido dindmico e no
sentido geométrico em variedades Riemannianas completas, de volume finito e curvatura seccio-
nal limitada inferiormente por —c? para alguma constante ¢ > 0, supondo que o fluxo geodésico
é Anosov. Destacamos o fato de que nosso resultado nao precisa da compacidade da variedade.
Na segunda parte, estudaremos as conjugacoes e as conjugacoes em orbitas de fluxos geodésicos
com certas condicOes nas suas curvaturas, obtendo importantes resultados de rigidez como con-

sequéncia do teorema principal da primeira parte.

Palavras chave: Fluxo geodésico, métrica de Sasaki, fluxo geodésico Anosov, pontos conjuga-

dos, equacao de Riccati, conjugacao de fluxos geodésicos.

vi



Abstract

In this dissertation, we will give some rigidity theorems that will show the relationship between
the dynamics and geometry of geodesic flows.

In the first part, we will study the Riemannian manifolds without conjugated points and give
the proof of the text’s main theorem, which relates the rigidity in the dynamic sense and in
the geometric sense in complete Riemannian manifolds of finite volume and sectional curvature
bounded below by —c? for some constant ¢ > 0, assuming that the geodetic flow is Anosov. We
emphasize that our result does not require the compactness of the manifold.

In the second part, we will study the conjugations and orbit conjugations of geodesic flows with
certain conditions in their curvatures, obtaining important results of rigidity as a consequence

of the main theorem of the first part.

Key words: Geodesic flow, Sasaki metric, Anosov geodesic flow, conjugate points, Riccati

equation, conjugation of geodesic flow.
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Introducao

Os fluxos geodésicos aparecem naturalmente quando temos uma métrica Riemanniana em uma
variedade completa. Suas propriedades estao intimamente ligadas & geometria da variedade. Es-
tes fluxos carregam uma dinamica natural, dadas pelas geodésicas da variedade, o qual merece e
desperta o interesse dos pesquisadores em dindmica. Por exemplo, o primeiro em perceber que os
fluxos geodésicos ligados a métricas de curvatura negativa sao cadticos, foi Anosov no seu artigo
[1]. Esses fluxos geodésicos sdo chamados sistemas uniformemente hiperboélicos ou simplesmente
"sistemas Anosov". Quando a variedade é compacta e de curvatura negativa, estes fluxos ge-
odésicos sao estavelmente ergddico, misturador e tem decaimento exponencial de correlacoes.
Quando a variedade ndo é compacta, mas a curvatura é negativamente "pinched" (limitada entre
duas constantes negativas), o mesmo argumento de Anosov implica que o fluxo geodésico tam-
bém ¢ Anosov (ver [19]). No entanto, no caso ndo compacto, o sinal negativo da curvatura nao
implica que tenhamos um fluxo geodésico do tipo Anosov (ver [I1]).

Por varios anos pensou-se que a curvatura negativa era necessaria para ter dindmicas do tipo
Anosov para o fluxo geodésico, mas em [12], Eberlein mostrou que existem variedades com aber-
tos de curvatura zero e com fluxo geodésico Anosov. No entanto, Eberlein no mesmo artigo,
provou que a curvatura negativa esta sempre presente em métricas Anosov, pois toda geodésica
deve ter pontos de curvatura negativa. Recentemente, em [II], provaram que na verdade, quando
o fluxo geodésico é Anosov, entdo a curvatura negativa é, em média, uniformemente distribuida.

Um tipo de pergunta natural que pode ser feita na direcdo contraria é a seguinte:
Pergunta: Que tipo de propriedades geométricas impoe a propriedade Anosov?

Esta pergunta é bastante geral, pois vai depender do tipo de invariante e/ou propriedade geomé-
trica que procuramos, no entanto existem alguns resultados que visam dar uma resposta concreta
para esta pergunta. Por exemplo, Klingenberg em [18], mostra que uma variedade compacta com
fluxo geodésico Anosov ndo tem pontos conjugados, e Mané em [22] mostra o mesmo resultado
para variedades de volume finito. Vale a pena ressaltar que este resultado continua em abertos
para variedades de volume infinito. Também podemos ressaltar um artigo de R. Ruggiero (ver

[26]), onde ele prova que a propriedade de uma variedade de nao ter pontos conjugados persis-
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tentemente ¢ uma propriedade das métricas Anosov.

Nesta dissertacdo vamos dar vida também a uma possivel resposta para a pregunta anterior, de
fato, mostraremos alguns resultados que nos dao uma importante relacao entre a geometria e a

dindmica do fluxo geodésico, os quais estao baseados no artigo [10].

No primeiro capitulo, apresentamos alguns conceitos importantes da geometria Riemanniana,
como conexoes, geodésicas, curvatura e os campos de Jacobi, ferramenta importante que re-
laciona as geodésicas com a curvatura. Podem se encontrar as demonstragoes dos teoremas e

proposi¢oes mencionadas neste capitulo nos livros [§] e [21].

No capitulo dois, apresentamos a forma de como construir uma métrica no fibrado tangente de
uma variedade. Estudamos também os fluxos geodésicos e suas propriedades. Restringindo a
métrica ao fibrado tangente unitario de uma variedade de volume finito, podemos construir uma
medida de probabilidade nesse espago chamada a medida de Liouville. Finalizamos mostrando

que o comportamento da diferencial do fluxo geodésico esté determinado pelos campos de Jacobi.

No capitulo trés, estudamos os fluxos geodésicos Anosov e as variedades sem pontos conjugados,
mostramos que os subfibrados estavel e instavel podem se ver como graficos de aplica¢es simé-
tricas que satisfazem a equacio de Riccati. Damos nosso primeiro resultado importante que diz

que rigidez no sentido dindmico fornece rigidez no sentido geométrico:

Teorema 1. Seja M uma variedade Riemanniana completa, de volume finito e curvatura sec-
cional limitada inferiormente por —c2. Suponha que o fluxo geodésico ¢ Anosov com constante
de contracdo A, entdo A > e~ ¢. Além disso, a igualdade se cumpre se e somente se a curvatura

seccional de M é constante igual a —c?.

A prova deste teorema sera realizada em duas etapas. Na primeira etapa, comprovamos a desi-
gualdade entre contragdo e a exponencial, supondo apenas que nao hi pontos conjugados. Na
segunda etapa, mostramos que os expoentes de Lyapunov sdo constantes para todos os pontos
e, finalmente, usando argumentos geométricos associados aos fluxos geodésicos em variedades
sem pontos conjugados, concluimos que a curvatura é constante. Enfatizamos o fato de que nao

precisamos da compacidade da variedade.
O capitulo quatro tem como objetivo obter rigidez geométrica a partir das conjugacbes en-
tre fluxos geodésicos Anosov de variedades que satisfazem alguma relagdo entre as curvaturas

seccionais. De fato o segundo resultado desta dissertacao é:
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Teorema 2. Sejam M, N duas variedades Riemannianas completas tais que as curvaturas sec-

2

cionais satisfazem o?.inf Kjy > sup Ky > Ky > —b%. Denotemos por ¢f, e ¢’ os fluxos

geodeésicos de M e N respectivamente. Suponha que M tem volume finito e o fluxo ¢}, ¢ Ano-

sup Ky <0

sov. Se qﬁ’}w e <Z>§V sao a-equivalentes entdo Ky = 5
Q

. ~ , . _a ~
A ideia da demonstragdo do teorema 2 é conseguir A = e~ o« como uma constante de contracao
para ¢%, e obter a rigidez como consequéncia do teorema 1. Além disso, mostraremos a regu-

laridade das conjugacoes de dois fluxos geodésicos Anosov sob certas condicoes métricas. De fato:

Teorema 3. Sejam M, N duas variedades Riemannianas compactas com igual dimensdo. Su-
ponha que as curvaturas seccionais satisfazem inf Kj; > sup Ky > Ky e M nao tem pontos
conjugados. Se f & uma l-conjugacdo entre os fluxos ¢4, e @Y, entdo Ky = Ky =sup Ky <0
e féeCl

Note que ha um diferenca relevante entre o teorema 2 e teorema 3, visto que no segundo o fluxo
geodésico da variedade M nao tem por que ser Anosov, precisa simplesmente a variedade M
nao tenha pontos conjugados, condigdo a qual se obtém de graca quando o fluxo geodésico €
Anosov. Para a prova do teorema 3, usamos as conjugacoes para transferir toda a informagio da
hiperbolicidade de ¢%; para ¢}, e seguimos as técnicas usadas no teorema 1 para chegar ao re-
sultado. Feldman e Ornstein (ver [I3]) mostraram que as conjugacgoes entre fluxos geodésicos de
variedades compactas com curvatura negativa sdo de classe C'. Usaremos este resultado depois
de mostrar que M tem curvatura negativa. Poucos anos depois, Pollicott (ver [25]) mostrou que
para o caso de superficies compactas com curvatura negativa, a conjugacao era de fato de classe
C*. Finalmente, estendemos alguns resultados obtidos para o caso de conjugactes em Orbitas,

isto é, conjugagoes que nao necessariamente preservam o tempo.

Finalizamos o trabalho com dois apéndices. No primeiro, apresentamos alguns conceitos e pro-
priedades bésicas de variedades diferenciaveis. No segundo apéndice, damos alguns conceitos de
teoria ergddica usados nos capitulos anteriores e damos a demonstracao do teorema de Birkhoff

para fluxos.



Capitulo 1

Variedades Riemannianas

Neste primeiro capitulo, introduziremos alguns conceitos fundamentais da geometria Rieman-
niana que serao usados ao longo do texto. A geometria Riemanniana surgiu para poder de-
finir alguns conceitos geométricos como cumprimento, dngulo e distdncia em variedades. As

referéncias sao [§] e [21].

1.1 Meétricas Riemannianas e conexoes afins

Definicao 1.1.1 Uma métrica Riemanniana em uma variedade diferencidvel M de dimensdo
n € uma correspondéncia que associa a cada p € M um produto interno g(p) = (.,.)p no es-
pago tangente T,M, que varia diferenciavelmente, isto €, para todo par de campos de vetores

diferencidveis X,Y em uma vizinhanca V de M, a funcao
(X7Y) ‘pe V= <XP>Y;’>P €R

é diferencidvel. A wvariedade M munida de uma métrica Riemanniana é chamada variedade

Riemanniana e denotada por (M, g).

Observacao 1.1.2 Uma mesma variedade pode ter vdrias métricas Riemannianas, no caso de

nao houver confusao, o denotamos simplesmente por M.

Seja ¢ : U € M — R"™ uma parametrizacio de M em p e ¢ = (z!,2%,...,2") o sistema de
0 0
coordenadas locais, entdo uma base do espago tangente T,M ¢ ¢ —| ,..., 5| ¢ Sejam X
ox » ozx" »
e Y dois campos de vetores diferencidveis em M, localmente podemos escrever
n n
0 0
Xg =2 aile) 5 Yo=Y bi(a) 55
i=1 p j=1 p
Entao,
- 0 0
<anYq>p = Z ai(q)b;(q) <8xl " Dad >
2,7=1 p Plp



Portanto, a métrica Riemanniana em p pode ser escrito em termos das fungoes

11(p) = <j >

Podemos ver que g;; = gj;. Se consideramos a matriz G = (g;;), segue que G é uma matriz

0

, —
j
» ox

simétrica e definida positiva.

Exemplo 1.1.3 Seja (N, g) uma variedade Riemanniana e f : M — N uma imersao, isto é, fé
diferencidvel em M e para todo p € M a diferencial dpf : T,M — Ty, N € injetiva. Entao f

mduz uma métrica em M dada por

(u,v)p = (dpf(u),dpf(w)) sy  Vu,v € TM

A métrica de M é chamada a métrica induzida por f.

Exemplo 1.1.4 Sejam (M,g) e (M,§) duas variedades Riemannianas, podemos definir uma
métrica Riemanniana § = g & § para a variedade produto M x M, chamada a métrica produto,

da sequinte forma

g(p,q)((vv f))’ (wv w)) = gp(vv w) + QQ({U w)

para todo (v,7), (w, W) € T,M @& T,M = Tip,q) (M x M).

D,q)

Uma métrica Riemanniana também permite definir uma nocao de volume em variedades orien-

tadas.

Definig¢ao 1.1.5 Seja M uma variedade Riemanniana e Q0 C M um conjunto aberto, conezo e
com fecho compacto, tal que §) estd contida numa vizinhanga coordenada U de uma parametri-

zag¢do ¢ : U — R™ e a fronteira de () tem medida nula em R™. O volume de Q € definido pela

vol () = / \/det(gi;)dzt ... dz"
() ’

Esta expressao estd bem definida, isto é, ndo depende da escolha da parametrizacgo.

integral em R™

Usando particoes da unidade da variedade se consegue mostrar o seguinte resultado:
Teorema 1.1.6 Toda variedade diferencidvel tem pelo menos uma métrica Riemanniana.
Definicao 1.1.7 Seja M uma variedade Riemanniana. Definimos:

i. A norma de um vetor tangente v € T,M como

o]l = (v, v) 2/



ii. O dngulo entre dois vetores tangentes v,w € TyM € o inico 6 € [0, | tal que

(),
©0s(6) = Tolllw]

ii. Se vy : [a,b] — M é uma curva diferencidvel por partes, definimos o cumprimento de vy

como b
I(y) = / I/ (t) |t

Definicao 1.1.8 Dois campos wvetoriais X,Y de M sao chamados perpendiculares se
(Xp,Yp) =0 para todop € M.

De agora em diante, consideraremos variedades Riemannianas e denotaremos por X' (M) o espago

dos campos vetoriais diferencidveis de M.

Definicao 1.1.9 Uma conezdo afim em uma variedade M é uma aplicag¢do

V: X(M)x X(M) -  X(M)
(X,Y) = VyY

que satisfaz as sequintes propriedades:
(i) VixigzY = fVxY +gVzY,
(1) Vx(Y +2)=VxY +VxZ,

(iii) Vx(fY) = fVxY + X(f)Y,

para todo X,Y,7Z € X(M) e todas as funcées diferencidveis f,g definidas em M e com valores

em R. Dizemos que VxY € a derivada covariante do campo Y na dire¢cio de X.

A definicdo do conexdo atende a necessidade de definir uma nocao de derivacdo intrinseca para
campos vetoriais. O nome conexdo se refere exatamente & ideia de conectar localmente os espagos

tangentes de uma variedade.

Proposic¢ao 1.1.10 Seja V uma conexdo afim em uma variedade M. Se X, Y € X (M) sao

campos vetoriais que se erpressam em coordenadas locais como
n n
X = E a;0;, Y = E b;0;
i—1 j=1

onde 0; =

- entao:

ot . .
VxY = aibjV,0; + Y X(b;)0; (1.1)

ij=1 j=1
Em particular, (VxY'), depende apenas de X, e do valor de Y ao longo de uma curva passando

por p e com vetor tangente X, em p.



n
Se consideramos os simbolos de Christoffel V,0; = ngak, substituindo na equagdo (1.1)

k=1
obtemos
n

VxY =) | D aibT + X (by) | Ok
k=1

3,j=1

Definicao 1.1.11 Um campo vetorial V ao longo de uma curva o : I — M ¢é uma aplicacdo que

associa a cada t € I um vetor tangente V(t) € Ty, M.

A seguinte proposicao mostra que a existéncia de uma conexao em uma variedade permite derivar
campos vetoriais ao longo de curvas na variedade. Em particular, é possivel falar em aceleracgao

de uma curva e portanto de geodésicas.

Proposicao 1.1.12 Seja M wma variedade diferencidvel com wma conezdo afim V. Entdo existe
uma unica correspondéncia que associa o um campo vetorial V' ao longo da curva diferencidvel
a: I — M um outro campo vetorial % ao longo de o, chamado o derivada covartante de V ao

longo de «, tal que:
B0 w) = B+ B
(11) %(fV) = % + Z—J;V onde [ é uma funcao diferencidvel em I.

(iii) Se V' ¢é induzido por um campo de vetores Y € X(M), isto é, V(t) = Y(a(t)), entdo

DV _
@ =VaeY

Definicao 1.1.13 Seja M wma variedade com wma conexao afim V. Um campo vetorial V ao
longo de uma curva o« : I — M ¢é chamado paralelo se
DV
— =0.
dt
Um campo vetorial X € X (M) é chamado um campo paralelo se ele é paralelo ao longo de

qualquer curva em M.

Proposicao 1.1.14 Seja M uma variedade com uma conezdo afim V. Seja o : I — M uma
curva em M e Vy um vetor tangente a M em a(ty),to € 1. Entao existe um tinico campo paralelo
V' ao longo de « tal que V (tg) = Vy. Este campo é chamado o transporte paralelo de Vi ao longo

de «.

Definicao 1.1.15 Seja M uma variedade Riemanniana com uma conezdo afim V. Dizemos a
conexdo é compativel com a métrica quando para toda curva diferencidvel o : I — M e para todo

par de campos de vetores paralelos V,W ao longo de o tivermos (V,W) = constante.



Figura 1.1: Transporte paralelo de Vj

Proposicao 1.1.16 Uma conexdo afim é compativel com a métrica se e somente se para todo
par de campos de vetores V,W ao longo da curva diferencidvel oo : I — M tem-se
CZ(V,W>:<DC;,W>+<V,DC;V>, vtel.

Sempre é possivel encontrar uma tinica conexao que seja compativel com a métrica da variedade
e que também seja simétrica, isto é, VxY — Vy X = XY — Y X. Esta conexdo ¢ chamada a
conexdo de Levi-Civita, uma ferramenta que abrird uma porta para o estudo das geodésicas,
curvatura e outros conceitos da geometria Riemanniana. Concluimos que se V(t) e W(t) sdo
campos paralelos ao longo de «, pela proposi¢do anterior tanto as normas como o angulo entre

esses campos sao constantes para cada t.

1.2 Geodésicas e a aplicacao exponencial

De agora em diante, cada vez que falemos de variedades Riemannianas, vamos supor que elas

estao munidas com suas conexdes de Levi-Civita.

Definigao 1.2.1 Uma curva diferencidvel v : [a,b] — M em uma variedade Riemanniana M é
chamada uma geodésica de M se

D /

dt

Geometricamente, uma geodésica é uma curva com campo de velocidade paralelo ao longo da

curva e portanto nao muda de diregdo. Segue da proposi¢ao 1.1.16 que ||7/(t)|| é constante.

Defini¢ao 1.2.2 Uma geodésica v : I — M é normalizada se |7/ (t)|| = 1.

Observacao 1.2.3 Toda geodésica, que ndo € um ponto, pode ser normalizada através de uma
reparametrizacdo pelo cumprimento de arco
t
/
s(t) = t 17/ (s)llds
0

onde ty € I.



Se escrevemos a curva (t) em coordenadas locais y(t) = (z1(t),...,2"(t)), entdo pela equagio

(1.1) temos que v & uma geodésica se e somente se

Dy R p dzt da?
0=—= ry——19 1.2

dt zk: dt? +ZZJ: ddr dt ) " (12)
A partir da equacao (1.2 e a teoria das equagdes diferenciaveis ordindrias mostra-se o seguinte

resultado:

Teorema 1.2.4 (Existéncia e unicidade) Seja M uma variedade Riemanniana. Para cada

peEM,veT,M etycR, exviste um intervalo aberto I C R contendo ty e uma 1inica geodésica

/

Ypw) - I — M tal que vy (to) = p e Vpw) (to) = v. A unicidade significa que se existe outra
geodésica B : J — M tal que B, ) (to) = p e ﬁZp ») (to) = v entao v(t) = B(t) para todot € INJ.

d?z*

=

Na esfera S%, os grandes circulos, isto €, circulos cujo centro é o centro da esfera, sio geodésicas.

Exemplo 1.2.5 As geodésicas de R™ sao retas, pois elas devem satisfazer a equag¢do

O seguinte lema mostra que se queremos aumentar a velocidade da geodésica, precisamos diminuir

o seu intervalo de definicao e vice-versa.

Lema 1.2.6 (Homogeneidade de uma geodésica) Se a geodésica y(t,p,v) estd definida no

intervalo (—9,9) entdo a geodésica (t,p,av), onde a € R e a > 0, estd definida no intervalo

(_ga g) e
v(at, p,v) = (¢, p,av)
Demonstracao. Seja [ : (—g, g) — M a curva definida por §(t) = v(at, p,v). Podemos ver que

B & uma curva que no tempo ¢t = 0 pasa pelo ponto p e com velocidade av. Além disso, temos

D [dg
% (dt) — V5/(t),3/(t) = a‘QV’Y,(at,p,v)'}/(at,py ’U) =0
i.e. [ é uma geodésica. Por unicidade temos que 5(t) = y(at, p,v) = v(t, p, av). 0

Proposicao 1.2.7 Seja M uma variedade Riemanniana. Entao para cada p € M existem uma
vizinhanga V' de p em M, um nimero € > 0 e uma aplicagao diferencidvel v : (—2,2) x V — M
onde

V={(¢gv):q € Vv € TM,|jv] < e}

tais que t — y(t,q,v), t € (—2,2), é a unica geodésica de M que satisfaz as condi¢des iniciais

v(0) = ¢ e 7/ (0) = v para todo (q,w) € V.

A proposi¢do anterior nos permite introduzir o conceito de aplicagdo exponencial da seguinte

maneira.



Definicao 1.2.8 Para cada p € M, consideremos o conjunto
E={veTyM: V(p,w) €std definida em um intervalo que contém [0, 1] com 7y ,(0) = p}

Definimos a aplicagcdo exponencial expy, : €, — M por

v
e2pp(v) = Y (1) = (LD, v) = (\IUIM% uv||>

Geometricamente, exp,(v) é o ponto de M obtido percorrendo a geodésica, a partir de p e
v

com velocidade inicial H—, um comprimento igual a ||v||. Pelo lema de homogeneidade temos
v

que expp(tv) = y(1,p,tv) = (t,p,v) para todo t onde v estiver definida, entao a aplicacao

exponencial transforma linhas retas que passam pela origem em geodésicas que comegam em p.

Proposigao 1.2.9 Dado p € M, existe um R > 0 tal que exp, : Br(0) C T,M — M ¢é um
difeomorfismo de Br(0) sobre um aberto de M.

Demonstracgao. Pelo lema 1.2.6 temos que

doleapy) (v) = “Leapy(to)

dt =0
d
= 77(17]97 tU)
dt t=0
d
= 77(t’p7 U)
dt t=0
=0

Portanto do(exp,) = I. Pelo teorema da func¢ao inversa, exp, ¢ um difeomorfismo em uma

vizinhanga de 0. 0

——_— = = = = = = = = = = — = —

Figura 1.2: A aplicacdo exponencial



Definicao 1.2.10 Se exp, é um difeomorfismo de uma vizinhanc¢a U da origem de T,M sobre

uma vizinhanca V de p em M, dizemos que V € uma vizinhanca normal de p. No caso que

Br(0) C V, chamamos exp,(Br(0)) = Br(p) a bola normal de centro p e raio R.

E possivel definir uma distancia em uma variedade Riemanniana conexa M da seguinte maneira.

Para p,q € M definimos
d(p,q) = inf {I{(«) : a & uma curva diferenciavel por partes que liga p a ¢}
A seguinte proposi¢ao mostra que as geodésicas minimizam distancias localmente.

Proposic¢ao 1.2.11 Seja M wuma variedade Riemanniana, p € M e B(p) uma bola normal
centrada em p. Seja 7 : [0,1] — B(p) um segmento de geodésica com v(0) =p e v(1) = q. Se
a: [0,1] — B(p) € qualquer curva diferencidvel por partes ligando p a q, entao I(v) < l(«). No

caso que I(y) = l(a), entdo necessariamente v([0,1]) = a([0, 1]).

Enfatizamos o fato de que este resultado vale apenas localmente, isto é, um segmento de geo-
désica suficientemente grande pode nao ser minimizante. Um claro exemplo disso acontece nas
geodésicas da esfera que partem de um ponto p, elas deixam de ser minimizantes depois de passar

pelo antipoda de p.
A proposigao 1.2.11 permite mostrar que (M, d) é um espaco métrico e que a topologia induzida
pela métrica d em M coincide com a topologia inicial de M.

Definicao 1.2.12 Uma variedade M € geodésicamente completa, ou simplesmente completa, se

para todo p € M as geodésicas y(t) partindo de p estao definidas para todo t € R.

O seguinte teorema fornece um critério simples para determinar quando uma variedade Rieman-

niana é geodésicamente completa.

Teorema 1.2.13 (Hopf-Rinow) Seja M wuma variedade Riemanniana coneza e seja p € M.

As sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(1) exp, estd definida em todo T, M.
(ii) M é completa como espago métrico.
(iii) M é geodésicamente completa.
(1v) Os limitados e fechados de M sdo compactos.

Além disso, cada uma das afirmagoes acima implica que para todo p,q € M existe uma geodésica

minimizante que liga p a q.



1.3 Curvatura

Nesta secao, apresentamos a nocao de curvatura, curvatura seccional e curvatura de Ricci de
uma variedade Riemanniana. Essas nogoes generalizam a curvatura Gaussiana, conceito que

desempenha um papel fundamental na geometria diferencial de superficies.

Defini¢ao 1.3.1 A curvatura R de uma variedade Riemanniana M é wma correspondéncia que

associa a cada par X,Y € X (M) uma aplicagio R(X,Y) : X(M) — X(M) tal que
R(X,Y)Z =VyVxZ —-VxVyZ+ Vixy1Z
onde [X,Y]=XY -YX.

Se consideramos R™ com a métrica usual obtemos R(X,Y)Z = 0 para todo X,Y,Z € X(R"),
entao podemos pensar em R como uma maneira de medir o quanto M deixa de ser euclideana.

As variedades com R = 0 sdo aquelas variedades que sdo localmente isométricas a R™.

Denotemos por D(M) o conjunto das fun¢oes diferenciaveis definidas em M e com valores em R.
Proposicao 1.3.2 R tem as sequintes propriedades:
(i) R € bilinear em X (M) x X (M), isto é,

R(fX +9Y,Z) = fR(X, Z) + gR(Y, Z)
R(X, fY +9Z) = fR(X,)Y) + gR(X, Z)

para todo f,g € D(M).
(ii) Para todo par X,Y € X (M), o operador curvatura R(X,Y) € linear, isto é,
RX,)Y)(fZ+W)=fR(X,Y)Z+ R(X, Y)W
para todo f € D(M).
(i7i) Para todo par X,Y € X (M), R é antisimétrico, isto €,

R(X,Y)Z =—-R(Y,X)Z

(iv) Para todo X,Y,Z,W € X(M) tem-se

—~

R(X,Y)Z,W) = — (R(Y, X)Z,W)
R(X,Y)Z,W) = —(R(X,Y)W, Z)

)

(R(X,Y)Z,W) =(R(Z,W)X,Y)

—~



Definicao 1.3.3 Seja M uma variedade riemanniana e o um subespaco bidimensional de T, M.
A curvatura seccional de M associado o o € definida por
(R(X,Y)X,Y)
2
XTI = (X, Y)

K(o)=K(X,Y) =
onde X,Y € T,M sao quaisquer vetores que formam uma base para o.

Claramente, a curvatura determina a curvatura seccional. Reciprocamente, o conhecimento de

K (o), para todo o, determina completamente a curvatura R.

Proposicao 1.3.4 Se Ry e Ry sio dois aplicagdes tri-lineares em um espaco vetorial V' que

satisfazem as propriedades listadas na proposicdo 1.3.2 e também
KI(X7Y) = KQ(Xv Y)
para todos os vetores linearmente independentes X,Y € V, entdo Ry = Rs.

Dizemos que uma variedade M tem curvatura seccional constante se a curvatura seccional de
todos os planos seccionais em todos os pontos sdo iguais. O seguinte lema mostra que no caso

de curvatura seccional constante, a curvatura estd determinado pela curvatura seccional.

Lema 1.3.5 Se M tem curvatura seccional constante igual o K, entdo
R(X,Y)Z = K(X,2)Y — (¥, 2) X)

Exemplo 1.3.6 O espagco R™ tem curvatura seccional constante K = 0. A esfera S tem cur-
vatura seccional constante K = 1. O espaco hiperbolico H™ tem curvatura seccional comstante
K=-1.

Observacao 1.3.7 No caso que S C R? seja uma superficie reqular, entdo a curvatura seccional

de S coincide com a curvatura Gaussiana.

Definig¢ao 1.3.8 Seja x € T,M um vetor unitdrio e consideremos {z1,22,...,2n—1} uma base
ortonormal do hiperplano de T,M ortogonal a x. A curvatura de Ricci na dire¢io x é definida

por
n—1

Z (R(x, z;)x, 2;)

=1

1
n—1

Ricy(z) =
Em outras palavras, para cada vetor unitario x € T),M, a curvatura de Ricci ¢ a média da soma

das curvaturas seccionais de planos gerados por x e os outros vetores da base ortonormal. Esta

defini¢cao nao depende da escolha da base ortonormal.
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1.4 Campos de Jacobi

A equagio de Jacobi é uma EDO de segunda ordem cujas solu¢Ges sdo campos vetoriais ao longo
de uma geodésica v : I — M. Esses campos contém informacao sobre a geometria da variedade
M como veremos mais diante. Desde agora denotaremos a derivada covariante de um campo J

como J'.

Definicao 1.4.1 Um campo vetorial J ao longo de wma geodésica v é chamado campo de Jacobi
se satisfaz a equacdo diferencial

J"+RH,J)Y =0
Os campos de Jacobi estdo determinados por suas condigoes iniciais:

Proposicao 1.4.2 Seja v : I — M uma geodésica, Dado to € I e V,W € T, \M, existe um
inico campo de Jacobi ao longo de ~y tal que J(to) =V e J'(tg) = W.

Demonstragao. Sejam {Ej,..., E,} campos de vetores paralelos ao longo de « tal que, para
cada t € I, {E1(t),..., En(t)} € uma base ortonormal de T, M. Fazendo J(t) = ) fi(t)Ei(t),
podemos expressar a equacao de Jacobi da seguinte forma

> < 7+ Zaijfz) Ej =0 (1.3)

J
onde a;; = (R(Y, E;)Y, Ej).
Temos que (1.3) é um sistema linear de segunda ordem, dando as condigdes inicias da equagao

se consegue mostrar a existéncia e unicidade. O

Assim, o conjunto dos campos de Jacobi J(v) ao longo da geodésica v tem uma estrutura de
espaco vetorial de dimensao 2n. O préximo resultado mostra que as componentes tangencial e

perpendicular de um campo Jacobi sdo também campos Jacobi.

Proposicao 1.4.3 Seja f € C*([a,b]). O campo f~' € T(v) se e somente se f(t) = At + B,
onde A,B € R. Assim, todo campo de Jacobi J € J(v) se decompde de forma tinica como
J=J"+Jt onde JT = fv e Jt € J(v) satisfazendo (J*(t),7'(t)) = 0 para todo t € I.

Devido a este fato, ao estimar o crescimento da norma de um campo de Jacobi, o tinico caso

interessante s6 acontece quando J é perpendicular a ~/(t).

Proposigao 1.4.4 Seja J € J(v). Se (J(t1),~'(t1)) = (J(t2),~'(t2)) = 0 para ti,t2 € I com
t1 # to, entdo (J(t),~'(t)) =0 para todo t € 1.

Assim, qualquer campo de Jacobi perpendicular a 4’ em dois pontos ¢ um campo perpendicular.
Apresentamos como exemplos de campos de Jacobi aos campos variacionais de variacoes por

geodésicas.
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Defini¢ao 1.4.5 Seja v : [a,b] — M uma geodésica. Uma variagao de ~y por geodésicas é uma
aplicacdo diferencidvel
F:(—¢,e) x[a,b] = M

tal que

(1) F(0,t) =~(t);

(i) A curva t — F(s,t) € uma geodésica para cada s € (—¢,¢€). Esta curva é chamada curva

principal da variacao.

Para cada t fizo, a curva s — F(s,t) é chamada curva transversal da variagao.

Definicao 1.4.6 Um campo vetorial ao longo de F' é uma aplicacdo diferencidvel
V:(—¢,e) x[a,b] = TM
tal que V(s,t) € T M.

Fixando sg, a aplicagdo t — F'(sg,t) define uma curva em M, e %—f é um campo de vetores ao

longo desta curva. Isto define %—IZ para todo (s,t). Analogamente se define %—5.
Seja V um campo vetorial ao longo de F', podemos calcular a derivada covariante de V' ao longo
das curvas principais ou ao longo das curvas transversais, estes campos serdo denotados como

DV . DV :
=~ € 7, respectivamente.

Definicao 1.4.7 Seja F' uma variagdo de v por geodésicas, o campo variacional de F' € o campo
vetorial ao longo de v dado por
oF

Vit = 50,1

Exemplo 1.4.8 Consideremos a geodésica dada pela funcdo exponencial v(t) = exp,(tv), para
t €10,1]. Sejaw € T,(TyM), entio existe ¢ > 0 tal que expy(u) estd definida para todo u = tv(s)

com0<t<1le—e<s<e, ondev(s) é uma curva em T,M com v(0) =v e v'(0) = w. Entao

F :(—e,e) x[0,1] - M

(s,t) — expp(tu(s))

€ uma variacdo de vy por geodésicas e o campo variacional é

881;(0, t) = du(expp)(tw)

Com ajuda dos seguintes lemas vamos mostrar que o campo variacional de uma variagdo por

geodésicas satisfaz a equacao de Jacobi.
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Lema 1.4.9 (Lema de simetria) Seja F : (—¢,¢) X [a,b] = M uma variag¢io por geodésicas.

FEntao
D oF _ D OF

ds Ot dt s
Lema 1.4.10 Seja F : (—¢,¢) X [a,b] = M uma variagdo por geodésicas e V. um campo vetorial

ao longo de F. Entdo
DDV DDV _  (0F oF\
dt ds ds dt s’ Ot
Seja F' uma variacao de v por geodésicas. Como as curvas t — F(s,t) sdo geodésicas, entao
Dor _,
dt ot
Pelo lema de simetria e o lema 1.4.10 temos que

D <D 8F> D DOF <8F 6F> oF

T ds \dt ot ) dtds ot 9s’ ot ) ot
_DDOF OF OF\ OF
~dtdt Os ot’ ds ) ot

Portanto, se V(t) é o campo variacional de uma variacdo de  por geodésicas, entdo ele é um

campo de Jacobi. Reciprocamente:

Teorema 1.4.11 Os campos de Jacobi ao longo da geodésica ~ podem ser obtidos através de

variagoes de v por geodésicas.

Finalmente, a seguinte proposicao é uma propriedade dos campos de Jacobi que seré usada nos

préximos capitulos.

Proposicao 1.4.12 Seja J um campo de Jacobi ao longo da geodésica v : [0,a] — M. Entao,

(J(£),7'()) = (J'(0),7'(0))t + (J(0),7'(0)) vt € [0,d]

Demonstragdo. Definimos a funcio f(t) = (J(t),~/(t)) onde t € [0,a]. Das proposicoes 1.1.16

e 1.3.2 temos que
(IA) =T+ (T = (J'A) = (RO D)y o) = 0
Entao (J',7') = (J'(0),+/(0)). Além disto, derivando f tem-se
=0 = (T + (1" = (T = (J'(0),7/(0))
Integrando esta tltima igualdade de 0 até ¢, obtemos
F(t) = f(0) = (J'(0),7'(0)) t
Portanto, (J(t),~'(t)) = (J'(0),~'(0))t + (J(0),~'(0)) para todo t € [0,a] . O
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Capitulo 2
Caracterizacao dos Fluxos Geodésicos

Neste capitulo, vamos dar uma métrica Riemanniana ao fibrado tangente T'M, chamada a métrica
de Sasaki, a partir da métrica Riemanniana de M. Introduzimos o conceito fundamental de
fluxo geodésico e suas propriedades e mostramos a relagdo que existe entre a diferencial do
fluxo geodésico com os campos de Jacobi. Desde agora, consideramos variedades Riemannianas
completas orientéveis sem bordo e dimensao n > 2. As referéncias para este capitulo sao [24],
5] e [7].

2.1 A meétrica de Sasaki

Esta métrica foi originalmente descoberta por Sasaki em 1958 e desenvolvido por Dombrowski
em 1963. Para definir a métrica de Sasaki no fibrado tangente, vamos decompor TT'M como a

soma de dois subfibrados de dimensao n.

Definimos o fibrado tangente de M como TM = {(z,v) : x € M e v € T, M}. Este conjunto tem
uma estrutura de variedade 2n-dimensional e consideremos 7 : TTM — M a projegao canodnica,

isto ¢, a aplicagao diferenciavel que transforma 6 = (z,v) € TM no ponto w(f) =z € M.

Definigao 2.1.1 Seja 0 = (x,v) € TM. O subespago vertical V(6) é o subespaco de TpT M

cujos elementos sao vetores tangentes as curvas

o: (—ee) > TM
t = (z,v+tw)

emt =0, onde w € T, M. Em outras palavras,
V(0) := ker(dom) = {§ € TyTM : dgm(§) = 0}

Para definir o subespago horizontal H (), precisamos introduzir a aplicacao conexao Ky induzida

pela conexdo de Levi-Civita em M.
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Defini¢do 2.1.2 Seja 0 € TM e £ € TyTM. Dizemos que uma curva z : (—e,e) — TM ¢

adaptada a & se ela satisfaz as condicdes iniciais:
z2(0) =46
Z(0)=¢
Definicao 2.1.3 Definimos a aplicacdo

Ky : TyTM — T, M

da sequinte forma. Seja & € TyTM e z : (—e,e) — TM uma curva adaptada a §. Desde que
moz:=a: (—e¢e) = M é uma curva em M, podemos escrever z(t) = (a(t), Z(t)), onde Z é

um campo vetorial ao longo de . Definimos:
Kp(§) := Vur Z(0)
O subespago horizontal em 0 se define como
H(0) := ker(Ky) = {§ € TyTM : Ky(§) = 0}
Lema 2.1.4 Ky tem as sequintes propriedades:
1. Ky ¢ bem definida, isto é, nao depende da curva adaptada.
2. Ky € linear.

Demonstragao. Ver [7]. O

Podemos definir o subfibrado horizontal e vertical de TT M como

H= [J {0} xH®O) e V=[] {6} xV(©)

0cTM oeTM

Outra maneira equivalente de construir o subespaco horizontal é através de levantamentos hori-

zontais.

Definicao 2.1.5 Seja 0 = (z,v) € TM. O levantamento horizontal
Ly : T, M — TyT M

se define da sequinte forma. Sejav' € T,M e a: (—e,e) = M uma curva adaptada a v', isto €,
a(0) =z e o/(0) =v'. Seja Z(t) o transporte paralelo de v ao longo de o e 0 : (—e,6) = TM a
curva dada por o(t) = (a(t), Z(t)). Entao definimos

Lg(v') := 0’ (0) € TyT M.

15



Lema 2.1.6 Ly tem as sequintes propriedades:

1. Ly ¢ bem definida, isto é, nao depende da curva adaptada.

2. Ly € linear.

3. ker(Kp) =im(Lg) e dgm o Lg = Idp, .

4. As aplicagoes dgr|p ey : H(0) — T M e Kyly gy : V(0) — T M sao isomorfismos lineares.
Demonstragao. Ver [7]. O

Como o tnico vetor £ € H(0) NV (0) é o vetor zero e dim H(6) + dimV(0) = dimTpT M,

entao do lema 2.1.6 concluimos que
TyTM = H(0)® V()
e que a aplicacao

jg: TQTM — TxM X TxM
§ = (dom(§), Ko(E))
¢ um isomorfismo linear. De fato, cada componente ¢é linear entdo jg ¢é linear. Se jg(§) = 0 entdo
€€ HO)NV(f) = {0} mostrando que jg é injetiva. Desde que dim TyTM = dim(T, M x T, M)

concluimos que jy é um isomorfismo. Portanto, toda vez que escrevemos & = (&, &,) significara

que identificamos £ com jg(&).

V=ker(dng) =T M

To(TM) €
Ko(2)=Ey H=TM
/ 0 E
dTL'O E
‘ - TM
0 dmy(S) ’

Figura 2.1: Subespagos vertical e horizontal de TyT' M
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Definigao 2.1.7 Usando a decomposicao TyTM = H(0) & V(0), definimos uma métrica Rie-
manniana em TM que faz H(0) e V(0) ortogonais. Esta métrica é chamada a métrica de Sasaki

e € dada por
(&;me = (dom (&), dgm(n))r(0) + (Ko (&), Ko(1))r(0)
Finalizamos esta secao falando um pouco de variedades simpléticas.
Definicao 2.1.8 Seja M uma variedade. Uma 2-forma w é chamada simplética se:
1. w € fechado, isto é, dw = 0.
ii. w € nao degenerado, isto €, se wy(X,Y) =0 para todo Y € T,M entio X = 0.

O par (M,w) € chamado wma variedade simplética.

Observacao 2.1.9 A ezisténcia de uma forma simplética em uma variedade M implica que M

tem dimensdo par.

Podemos dar a T'M uma estrutura de variedade simplética com a 2-foma simplética
Qo(&,m) = = {dom(§), Ko(n))r(0) — (Ko (§), dom(n))x(0)
= (&hs M) o) — (€0> M) n(0)
usando a identificagdo jy.

Defini¢ao 2.1.10 Seja (V,) um espago vetorial simplético com dimV = 2n. Um subespago
E C V € chamado Lagrangiano se dim E = n e a forma simplética satisfaz Q|p, p = 0. Uma
subvariedade P de uma variedade simplética é chamada Lagrangiana se o espaco tangente T, P

€ um subespaco Lagrangiano para todo x € P.

Considerando a variedade simplética (T'M, §2), concluimos que H(6) e V(0) sao subespagos La-

grangianos.

2.2 O fluxo geodésico

Um fluxo geodésico é, em poucas palavras, um fluxo no fibrado tangente da variedade M gerado
por um campo vetorial chamado o campo geodésico. As orbitas fechadas do fluxo geodésico sao

projetadas em geodésicas fechadas através da projecao natural 7 : TM — M.

Seja M uma variedade Riemanniana completa e seja v(z,v) (t) a tnica geodésica com as condi¢oes

niciais:



Definicao 2.2.1 O fluzo geodésico de M ¢é uma familia de difeomorfismos
o TM — TM
(#,0) = (Vaw) () Vo) (t))
onde t € R.

Geometricamente, o fluxo geodésico pega um vetor tangente de uma geodésica e o transporta

uma distancia ¢t ao longo dessa geodésica.

Observacao 2.2.2 A familia de difeomorfismos ¢t é um fluzo, pois satisfaz as condigées ¢° = Id
e T = ¢! o ¢°. De fato, claramente ¢° = Id. Seja 0 = (x,v) € TM, entio

¢ 0 ¢°(0) = &' (Vw,0)(8), V() (5)))

A imagem de ('y(x’v)(s),’ygw U)(s)) pela aplicacio ¢', lhe associamos a tinica geodésica que, no
tempo t = 0, passa pelo ponto 7 ,(s) e com velocidade vém U)(s). Pela unicidade, esta geodésica
coincide com 7z . (t + 5), isto €, @t o p*(0) = ¢t+5().

Definicao 2.2.3 O campo vetorial geodésico G : TM — TTM se define como

o1 g0)="2

G(H) = a — = a

_Gu®.2h(0)

Em outras palavras, G é o campo vetorial com trajetorias da forma t — (y(t),7'(t)) onde v ¢é

uma geodésica em M.

Observagao 2.2.4 O campo vetorial geodésico tem uma expressao simples em termos da iden-
tificagio jo. De fato, como ~,(t) € o transporte paralelo de v, entdo G(8) = Lg(v). Portanto,

pelo lema 2.1.6 e a identificacdo jg temos
G(0) = Lg(v) = (dogm(Lg(v)), Ko(Lo(v))) = (v,0)
Denotemos por SM o fibrado tangente unitério, isto €,
SM = {(z,v) e TM : |jv|]| =1}
Como as geodésicas viajam a velocidade constante, para (z,v) € SM temos que
Ve (O = 1y O] = o]l = 1
entdo ¢!'(z,v) € SM. Portanto SM ¢é invariante por ¢'.
Defini¢ao 2.2.5 Seja 0 = (x,v) € TM. Uma 1-forma 8 em TM se define como
Bo(§) = (&, G(0))o = (dom(§), v)a
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Podemos ver que V(0) NTpSM C ker(Bp). Para 6 € SM, denotemos por S(6) = ker(fp), entdo
S(0) é o complemento ortogonal do subespaco de dimensao um gerado por G(#) em relagao a

métrica de Sasaki. A seguinte proposi¢do caracteriza os elementos de TpSM.
Proposicao 2.2.6 Seja 0 = (z,v) € TM e £ € TyTM. Sao equivalentes
(i) EeTpSM.

(7’.7’.) <K«9(§)7v>x = 0.

Consideremos o fluxo geodésico restrito a SM e a projecao canénica m : SM — M. A fibra
7~ 1(p), para cada ponto p € M, é uma esfera S"~! de dimensdo n — 1 onde n ¢ a dimensdo
da variedade, isto é, vetores unitarios no ponto fixo p € M. No capitulo anterior, vimos que
uma métrica Riemanniana induz uma forma de volume na variedade M. Entao, pode-se definir
uma forma de volume em SM induzida pela métrica de Sasaki e portanto dar origem a uma
medida definida em SM chamada a medida de Liouville e denotada por p. Em outras palavras,
seja A = (U, A;) C SM mensurével, onde U C M e A, é um subconjunto da esfera unitaria do

espaco tangente 1T, M, u se define localmente como

p(A) = /U / wdS”_ldvol(x)

onde dS™ ! & medida usual de Lebesgue na esfera unitaria.
Quando a variedade M tem volume finito a medida de Liouville é finita e portanto, pode ser

normalizada.
Teorema 2.2.7 A medida de Liouville é invariante pelo fluzo geodésico em SM.

Demonstragao. Ver [24]. O

Com este resultado, podemos fazer uso de um dos teoremas importantes na teoria Ergddica.

Teorema 2.2.8 (Teorema de Birkhoff) Seja f € L'(u), onde p é a medida de probabilidade

de Liouville invariante pelo fluzo ¢'. Entdo o limite

lim © [ f(6°(0))dy = 9(6)

existe pi-quase sempre, g o ¢t = g p-quase sempre, g € integrdvel e

fduz/ gdp
SM SM

Anosov em [I] mostrou que o fluxo geodésico no fibrado tangente unitario de uma variedade
compacta com curvatura seccional negativa é ergdédico com a medida de Liouville e que as érbitas

peri6dicas sdo densas.
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2.3 A diferencial do fluxo geodésico

Uma formulacdo conveniente do diferencial do fluxo dg¢' é obtida considerando a geometria de

TTM e os campos de Jacobi ao longo da geodésica .

Seja £ € TyTM e z : (—e,e) — T'M uma curva adaptada a &, com z(s) = (a(s), Z(s)). Entao a
funcao

F(s,t) = mo¢'(2(s))

¢ uma variacdo da geodésica m o ¢'(f) = g e pelo mostrado no capitulo anterior o seu campo

variacional

oF 0
Je(t) = E(O,t) =%s| T° 9" (2(s)) = dyt(ym o dgd'(€)

s=0

é um campo de Jacobi ao longo de vy que satisfaz

ry D 9 ¢
Jg(o)*gt L 05|, 07TO¢(Z(3))
o o
=G|, ot t:07T ¢'(2(s))
D
:£3:0Z(S)

= VarZ(0) = Ko(&)

Seja J(7g) o espago vetorial dos campos de Jacobi ao longo de 7. Como os campos de Jacobi
sao solucoes de equagbes diferenciais de segunda ordem, tem dimensao 2n, isto é, coincide com

a dimensao de TyT'M. Pela existéncia e unicidade dos campos de Jacobi, a aplicagado

19 : TQTM — J(’}/Q)
f — Jg

¢ um isomorfismo linear. Se restringimos ig ao subespago S(6) para 6 € SM, obtemos um iso-

morfismo entre S(6) e todos os campos de Jacobi perpendiculares a /().

O seguinte lema descreve a diferencial do fluxo geodésico
dgo" : TyTM — Ty TM

em termos dos campos de Jacobi e a decomposicao de TT'M em fibrados horizontal e verti-
cal. Mais precisamente, mostra que o comportamento da diferencial do fluxo geodésico esta

determinado pelo comportamento dos campos de Jacobi.
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Teorema 2.3.1 Para § € TM, £ € TyTM et € R, temos que:

dg¢'(€) = (Je(t), Je(1))
Demonstracgao. Ji mostramos que Je(t) = dgtg)m(dge’(€)). Logo:
b o
dt Os|,_

D

ds s=0 8t
D
IR

= Kyt (d9¢ €3)

Je(t) =

o' (2(s))
o ¢ (2(s))

Pela identificagao jg(&) = (dgm(§), Kg(€)) temos que
dg" (&) = (dge(pym(dod'(€)), Ky (9)(dd' (€)))
= (Je(t), Je())

conseguindo o que queriamos. ]

Como aplicacdo deste teorema, podemos mostrar o seguinte resultado:
Corolario 2.3.2 A forma simplética Qg € invariante pelo fluro geodésico para todo 0 € T M.

Demonstracao. Sejam &,n € TyT M. Pelo teorema 2.3.1 temos que
Q(dod"(€), dod"(m) = (Je(1), J3(2)) = (Je(®), Ty (1))

Consideremos a fun¢do f(t) = (Je(t) Iy (t )) — <Jé(t), Jy(t)). Derivando em relacio a t e pelas

propriedades da curvatura obtemos

(t) = (Je(t), Jy () + <<)J”<t>> (TE(0): In(t)) = (JE(E), T (1))
< (t) J” (1)) - < Tn(t))

— (Je(t), R(vp, J () + (R(vp, Je ()79 (1), J,
—(R fm,Jg (1)) + (R(vp, Je(0)) 79 (t), Jy (1))

SN—
3
—
o~
SN—
~

=0

Assim, f é uma fungao constante, em particular f(t) = f(0) = ({n, ) — (Eosmn) = Q0(&,m). O
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Capitulo 3
Rigidez em variedades de volume finito

Neste capitulo definimos os fluxos geodésicos Anosov e as variedades Riemannianas sem pontos
conjugados, conceitos importantes que relacionam de uma certa maneira a dindmica com a
geometria do fluxo geodésico. A ultima secdo terd como objetivo demonstrar nosso primeiro

resultado importante de rigidez.

3.1 Fluxos geodésicos Anosov

Anosov em [I]] foi o primeiro em estudar o comportamento hiperbélico dos fluxos geodésicos. As

referéncias para esta segdo sao [24] e [19].

Definicao 3.1.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa e SM o fibrado tangente uni-
tdrio. O fluzo geodésico ¢' : SM — SM é chamado de tipo Anosov se T(SM) pode-se decompor
como T(SM) = E* & (G) & E" tal que

ded' (E*(0)) = E*(¢'(0))
ded' (E"(9)) = E"(¢'(0))
| do¢'| e | < ON
| do¢™ | pu I < ON

para todot > 0 etodod € SM, comC >0e¢0 <\ <1. A constante A € chamada uma constante
de contragdo do fluzo e G é o campo vetorial geodésico. Os espacos E° e E* sdo chamados o

fibrado estdvel e instdvel de SM respectivamente.

Observacao 3.1.2 A definicdo nao depende da escolha da norma quando a variedade M € com-
pacta. Além disso, a compacidade implica que o fluro geodésico Anosov possui drbitas periddicas.
No caso geral, quando supomos simplesmente que a variedade Riemanniana € completa e de vo-

lume finito, existe pelo menos uma geodésica fechada? Esta pergunta teve uma resposta afirmativa
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dada por Bangert no ano 1980 para o caso de dimensao 2 (ver [3]). Para dimensdo maior ainda

€ um problema aberto.

Exemplo 3.1.3 Anosov (ver [1) mostrou que toda variedade Riemanniana compacta com cur-

vatura seccional negativa tem fluxo geodésico Anosov.

Exemplo 3.1.4 Knieper (ver [19]) mostrou que se a variedade Riemanniana é completa e a
curvatura seccional satisfaz —a® > Kyr > —b? para constantes b > a > 0, entdo o fluzo geodésico

é Anosov.

Dos exemplos anteriores, serd que a curvatura negativa é uma condicao necessiria para que um
fluxo geodésico seja Anosov? Por varios anos se pensou que sim, até que em 1973, Eberlein
(ver [12]) construiu exemplos de variedades compactas com curvatura ndo positiva cujo fluxo
geodésico é Anosov e que possuem um subconjunto aberto onde a curvatura seccional é zero em
todos os planos tangentes. Em 2003, Donnay e Pugh (ver [9]) construiram um exemplo de uma
superficie compacta isometricamente mergulhada em R? tal que contém pontos com curvatura
positiva e cujo fluxo geodésico é Anosov. Isto mostra que, todos os sinais da curvatura podem

aparecer e o fluxo geodésico ser Anosov.

Exemplo 3.1.5 Os fluzos geodésicos de superficies minimas como o catenoide, helicoide e a

superficie de Costa nao sao Anosov.

a. Catenoide b. Helicoide c. Superficie de Costa

Para 0 = (z,v) € SM, denotamos por N(0) = {w € T, M : (w,v), = 0}. Pela identificagdo
& = (&n, &) e a proposicao 2.2.6 temos
§e S(e) AR ToSM e <d9ﬂ-<€)?v>z =0

& (Kg(£),v)2 = 0 e (dog7(§),v)2 =0
< e N(B) x N(0)
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§eV(0)NS(0) < &= (0,Kp(€)) e (Ko(£),v)a =0
< e {0} x N(0)

§e H(O)NS(O) < &= (dom(€),0) e (dgm(§),v)z =0
o ee N9 x {0}

Assim, S(0) = N(8) x N(0), V(6)NS(8) = {0} x N(8) e H(8)NS(0) = N(0) x {0}. Se E  S(6)

é um subespaco com dimE =n—1e EN(V(#)NS(#)) = {0} entdo existe uma aplica¢do linear
T:HO)NSO)— V(O)NSH)

tal que E é o grafico de T. Em outras palavras, existe uma aplicagao linear 7' : N(0) — N(0)

tal que E = {(v,Tv) :v € N(0)}.

AFIRMACAO: A aplicacio linear T' é simétrica se e somente se E é Lagrangiano.

De fato, seja & = (v, Tv),n = (w, Tw) € E, temos
E ¢é Lagrangiano < Q| ;=0

Desde que Q(&,n) = (v, Tw) — (T'v,w), obtemos a equivaléncia.

Se o fluxo geodésico é Anosov, entdo para cada 6 € SM, os subfibrados E*(f) e E*(0) sao
Lagrangianos (ver [24]) e E*(0) @ E*(0) = S(0).

3.2 Variedades Riemannianas sem pontos conjugados

Nesta secao estudaremos o comportamento dos campos de Jacobi ao longo de geodésicas em

variedades sem pontos conjugados. As referéncias sao [4] e [§].

Definigao 3.2.1 Seja v uma geodésica em M. Os pontos y(t1) e v(t2) sao chamados pontos
conjugados se existe um campo de Jacobi J ao longo de v, ndo identicamente nulo, tal que

J(t1) = J(t2) = 0.
Exemplo 3.2.2 Os pontos antipodais na esfera S™ sdo pontos conjugados.

Geometricamente, podemos ver os pontos conjugados da variedade como pontos onde nascem e

morrem as geodésicas dadas por uma variagao.

Definicao 3.2.3 Uma variedade Riemanniana M é uma variedade sem pontos conjugados se

toda geodésica de M nao tem pontos conjugados.
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A seguinte proposi¢ao nos permite encontrar campos de Jacobi que comegam em um determinado

lugar e se tornam 0 no tempo T em geodésicas sem pontos conjugados.

Proposicao 3.2.4 Sejam «y : [0,a] — M uma geodésica, V € T, oyM e W € T, M. Se os
pontos y(a) e v(0) nao sio conjugados entao existe um tnico campo de Jacobi J ao longo de
com J(0)=V e J(a) =W.

Demonstragao. Counsideremos J; o espago dos campos de Jacobi J tal que J(0) = 0. Pelo
teorema de existéncia e unicidade, a dimensao de J1 é n = dim M. Definimos a seguinte aplica¢ao

linear

CF jl — Tv(a)M
J = J(a)

Supor que existem dois campos J; # Jo em J; tal que O(Jy) = O(Jz2), isto &, Ji(a) = Ja(a).
Terfamos um campo de Jacobi J; — Ja , ndo nulo, tal que (J; — J2)(0) = 0 = (J1 — J2)(a), o que
contradiz o fato de que v(0) nao é conjugado a y(a). Portanto, a aplicacdo © é injetiva e como
dim J1 = dimT,(,)M, entao é um isomorfismo. Logo, existe um tnico campo de Jacobi J; € J1
tal que J1(0) =0, Ji(a) = W.

Analogamente, considerando Js o espaco dos campos de Jacobi J tal que J(a) = 0 e a aplicacao

linear

P . jQ — Tﬁ/(O)M
J — J(0)

tem-se um unico campo de Jacobi Jo € Jo tal que Ja(a) =0, J2(0) = V. Logo, o campo procu-

rado é dado por J = J; + J3 e é 1inico. O

A auséncia de pontos conjugados em uma geodésica permite construir campos de Jacobi
assintoticos. Mais precisamente, seja v uma geodésica sem pontos conjugados e V' € T ()M per-
pendicular a 7/(0). Pela proposi¢éo 3.2.4 existe um tnico campo de Jacobi Jp tal que Jp(0) =V
e Jr(T) = 0. Desde que

(Jr(8), 7' (1)) = (J7(0),7(0))t + (Jr(0),~(0))

a funcao linear f(t) = (Jp(t),~'(t)) tem dois zeros: t = 0 e t = T. Portanto, f é a fung¢io

constante zero e Jp(t) é perpendicular a /(t) para todo t € R.

O seguinte resultado fornece uma ferramenta importante para dar exemplos de variedades Rie-

mannianas sem pontos conjugados.
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Proposicao 3.2.5 Seja M uma variedade Riemanniana com curvatura seccional ndo positiva,

entdo M nao tem pontos conjugados.

Demonstracgao. Suponha que M tem pontos conjugados, isto é, existe uma geodésica -y, existem
t1,t2 € R e um campo de Jacobi J ao longo de 7, ndo identicamente nulo, tal que t; # t9 €
J(t1) = J(tz) = 0. Definimos a fungio f(t) = ||J(¢)||> > 0 para t € [t1,ts], entdo

0
= 5 T, T(0)

= (J'(t),J (1))
=2(J'(t), J(¢)

f'(#)

Também,

£1(6) = 25 (70, T0)
= 2(J"(1), (1)) + 2T (). T'(1))
—2(R(Y(8), J ()7 (1), T () + 2017 (1)
= —2K(7'(0), J0) (IW OIPITOI? = (/(0), T0)*) + 2017

Assim, temos que f”(t) > 0 para todo t € [t1,ts], isto &, f é uma func¢ao convexa. Desde que
f(t1) = f(t2) = 0 tem-se f(t) = 0 para todo t € [t1,t2], isto é, J(t) = 0 para todo ¢ € [t1,%2] 0

que é uma contradicao. Portanto, M nao tem pontos conjugados. ]
Observagao 3.2.6 O reciproco nao é verdadeiro, nem para superficies compactas (ver [2]).

Nos exemplos da secao 3.1 vimos algumas condigdes geométricas que precisava uma variedade
para ter fluxo geodésico Anosov. Na dire¢do oposta, nos fazemos a seguinte pergunta: O que
condi¢oes geométricas um fluxo geodésico Anosov pode nos oferecer? Uma resposta satisfatoria
foi dada por Klingenberg (ver [I8]), quem mostrou que uma variedade Riemanniana compacta
com fluxo geodésico Anosov ndo tem pontos conjugados. Anos depois, Mané (ver [22]) generali-
zou esse resultado, mostrando que se M é uma variedade Riemanniana completa de volume finito
e com fluxo geodésico Anosov entdo M nao tem pontos conjugados. O caso de volume infinito
ainda é um problema aberto. Esses resultados mostram a relagdo que existe entre a geometria e

a dinamica dos fluxos geodésicos Anosov.
Seja M uma variedade Riemanniana completa, sem pontos conjugados e com curvatura seccional
limitada inferiormente por —c?, para algum ¢ > 0. Bolton (ver [4]) mostrou o seguinte resultado:
Teorema 3.2.7 As sequintes propriedades sdo equivalentes:

(i) O fluzo geodésico é Anosov.
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(ii) Eziste uma constante positiva § tal que para todo 0 € SM, o dngulo entre os subespagos

E*(0) e E“(0) ¢ maior do que ).

(1ii) Exzistem constantes positivas A e so tal que para qualquer campo de Jacobi J perpendicu-
lar ao longo da geodésica normalizada g com J(0) = 0 tem-se ||J(t)|]| > A|J(s)| para
t>s > sg.

Observacao 3.2.8 A condicdo de que a curvatura seccional esteja limitada inferiormente por

—c? é muito importante na demonstracio do teorema anterior, pois permite dar explicitamente

os valores das constantes 6, A e sg em funcdo de c.

Nas mesmas condigbes do teorema 3.2.7, suponha que o fluxo geodésico é Anosov e sejam
£ € E%(0) ene E*(0). Pelo teorema 2.3.1 temos que || J¢(t)|| = 0 se t = +o00 e [|J,(t)|| = 0 se

t — —00. Se J¢(0) = 0, entdo pelo teorema anterior existem constantes positivas A e so tal que
| Je(t)|| > AllJe(s)|| para t > s > sg

Tomando limite para ¢t — 400 temos que ||J¢(sp)|| = 0 e portanto terfamos pontos conjugados
o que & uma contradi¢do. Assim, J¢(0) # 0 e da mesma forma, mostra-se que J,(0) # 0. Em

particular, como J¢(0) = dg(§) e Jp(0) = dgm(n), temos que
E*(0)NnV(0) ={0} e E“(O)NV(0) ={0}

Desde que E*(f) e E“(0) sao subespagos Lagrangianos, para cada t € R, podemos escre-
ver dot(E*(0)) = E*(¢'(0)) = graf Us(t) e dgo'(E“(0)) = E“(¢'(0)) = graf U,(t), onde
Us(t) : N(¢'(0)) — N(¢4(0)) e Uu(t) : N(¢4(0)) — N(¢'(9)) sdo aplicagdes simétricas pela afir-

macao dada na se¢do anterior.

Fazendo o mesmo andalise para qualquer tempo to, concluimos que Jg(t) # 0 e Jy(t) # 0 para
todo t € R.
3.3 Equacao de Riccati

Nesta sec¢do, vamos descrever o método de Green para ver que propriedades satisfazem Us(t) e
U, (t). Desde agora, consideramos variedades Riemannianas sem pontos conjugados. As referén-
cias sao [15] e [12].

Teorema 3.3.1 As aplicagoes Us(t) e U,(t) satisfazem a equagdo de Riccati

U +U?+ R(¢'(0)) =0 (3.1)
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onde R(¢'(0)) € o operador curvatura definido por
R(¢'(0)) : N(¢'(0)) — N(¢'(0))
w = R(vp(t), w)vp(t)

Demonstragdo. Seja £ € E°(6), entdo pelo teorema 2.3.1 temos que dgo' (&) = (Je(t), Je(1))-
Desde que dg¢'(E*(0)) = E5(¢'(0)) = graf Ug(t) entdao podemos escrever

dg@'(§) = (Je(t), Us(t) J(1))
onde J¢(t) = Us(t)Je(t). Logo,

J{ =UlJe + UsJg
=UlJe + U2 Je

Substituindo na equacao de Jacobi, obtemos

0= J¢(t) + R(¢'(6)) Je(t)
= (U{+ U2 + R(¢'(0))) Je(t)

Desde que £ € E*(0) foi arbitrario, entdo a familia de aplicages Us(t) satisfazem a equagdo (3.1]).

Analogamente mostra-se para U, (t). O
Fixemos § € SM e seja 7y uma geodésica normalizada e consideremos {Vi,Va,...,V,, =}
campos de vetores paralelos ao longo de vy tal que {Vi(t), Va(t),...,V,(t)} & uma base ortonor-

mal de T, ;)M. Se Z(t) é um campo vetorial perpendicular ao longo de v4(t), entao podemos

escrever Z(t) da forma:

n—1
Z(t) =Y ai(t)Vi(t)
=1

Entao,

n—1 D

Z'(t) =) —(a;(t)Vi(t
=3 gV
n—1
=D a(t)Vi(t)

=1
Podemos ver que Z(t) pode-se identificar com a curva «a(t) = (ai(t),az2(t),...,an—1(t)) e a
derivada covariante Z'(t) se identifica com uma curva o/ (t) = (a(t),ab(t),...,al,_;(t)). Reci-

procamente, qualquer curva em R"~! pode ser identificado com um campo vetorial perpendicular
ao longo de 7. Pela notacdo feita na secdo 3.1, podemos identificar N(¢!(6)) com R"~! e con-

siderar as aplicacdes Us(t) e Uy(t) definidas em R,
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Para cada t € R, consideremos a matriz simétrica R(t) = (R;(t)), onde 1 < i < n — 1,
1 <j<n-—1, Rj(t) = (R(yy(t), Vi(t))vs(t), V;(t)) e R é a curvatura de M. Consideremos

a (n—1) x (n—1) equagdo matricial de Jacobi
Y'(t)+ R(t)Y(t) =0 (3.2)

Se Y(t) é solugao de entdo para cada * € R"! a curva 3(t) = Y (t)x corresponde a um
campo de Jacobi perpendicular ao longo de 7y pela identificagao.
Para § € SM, r € R, seja Yy (t) a tnica solucao de satisfazendo Yp (0) = I e Yy ,(r) = 0.
Green (ver [15]) mostrou que TEIPOO Yy (t) existe para todo § € SM et € R. Além disso, mostrou
que se definimos:

V() = lim Yo, ()
obtemos uma soluq;cio da equagao de Jacobi tal que det Y,'(t) # 0. Também é provado em

D}/g T YG,T
[12] e [I5] que o (t) = TEEHOO

(t). Se para t = 0 definimos

DYy,
o dt

_ Dy
dt

Uy (0) 0) 5 U“O) (0)

entao

U“(0) = lim U.(6)

r——00
Agora consideremos ¢"(8) € SM e Yyn(9)r—n(t) a finica solugdo de (3.2). Mostraremos que
Yo (t+h)Y, ! (h) também satisfaz essa condigdo. De fato, desde que Yor(0)(t) = Yo(t + ) temos

que

g (¢ 4+ )Yy (B) + R(t+ h) Yo, (t + h)Yy ' (h) = (Y. (t + B) + R(t + h)Yp,(t + h))Y, ' ()
=0

Também, parat =0 et =1r — h temos

Yo, (MY, H(h) =1 e Yy,(r)Y,'(h)=0

)T ’ ’

Portanto,
Y (o)rn(t) = Yo (t + h)Yy ' ()

Entao, tomando limite quando r — —o0
(D) = Y5t + ) (V) (h)

Derivando em relacdo a t € tomando ¢t = 0 concluimos que

U6 (0) = T3 () () ) (3.3
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para todo h € R. Segue que U“ é uma solugdo simétrica da equacao de Riccati
U't)+ (U®)* + R(t) =0 (3.4)
De fato, se denotamos como J = Y, temos que

U+U?+R=J"J - JJ ' JIJ '+ 7 J T J '+ R
=J'"J '+ RJJ !
=(J"+RJ)J!
=0

Da mesma forma, tomando o limite r — 400 obtemos U*(#) com as mesmas propriedades. Além
disso, Green mostrou que, no caso que a curvatura seccional esteja limitada inferiormente por
—c? para algum ¢ > 0, as solucdes simétricas da equacio de Riccati definidas para todo t € R

estdo limitadas por ¢, isto é,
sup [U*(t)[| <c e supl|U°(H)] <c
¢ t

Quando o fluxo geodésico é Anosov, temos que U, = U" e Us = U®.

3.4 Teorema de rigidez

O fato principal desta sec¢ao serd demonstrar o seguinte teorema:

Teorema 3.4.1 Seja M uma variedade Riemanniana completa, de volume finito e curvatura

seccional limitada inferiormente por —c? para algum ¢ > 0. Suponha que o fluzo geodésico ¢

€. Além disso, a igualdade se cumpre se e

somente se a curvatura seccional de M é constante igual a —c?.

Anosov com constante de contracdo A, entdo A > e~

A primeira parte do teorema implica que a dindmica dos fluxos geodésicos Anosov é controlada,
até certo ponto, pela curvatura. A segunda parte é mais geral: a rigidez, no sentido dinimico,
fornece rigidez no sentido geométrico. Podemos ver no enunciado que nao precisamos que a

variedade seja compacta.

Vamos mostrar alguns lemas que serdo usados para provar este teorema. Lembremos que toda
variedade de volume finito com fluxo geodésico Anosov ndo tem pontos conjugados. Portanto,
podemos colocar esta condicdo na hipétese do seguinte lema, que prova a primeira parte do teo-
rema 3.4.1. No caso que a variedade tenha volume infinito e sem pontos conjugados, a primeira

parte desse teorema ainda é vélida.
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Lema 3.4.2 Sejo M uma variedade Riemanniana completa, sem pontos conjugados, com curva-
tura seccional limitada inferiormente por —c?, para algum c > 0, e com fluzo geodésico Anosov.

Se a constante de contracao do fluzo geodésico é N\, entao A > e™¢.

Demonstragao. Fixamos uma geodésica vy e sejam § € E*(0)\{0} e n € E“(0)\{0}. Pelo
teorema 2.3.1 temos que dg¢' () = (Js(t), JL(t)) e dgo'(n) = (Ju(t), J.,(t)) para todo t € R, onde
Js e Jy, sdo campos de Jacobi ao longo de . Pelo visto na segdo 3.2, Js(t) # 0 e J,(t) # 0 para
todo t € R. Definimos a fungao

r: [0,400) = (0,400)
t t||J Gl
EYEACIE

Desde que n € E“(0), entdo dgg'(n) € E¥(4'(0)). Pela defini¢io de fluxo geodésico Anosov,

existe uma constante C' > 0 tal que para todo ¢t > 0:

11l = lldgiyd~" 0 dod’ ()l < CA*||dog" ()

Entao,
Al < lldost ()]
— VTROET O
J/ 2
— IOl 1+ 7
Assim, )
Cixt
< 1) (35)
RG]
7.0
Também
101 < VT O T TTOT = s (€) ]| < CAe] (3.6)
De e tem-se
MULOL ol [ 10l
C—=4/1 3.7
a0l < iV T noR 3.7

Para cada t € [0,+00), pelo mostrado na seccdo anterior, existem aplicagbes simétricas

Us(t) : N(64(8)) = N(64(0)) e Uu(t) : N(¢(6)) — N((9)) tais que:
i. B*(64(6)) = graf Us(t) o Fu(¢/(6)) = graf U™(1)
ii. U] < ce [U.(0)] < e
iii. JJ(t) = Us(0)1s(0) © T () = Ua(t) Tu(0).
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Portanto, em (3.7) temos que:

t) < CQ\/1+02H‘§H (3.8)

Isto é, r é uma funcao limitada. Por outro lado, derivando a fun¢do r em relacdo a t:

(t) = (Js(t), Js(8))  2log A [Tl _ [ Js@OIJu(t), i (1)
U PAGIR PAG]

[T R 10
o (ROIE) ). Ju)
- (t)<<Js<t>,Js<t>> 2logA =7 0,7 <t>>) (3.9)

Também,

’<Js(t),Jé(t)> <Ju(t),J;(t)>‘ < MIOLITON 1117, @1
(Js(t), Js(@))  (Jult), Ju(®)| = (IO 1 Ju(@)]]?

< U@ + [[Uu(B)]

< 2 (3.10)
Suponha que A < e~¢, entdao —2log A > 2¢. Existe um ¢ > 0 tal que —2(log A+c¢) > §. De (3.9) e
obtemos que 7/(t) > r(t)(—2log A — 2¢) > d.r(t), o que implica que logr(t) —logr(0) > dt
para todo ¢ > 0. Em particular, a fungao r ndo é limitada mas é uma contradi¢do com .
Portanto A > e~ €. ]

Para provar a parte de rigidez do teorema 3.4.1, introduzimos uma nova ferramenta que é o

estudo dos expoentes de Lyapunov associados aos fluxos geodésicos.

Definigao 3.4.3 Seja 0 € SM e £ € TypSM \ {0}. Definimos o expoente de Lyapunov do par
(0,€) como

1
X(0,€) = lim_~log dao'(€)]

enquanto o limite existir.

Os expoentes de Lyapunov sdo um conjunto de niimeros que geralmente sdo usados para detectar

a presenca de caos em sistemas dinamicos. Eles possuem as seguintes propriedades:

(i) x(0,r&) = x(0,&) para todo numero real r # 0.
De fato, para r # 0 temos

1 1 1
X(0,7€) = Tim —log|ldg¢' (r€)l| =  lim = log [[dge(€)|| + lim = log|r|
=x(0,¢)
(ii) x(0,&+mn) < max{x(0,¢),x(0,n)}.

De fato, pela desigualdade triangular temos que

1 1 1 1
108 [daof (€ + )] < Tog2 + masx {  log 1dog" (€)1 o o )]

tomando limite quando t — 400 segue o resultado.
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(i) x(¢'(0), da¢'(€)) = x(6,8).
De fato, desde que ¢! o ¢* = ¢?! segue o resultado da definicio.

No caso que o fluxo geodésico seja Anosov, para & € E*(0), pela definicao temos que
1
< lim - ¢ =
x(6,€) = lim = log(CAT|¢])) =logA <0
Da mesma forma, para n € E*(0) tem-se
.1 —1y—t
> - - _
x(0,m) = lim -~ log(C™A™[n]]) = —logA >0

No caso de fluxos geodésicos, ndo podemos fazer uso do teorema de Oseledets (ver [23]) para
garantir a existéncia dos expoentes de Lyapunov para p-quase todo ponto 8 € SM pois nada ga-

rante que log™ ||d¢|| € L*(p), portanto vamos dar uma abordagem com argumentos geométricos.

O seguinte lema mostra que a aplicacao U"(#) da segdo 3.3 tem toda a informagao sobre os
expoentes de Lyapunov. De fato, este resultado foi provado por Freire e Mané (ver [14]) para
variedades compactas sem pontos conjugados. A demonstracao serda dada no caso nao compacto

para fluxos geodésicos Anosov.

Lema 3.4.4 Seja M uma variedade Riemanniana completa, sem pontos conjugados, com curva-
tura seccional limitada inferiormente por —c?, para algum ¢ > 0, e com fluzo geodésico Anosov.

FEntao

1 R O L
Jim - log| detdgd!| g | = dim 5 /0 r(U*(¢7(0)))ds

para todo 8 € SM.

Demonstragao. Para cada 6 = (z,v) € SM, denotamos por N(0) = {w e T, M :w L v} o
subespago de T, M ortogonal a v. Pela construcio feita na segao 3.3, para todo w € N(6) o

campo de Jacobi Y '(t)w é um campo de Jacobi instavel. Além disso, U"(6) satisfaz
E*(0) = graf U*(0) = {(w, U"(O)w) : w € N(0)}
Seja mp : E"(6) — N(0) a projegao a primeira coordenada. Entao:
7y (w) = (w, U (O)w)
Para w € N(6) com ||w|]| =1 temos

I ()l = [l (w, U (B)w)l|
= V/[lw[]? + [[U(0)wl]?

< V14 c?
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Entao,

sup H7r9_1|] <A/14c2
9cSM

Também, para (w, z) € E*(f) temos que:

Tty © Y (1) 0 mo(w, 2) = miky (Vi (t)u)

= (Y5'(t)w, U (¢ (0))Yy' (t)w)
. DY}
= (Y (tyw, — L (t)uw)

onde a ultima igualdade vem de (3.3). Pelo teorema 2.3.1

71'(;,51(9) o Yy'(t) o my(w, 2) = dyo* (w, 2)

Isto é,
d9¢t‘Eu(e) = ”;tl(a) o Yy'(t) oo (3.11)

Aplicando a fun¢ao determinante na equagao (3.11) temos que

| det dg¢'| . g | = | det 7y ) |-| det Y5 (2)].| det 7|
Entao, para t # 0:
1 . 1 1 ., 1
7 log | det dgo ‘E“(G) | = n log | det 7r¢t(9)\ + . log | det Yy'(t)] + Elog | det g (3.12)
AFIRMACAO: Se A é uma matriz invertivel de dimensao m x m, entio
1 m A—l m—1
<y < AT (3.13)
(| det A=1])m | det A1
De fato, sabemos que |det A| < ||A]|™, entdo
1
——— < |4
(| det A=H])m

Por outro lado, seja adjA a adjunta da matriz A, isto é, a matriz transposta da matriz de cofatores
(¢ij) definido por

Cij = (adJA)JZ = (—1)i+j det Aij
onde AY é a submatriz de A eliminando a linha i e a coluna j. Entao

m

JadjA "2 = 37 (det(A~))?

ij=1

< Dl hapemy

4,j=1

< Z HA—1H2(m—1)

ij=1
- m2 HA—I HQ(m—l)
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Assim temos que |[adjA™Y| < m||A7L|™" L. Desde que

1
Al = ———adjd™"
R |detA—1|||a‘] I

entao
m| A~

| det A1

Como dim E%(#) = n — 1 e desde que ||mg|| < 1, 1 < |7, || < V1 + 2 para todo 6, da equagio
(13.13) segue que:

[A] <

(i) Considerando A = W;tl(e) tem-se

L et < (0= Dl
| det 7T¢t(9)|" 0) - ‘ det 7T¢t(9)|
Entao,
1< ||7T(;tl(9)H < (n—1D)|lmge o lI” 2|det7r | < (n—1)|det ﬁ;tl(e)\ (3.14)
ii) Considerando A = 7wyt (g) tem-se
¢'(0)
-1 n—2
n—1)||r
! < [Imgeqo)ll < = Dy
|det 7L [T [ det g
#t(8) ¢*(6)
Entao,
1 _ _ n—2
\detw¢t(9)| 1 < (n— 1)H7r¢t1(9)||" 2<(n-11+) 2
Isto &,
_ n=l n—1
| det g < (n—1)n2(1+ %) (3.15)
De (3.14)) e (3.15)) tem-se
1 -1 n—1 9\ =1
T < |det7r¢t(9)] <(n—-1)2(1+c) >
Portanto,
lim log | det7r | =0
t—+oo t

Logo, tomando limite em (3.12) temos que
.1 ¢ o 1 u
tllgloo n log | det dp¢” | gu(g)| = tilgloo n log | det Yy'(¢)] (3.16)

Desde que det Yy'(t) # 0, pela formula de Liouville (ver [27])

4
dt

DYy'(t)
dt

det Y (t) = det YJ(¢) tr ( (Y;)*(t)) (3.17)
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Portanto, pelas equagoes (3.16)) e (3.17))

1 1 [t DYy,
hm flog | det d9¢t‘Eu | = lim / tr < ;S(s) (Ygu)_l(s)> ds
0

concluindo a demonstracao. O
O seguinte lema mostra que os expoentes de Lyapunov existem para todo 0 € SM e sao to-
dos iguais em cada um dos subfibrados.

Lema 3.4.5 (Rigidez dos exponentes de Lyapunov) Seja M uma variedade Riemanniana

completa, de volume finito e curvatura seccional limitada inferiormente por —c* para algum ¢ > 0

e suponha que o fluxo geodésico é Anosov com constante de contragdo A. Se A = e € entdo
lim_~ log |dgs'(6)]| = lim_ log dgs' (1) | =
t—+oo o8 lide e ¢ t—+oo ¢ g lide i=e
.1 4 _ .1 ¢ _
Jim oglldps (€)= e lim_log [dpd ()] = —c

para todo 6 € SM, £ € E%(0) e n e E"(0).

Demonstragao. Da equacdo (3.9) temos que

W, (), TL(0)

rit) =) <<Js<t>,Js<t>> ~ ZlogA— <Ju<t>,Ju<t>>)
ENIORAD) (Tu(8), T,(0)
- (t’<<Js<t>,Js<t>> <Ju<t>,Ju<t>>> (3.18)

Entéo, da desigualdade (3.10) tem-se que /() > 0 para todo ¢ > 0. Além disso, desde que r(¢)
¢ una funcao limitada entdo o limite lim r(¢) existe. Integrando a equagao (3.18))

t——+o0

logr(t) —logr(0) = 2ct + log || Js(¢)|| — log || Js(0)[| — log || Ju(2) ]| + log || (0)

1
Multiplicando em ambos os lados por n e tomando limite quando t — +o0

. 1
i (log l7,(8) | — log | (8)]) = 2¢ (3.19)

Logo, da desigualdade (3.6) tem-se

log ||.J5(t)|| <logC + tlog A + log ||]| (3.20)
Também, de (3.5)
log || J, ()| > —log V14 ¢ —log C — tlog A + log ||n]] (3.21)
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para todo t > 0.

AFIRMACAO: Nio existe uma sequeéncia t,, — +oo tal que

1
lim ——log |.Js(tn)|| = —o0

n—+oo t,

1
De fato, dividindo entre 7 equacao (3.21) temos

1 1
Flog || Ju(®)]| = 5 (~10gC + log |7l —log V1 +¢) —log A

isto é, estd limitada inferiormente. Suponha que existe uma sequéncia ¢, — +oo tal que

. 1
Jlim = log ()| = —oc
Entao
. 1
Jim - (og | Ju(t)]| —log | Js(2)]]) = +o0

o que ¢ uma contradigdo com (3.19) demonstrando a afirmacao.

1
Portanto, da afirmacdo e de (3.20) podemos concluir que a funcdo ¢ — ;log |Js(t)]| € limi-
1
tada e, pela equacao (3.19), a funcao t — n log ||J,,(t)|| também é limitada.
1
Seja t, uma sequéncia de termos positivos tal que lim — log ||Js(ty)|| = as. Sem perda de ge-
n—+oo &,
1
neralidade, podemos supor que lirf . log || Ju(tn)|| = ay. Portanto, da equagao (3.19) tem-se
n—-+00 n
Ay — as = 2¢C
As equagoes (3.20) e (3.21) implicam que

ay > —logh=c e as<log)h=—c

Agsim
Ay =C € as= —c
Isto é,
lim log || Jy(8)]| = ay = —c
t——+oo t
e

o1
t—lg?oo 7 log [|Ju(t)|| = au = ¢

0. 1 1 T 1 t
AFIRMAGAO: lim ~log |lJ,(t)] = lim_7 log dgd!(¢)|

De fato, sabemos que

ldog" ()]l = V/IITs ()12 + 1 7(0)]|2
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Entao

log o' ()] = 5 los(l (1) + I17,(0) )
> Toa (4 (1) )
= log]|7,(1)| (322)

Por outro lado, desde que ||J.(t)|| < ¢||Js(t)| tem-se

tog o' (&) < 5 los((2 + )75 (1) )

1
= log || Js(¢)|| + 5 10g(c2 +1) (3.23)

Assim, juntando (3.22) e (3.23)

1
log [|Js (£)|| < loglde¢" ()]l < log [[s(t)]| + 5 log(c? +1)

1
Dividindo entre n e tomando limite quando ¢ — +oo obtemos a afirmacdo. Analogamente,

mostra-se para o caso instavel. Portanto,

1 ‘ .
Jim = log [l (€)]] =, lim =~ log [|Jy(#)[| = —¢

.1 ¢ .1
Jim g ldo' ()] = Jim_ o u(t)]| = ¢
para todo 0 € SM, ¢ € E*(0) e n € E*(0). Consideremos agora a func¢ao

r: [0,400) = (0,400)
A JTu (1)

t
A Ts (=)l

Seguindo o mesmo processo feito na demonstracao do lema 3.4.2 mostra-se que

C—INt||¢
(-0l <oxlal e €2 <o

Além disso, r é uma func¢ao limitada e tem como derivada

<Ju(—t), JL(—t)) . <Js(_t), Jé(—t»
(Ju(=t), Ju(—1)) +2e+ <JS(_t)7J5(—t)>> (3.24)

Assim, 7/(t) > 0 para todo t > 0 e desde que r ¢é limitada entdo existe o limite tli]Jfrn r(t).
—+00
Integrando ([3.24)) de 0 até ¢ obtemos

=0

logr(t) —logr(0) = log || Ju ()| —log | Ju(0)|| + 2¢t — log||.Js(—1)|| +log [|.J5(0) |
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1
Multiplicando por n e tomando limite quando — +oo

L tog [ 7.(= )] - log ||7u(~)[) = 2 (3.25)

lim -
t—+oo t
AFIRMACAO: Nio existe uma sequéncia t,, — +oo tal que

. 1
lim — log ||Ju(—t,)]| = —o0

n—+oo t,,

De fato, temos que

1 1
glogHJS(—t)H - <— log C' + log ||€]| — log v/'1 +02> —log A

1 1
7 log [|Ju (=) < 7 (log C +log ||n||) + log A

Suponha que existe uma sequéncia ¢, — +oo tal que

. 1
Jlim = 10g [ Ju(—ta)]| = —oc
Entao
. 1
i (log | Jy(=)]| — log | Ju(~)])) = +o0

o que é uma contradi¢ao com (3.25) concluindo a demonstragao da afirmagao.

1
Portanto, da afirmagao anterior podemos concluir que a funcao t — n log || Ju(—t)|| é limitada e,
1
pela equacdo (3.25), a fungdo t — . log ||Js(—t)|| também é limitada.
1
Seja t, uma sequéncia tal que lim — log||Js(—ty)|| = bs. Sem perda de generalidade, podemos
n—+oo t,,
1
supor que lim — log||Jy(—t,)|| = by. Portanto, da equagao (3.25) tem-se
n—+o0 t,
bs — by, = 2c¢

Também,

by <logh=—c e b;>—-logh=c

Asgsim,

by=—c e bs=c

Concluimos que

o1 » 1
Jim -~ logldee™" ()] = lim —log|lJs(=t)]| = ¢

[§]
lim S log ldgd—t(n)| = lim *log [[Ju(—t)] = —
Jm —logllde¢™ ()] = lim —log|[Ju(=t)]| = ¢
para todo 0 € SM, { € E*(0) e n € E*(0). O
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Corolario 3.4.6 Seja M uma variedade Riemanniana completa, de volume finito e curvatura

seccional limitada inferiormente por —c® para algum ¢ > 0 e suponha que o fluro geodésico é

Cc

Anosov com constante de contragdao A. Se A = e ¢ entdo

1
lim - log| det dggbt‘ES(a) | = —c.dim E%(0) = —c¢(n — 1)

t—+oo t

) | = c.dim E“(0) = ¢(n —1)

.1 ¢
tlgnoo : log | det dgo ‘Eu

Demonstracgao. Pelo lema 3.4.5, temos que
lim ~ log [[dg6 ()] = lim ~log [dgé™t ()] =
 dm - log 90 (n)|| =c e Am = log 90 (n)|| = —c

para todo 8 € SM e n € E*(0). Desde que toda matriz invertivel de dimensdo (n —1) x (n —1)

satisfaz
JATH=( Y < | det A| < || A"

entao

log H d9¢7t‘Eu(9) Hi(nil) < log | det d9¢t‘Eu(g) ’ < log H d9¢t‘Eu(9) anl

1
Dividindo entre n e tomando limite temos que

® | = c.dim E*(0) = ¢(n — 1).

.1 ¢
tl}gloo n log | det dgo ‘E“

Para E*(f) é analogo. O

Enunciamos os seguintes resultados de Guimaraes (ver [16]) e de Knieper (ver [19]) respecti-

vamente que serao usados para a demonstracao do teorema 3.4.1.

Teorema 3.4.7 Seja M uma variedade Riemanniana completa e Z C SM um subconjunto in-
variante pelo fluxo geodésico tal que toda geodésica vy, com 0 € Z, ndo contem pontos conjugados.

Suponha que a curvatura de Ricci em Z tem parte positiva ou negativa integrdvel. Entdo
/ Ric(0)dp <0
Z
Lema 3.4.8 Suponha que R(t) < —a?I para algum o > 0. Entdo
IS@)z]l < e *lzll e [U(=t)z|| < e ]
para todo t > 0, onde S(t) e U(t) sao tensores de Jacobi estdvel e instdvel respectivamente.

Finalmente, provaremos a segunda parte do teorema 3.4.1.
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C

Teorema 3.4.9 Nas mesmas condi¢ées do teorema 3.4.1, A = e~ ¢ se e somente se a curvatura

seccional de M € constante igual a —c?.

c

Demonstragao. Denotemos por K a curvatura seccional de M. Suponha que A = e™¢, entao

do lema 3.4.4 e o corolario 3.4.6 temos que

. 1 t (7 S 3 1 t
lim ! / (U (6°(0))ds = T~ log| detdys’| )| = c(n — 1)

para todo § € SM. Desde que a matriz U%(¢*(f)) é simétrica, seus autovalores sao ntmeros

reais. Logo,
(tr(U™(¢°(0))))* < (n = Dtr((U*(¢°(6)))?) (3.26)
Também, sabemos que U“(¢'(0)) satisfaz a equacdo de Riccati (3.4)), entao
tr((U")*(¢"(0))) = —tr((U")'(¢"(9))) — tr(R(1)) (3.27)

onde R(t) é o tensor de curvatura. Da desigualdade de Cauchy-Schwarz tem-se

/ tr(U*(¢°(0)))ds < \/t/ (tr(U"(¢°(6))))?ds
0 0

Portanto,

: /0 tr(U“(d»S(e)))dss\/i /0 (tr (U (64(0))))?ds (3.28)

Integrando a equacao (3.27) de 0 até ¢ e substituindo o obtido em (3.26)), temos em (3.28))

 RCCECONTE ﬁ | (o) as

< \/”;1 | @ onpas

_ \/_”;1 </Ottr((U“)’(¢s(9)))ds—i—/Ottr(R(s))ds>
y- b

(n—1)°

- _t /0 Ric(¢°(6))ds

- \/_” -1 (tr(Uu(¢t(9))) — tr(U*(9))) —

Da hip6tese temos que K > —c?, entdo Ric(¢®(f)) > —c? para todo s € [0,t]. Portanto,

L[ onas < |- @) - rwre) + -1 @20)

Desde que ||U“(¢!(0))]| < ¢, tem-se tlim _nT—l (tr(U*(¢"(0))) — tr(U"(#))) = 0. Tomando

——+o00

limite quando ¢t — 400 a (3.29)), concluimos que

im1 t 1c(d® s=—c?
1 /0 Rie(6°(0))d (3.30)

t—+oo t
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Para concluir a demonstragao, vamos usar o teorema de Birkhoff para fluxos. Primeiro, note que
como K > —c?, entdo a parte negativa da curvatura de Ricci é integravel em SM. Pelo teorema
3.4.7 temos que a curvatura de Ricci é integravel em SM. Além disso, como M tem volume
finito, pelo teorema 2.2.8 e a equacgao temos que

1 t
lim © /0 Ric(¢°(0))ds = /S | Ric(0)ds = ¢

t—+oo t
Como a curvatura seccional satisfaz K > —c?, entdo Ric(f) > —c? e portanto Ric(f) = —c>.
Assim, concluimos que K = —c2.
Para o reciproco, suponha que K = —c? e seja & € E*(f). Pela identificacio jy temos que

dg'(€) = (Ju(), (1)) = (Ju(t),U*(1) Js(1)) onde U*(t) : N(¢4(8)) — N(4'(9)) ¢ a aplicacio

simétrica dada pela equagdo de Riccati. Desde que sup ||U*(¢)|| < ¢, temos
t

ldoe" ()11 = Il (Js(2), Jo(t))]
= VL@ + 1702

_ [BAGIE
= Js@®)lly/1+ [FAOIE

< @l v1+e?

Pelo lema 3.4.8 temos que ||Js(t)]| < e~ “||¢|| para todo t > 0. Portanto,

ldee" (&)l < Ce™|i€]

onde C' = v/1 + ¢2. Analogamente, mostra-se que ||dg¢(n)|| < Ce™||n|| para todo t > 0 e para

todo n € E*(A). Assim, A = e~ ¢ é uma constante de contragao. O

Concluimos este capitulo mostrando algumas consequéncias que poderiam ser obtidas a par-
tir do teorema 3.4.1 no cenério dos expoentes de Lyapunov. Em [6], Butler estudou resultados
de rigidez sobre expoentes de Lyapunov para fluxos geodésicos em uma variedade compacta com
curvatura negativa. Ele provou que, se cada drbita periédica do fluxo geodésico tem exatamente
o mesmo expoente Lyapunov sobre o fibrado instavel, entdo a variedade tem curvatura seccional
negativa constante. Desde que o fluxo geodésico de uma variedade compacta com curvatura

negativa é de tipo Anosov, entdo, pelo resultado de Butler, podemos pensar no seguinte:

Conjectura 3.4.10 Seja M uma variedade Riemanniana completa com volume finito, fluxo geo-
désico Anosov e drbitas periddicas densas. Se os exponentes instdveis de Lyapunov sdo constantes

sobre todas as orbitas periddicas, entao M tem curvatura seccional negativa constante.

Conjectura 3.4.11 Seja M uma variedade Riemanniana completa com volume finito, curvatura

seccional limitada inferiormente por —c® (o infimo), fluro geodésico Anosov e drbitas periddicas
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densas. Se os exponentes instdveis de Lyapunov sdo constantes no conjunto das érbitas periddicas

e igual a a, entdo a = c.
Pelo demonstrado no teorema 3.4.1, obtemos de modo direto o seguinte resultado.

Corolario 3.4.12 Conjectura 3.4.10 implica conjectura 3.4.11.

A prova apresentada por Butler para o caso de curvatura negativa usa fortemente a regularidade
dos fibrados E° e E“ para poder usar técnicas cléssicas dos expoentes de Lyapunov. Diferen-
temente do caso de fluxos geodésicos em curvatura negativa, os fluxos geodésicos Anosov em
geral nao possuem os fibrados F® e E" regulares. Por esse motivo, acreditamos que as técnicas

desenvolvidas por Butler podem nao ser as mais apropriadas para lidar com a conjectura 3.4.10.
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Capitulo 4

Rigidez por conjugacoes entre fluxos

geodésicos Anosov

Neste capitulo, estudaremos as conjugagoes entre fluxos geodésicos de variedades Riemannianas
com curvaturas seccionais que satisfazem certas condigoes, obtendo importantes resultados de
rigidez como consequéncia do teorema 3.4.1. Alguns resultados serao estendidos para conjugacoes

em oOrbitas entre fluxos geodésicos.

4.1 Fluxos conjugados

As conjugacbes entre sistemas sdo muito importantes nos sistemas dinamicos j4 que toda a

informacao de um sistema é transferido a outro através delas.

Definicao 4.1.1 Sejam M e N duas variedades Riemannianas. Dois fluzos o' : M — M e
nt: N — N sdo equivalentes se existe uma funcdo h : M — N tal que ho o' =n'oh. A funcdo
h € chamada uma equivaléncia. Quando uma equivaléncia € um homeomorfismo o chamamos

conjugagao.

Figura 4.1: Conjugacgao entre fluxos
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Exemplo 4.1.2 Consideremos os campos X1, Xo € C*° definidos por
Xi: R — R? Xo: R? = R?
(z,y) — (z,-y) (z,y) — (z—4y° —y)
Os fluzos associados a estes campos pelas equagoes diferenciais ' = X1(x) e 2/ = Xo(x) sao:
oi: R? — R?

(z,y) —  @i(z,y) = (ve’,ye ")

ph: R? — R?
(z,y) —  ehley) = (@ —y’)e +y’e ™ ye™)
Eziste un homeomorfismo h : R> — R? definido por
h(z,y) = (z+y°,y)
tal que
howi=phoh
Portanto, os fluzos ¢! e @} sao conjugados sendo h a conjugagao.

Defini¢ao 4.1.3 Uma equivaléncia (conjugacdao) h é chamada a-equivaléncia (a-conjugagao) se

existem duas constantes positivas C1 e Cy tais que
Cr.d(z,y)* < D(h(z), h(y)) < Ca.d(z,y)* (4.1)
para todo x,y € M, onde d e D sao as distincias em M e N respectivamente.

No caso que a = 1, temos que h é uma equivaléncia (conjugagao) bi-Lipschitz. Para demonstrar
0s teoremas importantes de rigidez e seus corolarios da seguinte se¢do, precisaremos provar alguns

lemas antes.

Lema 4.1.4 Seja (S,g) uma variedade Riemanniana e denotemos por d sua disténcia Rieman-
niana. Se a(t) é uma C'-curva em S, entdo

i S - o),
Demonstragao. Pela proposi¢ao 1.2.9 sabemos que a aplicagao exponencial exp, gy define um
difeomorfismo de uma vizinhanca de 0 € TS sobre uma vizinhanca de «(0) € S tal que
erpa(0)(0) = a(0) e do(expy(p)) =Id. Para um ¢ > 0 o suficientemente pequeno tal que aft)

pertencga & vizinhanga de a(0), existe um v € Ty, (()S tal que

erpa(0)(v) = a(t)
- 7(1704(0)71))
- v(an,a(m,H%H)

45



Entao

llvll
d(a(t), a(0)) = /0 I (0l = ol = | ez (a0
Portanto,
-1 —1
exp oa(t) —exp a0
o d(®),a(0) || €Pa) () ey (0)
t—0+ t t—0+ t
g
d -1
== exp g alt)
dt|,_g (0) .
= [[dato(expzio) @ @)
= [l (0],
pois da(o)(efl?p;(lo)) = (do(expa))) " = Id. O

Seja N uma variedade Riemanniana, para cada 8 € SN definimos

W;(0) = {w € SN[d(¢'(0), ¢'(w)) = 0 quando t — +oco e d(¢'(0), ¢'(w)) < n,Vt > 0}
Wp(0) = {we SN|d(¢'(8),¢"(w)) — 0 quando t — —oo e d(¢'(6), ¢'(w)) < n,Vt <0}

Teorema 4.1.5 (Teorema da variedade estavel) Seja N uma variedade compacta com fluzo
geodésico ¢ de tipo Anosov. Entio existe um n > 0 tal que para todo 0 € SN, W;;’(G) € um disco
mergulhado de dimensdo igual ao de E*(0). Além disso, TyW,(0) = E*(0) e e da mesma forma

para o caso instdvel. Os discos estdvel e instdvel satisfazem o sequinte:

d*(¢'(0), ¢' (w)) < CA'd°(0,w),Yw € W(0),Vt > 0
&*(671(0), 67 (w)) < CNd*(6,w), Yoo € W(0),Vt > 0

A demonstragao deste teorema podem encontré-lo em ([17]). Algumas vezes denotaremos por
W/Z‘Z(Cu) (0) a variedade estavel (inestavel) local. Pelo teorema da variedade estével e inestavel, para

7 pequeno temos que estas variedades sdo mergulhadas em SN, entdo sdo variedades Riemanni-

anas com a métrica restrita.

Consideremos N uma variedade Riemanniana completa com fluxo geodésico Anosov. O seguinte

lema oferece uma forma de relacionar a distancia de W, (u)(Q) com a distancia de SN.

Lema 4.1.6 Para cada 0 € SN existe 6(0) tal que

d’(0,6) <

N

d(6,0) para todo 6 € Bjp)(0) (4.2)

onde d° ¢ a distancia em W, (0) e Bg(e)(ﬁ) a bola de centro 0 e raio 6(0) em W, (0). Um resultado

andlogo tem-se para a variedade instdvel Wy (0).
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Demonstracao. Vamos mostrar para o caso estavel. O caso instével segue da mesma forma.
Para cada 6 € SN consideremos a fungao exponencial expy para Wy (0) e fixamos r > 0 tal que
expy em B, = {v € E*(0) : ||v]| < 2r} seja um difeomorfismo sobre a sua imagem. Definimos a
fungao Hyp : [0,7] x E5(0) — R dada por

ds 5(tv), 0
Hg(t,’l)) = (61‘])9( U)a )

d(expy(tv), )

para t # 0 e Hyg(0,v) = 1, onde E5(0) = {v € E*(0) : ||v]| = 1}. A funcdo Hy(t,v) é continua
para todo (¢,v) com t # 0.

AFIRMACAO: Hy é continua em (0,v).
De fato, seja v € Ef(0) e consideremos a C'-curva a(t) = expj(tv) C Wi(0) C SN. Pelo lema
4.1.4 temos que

Clearhlt).0) 1y, Tl0:0(0)

lim Hy(t,v) = lim t ST ol _ )
o T S0 dleay(),0) T da®,a(0) o O)f
t t—0+ t

pois [|a/(0)]|, é a norma da métrica restrita de W, (6) C SN que ¢é igual a |[a/(0)||. Para provar
a continuidade no ponto (0,v), suponha que a sequéncia (¢,,v,) converge para (0,v) quando
n — co. Como Hy(0,v,) = 1, entdao podemos assumir sem perda de generalidade que ¢, > 0.

Seja M = sup ||d,(expj)|| e consideremos a familia de C'-curvas para n suficientemente grande
UEBT

Yn(t) = expy(tyv + tty (v, — v)). Da desigualdade triangular temos
d(exppy(tpv), 0) < d(expp(tyv), expg(tnvy)) + d(expg(tnvn), ) (4.3)

Observe que

1
d(expp(tnv), expj(tnvn)) < d*(expy(tav), expj(tnvn)) < /0 H%/m(s)u ds < Mty |lon — v

Seguindo o mesmo processo do lema 4.1.4 temos que d*(expy(t,v),0) = t,||v|| = t,. Portanto,

desde que t, > 0, para n suficientemente grande, substituindo o obtido em (4.3) temos que
d(expf(tyvn), 0) > d(expf(tyv),0) — Mty |vn — v = to((Hp(tn,v)) ™t — M |jv, —v]|) >0

Além disso, como lim Hy(t,,v) = 1, temos em particular que
n—o0

tn 1
<
d(eapy(tavn):0) — (Holtn,v)) 1 — M o, — o]

1< Hﬁ(tnavn) =

Portanto lim Hy(t,,v,) = 1 como se queria. Assim, temos que Hy é continua no compacto
n—oo

[0,7] x E$(6) entdo é uniformemente continua. Dado ¢ = %, existe §(6) > 0 tal que

2
1= 110) — 0,0)] < 6(6) = [Hit,0) ~ 1] < 5
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Da ultima equagao temos que

=
S’

It] < §(0) = d°(expy(tv),0) <

| W

d(expp(tv),0) (4.

Assim, se 0 € Bg(e)(ﬁ), entdo existe um £ com || < §(), v € E§(0) tal que expj(tv) = 0. O
resultado segue da equagao (4.4). ([l

4.2 Teoremas de rigidez para fluxos conjugados

Nesta secdo, apresentamos alguns resultados de rigidez e regularidade obtidos a partir de conju-

gagoes entre fluxos geodésicos Anosov e o teorema 3.4.1.

Teorema 4.2.1 Sejam M, N duas variedades Riemannianas completas tais que as curvaturas
seccionais satisfazem o.inf Ky > sup Ky > Ky > —b%. Denotemos por oYy e ol os fluzos

geodésicos de M e N respectivamente. Suponha que M tem volume finito e o fluzo ¢, é Anosov.

sup Ky
< 0.
o2

Se ¢l e ¢ sio a-equivalentes, entio Ky =

Demonstragao. Seja f: SM — SN a a-equivaléncia entre os fluxos ¢, e ¢’ com constantes
Cy e Cy, isto é, f satisfaz a desigualdade ({L.1)).

Desde que M tem volume finito e ¢%, é Anosov, entdo M nao tem pontos conjugados. Como
a integral da curvatura seccional ao longo de qualquer geodésica sem pontos conjugados e qual-
quer campo vetorial paralelo perpendicular ao longo da geodésica é negativa entao temos que
sup Ky < 0 (ver [I1]). Seja —a? = sup Ky. Desde que a curvatura de N é negativamente
pinched temos que ¢% é Anosov. Sem perda de generalidade vamos denotar por d a métrica
de SM e SN. Podemos deduzir da definicdo de a-equivaléncia que f(VVli(cu)(H)) C Wf‘“)(f(e)).

oc

Pela condicao da curvatura de N podemos considerar e~® como uma constante de contracao de
oy (ver [19]).

AFTRMACAO 1: Seja § € SM fixo e § € W (0) tal que f(f) € W§(f(9))(f(9)), onde §(f(0))

dado pelo lema 4.1.6. Entao existe uma constante Cys tal que
d(@4,(0), $4(0)) < Care™%d(0,0) (4.5)
De fato, usando a desigualdade e a definicdo de equivaléncia temos que:
Crd(hy(0), $he(0)* < d(F(D4(0)), F(he(0))) = (o (F(0)). D (£(H))) (4.6)
Pelo teorema da variedade estavel e o lema 4.1.6 temos que:
(@l (1(6)), Sy (f(6))) < CnANd*(£(0), f(6))
SO (6), £(9))

;CNX}VCQd(H, 6)" (4.7)

IN

IN
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Assim, de (4.6)) e (4.7) temos que:
3CNCo

d(¢§\/l(0>7 ¢§\/[(9))0¢ S )‘ﬁVd(07 5)0&
2C
1
Como Ay = e~ %, consideramos Cyy = (%) “ e obtemos a desigualdade 1}
Analogamente, para 0 € W (0) temos que:
(97 (0), 931 (0)) < Crre”atd(0,0) (4.8)

As desigualdades (4.5)) e (4.8)) implicam que:

AFTRMACAO 2: Para cada ¢ € E*(0) e n € E“(0), temos que

o (6)]] < Cye at|lg] e |dodni ()| < Cre™ ot ||

De fato, vamos mostrar para o caso estavel, o caso instével é andlogo. Consideremos § € E*(6).
Seja B(r) € Wg.(0) uma Cl-curva com 5(0) = 6 e 5'(0) = £ tal que f(B(r)) C Wg(f(g))(f(Q))
onde §(f(6)) é dado pelo lema 4.1.6. Do lema 4.1.4 temos que

TE%L d(éf’M(ﬁ(r))ra ¢ (8(0))) = || o (€)] (4.9)
tim AOULPO) ) = e (4.10)

r—0+ T

Entéo, de (4.5), (4.9) e (4.10) temos que

oty ()] = tim 2 BD): 0y (BO)

r—0+t r
S CMefgt hm d(ﬁ(?ﬂ),IB(O))
r—0+t r
= Cue " |l¢]

~ . _a ~
Segue da afirmacgdo 2 que podemos considerar A = e~ = como uma constante de contracao do

fluxo geodésico Anosov ¢',. Por hipotese Kjy > —(g)Q, entdo pelo teorema 3.4.1 concluimos

an 2
queKME—<—>. O
Q

Podemos ver que, na prova do teorema 4.2.1, ndo precisamos da compacidade das variedades.
No caso que M seja compacta obtemos o seguinte resultado importante que impoe uma certa

rigidez para equivaléncias regulares de dois fluxos geodésicos Anosov.

Corolario 4.2.2 Seja M wma variedade Riemanniana compacta ¢ N uma variedade Rieman-
niana completa. Suponha que inf Kj; > sup Ky > Ky > —b? e o fluzo geodésico ¢ € Ano-
sov. Entio, se ¢ e @Y sao C'-equivalentes por uma C'-imersio f de SM em SN, entio

Ky =sup Ky.
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Demonstragido. Seja f: SM — SN a C'-equivaléncia. Definimos:

veTySM\{0} ||

Entao, temos que
inf |dof|*d(6,60) < d(f(9), f(B)) < sup |dyf|d(6,6) (4.11)
oeSM 0eSM

Desde que M é compacto, temos que SM é compacto, entdo sup |dgf| < co. Por outro lado,
0eSM

desde que f é uma imersdo temos que eirég\/[]dgf]* > 0. Concluimos de (4.11) que f é uma
€

l-equivaléncia e pelo teorema 4.2.1 segue que Ky = sup Ky. ]

Observacao 4.2.3 Note que, se M ndo é compacto e f tem distorcao limitada, isto €,

sup |dy f|
pesM

—_— < X
inf |dgf|*
ot dof|

0<

entdo o coroldrio 4.2.2 ainda é vdlido.

E importante observar que a tnica condicdo sobre a dimensao das variedades é dim M < dim N,
pois f é uma imersdo. Portanto, se dim M = dim N, entdo f seria um C'-difeomorfismo e N
deveria ser compacto. Entretanto, se N é uma variedade compacta e dim M = dim N, obtemos
um resultado mais geral misturando as demonstragoes do Teorema 3.4.1 e o0 Teorema 4.2.1. Para

isso, denotamos o expoente instavel e estével de Lyapunov como
1 1
u _ N - t s — 1 - t
X(0) = lim —log | dod'[p, | e x'(0) = lim —logll dgg'|p, |

Seja M uma variedade Riemanniana de dimensdao m. Para um ponto periédico 6 do fluxo ¢,
denotemos por [(f) o periodo de 6. Sejam Xga),xga),...,xgll os autovalores complexos de
dg¢'®) . E*(#) — E"(#) contando multiplicidades. Enunciamos o teorema de Butler (ver [6])

que serd usado na demonstragao do teorema 4.2.5.

Teorema 4.2.4 Seja M uma variedade Riemanniana m-dimensional compacta com curvatura

seccional negativa. Suponha que

0 0
) =

para todo ponto periddico 0 do fluzo ¢, entdo M tem curvatura seccional constante negativa.

O seguinte teorema mostra a regularidade entre fluxos geodésicos Anosov de variedades compac-

tas com certa relacdo entre suas curvaturas seccionais:

Teorema 4.2.5 Sejam M, N duas variedades Riemannianas compactas com igual dimensao n.
Suponha que as curvaturas seccionais satisfazem inf Ky > sup Ky > Ky e M ndo tem pontos
conjugados. Se f € uma 1-conjugagdo entre os fluzos %, e @Y, entdo Kpy = Ky =sup Ky < 0
e fécCt.
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Demonstragao. Como M nao tem pontos conjugados, entdo —a* := sup Ky < 0. Desde que

N é compacta, segue que ¢§V é Anosov e podemos considerar Ay = e~% como uma constante de
contragdo de ¢4, (ver [19]). Denotemos por E® e E* os subespacos estavel e instével respecti-
vamente de T(SN). Sem perda de generalidade, denotamos por d as distancias de SM e SN.

Pela definicao de 1-conjugacao, existem constantes positivas C'y e Cy tal que

Crd(¢hr (2), o (y)) < d(f (S (%)), F( D (1)) < Ca-d(Dlyy (), Dy (1))

para todo z,y € SM. Além disso, como f o ¢h, = ¢’ o f, temos

Crd(¢h (x), o (y)) < d(Sy (f(2)), o (F (1)) < Co.d(Sy(x), Shs (y)) (4.12)

Como f é Lipschitz, entdo f é diferenciavel em quase todo ponto 8 € SM com a medida de
Liouville. Consideremos 6 € SM tal que f é diferenciavel em 0. Segue que dyf é um isomorfismo

e definimos os subespagos E;(u) como os subespacos que satisfazem
i B") = By

Como f é diferenciavel em 6, entdo f ¢ diferencidvel em ¢h,(0) para todo ¢ € R e pela regra da

cadeia,
t -t t
dodpr = (d%(e)f) o dygydn o dof
Pela definigao de Ej temos que

1

oy (Ep) = ( f) o dgg) ¢y o dof(Ep)
:(d f) 10df9)¢zv (E%))
= (4, 07) " i)
= (deg,f) " Brogon)
E2,

4 (9)
Analogamente para o subespago Ej, concluimos que eles sao invariantes por dpd',;. Entao para
todot € R

Tp(SM) = Ej © () © Eg (4.13)
Seja & € E} e seja B(r) C SM uma Cl-curva tal que 3(0) = 6 e 3/(0) = £. Pelo lema 4.1.5 temos
que parat >0

d(¢ (B(h)), ¢4, (8(0)))

L . = || gt (€)ll (4.14)
tim OO EIEOD) _ 4 68 (a1 ) (.15)

ol



De (4.12)) para h > 0

, X2 (B(h)), 63 (5(0))) _ d(éy(F(B()). év(F(BO)) _ o, Ay (B(R)), 64 (5(0))
h - h = h

Tomando limite quando h — 07 e usando as equagoes (4.14) e ({4.15)) temos

Cr-lldodhr ()N < lldyoy@n (daf (E))I < Ca.lldodiy (€]

ou, equivalentemente,

t d t(d ¢
€]l o f (&)l €11 €]l
Considerando ¢t = 0 obtemos que C; < ||dgf|| < Cs. Portanto,
Cl t t 02 t
el dothl g 1< 1 il 1< Gl ol gy | (4.17)
De forma similar obtém-se para Ej as desigualdades
G ¢ ¢ Co t
el oty | <1 il 11 < G2 dodhl s | (4.18)

Portanto, de (4.17) e (4.18]) temos que para todo ¢ > 0

| doohys

gl < O e || dgdif] || < Ce

Este altimo resultado, junto com (4.13)), mostra o comportamento hiperbolico de qﬁ§\4. Desde
que M nio tem pontos conjugados e Ky > sup Ky = —a?, seguindo o mesmo argumento na

demonstracao do teorema 3.4.1 temos

im1 t ic(@® s = —a?
1 /OR (¢°(0))d (4.19)

t—+oco t

para todo 8 € SM onde f ¢é diferenciavel, que é um conjunto com medida de Liouville total.
Pelo teorema de Birkhoff e (4.19)) temos que

/ Ric(0)dy = —a?
SM

Desde que a curvatura seccional de M satisfaz K > —a?, entdo da equacio anterior temos que

Ric(f) = —a? para p-quase todo ponto 6 € SM. Assim, concluimos que
p v
Ky = —a?

S6 falta mostrar que Ky = —a?. Para isso, desde que Kj; = —a?, obtemos de ([{.17) que

_u _ : 1 t _ : 1 t _u
a=X (9) - t—lg-noo n IOg H dH(Z)M‘Eg H - tlg—noo n IOg H df(0)¢N‘E}t(6) H =X (f((g))
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sempre que f ¢ diferencidvel em 6. Do mesmo modo, usando a equagio (4.16) e o fato de que

Ky = —a® podemos concluir que

) 1
t_lgrnoo " log \\df(9)¢§v("7)H =a

para todo n € E}‘(Q) sempre que f é diferenciavel em 0. Por outro lado, desde que M e N tém
curvatura negativa e f é um homeomorfismo, entdo pelo resultado de Ornstein e Feldman (ver

[13] e [25]) temos que f ¢ uma Cl-conjugacio, portanto f é diferenciavel em todo ponto 6. Entao

1
lim Eloglldwqb'}v(n)ll=a

t——+o0

para todo w € SN e n € E. Segue que
lim llog\detd | | =aln—1)
t—+oo t wYNIEY

Seja w € SN um ponto peridédico de ¢§V com periodo 7 e r{,...,r,_1 0s autovalores complexos

de dy, ¢} : By — E, contando multiplicidades. Denotemos por

plw) = max {|ril}

o raio espectral. Pela formula de Gelfand (ver [20]) temos que

li d. ok o=

o - 1% = p(w)
Entao,

.
= lim — log ||dw¢R =1 4.2
Ta= lim —logldudiy - | = log p(w) (4.20)
Por outro lado, desde que
n—1

1
- log [ det A d3F

Fu | = Zlogln\
w i=1

Entao,

Taln—1) = kEToo le log | det dy¢RF

n—1
- | = 210g |7 ] (4.21)
1=

De (4.20) e concluimos que log |r;| = Ta para todo 1 < i < n — 1. Assim |r;| = |r;| para
todo 1 < 4,5 <n — 1. Pelo teorema 4.2.4 concluimos que N tem curvatura constante negativa e
KN = —a2. ]

Observacao 4.2.6 Em particular, com as hipdteses do teorema 4.2.5 , concluimos que nao existe
1 . ~ .. .
uma C*-conjugacao entre os fluros geodésicos, a menos que as curvaturas de ambas as variedades

sejam constantes negativas e iguais.

Desde que uma variedade compacta com fluxo geodésico Anosov nao tem pontos conjugados (ver

[18]), temos imediatamente o seguinte corolario:
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Corolario 4.2.7 Sejam M, N duas variedades Riemannianas compactas com igual dimensao.
Suponha que as curvaturas seccionais satisfazem inf Ky > sup Ky > Ky e o fluzo geodésico ¢§VI
é Anosov. Se f é uma 1-conjugacio entre os fluzos ¢, e ¢ly, entido Kpy = Ky =sup Ky < 0
e fécCt.

Esse corolario implica, em particular, que duas variedades compactas com a mesma dimensdo e
com fluxos geodésicos Anosov, no caso de nao ter curvatura constante negativa, nunca seus res-
pectivos fluxos geodésicos sao C''-conjugados por um difeomorfismo, nem mesmo por aplicacdes

bi-Lipschitz.

4.3 Fluxos conjugados em Orbitas

Para concluir este capitulo, vamos mostrar uma versao mais geral do coroldrio 4.2.2 e o corolario

4.2.7, quando as equivaléncias nao necessariamente preservam o tempo e tem distor¢ao limitada.

Definigao 4.3.1 Dois fluzos o' : M — M en': N — N sdio equivalentes em 6rbitas se existem
funcées f: M — N eh: R — R tal que foe! =n"®o f. A fungio f é chamada equivaléncia em
orbitas e h(t) a reparametrizacio. Quando uma equivaléncia em drbitas é um homeomorfismo
o chamamos conjugacao em orbitas. Uma equivaléncia em drbitas (conjugacdo em drbitas) é

chamada o-equivaléncia em orbitas (a-conjugacao em orbitas) se satisfaz a equagao (4.1)).

Corolario 4.3.2 Seja M uma variedade Riemanniana de volume finito e N wma variedade
Riemanniana completa. Suponha que inf Ky > sup Ky > Ky e 0s fluxos geodésicos qﬁ’}w e ¢§V
sdo Anosov. Se ¢, e ', sio equivalentes em orbitas por uma Cl-imersio f : SM — SN com
distor¢ao limitada e h(t) € a reparametrizacao impar satisfazendo h(t) > t para t > 0, entdo

Ky =sup Ky < 0.

Demonstragao. Desde que ¢}, ¢ Anosov e M tem volume finito, entdo M ndo tem pontos

2 a

conjugados. Segue que —a” := sup Ky < 0 e podemos considerar Ay = e~% como uma constante
de contragao de ¢%. Como f é uma equivaléncia, entdo f o ¢}, = qﬁi,(t) o f. Fixamos 0 € SM e

seja & € E*(0), entdo
ldg: (0)f © dodh(€)I] = llda(£ 0 B4)(E)I]
= [lda (& o £)(©)]

= |lds@ydn?) o dof(€)l] (4.22)

Desde que ¢l é Anosov e f(W$(0)) C W*(f(0)), concluimos que dpf(£) € E*(f(0)). Parat >0

temos em (4.22))
ldst, (6)f © dodr ()] < Cne™ "M |ldg f(E))] (4.23)
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Como f tem distorgao limitada, isto é,
sup |dg f|
0eSM

—_ < X0
inf |dpfl|*
pnf Ido |

0<

dividimos (4.23)) entre ||dpe’,(€)]|, obtendo

€11
Ido & ()]

inf |dy f|* < Cre 9P d
eéng of|" < Cne 0seléli\>4| of]

Entao, existe uma constante positiva Cy tal que
lds¢hy ()l < Cre™ "D g]| < Cre~ ¢
Analogamente, seja n € E*(#). Desde que h é impar temos que

ldye0)F © dodaf (| = lldo(f © &3 ()]
= ||do(&3 " o ()|
= |l dsoy o o daf(n)| (4.24)

Desde que ¢4, é Anosov e f(W*(0)) C W*(f(0)), concluimos que dy f(n) € E*(f(f)). Parat >0

temos em ((4.24))
ldyso)f © dadyt ()| < Cve™" O dg £ ()|

Seguindo o mesmo andlise feito no caso estével, temos que
ldodnf ()] < Cre™ "D nl| < Cre™ ]

Portanto, podemos considerar A\ys = e~ como uma constante de contragao de ¢%,. Pelo teorema

3.4.1 concluimos que Ky = —a®. O

Usando as mesmas técnicas das demonstracoes do corolario 4.3.2 e o teorema 4.2.5, temos o

seguinte corolario:

Corolario 4.3.3 Sejam M, N duas variedades Riemannianas compactas com tgual dimensdo.
Suponha que as curvaturas seccionais satisfazem inf Ky > sup Ky > Ky e M ndo tem pontos
conjugados. Se f é uma 1-conjugagio em orbitas enire os fluvos ¢, e ¢ com h(t) repara-
metrizagao impar satisfazendo h(t) > t para t > 0, entio Kyy = Ky = supKy < 0 e f €
cl.
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Capitulo 5

Apéndice 1: Variedades Diferenciaveis

5.1 Variedades Diferenciaveis
Vamos considerar M um espaco topoldgico de Hausdorff com base enumerével de abertos.

Definicao 5.1.1 Uma variedade diferencidvel n-dimensional de classe C* é um conjunto M
Jgunto com uma familia de homeomorfismos o : Uy — U, chamadas cartas, onde o € I é um
conjunto de indices, Uy é um subconjunto aberto de M e U, é um subconjunto aberto de R",

com as sequintes propriedades:

j. M:UUa.

ael

1. Para qualquer par o, 8 € I, o dominio da aplicagdo o4 © <p§1, isto €, o3(Us NUg) € um

aberto de R™ e a aplicacao
va o9y p(Ua NUpg) = ¢a(Ua N Up)
é de classe CF.

A familia de cartas {({Ua, ¢a)}acns € chamada atlas de classe C.

Exemplo 5.1.2 Se {(Ua,¢a)} € {(Vs,%5)} sdo atlas de classe C* para as variedades M e N de

dimensoes m e n respectivamente, entao a cole¢do de cartas
{(Ua x V3,00 x5 : Uy x Vg = R™ x R")}

¢ um atlas de classe C* para M x N. Portanto, M x N ¢é uma variedade de classe C* e dimensao

m—+n.
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& &)

Figura 5.1: Variedade diferenciavel

Definicao 5.1.3 Sejam N e M duas variedades diferencidveis de dimensdo n e m respectiva-
mente. Uma aplicacdo continua F : N — M ¢é diferencidvel no ponto p € N se existem cartas
(V,20) em M, com F(p) € V, e (U,p) em N, com p € U, tal que a composi¢io 1) o F o o~}
que ¢ uma aplicagio do conjunto aberto o(F~1(V)NU) de R™ a R™ ¢é diferencidvel em o(p).
Dizemos que F € diferencidvel em N se F' é diferencidvel em p, para todo p € N. Analogamente

definimos aplicagoes de classe C*.

N M

e

| <o e <

Figura 5.2: Aplicagdo diferenciavel entre variedades

Definicao 5.1.4 Um difeomorfismo de variedades é uma aplicacio diferencidvel bijetiva F :

N — M cuja inversa F~1 € diferencidvel.

Proposicao 5.1.5 Se (U,p) é wuma carta da wvariedade M de dimensio n, entdo

p:U = @(U) € um difeomorfismo.

o7



Seja M uma variedade de dimensdo n e denotemos por 7!

,...,7™ as coordenadas de R™. Se
(U,p) = (U,x',...,2") é uma carta de M com p € U, entdo 2 = r' o p. Para f : M — R,
definimos a derivada parcial de f em relacdo a 2’ em p como

R
] = ) = g )

5.2 O Espaco Tangente

Para cada p € M, o par (f,U) denotara a funcdo f : U — R de classe C*°, onde U é um
subconjunto aberto de M com p € U.

Defini¢ao 5.2.1 Dizemos que (f,U) € equivalente a (g,V) se existe um subconjunto aberto
W cUNV, comp e W, tal que f = g em W. Isto define uma relagdo de equivaléncia.
A classe de equivaléncia de (f,U) é chamada germe de f em p e denotaremos por C;°(M) o

conjunto de todos os germes de fungoes C*° em p.-

Definicao 5.2.2 Uma derivacao em p € M € uma aplicagao linear D : CSO(M) — R tal que

D(fg) = (Df)g(p) + f(p)Dg

Definicao 5.2.3 Um vetor tangente em p € M € uma derivacdo em p. O conjunto dos vetores

tangentes em p formam um espago vetorial e denotamos por T,M.

Se consideramos (U, p) = (U,z!,...,2") a carta de M com p € U, entdo para cada 1 < i < n,

g satisfaz a propriedade de derivagdo e portanto é um vetor tangente em p.
x
P

Definicao 5.2.4 Seja F': N — M uma aplicagao C*° entre variedades. Definimos a diferencial

de F' em p como a aplicagao linear

dpF :TpN — TF(p)M
Xp = dpF (X))

onde dyF(X,)f = X,(f o F) € R para todo f € Cj’,o(p)(M),

Teorema 5.2.5 (Regra da Cadeia) Seja F: N — M e G : M — P aplicagées diferencidveis

entre variedades e p € N, entdo
dy(Go F) = dpp)G o dpl’

Coroléario 5.2.6 Se F' : N — M ¢ um difeomorfismo entre variedades e p € N, entao d,F :

TyN — Tp) M é um isomorfismo.
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Consideremos uma carta local (U,¢) = (U,z!,...,2") de M no ponto p. Desde que ¢ é um
difeomorfismo, entdo

dp(p : TpM — T@(p)Rn

é um isomorfismo. Portanto, o espaco tangente tem a mesma dimensao que M. A seguinte

proposicao permite definir uma base para o espaco tangente.

Proposicao 5.2.7 Se (U,p) = (U,z,...,2") é uma carta localde M no ponto p, entio o espago

tangente T, M tem como base

9
Ozt

0

7.."771
» ox

p

Defini¢do 5.2.8 Uma curva em M ¢é uma aplica¢io diferencidvel ¢ : (a,b) — M. O wvetor

velocidade ' (tg) da curva no tempo to € (a,b) se define como

d
d(ty) = dy,c (dt

Podemos ver na definigdo que toda curva ¢ em M nos d&, para cada tg, um vetor tangente em

) 6 TC(to) M
to

TC(tO)M . A seguinte proposicao mostra o reciproco.

Proposicao 5.2.9 Para cada ponto p € M e cada vetor tangente V € T,M, existe um ¢ >0 e
uma curva ¢ : (—e,e) = M tal que ¢(0) =p e d(0) =V.

A seguinte proposicao di outra maneira de calcular a diferencial de uma aplicagdo usando curvas.

Proposicao 5.2.10 Seja F : N — M uma aplicagio diferencidvel de variedades, p € N e

X, € T,N. Se ¢ é uma curva com ¢(0) = p e /(0) = X,,, entao

4EG) = g (Foa

5.3 Campos Vetoriales

Denotemos por C*(M) o conjunto das fungdes C* definidas em M e com valores em R.

Definicao 5.3.1 Um campo vetorial X em uma variedade M é uma aplicacdo definida como

X: M- TM
p — X, T ,M

Dizemos que X € um campo vetorial diferencidvel se a aplicagao € diferencidvel.
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Se consideramos a carta local (U, p) = (U,z',...,2") de M, o valor do campo vetorial X no

pontop e U é

n

X, = di(p) 2

ozt
im1 P

Variando p em todo U temos que os coeficientes a’ sdo funcdes em U. Mostra-se que X ¢é dife-

rencidvel em U se e somente se os coeficientes a* sao diferenciaveis em U.

Um campo vetorial X em M induz uma aplicacdo linear na algebra das funcdes C*¥ em M:

para f € C*(M), definimos X f como a funcio

(XF)(p) = Xpf

Se consideramos a carta local (U, p) = (U,z!,...,2™) de M, temos que

of
ozt

(X)) =Xpf = d'(p)
=1

P

Assim, podemos dar outra caracterizacao para os campos vetoriales diferenciaveis.

Proposicao 5.3.2 Um campo vetorial X em M € diferencidvel se e somente se para toda fungdo

diferencidvel f em M, a aplicacdo X f € diferencidvel em M.

Definicao 5.3.3 Seja a : I — M wma curva diferencidvel em M. Um campo vetorial X ao

longo de o € uma aplicagio que associa a cada t € I o vetor tangente X, ) € Ty M.
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Capitulo 6

Apéndice 2: Alguns Conceitos da

Teoria Ergodica

6.1 Medidas invariantes

Defini¢ao 6.1.1 Seja (M, B, u) um espago de medida e f : M — M uma transformag¢io men-

surdvel. Dizemos que a medida v € invariante por f se

para todo conjunto E C M mensurdvel.

Do mesmo modo podemos definir medida invariante para fluxos mensuraveis.

Defini¢ao 6.1.2 Dizemos que uma medida p € invariante pelo fluzo (¢')icr se ela € invariante

para cada uma das transformacées ¢!, isto €,

para todo B € B e todo t € R.

Proposicao 6.1.3 Seja f : M — M uma transformag¢do mensurdvel e p uma medida em M.

/<pdu:/<p0fdu

para toda funcdo p-integrdvel p : M — R.

Entao f preserva p se e somente se

6.2 Ergodicidade

Defini¢ao 6.2.1 Seja (M, B, ) um espago de probabilidade e f : M — M uma transformagao
mensurdvel que preserva . Dizemos que f € ergddico se para todo conjunto mensurdvel B € B
tal que f~1(B) = B temos u(B) = 0 ou u(B) = 1.
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Teorema 6.2.2 cja (M,B, ) um espago de probabilidade e f : M — M wuma transformagao

mensurdvel que preserva . Sio equivalentes:
1. [ € ergddico.

ii. Os tinicos elementos B € B com u(f~*(B)AB) = 0 sio aqueles com u(B) =0 ou pu(B) =
1.

iii. Para todo B € B com pu(B) > 0 temos p <U f‘"(B)) =1.

n=1

iv. Para todo A,B € B com u(A)u(B) > 0, existe n > 0 tal que p(f~"(A) N B) > 0.

6.3 Teorema Ergédico de Birkhoff

Teorema 6.3.1 (Birkhoff) Seja f : M — M wma transformacao mensurdvel e seja p uma

probabilidade invariante por f. Dado qualquer funcao integravel ¢ : M — R, o limite

p(z) = lim ZsOfJ

n—+oo N

existe em p-quase todo ponto x € M. Além disso, a fungdo ¢ definida desta forma € integrdvel

/ pdp = / Pdp
No caso que f seja ergddica temos

1 i( d
i 35 - [ o

e satisfaz

Coroldrio 6.3.2 Seja (M, B, 1) um espaco de probabilidade e f : M — M uma transformacao

mensurdvel que preserva p. Se [ € ergddico, entdo para quase todo x € M temos

lim —ﬁ{kE{O,l,...,n—l}:fk(x) EB} = u(B)

n—oo n

para todo B € B.

Usando o teorema ergddico de Birkhoff podemos dar uma caracterizagdo das transformagoes

ergddicas.

Corolario 6.3.3 Seja (M, B, 1) um espaco de probabilidade e f : M — M uma transformag¢ao

mensurdvel que preserva . Entdo f € ergddico se e somente se para todo A, B € B
Jim Z p(f7"(A)N B) = u(A)u(B)
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Teorema 6.3.4 (Birkhoff para Fluxos) Seja (X,B,u) um espago de probabilidade, com p

invariante para um fluro ¢' e f € L'(u), entdo a funcio

f( - Tl—lg-loo T / f
estd definida p-quase todo ponto e [ fdu = [ fdu.

Demonstracao. Sem perda de generalidade, vamos supor que f > 0. Para o caso geral s6

separar a fungdo em parte positiva e negativa. Definimos a seguinte fungao

1
z/fW@Wt

Por hipotese f € L'(u), entdo pelo teorema de Tonelli

//f¢t )dtdp = //fd)t )dpdt = /fd,u<oo

Assim 9(z) < oo estd bem definida p-quase sempre, ¢ € L'(u) e [¢dp = [ fdu. Para cada
j € NU{0} temos que

1 } j+1
bodi(a /fww ﬁ:Aﬂwwmﬁ=/ F(6t ()t

Entao,
(T]-1 (T]-1 [T]
o (x F(@'((2)))dt = F@'((2)))dt
ICES WA J

Logo, temos que

(T]-1

Tt i l T
T/o f(@'(z))dt = = — Z Yol (x T/[T]f<¢ (z))dt (6.1)

Tentaremos limitar o segundo termo da soma, para isso

1
T

T
f(¢' ()t
1)

1 s 1
<Sp [, S@E S quETe) o

T)
- quase sempre quando T — +o0.
Aplicando o teorema de Birkhoff para ¢! e 1 temos que o primeiro termo na direita da equacio

(6.1) converge p-quase sempre. Entdo o limite

lim / f(#'(x))dt = f( )

T—+o0 T
existe p-quase sempre e [ fdu = [ fdpu. O

Corolario 6.3.5 Nas mesmas condigoes do teorema 6.5.4, se p € ergddica entdo

Y
TETOOT/O w(cﬁt(w))dt:/xs@dﬂ
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