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PGMAT UFRJ, da Universidade Federal do
Rio de Janeiro, como parte dos requisitos
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Resumo da Dissertação apresentada à IM-UFRJ como parte dos requisitos
necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

DESIGUALDADES DE IMERSÃO ÓTIMAS E APLICAÇÕES À DINÂMICA
GLOBAL DE ALGUNS MODELOS DISPERSIVOS

Abdon Moutinho

Maio/2020

Orientador: Adán José Corcho Fernández

Programa: Pós-Graduação em Matemática (Mestrado)

Resumo. Nesse trabalho nós utilizaremos as técnicas introduzidas em [27] para

encontrar restrições na massa do dado inicial do Problema de Cauchy (Problema
de Valor Inicial) associado à equação Não-Linear de Schrödinger com Derivada e
à equação de Korteweg-de Vries Qúıntica (modelo de massa cŕıtica por invariância
de escala do modelo) de modo que seja posśıvel provar boa colocação global em
ambos modelos quando são considerados dados iniciais no espaço de Sobolev H1,
definidos no toro T (ou seja, quando são consideradas soluções periódicas). Para
obtermos os resultados principais, usaremos técnicas da Teoria do Transporte de
Massa provenientes em [1] e [5], as quais serão úteis para obter desigualdades do
tipo Gagliardo-Nirenberg. Outro elemento crucial na obtenção dos resultados será
o entendimendo de transformações de tipo calibre, definidas e estudadas em [14].

Palavras Chave: Problema de Valor Inicial, Boa Colocação Glo-

bal, Equação Não-Linear de Schrödinger com derivada, Equações de
Korteweg-de Vries com massa cŕıtica, Teoria do Transporte de Massa,
Transformações de Calibre, Desigualdades de Gagliardo-Nirenberg.
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Abstract. In this work we will use the techniques introduced in [27] to search res-

trictions in the mass of initial data of Cauchy Initial Value Problem(IVP) associated
to the Derivative Nonlinear Schrödinger Equation and to Fifth Order Korteweg-de
Vries Equation (critical mass model and scale invariance model of the model) such
that is possible to have Global Well-posedness of both models when initial data are
considered in Sobolev space H1, defined in Torus T (that is, when periodic solutions
are considered). To obtain these main results, we will use techniques of Mass Trans-
portation Theory from [1] and [5], which are useful to obtain inequalities of type
Gagliardo-Nirenberg. Another crucial element in the achievement of the results will
be the understanding of the Gauge Transformations, defined and worked in [14].

Key words: Initial Value Problem, Global Well-posedness, Derivative

Nonlinear Schrödinger equation, Critical Mass Korteweg-de Vries equa-
tions, Mass Transportation Theory, Gauge Transformations, Gagliardo-
Nirenberg Inequalities.

vi



Introdução

Neste trabalho será estudado a existência de soluções globais para dois modelos
dispersivos não lineares unidimensionais, onde o operador de propagação livre é do
tipo Schrödinger. Em ambos modelos as soluções globais serão obtidas sob algumas
restrições da massa inicial, a qual é conservada por ambos modelos ao longo do
tempo. Consideremos inicialmente o Problema de Valor Inicial (PVI) associado
à equação de Schrödinger Não-Linear com Derivada posta na reta, e cujo modelo
matemático é definido por:

i∂tu(t, x) + ∂2
xu(t, x) = i∂x(|u|2u)(t, x), (t, x) ∈ R× R,

u(0, x) = u0(x).
(I.1)

O dado inicial u0 será considerado no espaço de Sobolev H1(R), cuja definição
precisa pode ser vista em [9]. A solução u da equação (I.1) satisfaz as seguintes leis
de conservação que serão retomadas no Caṕıtulo 3: A conservação da massa dada
por

‖u(t)‖L2(R) = ‖u0‖L2(R) , (1)

a conservação da energia dada por

ED(u(t)) =
∫
R
(|ux(t)|2 + 3

2 Im |u(t)|2u(t)ux(t) + 1
2 |u(t)|6) dx = ED(u0), (2)

e, por último o momento dado por

PD(u(t)) = Im
∫
R
ux(t)u(t) dx+ 1

2

∫
R
|u(t)|4 dx = PD(u0). (3)

Para entender a dinâmica das soluções do modelo (I.1) com dados iniciais em espaços
de Sobolev Hs(M), onde M = R ou M = T é crucial entender as propriedades,
nesses espaços funcionais, do fluxo gerado pela equação linear, dada por:

i∂tu(t, x) + ∂2
xu(t, x) = 0,

u(0, x) = u0(x)
(I.2)
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nos espaços Hs(R), que serão bem explicados no Caṕıtulo 1. Seja u0 ∈ S(R) o
espaço de Schwartz, cujas propriedades serão apresentadas no Caṕıtulo 1, existe
uma única solução suave da equação (I.2) que será denotada por S(t)(u0)(x) para
todo t real. Não é dif́ıcil verificar que o operador S(t) é linear em S(R) e que para
qualquer real s ‖S(t)(u0)‖Hs(R) = ‖u0‖Hs(R) . Por argumento de densidade de S(R)
em Hs(R), verifica-se que S(t) tem única extensão linear, cont́ınua e isométrica em
Hs(R) para todo s real, portanto, usaremos a partir de agora a extensão de S(t) no
lugar de S(t) para todo t ∈ R.

Primeiramente, a solução integral de (I.1) definida u ∈ C((−T, T ), H1) para
dado inicial u0 deve ser solução em todo t ∈ (−T, T ) de

u(t, x) = S(t)(u0)(x) +
∫ t

0
S(t− s)(i∂x(|u|2u)(s))(x) ds. (4)

Diremos que a equação (4) é localmente bem posta em H1(R) se verifica as seguintes
propriedades:

• Para qualquer dado inicial u0 em H1(R), existe uma única solução u(t, x) ∈
C((−T, T ), H1(R)) da equação integral (4) para um determinado valor T > 0.

• Existe dependência cont́ınua das soluções, que significa que se v0 está muito
próximo de u0 em H1(R), então a solução v da equação (I.1) com dado inicial
v0 se mantém próxima de u em C((−T, T ), H1(R)).

Além disso, dizemos que o modelo de equação dispersiva (I.1) é globalmente bem
posto para dados iniciais u0 ∈ X ⊂ H1(R), se valem as mesmas propriedades das
soluções de uma equação localmente bem posta para qualquer intervalo de tempo
[0, T ]. A prova da equação (4) ser localmente bem posta em H1(R) é encontrado no
artigo [25].

Nota-se também que a transformação escalar de u(t, x) definida como

uβ(t, x) = β
1
2u(β2t, βx) (5)

também resolve a equação (I.1) para qualquer solução u(t, x). Utilizando a identidade

‖Ds
xuβ(0)‖L2(R) = βs ‖Ds

xu0‖L2(R) (6)

verificada no artigo [25] com Ds
x o operador diferencial que satisfaz para qualquer

f ∈ Hs(R) a identidade D̂s
xf(x) = Cf̂(x)|x|s para certa constante C > 0, mais

detalhes podem ser vistos no Caṕıtulo 1 de [16]. A identidade (6) implica que a
única norma Hs(R) conservada pela transformação escalar é a norma em L2(R).
Essa invariância da norma L2(R) implica que o tempo de existência não depende da
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massa da solução, caso contrário todas as soluções seriam globais. Essa observação
nos motiva a estudar o conceito de massa cŕıtica que corresponde ao máximo valor
que ‖u0‖L2(R) pode tomar para que u(t, x) seja solução global na variável t ∈ R. De
maneira análoga, para o seguinte Problema de Valor Inicial no domı́nio periódico T
dado por vt(t, x) + vxxx(t, x) + 5v4vx(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× T

v(0, x) = v0(x).
(II.1)

O dado inicial v0 será considerado em H1(T). A solução desse problema satisfaz as
seguintes leis de conservação: A lei da massa dada por

‖v(t)‖2
L2(T) = ‖v0‖2

L2(T) = M0, (7)

e a lei da energia dada por

1
2

∫
T
|vx(t, y)|2 dy − 1

6

∫
T
|v(t, y)|6 dy = E0. (8)

Essas duas leis de conservação serão retomadas no Caṕıtulo 5. Essa equação é
denotada por Equação Generalizada de Korteweg-de Vries com k = 5. A definição
de solução da equação (II.1) é análoga à da equação (I.1) e é bem explicada no
Caṕıtulo 7 do livro [16]. As definições da solução do problema (II.1) ser localmente
ou globalmente bem posta é análoga às definições para o problema (I.1) por isso
serão omitidas. Também verifica-se que se v(t, x) é solução de (II.1), a transformação
escalar de v dada por

vα(t, x) = α
1
2v(α3t, αx) (9)

também é solução de (II.1). Por observações feitas no Caṕıtulo 7 do livro [16],
também verifica-se que a única norma em Hs(T) preservada por essa transformação
é a norma em L2(R). De maneira análoga ao problema (I.1) e uma vez que a equação
(II.1) é focalizante, a invariância da norma ‖·‖L2(T) pela transformação escalar mo-
tiva o estudo de massa cŕıtica para dados iniciais v0 ∈ H1(T), enquanto que para
modelos de equação de Korteweg-de Vries Qúıntica desfocalizante a lei da Energia
implica que todas soluções desse modelos para qualquer dado inicial em H1 são
globais. O modelo (I.1) aparece no estudo da propagação de ondas circularmente
polarizadas de Alfvén em plasma magnetizado com campo magnético constante na
área de F́ısica de Plasma. Essas e mais informações sobre aplicações f́ısicas podem
ser encontrados em [20] e [21]. O modelo (II.1) é derivado do estudo de ondas longas
não lineares dispersivas em superf́ıcies rasas, mais detalhes podem ser encontrados
em [15].

O primeiro objetivo deste trabalho é encontrar restrições de massa para dados
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em H1 que garantam que as respectivas soluções locais possam ser estendidas glo-
balmente nos problemas (I.1) e (II.1). A ideia da prova do resultado relacionado ao
problema (I.1) consiste em utilizar as leis de conservação da solução u(t, x) dessa
equação e a desigualdade ótima de Gagliardo-Nirenberg provada em [1] para estimar
a expressão

f(t) =
‖u(t)‖4

L4(R)

‖u(t)‖3
L6(R)

. (10)

Caso u não fosse solução globalmente bem posta teŕıamos que ocorreria a alterna-
tiva de blow-up, que consiste em existir T > 0, tal que ‖ux(t)‖L2(R) tende a +∞
quando t tende a T. E isso implicaria que f(t) seria uniformemente limitada em
cima e embaixo para todo t suficientemente próximo de T por constantes positivas.
Combinando essa estimativa com a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg obtemos
que f(t) deveria satisfazer uma desigualdade polinomial o que concluiria que seria
imposśıvel existir blow-up e logo para certos valores de ‖u0‖L2(R) teŕıamos que a
equação seria globalmente bom posta. Esse racioćınio é bem explicado em [27].

Usando mesmo argumento na equação (II.1) podemos obter outras estimativas
de massa cŕıtica e empregando a técnica das Transformações de Calibre trabalhadas
em [14], encontradas no Caṕıtulo 2, melhoramos a primeira restrição de massa para
essa equação e usando as leis de conservação de (II.1) obtemos mais uma restrição
melhorada de massa cŕıtica.

O trabalho será estruturado da seguinte forma: Os caṕıtulos 1 e 2 são dedica-
dos a estabelecer resultados básicos de Análise que servirão de base para obter os
resultados principais. O Caṕıtulo 3 é dedicado ao estudo da existência de soluções
globais para a equação (I.1) na reta, já o Caṕıtulo 4 é dedicado ao mesmo problema,
só que no contexto de um domı́nio periódico. Finalmente, no Caṕıtulo 5, serão
apresentados os resultados correspondentes à equação (II.1).

x



Sumário

1 Preliminares 1
1.1 Resultados de Teoria de Medida e Análise Funcional . . . . . . . . . . 1
1.2 Teoria das distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 4
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Caṕıtulo 1

Preliminares

1.1 Resultados de Teoria de Medida e Análise
Funcional

Nessa seção, introduziremos alguns resultados de Teoria da Medida e Análise Fun-
cional que servirão de base teórica para demonstrar os resultados principais e suas
aplicações.

Definição 1.1.1. Seja X um conjunto qualquer e V ⊂ P(X), então (X,V) é uma
sigma-álgebra se e só se satisfaz as condições abaixo:

1. ∅ ∈ V ,

2. Se (Ai)i∈N ⊂ V, então
∞⋃
i=1

Ai ∈ V ,

3. Se A ∈ V, então X \ A ∈ V .

Agora, daremos a noção de medida definidas em sigma-álgebras.

Definição 1.1.2. Se (X,V) é uma sigma-álgebra, então uma função µ : V → R+ ∪
+∞∪ 0 é uma medida se satisfaz as seguintes condições:

1. µ(∅) = 0,

2. Se A ,B ∈ V são disjuntos, então µ(A ∪B) = µ(A) + µ(B),

3. Se (Bi)i∈N ⊂ V, Bi+1 ⊂ Bi para qualquer i, Bi ↓ ∅ e µ(Bj) < +∞ para algum
ı́ndice j, então limi→∞ µ(Bi) = 0.

Agora consideraremos (X,V , µ), um conjunto X com sigma-álgebra V e medida
µ. Como exemplos de conjuntos com medida, considere os seguintes espaços:

• (Rn,B), onde a sigma-álgebra em Rn é gerada pelos conjuntos abertos de Rn.
Chamaremos essa sigma-álgebra de Borel em Rn.
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• Se Md é uma variedade contida em Rn, então temos a sigma-álgebra induzida
(M,B) gerada por abertos em Rn. Um exemplo desse caso é o ćırculo T1 que
é equivalente a [0, 1]/{1 0} contida em R.

Definição 1.1.3. Seja V sigma-álgebra de X. Uma função f : (X,V) → Rn é
mensurável se para qualquer aberto K ⊂ Rn, então f−1{K} pertence a V.

Se V é uma sigma-álgebra de um conjunto X, para cada S ∈ V , um exemplo trivial
de função mensurável é a função simples dada por:

χS(x) =

1 se x ∈ S,

0 caso contrário.
(1.1)

Agora, tomando com base a definição de integral de funções mensuráveis, usaremos
a medida de Lebesgue λ para R e a sigma-álgebra de Lebesgue L e introduzire-
mos outros conceitos importantes. Para uma introdução à integral de Lebesgue
recomendamos [10].

Definição 1.1.4. Seja f : (R,L, λ)→ C, f é absolutamente cont́ınua se para cada
ε > 0 e cada intervalo compacto [A,B], existe σ > 0 tal que se união disjunta de
intervalos ⊕n

i=1[ai, bi] ⊂ [A,B] com ∑n
i=1 |bi − ai| < σ, então∑n

i=1 |f(bi)− f(ai)| < ε.

Teorema 1.1.1. Se f : R→ C é absolutamente cont́ınua, então existe única função
mensurável g : R→ C tal que para qualquer x, z ∈ R

∫ z

x
g(y) dλ = f(z)− f(x). (1.2)

Demonstração. Ver [10].

Um resultado importante relacionado a isso é o teorema da Diferenciação de
Riemann-Lebesgue, o qual enunciamos a seguir:

Teorema 1.1.2. Se f é absolutamente cont́ınua com
∫ z
x g(y) dλ = f(z)− f(x) para

todo x, z, então vale:

lim
h→0

f(x+ h)− f(x)
h

= g(x) q.t.p. (1.3)

Demonstração. Ver [10].

É fácil verificar que se f, g são funções absolutamente cont́ınuas, então f(x)g(x)
também é e

(fg)′(x) = f
′(x)g(x) + f(x)g′(x) q.t.p. em x ∈ R.

2



Também provaremos o seguinte resultado necessário na demonstração de um resul-
tado no caṕıtulo de transformações calibradas.

Teorema 1.1.3. Se f ∈ C∞(R), f tem derivada limitada e g é absolutamente
cont́ınua, então f ◦ g(x) também é absolutamente cont́ınua e

(f ◦ g)′(x) = f
′(g(x))g′(x),

se x pertence a um conjunto mensurável H com λ(R \H) = 0.

Demonstração. Como |f ◦ g(x)− f ◦ g(y)| ≤
∥∥∥f ′∥∥∥

L∞
|g(x)− g(y)| para qualquer x, y

em R, segue diretamente da definição que g absolutamente cont́ınua implica em f ◦g
absolutamente cont́ınua.

Como g é cont́ınua e f é suave tem-se

lim
h→0

f ◦ g(x+ h)− f ◦ g(x)
g(x+ h)− g(x) = f

′(g(x)), (1.4)

logo podemos concluir que g′(x) = limh→0
g(x+h)−g(x)

h
para quase todo x ∈ R, de

onde decorre a demonstração do teorema.

Além desse resultado será útil a Desigualdade de Hölder, que diz o seguinte:

Teorema 1.1.4. Se (X,V , µ) é um espaço com medida µ na sigma-álgebra V, então
se f, g são funções mensuráveis em X tais que 1/p+ 1/q = 1, p, q ≥ 1, vale:

∫
X
f(x)g(x) dµ ≤

( ∫
X
|f(x)|p dµ

) 1
p
( ∫

X
|f(x)|q dµ

) 1
q . (1.5)

Demonstração. Ver Caṕıtulo 4, Seção 4.2 do livro [10].

Continuamos a seguir com alguns resultados básicos de Análise Funcional.

Teorema 1.1.5. Se T : U → V é um operador linear limitado entre dois espaços de
Banach, então o operador dual T ∗ : V ′ → U

′ é limitado e, além disso, ‖T‖ = ‖T ∗‖.

Demonstração. Ver Caṕıtulo 2, Seção 2.1 do livro [3].

Definição 1.1.5. Sejam X um espaço de Banach e X ′ seu dual, dado pelo conjunto
aplicações lineares cont́ınuas em X. A menor topologia em X

′ no qual para cada
x ∈ X o funcional linear x : X ′ → C é cont́ınuo é a topologia fraca estrela de X ′.

Teorema 1.1.6 (Banach-Alaoglu). Seja X um espaço de Banach e X
′ seu dual,

então o fecho da bola unitário em X
′ é compacto na topologia fraca estrela.

Demonstração. Ver Caṕıtulo 6 do livro [3].
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1.2 Teoria das distribuições

Antes de apresentar a teoria dos espaços de Sobolev, necessitaremos primeiros apre-
sentar o conceitos de distribuição, pois em grande parte do estudo de problemas de
equações diferenciais parciais são estudados soluções fracas das equação, as quais
resolvem o modelo de equação no sentido distribucional.

Primeiro, definiremos o que é o espaço de funções teste que suportam o conceito
de distribuição.

Definição 1.2.1. Seja Ω um aberto contido em Rn. Denotamos por D(Ω) o espaço
topológico gerado por C∞0 (Ω) com a topologia definida da seguinte forma: dada
φn ∈ C∞0 (Ω), φn

D(Ω)−−−→ φ tais que existe compacto K1 ( Ω com ∪∞i=1 suppφi = K1

e para quaisquer compacto K ( Ω e derivada ∂α com |α| ≥ 0, temos que
limn→∞ ‖∂α(φ− φn)‖L∞(K) = 0.

Denotaremos por D(Ω) o espaço das funções testes. Agora, com essa definição,
poderemos definir o espaço das distribuições.

Definição 1.2.2. Sejam Ω algum aberto limitado de Rn e T : C∞0 (Ω)→ C operador
linear em C∞0 (Ω). Dizemos que T ∈ D′(Ω) se e só se T é cont́ınuo em D(Ω), isto
é: se φn

D(Ω)−−−→ φ, então limn→∞ T (φn) = T (φ). Além disso, para uma sequência

(Ti)i∈N ⊂ D
′(Ω) e T ∈ D

′(Ω) diremos que Ti
D
′ (Ω)−−−→ T se, e somente se, para

qualquer φ ∈ D(Ω) vale limi→∞ Ti(φ) = T (φ).

Para cada função mensurável f , definimos Tf como operador linear em C∞0 (Ω)
igual a Tf (φ) =

∫
Ω f(x)φ(x) dx apenas quando

∫
Ω f(x)φ(x) dx for bem definido para

qualquer φ ∈ C∞0 (Ω). A partir de agora, afirmaremos que um conjunto de funções
qualquer S de Ω tomando valores em C está contido em D

′(Ω), se para qualquer f ∈
S, então T (f) ∈ D′(Ω). Em particular, é fácil verificar que os espaços Lp(Ω) ⊂ D

′(Ω)
para 1 ≤ p < ∞ usando desigualdade de Hölder e para p = ∞ segue diretamente
da definição do espaço D(Ω). Em particular, usando a desigualdade de Hölder,
também verifica-se que se gn

Lp(Ω)−−−→ g, então para qualquer φ ∈ D(Ω), vale que
limn→∞ Tgn(φ) = Tg(φ), ou seja a inclusão é cont́ınua em D

′(Ω).
Além disso, em D

′(Ω), pode-se definir a noção de derivadas nesse espaço usando
ideias oriundas da integração por partes, como vemos a seguir.

Definição 1.2.3. Se T ∈ D
′(Ω), então ∂αT é definido como a aplicação linear

pertencente a D′(Ω), definida por

∂αT (φ) = (−1)|α|T (∂αφ), (1.6)

para cada φ ∈ D(Ω). Chamaremos esse tipo de derivação de derivada distribucional.
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O termo (−1)|α| vem do fato de que
∫

Ω f(x)∂αg(x) dx = (−1)|α|
∫

Ω g(x)∂αf(x) dx
quando f e g estão em D(Ω), logo por isso fica claro que a definição acima estende
o conceito de derivada num espaço maior que o das funções suaves e de suporte
compacto.

Note que se T ∈ D′(Ω), nem sempre existe função mensurável em algum Lp(ω)
com f : Ω→ C com T = Tf . Por exemplo, utilizando a distribuição delta de Dirac
δ definido por δ(φ) = φ(0), não existiria f satisfazendo:

∫
Ω
f(x)φ(x) dx = φ(0) para qualquer φ ∈ D(Ω). (1.7)

O que implica que o espaço das distribuições é maior que qualquer espaço Lp(Ω)
para qualquer p ≥ 1.

Além disso, também existe o espaço de distribuições temperadas definidas em
espaços de Schwartz, os quais serão definidos agora.

Definição 1.2.4. S(Rn) corresponde ao conjunto de funções f ∈ C∞
(
Rn,C

)
tais

que
∥∥∥|x|k∂kixi . . . ∂knxn(f)

∥∥∥
L∞(Rn)

<∞ (1.8)

para qualquer k ∈ N∪ {0} e para todo i ∈ [n] ki ∈ N∪ {0}. Dizemos que gn
S(Rn)−−−→ g

quando:
lim
n→∞

∥∥∥|x|k∂kixi . . . ∂knxn(g − gn)
∥∥∥
L∞(Rn)

= 0 (1.9)

para qualquer k ∈ N ∪ {0} e para todo 1 ≤ i ≤ n natural e ki ∈ N ∪ {0}.

Agora, definiremos o espaço das distribuições temperadas.

Definição 1.2.5. Um operador linear T : S(Rn) → C é dito uma distribuição
temperada se para toda fn

S(Rn)−−−→ f , tem-se que limn→∞ T (fn) = T (f). O espaço das
distribuições temperadas é denotado por S ′(Rd).

1.3 Espaços de Sobolev

Nessa seção, apresentaremos as propriedades dos espaços de Sobolev.

Definição 1.3.1. Dados p ≥ 1, k ∈ N e Ω um aberto de Rn, denotamos por W k,p(Ω)
o subconjunto de Lp(Ω) tal que para qualquer multi-́ındice m = (k1, . . . , kn) ∈ Nn

com ∑n
i=1 ki ≤ k, se f ∈ W k,p(Ω), então a derivada distribucional Dmf ∈ D

′(Ω)
possui um representante h ∈ Lp(Ω). Isto é, Th = Dmf ∈ D′(Ω).

O espaço W k,p(Ω) é de Banach para 1 < p < ∞ com a norma ‖f‖k,p =∑
{|m|=k} ‖Dmf‖Lp(Ω) (ver Teorema 2 em [9]) e Hilbert para p = 2. Em particu-

lar, para p = 2 e Ω = Rn, temos a seguinte definição:
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Definição 1.3.2. Dado s ∈ R, o espaço de Sobolev de ordem s é definido por

Hs = {f ∈ S ′(Rn) : F(Λsf)(ξ) = (1 + |ξ|2) s2 f̂(ξ) ∈ L2(Rn)}.

Além disso, para cada f ∈ Hs tem-se que ‖f‖2
s,2 =

∫
Rn |f̂(x)|2(1 + |x|2)s dx.

Usando a norma ‖·‖s,2, não é dif́ıcil ver que Hs é um espaço de Hilbert.
Não é dif́ıcil verificar que quando s é inteiro maior ou igual a zero, temos que

Hs = W s,2(Rn). Agora, enunciaremos desigualdades e resultados importantes em
espaços Hs(Rn).

Teorema 1.3.1. Se s > n
2 e f ∈ Hs(Rn), então f ∈ C∞(Rn) o qual é o espaço das

funções cont́ınuas g(x) que vão para zero quando |x| → ∞. Em particular vale a
seguinte desigualdade:

‖f‖L∞ ≤ Cn,s ‖f‖s,2 . (1.10)

Demonstração. Ver Teorema 3.2 em [16].

Teorema 1.3.2. Se s > n
2 , então Hs é uma álgebra e se f, g ∈ Hs, então

‖fg‖s,2 ≤ cs,2 ‖f‖s,2 ‖g‖s,2 .

Demonstração. Ver Teorema 3.4 em [16].

Teorema 1.3.3. Se s ∈ (0, n2 ), então Hs está continuamente mergulhada em Lp(Rn)
para p = 2n

n−2s ou s = n(1
2 −

1
p
). Em particular para qualquer f ∈ Hs com s ∈ (0, n2 ),

vale:
‖f‖Lp(Rn) ≤ c ‖f‖s,2 . (1.11)

Demonstração. Ver Teorema 3.3 em [16].

Combinando os Teoremas 1.1.5 e 1.3.3, verifica-se por dualidade que:

Teorema 1.3.4. Se s ∈ (0, n2 ) e existe cn,s constante para qualquer f ∈ Lp(Rn) com
p = 2n

n−2s , tal que:
cn,s ‖f‖Lp(Rn) ≥ ‖f‖−s,2 . (1.12)

Em particular Lp(Rn) está mergulhado continuamente em H−s.

Introduziremos por último a Desigualdade de Interpolação de Young que será
utilizada como ferramenta nesse texto.

Teorema 1.3.5. Sejam f ∈ Lp(Rn) e g ∈ Lq(Rn), tais que 1 ≤ p, q ≤ ∞ com
1
p

+ 1
q
≥ 1. Para

f ∗ g(x) =
∫
Rn
f(x− y)g(y) dy (1.13)

temos que para 1
r

= 1
p

+ 1
q
− 1, vale

‖f ∗ g‖Lr ≤ ‖f‖Lp ‖g‖Lq . (1.14)
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1.4 Breve introdução à Teoria de Transporte de
Massa

Nessa seção, apresentaremos uma introdução básica à teoria de Transporte de
Massa e suas aplicações. O foco dessa seção é apresentar resultados necessários
para verificar uma desigualdade do tipo Gagliardo-Niremberg que será de bastante
utilidade para deduzir os resultados principais.

1.4.1 Motivação

A ideia dessa teoria foi criada para estudar o seguinte problema: Há uma quanti-
dade de “sacos de areia” ou “part́ıculas” X ⊂ (Rd, ρ0) que precisa ser transportada
para (Rd, ρ1), com ρ1 e ρ0 duas medidas probabiĺısticas em Rd e bem definidas em
conjuntos borelianos. Se deseja minimizar o “custo” de transporte de part́ıculas de
uma região à outra.

Definição 1.4.1. A função c : Rd × Rd → R será chamada de função custo.

Intuitivamente, o valor c(x, y) representa o custo pontual de levar uma part́ıcula
da coordenada inicial x em (Rd, ρ0) para uma coordenada y em (Rd, ρ1). Agora
enunciaremos a definição formal do que seria o “transporte de part́ıculas” conforme
a intuição descrita acima.

Definição 1.4.2. Seja T (ρ0, ρ1) o conjunto de funções mensuráveis T : (Rd, ρ0)→
(Rd, ρ1), com ρ0{T−1(B)} = ρ1{B} para qualquer B boreliano. Denotaremos isso
por T#ρ0 = ρ1.

Assim, a motivação da Teoria de Transporte de Massa corresponde a achar o
transporte com o menor custo que leva “part́ıculas” de uma região à outra. Esse
problema tem aplicações importante nas áreas de Economia, Óptica, Metereologia,
Kinetic Theory e no estudo de Equações Parciais Diferenciais. Informações mais
detalhadas sobre o assunto podem ser encontradas em [26].

De uma forma geral, isso corresponde a achar um T o que resolve o seguinte
problema de Monge:

inf
T∈T (ρ0,ρ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dρ0(x). (1.15)

Não é dif́ıcil verificar que existem casos em que T (ρ0, ρ1) é vazio e o problema
não faz sentido.

O problema de Monge para c(x, y) = |x − y| e qualquer dimensão d do espaço
euclideano foi resolvido por Evans e Gangbo em 1999 em [8] supondo que dρ0(x) =
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p0(x)dx, dρ1(x) = p1(x)dx e que as funções p0, p1 são lipschitzianas e de suporte
compacto.

Os resultados de [8], resultados obtidos por Caffarelli-Feldman-McCann [7] e
Trudinger-Wang[22].Também Caffarelli[6], McCann[12] e Gangbo [13] resolveram o
problema de Monge para c(x, y) = h(x− y) com h função convexa. O caso em que
c(x, y) = l(|x− y|) com l estritamente côncava também foi provado em [12] e [13].

Com todas as informações reunidas, não é dif́ıcil verificar o resultado a seguir.

Teorema 1.4.1. Seja T : Rd → Rd uma aplicação boreliana. T ∈ T (ρ0, ρ1) se, e
somente se, para qualquer G ∈ L1(Rd, ρ1), vale:

∫
Rd
G(Tx) dρ0(x) =

∫
Rd
G(y)dρ1(y). (1.16)

O problema de Monge pode ser modificado em outro problema de minimização
que sobe certas condições é equivalente a ele. Essa nova questão corresponde ao
problema de Kantorivich.

Definição 1.4.3. Denotamos por Γ(ρ0, ρ1) o conjunto de medidas µ em Rd × Rd,
tais que

• µ{B × R} = ρ0{B},

• µ{Rd × A} = ρ1{A}.

Assim, o problema de Kantorovich corresponde a analisar

inf
γ∈Γ(ρ0,ρ1)

∫
Rd×Rd

c(x, y) dγ(x). (1.17)

Teorema 1.4.2. Se a função de custo c : Rd × Rd → R for não-negativa cont́ınua
e ρ0, ρ1 forem medidas não-atômicas, então

inf
γ∈Γ(ρ0,ρ1)

∫
Rd×Rd

c(x, y) dγ(x) = inf
T∈T (ρ0,ρ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dρ0(x). (1.18)

Ou seja, os problemas de minimização de Monge e Kantorivich são equivalentes.

Demonstração. Ver demonstração em [26] e [11].

1.4.2 Resultados da Teoria de Transporte de Massa

A partir dessa subseção a função custo c : Rd × Rd → R dependerá de uma função
h : Rd → [0,∞), a qual satisfará as três seguintes hipóteses:

(H1) c(x, y) = h(x− y),
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(H2) lim|z|→∞ h(z)
|z| = +∞,

(H3) h ∈ C1(Rd) é convexa.

Definição 1.4.4. se u, v : Rd → R ∪ {−∞}, nós definimos:

• vc(x) = infy∈Rd c(x, y)− v(y),

• uc(y) = infx∈Rd c(x, y)− u(x).

Definição 1.4.5. Seja X ⊂ Rd um conjunto convexo. Para cada função f : X → R,
a função

f ∗(x) = sup
y∈X

x · y − f(y) (1.19)

é a Transformada de Legendre de f .

Definição 1.4.6. Se µ e σ são medidas sobre mesma sigma-álgebra V de X, se
B ∈ V e σ{B} = 0 implicar que µ{B} = 0, denotaremos µ << σ.

Nessas novas condições podemos enunciar dois importantes resultados.

Lema 1.4.3. Assuma que valem as hipóteses (H1),(H2) e (H3) e considere uma
medida µ0 << dx, (T0)#µ0 = µ1. Então existe uma função semicont́ınua superior-
mente v0 : Rd → R ∪ {∞}, T0(x) = x − ∇h∗(∇u0(x)), onde h∗ é a transformada
de Legrende de h e u0 = vc0. Assumindo v0 = −∞ fora do suporte de µ1, então T0

minimiza

inf
T∈T (µ0,µ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dρ0(x). (1.20)

Além disso, vale a igualdade:

inf
γ∈Γ(µ0,µ1)

∫
Rd×Rd

c(x, y) dγ(x) = inf
T∈T (µ0,µ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dµ0(x). (1.21)

Demonstração. Ver [11].

Teorema 1.4.4. Assuma que valem (H1),(H2) e (H3) e que h é uma função radial.
Assuma também que µ0 << dx. Se

inf
T∈T (µ0,µ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dρ0(x) < +∞, (1.22)

então existe minimizador T0 do problema de Monge e ele é único. Além disso, vale

inf
γ∈Γ(µ0,µ1)

∫
Rd×Rd

c(x, y) dγ(x) = inf
T∈T (µ0,µ1)

∫
Rd
c(x, Tx)dµ0(x). (1.23)

Mais ainda, se também tivermos µ1 << dx, então T0 também é função invert́ıvel
em Rd exceto num conjunto de medida nula.
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Demonstração. Ver [11].

Agora, apresentaremos uma distância que definirá uma topologia sobre o espaço
de medidas probabiĺısticas em Rd.

Definição 1.4.7. Sejam µ0 e µ1 duas medidas probabiĺısticas em Rd,

Wp(µ0, µ1) = (1
p

infγ∈Γ(µ0,µ1){
∫
Rd×Rd |x− y|pdγ(x, y)})

1
p .

Observação. No caso em que µ0 e µ1 são medidas não-atômicas, então Wp(µ0, µ1) =
(1
p

infT∈T (µ0,µ1)
∫
Rd |x− Tx|dµ0(x))

1
p .

Agora, introduzimos a noção de métrica no espaço de medidas probabiĺısticas
que será útil para definição de topologia e geodésicas nesse espaço.

Teorema 1.4.5. Seja 1 ≤ p < +∞, Wp(, ) é uma métrica em

P p = P (Rd) ∩ {µ |
∫
Rd |x|p dµ(x) < +∞}.

P (Rd) é definido como o espaço das medidas probabiĺısticas em Rd.

Demonstração. Ver [19], [26] e [11].

Agora apresentaremos a definição de curva e geodésica no espaço (P 2,W2), W2

é chamado de Distância de Wasserstein.

Definição 1.4.8. Uma curva γ : [0, 1]→ (P 2,W2) é dita geodésica se para qualquer
t ∈ (0, 1), vale

W2(γ0, γt) +W2(γt, γ1) = W2(γ0, γ1). (1.24)

Enunciaremos agora o resultado principal que caracteriza todas as geodésicas em
P 2.

Teorema 1.4.6. Qualquer geodésica γ : [0, 1]→ P 2 em (P 2,W2) é da forma

((1− t)I + t∇φ)#µ0

para única φ : Rd → R convexa, a menos de constante, e uma única µ0 ∈ P 2. I é o
operador identidade.

Demonstração. Ver [26] e [19].

Seja a A : R → R uma função convexa. Definimos U(p) :=
∫
Rd A(p(x)) dx, com∫

B p(x) dx = µp{B} para qualquer B boreliano em Rd uma µp medida absolutamente
cont́ınua e probabiĺıstica em Rd.

Definição 1.4.9. Dizemos que U(p) é um deslocamento convexo se g(t) = U(pt) é
convexa em t com pt = ((1− t)I+ t∇φ)#p0 para certa função convexa φ, ou melhor,
se U(pt) é função convexa na variável t para qualquer geodésica pt em P 2.
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Usando essa última definição, chegamos ao último resultado.

Teorema 1.4.7. Sejam p, p
′ densidades de probabilidade em Rd e para pt a geodésica

que liga p a p′, isto é pt = (I(1− t) +∇φt)#p com φ função convexa existente pelo
Teorema de Brenier. Se:

• λ+dA(λ−d) é função convexa em λ, não-decrescente em λ ∈ (0,+∞),

• A(0) = 0.

Então, U(pt) =
∫
Rd A(pt(x)) dx é uma função convexa para t ∈ [0, 1].

Demonstração. Ver [26], [19] e [11].

1.5 Algumas Desigualdades do tipo Gagliardo-
Nirenberg

1.5.1 Aspecto Variacional

Nessa subseção será analisado um problema de cálculo variacional cuja solução está
diretamente ligada a uma constante ótima da seguinte desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg na reta:

‖v‖L6(R) ≤ K ‖v‖
8
9
L4(R) ‖vx‖

1
9
L2(R) . (1.25)

Definição 1.5.1. Para cada u ∈ H1(R), E(u) = 1
2
∫
R |ux|2 dx+ 1

q

∫
R |u|q dx.

O problema consiste resolver o seguinte problema de minimização

inf
{
E(u) : ‖u‖p = 1

}
. (1.26)

Supondo a existência de um minimizante u∞ de E, teŕıamos o fato de que u∞

seria ponto cŕıtico de E no espaço das funções em H1(R) com norma ‖·‖p unitária.
Notamos que, u∞ deve resolver a equação de Euler-Lagrange associada:

− u′′ + |u|q−2u− λ|u|p−2u = 0, (1.27)

com λ associado à relação de ‖u‖p = 1.
A partir de agora usaremos o minimizante u∞ e o funcional E para construir a

desigualdade de Gagliardo-Nirenberg abordada nessa seção. Note que

E(u∞) ≤ ‖ux‖
2
2

2 ‖u‖2
p

+
‖u‖qq
q ‖u‖qp

, (1.28)
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para qualquer u ∈ H1(R) não nulo. Reescalando a desigualdade em (1.28), trocando
u(x) por u(λx), obtemos

E(u∞) ≤ λ−1− 2
p
‖ux‖2

2

2 ‖u‖2
p

+ λ1− q
p
‖u‖qq
q ‖u‖qp

, (1.29)

para qualquer λ > 0 e u não nulo. Fazendo o teste da derivada em (1.29), não é
dif́ıcil verificar que o mı́nimo do lado direito dessa desigualdade ocorre quando:

λ =
[ 1 + 2

p
A

(1− q
p
)B

] p
2+2p−q

onde, (1.30)

A := ‖ux‖
2
2

2 ‖u‖2
p

, B :=
‖u‖qq
q ‖u‖qp

. (1.31)

Substituindo esse novo valor de λ em (1.29), pode-se verificar a seguinte desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg:

‖u‖p ≤ [K(p, q)
E(u∞) ]

2+2p−q
p(2+q) ‖ux‖

2(p−q)
p(2+q)
2 ‖u‖

q(2+p)
p(2+q)
q . (1.32)

1.5.2 Relação entre Teoria do Transporte de Massa e Desi-
gualdades

Aplicaremos os resultados e propriedades da Teoria de Transporte de Massa para
estimar as constantes ótimas de certas desigualdades do tipo Gagliardo-Nirenberg.
Os resultados aqui apresentados podem ser encontrados em [1].

Teorema 1.5.1. Uma p densidade de probabilidade com suporte compacto em Rn

e HF (p) =
∫
Rn F (p(x)) dx um deslocamento convexo, com F diferenciável. Se p :

[0, 1]→ P 2 é uma geodésica, então vale:

HF (p1)−HF (p0) ≥
∫
Rn
p0(x)∇(F ′(p0)(x))(T − I)(x) dx. (1.33)

Demonstração. A demonstração está formalmente feita em [2]. Em [1] há um esboço
da ideia da demonstração usando integração por partes.

Usando a notação PF (x) = xF
′(x) − F (x), o resultado 1.33 acima implica a

seguinte desigualdade

−HF (p1) ≤ −HF+nPF (p0)−
∫
Rn
p0∇(F ′(p0))T (x) dx. (1.34)

Considerando c : Rn → R uma função estritamente convexa que satisfaz c(0) = 0
e lim|x|→∞ c(x)

|x| = ∞. E, assim, pela simples definição de transformada de Legendre
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de c, temos outra nova informação

−∇(F ′(p0))T (x) ≤ c(T (x)) + c∗(−∇F ′(p0)). (1.35)

Unindo as duas últimas desigualdades verifica-se que

−HF (p1) ≤ −HF+nPF (p0) +
∫
Rn
p0c
∗(−∇F ′(p0)) dx+

∫
Rn
p0(x)c(Tx) dx. (1.36)

Para simplificar a notação, denotaremos

HF
c (p) := HF (p) +

∫
Rn c(y)p(y) dy

para qualquer densidade de probabilidade p em Rn. Assim, utilizando o Teorema
1.4.1, a última desigualdade é equivalente a

−HF
c (p1) ≤ −HF+nPF (p0) +

∫
Rn
p0c
∗(−∇F ′(p0)) dx. (1.37)

Nota-se que é um fato conhecido que se µ0, µ1 são duas medidas borelianas absolu-
tamente cont́ınuas e probabiĺısticas em Rn, então existe transformação mensurável
T tal que T#µ0 = µ1. Portanto, esse fato implica que a desigualdade (1.36) pode
valer para quaisquer p0, p1 densidades de probabilidade, logo vale que

sup
p
−HF

c (p) ≤ inf
p
−HF+nPF (p) +

∫
Rn
pc∗(−∇F ′(p)) dx. (1.38)

Além disso, para T = I e p0 = p1 ocorre igualdade em (1.33), ver [1], e a igualdade em
(1.35) ocorre se, e somente se, ∇(F ′(p0) + c(x)) = 0, por definição de transformada
de Legendre de c dado por c∗. Logo, existe a possibilidade de obtermos a seguinte
identidade

sup
p
−HF

c (p) = inf
p
−HF+nPF (p) +

∫
Rn
pc∗(−∇F ′(p)) dx. (1.39)

Para finalizar esse tópico precisamos do seguinte resultado.

Teorema 1.5.2. Sejam n ≥ 1 e F : [0,∞) → R com F ∈ C[0,∞) ∩ C2(0,∞) tal
que (0,∞) 3 x→ xnF (x−n) é uma função convexa e decrescente. Sendo

PF (x) = xF
′(x)− F (x)

e c : Rn → Rn função estritamente convexa com c(0) = 0 e limx→∞
c(x)
|x| = 0,

então valem (1.37) e (1.38), de modo que a densidade de probablidade que satisfaz
a igualdade em (1.38) deve satisfazer ∇(F ′(p0) + c) = 0.

Combinando o teorema com a densidade de funções suaves e regulares em densi-
dade de probabilidades de Rn em espaços Lq com q ≥ 1 é obtido o seguinte resultado.
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Teorema 1.5.3. Se c1(x) = |x|2
2 e φ : [0,∞)→ [0,∞) é uma função suave injetiva

e com φ
′(x) 6= 0 se x 6= 0, então vale a seguinte igualdade:

sup
{p(x)≥0: ‖p‖L1=1}

−HF
c1(p) = inf

{u(x): ‖φ(u)‖L1=1}
−HF+nPF (φ(u(x)))

+
∫
Rn
φ(u(x))c∗(−∇(F ′(φ(u(x))))) dx. (1.40)

Além disso, o p que resolve essa igualdade acima satisfaz p(x) = φ(u)(x) e

∇((F (φ(u)))(x) + |x|
2

2 ) = 0. (1.41)

Demonstração. Veja [1] e [2].

Antes de enunciar o resultado final dessa subseção, precisamos de duas afirmações
provadas em [1]

Teorema 1.5.4. Sejam p, q ∈ R, tais que 1 < p < q. Seja H : [0,∞) → R uma
função de classe C2 em (0,∞) satisfazendo H(up) = |x|2

2 , onde u é uma função
radial e não-negativa solução de −u′′ + uq−1 − λup−1 = 0 para um λ > 0. Então, H
resolve a seguinte equação diferencial ordinária

(2p
q
w

2p−2+q
p − 2λw

3p−2
p )H ′′(w) + [(1 + 2(p− 1)

q
)w

p+q−2
p − λ(3− 2

p
)w

2p−2
p ]H ′(w) = 1

p
.

(1.42)

Corolário 1.5.5. Se q = 1 + p
2 , então a função

H(w) = 2(p+ 2)
(p− 2)2w

1
p
− 1

2 + α (1.43)

resolve a equação diferencial ordinária (1.42) e a respectiva função u radial e positiva
do Teorema 1.5.4 satisfaz

u(x) =
[ (p− 2)2

4(p+ 2)

] 1
1− p2 (|x|2 + β)

1
1− p2 . (1.44)

Com β escolhido de modo que u é solução de −u′′ + uq−1 − λup−1 = 0.

Uma consequência desse último teorema é o seguinte resultado

Teorema 1.5.6. Se n = 1 e 1 < q = 1 + p
2 < p, então para

φ(x) = xp, F (x) = −4px
1
p

+ 1
2

(p− 2)2 (1.45)
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a expressão (1.39) fica para essas escolhas de F e φ igual a

sup
{p(x)≥0: ‖p‖L1=1}

−HF
|x|2

2
(p) = inf

{u(x): ‖|u|p‖L1=1}

2(p+ 2)
(p− 2)2

∫
R
|u(x)|q dx

+ (p+ 2)2

2(p− 2)2

∫
R
|∇u(x)|2 dx. (1.46)

Demonstração. Pelo Corolário 1.5.5 presente também no artigo [1], temos que
H(up) = (2(1+ p

2)) u1− p2
(p−2)2 +α = |x|2

2 para o u(x) da forma (1.44) com norma ‖u‖Lp = 1
e para α constante associada a (1.44) a ser escolhida depois. Para p(x) = |u(x)|p,
verifica-se que p(x) é densidade de probabilidade em R. Além disso, como explicado
pouco antes a igualdade em (1.38) ocorre se p(x) = |u(x)|p e se

F
′(φ(u)(x)) = γ − |x|

2

2 (1.47)

para alguma constante γ. Assim, substituindo |x|2
2 por H(up) na igualdade (1.47),

obtemos uma nova expressão para o valor de F ′(|u(x)|p). Combinando essa última
informação com φ em (1.39), obtemos (1.46).

Além disso, pode-se calcular explicitamente o termo u(x), usando que F (x), para
v = up, deve satisfazer

F (v) = − 4p
(p− 2)2v

1
p

+ 1
2 + (γ − α)v + δ. (1.48)

Esse termo foi encontrado integrando em x o novo valor achado de F
′(|u|p)(x).

Como α,γ foram escolhidos como quaisquer constantes para achar antiderivadas,
assim como δ ver ([1]), temos podemos escolher α = γ, δ = 0 e v = up em (1.46),
segue que

u(x) =
[ (p− 2)2

4(p+ 2)

] 1
1− p2 (|x|2 +K)

1
1− p2 . (1.49)

Com K em função de α e p. E por observações anteriores, como o ı́nfimo do lado
direito de (1.46) está associado ao inverso da menor constante C da Desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg ‖h‖Lp(R) ≤ C ‖h‖1−θ

Lq ‖∇h‖
θ
L2 descrito numa seção anterior,

basta substituir o valor 1.49 de u(x) achado no lado direito de (1.46) para achar a
constante ótima desse tipo de Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg.

Em particular achamos a melhor constante KGN de (1.25).
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1.5.3 Outra Desigualdade Ótima do tipo Gagliardo-
Nirenberg

Nessa subseção, estudaremos a seguinte desigualdade na reta, provada no artigo [5],

‖y‖L6(R) ≤ C1 ‖y‖
1
3
L2 ‖∇y‖

2
3
L2 (1.50)

com o objetivo de achar a menor constante C1 para a qual a desigualdade acima
vale. Por densidade de S(R) em H1(R), podemos apenas analisar a desigualdade
no espaco de Schwartz. Nesses casos, por y(x) ser cont́ınua, existe x0 tal que
|y(x0)| = supx∈R |y(x)|. Por invariância da Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
por translação e multiplicação por escalar positivo, podemos assumir x0 = 0 e que
|y(0)| = 1.

Portanto, nessa nova situação de y(x), obtemos que
∫
R
|y(x)|6 dx ≤

∫
R
|y(x)|2 dx. (1.51)

Definimos agora
f(s) = (s2 − s6) 1

2 para 0 ≤ s ≤ 1, (1.52)

de modo que para 0 < s < 1

df

ds
(s) = 1

2
(2s2 − 6s6)
sf(s) . (1.53)

Consideremos agora a função auxiliar

F (u) =
∫ u

0
f(s) ds, 0 ≤ u ≤ 1. (1.54)

Assim, pelas definições de f e de F , obtemos que

|F (|y(x1)|)− F (|y(x2)|)| = |
∫ |y(x1)|

|y(x2)|
f(s) ds| (1.55)

≤ ||y(x1)| − |y(x2)|| (1.56)

≤ |y(x1)− y(x2)|. (1.57)

Note também que F ′(|y(·)|)(x) = f(|y(x)|)(sign(y(x)))y′(x). E pela desigualdade
de Hölder, temos

∫
R
f(|y(x)|)|y′(x)| dx ≤ (

∫
R
(f(|y(x)|))2 dx) 1

2 (
∫
R
|y′(x)|2 dx) 1

2 (1.58)

= (‖y‖2
L2 − ‖y‖6

L6) 1
2
∥∥∥y′∥∥∥

L2
. (1.59)
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Além disso, também temos uma cota inferior para
∫
R f(|y(x)|)|y′(x)| dx, pois

∫
R
f(|y(x)|)|y′(x)| dx ≥

[
−
∫ +∞

0
+
∫ 0

−∞

]
sign(y(x))f(|y(x)|)y′(x) dx (1.60)

=
[
−
∫ +∞

0
+
∫ 0

−∞

]dF (|y(x)|)
dx

dx (1.61)

= 2F (|y(0)|) = 2F (1). (1.62)

Assim, combinando as últimas duas desigualdades, obtemos que

2F (1) ≤ (‖y‖2
2 − ‖y‖

6
6) 1

2
∥∥∥y′∥∥∥

2
. (1.63)

Definição 1.5.2. Denotaremos V (y) = ‖y‖6
6

‖y‖2
2
. Logo, a desigualdade (1.63) é equiva-

lente a
V

1
2 ≤ 1

2F (1)V
1
2 (1− V ) 1

2 ‖y‖2

∥∥∥y′∥∥∥
2
. (1.64)

Usando que 0 ≤ V ≤ 1 e desigualdade entre as médias aritmética e geométrica
obtemos (V (1− V )) 1

2 ≤ 1
2 ; além disso a igualdade só ocorre se V = 1

2 . Com relacão
a F (1), temos então

F (1) =
∫ 1

0
[s2(1− s4)] 1

2 ds

= 1
4

∫ 1

0
(1− u) 1

2u−
1
2 du

= 1
2
(Γ(3

2)2

Γ(2)
)
.

Em particular, a desigualdade (1.64) implica em

‖y‖3
6 ≤ ( 1

4F (1)) ‖y‖2
2

∥∥∥y′∥∥∥
2
, (1.65)

que é equivalente a Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg enunciada nessa seção.
Note que se as desigualdades (1.60), (1.63), (1.64) fossem igualdades e V (y) = 1

2

obteŕıamos igualdade em (1.65). Ou seja, a melhor constante da Desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg seria ( 1

4F (1))
1
3 .

Não é dif́ıcil verificar que as condições para ocorrer igualdade em (1.65) são:

• V (y) = 1
2 ,

• |y′(x)| = c(f(|y|(x)) para haver igualdade na desigualdade de Holder entre y′

e f(|y|) com c > 0,

• |y′| = sign(y)y′ se x < 0 e |y′| = (−sign(y))y′ se x > 0 para que 2F (1) =∫
R f(|y(x)|)|y′(x)| dx.
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É fácil verificar que as duas condições serem simultaneamente veŕıdicas se e só se
valer

y
′(x) = cf(|y(x)|) se x < 0, (1.66)

y
′(x) = −cf(|y(x)|) se x > 0. (1.67)

Dado que y ∈ H1, a condição acima de y′ implica que y(x) > 0 q.t.p., caso contrário
existiria um intervalo da forma [a,+∞] ou [−∞, b] no qual |y(x)| > ε para algum
ε > 0 o qual contradiria y ∈ L2(R). Agora note que

‖y‖6
6−‖y‖

2
2 + 1

2[6 ‖y‖6
6− 2 ‖y‖2

2] =
∫
R
y(x)6− y(x)2 + 1

2[6y(x)6− 2y(x)2] dx. (1.68)

Suponha agora [σ, τ ] seja o maior intervalo contendo 0 em que y(x) = 1. Note
que (1.66) e (1.67) mais f ser maior igual a 0 e y(x) > 0 implicam que y(x) é
monotonamente decrescente em R+ e y(x) é monotonamente crescente em R−. Logo,
o conjunto onde y(x) = 1 deveria ser um intervalo compacto por |y(x)| → 0 quando
|x| → ∞. Nesse contexto, teŕıamos as seguintes igualdades, para h(x) = y(x)6 −
y(x)2 + 1

2 [6y(x)6 − 2y(x)2], dadas por

∫
R
y(x)6 − y(x)2 + 1

2[6y(x)6 − 2y(x)2] dx =
∫ τ

σ
h(x) dx+

∫ σ

−∞
h(x) dx+

∫ +∞

τ
h(x) dx

= (τ − σ)2− [
∫ σ

−∞
+
∫ +∞

τ
]f(y(x))2

+ y(x)f(y(x)) 1
2f
′(y(x)) dx

(1.69)

usando a definicão de f e de sua derivada. Mas também podemos concluir que
∫ +∞

τ
f 2(y(x)) + y(x)f(y(x)) 1

2f
′(y(x)) dx =

∫ 0

1
f 2(y) + yf(y) 1

2f
′(y)dx

dy
dy

=
∫ 0

1

1
c

(f(y) + yf
′(y)dy) = 0

(1.70)

por y(x) ser estritamente decrescente e com derivada cont́ınua em R+. Por analogia,
verifica-se que

∫ σ
−∞ h(x) dx = 0 e os termos do lado direito e esquerdo de (1.69) são

nulos por causa da hipótese de valer condição V = 1
2 . Em particular todas essas

últimas computacões implicam que se y(x) = 1 apenas em x = 0 e y satisfazer
condições (1.66) e (1.67), então esse y(x) satisfaz igualdade em (1.50) a desigualdade
de Gagliardo-Nirenberg com a constante ótima.
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Definição 1.5.3. y1(x) = u é definida como função inversa de:

x =
∫ 1

u

1
[s2(1− s4)] 1

2
ds, (1.71)

para 0 ≤ u ≤ 1.

A partir de agora, denotaremos y2(x) = y1(|cx|), não é dif́ıcil verificar que essa
nova função y2(x) satisfaz as mesmas condições enunciadas antes para V , (1.66),
(1.67) e y2(x) = 1 se, e somente se, x = 0. Se y2

2 e y6
2 fossem integráveis em

R, podeŕıamos repetir as contas feitas em y(x) para ver a igualdade V (y2) = 1
2 e

assim existiria uma função que satisfaz a igualdade na desigualdade de Gagliardo-
Nirenberg, assim a constante dessa desigualdade seria ótima.

Portanto, estudaremos agora a integrabilidade das potências citadas de y2(x),
lembrando que esse c é a mesma constante positiva que aparece em y(x).

∫ ∞
0

(y1(|cx|))2 dx = 1
c

∫
R
(y1(x))β dx, (1.72)

1
c

∫
R
(y1(x))2 dx = 1

c

∫ 0

1
u2dx

du
du, (1.73)

1
c

∫ 0

1
uβ
dx

du
du = 1

c

∫ 1

0
u1(1− u4)− 1

2 du < +∞. (1.74)

Logo y2(x)2 é integrável e de maneira análoga é fácil ver que y′2(x)2 é integrável e
pela desigualdade de Gagliardo-Nirenberg dessa subseção, verifica-se que y6

2 também
é integrável na reta. Em particular, sabe-se que y2(x) é par e positiva, logo dilatando
essa função e multiplicando por escalar verificamos que existe função par e positiva
que maximimiza em H1(R) o seguinte operador

H(f) = ‖f‖
3
2 ‖∇(f)‖2

‖f‖6
6

. (1.75)

Sendo esse máximo uma função par e positiva g(x) que é ponto cŕıtico de H em
H1, resolvendo a equação de Euler-Lagrange oriunda de dH(g)(φ) = 0 para todo
φ ∈ S(R). Verifica-se que g pode ser transformada utilizando dilatação, translacão
e multiplicação por escalar na função positiva e radial m(x) = (3) 1

4 sech
1
2 (2x) e logo

a melhor constante pode ser achada aplicando m(x) em H(·).
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Caṕıtulo 2

Transformações de Calibre

2.1 Primeira Transformação de Calibre

A Transformação de Calibre que aqui estudaremos foi pela primeira vez apresen-
tada por Hideo Takaoka para estudar um modelo unidimensional de equacão não
linear com derivada de Schrödinger no artigo [25]. Os operadores serão definidos em
espaços da forma C([−T, T ];Hs(T)) e seguiremos de perto as ideias trabalhadas no
artigo [14].

Definição 2.1.1. Se u ∈ L2(T), definimos

J(u)(x) = 1
2π

∫ 2π

0

∫ x

θ
|u(y)|2 − 1

2π |u|
2
L2(T) dy dθ. (2.1)

Observação. É fácil verificar que J(u)(x) é periódica por |u(y)|2 −
|u|2
L2(T)
2π ter média

zero.

Com essa primeira definição, podemos definir agora a primeira transformação de
calibre.

Definição 2.1.2. Se f ∈ L2(T), definimos

g(f)(x) = e−iJ(f)(x)f(x). (2.2)

Seja µ : L2(T) → R tal que para cada u ∈ L2(T), µ(u) =
|u|2
L2(T)
2π . Assim, se

u ∈ C([−T, T ];L2(T)) e u tem norma L2(T) conservada no tempo t, então a trans-
formação de calibre de u é

G(u)(t, x) = g(u(t))(x− 2µ(u)t). (2.3)

Agora, provaremos o resultado que garante ser posśıvel estender esse operador
como homeomorfismo em C([−T, T ], Hs(T)) para qualquer s ≥ 0.
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Lema 2.1.1. Se s ≥ 0, então a transformação

G : C([−T, T ];Hs(T)) 7→ C([−T, T ];Hs(T)) (2.4)

é um homeomorfismo. Além disso, para qualquer r > 0, existe c > 0, tal que, para

u, v ∈ Br,µ =
{
u ∈ C([−T, T ];Hs(T)) : sup

|t|≤T
‖u(t)‖Hs(T) ≤ r, µ(u) = µ

}
(2.5)

temos, para qualquer µ ≥ 0 que

‖G(u)(t)−G(v)(t)‖Hs(T) ≤ c ‖u(t)− v(t)‖Hs(T) . (2.6)

Além disso, a aplicação inversa G−1 satisfaz as mesmas condições de G.

Antes de provar o Lema 2.1.1, precisamos dos seguintes resultados:

Lema 2.1.2 (Desigualdade Multiplicativa de Sobolev). Vale a desigualdade

‖fg‖Hα(R) ≤ C ‖f‖Hα ‖g‖Hβ (2.7)

para β =

α, α >
1
2 ,

1
2 + ε caso contrário.

Demonstração. Note que

‖fg‖2
Hα(R) =

∫
R
|
∫
R
f̂(x− y)ĝ(y) dy|2(1 + |x|2)α dx. (2.8)

Para qualquer r > 0, existe C > 0, tal que

(1 + |x|2)α ≤ C (1+|y|2)α+r

(1+|x−y|2)r + C(1 + |x− y|2)α,

logo vale

‖fg‖2
Hα(R) ≤ C

∫
R
|
∫
R
f̂(x− y)ĝ(y) dy|2 (1 + |y|2)α+r

(1 + |x− y|2)r dx

+ C
∫
R
|
∫
R
f̂(x− y)ĝ(y) dy|2(1 + |x− y|2)α dx. (2.9)

Pela desigualdade de interpolação de Young, temos que

‖fg‖2Hα ≤ C
( ∥∥∥∥∥ f̂(x)

(1 + |x|2)−r

∥∥∥∥∥
L1

‖g‖Hα+r
)2 + C(‖f‖Hα ‖ĝ‖L1)2. (2.10)
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Usando desigualdade de Hölder, obtemos também que∥∥∥∥∥∥ f̂(x)
(1 + |x|2)−r

∥∥∥∥∥∥
L1

≤ ‖f‖Hα

∥∥∥(1 + |x|2)−(r+α)
∥∥∥
L1
, (2.11)

‖ĝ‖L1 ≤ C1 ‖f‖
H

1
2 +ε . (2.12)

O caso em que α > 1
2 , Hα(R) é álgebra e a proposição segue diretamente. No

outro caso, tomamos r = 1
2 + ε− α e (2.11), (2.12) combinados com (2.10) implica

(2.7) para α ≤ 1
2 , o que encerra a demonstração.

Observação. O Lema 2.1.2 vale para T no lugar de R e a demonstração é análoga.

Lema 2.1.3. Para qualquer s ≥ 0 existe c > 0, tal que para f, g, h ∈ Hs(T), temos
que
∥∥∥(e±iJ(f) − e±iJ(g))h

∥∥∥
Hs
≤ cec‖f‖

2
Hs+c‖g‖2

Hs (‖f‖Hs + ‖g‖Hs) ‖f − g‖Hs ‖h‖Hs . (2.13)

Demonstração. Provaremos a desigualdade primeiro no espaço

Sper = {f ∈ C∞(R2,C)| f(t, x+ 2π) = f(t, x), sup(t,x)∈R2 |tk1∂k2
t ∂

k3
x f(t, x)| <∞}

e usaremos depois o argumento de densidade em Hs(T).
Usando uma desigualdade multiplicativa de Sobolev da forma:

‖fg‖Hα ≤ C ‖f‖Hα ‖g‖Hβ , (2.14)

para

β =

α, se α > 1
2 ,

1
2 + ε qualquer ε > 0 e C depende de ε.

. (2.15)

Primeiro, temos por simples contas que

(eiJ(f) − eiJ(g))h = hi(J(f)− J(g))
∞∑
k=1

1
k!

k−1∑
j=0

(iJ(f))j(iJ(g))k−1−j. (2.16)

Usamos o fato de Hβ(T) ser álgebra se β > 1
2 . Aplicando a desigualdade (2.14) em

(2.16) e sendo s′ = sup{s, 1
2 + ε}, com 1

2 > ε > 0 a ser escolhido depois, obtemos

∥∥∥h(eiJ(f) − eiJ(g))
∥∥∥
Hs
≤ ‖h‖Hs ‖J(f)− J(g)‖

Hs
′

∞∑
k=1

1
k!

k−1∑
j=0

(c ‖J(f)‖
Hs
′ )j

(c ‖J(g)‖
Hs
′ )k−1−j. (2.17)
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Notando também que

ec‖J(f)‖
Hs
′ +c‖J(g)‖

Hs
′ ≥

∞∑
k=0

1
k!

k−1∑
j=0

(c ‖J(f)‖
Hs
′ )j(c ‖J(g)‖

Hs
′ )k−1−j. (2.18)

Podemos concluir que
∥∥∥h(eiJ(f) − eiJ(g))

∥∥∥
Hs
≤ ‖h‖Hs ‖J(f)− J(g)‖

Hs
′ ec‖J(f)‖

Hs
′ +c‖J(g)‖

Hs
′
. (2.19)

Usando a definição de Hs
′
(T) e o fato de J(h) ter valor médio zero para qualquer

h ∈ L2(T) temos que

‖J(f)− J(g)‖2
Hs
′ =

∑
n∈Z\0

|(Ĵ(f)− Ĵ(g))(n)|2(1 + |n|)2s′ . (2.20)

Agora, para f, g ∈ Sper, temos que f ∈ H1(T), logo nesse caso teŕıamos que
J(f), J(g) ∈ H1(T), logo vale

∂x(J(f)− J(g))(x) =
∑
n∈Z

2πin( ˆJ(f)(n)− ˆJ(g)(n))e2πinx q.t.p. (2.21)

Logo, segue que

‖∂x(J(f)− J(g))‖2
Hs
′−1 =

∑
n∈Z

4π2| ˆJ(f)(n)− ˆJ(g)(n)|2(1 + |n|)2s′−2|n|2. (2.22)

Assim, fica fácil verificar que existem constantes positivas fixas k1, k2 para quaisquer
f, g ∈ Hs(T) com

k1 ‖∂x(J(f)− J(g))‖
Hs
′−1 ≤ ‖J(f)− J(g)‖

Hs
′ ≤ k2 ‖∂x(J(f)− J(g))‖

Hs
′−1 .

Mas ∂xJ(f)(x) = (|f(x)|2 − |f |
2
L2

2π ) q.t.p. Assim, segue

‖∂x(J(f)− J(g))‖
Hs
′−1 ≤

∥∥∥|f |2 − |g|2∥∥∥
Hs
′−1

+
∥∥∥∥∥ |f |2L2 − |g|2L2

2π

∥∥∥∥∥
Hs
′−1

. (2.23)

Já que, para qualquer constante m > 0, ‖m‖
Hs
′−1 = m, segue de (2.23) que

‖∂x(J(f)− J(g))‖
Hs
′−1 ≤

∥∥∥|f |2 − |g|2∥∥∥
Hs
′−1

+ ||f |
2
L2 − |g|2L2|

2π . (2.24)

Agora, terminaremos a demonstração do Lema 2.1.3 resolvendo três casos e es-
colheremos ε ≤ 2s, se s ≥ 0 para poder usar desigualdades de Sobolev em um dos
três casos.

1. s = 0.
Nesse caso,usando Desigualdade de Minkowski, desigualdade de Hölder para
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p = 2 e definição de operador J , obtém-se que
∥∥∥eiJ(f) − eiJ(g)

∥∥∥
L∞
≤ ‖J(f)− J(g)‖L∞

≤ 2(‖f‖L2 + ‖g‖L2) ‖f − g‖L2 .

Com isso, é obtida pela desigualdade
∥∥∥eiJ(f) − eiJ(g)h

∥∥∥
L2
≤ 2(‖f‖L2 + ‖g‖L2) ‖f − g‖L2 ‖h‖L2 . (2.25)

Finalmente a densidade de Sper em L2(T) implicará o resultado do Lema 2.1.3
nesse caso.

2. s > 1
2 + ε. Nessa condição, tem-se que Hs(T) é uma álgebra, assim vale

∥∥∥|f(x)|2 − |g(x)|2
∥∥∥
Hs(T)

=
∥∥∥f(x)(f(x)− g(x)) + g(x)(f(x)− g(x))

∥∥∥
Hs

≤
∥∥∥f(x)(f(x)− g(x))

∥∥∥
Hs

+
∥∥∥g(x)(f(x)− g(x))

∥∥∥
Hs

≤ (‖f‖Hs + ‖g‖Hs) ‖f − g‖Hs .

Combinando essa última desigualdade com

| ‖f‖2
L2 − ‖g‖2

L2 | ≤ ‖f − g‖Hs (‖f‖Hs + ‖g‖Hs)

e a desigualdade (2.24), obtemos o Lema 2.1.3 no segundo caso usando densi-
dade de Sper em Hs.

3. s ≤ 1
2 + ε. Primeiro, note que, para p = 1

(1−ε) , e quaisquer funções u, v ∈ Sper:

‖|u||v|‖
H−

1
2 +ε ≤ C ‖|u||v|‖Lp pela desigualdade (1.12).

≤ C ‖u‖L2p ‖v‖L2p por Hölder.

≤ C ‖u‖
H
ε
2 ‖v‖H ε

2 pela desigualdade (1.11).

Em particular, para u(x) = |f(x)| e v(x) = |f(x)| − |g(x)|, repetindo o argu-
mento acima e usando que ||f(x)| − |g(x)|| ≤ |f(x)− g(x)|, obtemos

‖|f(x)|(|f(x)| − |g(x)|)‖
H−

1
2 +ε ≤ C ‖f‖

H
ε
2 ‖f − g‖H ε

2 . (2.26)

Trocando, f por g na equação (2.26) e usando a equação a mesma, obtemos
∥∥∥|f(x)|2 − |g(x)|2

∥∥∥
H−

1
2 +ε ≤ C(‖f‖

H
ε
2 + ‖g‖

H
ε
2 ) ‖f − g‖

H
ε
2 . (2.27)

Usando as desigualdades (2.27), (2.24) e a equivalência de
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‖∂x(J(f)− J(g))‖
Hs
′−1 com ‖J(f)− J(g)‖

Hs
′ , conclúımos a veracidade

do Lema 2.1.3 nesse caso.

Assim, todos os casos foram feitos e, logo, por (2.24), segue que existe C > 0, com

‖∂x(J(f)− J(g))‖
Hs
′−1 ≤ C(‖f‖Hs + ‖g‖Hs) ‖f − g‖Hs . (2.28)

Isso último combinado com a equivalência da norma da derivada da diferença em
Hs
′−1 com a norma da diferença em Hs

′
finalizam a demonstração do lema.

Agora, podemos demonstrar o Lema 2.1.1, e consideramos u, v ∈ Br,µ.

Prova do Lema 2.1.1. Primeiro, note que, usando o lema multiplicativo de Sobolev
e o racioćınio da demonstração do Lema 2.1.3 e s′ = sup{s, 1

2 + ε} para mesmo ε do
Lema 2.1.3, temos que

‖G(u)(t)‖Hs =

∥∥∥∥∥∥u(t, x)(
∑
k∈N

J(u(t))(x)k
k! )

∥∥∥∥∥∥
Hs

≤ C ‖u‖Hs

∑
n∈N

ck ‖j(u(t))(x)‖k
Hs
′

k!

≤ C ‖u‖Hs ec‖J(u(t))‖
Hs
′

≤ C ‖u‖Hs ecc1‖u(t)‖2
Hs .

Em particular, isso implica que o mapa G é bem definido. Usando a desigualdade
triangular, obtemos

‖G(u(t))−G(v(t))‖Hs ≤
∥∥∥(e−iJ(u(t)) − e−iJ(v(t)))(t)

∥∥∥
Hs

+
∥∥∥(e−iJ(v(t)) − 1)(u− v)(t)

∥∥∥
Hs

+ ‖(u− v)(t)‖Hs .

Usando o Lema 2.1.3 e o fato de ‖v(t)‖Hs , ‖u(t)‖Hs ≤ r, para qualquer t ∈ [−T, T ],
obtemos que

‖G(u(t))−G(v(t))‖Hs ≤ (2cr2e2cr2 + cr2ecr2 + 1) ‖(u− v)(t)‖Hs . (2.29)

Assim, provamos que G é Lipschitz em Br,µ e é fácil ver que

G−1(v(t))(x) = eiJ(trans2µt v(t)) trans2µt v(t, x). (2.30)

Com transh v(t, x) = v(t, x+h), assim provar que G−1 é bem definido e Lipschitz em
Br,µ é totalmente análogo. Assim, terminamos a demonstração do Lema 2.1.1.
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2.2 Segunda Transformação de Calibre

Agora, estudaremos a variante da transformação de calibre dada para qualquer β > 0
por:

G(u)(x) = e−iβ
∫ x

0 |u(t,y)|2 dy. (2.31)

Essa nova transformação será usada para a demonstração do resultado final deste
trabalho. O β será escolhido de forma conveniente.

Ambas transformações de calibre apresentadas serão úteis no estudo a ser reali-
zado no modelo:ut(t, x) + uxxx(t, x) + (u5)x(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× T,

u(0, x) = u0(x)∈ H1(T1).

O seguinte resultado, referente à segunda transformação, será importante.

Lema 2.2.1. Seja T = [0, 1]/{1 = 0}. Se u ∈ H1(T1) e

F (u)(y) = e−iβ
∫ x

0 |u(y)|2 dy. (2.32)

Então, F (u(y)) ∈ H1(T), mais ainda vale:

F (u)x(x) = −iβ|u(x)|2e−iβ
∫ x

0 |u(y)|2 dy q.t.p. (2.33)

Demonstração. Temos que a função g(x) = eix é suave e tem derivada limitada em
R. Além disso, a função h(x) = β

∫ x
0 |u(y)|2 dy está em H1(T), pois u ∈ H1(T) ⊂

C([T ]) ⊂ C([0, 1]), logo u2 ∈ L1([0, 1]).
Assim, h(x) é função absolutamente cont́ınua e, por isso, hx(x) = β|u(x)|2 q.t.p.

Por outro lado, dado que u ∈ C([0, 1]) e [0, 1] é intervalo compacto, segue que
h e hx ∈ L2(T). Isso mais o fato de que para qualquer φ ∈ C∞0 ([0, 1]), termos
v(x)φ(x) absolutamente cont́ınua se v for absolutamente cont́ınua, segue que usando
a versão cont́ınua da função h(x), que:

∫ 1

0
hx(y)φ(y) + h(y)φx(y) dy = v(1)h(1)− v(0)h(0) = 0. (2.34)

Portanto, isso conclui que h ∈ H1(T) e usando a informação que g(x) é suave
com derivada limitada, por um resultado do caṕıtulo de preliminares, segue que
F (u)(x) = g(−h)(x) ∈ H1(T) e que derivada de F (u)(x) é dada por (2.33)

Usando o Teorema 1.1.3 para f(x) = eiβx e para g(x) =
∫ x
−∞ |u(y)|2 dy com

u ∈ L2(R) obtemos o seguinte resultado:
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Lema 2.2.2. Se u ∈ L2(R), então e−iβ
∫ x
∞ |u(y)|2 dy = h(x) satisfaz

hx(x) = −iβ|u(x)|2e−iβ
∫ x
−∞ |u(y)|2 dy

. (2.35)

Em particular, h pertence a H1(R).

Todos esses resultados das transformacões de calibre serão usados nas demons-
trações dos resultados dos próximos caṕıtulos.
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Caṕıtulo 3

Solução Global para a equação
não-linear de Schrödinger com
derivada em R

3.1 Soluções globais com restrição da massa

Primeiramente, iremos abordar a primeira aplicação da Transformação de Calibre
na equação não-linear de Schrödinger com derivada (NLSD) escrito no artigo [27]
de Yifei Wu. É apresentada uma restrição de massa que permite provar a massa
cŕıtica para existência global da solução em C(R, H1(R)), da seguinte equação:

i∂tu(t, x) + ∂2
xu(t, x) = i∂x(|u|2u)(t, x) (t, x) ∈ R× R,

u(0, x) = u0(x)∈ H1(R).
(3.0)

O resultado principal deste caṕıtulo é o seguinte:

Teorema 3.1.1. Se u0 ∈ H1(R) e ‖u0‖2
L2(R) < 4π, então o problema de Cauchy

(3.0)é globalmente bem posto em H1(R).

Formalmente, verifica-se que a solução em H1 dessa equação de (NLSD) satisfaz
as seguintes leis de conservação: a Massa de u

M(u(t)) = ‖u(t)‖2
L2 = ‖u0‖2

L2 = M0, (3.1)

a Energia de u

ED(u(t)) =
∫
R
(|ux(t)|2 + 3

2 Im |u(t)|2u(t)ux(t) + 1
2 |u(t)|6) dx = ED(u0), (3.2)
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e o Momento de u

PD(u(t)) = Im
∫
R
ux(t)u(t) dx+ 1

2

∫
R
|u(t)|4 dx = PD(u0). (3.3)

Usando a variante da Transformação de Calibre v(t, x) = e−iβ
∫ x
−∞ |u(t,y)|2 dy

u(t, x),
verifica-se que para qualquer p > 0, ‖v(t)‖Lp(R) = ‖u(t)‖Lp(R), em particular massa
de v(t) é conservada e igual a M0.

Além disso, o fato de u(t, x) ser absolutamente cont́ınua em x por u(t) ∈ H1(R)
e usando o Teorema 1.1.2 encontrado no caṕıtulo de preliminares, vale que o pro-
duto (h(t)u(t))(x) é uma função absolutamente cont́ınua e (h(t)u(t))x = hx(t)u(t)+
v(t)hx(t), agora, para v(t, x), temos primeiramente que

vx(t, x) = (ux(t, x)− iβ|u(t, x)|2u(t, x))e−iβ
∫ x
−∞ |u(t,y)|2 dy

. (3.4)

Assim, tem-se que

‖vx(t)‖2
L2 = ‖ux(t)‖2

L2 + β2 ‖u(t)‖6
L6 + 2β Im

∫
R
|u|2uux(t) dx. (3.5)

Usando a equação acima e substituindo ‖ux(t)‖2
L2 pelos termos da con-

servação da energia ED aparecerá um coeficiente não necessariamente nulo vezes
Im

∫
R |u|2uux(t) dx. Mas, escolhendo β = 3

4 , não haverá o termo Im
∫
R |u|2uux(t) dx

na nova identidade, e ela será

‖vx(t)‖2
L2 −

1
16 ‖v(t)‖6

L6 = E(v(t)) = E(v(0)). (3.6)

Também usando a igualdade (3.4), verifica-se uma nova lei de conservação para v,
o “momento”, dado por

P (v(t)) = − Im
∫
R
vxv(t) dx+ 1

4 ‖v(t)‖4
L4 = P (v(0)). (3.7)

Agora fazendo o uso das desigualdades de Minkowski e Gagliardo-Nirenberg

‖g‖6
L6(R) ≤

4
π2 ‖g‖4

L2 ‖gx‖2
L2

obtemos para u(t, x) e v(t, x):

‖ux(t)‖L2 ≤ ‖vx(t)‖L2 + 3
4 ‖v(t)‖3

L6

≤ ‖vx(t)‖L2 + 3
2π ‖v(t)‖L2 ‖vx(t)‖L2

≤ (1 + 3
2πM0) ‖vx(t)‖2

L2 .

Em particular, usando a conservação da massa, obtemos que se ‖u(tn)‖H1 tende para
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+∞ para certa sequência tn indo a T ou a +∞, sem perder generalidades, temos
que o mesmo ocorre em ‖v(tn)‖H1 . Assim, pela alternativa de blow-up, temos que
u é globalmente bem posta com solução em C(R, H1(R)) se ‖vx(t)‖L2 for limitado
por uma constante positiva para qualquer t do domı́nio de v.

A partir de agora, supondo por contradição que u(t, x) não pertence a
C(R, H1(R)) para certo u0 com ‖u0‖2

L2 < 4π e pelas observações feitas e por u
e v terem mesmo domı́nio, basta estudar se v(t, x) ∈ C(R, H1(R)).

Seja (−T1,+T2) o intervalo maximal em que v ∈ C((−T1,+Tx), H1(R)). Então,
existe uma sequência tn convergindo a T2 e limn→∞ ‖vx(tn)‖L2 = +∞, no caso
da sequência ir a −T1 a demonstração da contradição é totalmente análoga e será
omitida. Para essa sequência seja:

fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

. (3.8)

Assim, temos que da energia em (3.6), pode-se obter a igualdade:

‖v(tn)‖8
L4 = 16f 2

n(‖vx(tn)‖2
L2 − E(v(0))). (3.9)

Relembraremos também o primeiro tipo de desigualdade de Gagliardo-Nirenberg
citado na seção de preliminares:

‖h‖L6(R) ≤ CGN ‖h‖
8
9
L4(R) ‖hx‖

1
9
L2 . (3.10)

Assim, com todas as conclusões obtidas e ferramentas enunciadas, podemos então
provar o seguinte resultado

Lema 3.1.2. Existe uma sequência εn → 0 quando n→∞ tal que

2C−
9
2

GN + εn ≤ fn ≤
√
M0. (3.11)

Demonstração. Pela desigualdade de Hölder segue que

‖v(tn)‖4
L4 ≤ ‖v(tn)‖3

L6 ‖v(tn)‖2
L2 ,

portanto, obtemos que fn ≤ ‖v(tn)‖2
L2 = M0. Além disso, usando a desigualdade de
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Gagliardo-Nirenberg (3.10) e equação (3.9), obtemos que:

fn ≥
C
− 9

2
GN ‖v(tn)‖

3
2
L6

‖vx(tn)‖
1
2
L2

= C
− 9

2
GN ‖v(tn)‖

3
2
L6

( 1
16 ‖v(tn)‖6

L6 + E(v(0))) 1
4

= 2 C
− 9

2
GN ‖v(tn)‖

3
2
L6

(‖v(tn)‖6
L6 + 16E(v(0))) 1

4

= 2C−
9
2

GN

1
(1 + 16 E(v(0))

‖v(tn)‖6
L6

) 1
4
.

Mas, pela conservação da energia em (3.9) e a hipótese de limn→∞ ‖v(tn)‖L2 = +∞,
temos que E(v(0))

‖v(tn)‖6
L6

vai a zero quando n vai a infinito. Isso implica imediatamente

que: fn ≥ 2C−
9
2

GN + εn.

Agora definiremos φ(t, x) = eiαxv(t, x), é fácil verificar que por v(t, x) e eiαx

serem funções absolutamente cont́ınuas em x que φ(t, x) também é uma função
absolutamente cont́ınua em x e vale:

φx(t, x) = eiαx(iαv(t, x) + vx(t, x)) q.t.p. (3.12)

Assim, segue a seguinte identidade

‖φx(t)‖2
L2
x

= ‖v(t)‖2
L2 + 2α Im

∫
R
vvx(t, x) dx+ α2 ‖v(t)‖2

L2 . (3.13)

Dado que |φ(t, x)| = |v(t, x)|, segue então ‖φ(t)‖Lp = ‖v(t)‖Lp para qualquer p > 0,
logo vale:

E(φ(t)) = E(v(t)) + 2α Im
∫
R
vvx(t, x) dx+ α2 ‖v(t)‖2

L2 . (3.14)

Note que

E(φ(tn)) = ‖φx(tn)‖2
L2 −

1
16 ‖φ(tn)‖6

L6

≥ C−18
GN ‖φ(tn)‖18

L6 ‖φ(tn)‖−16
L4 −

1
16 ‖φ(tn)‖6

L6

= (C−18
GN ‖v(tn)‖12

L6 ‖v(tn)‖−16
L4 −

1
16) ‖v(tn)‖6

L6

= (C−18
GN f

−4
n −

1
16) ‖v(tn)‖6

L6 .

Em particular a estimativa em E(φ(tn)) e a identidade (3.13) implicam que para
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qualquer α > 0 vale a desigualdade:

− Im
∫
R
v(tn, x)vx(tn, x) dx ≤ ( 1

16 − C
−18
GN f

−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6
1

2α + α

2M0 + 1
2αE(v(0)).

(3.15)
Agora temos todas as ferramentas e hipóteses necessárias para demonstrar o teorema
principal do caṕıtulo.

Demonstração do Teorema 3.1.1. Usando a desigualdade (3.15) e a conservação do
momento em v (3.7), obtemos para qualquer α > 0 a desigualdade:

‖v(tn)‖4
L4 ≤ (1

4 − 4C−18
GN f

−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6
1

2α + α2M0 + 2E(v(0))
α

+ 4P (v(0)). (3.16)

Se ( 1
16−C

−18
GN f

−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6 ≤M0 para infinitos ı́ndices n, escolhendo α = 1, teremos
para esses infinitos ı́ndices que

‖v(tn)‖4
L4 ≤ 2M0 + 2E(v(0)) + 4P (v(0)). (3.17)

Por outro lado, ‖vx(tn)‖L2 → +∞ e a conservação da energia E(v), implica que
limn→∞ ‖v(tn)‖L6 = +∞ e o Lema 3.1.2 implica que limn→∞ ‖v(tn)‖L4 = +∞, o que
implica ser imposśıvel existir infinitos ı́ndices n com 1

4 < 4C−18
GN f

−4
n .

Portanto, resta verificar o caso em que ( 1
16 − C−18

GN f
−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6 > M0

para n suficientemente grande. Nesse caso tome para cada ı́ndice n, αn =√
M−1

0 ( 1
16 − C

−18
GN f

−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6 e é fácil ver que αn > 1 nessa situação. Assim,
usando a desigualdade (3.16), obtemos

‖v(tn)‖4
L4 ≤M

1
2

0

√
(1− 16C−18

GN f
−4
n ) ‖v(tn)‖6

L6 + 2E(v(0)) + 4P (v(0)). (3.18)

Dividindo a desigualdade acima por ‖v(tn)‖3
L6 e usando as propriedades de fn, ob-

temos
fn ≤M

1
2

0

√
1− 16C−18

GN f
−4
n + 2E(v(0)) + 4P (v(0))

‖v(tn)‖3
L6

. (3.19)

Note que o termo 2E(v(0))+4P (v(0))
‖v(tn)‖3

L6
tende para zero quando n vai a +∞ e

M
1
2

0

√
1
16 − C

−18
GN f

−4
n é uniformemente limitado por cima pelo Lema 3.1.2. Assim,

multiplicando a desigualdade (3.19) por f 2
n e elevando em seguida ao quadrado,

obtemos
f 6
n ≤M0f

4
n − 16C−18

GNM0 +O(‖v(tn)‖−3
L6 ); (3.20)

O que finaliza a demonstração.

Consideremos o polinômio p(x) = x3 − x2M0 + 16C−18
GNM0. Se p(x) > 0 para

todo x ∈ [0,+∞], então, dado que fn > 0, teŕıamos que desigualdade (3.20) não
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poderia ocorrer para n suficientemente grande, e, assim, deveria ocorrer de v(t, x)
ser globalmente bem posta e logo u(t, x) também.

Note que em p(x), existe ponto cŕıtico x0 de p(x) em (0 +∞] e limx→+∞ p(x) =
+∞. Em particular, temos que p′(x) = x(3x − 2M0), assim é fácil verificar que
p
′(x) < 0 se 0 < x < x0 = 2M0

3 , com isso, segue que x0 é mı́nimo global de p(x) em
[0,+∞].

Portanto, a desigualdade em (3.20) é falsa em [0,+∞] para n suficientemente
grande se e só se p(2M0

3 ) > 0, assim, fica claro que isso é equivalente a :

M0 < 6
√

3C−9
GN = 4π. (3.21)

Logo, se ‖u0‖2
L2(R) < 4π, então é imposśıvel que ‖vx(tn)‖L2 exploda para alguma

sequência (tn) e, como visto antes, isso implica que não existe sequência (tn) com
limn→∞ ‖ux(tn)‖ = +∞. Logo, u ∈ C(R, H1(R)), o que encerra a demonstração do
Teorema 3.1.1.
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Caṕıtulo 4

Solução Global na equação
não-linear de Schrödinger com
derivada em T

Nesse caṕıtulo repetiremos o racioćınio do caṕıtulo anterior para obter o mesmo
resultado de massa cŕıtica na mesma equação só que agora no espaço T×R em vez
do espaço R× R, seguindo as ideias de [23].

4.1 Soluções periódicas globais

Denotaremos por TL = R/LZ ' [0, L) e provaremos o resultado a seguir.

Teorema 4.1.1. Considere o Problema de Valor Iniciali∂tu(t, x) + ∂2
xu(t, x) = i∂x(|u|2u)(t, x), (t, x) ∈ TL × R,

u(0, x) = u0(x)∈ H1(TL)
(4.0)

Se ‖u0‖2
L2 < 4π, então existe solução global u ∈ C(R, H1(T)).

Para esse modelo da equação de Schrödinger, formalmente, pode-se verificar as
seguintes identidades:

• Conservação da Massa

‖u(t)‖2
L2 = ‖u0‖2

L2 = M0. (4.1)

• Conservação do Momento

H(u) = Im
∫
T
uux(t) dx+ 1

2

∫
TL
|u(t)|4 dx. (4.2)
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• Conservação da Energia

E(u) = ‖ux(t)‖2
L2 + 3

2 Im
∫
TL
uuuux(t) dx+ 1

2 ‖u(t)‖6
L6 = E0. (4.3)

Antes de provar o Teorema 4.1.1, consideremos f ∈ H1(TL) e δ > 0 pequeno sufici-
ente e, então, definiremos a seguinte função

f1(x) =



0 se x < −δ ou x > L+ δ,

f(x) se x ∈ [0, L],

f(0) (x+δ)
δ

se −δ ≥ x < 0,

f(0)L+δ−x
δ

se L ≥< x ≥ L+ δ.

(4.4)

Uma vez que f é função periódica e cont́ınua em [0, L], podemos substituir f por
uma translação dela transh f de modo que vale

| transh f(0)| ≤
‖f‖4

L4(T)
L

.

Assim, utilizando f(0) ≤
‖f‖4

L4(T)
L

, sem perder generalidades, obtemos as seguintes
desigualdades:

‖f‖L6(TL) ≤ ‖f1‖L6(R) , (4.5)

‖f1‖4
L4(R) ≤ (1 + 2δ

5L) ‖f‖4
L4(TL) , (4.6)∥∥∥∥∥df1

dx

∥∥∥∥∥
2

L2(R)
≤
∥∥∥∥∥ dfdx

∥∥∥∥∥
2

L2(R)
+ ‖f‖4

L4(TL)
2
δL

1
2
. (4.7)

Logo aplicando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (1.25) em f1 e utilizando as
desigualdades (4.5), (4.6) e (4.7), obtemos

‖f‖L6(TL) ≤ CGN(1 + 2δ
5L) 2

9 (‖fx‖2
L2(TL) + 2

δL
1
2
‖f‖2

L4) 1
18 ‖f‖

8
9
L4 . (4.8)

Usaremos a primeira versão das transformações de calibre em u(t, x) dada por

v(t, x) = e−iβ
1
L

∫ L
0

∫ x
θ
|u(t,y)|2− 1

L
M0 dy dθu(t, x).

Como as leis de conservação são as mesmas do caṕıtulo 3 por serem associadas ao
mesmo modelo de equação, será escolhido β = 3

4 . Essa escolha será feita para que
na nova energia conservada só apareçam a norma da derivada de v em L2 e outras
normas Lp.

Calculando a derivada vx(t) explicitamente usando que u(t) ∈ H1(TL), e usando
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as leis de conservações dadas em (4.2) e (4.3), verifica-se que

E1(v(t)) = ‖vx(t)‖2
L2 −

1
16 ‖v(t)‖6

L6(T) + 3M0

8L ‖v(t)‖4
L4 = E1(v(0)), (4.9)

P1(v(t)) = Im
∫
TL
vvx(t) dx−

1
4 ‖v(t)‖4

L4(TL) = P1(v(0)). (4.10)

Utilizando a definição de v(t, x), pode-se verificar que ‖v(t)‖Lp(TL) = ‖u(t)‖Lp(TL)

para qualquer p > 0. E por analogia ao racioćınio do caṕıtulo 3, verifica-se que
‖ux(t)‖L2 ≤ ‖vx(t)‖L2 .

Analogamente ao caṕıtulo 3, provaremos o Teorema 4.1.1 por argumento de
contradição, assumindo que existe um intervalo maximal (−T, T ∗) e uma sequência
(tn) convergindo a T ∗, sem perder generalidades, com limn→∞ ‖vx(tn)‖L2 = +∞.
Pelas observações feitas anteriormente, verifica-se que se a alternativa do Blow-up
acima for imposśıvel, então existe única solução u ∈ C(R, H1(TL)).

De maneira análoga ao caṕıtulo 3 para fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

, verifica-se

Lema 4.1.2. Sejam L, δ > 0 e seja fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6
. Então, existe uma sequência

εn → 0 de modo que vale a desigualdade

2C−
9
2

GN(1 + 2δ
5L) + εn ≤ fn ≤M

1
2

0 .

Agora, repetindo o racioćınio do caṕıtulo 3, para cada ı́ndice n da sequência (tn),
construiremos funções φn(x) = eiαnxv(tn, x). Os αn > 0 serão definidos mais tarde
com φn satisfazendo a igualdade:

‖(φn)x‖2
L2
x

= ‖vx(tn)‖2
L2 + 2αn Im

∫
R
vvx(tn, x) dx+ α2

n ‖v(tn)‖2
L2 . (4.11)

A identidade (4.11) com E1(v(tn))− E1(φn) = ‖vx(tn)‖2
L2 − ‖(φn)x‖2

L2 implica

Im
∫
TL
vvx(tn) dx = −E1(φn)

2αn
+ 1

2αn
E1(v) + αn

2 M0. (4.12)

Finalmente, com a conservação do momento P1(v), obtemos

P1(v) + 1
4 ‖v(tn)‖L4(TL) = −E1(φn)

2αn
+ 1

2αn
E1(v) + αn

2 M0. (4.13)

Agora para γn = ( 2
δL

1
2
− 3

8
M0
L

)‖v(tn)‖2
L4

‖v(tn)‖6
L6

e ωn = 1
16 − (1 + 2δ

5L)−4C−18
GN f

−4
n , verificamos

que

E1(φn) + (γn + ωn) ‖v(tn)‖6
L6 = ‖(φn)x‖2

L2 + 2
δL

1
2
‖φn‖6

L6 −

(1 + 2δ
5L)−4 ‖φn‖18

L6 ‖φn‖−16
L4 . (4.14)
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Notemos que a desigualdade E1(φn) + (γn + ωn) ‖φn‖6
L6 ≥ 0 é equivalente a

‖φn‖18
L6 ≤ (1 + 2δ

5L)4(‖(φn)x‖2
L2 + 2

δL
1
2
‖φn‖6

L6) ‖φn‖16
L4 , (4.15)

o que é verdade pela versão de um tipo de Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg em
(4.8). Ou seja, tem-se

− E1(φn) ≤ (γn + ωn) ‖φn‖6
L6 . (4.16)

Logo, usando (4.16) e (4.13) temos que

1
4 ‖v(tn)‖4

L4 ≤ −P1(v) + 1
2αn

E1(v) + αn
M0

2 + (γn + ωn) ‖v(tn)‖6
L6

2αn
. (4.17)

Agora, notando também que pela conservação da energia em (4.9) e dado que
limn→∞ ‖v(tn)‖L2 = +∞, segue que limn→∞ ‖v(tn)‖L6 = +∞. Usando o Lema
4.1.2 relacionado a fn, verifica-se que limn→∞ ‖v(tn)‖4

L4 = +∞. Usando os limites
dessas normas e o Lema 4.1.2, verifica-se que limn→∞

‖v(tn)‖L4
‖v(tn)‖6

L6
= 0, o que implica

limn→∞ γn = 0.
A partir daqui será estudado apenas a desigualdade (4.17) e provaremos que a

contradição proposta no ińıcio do caṕıtulo não poderá ocorrer. Com esse objetivo
estudamos 2 casos:

1. (γn + ωn) ≤ 0 para infinitos ı́ndices n. Nesse caso, basta escolher αn = 1 para
qualquer ı́ndice n, pois assim teŕıamos

‖v(tn)‖4
L4 ≤ −4P1(v) + 2E1(v) + 2M0. (4.18)

Isso implicaria existir uma constante C > 0 com ‖v(tn)‖L4 < C para infinitos
n, o que é absurdo por contradizer limn→∞ ‖v(tn)‖L4 = +∞.

2. (γn + ωn) > 0 para n suficientemente grande. Nesse caso, podemos tomar
αn = b(M−1

0 (γn+ωn)) 1
2 ‖v(tn)‖3

L6c+1, onde b·c é a função parte inteira. Assim
αn ≥ 1, αn > (M−1

0 (γn+ωn)) 1
2 ‖v(tn)‖3

L6 e αn ≥ (M−1
0 (γn+ωn)) 1

2 ‖v(tn)‖3
L6 +1.

Portanto, temos da desigualdade (4.17) e da definição de fn, que

1
4fn ≤

−P1(v) + E1(v)
2 + M0

2

‖v(tn)‖3
L6

+M
1
2

0 (ωn + γn) 1
2 . (4.19)

Lembrando que ωn = 1
16 − (1 + 2δ

5L)−4C−18
GN f

−4
n e que limn→∞ γn = 0, decorrem
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de (4.19) as seguintes desigualdades

fn ≤ O(‖v(tn)‖−3
L6 ) +M

1
2

0 (16ωn) 1
2 + o(1), (4.20)

f 3
n ≤ O(‖v(tn)‖−3

L6 ) +M
1
2

0 (f 4
n16ωn) 1

2 + o(1), (4.21)

f 6
n ≤ (M0)f 4

n − 16M0(1 + 2δ
5L)−4C−18

GN + o(1). (4.22)

Assim, se tivermos f 6
n − (M0)f 4

n + 16M0(1 + 2δ
5L)−4C−18

GN > 0 para n sufici-
entemente grande o segundo caso ficaria imposśıvel e, consequentemente, u
estaria bem definida globalmente. Para isso, basta verificar que o polinômio
p(x) = x3 − M0x

2 + 16M0(1 + 2δ
5L)−4C−18

GN é positivo em [0,+∞). Como
limx→+∞ p(x) = +∞, e p

′(x) = x(3x − 2M0) ≤ 0 para x ∈ [0, 2M0
3 ] e 2M0

3

é o único ponto cŕıtico de p(x) em (0,+∞), verifica-se que o mı́nimo de p(x) é
atingido em 2M0

3 . Logo se p(2M0
3 ) > 0, então o caso 2 não poderia ocorrer, em

particular, não é dif́ıcil verificar que p(2M0
3 ) > 0 se e só se M0 < 4π(1 + 2δ

5L)−2.
Como isso pode ser feito para qualquer δ > 0, conclui-se que se M0 < 4π,
então é imposśıvel o segundo caso ocorrer.

Portanto, se ‖u0‖2
L2 = M0 < 4π, então a solução local u resolve o modelo de equação

da Schrödinger (4.0), o que encerra a demonstração do Teorema 4.1.1.
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Caṕıtulo 5

Sobre a existência de soluções
globais para a equação de
Korteweg- de Vries L2-cŕıtica em
T.

5.1 Primeira restrição de massa

Apresentaremos a prova da existência de solução global do seguinte modelo da
equação de Korteweg-de-Vries não-linear quando há certa cota superior para norma
L2(T) do dado inicial u0(x).

ut(t, x) + uxxx(t, x) + (u5)x(t, x) = 0, (t, x) ∈ R× T,

u(0, x) = u0(x), u0 ∈ H1(T).
(5.0)

Teorema 5.1.1. Para a equação (5.0), se ‖u0‖2
L2 < 9

√
3π

24 , então a solução local u
em C(R, H1(T)) do Problema de Cauchy (5.0) pode ser globalmente estendida em
tempo.

Se a solução de (5.0) estiver em C([−T, T ], H1(T)), é um fato conhecido que ela
satisfaz as seguintes leis de conservação. A conservação da Massa que é dada por

‖u(t)‖2
L2(T) = ‖u0‖2

L2(T) = M0, (5.1)

e a conservação da Energia dada por

1
2

∫
T
|ux(t, y)|2 dy − 1

6

∫
T
|u(t, y)|6 dy = E0. (5.2)

Ambas as leis de conservação (5.1) e (5.2) serão utilizadas no argumento de con-
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tradição da prova do Teorema 5.1.1 para obter uma desigualdade polinomial com
coeficientes constantes dependendo apenas de M0 e E0. Essa desigualdade polino-
mial só seria válida para certa restrição no valor de M0, além disso ambas as leis
de conservação serão usadas também em estimativas de ‖u(t)‖Lp(T) para valores es-
pećıficos de p > 1. O mesmo método será usado nas subseções subsequentes. O
objetivo desse caṕıtulo é estimar uma cota superior m para massa M0 tal que se
M0 < m e u0 ∈ H1(T), então a equação KdV Qúıntica (5.0) possui solução global
pertencente a C(R, H1(T)).

Para provar a existência da solução global usaremos o resultado conhecido da
alternativa de blow-up, o qual afirma que a equação KdV Qúıntica (5.0) não possui
solução global bem posta se e somente se existe T ∗ > 0 ou T ∗ < 0 com ‖u(t)‖H1(T)

tendendo a +∞ se t → T ∗. Assim, tomaremos uma cota superior m para M0 no
decorrer da demonstração que implicará a impossibilidade de ocorrer a alternativa
de blow-up e, por argumento de contradição, isso implicará que para M0 < m, a
equação terá solução global.

Consideramos v(t, x) = G1(u(t))(x) = e−iJ(u(t))(x)u(t, x), usando a regra da ca-
deia e produto na derivação, temos que, em quase todo x ∈ T, vale

vx(t, x) = e−iJ(u(t))(x)(ux(t, x)− i(u(t, x)2 − M0

2π )u(t, x)). (5.3)

Não é dif́ıcil verificar que |vx(x, t)| ≥ |ux(t, x)|, pois u(t, x) ∈ R e −iJ(u(t))(x) ter
módulo igual a 1. Logo, já que ‖u(t)‖L2 = ‖v(t)‖L2 = ‖u0‖L2 = M

1
2

0 , então, se
valesse a alternativa de blow-up em u no instante T ∗, também iria valer para v no
instante T ∗. Ou seja, ‖vx(t)‖L2 →∞ e ‖ux(t)‖L2 →∞ se t→ T ∗.

Verifica-se também que |u(t, x)| = |v(t, x)|, portanto para qualquer p > 0 e
qualquer t do domı́nio de u, segue

‖v(t)‖Lp(T) = ‖u(t)‖Lp(T) . (5.4)

Multiplicando vx(t, x) por vx(t, x), integrando em x, usando as conservações da
energia (5.2) e da massa (5.1), obtemos a nova lei de conservação em v:

‖vx(t)‖2
L2(T) −

4
3 ‖v(t)‖6

L6 + M0

π
‖v(t)‖4

L4 = 2E0 + M3
0

4π2 = E2(v). (5.5)

Além disso, usando o racioćınio do artigo [27], definiremos a nova lei de con-
servação em v, o Momento, que pode ser obtido utilizando a definição de v(t, x) e a
identidade (5.3), obtemos

Im
∫
T
vx(t, y)v(t, y) dy = ‖v(t)‖4

L4(T) −
M2

0
2π . (5.6)
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Semelhante ao racioćınio do artigo [27], usaremos a seguinte desigualdade de
Gagliardo-Nirenberg:

‖v(t)‖L6(T) ≤ CGN(1 + 2δ
5 ) 2

9 (‖vx(t)‖2
L2(T) + 2

δ
‖v(t)‖2

L4) 1
18 ‖v(t)‖

8
9
L4 . (5.7)

Agora se u não fosse solução global, por causa da alternativa blow-up existi-
ria tn → T ∗, |T ∗| < ∞ e ‖vx(tn)‖L2 → ∞,‖ux(tn)‖L2 → ∞. A partir de agora,
consideramos essa situação e para essa sequência tn, considere

fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

. (5.8)

Primeiro, provaremos o seguinte lema

Lema 5.1.2. Para n suficientemente grande, existem constantes positivas c1, c2,
dependendo de E0, tal que:

c1 ≤ fn ≤ c2. (5.9)

Demonstração. Por Hölder, para p = 2, temos que
∫
T
|v(tn, y)|3|v(tn, y)|1 dy ≤ ‖v(tn)‖L2 ‖v(tn)‖3

L6 . (5.10)

Assim, isso implica que fn ≤ ‖v(tn)‖L2 = M
1
2

0 , obtemos c2 = M
1
2

0 . Note que elevando
a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (5.7) a 9

2 e invertendo a nova desigualdade,
obtemos

fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

≥ C
− 9

2
GN(1 + 2δ

5 )−1(‖vx(tn)‖2
L2 + 2

δ
‖v(tn)‖2

L4)− 1
4 ‖v(tn)‖

3
2
L6 . (5.11)

Usando a conservação da energia E2(v) em (5.5), podemos substituir ‖vx(tn)‖2
L2 por

outro termo e assim, obter a nova desigualdade

fn ≥ C
− 9

2
GN(1+ 2δ

5 )−1(E2(v)+ 4
3 ‖v(tn)‖6

L6−
M0

π
‖v(tn)‖4

L4 + 2
δ
‖v(tn)‖2

L4)− 1
4 ‖v(tn)‖

3
2
L6 .

(5.12)
Portanto, temos

fn ≥ C
− 9

2
GN(1 + 2δ

5 )−1(
E2(v) + 4

3 ‖v(tn)‖6
L6 − M0

π
‖v(tn)‖4

L4 + 2
δ
‖v(tn)‖2

L4

‖v(tn)‖6
L6

)− 1
4 . (5.13)

A conservação da energia (5.2) de u e o fato de ‖ux(tn)‖L2 tende a +∞ quando n
tende a infinito e as normas Lp de u(t) e v(t) serem iguais para qualquer p > 0,
obtemos que

lim
n→∞

‖v(tn)‖L6 =∞. (5.14)
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A desigualdade (5.9) e a igualdade (5.14) implicam que

lim
n→∞

‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖6
L6

= 0 , lim
n→∞

‖v(tn)‖2
L4

‖v(tn)‖6
L6

= 0. (5.15)

A Desigualdade (5.13) e o fato de E2(v) e M0 serem constantes implicam que

fn ≥ C
− 9

2
GN(o(1) + 4

3). (5.16)

Portanto, para qualquer ε > 0, existe N(ε), tal que se n > N(ε), então vale a
seguinte desigualdade

fn ≥ C
− 9

2
GN(4

3 − ε). (5.17)

Logo, podemos tomar c1 = C
− 9

2
GN(1

3) por exemplo, que teremos c1 ≤ fn ≤ c2 para n
suficientemente grande. Assim, encerramos a prova.

Em particular esse lema implica que ‖v(tn)‖L4 tende a ∞ quando n → ∞.
Repetiremos o racioćınio do artigo [27], denotaremos

φn(x) = eiαnxv(tn, x), (5.18)

tal que as constantes αn ∈ R vão ser determinadas mais tarde. Note que, usando a
regra do produto em funções de H1(T), temos que

‖(φn)x‖2
L2 = αn ‖v(tn)‖2

L2 + ‖vx(tn)‖2
L2 + iαn

∫
T
vxv(tn, x)− vxv(tn, x) dx. (5.19)

Uma vez que ‖φn‖Lp = ‖v(tn)‖Lp para qualquer p > 0, segue, então

E2(φn)− E2(v) = ‖(φn)x‖2
L2 − ‖vx(tn)‖2

L2 = αni
∫
T
v(tn, x)vx(tn, x)

−v(tn, x)vx(tn, x) dx− α2
n ‖v(tn)‖2

L2 .
(5.20)

Em particular, obtém-se para αn > 0 e usando que M0 = ‖v(t)‖2
L2 a seguinte

igualdade
− E2(φn)

2αn
+ E2

2αn
+ αn

2 M0 = Im
∫
T
vx(tn, x)v(tn, x) dx. (5.21)

Logo, usando (5.21) com a equação do momento (5.6), obtemos, para qualquer
αn > 0:

‖v(tn)‖4
L4 −

M2
0

2π = −E2(φn)
2αn

+ E2(v)
2αn

+ αn
2 M0. (5.22)

Antes de provar o teorema principal, provaremos o seguinte lema

Lema 5.1.3. Para o v(tn, x) ∈ H1(T) descrito antes, e α ∈ R, se φ(x) = eiαxv(tn, x)
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e E2 o funcional definido antes para qualquer h ∈ H1(T), dado por:

‖hx‖2
L2(T) −

4
3 ‖h‖

6
L6 + M0

π
‖h‖4

L4 = E2(h). (5.23)

Então, existem reais γn, ωn dependendo apenas das normas
‖v(tn)‖L2 , ‖v(tn)‖L4 , ‖v(tn)‖L6, com

E2(φ) ≥ −(γn + ωn) ‖v(tn)‖6
L6 . (5.24)

Mais precisamente, γn = 2‖v(tn‖2
L4

δ‖v(tn)‖6
L6
− M0‖v(tn‖4

L4
π‖v(tn)‖6

L6
e ωn = 4

3 − (1 + 2δ
5 )−4C−18

GN f
−4
n .

Demonstração. Não é dif́ıcil verificar para os valores dados de γn, ωn que (5.24) é
equivalente a

E2(φ) + (γn + ωn) ‖v(tn)‖6
L6 = α2 ‖v(tn)‖2

L2 + ‖vx(tn)‖2
L2

+ iα
∫
T
vx(tn, x)v(tn, x)− vx(tn, x)v(tn, x) dx

+ 2
δ
‖v(tn)‖2

L4 − (1 + 2δ
5 )−4C−18

GN f
−4
n ‖v(tn)‖6

L6

= ‖φx‖2
L2 + 2

δ
‖φ‖2

L4 − (1 + 2δ
5 )−4C−18

GN f
−4
n ‖φ‖

6
L6 ≥ 0. (5.25)

Lembrando que fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

= ‖φ‖4
L4

‖φ‖3
L6

, verifica-se que a desigualdade (5.25) é equi-
valente a

C18
GN(1 + 2δ

5 )4 ‖φ‖16
L4 (‖φx‖2

L2 + 2
δ
‖φ‖2

L4) ≥ ‖φ‖18
L6 . (5.26)

Pode-se verificar que a desigualdade acima é equivalente a versão (5.7) da desigual-
dade de Gagliardo-Nirenberg, o que conclui a demonstração do lema.

Agora, com todas essas conclusões obtidas, poderemos demonstrar o resultado
principal dessa seção

Demonstração do Teorema 5.1.1. Seja φn(x) = eiαnxv(tn, x), E2(φn) satisfaz
condição (5.24) e o real αn será determinado mais tarde. Utilizando que

‖v(tn)‖4
L4 −

M2
0

2π = −E2(φn)
2αn

+ E2(v)
2αn

+ αn
2 M0, (5.27)

segue do Lema 5.1.3 que

‖v(tn)‖4
L4 −

M2
0

2π ≤
(γn + ωn) ‖v(tn)‖6

L6

2αn
+ E2(v)

2αn
+ αn

2 M0. (5.28)

Assim, reduziremos o Teorema 5.1.1 em analisar dois casos: γn + ωn ≤ 0 para
infinitos naturais n ou γn + ωn > 0 para n suficientemente grande, e verificar a
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impossibilidade deles ocorrerem.

1. γn + ωn ≤ 0 para infinitos naturais n.
Nesse caso para os ı́ndices n em que o primeiro caso ocorre, verifica-se que
‖v(tn)‖4

L4 ≤ E2(v)
2αn + αn

2 M0 para qualquer αn > 0. Escolhendo αn = 1 em todos
ı́ndices desse caso, por exemplo, verifica-se que

‖v(tn)‖4
L4 ≤

E2(v)
2 + M0

2 + M2
0

2π . (5.29)

Assim, teŕıamos que em todos os ı́ndices do primeiro caso que ‖v(tn)‖L4 seria
limitado por uma constante C > 0, o que contradiz limn→∞ ‖v(tn)‖L4 = +∞.
Logo, o primeiro caso é imposśıvel.

2. γn + ωn > 0 para n suficientemente grande.
Para cada n natural denotaremos, sendo b·c função parte inteira, que

αn = 2πbM
− 1

2
0 (γn + ωn) 1

2 ‖v(tn)‖3
L6

2π c+ 2π. (5.30)

Pode-se verificar sem dificuldades que 2π ≤ αn ≤ (M− 1
2

0 (γn+ωn) 1
2 ‖v(tn)‖3

L6)+
2π e αn ≥ (M− 1

2
0 (γn + ωn) 1

2 ‖v(tn)‖3
L6). Assim, usando a desigualdade (5.28),

obtemos

‖v(tn)‖4
L4 ≤M

1
2

0 (γn + ωn) 1
2 ‖v(tn)‖3

L6 + M2
0

2π + E2(v)
4π + πM0. (5.31)

Logo, dividindo a desigualdade (5.31) por ‖v(tn)‖3
L6 , obtemos

fn ≤M
1
2

0 (γn + ωn) 1
2 +

M2
0

2π + E2(v)
4π + πM0

‖v(tn)‖3
L6

. (5.32)

Utilizando que γn = 2‖v(tn‖2
L4

δ‖v(tn)‖6
L6
− M0‖v(tn‖4

L4
π‖v(tn)‖6

L6
, fn ≤M

1
2

0 e limn→∞ ‖v(tn)‖L6 =∞,
segue que limn→∞ γn = 0. Multiplicando a desigualdade (5.32) por f 2

n e, em
seguida, elevando ela ao quadrado e usando que E2(v) ,M0 são constantes e
ωn é uniformemente limitado para qualquer n, obtemos

f 6
n ≤M0f

4
nωn + o(1). (5.33)

Usando a definição de ωn, obtemos para qualquer ε > 0, existe N(ε) tal que
se n > N(ε), então, deveŕıamos ter:

f 6
n − f 4

n(M0
4
3) +M0(1 + 2δ

5 )−4C−18
GN ≤ ε. (5.34)
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A contradição do segundo caso ocorreria se, pelo fato de fn ≥ c1 > 0, houvesse
a seguinte desigualdade polinomial para qualquer x ≥ 0

p(x) = x3 − (4M0

3 )x2 +M0(1 + 2δ
5 )−4C−18

GN > 0. (5.35)

O qual ocorre apenas se o ponto cŕıtico x0 de p(x) em [0,∞] satisfazer p(x0) >
0. Realizando o teste da derivada em x0, verifica-se que x0 = 8M0

9 e p(x0) > 0
ocorre apenas se M0 <

27
16(1 + 2δ

5 )−2C−9
GN . Utilizando que K = (2π)− 1

9 3 1
6 na

Desigualdade de Gagliardo-Nirenberg (1.25) e o fato de δ poder ser qualquer
numero positivo, obtemos que o segundo caso é falso se M0 <

9
√

3π
24 .

Portanto, se M0 <
9
√

3π
24 , a equação KdV não-linear do Teorema 5.1.1 tem solução

em C(R, H1(T)).

5.2 Segunda restrição de massa

Teorema 5.2.1. Para a equação (5.0) se ‖u0‖2
L2(T) <

2π
3 , então existe solução global

u ∈ C(R, H1(T)).

Nessa seção, aplicaremos uma variante da segunda transformação calibrada dada
para cada u ∈ H1(T)

F (u)(y) = e−iβ
∫ x

0 |u(y)|2 dy. (5.36)

Se u(t, x) é solução integral da equação (5.0), para v(t, x) = u(t, x)F (u(t))(x),
verifica-se que v(t, x) satisfaz as seguintes conservações no tempo: a conservação
da Massa

M0 = ‖v(t)‖2
L2(T) = ‖u(0)‖2

L2(T) , (5.37)

e a conservação da Energia

E(v) = ‖vx(t)‖2
L2(T) − (1

3 + β2) ‖v(t)‖6
L6 . (5.38)

Além disso, de maneira completamente análoga ao racioćınio na seção 5.1, verifica-se
que em quase todo instante t do domı́nio de u vale

Im
∫
T
vx(t, x)v(t, x) dx = β ‖v(t)‖4

L4 . (5.39)

Note que, para cada t do domı́nio de u, verifica-se pelas observações feitas no caṕıtulo
2 que vx(t, x) = (ux(t, x) − iβ|u(t, x)|2)e−iβ

∫ x
0 |u(y)|2 dy q.t.p. em x. Logo, se u não

tivesse solução em C(R;H1(T)), então existiria T ∗ > 0 sem perder generalidades e
sequência tn convergindo a T ∗ com ‖ux(tn)‖L2 tendendo a +∞ quando n→∞. Isso
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implica também que ‖vx(tn)‖L2 irá para infinito quando n→∞, pois u tem imagem
real.

Seja fn = ‖v(tn)‖4
L4

‖v(tn)‖3
L6

, é óbvio que fn ainda satisfaz o lema (5.1.2) isso mais a
conservação da energia de v (5.38) e o fato de ‖vx(tn)‖L2 ir a mais infinito implica
em ‖v(tn)‖L6 e ‖v(tn)‖L4 irem para infinito quando n→∞.

Agora para cada tn, seja φn(x) = eiαnxv(tn, x), αn a ser determinado depois,
verifica-se de maneira análoga usando a desigualdade de Gagliardo-Nirenberg

‖v‖L6(T) ≤ CGN(1 + 2δ
5 ) 2

9 (‖vx‖2
L2(T) + 2

δ
‖v‖2

L4) 1
18 ‖v‖

8
9
L4 , (5.40)

obtemos a desigualdade

E(φn) + 2 ‖φn‖4
L4

δ
+ (1

3 + β2) ‖φn‖6
L6 − (1 + 2δ

5 )−4C−18
GN ≥ 0. (5.41)

Logo, temos que para

γn = 2 ‖v(tn)‖2
L4

δ ‖v(tn)‖6
L6

, (5.42)

ωn = (1
3 + β2)− (1 + 2δ

5 )−4C−18
GN f

4
n (5.43)

vale a desigualdade
E(φn) ≥ −(ωn + γn) ‖v(tn)‖6

L6 . (5.44)

E uma vez que

−
∥∥∥(eiαnxv(tn, x))x

∥∥∥2

L2
+ ‖vx(tn, x)‖2

L2

+α2
n ‖v(tn, x)‖2

L2 = 2αn
∫
T
vx(tn, x)v(tn, x) dx,

(5.45)

verifica-se, usando a equação (5.19), a definição do funcional energia (5.38) e (5.39)
que

− E(φn)
2αn

+ E(v(tn))
2αn

+M0
αn
2 = β ‖v(tn)‖4

L4 . (5.46)

Se (γn + ωn) ≤ 0 para infinitos ı́ndices n, então teŕıamos pela desigualdade (5.44) e
para αn = 1 em infinitos ı́ndices n que ‖v(tn)‖L4 ≤ C para algum C > 0 fixo, o que
contradiz limn→∞ ‖v(tn)‖L4 = +∞.

Logo, semelhante à demonstração na seção 5.1, resta achar uma cota para M0

que impossibilite a ocorrência do caso de (γn + ωn) > 0 para n suficientemente
grande. Nessa nova situação, teremos

β ‖v(tn)‖4
L4 ≤

(γn + ωn) ‖v(tn)‖6
L6

2αn
+ E(v)

2αn
+ M0αn

2 . (5.47)
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Agora, tomando αn = b c(M0(ωn+γn))−
1
2 ‖v(tn)‖3

L6
2β c + 1, notando que γn = o(1) e

que ‖v(tn)‖L6 tende a infinito, verifica-se que dividindo a desigualdade (5.47) por
β ‖v(tn)‖3

L6 e substituindo o valor de αn, obtém-se que

fn ≤ (ωn) 1
2M

1
2

0 (1
c

+ c

4β2 ) + M0

2β + E3

2β + o(1). (5.48)

Multiplicando a desigualdade (5.48) por f 2
n e, em seguida, elevando ao quadrado,

obtemos

f 6
n ≤ f 4

n((1
3 + β2)M0(1

c
+ c

4β2 )2)− (1 + 2δ
5 )−4M0(1

c
+ c

4β2 )2)C−18
GN + o(1). (5.49)

Semelhante ao método usado por Yifei Wu em [27], colocaremos uma cota superior
para M0 tal que seja imposśıvel a desigualdade (5.49) ocorrer para n suficientemente
grande. Para isso, seja

p(x) = x3 − x2((1
3 + β2)M0(1

c
+ c

4β2 )2) + (1 + 2δ
5 )−4M0(1

c
+ c

4β2 )2)C−18
GN . (5.50)

Não é dif́ıcil verificar que se p(x) > 0 para qualquer x ≥ 0, então a desigualdade
(5.49) fica imposśıvel para n suficientemente grande. Portanto, se o mı́nimo de p(x)
em [0,+∞] for positivo, então (5.49) falha para n suficientemente grande. Isso só
ocorre quando o termo x0 ∈ [0,+∞] com p

′(x0) = 0 satisfazer p(x0) > 0. Usando
que C−9

GN = 4π√
3 ,verifica-se que p′(x0) = 0 e p(x0) > 0 é equivalente a:

M0 <
2π
3 . (5.51)

Portanto, obtemos o resultado do Teorema 5.2.1 o que encerra essa seção.

5.3 Soluções globais com média nula

Teorema 5.3.1. Se u0 ∈ H1(T) e ‖u0‖2
L2 <

√
3π
2 , então a equação (5.0) possui

solução global em C(R, H1(T)).

Estudaremos a equação (5.0) com dado inicial com média nula dada por∫
T u0(y) dy = 0. Utilizaremos as leis de conservação (5.1) e (5.2) seguindo o mesmo

racioćınio da seção 5.1. Utilizando integração por partes e a definição de ut, verifica-
se que

Lema 5.3.2. Se u0(x) ∈ H1(T) tem média zero, então q.t.p. t no domı́nio de u,
então u(t) também tem média zero.
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Demonstração. Sabemos que se u0 ∈ Hs(T) para s > 0 suficientemente grande e u0

tem média nula, então vale

∂t

∫
T
u(t, y) dy =

∫
T
ut(t, y) dy

=
∫
T
−uxxx(t, y)− (u5)x(t, y) dy = 0

pelo teorema fundamental do cálculo.

Esse fato combinado com o Teorema da Dependência Cont́ınua das soluções de (5.0)
implica no resultado do lema.

Em particular, temos agora a nova lei de conservação no caso de média de u0

igual a zero. ∫
T
u(t, x) dx = 0 t−q.t.p. (5.52)

Veremos T equivalente a [0, 1]/{1 = 0}. Agora, para qualquer valor de
‖u0‖L2(T) = M0 > 0, existe solução local da equação u em C([−T, T ];H1(T)) para
determinado T > 0. Para cada t ∈ [−T, T ], temos que u(t) ∈ H1(T;R) ⊂ C(T;R).
Em particular podemos substituir u(t) pela função cont́ınua u1(t) de modo que
u(t, x) = u1(t, x) q.t.p. em T. Com isso, a partir de agora para cada t ∈ [−T, T ],
assumiremos a partir de agora u(t) ∈ C(T;R).

Pelo teorema do valor médio para integrais e
∫ 1

0 u(t, y) dy = 0, temos que existe
z ∈ [0, 1] com u(t, z) = 0. Agora, definiremos a seguinte função em R dada por

v(t, x) =


0, se x ≤ 0,

u(t, z + x), se x ∈ [0, 1],

0, se x ≥ 0.

(5.53)

Não é dif́ıcil verificar que v tem derivada em L2(R) q.t.p., por u ∈ H1([0, 1]) dada
por:

vx(t, x) =


0, se x ≤ 0,

ux(t, z + x), se x ∈ [0, 1],

0, se x ≥ 0.

(5.54)

Por u(t, x) =
∫ x

0 ux(t, y) dy e u(t, 1) = u(t, 0) considerando a versão cont́ınua de u,
segue que

v(t, x) =
∫ x

−∞
vx(t, y) dy. (5.55)

Logo, pelo mesmo racioćınio de u(t) ∈ H1(T) mais v(t)(x) ser absolutamente
cont́ınua, verifica-se que v(t)(x) ∈ H1(R), logo vale a seguinte desigualdade de
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Gagliardo-Nirenberg

1
6 ‖v(t)‖6

L6(R) ≤
1
2(
∫
v(t)2∫
Ω2 )2

∫
(vx(t))2. (5.56)

Para Ω a solução forte de Ωxx+Ω5 = Ω dado por Ω = 3 1
4 (sech 2x) 1

2 . Usando cálculo,
pode-se ver que

∫
R Ω(x)2 dx =

√
3π
2 .

Pela definição de v(t, x), não é dif́ıcil verificar que

−1
3 ‖v(t)(x)‖6

L6(R) + ‖vx(t)‖2
L2(R) = 2E0 (5.57)

‖v(t)‖2
L2(R) = ‖u(t)‖2

L2(T) = M0. (5.58)

Assim, substituindo as equações (5.57), (5.58) em (5.56), obtemos

1
2(1− M0

‖Ω‖2
L2

)
∫
R
vx(t, x)2 dx ≤ 2E0. (5.59)

Em particular, se M0 < ‖Ω‖2
L2 e como ‖vx(t)‖L2 = ‖ux(t)‖L2 por (5.54), (5.59)

implica ‖ux(t)‖L2 uniformemente limitado para qualquer t do domı́nio de u, logo a
alternativa do blow-up nunca irá ocorrer nesse caso. Ou, seja obtemos o resultado
do Teorema 5.3.1.

5.4 Terceira restrição de massa

Analisando a equação (5.0), encontraremos uma nova massa cŕıtica encontrada
M > 0, a qual implica a existência global de u(t, x) em H1(T) se ‖u0‖2

L2(T) < M.

Semelhante a demonstração da primeira seção do Caṕıtulo 5, os valores para
‖u0‖2

L2(T) = M0 > 0 serão determinados mais tarde e também será utilizado a
alternativa blow-up, que implicará existir um T ∗ > 0 e uma sequência tn conver-
gindo a T ∗, com limn→∞ ‖ux(tn)‖L2(T) = ∞, para u solução da equação acima com
dado inicial u0.

Repetindo o racioćınio e os resultados constrúıdos na primeira seção do Caṕıtulo
5, temos para a sequência u(tn) determinada antes, e sendo fn = ‖u(tn)‖4

L4
‖u(tn)‖3

L6
, então

existem constantes positivas c1, c2, com

c1 ≤ fn ≤ c2. (5.60)

Novamente consideraremos as seguintes desigualdades de Gagliardo-Niremberg para
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cada função u(t) em T da solução da equação (5.0)

‖u(t)‖6
L6 ≤ K6

GN(1 + 2δ
5 ) 4

3 (‖ux(t)‖2
L2 + 2

δ
‖u(t)‖2

L4) 1
3 ‖u(t)‖

16
3
L4 , (5.61)

‖u(t)‖6
L6 ≤

4
π2 ‖ux(t)‖

2
L2 ‖u(t)‖4

L2 . (5.62)

Logo por termos a seguinte conservação de energia

‖u(t)‖6
L6 = 3 ‖ux(t)‖2

L2 − 6E0, (5.63)

e para cada tn da sequência associado ao blow-up, usando translação e o fato de
u(tn) ser periódica de peŕıodo 1, podemos assumir pela Desigualdade de Hölder e
teorema do valor médio que |u(tn, 1)| = |u(tn, 0)| ≤ ‖u(tn)‖2

L4 = M0. Assim podemos
considerar:

v(tn, x) =


u(tn, 1)( (1+δ)−x

δ
), se x ∈ [1, 1 + δ],

u(tn, x), se x ∈ [0, 1],

u(tn, 0)(x+δ
δ

), se x ∈ [−δ, 0].

(5.64)

Assim, a derivada de v(tn) na variável x será dada q.t.p. pela função

(v)x(tn, x) =


u(tn, 1)(−1

δ
), se x ∈ [1, 1 + δ],

ux(tn, x), se x ∈ [0, 1],

u(tn, 0)(1
δ
), se x ∈ [−δ, 0].

(5.65)

Portanto, podemos obter que

‖v(tn)‖2
L2 = ‖u(tn)‖2

L2 + 2δ
5 ‖u(tn)‖2

L2 , (5.66)

‖vx(tn)‖2
L2(R) ≤ ‖ux(tn)‖2

L2 + 2
δ
‖u(tn)‖2

L4 , (5.67)

‖u(tn)‖L6 ≤ ‖v(tn)‖L6 . (5.68)

Usando a equação (5.63) e a desigualdade (5.62) e as observações acima para v(tn),
obtemos, então a desigualdade

3 ‖ux(tn)‖2
L2 − 6E0 ≤

4
π2 (‖ux(tn)‖2

L2 + 2
δ
‖u(tn)‖2

L4)(M0 + 2δ
5 M0)2. (5.69)

O que é falso para tn suficientemente grande, se (M0)2(1 + 2δ
5 )2 4

π2 < 3 e isso pode
ser obtido para qualquer δ > 0. E pelas propriedades de fn as quais implicam
‖ux(tn)‖2

L2 >> ‖u(tn)‖2
L4 , verifica-se que se M0 <

√
3π
2 , então existem solução globais

u em C(R, H1(T)).

50



Referências Bibliográficas
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