UNIVERSIDADE FEDERAL DO RIO DE JANEIRO-UFRJ
INSTITUTO DE MATEMATICA-IM

SOBRE O PROBLEMA DE CAUCHY ASSOCIADO A EQUACAO NAO
LINEAR DE SCHRODINGER COM DADOS EM R x T

Lindolfo Paul Mallqui Espinoza

Dissertagao de Mestrado apresentada ao
Programa de Pods-graduacao em Matematica,
da Universidade Federal do Rio de Janeiro,
como parte dos requisitos necessarios a

obtencao do titulo de Mestre em Matematica.

Orientador: Adén José Corcho Fernandez

D.Se.

Rio de Janeiro
Julho de 2019



SOBRE O PROBLEMA DE CAUCHY ASSOCIADO A EQUACAO NAO
LINEAR DE SCHRODINGER COM DADOS EM R x T

Lindolfo Paul Mallqui Espinoza

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO DE
MATEMATICA DE POS-GRADUACAO (IM) DA UNIVERSIDADE FEDERAL
DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS
PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS MATEMATICA.

Examinada por:

Prof. Adan José Corcho Fernandez, UFRJ, Presidente.

Prof. Miguel Angel Alejo, UFSC.

Prof. Ademir Fernando Pazoto, UFRJ.

Prof. Xavier Carvajal Paredes, UFRJ, (Suplente).

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
JULHO DE 2019



il



SOBRE O PROBLEMA DE CAUCHY ASSOCIADO A EQUACAO NAO
LINEAR DE SCHRODINGER COM DADOS EM R x T

Lindolfo Paul Mallqui Espinoza

DISSERTACAO SUBMETIDA AO CORPO DOCENTE DO INSTITUTO DE
MATEMATICA DE POS-GRADUACAO (IM) DA UNIVERSIDADE FEDERAL
DO RIO DE JANEIRO COMO PARTE DOS REQUISITOS NECESSARIOS
PARA A OBTENCAO DO GRAU DE MESTRE EM CIENCIAS MATEMATICA.

Examinada por:

Prof. Adan José Corcho Fernandez, UFRJ, Presidente.

el

Prof. Mlguel Anfrel Alejo, UFSC.

QN(MMQ ?u;g

Prof. A’jur Fernandé Pazoto UFRJ.

Prof. Xavier Carvajal Paredes, UFRJ, (Suplente).

RIO DE JANEIRO, RJ — BRASIL
JULHO DE 2019




CIP - Catalogacao na Publicacéo

Espi noza, Lindolfo

E77s Sobre o problema de Cauchy associ ado a equagfa néo
| inear de Schrddi nger com dados em RXT / Lindolfo
Espinoza. -- Rio de Janeiro, 2019.

65 f.

Ori entador: Adan Fernandez.

Di ssertacdo (nestrado) - Universidade Federal do
Ri o de Janeiro, Instituto de Matemética, Progranma
de Pés- Graduagdo em Matematica, 2019.

1. Equacdo ndo linear de Schrodinger. 2. Problema
de Cauchy. 3. Boa col ocacdo local e global. I.
Fer ndndez, Adan, orient. Il. Titulo.

Elaborado pelo Sistema de Geragdo Automatica da UFRJ com os dados fornecidos
pelo(a) autor(a), sob a responsabilidade de Miguel Romeu Amorim Neto - CRB-7/6283.




vi

Aos meus pais Fugenia Espinoza
e Paulo Mallqui, as minhas

ITMas e aos meus 1rmaos, € a

minha filha Avril.



Agradecimentos

Agradeco a meus pais, Eugenia Espinoza e Paulo Mallqui, que sao as pessoas mais
importantes na minha vida, do mesmo jeito agradego as minhas irmas e aos meus
irmaos pelo amor que me dao. Agradeco ainda aos demais familiares, por seu apoio

e porque sempre estiveram presentes para mim.

Queria agradecer com toda gratidao ao meus amigos e colegas feitos ao longo da
minha vida académica, em especial durante o mestrado, com os quais compartilhei

alegrias e frustragoes.

A minha namorada, Angélica Miluzca, por ter caminhado ao meu lado, pela forca
transmitida, pela paciéncia e pelo amor demonstrado em todo o caminho que ja

percorremos juntos.

Ao meu orientador Adan J. Corcho, dedico meus agradecimentos. Nao so pela
excelente orientagao matematica, mas também pela confianga que depositou em mim
desde a nossa primeira conversa. Sem duvida, foi uma das pessoas responsaveis pelo

sucesso deste trabalho.

Concluo agradecendo a CAPES pelo apoio financeiro.

vil



Resumo da Dissertacao apresentada ao IM/UFRJ como parte dos requisitos

necessarios para a obtengao do grau de Mestre em Ciéncias (M.Sc.)

SOBRE O PROBLEMA DE CAUCHY ASSOCIADO A EQUACAO NAO
LINEAR DE SCHRODINGER COM DADOS EM R x T

Lindolfo Paul Mallqui Espinoza

Julho,/2019
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Ressumo.

Neste trabalho, apresentamos resultados de boa colocacao local e global para
o Problema de Valor Inicial (PVI), também conhecido como problema de Cauchy,
associado a uma equacao de Schrodinger nao linear com dados definidos no cilindro

R x T. De maneira mais precisa, consideramos o modelo

iug — Au = FulPlu, 1<p<3,
w(0;z,y) = ¢(z,y),

(1)

onde A = 92 + 6{5, x € R e para cada z a funcao u(z,-) é 2mw-periédica na varidvel

y, o que denotamos por y € T = R/277Z.

Os dados iniciais sao considerados no espaco das fungoes que sao de quadrado
integravel em R x T, isto é, ¢ € L*(R x T). A boa colocagdo local do PVI (1)
significa a existéncia de um fluxo de solugoes associado ao modelo com as seguintes

propriedades:

e para cada ¢ existe um tunica solugao u(t; -, -) num intervalo de tempo [—9, d],

com 0 dependendo de ¢ e p,
o ucE C([—é, Jl; W), onde W é um subespaco de L*(R x T),

e ha dependeéncia continua dos dados iniciais, o que a grosso modo significa que
para dados iniciais préximos as solugoes se mantém proximas num intervalo

de tempo apropriado,[—d’, ¢'].
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No caso em que as propriedades acima podem ser transferidas para todo t € R,

dizemos entao que hd boa colocagdo global em L*(R x T) para o modelo.

De forma mais precisa, neste trabalho mostramos que o PVI (1) é globalmente
bem posto para o caso L? - subcritico (1 < p < 3). Por outro lado, no caso
L? - critico (p = 3), mostramos que h4 boa colocagao local para qualquer dado.
Porém, as solucoes globais em tempo ficam restritas a dados com norma quadratica

suficientemente pequena.

Este trabalho toma como referéncia principal os resultados publicados por H.
Takaoka e N. Tzvetkov em [19].

Palavras-chave: Equacao nao linear de Schrodinger, Problema de Cauchy, Boa

colocacao local e global.
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Abstract.

In this work we show some results about local and global well-posedness for
the Initial Value Problem (IVP), or Cauchy problem, associated to the nonlinear
Schrodinger equation with data defined on the cylinder R x T. More precisely, we

consider the model

iug — Au = EulPlu, 1<p<3,
u(0;z,y) = ¢(z,y),

(2)

where A = 97 + 0, © € R and for each z the function u(z, -) is 27-periodic on the
y variable, that is, y € T = R/27Z.

The initial data ¢ are considered in the space L*(R x T). Local well-posedness
for the IVP (2) means the existence of a flux of solutions associated to the model

with the following properties:

e for each ¢ there exists a unique solution u(t;-,-) defined on a time interval
[—9, 4], with § depending on ¢ and p,

e u € C([-0,8]; W), where W is a subspace of L*(R x T),
e continuous dependence on the initial data.

If the above properties can be extended for all ¢ € R we say that the model is
globally well-posed in L*(R x T).

For data in L*(R x T) we prove that the IVP (2) is globally well-posed for
1 < p < 3. On the other hand, in the case p = 3, we show that the IVP (2) is
locally well-posed for all data; however, globally well-posed is obtained only under

smallness assumption on the data.

This work is based on the results previous published by H. Takaoka and N.
Tzvetkov in [19].

Key words: Nonlinear Schrédinger equation, Cauchy problem, Locally and Global

well-posedness.



Introducao

Consideremos o Problema de Valor Inicial (PVI), ou simplesmente problema de
Cauchy, associado a uma equacao de Schrodinger nao linear num dominio cilindrico,
isto é

iug — Au = tlulPlu, 1 <p <3,

u(0;7,y) = ¢(x,y),

onde A = 92 + 65 é o cldssico operador de Laplace e u(t; z,y) é uma fungdo que

(3)

assume valores complexos para cada (¢; z,y) € [—=0,0] X RxT, com T = R/27Z. Por-
tanto, estamos considerando solucoes que sao periddicas, de periodo 27 na direcao
Y, OU seja,

u(t;x,y) = u(t; v,y + 2m),

para todo (¢;x,y) € [—0,0] x R x R.

O modelo (3) com (z,y) € R? aparace na modelagem da varios fenémenos fisicos,
especialmente nas areas de mecanica quantica e 6ptica nao linear. Para ver a de-
rivagao do modelo, assim como aplicagoes especificas, indicamos os excelentes textos

6, 18].

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer resultados de boa colocacao local
e global para o PVI (3) no caso em que os dados iniciais sao considerados no espago
L*(R x T) das fungoes quadrado integravel no cilindro. A boa colocagdo local de (3)
significa a existéncia de um fluxo de solugoes associado ao modelo com as seguintes

propriedades:

e para cada ¢ existe uma unica solugao u(t; -, -), definida num intervalo de tempo
[—4, 8], com § = d(¢, p) dependendo de ¢ e p,

e ue C([—4,d]; W), onde W é um subespago de L*(R x T),

e ha dependéncia continua dos dados iniciais, o que a grosso modo significa
que para dados iniciais préximos em L*(R x T) as solugdes correspondentes

se mantém préximas, na mesma norma, num intervalo de tempo apropriado
[—d", 8], com &' < 0.
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O estudo da boa colocacao para a equacao nao linear de Schrodinger tem sido
objeto de intenso estudo de varios matemaéticos nas ultimas décadas. No caso do
ambiente espacial bi-dimensional, onde se foca nosso estudo, ha um grande interesse
em entender bem a dinamica do modelo, devido as aplicacoes fisicas relevantes que

0 MeSmo possui.

No caso em que (z,y) € R?, com dados iniciais ¢ pertencendo ao espago L*(R?),

a teoria estd bem estabelecida e valem os seguintes resultados:

e boa colocagao global em L*(R?), para 1 < p < 3,

e boa colocacio local em L?(R?), para p = 3 e, além disso, as solucdes po-
dem ser estendidas globalmente para dados com norma ||¢|| 2 < €9, com €q

suficientemente pequeno,

e os resultados de boa colocagao global sao consequéncia da teoria local combi-

nados com a lei de conservagao da norma L*(R x T) da solugao, isto é,

/7,/ txy|dxdy—/ﬂ/ 6(z, ) [2dady. (4)

Estes resultados podem ser encontrados em [5, 8, 16, 17, 21]. O ingrediente

principal usado na prova dos mesmos € a desigualdade
—it(82+02
le™ | a sy < cllllzzz), (5)
onde e~ %% denota o grupo unitéario associado as solucoes da equacao linear

—Au=0,teR, (v,y) € R?
u(0;z,y) = ¢(z,y).

(6)

A desigualdade (5) é conhecida como Estimativa de Strichartz, a qual é obtida a

partir da estimativa de decaimento
He—it(aﬁwi)gb” < c_l 6]l 21 (k2
L3y — |t|

que é consequéncia da dispersao do modelo.

Por outro lado, o cendrio no ambiente periédico nas duas diregoes, quando
(x,y) € T x T, é mais complicado, pois a desigualdade (5) nao é valida, visto
que as solucoes lineares sao periddicas com repeito ao tempo. Nesta direcao, os
resultados que se conhecem sao os dados em [2, 3|, que asseguram boa colocacao
local em espagos de Sobolev com regularidade positiva e, portanto, nao se conhece

a existéncia de solugoes em L?(T x T).
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O objetivo principal do trabalho que aqui desenvolvemos é apresentar de forma
detalhada os resultados apresentados em [19] relativos ao caso do ambiente cilindrico,
(z,y) € R x T, onde os autores aproveitam a dire¢ao continua, * € R, e usam
a técnica empregada no caso de T x T para fornecer uma versao localizada de
desigualdade de tipo Strichartz melhor que a obtida através do método usado em

[2, 3]. De forma mais precisa, provaremos os seguintes resultados.

Teorema A. Seja 1 < p < 3. O problema de Cauchy (3) é globalmente bem posto
em L*(R x T).

Teorema B. Seja p = 3. O problema de Cauchy (3) é globalmente bem posto para

dados iniciais em L*(R x T) suficientemente pequenos.

Os resultados estabelecidos nos teoremas acima serao enunciados com maior

precisao no Capitulo 5.
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Capitulo 1

Preliminares

Neste capitulo, apresentaremos algumas defini¢oes e resultados de Anélise Ma-

tematica que servirao como base tedrica para a obtencao dos resultados principais.

1.1 Alguns resultados de analise funcional e me-
dida

Teorema 1.1 (Medida Produto). Sejam (X, A, u) e (X,B,v) espagcos de medida
o-finitos. FExiste uma unica medida 7, chamada de medida produto, definida na
o-dlgebra produto (X x YY), tal que m(A x B) = u(A)v(B), para todo A € A e
B € B. Denotemos m = i1 X v.

Demonstragao. Ver Teorema 2.36, pagina 66 de [7]. |

Teorema 1.2 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponhamos que (X, M, u) e (Y,N,v)

sejam espagos mensurdveis o-finitos.
(a) (Tonelli). Se f € LT(X xY), entdo as fungoes g(x /f z,y)dv e h(y) =

/ f(z,y)du estao em LT (X) e LT(Y), respetivamente, e valem as igualdades
X

xwfd(uxy /Vfwyd” )]dﬂ /Vf:cydu( )]du()

(b) (Fubini). Se f € L'(X xY), entdo f(x,y) € L*(v) para quase todo ponto
re X e f(x,y) € L'(n) para quase todo ponto y € Y. Além disso, as fungoes

g(x)= [ flz,y)dv e h(z) = | f(x,y)du estao definidas em quase todo ponto
X

Y
em L'(n) e L*(v), respetivamente, e mantém-se a conclusao de (a).

Demonstragao. Ver Teorema 2.37, pagina 67 de [7]. d



Lema 1.3. Sejam X e Y espagos de Banach e assuma que K(t,t') é uma fungdao
continua que toma valores em B(X,Y'), o espago de aplicagoes lineares limitadas de

X em Y. Suponha que —o00 < a < b < 0o e consideremos o operador

= /b K(t,t)f(t"dt

1T fllzaqanyy < Cllfllzo(an.x)

/Ktt t")dt'.

972G—3)9C
W fllLagap,y) < 1—

Demonstragao. Ver Lema 3.1 de [15]. O

Assuma ainda que

e consideremos

Entao, para 1 < p < qg < oo tem-se

£l 2 0., 5)

(P q

Observe que no caso em que K(t,t') =
(1,00).

rmr o Lema 1.3 nao vale para p =q €

Teorema 1.4 (Interpolacao de Riesz-Thorin). Sejam 1 < pg, p1, G0, @1 < +00, po #
p1 e T um operador linear, limitado de L** em L% com ||Tf| w0 < Mol fllp € de
LPr em LY com ||Tf|lLa < Mi||fllp,. Entao, para todo 0 € (0,1), o operador T é

limaitado de LP em L4, com

ITfllg < MUl M < MM

onde
1 6 1-0 1 6 1-90
-=— - e —=—— .
p Po P1 4 4o q1
Demonstragao. Ver Teorema 2.2, pagina 29 de [13]. O

Teorema 1.5 (Desigualdade de Holder). Suponhamos que @ C R™ seja aberto,
limitado e de bordo bem regular. Seja v € LP(Q) ev € L1(Q) com % + % =1, 1<
p < 0o, entdo uv € LY(Q) e vale a desigualdade

/Q\uv\dxg (/ yu|Pczx) (/ wm)

Demonstracao. Ver Inequagao de Holder 6.2, pagina 182 de [7]. O
Corolario 1.6 (Desigualdade de Holder generalizada). Para p > 1 e % = é + i,

sejam u € LP e g € L. Entao, uv € L" e ||uwv| - < ||u|| e ||v]| L



Demonstracao. Basta aplicar a desigualdade de Holder com p; = # eq = 0

1
a/r’
Corolério 1.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se u,v € L?, entdo uv € L' e
luv] < lullz2([v]| 2
Demonstracao. Para a prova, ver o corolario acima. 0
Teorema 1.8 (Um Teorema de Interpolacao). Sejam 1 < p <r < g < oo, tais
que
1 1-46
r

:——I—Q, com 0 € (0,1).
p q

Suponhamos que f € LP(X)N LYX). Entdao, f € L"(X) e, além disso, vale
£l < ANz LAY
para 6 € (0,1).
Demonstragao. Seja 6 € (0,1) e notemos que Do 9 o conjugados. Logo,

Or (1 —0)r
Tdy = or (I—G)Td
/er| v /le| 100" ds

or (1-6)r
p

< (/}(|f|er5dz> (/X |f|(1—97’)(1_qg)rdg;>
(o ()

Elevando ambos os membros da desigualdade acima a poténcia 1/r temos o resul-

tado. O

Lema 1.9. Sejam a,b € [0,00) e s > 0. Entdo, existem constantes positivas mg e

My, dependendo apenas de s, tais que

ms(a® +0°) < (a+b)* < My(a® + b%). (1.1)

Demonstragao. Se a = 0 a desigualdade é trivial. Assuma a > 0. Entao, (1.1) é

e (O] 02 < ()]

entao é suficiente mostrar que existem mg e M, tais que

equivalente a

ms(1+7°) < (1+7)° < M(1+7°),¥r € [0,00).



(1+7r)s
1+7rs

Isso ocorre do fato da fungao f(r) = ser limitada. Com efeito,

observe que para todo r, s > 0, tem-se

1<(14+7r)? e r<(1+7r)°

logo,
T+ <2(1+471)°,
ou seja,
1 < (1 —i—?")s‘
27 1+40rs

Agora, para r > 1 tem-se

(14+7r)° < (r+r)=(2r)%

portanto
(I+7)° <2°(1 4 r%),
ou seja,
(1+47) <o
1+rs =
- (L+7) ) N
Observe que a funcao r —— T é continua em [0,1] e nao se anula nesse
TS
intervalo. Logo, existe C', = Ir}in] {(ﬁzzs} > (0. Tomando C' = max{2*%, C}, vemos
rel0,1
que
(I1+7) <c
147rs
Isso conclui a prova. [l

Lema 1.10. Seja g : C—— C definida por g(z) = |2|Pz, 1 < p. Entao,
121721 — |22[P22| < Oz + |22]7)]21 — 2.
Demonstragao. Sem perda de generalidade suponhamos que |z1| < |23|. Portanto,

[|21P21 — [22|P 2| = [[21|P21 — |21]P22 + [21[P 22 — |22[P 22

< [zlzr = 2l + 2| (2] = |23]) -
Aplicando o Teorema do Valor Médio a funcao |z|?, obtemos 6 € (0, 1), tal que

21721 — |20[P22] < 21|21 — 22| + |2alp (1 = 0)]21] + O]22])P " |21 — 22
< |21]P|21 — za| + |22|plz2 P 21 — 29|

<p(lz” + |2ff) |21 — 2.



Por 1ltimo, mostraremos uma propriedade de calculo elementar que serd tutil.

Lema 1.11. Para cada 0 € [0,7/2], existe uma constante R > 0, tal que
0 < sinf 4+ Rsin?#.
Demonstracdo. Seja f(0) = 6 —sinf — Rsin®6, com R > 0. Note que f(0) =0 e
f'(0) =1—cosh — Rsin 26.

Basta provar entao que f’ < 0, para algum R, pois nesse caso f(0) < f(0) = 0.

1 —cost
Para isso, notamos que ———— ¢ limitado em (0,7/2). De fato: a fracao é

sin
continua no intervalo (0, 7) e além disso,

1 —cosf 0 . 1 —cosf ]
m —— = e im ——— = —1.
h—0+ sin 20 h—Z~ sin20
) 1 —cosf
Portanto, existe um M > 0, tal que ~m20 < M, para todo 0 € (0,7/2).
sin
Agora ¢ suficiente tomar R = M + 1. U



Capitulo 2

Espacos Funcionais

2.1 Espacos de Sobolev em T

Todos os resultados enunciados nesta secao sao basicos. Por isso suas demonstragoes
serao omitidas. Algumas referéncias excelentes que contém em detalhes o desenvol-
vimento destas teorias basicas sobre as séries de Fourier para distribuicoes peridédicas

sao os textos [10, 13], onde o leitor podera encontrar as provas de todos os resultados.

2.1.1 Distribuicoes Peridédicas

Para simplificar a exposi¢do usaremos a notagao CF (—m,m) = C*(T), onde T
representa o toro T = R/27Z, para denotar a classe das func¢oes com k derivadas

continuas em R e periddicas de periodo 2.

Particularmente, denotamos por P = C®(—m,m) a cole¢ao de todas as fungoes

¢ : R — C que sao C*(R) e periddicas de periodo 2.

O espaco vetorial P nao é completo em relagao as normas naturais de C*(T).

No entanto, a aplicacao

|69 — )| oo
L+ ||¢W) — O poo(my’

d(g, ) =Y 27 ¢, VEP,

jEN
define uma métrica em P .

Teorema 2.1. (P,d) é um espago métrico completo. Além disso, se consideramos

{on} CP e e P, temos que
On N O <— lir}rq ||gz$(j) — ¢(j)||Loo(1r) para todo j > 0.
n——+oo

Demonstragao. Ver Teorema 3.1, pagina 133 de [10]. O



Denotaremos por S(Z) o espago das sequéncias que decrescem rapidamente, isto

é, o conjunto de todas sequéncias complexas (o )kez, tais que

> ko] < oo V¥jeEN.

keZ

Observe que d; definida por

S _ll0? = 39,

_ J s,

dl(avﬁ) - : N2 1 + Ha(j) _B(j)Hooj aaﬁ € S(Z)7
Je ’

onde
ldlloe.s = sup (Jaxl[KF) |
keZ
também define uma métrica em S(Z). Assim, S(Z) é um espago métrico completo.

Dada uma funcao f € P, lembramos que a transformada de Fourier de f é dada

pela sequéncia f:: (f(k))kez, com

Flk) = % /_ ' fx)e *da. (2.1)

Teorema 2.2. A transformada de Fourier ~: (P,d) — (S(Z),dy) é um iso-
morfismo linear e um homeomorfismo, ou seja, € uma bijecao linear continua com

inversa continua em relacao as métricas d e d.
Demonstragao. Ver Teorema 3.6, pagina 135 de [10]. O

Teorema 2.3. Seja f € P. Entao, valem as sequintes igualdades:

(@) | f132m) = 27| FliBzy = 27 D |F (R)P2,

kEZ

(v) / F()g()ds = 205" FOkYa(K),

kEZ

conhecidas como identidades de Parseval.

Demonstragao. Ver Teorema 3.166, pagina 187 de [10]. O

Um funcional linear T : P — C é chamado uma distribuicao periodica se existe

uma sequéncia (1y,),>1 C P, tal que

™

T(6) = (T,6) = lim [ wu()é(x)dr, Yo € P.

n——~oo



Denotaremos por P’ o dual topoldgico de P, isto é, o espaco de todos os funcionais
lineares continuos de P em C; também chamamos P’ o espago das distribuigoes
periodicas.

Dado um elemento f € P’, sua derivada distribucional f' € P’ é definida pela
relagao

<f,7¢> = _<f7¢/>7 ¢ eP.

Em geral, temos

2.1.2 Séries de Fourier em P’

Dado f € P’, como cada funcao ¢, = e~** € P para todo k € Z, definimos de forma
natural a transformada de Fourier de f em P’ como sendo a funcao f: 7 — C

definida por

-~

(k) =(f o) = %/_ f(x)e *dy, keZ

e a n-ésima soma parcial da série de Fourier associada a f é dada por

Sulfl(@) = )" Jk)e* e P.

[k|<n
Teorema 2.4. Sejam ¢ € P e f € P'. Entao, S,[¢] % o e Sulfl] —2/:—> f
n—>+00 n—>+00
Consequentemente, vale a igualdade
(f.¢) =21 > f(k)o(—k).
[k|<n
Demonstragao. Ver Teorema 3.166 e Corolario 3.167 da pagina 187 de [10]. O

2.1.3 Espacos de Sobolev H*(T)

Para cada s € R, o espaco de Sobolev de ordem s, em T, é definido pelas distribuicoes

f € P’ que satisfazem

S (1 + 02 f(n)? < o

neEL

Mais concretamente, H*(T) = {f € P": ||f|

He(T) < oo}, onde

1Fllzrecry = 11+ 0?2 flee.

Observagao 2.5. H(T) ¢é também denotado por L%er[—ﬂ',ﬂ'] e pode ser caracteri-

zado como a cole¢ao das distribui¢oes em P’ que sao limites (no sentido de P’ ) de
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sequéncias (1,) C P de Cauchy em relagao a norma usual L?.

O espago H*(T) é um espago de Hilbert com respeito ao produto interno

(f. ey = Y (1+n2) F(n)g(n).

ne’

Da defini¢ao dos espagos de Sobolev tem-se os seguintes resultados:
Proposicao 2.6. Sejam s,r € R.

(a) Se s >r. Entao H*(T) — H"(T), isto é, H*(T) € continuamente e densamente
mergulhado em H"(T) e

[ f 1y < 1]

asmy, VfeH(T).
(b) Para s € R, (H*(T))" € o dual topoldgico de H*(T), que € isometricamente
isomorfo a H=*(T).

(¢) (Lema de Sobolev). Se s > % entio H*(T) — C(T) e

27

1fllee < IFll < CI 1]

(d) Se s> 1/2, H*(T) é uma dlgebra de Banach. Em particular, existe uma cons-
tante Cs > 0, (dependendo apenas de s), tal que

| fallasery < Csll fllasemllgllasery, Yf,g € H(T).

Demonstragao. Ver paginas 201-208 de [10]. O

Teorema 2.7 (Identidade de Parseval). A série de Fourier estabelece uma bije¢ao

entre L2, ([—m,7]) e *(Z). Além disso, vale a identidade de Parseval

112 = / @) =20 ST 1F0)E = 11

- nez

onde Lzer([—ﬂ',ﬂ']) denota o espaco das fungoes I1-periodicas que sao de quadrado
integrdveis no intervalo [—m, | e f:= {f(n)}nez.

Demonstragao. Ver Corolario 3.167, pagina 188 de [10]. O



2.2 Espacos de Sobolev em R"

2.2.1 A transformada de Fourier em L!'(R")

Seja f € L'(R"), definimos a transformada de Fourier de f como sendo
Fi6) = o | f@de=Sde, €er
= o x)e x, ,

onde z = (z1,...,2,), & = (&,..,&) € R" e 2.6 = 1&+, ..., +2,,, € 0 produto
interno usual em R".

Apresentaremos algumas propriedades basicas da transformada de Fourier em
LY(R™).

Proposigao 2.8. Seja f € L'(R"). Entdo

(a) f— [ define uma transformagio linear de L'(R™) em L®(R") com
17l < 51
= (22 VI
(b) F é continua.

(¢) f — 0 quando || — oo (Riemann-Lebesgue).

(d) Seja i, f(x) = f(xz — h) a traslagdao por h € R, entdo

(mf)(€) = e f(€).

(e) Seja 0,f(x) = f(ax) a dilata¢do por a > 0, entdo

(f) Se g € LY(R™) e f * g denota a convolucio de f e g. Entao,

—_— -~

(F9)(€) = @2n)"](€)5(6).
(9) Se g € L*(R"), entdo
| Fwatias = [ it

Demonstragao. Ver péaginas 1-3 de [13]. 0
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Denotemos para cada a = (ay, ...,a,) € N e = = (21,...,x,) € R"

Qn

a o1
= ait..x)",

lal = a1 + ... + .
Proposicao 2.9. Sejam o, k € Z. Entao,

(a) se x°f € L', || <k, a € Z, entio, f € C* ¢
0z f = ((—iz)*f).
(b) se feC* o°f e Ll |a|<ked*feCy, entio,
(0 f) (&) = (i6)" f(£)-

Demonstragao. Ver Proposicao 1.8 (pagina 4) e Teorema 1.10 (pagina 5) de [13]. O
Proposicao 2.10 (Férmula de inversao). Se f, fe LY(R™), entdo,

f(z) = W /Rn f(g)e”fdg, para qualquer x € R".

Demonstragao. Ver Proposigao 1.11, pagina 6 de [13]. O

Proposigao 2.11 (Plancherel). Se f € L'(R™) N L*(R™), entdo, f € L? e

1712 = 111l

Demonstragao. Ver Teorema 1.12, pagina 7 de [13]. O

Definigao 2.12. Para f € L'(R") definimos a transformada inversa de Fourier de

f como

v 1 ;
F@) = o [ SO 2 e

Proposicao 2.13. Sejam f, J?E LY(R™). Entdo, valem as sequintes igualdades:

(@) (f) =1 =)

(b) f'(z) = f(—x), para cada v € R".

Demonstragao. Ver péagina 341 de [10]. O
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2.2.2 A transformada de Fourier no espagco de Schwartz
S(R™)

Sejam (a, 5) € N? e seja a seminorma || - ||.5 definida por
£l = supla )| < o
fAS

Definimos o espago de Schwartz, denotado por S(R™), como sendo a colecao das

fungoes f: R" — C, tais que || fl|as < 00.

Seja C°(R™) a colegao das fungoes f : R" — C de classe C* e suporte com-
pacto. Temos que C°(R") C S(R™). Finalmente, observe que, se f € S(R"), entao
2@ f®) € S(R™) e, além disso, 2® f¥) () tende a zero quando |x| tende para infinito,
para todo (a, ) € N2,

Definigao 2.14. Seja (v), € S(R™). Entao, ¢, — 0 se, para cada (o, ) € N?
temos que ||onl|las — 0, quando n — oo.

Seguem alguns resultados.

Proposicao 2.15. Seja f € S(R™). Entao:

(a) A transformacao ¢ — @ € um isomorfismos de S(R™) nele mesmo.

~

(b) Rnf(ﬂﬁ)g(x)dx: Rnf(x)g(:c)d:c.

(0) fla) = [ Flere<ae.

(d) Seja f € S(R"), entdo ' € S(R") para todo o € N e

~ ~

(f@)(E) = (i) F(&), €EeR™
Demonstragao. Ver paginas 338-339 de [10]. O
Se f € S(R"), defina a transformada inversa de Fourier pela la férmula
F@= [ twemay, ser
Proposicao 2.16. Sejam f,g € S(R™). Entao, vale a identidade de Parseval

(f.9) = (}.9),

e a identidade de Plancherel
[ fllzz = || f]l z2-
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Demonstracao. Ver teorema 7.43, pagina 743 de [10]. O

Definigao 2.17. Seja f € L*(R™). A transformada de Fourier de f é dada por
fA': lim @,,
n—-~oo
onde @, € S(R™) € tal que @, converge a f em L*(R™).

2.2.3 Distribuicoes temperadas

Definigao 2.18. A transformacdio T : S(R") — C define uma distribuicdo tempe-

rada se:
(a) T € linear,

(b) T é continua, isto é, se para cada (¢,) C S(R™), tal que ¢, — 0, entdo a

sequéncia numérica T (p,) — 0.
O conjunto de todas as distribuicoes temperadas serao denotadas por S'(R™).

Observacao. 2.19. Toda funcao limitada f define uma distribuicao temperada T,

onde
Ty(p) = Rnf(x)w(:v)d:m Vo € S(R").

Definigao 2.20. Dada ¢ € S'(R™), sua transformada de Fourier ¢ € S'(R") ¢é
definida por

~

P(p) =P(P), Yo e SR).
Observagao. 2.21. Para cada f € L'(R") e ¢ € S(R") temos que zzf =97 .

Definicao 2.22. Seja (¢), C S'(R"). Entdo, ¢, — 0 em S(R™) se, para cada
v € S(R™), tem-se 1, (p) — 0.

Teorema 2.23. A transformacao v — QZJ\ é um isomorfismo de S'(R™) nele mesmo.

Demonstragao. Ver Teorema 1.25, pagina 13 de [13]. O

2.2.4 Espacgos de Sobolev H*(R")

Seja s € R, o espago de Sobolev de ordem s, denotado por H*(R™), é definido por

H'R") = {f € S'(R") : (1 + )2 F(€) € L*(RM)},

com norma ||*|| gs(wny definida por

/1

Ho(Rn) = H(l + |€|2)S/2ﬂ

)
L

13



Proposicao 2.24. Sejam s,r € R.
(a) Se 0 <s<r entio H"(R") C H*(R").

(b) H*(R™) é um espago de Hilbert com respeito ao produto interno

(f. g) ey = / (14 |EP)Y F(©)g(€)de, para cada f,g € HY(RY).

n

(¢) Para todo s € R, o espago de Schwartz S(R™) é denso em H*(R"™), Vs > 0.

(d) Se sy <s<syes=0s+(1—0)se, para 0 <0 <1, entao

AW rs < 0o 0 F 112 -
Demonstracao. Ver Proposigao 3.6, pagina 48 de [13]. O

2.3 Espacos de Sobolev no cilindro R x T

Seja s € R, o espaco de Sobolev de ordem s num dominio cilindrico R x T, denotado
por H*(R x T), é definido por

H*RXT)={f €S RxT):|f]

Hs(RxT) < 00},

onde a norma é definida por

/1

)

Hs(RxT) = H(l + & +n2)s/2f(§7n)‘ e

com

[e.e] s
fem=c [ [ e e iy,
—o00 J —m
onde ¢ é uma constante de normalizacao conveniente.

Da definigao do espago de Sobolev no cilindro deduzimos as propriedades a seguir.
Proposicao 2.25. Sejam s,r € R.
(a) Se 0 <s<r, entago H'(RxT) C H*(R x T).

(b) H*(R x T) é um espago de Hilbert com respeito ao produto interno

() ey = /R SO+ €2+ n2) 2 (€ m)(1+ €2+ n?)/2g(E mde,

nez

para cada f,g € H*(R x T).
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(¢) O espaco de Schwartz S(R x T) é denso em H*(R x T), para todo s € R.

(d) Sejam sy < sy e s =0s1+ (1 —0)sy, com 0 <60 <1. Entao,

flli-

0
Hs1

I.f]

s < | f]

Demonstracao. Ver Proposigao 3.6, pagina 38 de [13].
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Capitulo 3

Equacao linear de Schrodinger

num dominio cilindrico

Nesta secao, apresentaremos algumas propriedades basicas no cilindro, do grupo

associado a equacao linear de Schrodinger.

Consideremos o Problema de Valor Inicial (PVI) associado a equagao linear ho-

mogeénea de Schrodinger, isto é

iu(t; 2, y) — Au(t;z,y) =0, teR, (z,y) e RxT,
u(0;z,y) = d(z,y),

onde Au(t; z,y) 1= Uy (2, y) + uyy(t; 2, y).

Suponhamos que u € S(RxT). Tomando a transformada de Fourier com respeito

as varidveis espaciais (x,y) em (3.1), obtemos

Up(t; € n) — (&2 + n?)u(t; §,n) = 0;

u(0;€,n) = o(&,n).

(3.2)

Fixando (£,n) € R x T reduzimos o problema de Cauchy de uma equacao dife-
rencial parcial (EDP) a um problema de valor inicial para uma equagao diferencial
ordindria (EDO) de primeira ordem. Sabe-se que a solucdo da familia da EDO (3.2)

com parametro (£, n) pode ser escrito da seguinte maneira:
it €, m) = "ETIG(E n),

Logo, aplicando a transformada de Fourier inversa e o item (f) da Proposigao 2.8,

temos
ult;z,y) = (1€ g(€, )Y = (MET) x oz, y).
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Fixando s € R, definimos o operador U(t) : H*(R x T) — H*(R x T) dado por

U(t)(9) = (") (3:3)
Proposicao 3.1. A familia {U(t)}ier, como foi definida em (3.3), satisfaz as se-
guintes propriedades:

(a) Paratodot € R, U(t) : L*(RxT) — L*(RxT) é uma isometria, o que implica

que

WU fllz,, = I fllz -
() ULUW) = Ut +t), com Ut)"" = U(~t).
(c) U(0) =

(d) Fizando f € L*(R x T), o funcional ®;: R — L*(R x T) definido por ®¢(t) =

U(t)f € uma funcdo continua.

Demonstragao. (a) Seja f € L*(R x T), pelo Teorema de Plancherel, temos
U@ flzz = = U1 )z,

S DI COHORE

ne”Z

= [ S e fie myag

neL

S DG

nez

= 171172
= IIf1Z2

RXT

(Ut +t)f)(E,n) = MEHNET Fe )
= HEH) (' (ED F (g )

= I F(Em)
= (UOU)F)(E n).

Tomando transformada de Fourier inversa em cada lado, temos
Ut +t)f(2,7) = UBUE) (i, 7).
Isto mostra o resultado.
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(¢) E imediato.

(d) Nesta prova usaremos o teorema da convergéncia dominada.

1(2) = s(ta)lzg,., = lom U —Ultn)fll

lim
tn—t RxT

—

= lim [U®)f = Utn)flzz,,
o . it(§2+n2)/\_ itn(§2+n2)/\
= lim ||e f—e fllzz, .
=0.

[

Em geral, a familia dos operadores {7;}{°_ . definidos num espago de Hilbert H
e que satisfaz as propriedades de (a) - (d), dadas pela proposi¢ao acima, é chamada

grupo unitdrio de operadores.

3.1 Espacos de Bourgain associados a equacao li-

near de Schrodinger

Aqui serd definido o ambiente funcional que servird como base para estudar, no

Capitulo 4, o modelo nao linear.

Definigao 3.2. Seja A o espaco das funcgoes f, tais que:
(a) f:RxRxT-— C,

(b) f(-;-,y) € S(R?), para cada y € T,

(c) f(t;z,-) € C(T), para todo (t,z) € R2.

Dados s,b € R o espago de Bourgain X*° associados a equagdo de Schrédinger com

dado em R x T € o completamento de A com respeito a norma

oo oo 1/2
e =4 [ [ SSHIEl+ D0+ = € = )| FirsmPard
0 —00 nez
Daqui em frente usaremos a seguinte notacgao (-) := 1+ |- |. Entao, a norma pode

ser reescrita como

/1

e = €]+ (7 = € =) Flrs €0z,

Iniciaremos apresentando a equivaléncia da norma definida acima.
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Proposicao 3.3. A definicio do espaco de Bourgain X*° € tal que

/]

Xsb = HU( )f”HbHS

]R><11‘

Demonstrag¢ao. Aplicando a definigdo do espago de Sobolev H*(R x T), segue que

IO e = N+ [+ D)+ 7D U (=) ) (736 ) [ 12

RxT

= / /Z L €]+ ) (L + [7)* (U (=) f) (75 €, ) Pdrdg

o0 —oo NEZ

2

:/ /§jLHa+w%u+vD /wvwﬁ@amemﬁ drd

0 —oo NEZ

://Zymuwwﬂw

o0 —o0 NEZ

://Z 1+ (¢ + In))* (1 + 7))

o0 —oo NEZ

://Z L+ [&] + [n)* (1 + |7])* f(T+£2+n2;§,n)2de§

o0 —o0 nez

- / /Z 1+ [¢] + |n]) 25(14-‘7—52 ’)Qb‘f(T;f,n)Pdeg

0 —oo NEZ

2

e MET) Fip & n)e L] drde

%\

2

~

(t: &, n)e T g | drde

%\

= || fll%-.s de onde decorre a igualdade. O
Definimos uma fun¢ao de corte, isto é, ¥ € C§°(R), tal que
supp ¥ C (—2,2) e ¥(t) =1, se|t| < 1. (3.4)

Além disso, ¥5(-) :=1(5), para 0 < < 1.

Proposicao 3.4. Sejam s,b € R. Entao, vale a desigualdade

19U (#)¢]

xov < Ol ug, (3.5)

onde C' € uma constante positiva.

Demonstracao. Das definicoes dos espacos X*° e da funcao 1, bem como do fato de

U(t) ser un grupo unitério, ¢ estar em fungao do tempo e ¢ em fungao do espago,
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podemos deduzir que

[pU(t)o]

Xsb = ||U(—t)¢U(t)¢||HbHE§ T
= |U(=t)U(t )¢§Z5||I1ﬂ’HD§XT
Hw(bHHbHﬁxT
= 1+ 7M1+ € + 1) 29(75 €, 1) 12,02
= [+ 72" (1 + € + 22)*9(1) B, ) 2,02
= (L4721 + & +n?)?6(&, 1)) | 2,02
= (1 + 7))z (1 + €+ 0°)*6(&, m) iz

= [1¥llmpll @]

S .
H]RXT

Da densidade de C3° em H*® obtendo-se o resultado. O

Apresentaremos a seguir as propriedades regularizantes dos espacos X*° para a
equacao nao homogénea

iuy — Au = F(t;z,y).
Daqui em diante usaremos as seguintes notagoes:

t

—MMUmFy:4%/‘@—ﬂHL,M£ (3.6)

(LF)(t :ﬂ%/ St (3.7)

A notagao em (3.6) denota a convolugao retardada no tempo.

Proposigao 3.5. Para b,b' € R, as sequintes desigualdades sio equivalentes

H — Z¢5(U *R F)l Xs,b < CHF| X s (38)
WEF) ) lapms . < CIFll gy s (3.9)

onde C' e uma constante positiva.

Demonstragio. Inicialmente provaremos que (3.9) implica (3.8). Seja F' € X%
Logo, por definigao, U(—t)F € H H3, . Seja G = U(—t)F, sendo assim, por (3.9)
temos

1L D) s < ClIGl gy = CIF]

= || = iths(U xr F)|

X b

Resta provar que [[(LG)()|| o e

s,b.
RxT X
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De fato:

t

VLG Ol = s / Gt )| o

RxT RXT

RXT

0

= |lvs | U(=t)FEs- - )dt || go e
/

U (~t)s / Ut = O)F(ts )t | s

RxT
0

t

i / Ut — £)F(t';-, )t |

0

Xs:b

= || = iths(U xr F)|

Xs:b.

Reciprocamente, se G € H'H3. 1, note que U(—t)U(t)G € HPHE, . Assim, pela
definigao de X*b temos que U(t)G € X*b. Consideremos F = U(t)G, sendo assim,
por (3.8) temos

I = itps(U xr F)|

xoo < C|F|

X80 = C||G||H5’H§”-

Resta provar que || = its(U + F)llx-o = [(LG)(®)ll s, De fato

t

| — iths(U g F)lles = || — inhs / Ut — ¢)F(¢; -, )t o

0
t

— || — ity / U(HG(H;-, )t

0

Xs:b

Xs:b

— U (#) =ity / (-, )t

= || — s / Gt )t | e

0
= (LG )y g -
O

Apresentamos o lema principal desta segao, o qual foi provado em [9] e serd util

no Capitulo 5.
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Lema 3.6. SejamZ;SO b<b+1 e 0 <9 < 1. Entao,

L;} , (3.10)

ILF|l < C {61+5-b||F||H; + 82 ) oy

[05(U *r F)|lxo0 < CV2 {61/2-” [+ 2 =2 =n2y B+ 61“’—’)HFHXS,b} ,
(3.11)
coma mesma constante positiva C em (3.10) e (3.11).
Além disso, se b > —1/2, entao
ILF ||y < COPF| (3.12)
63U s F)llxe < CEF 0 F s, (3.13)

com a mesma constante positiva C em (5.12) e (3.13).

Demonstragao. Para simplificar a escrita definimos J(t) := (LF)(t). A transformada

de Fourier de J em relacao a t é dada por

Ds(T — ) — s(7)
v

it =c [ Fo)

R

dr. (3.14)

t

De fato: se G(t) = / F(v)dy, das propriedades da transformada de Fourier e de

0
convolugao, tem-se

=[Gt -2,
R "
_ R/ Yslr = Z}y‘ Y5l0) By )ay + Bt R/ F;J)dv
_ / %(7— _ ’7) — {ﬂ\é(T) ﬁ(v)d%
iy

pois, usando a féormula de inversao temos
Py R o
/ Z.(y)d’y = /G(v)dv = /e‘”G(v)dv =G(0)=0.

R R

R
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Seja A = {7 e R;|7]6 > 1}.

Podemos escrever F' = F; + F_ onde ]/7:(7') =F(r)X, e ﬁt(T) = F(7)Xpe,
e, respectivamente, J = J; + J_ onde j;(T) = J(1)Xs e ji(T) = J(7) X pe.

Assim, a transformada de Fourier de J_ em relagao a t é dada por

Lin=c [ [Eo@)i- i (3.15)

De fato: observe que

1 ~ ~

/ () (r = A = Yol = 1)7_ $o(7).

0

Entao, tem-se

-~

J_(7) = J(T) X e

— =1 [ e B =00
R

dry

_ _71 F (7) /O 1 (@) (7 = xrdy

= ‘—1 / / Fo () (85) (r = M)dady.

Agora, observe que
()’ <C (M +1r=M), (3.16)

sempre que |A| < 1, pois

IT] = |7 = My + M|
< |7 =M+ [\
<=M+

Logo

L+ || <14y + |7 = M|
(1) <)+ |7 =M
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Elevando a desigualdade acima a b, pelo Lema 1.9 temos

M < (M +Ir =M’
<O +IT=M).

Multiplicando (3.15) por (), tomando a norma L? e usando a desigualdade de

Minkowski, vemos que

1 1
17l < € / / W (85 (r — M)z + | / / I = AP E (@) (= M)z
R O R O

<c / / P Bs) (r = M)z + C / / Flll = M P@s) (= Al

1 1
— Cll @Y 2z / ()P |doy / aX+ 1) 22 / |y / 0
R 0 R 0
< C (I F e @s) ez + IF- a1 (D) sz ) - (3.17)
Agora, observe que
bs(T) = [ Ws(t)e " dt

Assim temos

Além disso, temos que

[y, =5 @], (3.18)
De fato:
|@sr|,, = |l@rea)],,
1/2
_ ( / 5 («Z)'(Ta)(zdr)
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Também temos que

sy

De fato:

|1 csy

Além disso, temos

12

1/2
_ g ( / \(&)’mzdf)

R
— 52| @y

12

— 520 |-y

L2 2’
= [[Fra2cyco)
1/2
2
R
1/2
—~ 2
_ | g / [t6]2 (w)'(w)) dté)

R
1/2
2
dz

i ( 1@y e)

L2

(W) (t9)

=@y,
H<>bﬁt Ly = <|(25_\>: ‘ﬁ Ly’

pois, das propriedades do suporte de 13:, obtém-se

1wl < (3) 1E0 = SEe < B o)

b

De (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.17) temos

19y < €6 (|

Provaremos ainda que

. 171y

)IE
12

Il b—1/2
HF_HM < OO F

L1

(3.19)

(3.20)

(3.21)

(3.22)

De fato: aplicando a desigualdade de Holder, as propriedades do suporte de F e
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lembrando que b < 0, temos

[, = [t

(y
H (y)b/2

< H(’W”/2

1
L’Y

(V)2

L2 L2

<1+
(1+62) 20| F_|| s

< (14828 F_|| s

< (26728 F_ ||
OO F_|| s,

isto para qualquer b<1 /2 e, em particular, para b < 0. Combinando (3.21) com
(3.22) temos
1=l < COF Y F]| 5 (3.23)

Agora estimaremos J,. E facil ver que

Z(T) =C <() > * 2/15 )+ 01/15 / *1F+ (3.24)
R
Escreva Jy = J; + J; onde
h=C(OE) bt e R=Cir) [+ Ear
R

Comecaremos estimando Ji. Pela desigualdade de Minkowski e por (3.16) com

A =1, vemos que

1l = || F3(7)

L2

<c| / (=1 + 1) (7 — ) Frlr — 1) ds(r) 2

<c| / (r— W7 =) o (r — ) Ps(r)d 2

el / P — ) s — )5z
R
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<c / 1 = )2 = 7)o 7 — )z [ D7) |y

+€ [ =0 Fotr = Dl )iy
R

= OO Frlleldslls + 107 B e 193] (3.25)
Observe também que
[&5@)] = 18l (3.26)
De fato:
s, = [#5e,
/(5|1/1 (19)|dr
- / 3(:)lds
R
[l 2
Também temos que
litds)| | =07 NPl (3.27)
pois:
i) | = |irrois)|
— [Irtoeslar
R
= [ el )l
R
—b ||| b
O 1l
Com argumentos semelhantes aos usados em (3.22), temos
| E|, <278 1 E (3.28)

De fato:

L2
T

[o7F], = [ e

27



<[]

12 <T>bF+’

12 ||F+||Hb

L2

<[t

<276 Py s

Analogamente como foi feito acima, tem-se

| E ()]

< |l 1

< 2b—551+5—b||F+ [P=%

12

(3.29)

De (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) aplicados a (3.25), temos
1 Tillse < CE =Py s (3.30)
Finalmente, vemos que

|l < €820 || ()

1l (331)
De fato:

1 2]l 1z = [ () ol 2

— (M oets(r) [ v Fi(y )dy|| L2

%\

Y () [(7) ()22

|/\
Q

VT {7) 0(70) | 2

— =

<

1/2

dr

= C||() Fyll / ()63 (r8)|

1/2

— ~ 2
<l Fels | [ |royte-bitrs)| ar
R
= Ca () Ee a9 e
Combinando (3.23), (3.30) e (3.31), obtemos (3.10).
Para provar (3.12) observamos que para b > —1/2 a desigualdade de Cauchy-

Schwarz e propriedades do suporte de 1/7’1 implicam que

TIE || < OV R 3.32
+1lLL -

Agora, de (3.32) junto com (3.23), (3.30) e (3.31), obtemos a desigualdade dada
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em (3.12).
As desigualdades (3.11) e (3.13) sdo obtidas multiplicando (3.10), (3.12) por

(n)?*, para un n fixo, tomando a norma ¢2 e aplicando a Proposigao 3.5.
O
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Capitulo 4

Uma desigualdade de tipo
Strichartz

Este capitulo é destinado a provar uma importante estimativa para o grupo linear
de Schrodinger no cilindro, que serd o ingrediente tedrico fundamental para obter os
resultados principais de boa colocagao global do modelo em L*(R x T). De forma

mais precisa, vale a desigualdade a seguir.

Proposicao 4.1 (Estimativa de Strichartz). Seja U(t) = e~ M) o grupo linear
de Schridinger com (t;x,y) € I X RXT, onde I C R € um intervalo da reta. Entao,

U ) é Larsxrxry S C)]|9|| L2t (4.1)

onde C(I) € uma constante que sé depende de |I| (medida de I).

Antes de provar este resultado fixaremos algumas notagoes, bem como alguns

resultados preliminares.

e Dados f(z), g(x), com z € D, f < g significard que existe uma constante
positiva C, tal que f(x) < Cyg(z), para todo = € D.

e Dado z € R, [z] é o maior inteiro menor ou igual a z.

e Dado um conjunto A, |A| denota a medida do conjunto A que, dependendo

do contexto, pode ser medida de Lebesgue, contagem ou produto.

1
o f~ gsignifica que o|f] < |g| < 2]

4.1 Resultados auxiliares

O primeiro resultado estabelece um controle uniforme para a medida de dois tipos

de conjuntos em R x Z.
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Lema 4.2. Sejam Cy e K constantes reais, tais que Cy, K > 1. Entao, valem as

sequintes estimativas:

{(En) eRXZ:Cr<&+n*<Co+ K} LK, (4.2)
{(En) eRXxZ:Co <&+ (n—1/2°<Co+ K}| S K, (4.3)

onde as constantes que regem as desigualdades do lado direito nao dependem de Cy.

Demonstragao. Inicialmente, mostraremos que vale (4.2). Seja « > 1 e consideremos
a funcao
ha):=|{(n) eRXZ: & +n*<a}l.

Note que h(«) é uma medida produto (ver Teorema 1.1 com px v, onde p é a medida
de Lebesgue e v denota a medida de contagem) que age sobre o disco de raio y/a.
Fixado n € { — [\/a], ...,0,...,[y/a] } olhamos para o conjunto

ha(a) = [{¢ €R: & +n* <a}],

de modo que
hn(@) = u(A,) = 2vVa —n?,

onde A, é o semento de reta vertical ilustrado na Figura 4.1.

§

Figura 4.1: A, ={{€eR: & +n? <a}
Agora, notamos que

[v/a)
{€n)eRxZ:C+n’<a}= () {(eR:+n*<a}.
n=—[val
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Assim

[Val [Val
ha)= > pA)v({n}) =4> Va—n? -2V (4.4)
n=—[va] n=0

Notamos agora que a medida em (4.2) pode ser tomada como a medida do disco de
raio v/Cjy + K menos a medida do disco de raio v/Cy (ver Figura 4.2).

Figura 4.2:

Portanto, pondo

AC@,K = {(g,n)GRXZZC@§§2+'NI2§C@+K}

tem-se
[VCo+K] [vTol
’ACO,K’:4 Z VCo+ K —12—-2/Cy+ K — 42,/00_52_2 Co
1=0 1=0
[VCo+K] [v/Co]
<4 Y VC+EK-12-Y G-I
=0 =0
[vCo) [VCo+K]
<4l 2 (\/00+K—l2—\/00—l2> + Y WG+ E-P
= I=[VTo+1
— 4(51 + SQ),
onde
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[vVCol
S1:= Y (VCo+K—1>=\/Co—1?),

=0

[(VCo+K]
Spi= Y VCo+ K-
I=[v/Co]+1
Inicialmente, estimamos Si:
[VCo)
Si=Y (VC+K—-1=/C—1
1=0
—~ O+ K =P+ Cy—I2
[VCol

K

K en
=Y f()1, onde f(I) = ——
=0

Pl

VCo ven K
< x)dr = / ———dx
| e [T

-k
2

A dltima desigualdade vem da comparagao de areas (ver Figura 4.3).

i _ K
flx) = V=
i K
D e— f() =
,: ¥ o
K 5
Cy E
7 2 3 2 :
0 Co

Figura 4.3:

Continuamos agora com a estimativa de Ss:
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[VCo+K]

So= > VC+EK-P

I=[v/Co]+1
[VCo+K]
< > VCG+K-P
1=[v/Co]
VCo+K
< VCo+ K — x2dx.
VCo

Esta tultima desigualdade vem da comparacao de areas ilustrada na Figura 4.4.

‘\/‘CO+K'

— f(z) =+vCy+ K — 22
—— J)=VCr K-

0
VCo+ K

Figura 4.4:
Seja B € [0,7/2], tal que sin § = Cocf . Entao, fazendo a mudanca de varidvel
xr =+/Cy+ Ksinf, tem-se
VCo+K /2
/ \/CO+K—$2d93:/ (Co + K) cos® 0do
VCo B

Co+ K

= 0—2{— (m/2 — B — sin B cos ()
Co+ K

= ST (- singeosy)

onde ¢ = w/2 — . Note que 1 € [0,7/2]. Entao o Lema 1.11 garante a existéncia

de um R > 0, suficientemente grande, tal que

Y < sint + Rsin®1;

assim,
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Co+ K
2

(¢ —siny cosh) <

(sm@b—i—Rsm U — sin¢cos¢>

Gy VG K
+K(\/ G Rt G IR atE)
Y (aTR - V)
)

_<¢7f
<k(%57)

Isto mostra que Sy < K(R“)

Segue das estimativas feitas para Sy e Sy que

S+, < K(“—R“),

Consequentemente,

’ACO’K’:‘{5€R>”€Z¢COS€2+7%2§00+K}\§4K<7T+_R+1).

2

Isto conclui a prova do (4.2).

Para a demonstragao de (4.3) é necessario fazer uma pequena modifica¢ao no argu-

mento usado acima. Para o« > 1 definimos
hMa)=|{6€RNEZ: ¥+ (n—1/2)? <al

Note que h age sobre o anel centrado em (0,1/2) de raio /o + 1/2 e +/C maior
e menor, respectivamente. Entao, pelos mesmos argumentos usados para h(«) em

(4.4), temos que

3 [Va+1/2]
ha)=4 Y a—(n—1/22-2Va. (4.5)

n=1/2

Assim, a medida em (4.3) segue analogamente como o que foi feito para (4.2), isto

35



[{€ERNEZ:Co<E&+(n—1/2° < Co+ K}

[VCo+K+1/2] [VCo+1/2]
<4 Y VGHE-(1-1/22- > /Co—(-1/2)
I=1/2 1=1/2
[VCo+1/2]
—4 3 (\/CO+K (U= 1/2)2 —/Co— (1 — 1/2)2 )
1=1/2
[VCoFK+1/2]
+ Y VG +K—(1-1/2)
I=[v/Co+1/2]+1
= 4(S3 + S4),
onde
[VCo+1/2]
3 (\/Co YK (1—1/22—\/Co—(I— 1/2)2>
1=1/2
[VCot+K+1/2]
Sit= > G+ K-(1-1/2)7
I=[vCo+1/2]+1

Agora, estimamos S3 usando argumentos andlogos aos que foram usados para

estimar Sj.

[VCo+1/2]

3 (\/CO+K (1 —1/2) \/00—1—1/2))

1=1/2
VCo+1/2]

K
l:zl;z VCo+ K —(1—1/2)2+/Co— (1 —1/2)?
[VCo+1/2]

K
<
12/2 VCo— (1—1/2)?
[VCo+1/2]

K
l:zl;z fL, onde f(i)= JCo—(—1)22

VCo+1/2 K
/1/2 VCo — (z —1/2)2

-k,
2

Resta estimar Sy. Por argumentos analogos aos que foram usados para estimar
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Sy, temos

[VCotEK+1/2]
Si= > G+ K—(1-1/2)?

I=[v/Co+1/2]+1

<

dx

VCo+K+1/2 K
/\/C*0+1/2 VCo+ K — (z—1/2)?

>
=

IN

IA
=

(R +

Co+ K+ v

R+1
- ).

=

Assim, pelas estimativas de S3 e Sy, obtemos que:

R+1
Syt S, < K(%).
Finalmente,
R+1
{E€RnEZ:Cy <+ (n—1/2) gco+K}|g4K(%).
Isto conclui a prova de (4.3). O

Lema 4.3. Sejam uy e us duas funcgoes definidas em R x R x T, tais que
|7 — & —n?| ~ K, sempre que (1;&,n) € supp @3, j=1.2.
Entao, vale a desigualdade
||u1u2||L2(]R><R><’]T) 5 (K1K2)1/2 ||u1||L2(]R><R><’]I‘) ||U2||L2(RxRx1r)- (4-6)

Demonstracao. Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do Teorema de
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Plancherel, temos

O A A

= 7 7 Y larts(7;€,n)Pdédr

“o0 —o0 NEL

= 772|m*@<r;s,n>|2dsdr

“o0 —0co MEZ
o0 o0 o0 o0 2
~ [ [3|] | Zatmse )it - nig - eon - mydadn| dear. (47
50 —00 EZ 50 —00 ni1€Z

Note que (71;&1,n1) € supp 4y e (7 —11;& —&,n —ny) € supp uy. Entao, de
(4.7) obtemos

_ 7 72 7 7 > Xaren (11, 60,m1) @i (71, &1, m0) %

oo —00 nez 50 — 00 n1€Z

?2\2(7' —7,§—&,n— 7”L1)d§1(ll7'1|2 dédr,

onde

Argn = {(7'1,51,711) : (7'17517711) € supp u; (7' —11,§ —&,n — n1) € supp Z/0\2}
={(m,&,m): |Im =& —nj| ~Ki;|t—11 — (£ &) — (n—n1)*| ~ Ko}

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, os teoremas de Fubini e de Plan-

cherel na equacao acima, obtemos

S//Z //Z|XAr5n(T17§1,n1)|2d§1d7—1X
cZ

—00 —00 00 —00 MEL

2

[ [ E 1t gm st = ng - ¢ - m)Pdedn| dedr

“oo —o0 MEZ
< sup|Aren] / / 3 / / S (6 (s €1, m0) Pl (7 — 71, €60, ) Py drydédr
mén oo —00 MEL_ oy oo MEL
<suldel [ [ i@anl [ [ S 16r-ne-6n-m)Pdsdrdgidrn,
Tén o o MIEL o —no MEZ

_ A ~ 112 ~ 112
supldreal @1, (2,

= f—u7ZL)|AT§n|||u1||L?Iy||u2||L%zy.
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Entao, temos a seguinte desigualdade
luruallz; < STUTIL)|AT£n|HU1||%§W||U2H%§W- (4.8)
Por outro lado, para (71,&1,n1) € Ay, se mostra que
In =& —nil <2K1 e |1 =7 — (&) — (n—m)?| < 2K,.
Aplicando a desigualdade triangular, obtemos
[T =& = (€ —=&)° —nf — (n—m)?*| < 2(K) + Ka).
Assim, consideramos o conjunto

Bren ={(&,m1) [T =& — (€= &) —ni — (n—n1)?| S K1 + Kb}

= {(51,711) (61— 5)2 + (n1 — z

§K1+K2}.

Note que B¢, s6 depende de &; e n;.

Para (71,&1,n1) € Argn temos que |7 — & — n¥| < 2K;. Entao, € [-2K; +
& +n? 2K, + & +nf) ;= [,. Além disso, |I;| = 4K;.

Também, para (11,&1,n1) € Arg, temos que |7 —711 — (£ = &) — (n—m1)?| < Ko,
Entdo, 7 € [-2Ky +7— (= &1)° — (n—m1)*, 2K + 17— (£ = &)* — (n —m1)?] == L.
Além disso, |I]| = 4K,.

Assim 1y € I := 11 N I, tal que |I] < 4min{K;, Ks}. Logo, tem-se
Afr{n C I x Brfn'
Tomando a medida na inclusao de conjuntos acima, temos

|[Argn| < [11| Bren| < Amin{Ky, K2}|Bren-

Agora, estimamos a medida de B¢, usando o Lema 4.2, o qual garante que existe
uma constante C; > 0, tal que |Br¢,| < C1(K; + K) S Cimax{ K, Ky}.

Assim |Arg,| < 40 min{ Ky, Ko tmax{K;, Ky} = 4C1K,K,. Combinando este

ultimo fato com (4.8), temos

lunusllZy < suplAseal s el < ACH K Fo ]2y [luall3s
TN -
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Seque entao que

[urus|rz, <2 Cl(K1K2)1/2||U1HL§IyHU2||L2

txy :
Isto conclui a prova. 0

Como uma consequéncia do Lema 4.3, veremos ainda a estimativa de u, de X%(R x
R x R) em LR x R x R).

Lema 4.4. Seja u uma func¢ao definida em R x R x T. Entao,

[ullLe@xrxm) S [lullxoo@xrxT))

para todo b > 1/2.

Demonstracao. Seja u uma funcao suave definida em R x R x T. Fazemos primeiro
uma descomposicao diddica de u, isto é, denotando K = 2¥, com k € N, definimos

0s conjuntos

Dy={(r;&,n) ERXxRXZ: 0<|r—& —n? <1},
D :={(r;¢6,n) eERxRxZ: K/2< |7 — & —n®| < K}.

Procedimentos similares a construcao de uma particao da unidade nos garantem
a existéncia de uma sequéncia de fungoes regulares, ¢, tal que Pg(7;&,n) tem

suporte compacto, com supp(Px) C Dy e, além disso,

/'II(T,f,n) = Z a(T;fan)gEK(T;éan)a
Ke2N
onde 2V = {2* k € N}. Definimos g (7;&,n) = u(7;&,n)Pk(1;€,n). Entao,
escrevemos v da forma

u(t;z,y) = Z ug(t;2,y).

Ke2N

Notamos que |7 — % —n?| ~ K em cada Dg. Fazendo a decomposicao diddica

para duas fungoes u;, 1 <17 < 2, temos entao

1 < 20
mwﬁ, Z:1,2. (49)
Além disso,
||uHL2(]R><R><’[F) P ||<7' - 52 - "2>baKi L2(RxRXT)» i =1,2. (4-10)
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Pelo Lema 4.3 e o Teorema de Plancherel, tem-se

||u||%4(R><R><’]T) = ||U2||L2(RXR><T)

= HUUHLZ(RxRxT)

= || Z UK, Z UKQHLQ(]RXRXT)

K1€2N K2€2N

= || Z UK1UK2||L2(R><R><’]I‘)
K1,K2

< Z |lwr, Uk, || L2 (R xR T
K1,K>

N Z (K1K2)1/2HUK1 HLQ(RxRxT) |uk, HLQ(RXRXT)
Ki,K>

= > (K1 K) ik, || 2@sesn |22 @xex)-

Ki1,K2

Também de (4.9) e (4.10) obtemos

2>b <T - 52 - n2>baK1 ||L2(R><R><’]I‘)
T—& - n2>baK1 ||L2(R><R><’]I‘)

< — I = 52 - n2>baHL2(RXR><T)

Analogamente, tem-se

b
||aK HL2 RxRxT) < —HUHXo,b.
2 ( XIRX ) Kg

Levando isto em (4.11) temos

el Zs sy S D (K1) llul%o

Ki1,K2

= 3 (BT (K)  ul
K1 K>

< Jlul5o.-

Esta tultima desigualdade segue de
26—1/2

N1/2—b <
;(KZ) =g P> 12 =12
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Agora, provaremos a proposicao principal desta secao.

4.2 Prova da Proposicao 4.1

Seja 9, a funcdo de corte, definida em (3.4) e 1s(-) := ¥(5), para 0 < 0 < 1. Note

claramente, pela defini¢do, que 15 € C§°(R) e

supp s C (—20,25) e s(t) = 1se |t| <.

Entao, sua transformada de Fourier vem dada por
Ws(1) = 09p(07),

pois:

_ / Ws(t)e Tdt = / w(f)e‘i”dt

/w —z 61’6d _5/w e—z 57’)d

—&ZJ (671),

e para b > 0, temos

sl < 0421190z + 62119 gy,

onde Hf ¢ o espago homogeéneo de Sobolev.

De fato, pelo Lema 1.9 e (4.12), segue que

sl iy = 111+ 171%) F4ds | 22
< 1M+ |7 ")l e
< M52 + M| 7["s]] 2
= M||69(67) 22 + M]|7]*6¢(67)] 2

R 1/2 R
— M{/62|1/)(5T)|2d7} +M{ |T|2b52|¢<57)|2d7}
R R

MOY2 B gz + Mo |2
= M (82110l + 82 )

Agora, estimamos o espago homogéneo de Sobolev, isto é,
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1l = 71"l 2

-{/ m%(rn?dr}m
<{[a+ rﬂ?)%@)ﬁdf}l/g

= 1+ 7)) 22
= [¢llzp-

Combinando a identidade acima e (4.13), temos

sl < 0Y 2110z + 6Vl . (4.14)

Inicialmente, consideramos o intervalo I = [—§, §]. Note que H*(Rx T) = L*(R x T)
e considerando u = 15(t)U(t)¢p, segue do Lema 4.4, da Proposicao 3.3 e de (4.14)

que

|1U#)0|| arxrxry = [[s(@)U ()0 LarxrxT)
10s(t)U ()@ xob(1xrxT), Para b>1/2,
[U(=)bs()U (£) | o 2

||U(_t)U(t)@/’6( )925||HbLH2NT
||¢6( )¢||HbL2

RxT

195l ll 0]l 2

RXT

< (0210 llz + 82w l7) gl e

I A

RxT "

Segue da densidade de C§° em L? e H?, b > 0, que existem constantes Cy, Cy > 0,

tais que

IUO Sl s(rxmxmy < (62C1 +627°Ch) (] L2(ex)
< (02 +827) (19l 2y
C) |l L2 ex), (4.15)

onde C(I) := /2 + /27 Isto prova o teorema para I = [—d,d].

Agora, vejamos para um intervalo qualquer I = [«, 5] C R. Para isso, consideremos

a—+p
2

a+5 a+p

U)o = Ut - U .

) =U(t = ——)®,
onde ¢ := U(O‘Tw)qb
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Além disso,

16/l 22smy = [IU ()]l L2

a+f
= ||(I)HL2(R><’JT)-

Set € [a, 5], entao —'3770‘ < t—# < 5%, Agora, ¢ suficiente considerar § = [#Ta

Logo como em (4.15), segue-se

a+p
U )@ Lacrxrxry = ||U(t — 5 )@ L4 (1xrxT)

S O]9 2@y
= C(D)]|9|| L2mx)-

Isto conclui a prova do teorema.
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Capitulo 5

Equacao nao linear de Schrodinger

num dominio cilindrico

Consideramos neste capitulo o problema de valor inicial (PVI), ou simplesmente
problema de Cauchy, associado a equacao nao linear de Schrédinger no cilindro,

definido por

iug — Au = tulPlu, (tz,y) ERxRxT, 1<p<3,

5.1
u(0;7,y) = ¢(x,y), &-1)

onde A denota o cléssico operador de Laplace A = 92 + 85.

Usando o principio de Duhamel entenderemos por uma solugao de (5.1) uma

funcao u que satisfaca a equacao integral
t
u@%:U@¢ii/lHﬁ—ﬂmV4Mﬂﬁﬂ (5.2)
0
onde U(t) = e~ MP+05) denota o grupo unitario associado a solucao do modelo linear

iuy(t; v, y) — Au(t;z,y) =0, (Hr,y) ERXxRxT,

(5.3)
u(0;7,y) = ¢(x,y).

O método que usaremos para encontrar as solugoes exige fazer uma localizacao
em tempo da equacao integral. Para isso, escolhemos uma funcao de corte v, como

a que foi definida em (3.4), e consideremos a versao localizada em tempo da equacao
(5.2):

m@:¢@U@¢inoALw—fmm4mwmh (5.4)

Neste capitulo, vamos mostrar os principais resultados, ou seja, os Teoremas A e B

descritos na introducao, agora escritos de forma mais precisa.
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Teorema 5.1. Seja 1 < p < 3. Entdo, para cada ¢ € L*(R x T), existe § =
5(|[@llzz,p) > 0 e uma dunica solugdo da equagao integral (5.4), no intervalo de

tempo [—9, 6], tal que

(a) u€ C([-6,0] : L*(Rx T))NL"(R x R x T), para todo r verificando 2 <r <4
com r=pq e 4/3<q<2.

(b) A aplicagao dado-solu¢ao ¢ — u(t; -,-) € localmente lipschitziana.

Teorema 5.2. Seja p = 3. FEntao, para cada ¢ € L*(R x T), suficientemente
pequeno, existe uma tinica solu¢ao da equagao integral (5.2) no intervalo de tempo
1, tal que

u€ LX(L*(Rx T))NLYI xR x T). (5.5)

Além disso, para tais dados as solucoes podem ser estendidas globalmente.

5.1 Prova do Teorema 5.1.

Nesse caso, usaremos a estrutura dos espacos de Bourgain a fim de executar o
argumento de ponto fixo.
Fixamos inicialmente ntimeros positivos @ > 0 e § > 0. Definimos o seguinte

conjunto
E, := {u €C([-6,6] : LR xT)NL (R xR xT):||ul| =sup|ulg+|ul < a} ,
¢

onde r serd determinado ao longo da prova do teorema.

Assim definido, F, claramente ¢ um espago de Banach com a norma ||| - || . Para

maiores detalhes recomendamos [12].

Além disso, para cada u € E, definimos o operador T' como segue

T(u)(t) := w(t)U(t)cbii%(t)/o U(t = t)ul” u(t)dt'. (5.6)

Faremos a prova em 3 passos.
Passo 1. T'(u) € E,, para cada u € E,.

De fato: queremos mostrar que ||Tu|| = sup||Tu||zz + || Tu|| - < a.
t

) [Tullr < [[OOU @) + II%Ua(t)/O Ut =) |uf~ u(t)dt' |-

Estimaremos inicialmente o primeiro membro da parte direita de i). Como ¢ € L?,
entao YU(t)p € L* e YpU(t)p € X, Logo, pelo Lema 4.4, obtemos yU(t)¢ € L*.
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Além disso, o teorema de interpolacao garante que existe 2 < r < 4, tal que

lOU Bl < I OU @l [0 OUEl", 6 €[0,1].

Segue entao do Lema 4.4, combinado com ||ul|2 < C||ul|xos € a Proposi¢ao 3.5, que

[v@OU#)ollr S Cllo@)U®)ol xoe, b>1/2
< C|9llr2@xT)- (5.7)

Agora, estimaremos o segundo membro da parte direita de i). Usando (3.13), seque

que
t
Jos(t) [ U= Ol Nul)a o = (U s a0
0
< Cls®)U sr [uf~w) | xos, b>1/2
< O |uf o, (5.8)

onde —1/2 <b<0<b<b+1.
Por outro lado, dualizando o Lema 4.4, temos
[ull xo-o@xrxr) < Cllullpass@urxry, 0> 1/2. (5.9)
Pelo teorema Riesz-Thorin, aplicado em (5.9) com a seguinte identidade
[ullxo0 = [Jull>,
seque que para cada q € (4/3,2] existe b’ € (—1/2,0), tal que
||u||X0vb'(R><]R><’]I‘) < Cllul| za@xrxT)- (5.10)

Agora, combinando (5.10) e (5.7) obtemos

t ~
st(t)/ Ut — ) uf~ u()dt || L < CO | JulP~ ul| Laexmcry
0
< 051+b_b|||u’p”Lq(R><R><’ﬂ‘)
< 5

LPa(RxRXT)?

basta fazer r = pq, assim r € [2,4] com ¢ € (4/3,2]. Entao, da desigualdade acima
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obtemos .
!\wa(t)/ Ut —t)ulP u(t)dt || - < CE 70 |lullf. (5.11)
0

De (5.7) e (5.11) tem-se
ITullzr < Clléll2@xr) + CS 0 ||ullf, (5.12)

o que conclui a demonstracao de i).

ii) Note que sup||Tul/z2z < C|Tu| xos. Continuando com os mesmos argumentos
t

usados em i), temos que
ITullze < Cllgllzagxm + C6 " lull7 (5.13)
Logo, de (5.12) e (5.13), tem-se

ITull < Cllll 2@ + C8 7 |lully
S C||¢||L2(R><T) + C’51+b_bap.

Agora, é suficiente considerar a = 20||¢||z2, tal que §'0=b22CP=1|[[251 < 1. Isso
L

garante que ||Tul| < a. Assim, T'(u) € E, para cada u € E,.
Passo 2. T': E, — FE, é uma contracao.

De fato: tomamos u,v € E,. Logo, de (5.12) e do Lema 1.10, temos

1T — Tol| < OOl — ol o]l
< CoM P (|l u = ol o + o~ = o)
< O ([l el = vl + ol arlle = o]l )
< 08w = oll - (lullf + o)
< 205 +b=bgp 1|y — || 1.
Agora, & suficiente considerar a < 2C| |2, tal que 2087bgrl <
2p51+'5750p”¢”1;1 < 1. Assim, T'(u) é uma contragao.
Passo 3. T'(u)(t) depende continuamente de ¢.

De fato: sejam u, v solugoes de (5.6) com dados iniciais ¢ e p, respetivamente. De
(5.12), temos

ITu — To|| < Cll¢ — @l 2@xr) + CO 1 lu — o1},
S CHgb _ QOHLZ(RXT) + 051+b_bap-
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Agora, ¢ suficiente considerar a = 2C||¢ — ¢||r2@xT), tal que 2p51+5_b0p||¢ —

p—1 . e e . . s
| L2RxT) < 1- Assim, para dados iniciais muito préximos temos o resultado.

Concluindo: dos Passos 1, 2 e do teorema do ponto fixo temos a existéncia e
unicidade da solucao. Além disso, temos a persisténcia da solucao e do Passo 3

segue a dependéncia continua da solucao.

Seque entdao que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é localmente

bom-posto. Isto prova o Teorema 5.1.

Resta provar que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é globalmente

bom-posto. Para isso, fazemos um reescalonamento da solucao, isto é definimos

uMt, x,y) = Au(Nt, Ax, \y),

com dado inicial ur0,z,y) = Mo\, \y),

2
uy assim definida para («, ) = (—1,2) ¢ também uma solugao. Entao, para

A suficientemente pequeno, podemos estender a solucao para qualquer intervalo de

tempo.

Concluimos ent@o que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é globalmente
bem-posto.

5.2 Prova do Teorema 5.2

Aplicaremos o argumento de ponto fixo & equacao integral correspondente da (5.2)

para p = 3, isto é,
t
w(t) = U(t)g + i / Ut — ) |ul2u(t)dt. (5.14)
0

O lema a seguir sera ttil para obter o controle desejado do segundo termo de

(5.14).

Lema 5.3. Seja f € LA(R x R x T), onde I C R é um intervalo, tal que 0 € I.
Entao,

Demonstragdo. Vamos definir o operador linear A : L*(R X T) — L*(R x R x T)

/ Ul — )£t )t

S CrD [[fllpars ey -
LA(IxRXT)

como sendo A¢ := U(t)¢. Assim, pela Proposigao 4.1, o operador A é limitado, i.é.,

U )é Larxrxry < CI)[|0|| L2mx)s
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onde C(I) é uma constante que s6 depende da medida de 1.

Se A* denota o adjunto de A, entao ele vem dado por

A(f) = / U(—t)f(t' ).

1

(6, A ) d)/ )t

pois

Apf(t';-)dt!
= (A9, f).

Além disso, A* é limitado de L*3(I x R x T) em L*(R x T), isto ¢,

De fato, usando o teorema de Fubini e a Proposicao 4.1, tem-se

/ / Ddt' g(z, y)da:dy‘
RxT

/ U(—t")g(z, y) f(F; ) dadyd?
IxXRxT

5 C(I) HfHL4/3([><R><T) . (515)
L2(RxT)

/I U(—#)f(t )t

/I U(—t)f(t'; )t

L2(RXT) ||9HL2(]R><T)<1
= S

”gHLQORij)Sl

< sSup ||U(_t/>g||L4(I><R><T)||f||L4/3(I><R><T)

Hg||L2(1R><T)§1

<  sup  CDlgllze@xn) 1| Lars(rxrxm)

H9||L2(]R><'Jr)§1

= C(I)HfHL“/?’(IX]RXT)'
Note também que

AAT = /U(t —t)f(t'; )t
1

e que AA* é limitado de LY3(I x R x T) a L*(I x R x T), isto é,

/ Ut —t)f(t;)at

I

ey, S OO Wi (310
LA(IXRXT
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De fato, segue da Proposigao 4.1 e de (5.15) que

/ Ut — ) f(t )t

1

o) [o=trsiar

LA(IxRXT) I LA(IxRXT)

scw|

/ U(—#)f(t )t

1

L2(RxT)
S CHID) N fll s rxmcr)

Para a conclusdo da prova identificamos X =Y = R x R, k(¢,t') com U(t —t') e
tomemos p =4/3 e ¢=4no Lema 1.3. Deste ultimo e de (5.16) tem-se

. | S CiD) 1 f I parsrxrxr) -
LA(IXRXT

/ U - Y )dt

onde Cy(I) := C*(I). Isto conclui a prova. O

Lembre que as constantes C'(I) e C1(I) na Proposi¢ao 4.1 e o Lema 5.3 s6 de-
pendem da medida do intervalo I.

Agora, estamos em condi¢oes de provar o Teorema 5.2.

Definimos a sequéncia {u,} como sendo

Uy = U(t)¢>

t
Uni1 = U(t)o j:i/ U(t — )| un ()| Pu, () dt'.
0
Consideremos I = [—1, 1], fixamos inicialmente a > 0 e definimos o conjunto
E, = {u € LE(L*(RxT))NLY (IXRXT) : [|u]| = sup||ull2@xr)+|ullzagxrxr) < a}.
t
i) Seja u, € E,. Entao, da Proposicao 4.1 e do Lema 5.3, temos que
[l zagrsrcr) S CUNDNra@er) + CrlD) lnllLs (1w
ii) Segue de (5.15) e do Lema 5.3 que
t
[tns1ll2@xr) < NU(E)0]] 2@y + H/ U(t = t)Jun(t)Pun(t')dt'|| L2y
0

t
— 16l zenry + | / U (=)t () Pt () | ey
0

< [|#ll 2 xt) + Cl(I)H|un|2unHL4/3(I><R><T)

= ||¢||L2(RxT) + CI(I)HUHH%“(IXRXT)'
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Segue entao de i) e ii), que

ltnsalll < CLDI @l 2 @xmy + CrlI) el xmocr)-

Como u,, pertence a F,, tem-se

lnsall < O D) [0]| L2xr) + Cr(T)a.

Agora é suficiente considerar a = 2C1 (1)@ r2@x) tal que 8C1(1)?|)|72@yry < 1
para ter que u, : £, — FE,.

Além disso, dos Lemas 1.10, 5.3 e do teorema de Holder, segue-se que

t
lenr = unlll < / Ut = 1) (lunl*tin = [t )dt’
0

LA(IXRXT)

N Cl(I)|||un|2un - |un—1|2un—1||L4/3(I><R><’]I‘)

< V() (Iunl?lun = w1l ass + -1 *lun = 1]l ass)

< CU(T) (Ilfulllz2llwn = wn-rllzs + a1 *[lze e — ]l zs)
(1)

< Ci(I)|lun — up—1l[ra x (Hunui‘l(IxRxT) + Hunflui‘l(IxRxT))'

Como u,, pertence a E,, temos que

1 — wnl| < 2C1(I)a®||wn — w1l zarxrxm)-

Agora, ¢ suficiente considerar a < 2Ci(I)||¢||r2®xm)tal que 2Ci(I)a® <

801(1')3|’¢H%2(Rw) < 1, Assim, temos que u,, é uma sequéncia contrativa.

Portanto, tomando ||@||2rxT) suficientemente pequena temos que {u,} ¢ uma
sequéncia de Cauchy numa bola fechada centrada na origem de L°(L*(R x T)) N
L*(I x R x T), similar ao caso subcritico. Portanto, {u,} converge a uma solugao
local do problema de Cauchy (5.1) no intervalo de tempo [-1,1]. Logo, devido a lei
de conservacao da norma L*(R x T), como em (4), uma ultima iteragao do processo

nos leva estender solucoes locais a solugoes globais no tempo.

52



Referéncias Bibliograficas

[1] R. G. Bartle, The elements of integration and Lebesgue measure. Wiley Online
Library, 27 (1995).

[2] J. Bourgain, Fourier transform restriction phenomena for certain lattice subsets
and application to nonlinear evolution equations I, Schrodinger equations.
Geom. Funct. Anal, 3 (1993), 107-156.

[3] J. Bourgain, Global Solutions of Nonlinear Schrédinger Equations. AMS Collo-
quium Publications, 46. Amer. Math. Soc., Providence, RI, (1999).

[4] T. Cazenave, Semilinear Schrédinger equations. Courant Lecture Notes in
Mathematics, 10. American Mathematical Society, Providence, (2003).

[5] T. Cazenave and F. Weissler, The Cauche problem for the critical nonlinear
Schrodinger equations in H®. Nonlinear Anal, 14. American Mathematical

Society, Providence, (1990), 807-836.

[6] G. Fibich, The nonlinear Schrodinger equation. Springer, Applied Mathematical
Sciences, 192 (2015).

[7] G. B. Folland, Real analysis: modern techniques and their applications, John
Wiley & Sons, INC 2 (1999).

[8] J. Ginibre and G. Velo, Scattering theory in the energy space for a class of
nonlinear Schridinger equations . J. Math. Pure Appl, 64 (1985), 363
401.

[9] J. Ginibre, Y. Tsutsumi and G. Velo, On the Cauchy problem for the Zakharov
system. Journal of Functional Analysis, 151 (1997), 384-436.

[10] R. Iorio Jr. and V. lorio, Fourier analysis and partial differential equations.
Cambridge University Press, 70 (2001).

[11] E. Kreyszig, Introductory functional analysis with applications. Wiley New
York, 1 (1978).

23



[12]

[13]

[14]

[19]

[20]

[21]

E. L. Lima, Espacos métricos. Instituto de Matematica Pura e Aplicada, CNPq
Rio de Janeiro, 4 (1983).

F. Linares and G. Ponce, Introduction to nonlinear dispersive equations. IMPA
- Rio de Janeiro, 2 (2006).

T. Ozawa and Y. Tsutsumi, Lectures on nonlinear dispersive equations I. Tech-
nical Report Series of Department of Mathematics, Hokkaido University
(2004).

H. F. Smith and C. D. Sogge, Global strichartz estimates for nonthapping
perturbations of the laplacian: Estimates for nonthapping perturbations.
Communications in Partial Differential Equations, 25 (2000), 2171-2183.

W. Strauss, Nonlinear scattering theory at low energy. J. Funct. Anal, 41
(1981), 110-133.

W. Strauss, Nonlinear scattering theory at low energy: sequel. J. Funct. Anal,
43 (1981), 281-293.

C. Sulem and P. L. Sulem, The nonlinear Schrodinger equation: self-focusing

and wave collapse. Springer, Applied Mathematical Sciences, 139 (1999).

H. Takaoka and N. Tzvetkov, On 2D nonlinear Schrodinger equations with data
on R x T. Journal of Functional Analysis, 182 (2001), 427-442.

T. Tao, Nonlinear dispersive equations: local and global analysis. American
Mathematical Soc., 106 (2006).

Y. Tsutsumi, L? solutions for nonlinear Schrédinger equation and nonlinear
groups. Funkcial Ekvac, 30 (1987), 115-125.

o4



	Preliminares
	Alguns resultados de análise funcional e medida

	Espaços Funcionais
	Espaços de Sobolev em T
	Distribuições Periódicas
	Séries de Fourier em P'
	Espaços de Sobolev Hs(T)

	Espaços de Sobolev em Rn 
	A transformada de Fourier em  L1(Rn)
	A transformada de Fourier no espaço de Schwartz  S(Rn) 
	Distribuições temperadas
	Espaços de Sobolev Hs(Rn)

	Espaços de Sobolev no cilindro RT

	Equação linear de Schrödinger num domínio cilíndrico
	Espaços de Bourgain associados à equação linear de Schrödinger

	Uma desigualdade de tipo Strichartz
	Resultados auxiliares
	Prova da Proposição 4.1

	Equação não linear de Schrödinger num domínio cilíndrico
	Prova do Teorema 5.1.
	Prova do Teorema 5.2

	Referências Bibliográficas

