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necessários para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)

SOBRE O PROBLEMA DE CAUCHY ASSOCIADO À EQUAÇÃO NÃO
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Ressumo.

Neste trabalho, apresentamos resultados de boa colocação local e global para

o Problema de Valor Inicial (PVI), também conhecido como problema de Cauchy,

associado a uma equação de Schrödinger não linear com dados definidos no cilindro

R× T. De maneira mais precisa, consideramos o modeloiut −∆u = ±|u|p−1u, 1 < p ≤ 3,

u(0;x, y) = φ(x, y),
(1)

onde ∆ = ∂2
x + ∂2

y , x ∈ R e para cada x a função u(x, ·) é 2π-periódica na variável

y, o que denotamos por y ∈ T = R/2πZ.

Os dados iniciais são considerados no espaço das funções que são de quadrado

integrável em R × T, isto é, φ ∈ L2(R × T). A boa colocação local do PVI (1)

significa a existência de um fluxo de soluções associado ao modelo com as seguintes

propriedades:

• para cada φ existe um única solução u(t; ·, ·) num intervalo de tempo [−δ, δ],
com δ dependendo de φ e p,

• u ∈ C
(
[−δ, δ]; W

)
, onde W é um subespaço de L2(R× T),

• há dependência cont́ınua dos dados iniciais, o que a grosso modo significa que

para dados iniciais próximos as soluções se mantém próximas num intervalo

de tempo apropriado,[−δ′, δ′].
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No caso em que as propriedades acima podem ser transferidas para todo t ∈ R,

dizemos então que há boa colocação global em L2(R× T) para o modelo.

De forma mais precisa, neste trabalho mostramos que o PVI (1) é globalmente

bem posto para o caso L2 - subcŕıtico (1 < p < 3). Por outro lado, no caso

L2 - cŕıtico (p = 3), mostramos que há boa colocação local para qualquer dado.

Porém, as soluções globais em tempo ficam restritas a dados com norma quadrática

suficientemente pequena.

Este trabalho toma como referência principal os resultados publicados por H.

Takaoka e N. Tzvetkov em [19].

Palavras-chave: Equação não linear de Schrödinger, Problema de Cauchy, Boa

colocação local e global.
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Abstract.

In this work we show some results about local and global well-posedness for

the Initial Value Problem (IVP), or Cauchy problem, associated to the nonlinear

Schrödinger equation with data defined on the cylinder R × T. More precisely, we

consider the model iut −∆u = ±|u|p−1u, 1 < p ≤ 3,

u(0;x, y) = φ(x, y),
(2)

where ∆ = ∂2
x + ∂2

y , x ∈ R and for each x the function u(x, ·) is 2π-periodic on the

y variable, that is, y ∈ T = R/2πZ.

The initial data φ are considered in the space L2(R × T). Local well-posedness

for the IVP (2) means the existence of a flux of solutions associated to the model

with the following properties:

• for each φ there exists a unique solution u(t; ·, ·) defined on a time interval

[−δ, δ], with δ depending on φ and p,

• u ∈ C
(
[−δ, δ]; W

)
, where W is a subspace of L2(R× T),

• continuous dependence on the initial data.

If the above properties can be extended for all t ∈ R we say that the model is

globally well-posed in L2(R× T).

For data in L2(R × T) we prove that the IVP (2) is globally well-posed for

1 < p < 3. On the other hand, in the case p = 3, we show that the IVP (2) is

locally well-posed for all data; however, globally well-posed is obtained only under

smallness assumption on the data.

This work is based on the results previous published by H. Takaoka and N.

Tzvetkov in [19].

Key words: Nonlinear Schrödinger equation, Cauchy problem, Locally and Global

well-posedness.
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Introdução

Consideremos o Problema de Valor Inicial (PVI), ou simplesmente problema de

Cauchy, associado a uma equação de Schrödinger não linear num domı́nio ciĺındrico,

isto é iut −∆u = ±|u|p−1u, 1 < p ≤ 3,

u(0;x, y) = φ(x, y),
(3)

onde ∆ = ∂2
x + ∂2

y é o clássico operador de Laplace e u(t;x, y) é uma função que

assume valores complexos para cada (t;x, y) ∈ [−δ, δ]×R×T, com T = R/2πZ. Por-

tanto, estamos considerando soluções que são periódicas, de peŕıodo 2π na direção

y, ou seja,

u(t;x, y) = u(t;x, y + 2π),

para todo (t;x, y) ∈ [−δ, δ]× R× R.

O modelo (3) com (x, y) ∈ R2 aparace na modelagem da vários fenômenos f́ısicos,

especialmente nas áreas de mecânica quântica e óptica não linear. Para ver a de-

rivação do modelo, assim como aplicações espećıficas, indicamos os excelentes textos

[6, 18].

O objetivo principal deste trabalho é estabelecer resultados de boa colocação local

e global para o PVI (3) no caso em que os dados iniciais são considerados no espaço

L2(R×T) das funções quadrado integrável no cilindro. A boa colocação local de (3)

significa a existência de um fluxo de soluções associado ao modelo com as seguintes

propriedades:

• para cada φ existe uma única solução u(t; ·, ·), definida num intervalo de tempo

[−δ, δ], com δ = δ(φ, p) dependendo de φ e p,

• u ∈ C([−δ, δ]; W), onde W é um subespaço de L2(R× T),

• há dependência cont́ınua dos dados iniciais, o que a grosso modo significa

que para dados iniciais próximos em L2(R × T) as soluções correspondentes

se mantém próximas, na mesma norma, num intervalo de tempo apropriado

[−δ′, δ′], com δ′ ≤ δ.
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O estudo da boa colocação para a equação não linear de Schrödinger tem sido

objeto de intenso estudo de vários matemáticos nas últimas décadas. No caso do

ambiente espacial bi-dimensional, onde se foca nosso estudo, há um grande interesse

em entender bem a dinâmica do modelo, devido às aplicações f́ısicas relevantes que

o mesmo possui.

No caso em que (x, y) ∈ R2, com dados iniciais φ pertencendo ao espaço L2(R2),

a teoria está bem estabelecida e valem os seguintes resultados:

• boa colocação global em L2(R2), para 1 < p < 3,

• boa colocação local em L2(R2), para p = 3 e, além disso, as soluções po-

dem ser estendidas globalmente para dados com norma ‖φ‖L2 < ε0, com ε0

suficientemente pequeno,

• os resultados de boa colocação global são consequência da teoria local combi-

nados com a lei de conservação da norma L2(R× T) da solução, isto é,∫ π

−π

∫ ∞
−∞
|u(t;x, y)|2dxdy =

∫ π

−π

∫ ∞
−∞
|φ(x, y)|2dxdy. (4)

Estes resultados podem ser encontrados em [5, 8, 16, 17, 21]. O ingrediente

principal usado na prova dos mesmos é a desigualdade

∥∥e−it(∂2x+∂2y)φ
∥∥
L4(R3)

≤ c‖φ‖L2(R2), (5)

onde e−it(∂
2
x+∂2y) denota o grupo unitário associado às soluções da equação lineariut −∆u = 0, t ∈ R, (x, y) ∈ R2,

u(0;x, y) = φ(x, y).
(6)

A desigualdade (5) é conhecida como Estimativa de Strichartz, a qual é obtida a

partir da estimativa de decaimento

∥∥e−it(∂2x+∂2y)φ
∥∥
L∞x,y
≤ c

1

|t|
‖φ‖L1(R2),

que é consequência da dispersão do modelo.

Por outro lado, o cenário no ambiente periódico nas duas direções, quando

(x, y) ∈ T × T, é mais complicado, pois a desigualdade (5) não é válida, visto

que as soluções lineares são periódicas com repeito ao tempo. Nesta direção, os

resultados que se conhecem são os dados em [2, 3], que asseguram boa colocação

local em espaços de Sobolev com regularidade positiva e, portanto, não se conhece

a existência de soluções em L2(T× T).
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O objetivo principal do trabalho que aqui desenvolvemos é apresentar de forma

detalhada os resultados apresentados em [19] relativos ao caso do ambiente ciĺındrico,

(x, y) ∈ R × T, onde os autores aproveitam a direção cont́ınua, x ∈ R, e usam

a técnica empregada no caso de T × T para fornecer uma versão localizada de

desigualdade de tipo Strichartz melhor que a obtida através do método usado em

[2, 3]. De forma mais precisa, provaremos os seguintes resultados.

Teorema A. Seja 1 < p < 3. O problema de Cauchy (3) é globalmente bem posto

em L2(R× T).

Teorema B. Seja p = 3. O problema de Cauchy (3) é globalmente bem posto para

dados iniciais em L2(R× T) suficientemente pequenos.

Os resultados estabelecidos nos teoremas acima serão enunciados com maior

precisão no Caṕıtulo 5.
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Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos algumas definições e resultados de Análise Ma-

temática que servirão como base teórica para a obtenção dos resultados principais.

1.1 Alguns resultados de análise funcional e me-

dida

Teorema 1.1 (Medida Produto). Sejam (X,A, µ) e (X,B, ν) espaços de medida

σ-finitos. Existe uma única medida π, chamada de medida produto, definida na

σ-álgebra produto σ(X × Y ), tal que π(A × B) = µ(A)ν(B), para todo A ∈ A e

B ∈ B. Denotemos π = µ× ν.

Demonstração. Ver Teorema 2.36, página 66 de [7]. �

Teorema 1.2 (Teorema de Fubini-Tonelli). Suponhamos que (X,M, µ) e (Y,N , ν)

sejam espaços mensuráveis σ-finitos.

(a) (Tonelli). Se f ∈ L+(X × Y ), então as funções g(x) =

∫
Y

f(x, y)dν e h(y) =∫
X

f(x, y)dµ estão em L+(X) e L+(Y ), respetivamente, e valem as igualdades

∫
X×Y

fd(µ× ν) =

∫
X

[∫
Y

f(x, y)dν(y)

]
dµ(x) =

∫
Y

[∫
X

f(x, y)dµ(x)

]
dν(y)

(b) (Fubini). Se f ∈ L1(X × Y ), então f(x, y) ∈ L1(ν) para quase todo ponto

x ∈ X e f(x, y) ∈ L1(µ) para quase todo ponto y ∈ Y . Além disso, as funções

g(x) =

∫
Y

f(x, y)dν e h(x) =

∫
X

f(x, y)dµ estão definidas em quase todo ponto

em L1(µ) e L1(ν), respetivamente, e mantém-se a conclusão de (a).

Demonstração. Ver Teorema 2.37, página 67 de [7]. �
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Lema 1.3. Sejam X e Y espaços de Banach e assuma que K(t, t′) é uma função

cont́ınua que toma valores em B(X, Y ), o espaço de aplicações lineares limitadas de

X em Y . Suponha que −∞ ≤ a < b ≤ ∞ e consideremos o operador

Tf(t) =

∫ b

a

K(t, t′)f(t′)dt′.

Assuma ainda que

‖Tf‖Lq([a,b],Y ) ≤ C‖f‖Lp([a,b],X)

e consideremos

Wf(t) =

∫ t

a

K(t, t′)f(t′)dt′.

Então, para 1 ≤ p < q ≤ ∞ tem-se

‖Wf‖Lq([a,b],Y ) ≤
2−2( 1

p
− 1
q

)2C

1− 2−( 1
p
− 1
q

)
‖f‖Lp([a,b],X).

Demonstração. Ver Lema 3.1 de [15]. �

Observe que no caso em que K(t, t′) =
1

t− t′
, o Lema 1.3 não vale para p = q ∈

(1,∞).

Teorema 1.4 (Interpolação de Riesz-Thorin). Sejam 1 ≤ p0, p1, q0, q1 ≤ +∞, p0 6=
p1 e T um operador linear, limitado de Lp0 em Lq0 com ‖Tf‖Lq0 ≤ M0‖f‖p0 e de

Lp1 em Lq1 com ‖Tf‖Lq1 ≤ M1‖f‖p1. Então, para todo θ ∈ (0, 1), o operador T é

limitado de Lp em Lq, com

‖Tf‖q ≤M‖f‖p , M ≤M θ
0M

1−θ
1 ,

onde
1

p
=

θ

p0

− 1− θ
p1

e
1

q
=

θ

q0

− 1− θ
q1

.

Demonstração. Ver Teorema 2.2, página 29 de [13]. �

Teorema 1.5 (Desigualdade de Hölder). Suponhamos que Ω ⊆ Rn seja aberto,

limitado e de bordo bem regular. Seja u ∈ Lp(Ω) e v ∈ Lq(Ω) com 1
p

+ 1
q

= 1, 1 <

p <∞, então uv ∈ L1(Ω) e vale a desigualdade

∫
Ω

|uv|dx ≤
(∫

Ω

|u|pdx
) 1

p
(∫

Ω

|v|qdx
) 1

q

.

Demonstração. Ver Inequação de Hölder 6.2, página 182 de [7]. �

Corolário 1.6 (Desigualdade de Hölder generalizada). Para p > 1 e 1
r

= 1
p

+ 1
q
,

sejam u ∈ Lp e g ∈ Lq. Então, uv ∈ Lr e ‖uv‖Lr ≤ ‖u‖Lp‖v‖Lq .

2



Demonstração. Basta aplicar a desigualdade de Hölder com p1 = 1
p/r

e q1 = 1
q/r
. �

Corolário 1.7 (Desigualdade de Cauchy-Schwarz). Se u, v ∈ L2, então uv ∈ L1 e

|uv| ≤ ‖u‖L2‖v‖L2 .

Demonstração. Para a prova, ver o corolário acima. �

Teorema 1.8 (Um Teorema de Interpolação). Sejam 1 ≤ p ≤ r ≤ q ≤ ∞, tais

que
1

r
=

1− θ
p

+
θ

q
, com θ ∈ (0, 1).

Suponhamos que f ∈ Lp(X) ∩ Lq(X). Então, f ∈ Lr(X) e, além disso, vale

‖f‖Lr ≤ ‖f‖θLp‖f‖1−θ
Lq ,

para θ ∈ (0, 1).

Demonstração. Seja θ ∈ (0, 1) e notemos que
p

θr
e

q

(1− θ)r
são conjugados. Logo,

∫
X

|f |rdx =

∫
X

|f |θr|f |(1−θ)rdx

≤
(∫

X

|f |θr
p
θr
dx

) θr
p
(∫

X

|f |(1−θr)
q

(1−θ)r dx

) (1−θ)r
q

=

(∫
X

|f |p
) θr

p
(∫

X

|f |q
) (1−θ)r

q

.

Elevando ambos os membros da desigualdade acima à potência 1/r temos o resul-

tado. �

Lema 1.9. Sejam a, b ∈ [0,∞) e s ≥ 0. Então, existem constantes positivas ms e

Ms, dependendo apenas de s, tais que

ms(a
s + bs) ≤ (a+ b)s ≤Ms(a

s + bs). (1.1)

Demonstração. Se a = 0 a desigualdade é trivial. Assuma a > 0. Então, (1.1) é

equivalente a

ms

[
1 +

(
b

a

)s]
≤
(

1 +
b

a

)s
≤Ms

[
1 +

(
b

a

)s]
,

então é suficiente mostrar que existem ms e Ms, tais que

ms(1 + rs) ≤ (1 + r)s ≤Ms(1 + rs),∀r ∈ [0,∞〉.

3



Isso ocorre do fato da função f(r) =
(1 + r)s

1 + rs
ser limitada. Com efeito,

observe que para todo r, s ≥ 0, tem-se

1 ≤ (1 + r)s e rs ≤ (1 + r)s,

logo,

1 + rs ≤ 2(1 + r)s,

ou seja,
1

2
≤ (1 + r)s

1 + rs
.

Agora, para r > 1 tem-se

(1 + r)s ≤ (r + r)s = (2r)s;

portanto

(1 + r)s ≤ 2s(1 + rs),

ou seja,
(1 + r)s

1 + rs
≤ 2s.

Observe que a função r 7−→ (1 + r)s

1 + rs
é cont́ınua em [0, 1] e não se anula nesse

intervalo. Logo, existe C1 = min
r∈[0,1]

{
(1+r)s

1+rs

}
> 0. Tomando C = max{2s, C1}, vemos

que
(1 + r)s

1 + rs
≤ C.

Isso conclui a prova. �

Lema 1.10. Seja g : C 7−→ C definida por g(z) = |z|pz, 1 < p. Então,

||z1|pz1 − |z2|pz2| ≤ C(|z1|p + |z2|p)|z1 − z2|.

Demonstração. Sem perda de generalidade suponhamos que |z1| < |z2|. Portanto,

||z1|pz1 − |z2|pz2| = ||z1|pz1 − |z1|pz2 + |z1|pz2 − |z2|pz2|

≤ |z1|p|z1 − z2|+ |z2| (|z1|p − |zp2 |) .

Aplicando o Teorema do Valor Médio à função |z|p, obtemos θ ∈ (0, 1), tal que

||z1|pz1 − |z2|pz2| ≤ |z1|p|z1 − z2|+ |z2|p ((1− θ)|z1|+ θ|z2|)p−1 |z1 − z2|

≤ |z1|p|z1 − z2|+ |z2|p|z2|p−1|z1 − z2|

≤ p (|z1|p + |z2|p) |z1 − z2|.
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�

Por último, mostraremos uma propriedade de cálculo elementar que será útil.

Lema 1.11. Para cada θ ∈ [0, π/2], existe uma constante R > 0, tal que

θ ≤ sin θ +R sin2 θ.

Demonstração. Seja f(θ) = θ − sin θ −R sin2 θ, com R > 0 . Note que f(0) = 0 e

f ′(θ) = 1− cos θ −R sin 2θ.

Basta provar então que f ′ < 0, para algum R, pois nesse caso f(θ) ≤ f(0) = 0.

Para isso, notamos que
1− cos θ

sin 2θ
é limitado em (0, π/2). De fato: a fração é

cont́ınua no intervalo (0, π) e além disso,

lim
h−→0+

1− cos θ

sin 2θ
= 0 e lim

h−→π
2
−

1− cos θ

sin 2θ
= −1.

Portanto, existe um M > 0, tal que
1− cos θ

sin 2θ
≤M , para todo θ ∈ (0, π/2).

Agora é suficiente tomar R = M + 1. �
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Caṕıtulo 2

Espaços Funcionais

2.1 Espaços de Sobolev em T

Todos os resultados enunciados nesta seção são básicos. Por isso suas demonstrações

serão omitidas. Algumas referências excelentes que contém em detalhes o desenvol-

vimento destas teorias básicas sobre as séries de Fourier para distribuições periódicas

são os textos [10, 13], onde o leitor poderá encontrar as provas de todos os resultados.

2.1.1 Distribuições Periódicas

Para simplificar a exposição usaremos a notação Ck
per(−π, π) = C∞(T), onde T

representa o toro T = R/2πZ, para denotar a classe das funções com k derivadas

cont́ınuas em R e periódicas de peŕıodo 2π.

Particularmente, denotamos por P = C∞(−π, π) a coleção de todas as funções

φ : R→ C que são C∞(R) e periódicas de peŕıodo 2π.

O espaço vetorial P não é completo em relação às normas naturais de Ck(T).

No entanto, a aplicação

d(φ, ψ) =
∑
j∈N

2−j
‖φ(j) − ψ(j)‖L∞(T)

1 + ‖φ(j) − ψ(j)‖L∞(T)

, φ, ψ ∈ P ,

define uma métrica em P .

Teorema 2.1. (P , d) é um espaço métrico completo. Além disso, se consideramos

{φn} ⊂ P e φ ∈ P , temos que

φn
d−→ φ⇐⇒ lim

n→+∞
‖φ(j) − ψ(j)‖L∞(T) para todo j ≥ 0.

Demonstração. Ver Teorema 3.1, página 133 de [10]. �
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Denotaremos por S(Z) o espaço das sequências que decrescem rapidamente, isto

é, o conjunto de todas sequências complexas (αk)k∈Z, tais que∑
k∈Z

|k|j|αk| <∞ ∀j ∈ N.

Observe que d1 definida por

d1(α, β) =
∑
j∈N

2−j
‖α(j) − β(j)‖∞,j

1 + ‖α(j) − β(j)‖∞,j
α, β ∈ S(Z),

onde

‖α‖∞,j = sup
k∈Z

(
|αk||k|j

)
,

também define uma métrica em S(Z). Assim, S(Z) é um espaço métrico completo.

Dada uma função f ∈ P , lembramos que a transformada de Fourier de f é dada

pela sequência f̂ :=
(
f̂(k)

)
k∈Z, com

f̂(k) :=
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx. (2.1)

Teorema 2.2. A transformada de Fourier ̂ : (P , d) −→ (S(Z), d1) é um iso-

morfismo linear e um homeomorfismo, ou seja, é uma bijeção linear cont́ınua com

inversa cont́ınua em relação às métricas d e d1.

Demonstração. Ver Teorema 3.6, página 135 de [10]. �

Teorema 2.3. Seja f ∈ P. Então, valem as seguintes igualdades:

(a) ‖f‖2
L2(T) = 2π‖f̂‖2

l2(Z) = 2π
∑
k∈Z

|f̂(k)|2,

(b)

∫
T
f(x)ḡ(x)dx = 2π

∑
k∈Z

f̂(k)¯̂g(k),

conhecidas como identidades de Parseval.

Demonstração. Ver Teorema 3.166, página 187 de [10]. �

Um funcional linear T : P −→ C é chamado uma distribuição periódica se existe

uma sequência (ψn)n≥1 ⊂ P , tal que

T (φ) = 〈T, φ〉 = lim
n−→∞

∫ π

−π
ψn(x)φ(x)dx, ∀φ ∈ P .
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Denotaremos por P ′ o dual topológico de P , isto é, o espaço de todos os funcionais

lineares cont́ınuos de P em C; também chamamos P ′ o espaço das distribuições

periódicas.

Dado um elemento f ∈ P ′, sua derivada distribucional f ′ ∈ P ′ é definida pela

relação

〈f ′, φ〉 = −〈f, φ′〉, φ ∈ P .

Em geral, temos

〈f (n), φ〉 = (−1)n〈f, φ(n)〉.

2.1.2 Séries de Fourier em P ′

Dado f ∈ P ′, como cada função φk = e−ikx ∈ P para todo k ∈ Z, definimos de forma

natural a transformada de Fourier de f em P ′ como sendo a função f̂ : Z −→ C
definida por

f̂(k) = 〈f, φk〉 =
1

2π

∫ π

−π
f(x)e−ikxdx, k ∈ Z

e a n-ésima soma parcial da série de Fourier associada a f é dada por

Sn[f ](x) =
∑
|k|≤n

f̂(k)eikx ∈ P .

Teorema 2.4. Sejam φ ∈ P e f ∈ P ′. Então, Sn[φ]
P−−−→

n−→+∞
φ e Sn[f ]

P ′−−−−→
n−→+∞

f.

Consequentemente, vale a igualdade

〈f, φ〉 = 2π
∑
|k|≤n

f̂(k)φ̂(−k).

Demonstração. Ver Teorema 3.166 e Corolário 3.167 da página 187 de [10]. �

2.1.3 Espaços de Sobolev Hs(T)

Para cada s ∈ R, o espaço de Sobolev de ordem s, em T, é definido pelas distribuições

f ∈ P ′ que satisfazem ∑
n∈Z

(1 + n2)s|f̂(n)|2 <∞.

Mais concretamente, Hs(T) =
{
f ∈ P ′ : ‖f‖Hs(T) <∞

}
, onde

‖f‖Hs(T) = ‖(1 + n2)s/2f̂‖`2n .

Observação 2.5. H0(T) é também denotado por L2
per[−π, π] e pode ser caracteri-

zado como a coleção das distribuições em P ′ que são limites (no sentido de P ′ ) de
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sequências (ψn) ⊂ P de Cauchy em relação à norma usual L2.

O espaço Hs(T) é um espaço de Hilbert com respeito ao produto interno

〈f, g〉Hs(T) =
∑
n∈Z

(1 + n2)sf̂(n)ĝ(n).

Da definição dos espaços de Sobolev tem-se os seguintes resultados:

Proposição 2.6. Sejam s, r ∈ R.

(a) Se s > r. Então Hs(T) ↪→ Hr(T), isto é, Hs(T) é continuamente e densamente

mergulhado em Hr(T) e

‖f‖Hr(T) ≤ ‖f‖Hs(T), ∀f ∈ Hs(T).

(b) Para s ∈ R, (Hs(T))′ é o dual topológico de Hs(T), que é isometricamente

isomorfo a H−s(T).

(c) (Lema de Sobolev). Se s > 1
2
, então Hs(T) ↪→ C(T) e

‖f‖∞ ≤ ‖f̂‖l1 ≤ C‖f‖Hs(T).

(d) Se s > 1/2, Hs(T) é uma álgebra de Banach. Em particular, existe uma cons-

tante Cs ≥ 0, (dependendo apenas de s), tal que

‖fg‖Hs(T) ≤ Cs‖f‖Hs(T)‖g‖Hs(T), ∀f, g ∈ Hs(T).

Demonstração. Ver páginas 201-208 de [10]. �

Teorema 2.7 (Identidade de Parseval). A série de Fourier estabelece uma bijeção

entre L2
per([−π, π]) e `2(Z). Além disso, vale a identidade de Parseval

‖f‖2
L2 :=

∫ π

−π
|f(x)|2dx = 2π

∑
n∈Z

|f̂(n)|2 =: ‖f̂‖2
`2 ,

onde L2
per([−π, π]) denota o espaço das funções 1-periódicas que são de quadrado

integráveis no intervalo [−π, π] e f̂ :=
{
f̂(n)

}
n∈Z.

Demonstração. Ver Corolário 3.167, página 188 de [10]. �
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2.2 Espaços de Sobolev em Rn

2.2.1 A transformada de Fourier em L1(Rn)

Seja f ∈ L1(Rn), definimos a transformada de Fourier de f como sendo

f̂(ξ) =
1

(2π)n/2

∫
R
f(x)e−ix.ξdx, ξ ∈ Rn,

onde x = (x1, ..., xn), ξ = (ξ1, ..., ξn) ∈ Rn e x.ξ = x1ξ1+, ...,+xnξn, é o produto

interno usual em Rn.

Apresentaremos algumas propriedades básicas da transformada de Fourier em

L1(Rn).

Proposição 2.8. Seja f ∈ L1(Rn). Então

(a) f 7−→ f̂ define uma transformação linear de L1(Rn) em L∞(Rn) com

‖f̂‖∞ ≤
1

(2π)n/2
‖f‖1.

(b) f̂ é cont́ınua.

(c) f̂ −→ 0 quando |ξ| −→ ∞ (Riemann-Lebesgue).

(d) Seja τhf(x) = f(x− h) a traslação por h ∈ R, então

(̂τhf)(ξ) = e−ihξf̂(ξ).

(e) Seja δaf(x) = f(ax) a dilatação por a > 0, então

(̂δaf)(ξ) =
1

an
f̂(
ξ

a
).

(f) Se g ∈ L1(Rn) e f ∗ g denota a convolução de f e g. Então,

(̂f ∗ g)(ξ) = (2π)n/2f̂(ξ).ĝ(ξ).

(g) Se g ∈ L1(Rn), então ∫
Rn
f̂(y)g(y)dy =

∫
Rn
f(y)ĝ(y)dy.

Demonstração. Ver páginas 1-3 de [13]. �
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Denotemos para cada α = (α1, ..., αn) ∈ Nn e x = (x1, ..., xn) ∈ Rn

xα = xα1
1 ...x

αn
n ,

|α| = α1 + ...+ αn.

Proposição 2.9. Sejam α, k ∈ Z. Então,

(a) se xαf ∈ L1, |α| ≤ k, α ∈ Z, então, f̂ ∈ Ck e

∂αx f̂ = ((−ix)αf )̂.

(b) se f ∈ Ck, ∂αf ∈ L1, |α| ≤ k e ∂αf ∈ C0, então,

(∂αf )̂ (ξ) = (iξ)α f̂(ξ).

Demonstração. Ver Proposição 1.8 (página 4) e Teorema 1.10 (página 5) de [13]. �

Proposição 2.10 (Fórmula de inversão). Se f, f̂ ∈ L1(Rn), então,

f(x) =
1

(2π)n/2

∫
Rn
f̂(ξ)eix.ξdξ, para qualquer x ∈ Rn.

Demonstração. Ver Proposição 1.11, página 6 de [13]. �

Proposição 2.11 (Plancherel). Se f ∈ L1(Rn) ∩ L2(Rn), então, f ∈ L2 e

‖f̂‖2 = ‖f‖2.

Demonstração. Ver Teorema 1.12, página 7 de [13]. �

Definição 2.12. Para f ∈ L1(Rn) definimos a transformada inversa de Fourier de

f como

f
∨
(x) =

1

(2π)1/n

∫
R
f(ξ)eiξ.xdξ, x ∈ Rn.

Proposição 2.13. Sejam f, f̂ ∈ L1(Rn). Então, valem as seguintes igualdades:

(a) (̂f∨) = f = (f̂)∨

(b) f∨(x) = f̂(−x), para cada x ∈ Rn.

Demonstração. Ver página 341 de [10]. �
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2.2.2 A transformada de Fourier no espaço de Schwartz

S(Rn)

Sejam (α, β) ∈ N2 e seja a seminorma ‖ · ‖α,β definida por

‖f‖α,β = sup
x∈R
|xαf (β)(x)| <∞.

Definimos o espaço de Schwartz, denotado por S(Rn), como sendo a coleção das

funções f : Rn −→ C, tais que ‖f‖α,β <∞.

Seja C∞c (Rn) a coleção das funções f : Rn −→ C de classe C∞ e suporte com-

pacto. Temos que C∞c (Rn) ⊂ S(Rn). Finalmente, observe que, se f ∈ S(Rn), então

xαf (β) ∈ S(Rn) e, além disso, xαf (β)(x) tende a zero quando |x| tende para infinito,

para todo (α, β) ∈ N2.

Definição 2.14. Seja (ϕ)n ⊂ S(Rn). Então, ϕn −→ 0 se, para cada (α, β) ∈ N2,

temos que ‖ϕn‖α,β −→ 0, quando n −→∞.

Seguem alguns resultados.

Proposição 2.15. Seja f ∈ S(Rn). Então:

(a) A transformação ϕ 7−→ ϕ̂ é um isomorfismos de S(Rn) nele mesmo.

(b)

∫
Rn
f̂(x)g(x)dx =

∫
Rn
f(x)ĝ(x)dx.

(c) f(x) =

∫
Rn
f̂(ξ)eixξdξ.

(d) Seja f ∈ S(Rn), então f (α) ∈ S(Rn) para todo α ∈ N e

(f (α))̂(ξ) = (iξ)αf̂(ξ), ξ ∈ Rn.

Demonstração. Ver páginas 338-339 de [10]. �

Se f ∈ S(Rn), defina a transformada inversa de Fourier pela la fórmula

f
∨
(x) =

∫
Rn
f(y)eixydy, x ∈ Rn.

Proposição 2.16. Sejam f, g ∈ S(Rn). Então, vale a identidade de Parseval

〈f, g〉 = 〈f̂ , ĝ〉,

e a identidade de Plancherel

‖f‖L2 = ‖f̂‖L2 .
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Demonstração. Ver teorema 7.43, página 743 de [10]. �

Definição 2.17. Seja f ∈ L2(Rn). A transformada de Fourier de f é dada por

f̂ = lim
n−→∞

ϕ̂n,

onde ϕn ∈ S(Rn) é tal que ϕn converge a f em L2(Rn).

2.2.3 Distribuições temperadas

Definição 2.18. A transformação T : S(Rn) −→ C define uma distribuição tempe-

rada se:

(a) T é linear,

(b) T é cont́ınua, isto é, se para cada (ϕn) ⊆ S(Rn), tal que ϕn −→ 0, então a

sequência numérica T (ϕn) −→ 0.

O conjunto de todas as distribuições temperadas serão denotadas por S ′(Rn).

Observação. 2.19. Toda função limitada f define uma distribuição temperada Tf ,

onde

Tf (ϕ) =

∫
Rn
f(x)ϕ(x)dx, ∀ϕ ∈ S(Rn).

Definição 2.20. Dada ψ ∈ S ′(Rn), sua transformada de Fourier ψ̂ ∈ S ′(Rn) é

definida por

ψ̂(ϕ) = ψ(ϕ̂), ∀ϕ ∈ S(Rn).

Observação. 2.21. Para cada f ∈ L1(Rn) e ψ ∈ S(Rn) temos que ψ̂f = ψf̂ .

Definição 2.22. Seja (ϕ)n ⊂ S ′(Rn). Então, ϕn −→ 0 em S(Rn) se, para cada

ϕ ∈ S(Rn), tem-se ψn(ϕ) −→ 0.

Teorema 2.23. A transformação ψ 7−→ ψ̂ é um isomorfismo de S ′(Rn) nele mesmo.

Demonstração. Ver Teorema 1.25, página 13 de [13]. �

2.2.4 Espaços de Sobolev Hs(Rn)

Seja s ∈ R, o espaço de Sobolev de ordem s, denotado por Hs(Rn), é definido por

Hs(Rn) = {f ∈ S ′(Rn) : (1 + |ξ|2)s/2f̂(ξ) ∈ L2(Rn)},

com norma ‖.‖Hs(Rn) definida por

‖f‖Hs(Rn) =
∥∥∥(1 + |ξ|2)s/2f̂

∥∥∥
L2
ξ

.
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Proposição 2.24. Sejam s, r ∈ R.

(a) Se 0 ≤ s < r, então Hr(Rn) ⊂ Hs(Rn).

(b) Hs(Rn) é um espaço de Hilbert com respeito ao produto interno

〈f, g〉Hs(Rn) =

∫
Rn

(1 + |ξ|2)sf(ξ)ḡ(ξ)dξ, para cada f, g ∈ Hs(Rn).

(c) Para todo s ∈ R, o espaço de Schwartz S(Rn) é denso em Hs(Rn), ∀s > 0.

(d) Se s1 ≤ s ≤ s2 e s = θs1 + (1− θ)s2, para 0 ≤ θ ≤ 1, então

‖f‖Hs ≤ ‖f‖θHs1‖f‖1−θ
Hs2 .

Demonstração. Ver Proposição 3.6, página 48 de [13]. �

2.3 Espaços de Sobolev no cilindro R× T

Seja s ∈ R, o espaço de Sobolev de ordem s num domı́nio ciĺındrico R×T, denotado

por Hs(R× T), é definido por

Hs(R× T) = {f ∈ S ′(R× T) : ‖f‖Hs(R×T) <∞},

onde a norma é definida por

‖f‖Hs(R×T) =
∥∥∥(1 + ξ2 + n2)s/2f̂(ξ, n)

∥∥∥
L2
ξ`

2
n

,

com

f̂(ξ, n) = c

∫ ∞
−∞

∫ π

−π
f(x, y)e−ixξe−iyndydx,

onde c é uma constante de normalização conveniente.

Da definição do espaço de Sobolev no cilindro deduzimos as propriedades a seguir.

Proposição 2.25. Sejam s, r ∈ R.

(a) Se 0 ≤ s < r, então Hr(R× T) ⊂ Hs(R× T).

(b) Hs(R× T) é um espaço de Hilbert com respeito ao produto interno

〈f, g〉Hs(R×T) =

∫
R

∑
n∈Z

(1 + ξ2 + n2)s/2f(ξ, n)(1 + ξ2 + n2)s/2g(ξ, n)dξ,

para cada f, g ∈ Hs(R× T).
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(c) O espaço de Schwartz S(R× T) é denso em Hs(R× T), para todo s ∈ R.

(d) Sejam s1 < s2 e s = θs1 + (1− θ)s2, com 0 ≤ θ ≤ 1. Então,

‖f‖Hs ≤ ‖f‖θHs1‖f‖1−θ
Hs2 .

Demonstração. Ver Proposição 3.6, página 38 de [13]. �
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Caṕıtulo 3

Equação linear de Schrödinger

num domı́nio ciĺındrico

Nesta seção, apresentaremos algumas propriedades básicas no cilindro, do grupo

associado à equação linear de Schrödinger.

Consideremos o Problema de Valor Inicial (PVI) associado à equação linear ho-

mogênea de Schrödinger, isto éiut(t;x, y)−∆u(t;x, y) = 0, t ∈ R, (x, y) ∈ R× T,

u(0;x, y) = φ(x, y),
(3.1)

onde ∆u(t;x, y) := uxx(t;x, y) + uyy(t;x, y).

Suponhamos que u ∈ S(R×T). Tomando a transformada de Fourier com respeito

às variáveis espaciais (x, y) em (3.1), obtemosût(t; ξ, n)− i(ξ2 + n2)û(t; ξ, n) = 0;

û(0; ξ, n) = φ̂(ξ, n).
(3.2)

Fixando (ξ, n) ∈ R× T reduzimos o problema de Cauchy de uma equação dife-

rencial parcial (EDP) a um problema de valor inicial para uma equação diferencial

ordinária (EDO) de primeira ordem. Sabe-se que a solução da famı́lia da EDO (3.2)

com parâmetro (ξ, n) pode ser escrito da seguinte maneira:

û(t; ξ, n) = eit(ξ
2+n2)φ̂(ξ, n).

Logo, aplicando a transformada de Fourier inversa e o item (f) da Proposição 2.8,

temos

u(t;x, y) = (eit(ξ
2+n2)φ̂(ξ, n))∨ = (eit(ξ

2+n2))∨ ∗ φ(x, y).
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Fixando s ∈ R, definimos o operador U(t) : Hs(R× T) −→ Hs(R× T) dado por

U(t)(φ) := (eit(ξ
2+n2)φ̂)∨ (3.3)

Proposição 3.1. A famı́lia {U(t)}t∈R, como foi definida em (3.3), satisfaz as se-

guintes propriedades:

(a) Para todo t ∈ R, U(t) : L2(R×T) −→ L2(R×T) é uma isometria, o que implica

que

‖U(t)f‖L2
R×T

= ‖f‖L2
R×T
.

(b) U(t)U(t′) = U(t+ t′), com U(t)−1 = U(−t).

(c) U(0) = I.

(d) Fixando f ∈ L2(R×T), o funcional Φf : R −→ L2(R×T) definido por Φf (t) =

U(t)f é uma função cont́ınua.

Demonstração. (a) Seja f ∈ L2(R× T), pelo Teorema de Plancherel, temos

‖U(t)f‖2
L2
R×T

= ‖Û(t)f‖2
L2
R×T

=

∫
R

∑
n∈Z

|Û(t)f(ξ, n)|2dξ

=

∫
R

∑
n∈Z

|eit(ξ2+n2)f̂(ξ, n)|2dξ

=

∫
R

∑
n∈Z

|f̂(ξ, n)|2dξ

= ‖f̂‖2
L2
R×T

= ‖f‖2
L2
R×T
.

(b)

(U(t+ t′)f )̂(ξ, n) = eit(t+t
′)(ξ2+n2)f̂(ξ, n)

= eit(ξ
2+n2)(eit

′(ξ2+n2)f̂(ξ, n))

= eit(ξ
2+n2)Û(t′)f(ξ, n)

= (U(t)U(t′)f )̂(ξ, n).

Tomando transformada de Fourier inversa em cada lado, temos

U(t+ t′)f(x, τ) = U(t)U(t′)f(x, τ).

Isto mostra o resultado.
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(c) É imediato.

(d) Nesta prova usaremos o teorema da convergência dominada.

lim
tn−→t

‖Φf (t)− Φf (tn)‖L2
R×T

= lim
tn−→t

‖U(t)f − U(tn)f‖L2
R×T

= lim
tn−→t

‖Û(t)f − Û(tn)f‖L2
R×T

= lim
tn−→t

‖eit(ξ2+n2)f̂ − eitn(ξ2+n2)f̂‖L2
R×T

= 0.

�

Em geral, a famı́lia dos operadores {Tt}∞t=−∞ definidos num espaço de Hilbert H

e que satisfaz as propriedades de (a) - (d), dadas pela proposição acima, é chamada

grupo unitário de operadores.

3.1 Espaços de Bourgain associados à equação li-

near de Schrödinger

Aqui será definido o ambiente funcional que servirá como base para estudar, no

Caṕıtulo 4, o modelo não linear.

Definição 3.2. Seja A o espaço das funções f , tais que:

(a) f : R× R× T −→ C,

(b) f(·; ·, y) ∈ S(R2), para cada y ∈ T,

(c) f(t;x, ·) ∈ C∞(T), para todo (t, x) ∈ R2.

Dados s, b ∈ R o espaço de Bourgain Xs,b associados à equação de Schrödinger com

dado em R× T é o completamento de A com respeito à norma

‖f‖Xs,b =


∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ − ξ2 − n2|)2b|f̂(τ ; ξ, n)|2dτdξ


1/2

.

Daqui em frente usaremos a seguinte notação 〈·〉 := 1 + | · |. Então, a norma pode

ser reescrita como

‖f‖Xs,b = ‖〈|ξ|+ |n|〉s〈τ − ξ2 − n2〉bf̂(τ ; ξ, n)‖L2
τξn
.

Iniciaremos apresentando a equivalência da norma definida acima.
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Proposição 3.3. A definição do espaço de Bourgain Xs,b é tal que

‖f‖Xs,b = ‖U(−t)f‖Hb
tH

s
R×T
.

Demonstração. Aplicando a definição do espaço de Sobolev Hs(R× T), segue que

‖U(−t)f‖2
Hb
tH

s
R×T

= ‖(1 + |ξ|+ |n|)s(1 + |τ |)b(U(−t)f )̂(τ ; ξ, n)‖2
L2
τL

2
R×T

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ |)2b|(U(−t)f )̂(τ ; ξ, n)|2dτdξ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ |)2b

∣∣∣∣∣∣
∫
R

(U(−t)f )̂(t; ξ, n)e−itτdt

∣∣∣∣∣∣
2

dτdξ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ |)2b

∣∣∣∣∣∣
∫
R

e−it(ξ
2+n2)f̂(t; ξ, n)e−itτdt

∣∣∣∣∣∣
2

dτdξ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ |)2b

∣∣∣∣∣∣
∫
R

f̂(t; ξ, n)e−it(τ+ξ2+n2)dt|

∣∣∣∣∣∣
2

dτdξ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ |)2b
∣∣∣f̂(τ + ξ2 + n2; ξ, n)

∣∣∣2 dτdξ
=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

(1 + |ξ|+ |n|)2s(1 + |τ − ξ2 − n2|)2b|f̂(τ ; ξ, n)|2dτdξ

= ‖f‖2
Xs,b , de onde decorre a igualdade. �

Definimos uma função de corte, isto é, ψ ∈ C∞0 (R), tal que

supp ψ ⊂ (−2, 2) e ψ(t) = 1, se |t| ≤ 1. (3.4)

Além disso, ψδ(·) := ψ( ·
δ
), para 0 < δ ≤ 1.

Proposição 3.4. Sejam s, b ∈ R. Então, vale a desigualdade

‖ψU(t)φ‖Xs,b ≤ C‖φ‖Hs
R×T
, (3.5)

onde C é uma constante positiva.

Demonstração. Das definições dos espaços Xs,b e da função ψ, bem como do fato de

U(t) ser un grupo unitário, ψ estar em função do tempo e φ em função do espaço,
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podemos deduzir que

‖ψU(t)φ‖Xs,b = ‖U(−t)ψU(t)φ‖Hb
tH

s
R×T

= ‖U(−t)U(t)ψφ‖Hb
tH

s
R×T

= ‖ψφ‖Hb
tH

s
R×T

= ‖(1 + τ 2)b/2(1 + ξ2 + n2)s/2ψ̂φ(τ ; ξ, n)‖L2
τξ`

2
n

= ‖(1 + τ 2)b/2(1 + ξ2 + n2)s/2ψ̂(τ)φ̂(ξ, n)‖L2
τξ`

2
n

= ‖((1 + τ 2)b/2ψ̂(τ))((1 + ξ2 + n2)s/2φ̂(ξ, n))‖L2
τξ`

2
n

= ‖((1 + τ 2)b/2ψ̂(τ)‖L2
τ
‖(1 + ξ2 + n2)s/2φ̂(ξ, n)‖l2ξ`2n

= ‖ψ‖Hb
t
‖φ‖Hs

R×T
.

Da densidade de C∞0 em Hs obtendo-se o resultado. �

Apresentaremos a seguir as propriedades regularizantes dos espaços Xs,b para a

equação não homogênea

iut −∆u = F (t;x, y).

Daqui em diante usaremos as seguintes notações:

− iψδ(U ∗R F ) := −iψδ

t∫
0

U(t− t′)F (t′; ·, ·)dt′ (3.6)

(LF )(t) := −iψδ

t∫
0

F (t′; ·, ·)dt′. (3.7)

A notação em (3.6) denota a convolução retardada no tempo.

Proposição 3.5. Para b, b′ ∈ R, as seguintes desigualdades são equivalentes

‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b ≤ C‖F‖Xs,b′ (3.8)

‖(LF )(t)‖Hb
tH

s
R×T
≤ C‖F‖Hb′

t H
s
R×T
, (3.9)

onde C e uma constante positiva.

Demonstração. Inicialmente provaremos que (3.9) implica (3.8). Seja F ∈ Xs,b.

Logo, por definição, U(−t)F ∈ Hb
tH

s
R×T. Seja G = U(−t)F , sendo assim, por (3.9)

temos

‖(LG)(t)‖Hb
tH

s
R×T
≤ C‖G‖Hb′

t H
s
R×T

= C‖F‖Xs,b′ .

Resta provar que ‖(LG)(t)‖Hb
tH

s
R×T

= ‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b .
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De fato:

‖(LG)(t)‖Hb
tH

s
R×T

= ‖ψδ

t∫
0

G(t′; ·, ·)dt′‖Hb
tH

s
R×T

= ‖ψδ

t∫
0

U(−t′)F (t′; ·, ·)dt′‖Hb
tH

s
R×T

= ‖U(−t)ψδ

t∫
0

U(t− t′)F (t′; ·, ·)dt′‖Hb
tH

s
R×T

= ‖ψδ

t∫
0

U(t− t′)F (t′; ·, ·)dt′‖Xs,b

= ‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b .

Reciprocamente, se G ∈ Hb
tH

s
R×T, note que U(−t)U(t)G ∈ Hb

tH
s
R×T. Assim, pela

definição de Xs,b, temos que U(t)G ∈ Xs,b. Consideremos F = U(t)G, sendo assim,

por (3.8) temos

‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b ≤ C‖F‖Xs,b′ = C‖G‖Hb′
t H

s
R×T
.

Resta provar que ‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b = ‖(LG)(t)‖Hb
tH

s
R×T

. De fato:

‖ − iψδ(U ∗R F )‖Xs,b = ‖ − iψδ

t∫
0

U(t− t′)F (t′; ·, ·)dt′‖Xs,b

= ‖ − iψδ

t∫
0

U(t)G(t′; ·, ·)dt′‖Xs,b

= ‖U(t)[−iψδ

t∫
0

G(t′; ·, ·)dt′]‖Xs,b

= ‖ − iψδ

t∫
0

G(t′; ·, ·)dt′‖Hb
tH

s
R×T

= ‖(LG)(t)‖Hb
tH

s
R×T
.

�

Apresentamos o lema principal desta seção, o qual foi provado em [9] e será útil

no Caṕıtulo 5.
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Lema 3.6. Sejam b̃ ≤ 0 ≤ b ≤ b̃+ 1 e 0 < δ ≤ 1. Então,

‖LF‖Hb
t
≤ C

{
δ1+b̃−b‖F‖

H b̃
t

+ δ1/2−b
∥∥∥〈τ〉−1X{|τ |≥1}F̂

∥∥∥
L1
τ

}
, (3.10)

‖ψδ(U ∗R F )‖Xs,b ≤ C
√

2

{
δ1/2−b

∥∥∥〈|ξ|+ |n|〉2s〈τ − ξ2 − n2〉−1F̂
∥∥∥
`2nL

1
τ

+ δ1+b̃−b‖F‖Xs,b

}
,

(3.11)

coma mesma constante positiva C em (3.10) e (3.11).

Além disso, se b̃ > −1/2, então

‖LF‖Hb
t
≤ Cδ1+b̃−b‖F‖

H b̃
t

(3.12)

‖ψδ(U ∗R F )‖Xs,b ≤ Cδ1+b̃−b‖F‖Xs,b̃ , (3.13)

com a mesma constante positiva C em (3.12) e (3.13).

Demonstração. Para simplificar a escrita definimos J(t) := (LF )(t). A transformada

de Fourier de J em relação a t é dada por

Ĵ(τ) = C

∫
R

F̂ (γ)
ψ̂δ(τ − γ)− ψ̂δ(τ)

γ
dγ. (3.14)

De fato: se G(t) =

t∫
0

F (γ)dγ, das propriedades da transformada de Fourier e de

convolução, tem-se

Ĵ(τ) = ψ̂δ ∗

 t∫
0

F (γ)dγ

̂
(τ)

=

∫
R

ψ̂δ(τ − γ)
F̂ (γ)

iγ
dγ

=

∫
R

ψ̂δ(τ − γ)− ψ̂δ(τ)

iγ
F̂ (γ)dγ + ψ̂δ(t)

∫
R

F̂ (γ)

iγ
dγ

=

∫
R

ψ̂δ(τ − γ)− ψ̂δ(τ)

iγ
F̂ (γ)dγ,

pois, usando a fórmula de inversão temos∫
R

F̂ (γ)

iγ
dγ =

∫
R

Ĝ(γ)dγ =

∫
R

ei0γĜ(γ)dγ = G(0) = 0.
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Seja A = {τ ∈ R; |τ |δ ≥ 1}.

Podemos escrever F = F+ + F− onde F̂+(τ) = F̂ (τ)XA e F̂−(τ) = F̂ (τ)XAc ,
e, respectivamente, J = J+ + J− onde Ĵ+(τ) = Ĵ(τ)XA e Ĵ−(τ) = Ĵ(τ)XAc .
Assim, a transformada de Fourier de J− em relação a t é dada por

Ĵ−(τ) = C

∫
R

1∫
0

F̂−(γ)(ψ̂δ)
′(τ − λγ)dλdγ. (3.15)

De fato: observe que

1∫
0

(
ψ̂δ

)′
(τ − λγ)dλ =

ψ̂δ(τ − γ)− ψ̂δ(τ)

−γ
.

Então, tem-se

Ĵ−(τ) = Ĵ(τ)XAc

=
−1

i

∫
R

F̂ (γ)XAc
ψ̂δ(τ − λ)− ψ̂δ(τ)

−γ
dγ

=
−1

i

∫
R

F̂−(γ)

∫ 1

0

(
ψ̂δ

)′
(τ − λγ)dλdγ

=
−1

i

∫
R

1∫
0

F̂−(γ)
(
ψ̂δ

)′
(τ − λγ)dλdγ.

Agora, observe que

〈τ〉b ≤ C
(
〈γ〉b + |τ − λγ|b

)
, (3.16)

sempre que |λ| ≤ 1, pois

|τ | = |τ − λγ + λγ|

≤ |τ − λγ|+ |λγ|

≤ |τ − λγ|+ |γ|.

Logo

1 + |τ | ≤ 1 + |γ|+ |τ − λγ|

〈τ〉 ≤ 〈γ〉+ |τ − λγ|.
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Elevando a desigualdade acima a b, pelo Lema 1.9 temos

〈τ〉b ≤ (〈γ〉+ |τ − λγ|)b

≤ C
(
〈γ〉b + |τ − λγ|b

)
.

Multiplicando (3.15) por 〈τ〉b, tomando a norma L2
τ e usando a desigualdade de

Minkowski, vemos que

‖J−‖Hb
t
≤ C‖

∫
R

1∫
0

〈γ〉bF̂−(ψ̂δ)
′(τ − λγ)‖L2

τ
+ C‖

∫
R

1∫
0

|τ − λγ|bF̂−(ψ̂δ)
′(τ − λγ)‖L2

τ

≤ C

∫
R

1∫
0

|〈γ〉bF̂−|‖(ψ̂δ)′(τ − λγ)‖L2
τ

+ C

∫
R

1∫
0

|F̂−|‖|τ − λγ|b(ψ̂δ)′(τ − λγ)‖L2
τ

= C‖(ψ̂δ)′‖L2
τ

∫
R

|〈γ〉bF̂−|dγ
1∫

0

dλ+ C‖|.|b(ψ̂δ)′‖L2
τ

∫
R

|F̂−|dγ
1∫

0

dλ

≤ C
(
‖〈.〉bF̂−‖L1

γ
‖(ψ̂δ)′‖L2

τ
+ ‖F̂−‖L1

γ
‖|.|b(ψ̂δ)′‖L2

τ

)
. (3.17)

Agora, observe que

ψ̂δ(τ) =

∫
R

ψδ(t)e
−itτdt

=

∫
R

ψ(t/δ)e−itτdt

= δ

∫
R

ψ(z)e−iδτzdz

= δψ̂(τδ).

Assim temos

(ψ̂δ)
′(τ) = δ2(ψ̂)′(τδ).

Além disso, temos que ∥∥∥(ψ̂δ)
′
∥∥∥
L2
τ

= δ3/2
∥∥∥(ψ̂)′

∥∥∥
L2
τ

. (3.18)

De fato: ∥∥∥(ψ̂δ)
′
∥∥∥
L2
τ

=
∥∥∥δ2(ψ̂)′(.δ)

∥∥∥
L2

=

∫
R

δ4
∣∣∣(ψ̂)′(τδ)

∣∣∣2 dτ
1/2
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= δ3/2

∫
R

∣∣∣(ψ̂)′(τ)
∣∣∣2 dτ

1/2

= δ3/2
∥∥∥(ψ̂)′

∥∥∥
L2
τ

.

Também temos que ∥∥∥|.|b(ψ̂δ)′∥∥∥
L2
τ

= δ3/2−b
∥∥∥|.|b(ψ̂)′

∥∥∥
L2
τ

. (3.19)

De fato: ∥∥∥|.|b(ψ̂δ)′∥∥∥
L2
τ

=
∥∥∥|.|bδ2(ψ̂)′(.δ)

∥∥∥
L2

=

∫
R

|tδ|2bδ4−2b
∣∣∣(ψ̂)′(tδ)

∣∣∣2 dt
1/2

=

δ3−2b

∫
R

|tδ|2b
∣∣∣(ψ̂)′(tδ)

∣∣∣2 dtδ
1/2

= δ3/2−b

∫
R

|z|2b
∣∣∣(ψ̂)′(z)

∣∣∣2 dz
1/2

= δ3/2−b
∥∥∥|.|b(ψ̂)′

∥∥∥
L2
τ

.

Além disso, temos ∥∥∥〈.〉bF̂−∥∥∥
L1
γ

≤ 〈2〉
b

|δ|b
∥∥∥F̂−∥∥∥

L1
γ

, (3.20)

pois, das propriedades do suporte de F̂−, obtém-se

〈t〉b|F̂−(t)| ≤
〈

1

δ

〉b
|F̂−(t)| = 〈δ〉

b

δb
|F̂−(t)| ≤ 〈2〉

b

δb
|F̂−(t)|.

De (3.18), (3.19) e (3.20) em (3.17) temos

‖J−‖Hb
t
≤ Cδ3/2−b

(∥∥∥(ψ̂)′
∥∥∥
L2
τ

+
∥∥∥|τ |b(ψ̂)′

∥∥∥
L2
τ

)∥∥∥F̂−∥∥∥
L1
τ

. (3.21)

Provaremos ainda que ∥∥∥F̂−∥∥∥
L1
τ

≤ Cδb̃−1/2‖F−‖H b̃
t
. (3.22)

De fato: aplicando a desigualdade de Hölder, as propriedades do suporte de F̂− e
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lembrando que b̃ ≤ 0, temos∥∥∥F̂−∥∥∥
L1
τ

=

∥∥∥∥ 1

〈γ〉b̃/2
〈γ〉b̃/2F̂−

∥∥∥∥
L1
γ

≤
∥∥∥〈γ〉−b̃/2∥∥∥

L2
γ

∥∥∥〈γ〉b̃/2F̂−∥∥∥
L2
γ

≤ (1 + δ−2)−b̃/2‖F−‖H b̃

= (1 + δ2)−b̃/2δb̃‖F−‖H b̃

≤ (1 + δ2)1/2δb̃‖F−‖H b̃

≤ (2δ−1)1/2δb̃‖F−‖H b̃

= Cδb̃−1/2‖F−‖H b̃ ,

isto para qualquer b̃ < 1/2 e, em particular, para b ≤ 0. Combinando (3.21) com

(3.22) temos

‖J−‖Hb
t
≤ Cδ1+b̃−b‖F−‖H b̃

t
. (3.23)

Agora estimaremos J+. É fácil ver que

Ĵ+(τ) = C
(

(.)−1F̂+

)
∗ ψ̂δ(τ) + Cψ̂δ(τ)

∫
R

γ−1F̂+(γ)dγ. (3.24)

Escreva J+ = J1 + J2 onde

Ĵ1 = C
(

(.)−1F̂+

)
∗ ψ̂δ(τ) e Ĵ2 = Cψ̂δ(τ)

∫
R

γ−1F̂+(γ)dγ.

Começaremos estimando Ĵ1. Pela desigualdade de Minkowski e por (3.16) com

λ = 1, vemos que

‖J1‖Hb =
∥∥∥〈τ〉bĴ1(τ)

∥∥∥
L2
τ

= C‖〈τ〉b
(

(.)−1F̂+

)
∗ ψ̂δ(τ)‖L2

τ

= C‖
∫
R

〈τ〉b(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)ψ̂δ(γ)dγ‖L2
τ

≤ C‖
∫
R

(
(τ − γ)b + |γ|b

)
(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)ψ̂δ(γ)dγ‖L2

τ

≤ C‖
∫
R

〈τ − γ〉b(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)ψ̂δ(γ)dγ‖L2
τ

+ C‖
∫
R

|γ|b(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)ψ̂δ(γ)dγ‖L2
τ
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≤ C

∫
R

‖〈τ − γ〉b(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)‖L2
τ
|ψ̂δ(γ)|dγ

+ C

∫
R

‖(τ − γ)−1F̂+(τ − γ)‖L2
τ
||γ|bψ̂δ(γ)|dγ

= C‖〈.〉b(.)−1F̂+‖L2‖ψ̂δ‖L1 + ‖(.)−1F̂+‖L2

∥∥∥|.|bψ̂δ∥∥∥
L1
. (3.25)

Observe também que ∥∥∥ψ̂δ(τ)
∥∥∥
L1
τ

= ‖ψ̂‖L1 . (3.26)

De fato: ∥∥∥ψ̂δ(τ)
∥∥∥
L1
τ

=
∥∥∥δψ̂(τδ)

∥∥∥
L1
τ

=

∫
R

δ|ψ̂(τδ)|dτ

=

∫
R

|ψ̂(z)|dz

= ‖ψ̂‖L1 .

Também temos que ∥∥∥|τ |bψ̂δ(τ)
∥∥∥
L1
τ

= δ−b
∥∥|.|bψ∥∥

L1 , (3.27)

pois: ∥∥∥|τ |bψ̂δ(τ)
∥∥∥
L1
τ

=
∥∥∥|τ |bδψ̂(τδ)

∥∥∥
L1
τ

=

∫
R

|τ |b|ψ̂(τδ)|dτ

=

∫
R

δ−b|z|b|ψ̂1(z)|dz

= δ−b
∥∥|.|bψ∥∥

L1 .

Com argumentos semelhantes aos usados em (3.22), temos∥∥∥(.)−1F̂+

∥∥∥
L2
≤ 2−b̃δ1+b̃‖F+‖H b̃ . (3.28)

De fato: ∥∥∥(.)−1F̂+

∥∥∥
L2

=
∥∥∥τ−1〈τ〉−b̃〈τ〉b̃F̂+

∥∥∥
L2
τ
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≤
∥∥∥τ−1〈τ〉−b̃

∥∥∥
L2
τ

∥∥∥〈τ〉b̃F̂+

∥∥∥
L2
τ

≤
∥∥∥τ−1〈τ〉−b̃

∥∥∥
L2
τ

‖F+‖H b̃

≤ 2−b̃δ1+b̃‖F+‖H b̃ .

Analogamente como foi feito acima, tem-se∥∥∥τ−1〈τ〉b̃F̂+(τ)
∥∥∥
L2
τ

≤
∥∥∥(τ)−1〈τ〉b−b̃

∥∥∥
L2
τ

‖F+‖H b̃

≤ 2b−b̃δ1+b̃−b‖F+‖H b̃ .

(3.29)

De (3.26), (3.27), (3.28) e (3.29) aplicados a (3.25), temos

‖J1‖Hb ≤ Cδ1+b̃−b‖F+‖H b̃ . (3.30)

Finalmente, vemos que

‖J2‖Hb ≤ Cδ1/2−b
∥∥∥(.)−1F̂+

∥∥∥
L1
‖ψ̂‖L2 . (3.31)

De fato:

‖J2‖Hb = ‖〈.〉Ĵ2‖L2

= ‖〈τ〉bcψ̂δ(τ)

∫
R

γ−1F̂+(γ)dγ‖L2
τ

≤ C|
∫
R

γ−1F̂+(γ)dγ|‖〈τ〉bψ̂δ(τ)‖L2
τ

≤ C‖(.)−1F̂+‖L1‖〈τ〉bδψ̂(τδ)‖L2
τ

= C‖(.)−1F̂+‖L1

∫
R

∣∣∣〈τ〉bδψ̂(τδ)
∣∣∣2 dτ

1/2

≤ C‖(.)−1F̂+‖L1

∫
R

∣∣∣〈τδ〉bδ1−bψ̂(τδ)
∣∣∣2 dτ

1/2

= Cδ1/2−b‖(.)−1F̂+‖L1‖ψ̂‖L2 .

Combinando (3.23), (3.30) e (3.31), obtemos (3.10).

Para provar (3.12) observamos que para b̃ > −1/2 a desigualdade de Cauchy-

Schwarz e propriedades do suporte de F̂+ implicam que

‖τ−1F̂+‖L1
τ
≤ Cδ1/2+b̃‖F+‖H b̃

t
. (3.32)

Agora, de (3.32) junto com (3.23), (3.30) e (3.31), obtemos a desigualdade dada
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em (3.12).

As desigualdades (3.11) e (3.13) são obtidas multiplicando (3.10), (3.12) por

〈n〉2s, para un n fixo, tomando a norma `2
n e aplicando a Proposição 3.5.

�
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Caṕıtulo 4

Uma desigualdade de tipo

Strichartz

Este caṕıtulo é destinado a provar uma importante estimativa para o grupo linear

de Schrödinger no cilindro, que será o ingrediente teórico fundamental para obter os

resultados principais de boa colocação global do modelo em L2(R × T). De forma

mais precisa, vale a desigualdade a seguir.

Proposição 4.1 (Estimativa de Strichartz). Seja U(t) = e−it(∂
2
x+∂2y) o grupo linear

de Schrödinger com (t;x, y) ∈ I×R×T, onde I ⊂ R é um intervalo da reta. Então,

‖U(t)φ‖L4(I×R×T) . C(I)‖φ‖L2(R×T), (4.1)

onde C(I) é uma constante que só depende de |I| (medida de I).

Antes de provar este resultado fixaremos algumas notações, bem como alguns

resultados preliminares.

• Dados f(x), g(x), com x ∈ D, f . g significará que existe uma constante

positiva C, tal que f(x) ≤ Cg(x), para todo x ∈ D.

• Dado x ∈ R, [x] é o maior inteiro menor ou igual a x.

• Dado um conjunto A, |A| denota a medida do conjunto A que, dependendo

do contexto, pode ser medida de Lebesgue, contagem ou produto.

• f ∼ g significa que
1

2
|f | ≤ |g| ≤ 2|f |.

4.1 Resultados auxiliares

O primeiro resultado estabelece um controle uniforme para a medida de dois tipos

de conjuntos em R× Z.
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Lema 4.2. Sejam C0 e K constantes reais, tais que C0, K ≥ 1. Então, valem as

seguintes estimativas:

∣∣{(ξ, n) ∈ R× Z : C0 ≤ ξ2 + n2 ≤ C0 +K
}∣∣ . K, (4.2)∣∣{(ξ, n) ∈ R× Z : C0 ≤ ξ2 + (n− 1/2)2 ≤ C0 +K

}∣∣ . K, (4.3)

onde as constantes que regem as desigualdades do lado direito não dependem de C0.

Demonstração. Inicialmente, mostraremos que vale (4.2). Seja α ≥ 1 e consideremos

a função

h(α) :=
∣∣{(ξ, n) ∈ R× Z : ξ2 + n2 ≤ α

}∣∣ .
Note que h(α) é uma medida produto (ver Teorema 1.1 com µ×ν, onde µ é a medida

de Lebesgue e ν denota a medida de contagem) que age sobre o disco de raio
√
α.

Fixado n ∈
{
− [
√
α], ..., 0, ..., [

√
α]
}

olhamos para o conjunto

hn(α) :=
∣∣{ξ ∈ R : ξ2 + n2 ≤ α

}∣∣ ,
de modo que

hn(α) = µ(An) = 2
√
α− n2,

onde An é o semento de reta vertical ilustrado na Figura 4.1.

x

ξ

√
α

• n

An

Figura 4.1: An =
{
ξ ∈ R : ξ2 + n2 ≤ α

}
Agora, notamos que

{
(ξ, n) ∈ R× Z : ξ2 + n2 ≤ α

}
=

[
√
α]⋃

n=−[
√
α]

{
ξ ∈ R : ξ2 + n2 ≤ α

}
.
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Assim

h(α) =

[
√
α]∑

n=−[
√
α]

µ(An)ν({n}) = 4

[
√
α]∑

n=0

√
α− n2 − 2

√
α. (4.4)

Notamos agora que a medida em (4.2) pode ser tomada como a medida do disco de

raio
√
C0 +K menos a medida do disco de raio

√
C0 (ver Figura 4.2).

x

ξ

√
C0 +K

√
C0

Figura 4.2:

Portanto, pondo

AC0,K :=
{

(ξ, n) ∈ R× Z : C0 ≤ ξ2 + n2 ≤ C0 +K
}

tem-se

|AC0,K | = 4

[
√
C0+K]∑
l=0

√
C0 +K − l2 − 2

√
C0 +K −

4

[
√
C0]∑
l=0

√
C0 − l2 − 2

√
C0


≤ 4

[
√
C0+K]∑
l=0

√
C0 +K − l2 −

[
√
C0]∑
l=0

√
C0 − l2


≤ 4

[
√
C0]∑
l=0

(√
C0 +K − l2 −

√
C0 − l2

)
+

[
√
C0+K]∑

l=[
√
C0]+1

√
C0 +K − l2


= 4(S1 + S2),

onde
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S1 :=

[
√
C0]∑
l=0

(
√
C0 +K − l2 −

√
C0 − l2),

S2 :=

[
√
C0+K]∑

l=[
√
C0]+1

√
C0 +K − l2.

Inicialmente, estimamos S1:

S1 =

[
√
C0]∑
l=0

(
√
C0 +K − l2 −

√
C0 − l2)

=

[
√
C0]∑
l=0

K√
C0 +K − l2 +

√
C0 − l2

≤
[
√
C0]∑
l=0

K√
C0 − l2

=

[
√
C0]∑
l=0

f(l)1, onde f(l) =
K√

C0 − l2
,

≤
∫ √C0

0

f(x)dx =

∫ √C0

0

K√
C0 − x2

dx

=
π

2
K.

A última desigualdade vem da comparação de áreas (ver Figura 4.3).

Figura 4.3:

Continuamos agora com a estimativa de S2:
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S2 =

[
√
C0+K]∑

l=[
√
C0]+1

√
C0 +K − l2

≤
[
√
C0+K]∑

l=[
√
C0]

√
C0 +K − l2

≤
∫ √C0+K

√
C0

√
C0 +K − x2dx.

Esta última desigualdade vem da comparação de áreas ilustrada na Figura 4.4.

Figura 4.4:

Seja β ∈ [0, π/2], tal que sin β =
√

C0

C0+K
. Então, fazendo a mudança de variável

x =
√
C0 +K sin θ, tem-se∫ √C0+K

√
C0

√
C0 +K − x2dx =

∫ π/2

β

(C0 +K) cos2 θdθ

=
C0 +K

2
(π/2− β − sin β cos β)

=
C0 +K

2
(ψ − sinψ cosψ),

onde ψ = π/2− β. Note que ψ ∈ [0, π/2]. Então o Lema 1.11 garante a existência

de um R > 0, suficientemente grande, tal que

ψ ≤ sinψ +R sin2 ψ;

assim,
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C0 +K

2
(ψ − sinψ cosψ) ≤ C0 +K

2

(
sinψ +R sin2 ψ − sinψ cosψ

)
=
C0 +K

2

(√ K

C0 +K
+

RK

C0 +K
−
√
C0K

C0 +K

)
=
RK

2
+

√
K

2

(√
C0 +K −

√
C0

)
=
K

2

(
R +

√
K√

C0 +K +
√
C0

)
≤ K

(R + 1

2

)
.

Isto mostra que S2 ≤ K
(
R+1

2

)
.

Segue das estimativas feitas para S1 e S2 que

S1 + S2 ≤ K
(π +R + 1

2

)
.

Consequentemente,

|AC0,K | = |
{
ξ ∈ R, n ∈ Z : C0 ≤ ξ2 + n2 ≤ C0 +K

}
| ≤ 4K

(π +R + 1

2

)
.

Isto conclui a prova do (4.2).

Para a demonstração de (4.3) é necessário fazer uma pequena modificação no argu-

mento usado acima. Para α > 1 definimos

h(α) = |{ξ ∈ R, n ∈ Z : ξ2 + (n− 1/2)2 ≤ α}|.

Note que h age sobre o anel centrado em (0,1/2) de raio
√
α + 1/2 e

√
C0 maior

e menor, respectivamente. Então, pelos mesmos argumentos usados para h(α) em

(4.4), temos que

h(α) = 4

[
√
α+1/2]∑
n=1/2

√
α− (n− 1/2)2 − 2

√
α. (4.5)

Assim, a medida em (4.3) segue analogamente como o que foi feito para (4.2), isto
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é,

|
{
ξ ∈ R, n ∈ Z : C0 ≤ ξ2 + (n− 1/2)2 ≤ C0 +K

}
|

≤ 4

[
√
C0+K+1/2]∑
l=1/2

√
C0 +K − (l − 1/2)2 −

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

√
C0 − (l − 1/2)2



= 4

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

(√
C0 +K − (l − 1/2)2 −

√
C0 − (l − 1/2)2

)

+

[
√
C0+K+1/2]∑

l=[
√
C0+1/2]+1

√
C0 +K − (l − 1/2)2


= 4(S3 + S4),

onde

S3 :=

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

(√
C0 +K − (l − 1/2)2 −

√
C0 − (l − 1/2)2

)

S4 :=

[
√
C0+K+1/2]∑

l=[
√
C0+1/2]+1

√
C0 +K − (l − 1/2)2.

Agora, estimamos S3 usando argumentos análogos aos que foram usados para

estimar S1.

S3 =

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

(√
C0 +K − (l − 1/2)2 −

√
C0 − (l − 1/2)2

)

=

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

K√
C0 +K − (l − 1/2)2 +

√
C0 − (l − 1/2)2

≤
[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

K√
C0 − (l − 1/2)2

=

[
√
C0+1/2]∑
l=1/2

f(l)1, onde f(l) =
K√

C0 − (l − 1/2)2
,

≤
∫ √C0+1/2

1/2

K√
C0 − (x− 1/2)2

dx

=
π

2
K.

Resta estimar S4. Por argumentos análogos aos que foram usados para estimar
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S2, temos

S4 =

[
√
C0+K+1/2]∑

l=[
√
C0+1/2]+1

√
C0 +K − (l − 1/2)2

≤
∫ √C0+K+1/2

√
C0+1/2

K√
C0 +K − (x− 1/2)2

dx

≤ K

2
(R +

√
K√

C0 +K +
√
C0

)

≤ K(
R + 1

2
).

Assim, pelas estimativas de S3 e S4, obtemos que:

S3 + S4 ≤ K(
π +R + 1

2
).

Finalmente,

|
{
ξ ∈ R, n ∈ Z : C0 ≤ ξ2 + (n− 1/2)2 ≤ C0 +K

}
| ≤ 4K(

π +R + 1

2
).

Isto conclui a prova de (4.3). �

Lema 4.3. Sejam u1 e u2 duas funções definidas em R× R× T, tais que

|τ − ξ2 − n2| ∼ Kj, sempre que (τ ; ξ, n) ∈ supp ûj, j = 1.2.

Então, vale a desigualdade

‖u1u2‖L2(R×R×T) . (K1K2)1/2 ‖u1‖L2(R×R×T) ‖u2‖L2(R×R×T). (4.6)

Demonstração. Fazendo uso da desigualdade de Cauchy-Schwarz e do Teorema de
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Plancherel, temos

‖u1u2‖2
L2
txy

= ‖û1u2‖2
L2
τξn

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

|û1u2(τ ; ξ, n)|2dξdτ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

|û1 ∗ û2(τ ; ξ, n)|2dξdτ

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

û1(τ1; ξ1, n1)û2(τ − τ1; ξ − ξ1, n− n1)dξ1dτ1

∣∣∣∣∣∣
2

dξdτ. (4.7)

Note que (τ1; ξ1, n1) ∈ supp û1 e (τ − τ1; ξ − ξ1, n − n1) ∈ supp û2. Então, de

(4.7) obtemos

=

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

χAτξn(τ1, ξ1, n1) û1(τ1, ξ1, n1)×

û2(τ − τ1, ξ − ξ1, n− n1)dξ1dτ1|2 dξdτ ,

onde

Aτξn = {(τ1, ξ1, n1) : (τ1, ξ1, n1) ∈ supp û1; (τ − τ1, ξ − ξ1, n− n1) ∈ supp û2}

= {(τ1, ξ1, n1) : |τ1 − ξ2
1 − n2

1| ∼ K1; |τ − τ1 − (ξ − ξ1)2 − (n− n1)2| ∼ K2}.

Aplicando a desigualdade de Cauchy-Schwarz, os teoremas de Fubini e de Plan-

cherel na equação acima, obtemos

≤
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

∣∣∣∣∣∣
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

|χAτξn(τ1,ξ1,n1)|2dξ1dτ1×

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

|û1(τ1, ξ1, n1)û2(τ − τ1, ξ − ξ1, n− n1)|2dξ1dτ1

∣∣∣∣∣∣
2

dξdτ

≤ sup
τξn
|Aτξn|

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

|û1(τ1, ξ1, n1)|2|û2(τ−τ1, ξ−ξ1, n−n1)|2dξ1dτ1dξdτ

≤ sup
τξn
|Aτξn|

∞∫
−∞

∞∫
−∞

∑
n1∈Z

|û1(τ1, ξ1, n1)|2
∞∫

−∞

∞∫
−∞

∑
n∈Z

|û2(τ−τ1, ξ−ξ1, n−n1)|2dξdτdξ1dτ1

= sup
τξn
|Aτξn|‖û1‖2

L2
τ1ξ1n1

‖û2‖2
L2
τξn

= sup
τξn
|Aτξn|‖u1‖2

L2
txy
‖u2‖2

L2
txy
.
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Então, temos a seguinte desigualdade

‖u1u2‖2
L2
txy
≤ sup

τξn
|Aτξn|‖u1‖2

L2
txy
‖u2‖2

L2
txy
. (4.8)

Por outro lado, para (τ1, ξ1, n1) ∈ Aτξn se mostra que

|τ1 − ξ2
1 − n2

1| ≤ 2K1 e |τ − τ1 − (ξ − ξ1)2 − (n− n1)2| ≤ 2K2.

Aplicando a desigualdade triangular, obtemos

|τ − ξ2
1 − (ξ − ξ1)2 − n2

1 − (n− n1)2| ≤ 2(K1 +K2).

Assim, consideramos o conjunto

Bτξn = {(ξ1, n1) : |τ − ξ2
1 − (ξ − ξ1)2 − n2

1 − (n− n1)2| . K1 +K2}

=

{
(ξ1, n1) :

∣∣∣∣(ξ1 −
ξ

2
)2 + (n1 −

n

2
)2 − (

τ

2
− ξ2

4
− n2

4
)

∣∣∣∣ . K1 +K2

}
.

Note que Bτξn só depende de ξ1 e n1.

Para (τ1, ξ1, n1) ∈ Aτξn temos que |τ1 − ξ2
1 − n2

1| ≤ 2K1. Então, τ1 ∈ [−2K1 +

ξ2
1 + n2

1, 2K1 + ξ2
1 + n2

1] := I1. Além disso, |I1| = 4K1.

Também, para (τ1, ξ1, n1) ∈ Aτξn temos que |τ − τ1− (ξ− ξ1)2− (n−n1)2| ≤ K2.

Então, τ1 ∈ [−2K2 + τ − (ξ− ξ1)2− (n−n1)2, 2K1 + τ − (ξ− ξ1)2− (n−n1)2] := I2.

Além disso, |I2| = 4K2.

Assim τ1 ∈ I := I1 ∩ I2, tal que |I| ≤ 4min{K1, K2}. Logo, tem-se

Aτξn ⊂ I ×Bτξn.

Tomando a medida na inclusão de conjuntos acima, temos

|Aτξn| ≤ |I||Bτξn| ≤ 4min{K1, K2}|Bτξn|.

Agora, estimamos a medida de Bτξn usando o Lema 4.2, o qual garante que existe

uma constante C1 > 0, tal que |Bτξn| ≤ C1(K1 +K2) . C1max{K1, K2}.

Assim |Aτξn| ≤ 4C1min{K1, K2}max{K1, K2} = 4C1K1K2. Combinando este

último fato com (4.8), temos

‖u1u2‖2
L2
txy
≤ sup

τξn
|Aτξn|‖u1‖2

L2
txy
‖u2‖2

L2
txy
≤ 4C1K1K2‖u1‖2

L2
txy
‖u2‖2

L2
txy
.
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Seque então que

‖u1u2‖L2
txy
≤ 2
√
C1(K1K2)1/2‖u1‖L2

txy
‖u2‖L2

txy
.

Isto conclui a prova. �

Como uma consequência do Lema 4.3, veremos ainda a estimativa de u, de X0,b(R×
R× R) em L4(R× R× R).

Lema 4.4. Seja u uma função definida em R× R× T. Então,

‖u‖L4(R×R×T) . ‖u‖X0,b(R×R×T),

para todo b > 1/2.

Demonstração. Seja u uma função suave definida em R×R×T. Fazemos primeiro

uma descomposição diádica de u, isto é, denotando K = 2k, com k ∈ N, definimos

os conjuntos

D0 =
{

(τ ; ξ, n) ∈ R× R× Z : 0 ≤ |τ − ξ2 − n2| ≤ 1
}
,

DK :=
{

(τ ; ξ, n) ∈ R× R× Z : K/2 ≤ |τ − ξ2 − n2| ≤ K
}
.

Procedimentos similares à construção de uma partição da unidade nos garantem

a existência de uma sequência de funções regulares, ϕK , tal que ϕ̂K(τ ; ξ, n) tem

suporte compacto, com supp(ϕ̂K) ⊂ DK e, além disso,

û(τ ; ξ, n) =
∑
K∈2N

û(τ ; ξ, n)ϕ̂K(τ ; ξ, n),

onde 2N =
{

2k, k ∈ N
}
. Definimos ûK(τ ; ξ, n) := û(τ ; ξ, n)ϕ̂K(τ ; ξ, n). Então,

escrevemos u da forma

u(t;x, y) =
∑
K∈2N

uK(t;x, y).

Notamos que |τ − ξ2 − n2| ∼ K em cada DK . Fazendo a decomposição diádica

para duas funções ui, 1 ≤ i ≤ 2, temos então

1

〈τ − ξ2 − n2〉b
.

2b

Kb
i

, i = 1, 2. (4.9)

Além disso,

‖u‖L2(R×R×T) > ‖〈τ − ξ2 − n2〉bûKi‖L2(R×R×T), i = 1, 2. (4.10)
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Pelo Lema 4.3 e o Teorema de Plancherel, tem-se

‖u‖2
L4(R×R×T) = ‖u2‖L2(R×R×T)

= ‖uu‖L2(R×R×T)

= ‖
∑
K1∈2N

uK1

∑
K2∈2N

uK2‖L2(R×R×T)

= ‖
∑
K1,K2

uK1uK2‖L2(R×R×T)

≤
∑
K1,K2

‖uK1uK2‖L2(R×R×T)

.
∑
K1,K2

(K1K2)1/2‖uK1‖L2(R×R×T)‖uK2‖L2(R×R×T)

=
∑
K1,K2

(K1K2)1/2‖ûK1‖L2(R×R×T)‖ûK2‖L2(R×R×T). (4.11)

Também de (4.9) e (4.10) obtemos

‖ûK1‖L2(R×R×T) = ‖ 1

〈τ − ξ2 − n2〉b
〈τ − ξ2 − n2〉bûK1‖L2(R×R×T)

≤ 2b

Kb
1

‖〈τ − ξ2 − n2〉bûK1‖L2(R×R×T)

≤ 2b

Kb
1

‖〈τ − ξ2 − n2〉bû‖L2(R×R×T)

≤ 2b

Kb
1

‖u‖X0,b .

Analogamente, tem-se

‖ûK2‖L2(R×R×T) ≤
2b

Kb
2

‖u‖X0,b .

Levando isto em (4.11) temos

‖u‖2
L4(R×R×T) .

∑
K1,K2

(K1K2)1/2−b‖u‖2
X0,b

=
∑
K1

(K1)1/2−b
∑
K2

(K2)1/2−b‖u‖2
X0,b

. ‖u‖2
X0,b .

Esta última desigualdade segue de

∑
Ki

(Ki)
1/2−b =

2b−1/2

2b−1/2 − 1
, b > 1/2, i = 1, 2.
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Agora, provaremos a proposição principal desta seção.

4.2 Prova da Proposição 4.1

Seja ψ, a função de corte, definida em (3.4) e ψδ(·) := ψ( ·
δ
), para 0 < δ ≤ 1. Note

claramente, pela definição, que ψδ ∈ C∞0 (R) e

supp ψδ ⊂ (−2δ, 2δ) e ψδ(t) = 1 se |t| ≤ δ.

Então, sua transformada de Fourier vem dada por

ψ̂δ(τ) = δψ̂(δτ), (4.12)

pois:

ψ̂δ(τ) =

∫
R
ψδ(t)e

−itτdt =

∫
R
ψ(
t

δ
)e−itτdt

=

∫
R
ψ(
t

δ
)e−i

t
δ
δτδd

t

δ
= δ

∫
R
ψ(
t

δ
)e−i

t
δ

(δτ)d
t

δ

= δψ̂(δτ),

e para b > 0, temos

‖ψδ‖Hb
t
. δ1/2‖ψ‖L2

t
+ δ1/2−b‖ψ‖Ḣb

t ,
(4.13)

onde Ḣb
t é o espaço homogêneo de Sobolev.

De fato, pelo Lema 1.9 e (4.12), segue que

‖ψδ‖Hb
t

= ‖(1 + |τ |2)
b
2 ψ̂δ‖L2

τ

≤ ‖M(1 + |τ |b)ψ̂δ‖L2
τ

≤M‖ψ̂δ‖L2
τ

+M‖|τ |bψ̂δ‖L2
τ

= M‖δψ̂(δτ)‖L2
τ

+M‖|τ |bδψ̂(δτ)‖L2
τ

= M

{∫
R
δ2|ψ̂(δτ)|2dτ

}1/2

+M

{∫
R
|τ |2bδ2|ψ̂(δτ)|2dτ

}1/2

= Mδ1/2‖ψ̂‖L2
τ

+Mδ1/2−b‖|τ |bψ̂‖L2
τ

= M
(
δ1/2‖ψ‖L2

t
+ δ1/2−b‖ψ‖

Ḣb
t

)
.

Agora, estimamos o espaço homogêneo de Sobolev, isto é,
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‖ψ‖Ḣb
t

= ‖|τ |bψ̂‖L2
τ

=

{∫
R
|τ |2b|ψ̂(τ)|2dτ

}1/2

≤
{∫

R
(1 + |τ |2)b|ψ̂(τ)|2dτ

}1/2

= ‖(1 + |τ |2)b/2ψ̂‖L2
τ

= ‖ψ‖Hb
t
.

Combinando a identidade acima e (4.13), temos

‖ψδ‖Hb
t
. δ1/2‖ψ‖L2

t
+ δ1/2−b‖ψ‖bt . (4.14)

Inicialmente, consideramos o intervalo I = [−δ, δ]. Note que H0(R×T) = L2(R×T)

e considerando u = ψδ(t)U(t)φ, segue do Lema 4.4, da Proposição 3.3 e de (4.14)

que

‖U(t)φ‖L4(I×R×R) = ‖ψδ(t)U(t)φ‖L4(I×R×T)

. ‖ψδ(t)U(t)φ‖X0,b(I×R×T), para b > 1/2,

= ‖U(−t)ψδ(t)U(t)φ‖Hb
tL

2
R×T

= ‖U(−t)U(t)ψδ(t)φ‖Hb
tL

2
R×T

= ‖ψδ(t)φ‖Hb
tL

2
R×T

= ‖ψδ‖Hb
t
‖φ‖L2

R×T

≤
(
δ1/2‖ψ‖L2

t
+ δ1/2−b‖ψ‖bt

)
‖φ‖L2

R×T
.

Segue da densidade de C∞0 em L2 e Hb, b > 0, que existem constantes C1, C2 > 0,

tais que

‖U(t)φ‖L4(I×R×R) ≤
(
δ1/2C1 + δ1/2−bC2

)
‖φ‖L2(R×T)

.
(
δ1/2 + δ1/2−b) ‖φ‖L2(R×T)

= C(I)‖φ‖L2(R×T), (4.15)

onde C(I) := δ1/2 + δ1/2−b. Isto prova o teorema para I = [−δ, δ].

Agora, vejamos para um intervalo qualquer I = [α, β] ⊂ R. Para isso, consideremos

U(t)φ = U(t− α + β

2
)U(

α + β

2
)φ = U(t− α + β

2
)Φ,

onde Φ := U(α+β
2

)φ.
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Além disso,

‖φ‖L2(R×T) = ‖U(t)φ‖L2(R×T)

= ‖U(t− α + β

2
)Φ‖L2(R×T)

= ‖Φ‖L2(R×T).

(4.16)

Se t ∈ [α, β], então −β−α
2
≤ t− α+β

2
≤ β−α

2
. Agora, é suficiente considerar δ = β−α

2
.

Logo como em (4.15), segue-se

‖U(t)φ‖L4(I×R×T) = ‖U(t− α + β

2
)Φ‖L4(I×R×T)

. C(I)‖Φ‖L2(R×T)

= C(I)‖φ‖L2(R×T).

Isto conclui a prova do teorema.
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Caṕıtulo 5

Equação não linear de Schrödinger

num domı́nio ciĺındrico

Consideramos neste caṕıtulo o problema de valor inicial (PVI), ou simplesmente

problema de Cauchy, associado à equação não linear de Schrödinger no cilindro,

definido poriut −∆u = ±|u|p−1u, (t;x, y) ∈ R× R× T, 1 < p ≤ 3,

u(0;x, y) = φ(x, y),
(5.1)

onde ∆ denota o clássico operador de Laplace ∆ = ∂2
x + ∂2

y .

Usando o prinćıpio de Duhamel entenderemos por uma solução de (5.1) uma

função u que satisfaça a equação integral

u(t) = U(t)φ± i
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′, (5.2)

onde U(t) = e−it(∂
2
x+∂2y) denota o grupo unitário associado à solução do modelo lineariut(t;x, y)−∆u(t;x, y) = 0, (t;x, y) ∈ R× R× T,

u(0;x, y) = φ(x, y).
(5.3)

O método que usaremos para encontrar as soluções exige fazer uma localização

em tempo da equação integral. Para isso, escolhemos uma função de corte ψ, como

a que foi definida em (3.4), e consideremos a versão localizada em tempo da equação

(5.2):

u(t) = ψ(t)U(t)φ± iψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′. (5.4)

Neste caṕıtulo, vamos mostrar os principais resultados, ou seja, os Teoremas A e B

descritos na introdução, agora escritos de forma mais precisa.
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Teorema 5.1. Seja 1 < p < 3. Então, para cada φ ∈ L2(R × T), existe δ =

δ(‖φ‖L2 , p) > 0 e uma única solução da equação integral (5.4), no intervalo de

tempo [−δ, δ], tal que

(a) u ∈ C([−δ, δ] : L2(R× T)) ∩ Lr(R×R× T), para todo r verificando 2 ≤ r ≤ 4

com r = pq e 4/3 ≤ q ≤ 2.

(b) A aplicação dado-solução φ 7−→ u(t ; ·, ·) é localmente lipschitziana.

Teorema 5.2. Seja p = 3. Então, para cada φ ∈ L2(R × T), suficientemente

pequeno, existe uma única solução da equação integral (5.2) no intervalo de tempo

I, tal que

u ∈ L∞t (L2(R× T)) ∩ L4(I × R× T). (5.5)

Além disso, para tais dados as soluções podem ser estendidas globalmente.

5.1 Prova do Teorema 5.1.

Nesse caso, usaremos a estrutura dos espaços de Bourgain a fim de executar o

argumento de ponto fixo.

Fixamos inicialmente números positivos a > 0 e δ > 0. Definimos o seguinte

conjunto

Ea :=

{
u ∈ C([−δ, δ] : L2(R× T)) ∩ Lr(R× R× T) : |||u||| = sup

t
‖u‖L2 + ‖u‖Lr ≤ a

}
,

onde r será determinado ao longo da prova do teorema.

Assim definido, Ea claramente é um espaço de Banach com a norma ||| · ||| . Para

maiores detalhes recomendamos [12].

Além disso, para cada u ∈ Ea definimos o operador T como segue

T (u)(t) := ψ(t)U(t)φ± iψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′. (5.6)

Faremos a prova em 3 passos.

Passo 1. T (u) ∈ Ea, para cada u ∈ Ea.

De fato: queremos mostrar que |||Tu||| = sup
t
‖Tu‖L2 + ‖Tu‖Lr ≤ a.

i) ‖Tu‖Lr ≤ ‖ψ(t)U(t)φ‖Lr + ‖ψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′‖Lr .

Estimaremos inicialmente o primeiro membro da parte direita de i). Como φ ∈ L2,

então ψU(t)φ ∈ L2 e ψU(t)φ ∈ X0,b. Logo, pelo Lema 4.4, obtemos ψU(t)φ ∈ L4.
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Além disso, o teorema de interpolação garante que existe 2 ≤ r ≤ 4, tal que

‖ψ(t)U(t)φ‖Lr ≤ ‖ψ(t)U(t)φ‖θL2‖ψ(t)U(t)φ‖1−θ
L4 , θ ∈ [0, 1].

Segue então do Lema 4.4, combinado com ‖u‖L2 ≤ C‖u‖X0,b e a Proposição 3.5, que

‖ψ(t)U(t)φ‖Lr . C‖ψ(t)U(t)φ‖X0,b , b > 1/2

≤ C‖φ‖L2(R×T). (5.7)

Agora, estimaremos o segundo membro da parte direita de i). Usando (3.13), seque

que

‖ψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′‖Lr = ‖ψδ(t)(U ∗R |u|p−1u)‖Lr

≤ C‖ψδ(t)(U ∗R |u|p−1u)‖X0,b , b > 1/2

≤ Cδ1+b̃−b‖|u|p−1u‖
X0,b̃ , (5.8)

onde −1/2 < b̃ ≤ 0 ≤ b ≤ b̃+ 1.

Por outro lado, dualizando o Lema 4.4, temos

‖u‖X0,−b(R×R×T) ≤ C‖u‖L4/3(R×R×T), b > 1/2. (5.9)

Pelo teorema Riesz-Thorin, aplicado em (5.9) com a seguinte identidade

‖u‖X0,0 = ‖u‖L2 ,

seque que para cada q ∈ (4/3, 2] existe b′ ∈ (−1/2, 0), tal que

‖u‖X0,b′ (R×R×T) ≤ C‖u‖Lq(R×R×T). (5.10)

Agora, combinando (5.10) e (5.7) obtemos

‖ψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′‖Lr ≤ Cδ1+b̃−b‖|u|p−1u‖Lq(R×R×T)

≤ Cδ1+b̃−b‖|u|p‖Lq(R×R×T)

≤ Cδ1+b̃−b‖u‖pLpq(R×R×T),

basta fazer r = pq, assim r ∈ [2, 4] com q ∈ (4/3, 2]. Então, da desigualdade acima
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obtemos

‖ψδ(t)
∫ t

0

U(t− t′)|u|p−1u(t′)dt′‖Lr ≤ Cδ1+b̃−b‖u‖pLr . (5.11)

De (5.7) e (5.11) tem-se

‖Tu‖Lr ≤ C‖φ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−b‖u‖pLr , (5.12)

o que conclui a demonstração de i).

ii) Note que sup
t
‖Tu‖L2 ≤ C‖Tu‖X0,b . Continuando com os mesmos argumentos

usados em i), temos que

‖Tu‖L2 ≤ C‖φ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−b‖u‖pLr . (5.13)

Logo, de (5.12) e (5.13), tem-se

|||Tu||| ≤ C‖φ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−b‖u‖pLr

≤ C‖φ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−bap.

Agora, é suficiente considerar a = 2C‖φ‖L2 , tal que δ1+b̃−b2pCp−1‖φ‖p−1
L2 < 1. Isso

garante que |||Tu||| ≤ a. Assim, T (u) ∈ Ea para cada u ∈ Ea.

Passo 2. T : Ea 7−→ Ea é uma contração.

De fato: tomamos u, v ∈ Ea. Logo, de (5.12) e do Lema 1.10, temos

|||Tu− Tv||| ≤ Cδ1+b̃−b‖|u|p−1u− |v|p−1v‖Lr

≤ Cδ1+b̃−b (‖|u|p−1|u− v|‖Lr + ‖|v|p−1|u− v|‖Lr
)

≤ Cδ1+b̃−b (‖|u|p−1‖Lr‖u− v‖Lr + ‖|v|p−1‖Lr‖u− v‖Lr
)

≤ Cδ1+b̃−b‖u− v‖Lr(‖u‖p−1
Lr + ‖v‖p−1

Lr )

≤ 2Cδ1+b̃−bap−1‖u− v‖Lr .

Agora, é suficiente considerar a ≤ 2C‖φ‖L2 , tal que 2Cδ1+b̃−bap−1 <

2pδ1+b̃−bCp‖φ‖p−1
L2 < 1. Assim, T (u) é uma contração.

Passo 3. T (u)(t) depende continuamente de φ.

De fato: sejam u, v soluções de (5.6) com dados iniciais φ e ϕ, respetivamente. De

(5.12), temos

|||Tu− Tv||| ≤ C‖φ− ϕ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−b‖u− v‖pLr

≤ C‖φ− ϕ‖L2(R×T) + Cδ1+b̃−bap.
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Agora, é suficiente considerar a = 2C‖φ − ϕ‖L2(R×T), tal que 2pδ1+b̃−bCp‖φ −
ϕ‖p−1

L2(R×T) < 1. Assim, para dados iniciais muito próximos temos o resultado.

Concluindo: dos Passos 1, 2 e do teorema do ponto fixo temos a existência e

unicidade da solução. Além disso, temos a persistência da solução e do Passo 3

segue a dependência cont́ınua da solução.

Seque então que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é localmente

bom-posto. Isto prova o Teorema 5.1.

Resta provar que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é globalmente

bom-posto. Para isso, fazemos um reescalonamento da solução, isto é definimos

uλ(t, x, y) = λαu(λβt, λx, λy),

com dado inicial uλ(0, x, y) = λαφ(λx, λy),

uλ assim definida para (α, β) = (
2

p− 1
, 2) é também uma solução. Então, para

λ suficientemente pequeno, podemos estender a solução para qualquer intervalo de

tempo.

Conclúımos então que o problema de Cauchy (5.1), para 1 < p < 3, é globalmente

bem-posto.

5.2 Prova do Teorema 5.2

Aplicaremos o argumento de ponto fixo à equação integral correspondente da (5.2)

para p = 3, isto é,

u(t) = U(t)φ± i
∫ t

0

U(t− t′)|u|2u(t′)dt′. (5.14)

O lema a seguir será útil para obter o controle desejado do segundo termo de

(5.14).

Lema 5.3. Seja f ∈ L4(R × R × T), onde I ⊂ R é um intervalo, tal que 0 ∈ I.

Então, ∥∥∥∥∫ t

0

U(t− t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

. C1(I) ‖f‖L4/3(I×R×T) .

Demonstração. Vamos definir o operador linear A : L2(R × T) 7−→ L4(R × R × T)

como sendo Aφ := U(t)φ. Assim, pela Proposição 4.1, o operador A é limitado, i.é.,

‖U(t)φ‖L4(I×R×T) ≤ C(I)‖φ‖L2(R×T),

49



onde C(I) é uma constante que só depende da medida de I.

Se A∗ denota o adjunto de A, então ele vem dado por

A∗(f) =

∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′,

pois

〈φ,A∗f〉 = φ

∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′

=

∫
I

U(−t′)φf(t′; ·)dt′

=

∫
I

U(t′)φf(t′; ·)dt′

=

∫
I

Aφf(t′; ·)dt′

= 〈Aφ, f〉.

Além disso, A∗ é limitado de L4/3(I × R× T) em L2(R× T), isto é,∥∥∥∥∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L2(R×T)

. C(I) ‖f‖L4/3(I×R×T) . (5.15)

De fato, usando o teorema de Fubini e a Proposição 4.1, tem-se∥∥∥∥∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L2(R×T)

= sup
‖g‖L2(R×T)≤1

∣∣∣∣∫
R×T

∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′g(x, y)dxdy

∣∣∣∣
= sup
‖g‖L2(R×T)≤1

∣∣∣∣∫
I×R×T

U(−t′)g(x, y)f(t′; ·)dxdydt′
∣∣∣∣

≤ sup
‖g‖L2(R×T)≤1

‖U(−t′)g‖L4(I×R×T)‖f‖L4/3(I×R×T)

≤ sup
‖g‖L2(R×T)≤1

C(I)‖g‖L2(R×T)‖f‖L4/3(I×R×T)

= C(I)‖f‖L4/3(I×R×T).

Note também que

AA∗ =

∫
I

U(t− t′)f(t′; ·)dt′,

e que AA∗ é limitado de L4/3(I × R× T) a L4(I × R× T), isto é,∥∥∥∥∫
I

U(t− t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

. C1(I) ‖f‖L4/3(I×R×T) . (5.16)
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De fato, segue da Proposição 4.1 e de (5.15) que∥∥∥∥∫
I

U(t− t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

=

∥∥∥∥U(t)

∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

. C(I)

∥∥∥∥∫
I

U(−t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L2(R×T)

. C2(I) ‖f‖L4/3(I×R×T) .

Para a conclusão da prova identificamos X = Y = R × R, k(t, t′) com U(t − t′) e

tomemos p = 4/3 e q = 4 no Lema 1.3. Deste último e de (5.16) tem-se∥∥∥∥∫ t

0

U(t− t′)f(t′; ·)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

. C1(I) ‖f‖L4/3(I×R×T) ,

onde C1(I) := C2(I). Isto conclui a prova. �

Lembre que as constantes C(I) e C1(I) na Proposição 4.1 e o Lema 5.3 só de-

pendem da medida do intervalo I.

Agora, estamos em condições de provar o Teorema 5.2.

Definimos a sequência {un} como sendo

u0 = U(t)φ,

un+1 = U(t)φ± i
∫ t

0

U(t− t′)|un(t′)|2un(t′)dt′.

Consideremos I = [−1, 1], fixamos inicialmente a > 0 e definimos o conjunto

Ea = {u ∈ L∞t (L2(R×T))∩L4(I×R×T) : |||u||| = sup
t
‖u‖L2(R×T)+‖u‖L4(I×R×T) ≤ a}.

i) Seja un ∈ Ea. Então, da Proposição 4.1 e do Lema 5.3, temos que

‖un+1‖L4(I×R×T) . C(I)‖φ‖L2(R×T) + C1(I)‖un‖3
L4(I×R×T).

ii) Segue de (5.15) e do Lema 5.3 que

‖un+1‖L2(R×T) ≤ ‖U(t)φ‖L2(R×T) + ‖
∫ t

0

U(t− t′)|un(t′)|2un(t′)dt′‖L2(R×T)

= ‖φ‖L2(R×T) + ‖
∫ t

0

U(−t′)|un(t′)|2un(t′)dt′‖L2(R×T)

≤ ‖φ‖L2(R×T) + C1(I)‖|un|2un‖L4/3(I×R×T)

= ‖φ‖L2(R×T) + C1(I)‖un‖3
L4(I×R×T).
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Segue então de i) e ii), que

|||un+1||| ≤ C1(I)‖φ‖L2(R×T) + C1(I)‖un‖3
L4(I×R×T).

Como un pertence a Ea, tem-se

|||un+1||| ≤ C1(I)‖φ‖L2(R×T) + C1(I)a3.

Agora é suficiente considerar a = 2C1(I)‖φ‖L2(R×T) tal que 8C1(I)2‖φ‖2
L2(R×T) < 1

para ter que un : Ea −→ Ea.

Além disso, dos Lemas 1.10, 5.3 e do teorema de Hölder, segue-se que

|||un+1 − un||| .
∥∥∥∥∫ t

0

U(t− t′)(|un|2un − |un−1|2un−1)dt′
∥∥∥∥
L4(I×R×T)

. C1(I)‖|un|2un − |un−1|2un−1‖L4/3(I×R×T)

≤ C1(I)
(
‖|un|2|un − un−1|‖L4/3 + ‖|un−1|2|un − un−1|‖L4/3

)
≤ C1(I)

(
‖|u|2‖L2‖un − un−1‖L4 + ‖|un−1|2‖L2‖un − un−1‖L4

)
≤ C1(I)‖un − un−1‖L4 × (‖un‖2

L4(I×R×T) + ‖un−1‖2
L4(I×R×T)).

Como un pertence a Ea, temos que

|||un+1 − un||| ≤ 2C1(I)a2‖un − un−1‖L4(I×R×T).

Agora, é suficiente considerar a ≤ 2C1(I)‖φ‖L2(R×T),tal que 2C1(I)a2 <

8C1(I)3‖φ‖3
L2(R×T) < 1, Assim, temos que un é uma sequência contrativa.

Portanto, tomando ‖φ‖L2(R×T) suficientemente pequena temos que {un} é uma

sequência de Cauchy numa bola fechada centrada na origem de L∞t (L2(R × T)) ∩
L4(I × R × T), similar ao caso subcŕıtico. Portanto, {un} converge a uma solução

local do problema de Cauchy (5.1) no intervalo de tempo [-1,1]. Logo, devido à lei

de conservação da norma L2(R×T), como em (4), uma última iteração do processo

nos leva estender soluções locais a soluções globais no tempo.
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