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Resumo

Este trabalho apresenta alguns métodos de Monte Carlo de relevancia
histérica ou pratica e estuda as suas propriedades, buscando justificar te-
oricamente o seu funcionamento. Dentre os métodos, o texto busca tratar
a influéncia da dimensionalidade dos problemas tratados na variancia dos
estimadores.

Palavras-chave: Monte Carlo; Monte Carlo por Cadeias de Markov;
MCMC; Simulagao Monte Carlo; Amostrador de Gibbs; Algoritmo Metro-
polis.



Abstract

This essay presents some Monte Carlo methods, relevant in history or
practice, and studies their properties, seeking to justify theoretically their
operation. Among these methods, the text deals with the influence of the
problems dimensionality to variance in estimation.

Keywords: Monte Carlo; Markov Chain Monte Carlo; MCMC; Monte
Carlo Simulation; Gibbs Sampler; Metropolis Algorithm.
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Introducao

0.1 Introducao

0.1.1 Quando os Métodos Numéricos Nao Dao Conta

Nessa subsec¢ao, abordaremos o uso de métodos de simulagao de dados para
o calculo de integrais. A pergunta natural a se fazer aqui é bastante simples:

Por que ir além do uso de métodos numéricos?

Consideramos uma funcio f(z) de classe C' definida sobre o hipercubo
fechado d-dimensional, [0, 1]¢ = [0,1] x...x [0, 1] de R%. O objetivo é calcular
a integral

o= f(x)dx, (1)

[0,1]¢
levando-se em consideracao a precisao e complexidade do método conside-
rado.

Na abordagem por somas de Riemann, considera-se uma particao P =

{ag =0<ay < ... <a, =1} com a;41 —a; = % e toma-se os subcubos
R; = [a;, ai;41] X ... X [ai,, ai,41], com multi-indices I = (i1, ...,14) satis-
fazendo 0 < 41,...,74 < n. Em cada subcubo Rj, considera-se o volume

A; = vol(Ry) = # e toma-se um ponto x; € R; qualquer, podendo ser
escolhido aleatoriamente. A integral p é dada pelo limite g = lim,,_,, fi(n),

sendo ji(n) = & ¥, f(x1).

Primeiro, vamos analisar a precisao do estimador ji(n). Do teorema do
valor intermedidrio, segue-se que p; = |[ r, f(@)dz = f(z7)A;, para algum



x] € R;. E, da desigualdade do valor médio,

\ 1 . 1 Vd 1
lr = flen)Adl = [f(a7) = fz)|—5 < Mdiam(Br) =5 = M=,
onde M = max,ep ¢ |V f(2)| é a norma méxima do vetor gradiente de f(x)

e diam(R;) = max{||z; — 2| | 1,2} € R/} = \/73 é o diametro de Rj.

Segue-se, da desigualdade triangular, que

)| < 3 s — )] < 30 MV MV
1 1

Donde, fi(n) = p+ O(2), quando n — co.

Observe que fi(n) tem complexidade O(n?), visto que para se realizar a
soma Y, f(xr) deve-se fazer pelo menos n? operacoes. Para dimensdes altas,
torna-se completamente invidvel calcular o estimador fi(n). Sistemas com
alta dimensao nos estados podem ocorrer com bastante frequéncia. Consi-
dere, por exemplo, o volume de trafego diario de uma certa rodovia, no qual
as informacoes sao dadas a cada minuto do dia. Neste caso, as estatisticas
serao dadas por fungoes sobre vetores com 1.440 entradas.

No livro de D. Mackay [12], hd uma ilustracao bastante interessante do
quanto a alta complexidade pode inviabilizar o uso de métodos numéricos.
Suponhamos que o espaco de estados possua dimensao d = 1000. Considere
o reticulado bastante grosseiro dado por P = {ay = 0 < a; = % < ag =
1}. Para calcular fi(2) deve-se evaluar f(x;) em 2'%% estados x; € Ry =

[ail,ailﬂ] X [a,-d,aidﬂ], com il, Ce ,l'd € {O, 1}

Suponhamos que cada elétron do universo (que existem num
total de 1039 (=~ 22%)  aprozimadamente) fosse um supercomputa-
dor de 1000 gigahertz, podendo assim evaluar 1 trilhao (=~ 2*°) de
f(zps) a cada sequndo. Se todos os 2°%6 computadores rodassem
simultanemente por todo o tempo de existéncia do universo (2°%
sequndos) teriamos no final evaluado apenas 23%* estados. Seria
necessdrio esperar por mais 29 ~ 10'° eras do universo até que
se finalize o cdlculo de todas as f(xps), para enfim se obter fi(2).

H4 métodos numéricos muito mais precisos para se calcular a integral (1)
(Simpson, quadratura, trapézio, Newton-Cotes). No entanto, em todos estes
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métodos, a complexidade nao diminui. Com isso, torna-se inviavel o uso de
métodos numéricos para se calcular integrais em dimensoes altas.

Uma abordagem alternativa, que independa da dimensao do espaco de
estados, sera proposta na proxima subsecao.

0.1.2 Principio de Monte Carlo

Segundo [9], “Simulagao Monte Carlo é, por esséncia, a geracao de objetos
ou processos aleatérios por meio de um computador” (trad. livre). Técnicas
de Monte Carlo sao todas aquelas que fagam uso de amostras de variaveis
aleatorias para resolver problemas tanto deterministicos quanto estocasticos,
tirando proveito das propriedades probabilisticas das distribuicoes das quais
se amostra. A ideia é a mesma de quando se estima alguma estatistica através
de amostras reais. No caso da Simulacao Monte Carlo, as amostras nao vém
de um fenomeno externo ao computador, mas sao simuladas através de al-
gum algoritmo.

O Problema das Agulhas de Buffon

Um exemplo bastante ilustrativo e de grande importancia histérica é co-
nhecido como o Problema das Agulhas de Buffon, proposto pelo naturalista
francés George Louis Leclerc, Conde de Buffon, em 1777. E considerado o
problema mais antigo conhecido no campo da probabilidade geométrica e
trata-se do seguinte problema:

Uma agulha de comprimento L cai sobre um papel pautado com
linhas retas igualmente espacadas de distancia D > L. Qual a
probabilidade da agulha intersectar uma das linhas do papel?

E um problema simples e divertido cuja probabilidade p pode ser estimada
simplesmente jogando varias agulhas no papel, digamos n agulhas, com n
grande, e calculando a propor¢ao p,, daquelas que intersectam as linhas (veja
Figura 1).
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Figura 1: Varias agulhas jogadas sobre um papel pautado.

O interessante é que, com a solugao deste problema, pode-se estimar . De
fato, pela conta que faremos a seguir, a probabilidade p da agulha intersectar
alguma linha é dada por p = %, onde R = % < 1. E como lim,_,, p, = p,
com probabilidade 1, pode-se obter aproximacoes de 7, da seguinte forma

2R
T = lim —,
n—oo pn

com probabilidade 1.

[

Figura 2: Parametros (0, y) de uma agulha.

Com efeito, considere uma agulha, de comprimento L, caindo sobre num
papel pautado com linhas igualmente espacadas de distancia D > L. Con-
sidere y € [0, D) a distancia entre o ponto inferior da agulha e a respectiva
linha inferior mais préxima e 6 € [0, 7] o angulo da agulha com a linha hori-
zontal com base nesse ponto (veja a ilustragao na Figura 2). Com isso, uma
agulha de parametros y e 6 intersecta a linha se, e somente, y+ Lsen(f) > D,



ou seja, se, e somente se, (y, ) pertence a regiao
R={(y,0)|0e[0,n] e D— Lsen(d) <y < D}

(veja a ilustracdo na Figura 3). E como a agulha cai aleatoriamente sobre

Figura 3: Regiao R.

o papel, segue-se que a probabilidade de uma agulha (de parametros y e 6)
intersectar a linha é dada pela razao das areas

Area(R) 1" 2L
Area(]0, 7] x [0,D]) E/O D= (D = Lsen(6))df = 1.

Agora, vamos estabelecer um algoritmo para simular esse problema no
computador. Tome a variavel aleatoria A = 1 se a agulha intersecta a linha e
A = 0 caso contrério. Tem-se que A é distribuida pela Bernoulli, A ~ Ber(p),
onde p € [0,1] denota a probabilidade de se obter A = 1. Como as agulhas
caem aleatoriamente sobre o papel, segue-se que y e # tém distribuicoes
uniformes,

y ~ Unif([0, D)) e 6 ~ Unif([0,7)), (2)

respectivamente. Assim, escreva y = Du e § = 7v, com u,v ~ Unif([0, 1])
independentes. Vimos também que a agulha intersecta a linha se, e somente
se, D — Lsen(f) < y = Du, ou seja, 1 — Rsen(mv) < u, onde R = %. Logo,
p = E[A], pode ser estimado tomando-se amostras independentes wu;, v; ~
Unif(]0,1]), com ¢ = 1,...,n, e considerando a média amostral

1
pn=—(A1+...+ A,
n
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onde A; = 1, se 1 — Rsen(mwv;) < u;, e A; = 0, caso contrario. Tomando

7, = 2 estima-se o valor de 7, com n grande.

n

Com este exemplo anterior, podemos entender um pouco melhor de como
se faz o uso dos métodos de Monte Carlo:

e Estabelecimento do problema a ser resolvido;

e Identificacao das variaveis aleatérias e técnicas de simulagao que pos-
sam ajudar a resolver o problema;

e Definicao de um modelo estatistico para as variaveis aleatorias;

e Simulagao de valores envolvidos no problema, considerando a técnica
escolhida e o modelo estatistico das variaveis;

e Analise dos resultados, chegando a conclusoes para o problema ou de-
cidindo pela repeticao dos passos anteriores

Tratemos agora do problema de se calcular a média

)= B,[f(X)] = /X f(@)p(x)dz, (3)

onde p(x) é a distribuigao de probabilidade da varidvel aleatéria X : (Q, P) —
X = X(Q2) C R% Além disso, se X é uma varidvel aleatéria discreta, a inte-
gral (3) ¢ interpretada pela soma E,[X] = )" f(z)p(z). Observe que (1) é
um caso particular, tomando-se X = [0,1]? e p(z) = 1.

Considere uma amostra iid Xi,..., X, ~ p(r). Denotemos por Y; =
f(X;), para todo i, e Y, = L(Y; +...+Y,). Pela lei forte dos grandes
numeros,

ou seja, Y, converge para p quase certamente. Com isso, i, = Y, é um esti-
mador de u, para n grande. Precisamos estimar a precisao desse estimador.
Assumindo que a variancia 0 = Var[f(X)] = [(f(z) — u)? p(x) dz é finita,
pelo teorema central do limite,



onde “d” indica convergéncia em distribuicao. Em outras palavras,

lim P {\/—H(Yn —p) < z] = ¢(2),
n—00 o

onde ¢(z) é a distribuigao acumulada da distribui¢do normal padrao N (0, 1).
Com isso, segue-se que fi, = [ + O(\/Lﬁ), quando n — oo, em distribuicao,
independentemente da dimensionalidade do espaco de estados.

0.1.3 Por Que Buscar Mais Métodos de Monte Carlo?

Apesar da estimagao fi, = p + O(\/Lﬁ), em distribuicao, com n grande, nao
ser tao boa quanto aquelas obtidas a partir dos métodos numéricos, a nao-
dependéncia da dimensionalidade faz deste método uma escolha evidente,
principalmente em estados de dimensao alta. No entanto, ha outros proble-
mas:

(I) A variancia de f(x) pode ser muito grande;

(IT) Pode ser computacionalmente caro produzir uma amostra iid grande
da distribuigao p(z).

Com isso, pode ser dificil tomar uma amostra substancialmente grande de
modo a tornar o erro O(\/Lﬁ) suficientemente pequeno.

Para ilustrar esse problema, vamos calcular o volume da bola unitaria em
dimensoes altas,
B={zeR’||z] <1},

onde ||z|| = /22 + ... + 22 denota a norma Euclideana em R?. O cubo cir-
cunscrito ¢ dado por C' = [—1,1]%.

Considere uma amostra z = (x!,. .. 2%) tomada aleatoriamente sobre C.
Para isso, basta tomar cada coordenada z* ~ Unif([—1,1]). Segue-se que a

probabilidade p = P(xz € B) de x cair em B é dada por

_vol(B) . dx _ .
~ vol(C) /CHB( >V01 () Ells(@));

onde 1g(z) denota a fungao indicadora de B,

1 sexzeB

ILB(w):{O sex ¢ B



e a média F[1p(x)] é tomada com respeito a distribui¢ao uniforme Unif(C').
Assim, uma estimativa de p pode ser dada pela média amostral

b= %(RB(J;I) bt L) = %Card({xi € B},

iid 1y . . o -
onde zy,...,z, ~ Unif(C). E claro que uma estimativa minimamente

aceitavel deva ser dada por um ntimero positivo. Logo, é necessario que
haja pelo menos uma das amostras caindo sobre B. A pergunta natural
entao é:

Quantas amostras {x,} & Unif(C') sao esperadas para que exista
ao menos uma delas caindo dentro de B?

Como exemplo, considere a dimensao d = 20. Para esse cdlculo, usamos os

fatos de que vol (C) = 2¢ = 220 ~ 1.000.000 e vol (B) = r(%fn ~ 0.025.
2

Aqui, I'(+) denota a fun¢do gamma. Segue-se que

_ vol (B)

~ 2. 1077,
vol (C) o 10

P(xeB)=p
Com isso, a cada 1 bilhdo de amostras {x,} % Unif (C') espera-se obter, no
maximo, 3 delas caindo em B. E quando d = 50,
P(z € B) ~ 1.73 x 107%,

Com isso, a fim de gerar uma amostra grande o suficiente para se obter boas
estimativas de p, deve-se buscar outros métodos de Monte Carlo.



Capitulo 1

Métodos Classicos de Monte
Carlo

1.1 Um Pouco de Historia

Conforme conta o artigo de Eckhardt [3], um dos momentos marcantes da
histéria dos métodos Monte Carlo foi a implementacao dessa técnica em
computadores (ENIAC - Electronic Numerical Integrator And Computer -
veja ilustragao na Figura 1.2) em 1947 na pesquisa dos efeitos explosivos da
bomba atomica, no Laboratoério Nacional de Los Alamos, nos Estados Unidos.
O objetivo dessa subsecao é contar um pouco do inicio dessa historia.

Stan Ulam repousava em sua casa por motivo de doenga. Stan estava
jogando uma modalidade do jogo de cartas paciéncia, denominado Canfield
Solitaire (veja ilustragao do jogo na Figura 1.1), quando se perguntou sobre
a probabilidade de se obter um bom jogo de cartas, ou seja, um embaralha-
mento das cartas cujo jogo pudesse ser finalizado com sucesso.

Depois de tentativas exaustivas de calculo combinatério para se deter-
minar analiticamente esse valor, ele decidiu estima-lo empiricamente. Por
100 vezes, embaralhou as 52 cartas e jogou. Depois, simplesmente contou
o numero de vitorias obtidas. A proporcao de jogos vencidos pelo total de
jogadas serviu entao como uma aproximacao da probabilidade de se obter
sucesso nesse jogo de cartas. Apenas por curiosidade, numa simulagdo com
50.000 partidas de Canfield Solitaire, em torno de 71% dos jogos podem ser
finalizados. No entanto, dado & complexidade do jogo (as cartas reservas sao
omitidas e, simultaneamente, trés cartas reservas sao retiradas) a taxa de
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Figura 1.1: Imagem do jogo de Paciéncia - Canfield Solitaire

partidas vencidas por jogadores de alto nivel fica em torno de 35%.

Em seguida, Stam Ulam descreveu suas ideias para John Von Neumann,
que logo entendeu o seu grande potencial, aproveitando-se da evolucao dos
computadores. Depois de pesquisarem sobre o assunto, Von Neumann escre-
veu para Robert Richtmyer, que na época era o lider da Divisao Tedrica do
Laboratorio Nacional de Los Alamos, onde estavam sendo feitas pesquisas
sobre armamento nuclear. Tal método pratico logo despertou-lhe interesse
que delineou detalhes do uso dessa técnica no estudo da reacao em cadeia
da difusao e multiplicacao de neutrons na fissao nuclear. O roteiro descrito
por Richtmyer foi a primeira implementacao do método Monte Carlo num
computador (ENIAC). Essa méquina recebeu problemas de matematicos e
fisicos, até que em 1949, Metropolis e Ulam publicaram um documento so-
bre simulagao Monte Carlo. Ulam e Von Newman desenvolveram diversos
métodos Monte Carlo, tais como, transformagcao inversa e método da rejeicao,
a serem vistos ainda neste capitulo.

A ideia de se usar uma quantidade massiva de valores amostrados a par-
tir de uma certa distribuicao de probabilidade para se estimar valores deter-
ministicos nao era pioneira.

(i) Na Introducao, falamos do problema das Agulhas de Buffon em 1777,
onde amostras de uma distribuicao Bernoulli sao usadas para estimar o
valor de . Inclusive, revisitando esse mesmo problema, Laplace propoe
outras formas de se aproximar 7 a partir de amostras de uma certa
distribuicao de probabilidade.

10



Figura 1.2: ENIAC

(ii) Existe um artigo de Lord Kelvin dezenas de anos antes em que ja uti-
lizava técnicas de Monte Carlo numa discussao das equacoes de Boltz-
man.

(iii) Segundo [1], Enrico Fermi, nos anos 30, usou métodos Monte Carlo
também para calculos sobre difusao de néutron, tendo depois criado
FERMIAC, uma maquina mecanica para calculo usando métodos de
Monte Carlo (veja Ilustracao na Figura 1.3).

Figura 1.3: FERMIAC

Em 1952, Nicholas Metropolis e Klari Von Neumann trabalharam no aper-
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feigoamento do ENTAC, dando a ela o nome de MANIAC - Mathematical
Analyzer, Numerical Integrator, and Computer ou Mathematical Analyzer,
Numerator, Integrator, and Computer. Em 1953, Metropolis e os casais Ro-
senbluth e Teller propuseram o importante algoritmo Metropolis [14].

Indo além da fisica, os métodos de Monte Carlo se expandiram para
aplicagoes em estatistica, ciéncias biomédicas, redes neurais, visao computa-
cional e inteligéncia artificial. Em nota anexa de [3], Gary D. Doolenand e
John Hendricks contam que, na época da publicagao do artigo, a cada se-
gundo aproximadamente 10 bilhoes de nimeros aleatérios eram gerados por
computadores de todo o mundo. Mais de trinta anos depois, este nimero
certamente cresceu alguns digitos.

Nas préximas secoes desse capitulo, visitaremos alguns métodos histori-
camente importantes, que ainda apresentam sua utilidade.

1.2 Meétodos Classicos de Simulacao

1.2.1 Amostragem Uniforme no Intervalo

Os métodos mais simples de simulagao sao baseados na manipulagao de amos-
tras previamente geradas da distribuicdo uniforme no intervalo [0, 1]. Vale
ressaltar aqui que nenhum computador é capaz de gerar niimeros realmente
aleatorios, pois sempre processos deterministicos sao usados para a geracao
dos valores. Apesar dessa limitacao, os chamados niimeros pseudo-aleatérios
podem ser gerados, carregando propriedades que os tornem suficientemente
bons para o uso como se fossem aleatorios.

Os algoritmos usados para a geragao de tais nimeros baseiam-se em pro-
cessos cadticos no sentido de que, dado um valor de entrada, o computador
retorna um numero como amostra, sendo este sensivel a chave de entrada
- pequenas alteracoes criam valores possivelmente distintos em larga escala.
Uma destas técnicas é aceita se suas amostras passam nos devidos testes de
hipéteses relacionados a valores independentes provenientes da distribuicao
uniforme.

Um exemplo de algoritmo para obter niimeros pseudoaleatorios é o gera-
dor congruencial linear (LCG). Esse método cria uma sequéncia de valores

12



usando a operagao aritmética
Xpi1 =aX, +c mod m,

onde a é o multiplicador, ¢ o incremento e m o mdédulo. A escolha adequada
desses valores faz com que o algoritmo percorra os ntimeros entre 0 e m de
forma aparentemente aleatéria. Nao queremos nos alongar nesse assunto,
pois esses métodos ja estao muito bem implementados, usando poténcias
altas de 2 ou numeros primos grande. Apenas para tomar como exemplo,
segue a sequéncia gerada pelos valores a =13, c=1, m =64 ¢ Xy = 1:

(14,55,12,29, 58,51, 24, 57, 38, 47, 36, 21, 18, 43, 48, 49, 62, 39, 60, 13).

A partir de nimeros inteiros pseudoaleatérios, a divisao pelo médulo m
faz com que todos os valores se acumulem no intervalo [0, 1], podendo ser
usados como vindo da distribuigao Unifjg ;.

Tendo deixado claro que os niimeros gerados nos computadores sao sem-
pre deterministicos, a utilidade dos nimeros pseudoaleatorios é inegéavel, pois
se comportam tal como numeros aleatorios. Entao, assim eles serao chama-
dos no resto dessa dissertacao, omitindo o prefixo “pseudo”.

1.2.2 Amostragem por Transformacao Inversa

Uma vez que se entende por satisfatoria a geracao de amostras de nimeros
aleatorios
iid 1o .
Uy, ..., uy ~ Unifjg

no computador, é natural buscar por métodos que amostrem de outras distri-
buigoes de probabilidade. O método da transformacao inversa fornece uma
maneira simples e direta de se simular a partir de uma distribuicao de proba-
bilidade univariada. No entanto, exige-se o conhecimento da inversa F'~! da
distribui¢ao de probabilidade acumulada F'(z), o que pode ser um problema
muito caro computacionalmente.

Seja X : (2, P) - X = X() C R uma variavel aleatéria unidimensional
e F(x) a sua distribui¢ao de probabilidade acumulada (CDF),

F(x)=P(X <ux).

Observa-se que:
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(a) F' é mondtona nao-decrescente. De fato, se z < y, entao os eventos [X <
z] € [X < y]. Segue-se entdo F(z) = P(X <z) < P(X <y) = F(y).
Donde F' é monétona nao-decrescente.

(b) F é continua a direita. De fato, considere a sequéncia ¢, > 0 com
lim §,, = 0. Defina a cadeia de eventos U, = [X < z+0,]e U = [X < z].
A funcado indicadora f,(w) = 1y, (w) satisfaz: lim f,(w) = f(w), onde
f(w) = 1y(w), para todo w. Além disso, as fungoes f,, sdo mensuraveis
com f, <1 e a integral [ f,(w)dP, = P(X < x4 6,) = F(x + 4,).
Como [1dP, =1, segue-se, do teorema da convergéncia dominada, que

lim F(z+6,) = lim | f,(w)dP, = /f(w)de =P(X <z)=F(x).

n—o0 n—o0
Segue-se entao que F' é continua a direita.

A funcao F(x) pode ser descontinua. Com efeito, considere X assumindo
valores discretos X = {xy < z; < ...}. Tem-se que F(x) é uma fungao
escada, assumindo valores constantes no intervalo [z, r41), com

F(xpi1) = Flar) = P(X < i) — P(X < )
(X <app1) — P(X < 2p11)

(X = 2p41)

P
P
(veja ilustragao na Figura 1.4).

Defina a inversa generalizada de F', dada por
F~(u) =inf({x | F(z) > u}).

Teorema 1 (Von Neumann, 1947). Seja F'(z) a distribuicao de probabilidade
acumulada de uma varidvel aleatoria X. Seja U ~ Unifjgy) uma varidavel
aleatoria uniformemente distribuida em [0,1]. Entao,

XLF(U) e FX)LU.

Para a sequnda igualdade, deve-se assumir que F(x) seja continua. Aqui,
d
«@ 5

a igualdade indica que ambas varidveis aleatorias possuem a mesma
distribuicao de probabilidade.
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Figura 1.4: CDF Fx(z) associada a varidvel aleatdria discreta X.

Fax)

Ul,...Un,

Figura 1.5: Esquema gréfico do método da transformacao inversa

Demonstragao: Primeiro, afirmamos que [FF~(u) < z] = [u < F(x)].
De fato, como F(z) estd definida em toda a reta, da definicdo de F'~(u),
segue-se que F'(x) > u implica que F~(u) < z, ou seja, temos a inclusao
[F(z) > u] C [x > F~(u)]. Reciprocamente, tome F'~(u) < z. Como

15



F ¢é monétona nao-decrescente, F(F~(u)) < F(x). Agora, considere uma
sequéncia xy > F~(u), com F(x) > welimz, = F~(u). Como F é continua
a direita, temos que u < lim F(zy) = F(F~(u)). Conclui-se assim que
F(z) > F(F~(u)) > u. Dali, segue-se a igualdade [F~(u) < z| = [u < F(z)].

Portanto, se U ~ Unifjg ), entdao F(z) = P(U < F(z)) = P(F~(U) < ).
Conclui-se que X e F'~(U) possuem as mesmas CDF’s, donde F'~(U) L X,

Agora, suponha F' continua. Como lim F(z) = 0 e lirf F(z) = 1,
T—r—00 T—r+00

segue-se, do teorema do valor intermediario, que F' assume todos os valores

m (0,1). Assim, dado u € (0,1), existe « tal que F(z) = u. Tem-se entao
que F~(u) = inf{x | F(z) = u}. Logo, existe uma sequéncia x; > F~(u)
com F(xy) =wu elimzy = F~(u). Como F é continua a direita, tem-se que
u = lim F(zy) = F(F~ (u)). E, como F~(U) L Xe F(F~(u)) = u, para

quase todo u € [0, 1], tem-se que F'(X) L F(F~(U)) Ly, O

1.2.3 O Método de Box-Muller

O método de Box-Muller [2] fornece uma maneira simples de se amostrar
da distribuigdo normal N (u, o). Para simplificar o problema, usando que
X =pu+0Z, com Z ~ N(0,1), em distribuigdo, vemos que o problema
se reduz a simplesmente amostrar da Gaussiana padrao Z ~ N(0,1). O
problema é que nao se pode aplicar diretamente o método da transformacao
inversa, visto que a CDF de Z,

1 e
Qb(x):\/—Z_Tr/OO@ dt,

nao admite expressao em termos de fungoes algébricas. Assim, inverter ¢(x)
numericamente pode ser um problema caro computacionalmente.

O método de Box-Muller baseia-se na estratégia classica de como se cal-

7)2 . . .
cula a integral I = fj;o e~ 2dr. Com efeito, considere (x,y) € R? escrita
em termos de coordenadas polares,

xr=rcosf e y=rsind,

16



comr > 0ef € [0,2r]. A estratégia é calcular I? ao invés de I. Usando
que, na mudanca de coordenadas polares, dxdy = rdrd0,

teo z? Feo y2 +eo too 22442
I? = (/ e2da:)(/ e zdy) = / / ez dxdy
2 p4oo -2 +00 2 r2 1 400
= / / e 2rdrdfd = 27r/ e 2rdr = 27T[ — 6_7}0 =2,
o Jo 0

donde I = +/27.

Aproveitando-se das ideias dessa conta, escrevamos

(z,y) = N(z | 0, )N (y | 0,1) N R
™, = T , , — e . _ 1,

y y V 27T \/ 27‘( 27T
Usando que o determinando Jacobiano % = r, a distribuigao de (z,y) em

termos das coordenadas (r, ) é dada por

g(r,0) = W(m,y)|%| = ie—ér_

E como as distribuigoes marginais:

2

(i) g(r) = [" g(r,0)d0 = e~ 7,

(i) g(0) = [," g(r,0)dr = £,

obtemos que g(r,0) = g(r)g(#), donde as varidveis aleatérias r e 6 sao inde-
pendentes. Como ¢(6) = %, tem-se que 6 ~ Unify 5,. Para obter amostras
de g(r), podemos usar o método da transformacao inversa. Para isso, obser-
vemos que a CDF

T T 52 72
G(r) = / g(s)ds = / e rsds=1—e 7,
0 0

donde G (u) = /—2In(1 — u). E, como U £ 1-U, para todo U ~ Unifyg y,
segue-se que R < v —2In(U), com U ~ Unifjg y.

O método de Box-Muller resume-se no seguinte algoritmo, no caso de
dimensao d = 2
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Figura 1.6: Amostragem uniforme sobre a esfera

Algoritmo 1: Método de Box-Muller

Entrada: uy, us w Unifpp y

Escreva: r < y/—21In(u;) e 6 <+ 2muy
Faca: © <—rcosf e y <« rsinf

Saida :x,y %N(O, 1)

Amostragem Uniforme na Esfera (Muller, 1959)

Em 1959, Muller [15] observou que amostras normais Xy, ..., X, P N(0,1)
podem ser usadas para se obter amostras uniformes sobre esferas Euclideanas

St ={w e R" | ||lw| = 1}.
(veja Figura 1.6). Com efeito, considere n amostras iid’s { X} “ (0,1).
Segue-se assim, o vetor aleatério X = (Xi,...,X,) ~ N(0,1,), onde I, de-
nota a matriz identidade n x n.

Escreva X em coordenadas esféricas X = RW, onde R? = || X]|?* =
X2+ +X2 e W=2 Como |[W] =5 =1, temos que W é um vetor
aleatdrio na esfera S™!.

Afirmagao. W ~ Unifgn-1.
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Com efeito, a métrica Euclideana de R", g = (,) = da? + ... + dx? pode
ser escrita em termos das coordenadas (r,w), onde x = rw, como
g=dr*+r’ggn,
onde ggn-1 é a métrica standard de S"~! no ponto w. Assim, a forma elemento
de volume de R™, pode ser escrita, em termos de (r,w), por

dvolgn = dxy .. .dx, = r" tdr dvol gn-1,

onde dvol gn—1 denota a forma elemento de volume de S"~!. Assim, a dis-
tribuicao normal multivariada N(0, I,,), escrita em termos da densidade de
medida, se escreve da seguinte forma

z|2 r2
p(z)dvol gn = (QW)’"/Qe’%dvol re = (20) 72T dr dvol gn-.

Aqui é importante observar que a vezes é conveniente denotar uma distri-
buicao de probabilidade em termos da sua densidade de medida,

P(X € A) = / dP(z).
A

Além disso, vale que dP(z) = p(x)dvolgn, sempre que X for um vetor
aleatdrio continuo sobre um aberto do R™.

Logo, na mudanca de coordenadas, = rw, temos a seguinte distribuigao

de probabilidade
2
p(r,w) = (2m) 2"y,
Portanto, a distribui¢do marginal p(w) = fooo p(r,w)dr é constante, o que

nos da que W ~ Unifgn-1.

Outros métodos de amostragem uniforme na esfera podem ser vistos em
Hicks and Wheeling [6] e em Marsaglia [13].
Amostragem Uniforme na Bola (Muller, 1959)

Novamente, podemos recorrer a geometria para amostrar uniformemente na
bola unitaria. Novamente, escrevendo x € B em coordenadas esféricas, x =
rw, com 7 € [0,1] e w € S"!, temos a forma elemento de volume,

dvol g = dx; . ..dzx, = " tdrdvol gn-1.
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Em particular,

n

1 1

1

vol B :/ / " Ldrdvol gn1 = Vol(S”_l)/ r"dr = vol (S"1)—
0 Jgn-1 0

Assim, temos as densidades de probabilidade,

__dvolp

d ]. n—1
w(z)dP(z) = avolsnt

n—1
=nr" dr
vol B vol gn-1

= 7(r)dr d Unif gn-1(w),

onde 7(r) = nr" 'dr. Assim, basta amostrar X = RW, com R ~ =(r) e
W ~ Unifgn-1, independentemente. Ja vimos que o problema de amostrar
uniformemente em S"~! é simples, basta considerar W = ”—2” com Z ~
N(0,1,). Para amostra de 7(r), basta aplicar o método da transformagao
inversa, R ~ U%, com U ~ Unifjg y).

1.3 Amostragem por Rejeicao

Conforme observamos na Introdugao, segundo o artigo de Eckhardt [3], os
métodos da transformagao inversa e da amostragem por rejeicao foram des-
critos em 1947 nas cartas de Von Neumann para Ulam, motivados principal-
mente pelo possivel uso dessas técnicas em simulacao de dados no ENTAC.
Em alguns textos, o método da rejeicao também ¢ chamado de método da
aceitagao e rejeigao ou, simplesmente, método AR.

Como todo em problema de simulagao, pretende-se amostrar de uma dis-
tribuicdo de probabilidade m(x), com x € X. Chamamos m(z) de distri-
buigao de probabilidade objetivo. Considere ¢(x), com = € X, outra dis-
tribuicao de probabilidade, chamada de distribuicao proposta, da qual seja
possivel amostrar e que majore 7(z), i.e., existe uma constante M > 0 tal
que w(z) < Mg(x), para todo x. Em geral, sabe-se evaluar apenas versoes
nao-normalizadas de 7(z) e ¢(x), ou seja, 7(x) o 7(x) e G(x) x q(z). Logo,
considere apenas conhecido N > 0 tal que 7(x) < Nq(z), para todo z € X.

Assim, defina a funcao r(x) = 13;8)

< 1, para todo =.

Neste método, amostras de g(z) sdo usadas para obter amostras de m(z).
O procedimento é o seguinte:

e Amostre z ~ ¢(z) e evalue r(x) = ﬁ(x)) <1
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e Amostre u ~ Unifjy y);

e Se u < r(z), aceite x. Caso contrério, rejeite x e reinicie o processo.

Em outras palavras, considere o seguinte algoritmo:

Algoritmo 2: Amostragem por Rejeicao

Entrada: 7,q, N
enquanto nao ha amostra aceita faga
Amostre x ~ g(z) e u ~ Unifp

r(z) < ]\7;;2)

se u < r(x) entao
L aceito a amostra x

Saida :z ~ 7(x)

Teorema 2 (Von Neumann, 1947). Sejam x ~ q(x) e u ~ Unifpq. Os
sequintes itens sao vdlidos:

(1) Se x foi aceito no método da rejeicao entdo vale também que v ~ w(x),
i.e, p(x | x foi aceito ) = w(x);

(i1) A taza de aceitagio P( “aceitar” x) € o valor esperado E,[r(x)]. Em

7 (z)
Mq(z)’

; _ « . ” _ 1
particular, escrevendo r(x) = temos que P( “aceitar” x) = 5;.

Demonstragao: Considere as amostras x ~ q(x) e u ~ Uniff ;. Defina a
varidvel aleatéria I = I(x,u) € {0,1}, dada por

I =1, sex folaceito, i.e., u < r(x);
I =0, caso contrario.

Primeiro, vamos calcular a distribuicao de probabilidade p(x | I = 1). Para
isso, considere a funcao de verossimilhanca,

P(I=1]z)=PU<r(x))=r(z) = x : (1.1)
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Assim, pelo Teorema de Bayes,

m(x
pa | T=1) o PU= 1] 2)afa) o () = n(),
q()
e, como ambas fungoes p(z | I = 1) e w(z) sao distribui¢oes de probabilidade,
segue-se que p(z | I = 1) = w(x).

Para provar o item (ii), usando novamente (1.1), temos que a taxa de
aceitacao P(“aceitar” x) = P(I =1) é dada por

P(I=1)= /P(I =1|z)q(x)dx = /r(x)q(x)dw = E,[r(z)].

E assim o teorema 2 esta provado. O

O método da rejeicao pode ser usado para amostrar mesmo em dimensoes
altas, o que nao ocorre no método da transformacao inversa. E, de fato, ainda
¢ um método bastante usado. As amostras {z;} obtidas pelo método AR
sao independentes e exatas (no sentido de que {zx} ~ m(x)). O problema é
que o sucesso do método depende fortemente da boa escolha da distribuicao
proposta ¢(z), o que pode ser um problema bastante complicado, principal-
mente em dimensoes altas. Para exemplificar esse problema, vamos propor
dois exemplos.

Exemplo 1. Considere as distribui¢coes normais multivariadas N(0,1;) e
N(0,021), onde 0 = 0,99 e I; a matriz identidade d X d.

Primeiro, observamos que nao hd dificuldade alguma em se amostrar de
ambas distribuigoes. De fato, escreva Z = (Zy,...,Zq) com Z; P N(0,1).
Seque-se que Z ~ N(0,1) e X = oZ ~ N(0,0%1,).

Porém, pode-se tentar aplicar o método AR para amostrar da distribuicao
objetivo m(x) = N(0,0%1,) a partir da distribui¢do proposta q(x) = N (0, I;).

Usando que N(0,0%1;) = @i—;dﬂexp(—”ﬂ;), seque-se que a TAZA0 % é
dada por

mx) 1 J]? 1 1

—l = — — ——-1)<==M

g(x) ol exp ( 9 [02 ) < od ,
visto que 0—12 > 1. Assim, a taxa de aceitacdo ﬁ =0%=10,99¢, tende a zero

quando d — oo. Por exemplo, tomando-se d = 1000, tem-se ﬁ ~4,3x107°.
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Exemplo 2. Considere o problema de se obter amostras uniformes sobre a
bola unitdria d-dimensional, B = {x € R? | ||z|| < 1}.

Jd vimos que amostrar X ~ Unifg € um problema simples, basta tomar

X = RW, onde R = Ui, com U ~ Unifjgy), e W = Z1, com Z € N'(0, ).

No entanto, vamos tentar abordar esse problema via método da rejeicao.
Um pouco dessa abordagem jd foi feita na Introdugao, na tentativa de se

estimar o volume de B. Mantendo as mesmas notacoes, considere as distri-

bui¢oes w(x) = Unifp = %@B) e q(x) = Unife = ]1&%), comz € C=[-1,1]%

Como B C C, tem-se que 1g < 1¢, donde % < Xgig = ﬁ, para todo
1

P(z€B)
E claro que amostrar de q(x) = Unifo(x) € um problema simples, basta

x € C. Assim, n(x) < Mq(zx), para todo x, com M =

tomar amostras de X = (Xy, ..., Xy) cujas coordenadas X w Unif[_ ). As-
sim, o sucesso do método AR depende da taza de aceitacdo que, pelo Teorema
2, € igual a ﬁ = P(x € B). Na Introdugdo, vimos que se tomarmos d = 20,
entdo P(x € B) =~ 2,5 x 107%. Assim, o método da rejeicao naio parece ser
o mais adequado para simular amostras uniformes sobre B.

1.4 Integracao Monte Carlo

Na Introducao, abordamos o problema de se estimar o valor esperado,
p=EIf(0) = [ flayn(z)da,
X

Vimos que, em dimensdes altas (por exemplo, X = [0,1]¢, com d grande)
a abordagem por métodos numéricos tornava-se completamente inviavel. A

- : . iid
proposta era entao considerar amostras aleatérias {xi,...,zx} ~ 7(x) e
estimar p pela média amostral,

= S f).

E, do teorema central do limite, segue-se i = u + O(\/LN), quando N — oo,
onde 02 = Var(f(X)), independentemente da dimensao de X'
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Em integracao Monte Carlo busca-se estimar uma integral através de
simulacao de amostras. As técnicas sao pensadas em termos de custo com-
putacional, tamanho efetivo da amostra e redugao da variancia.

1.4.1 Amostragem por Importancia

Em muitos casos, simular uma quantidade significativa de amostras de uma
distribui¢ao objetivo m(x) pode ser impossivel ou muito caro computacio-
nalmente. Com isso, a eficiéncia de se estimar p = E;[f(X)] pela média
amostral i = & >, f(zx) pode ser baixa. Amostragem por importancia ¢é
uma técnica de integracao Monte Carlo onde simula-se p a partir de amos-
tras de uma distribuicdo proposta ¢(x). O primeiro registro dessa técnica
apareceu no artigo de Kahn e Harris [7], em 1951. O problema relatado
neste artigo era a dificuldade de estimar a probabilidade de uma particula
atravessar um escudo de radiagao quando esta probabilidade era da ordem
de 10719 2 107%. E, com a limitacao de processamento dos computadores da
época, era realmente um problema dificil de se atacar com os métodos da
transformacao inversa e rejei¢ao.

A técnica de amostragem por importancia é de um procedimento bastante
simples. Observe que

u= B0 = [ flamtade = [ 10T Sata)ds = B O]

onde w(x) = %. Dai, toma-se uma amostra {xy} s q(z) e estima-se u pela

seguinte média amostral:

p= 5 3 ). (12)

Em resumo, tem-se o seguinte algoritmo:
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Algoritmo 3: Amostragem por Importancia

Entrada: f(x), n(x), q¢(z), N

Amostre x1,...,xn w q(z)

Faca wy, < Z((z:)), para todo k=1,..., N
Escreva [i < ]lv > fx)w;

Saida : i

O estimador é nao-enviesado, visto que

Bl = 5 S0 LX) = .

Ja a variancia de i é

1
Var,[/1] =z ZVarq X)) = NVarq[f(X)w(X)].

O sucesso desse método depende da escolha da distribuigdo proposta g(z)
que minimize a variancia Varg[f(X)w(X)].

Afirmacao. A distribuicao proposta q(x) que minimiza Var,[f(X)w(X)] €
dada por q(x) o |f(x)|7(z).

Com efeito, denote por ¢ = [ |f(z)|m(z)dx

= E.[|f(X)|] e considere a
distribuicao p(z) = 2| f(x)|r(z). Assim, E [ 2(X) }

BRI (X)Im(X)] = 1.

Logo,
f(X)?m(X)? 2 (P(X)? 2
Varq[f(X)w(X)} :Eq[ 9(X)? } H _CEq[q<X)2] —H
(var, [255] + E[55a T -
(Varq [288] + 1) — 2 2Varq [%} + 2 — A

Observe que ¢ = E.[|f(X)|] > p = E;[f(X)] ndo dependem de ¢(z).
Portanto, Var, [ f(X)w(X)] é minimizado tomando ¢(z) = 1|f(z)|n(z). O
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Vejamos como amostragem por importancia se aplica na estimativa do
volume da bola unitaria em dimensao alta. Considerando uma distribuicao
proposta ¢(x), com x € R? temos

vol (B) = / qu(g) q(z) dx.

Para uma boa escolha de distribui¢ao proposta, facamos ¢(x) préxima, em
termos da divergéncia x?, da distribuicao p(z) = #(B)ILB(:E) ~ d(z), onde
§(x) é a distribuigao delta de Dirac. Assim, tome ¢(x) = N(0,021,), com
o > 0 pequeno. Num teste, consideramos as dimensoes d = 50, 60, 70 e 100.
Como

P(z € B) ~ 1.73 x 1075,

o método da rejeicao falha completamente. Agora, aplicando Algoritmo 3,
com ¢(z) = N(0,0%) e N = 10° (total de amostras {x;} w q(z)), temos:

H d o? Volume estimado Volume verdadeiro Time H

50 0.017 1.7305460128463707e-13 1.7302192458361097e-13 4.04 s
60 0.014 3.0910088860855338e-18  3.096250615296861e-18 4.7 s
70 0.012  2.4304894236882064e-23 2.4322762320344753e-23  5.55 s
100 0.009  2.373938564160651e-40  2.3682021018828293e-40 7.78 s

Observe que a escolha de o2 na tabela acima foi feita em termos da di-
mensao d. Isso se deve ao fato de que a amostragem de g(z) = N(0,0%1,)
pode ficar muito longe da origem, contrariando completamente a nossa in-
tuigdo da distribui¢ao normal. Com efeito, considere X ~ ¢(z) = N(0, 0%1,).
No livro do Mackay [12], héd o seguinte resultado:

Proposigao 1. Considere X € N(0,0%1;). Entao,
lim [ X|* 2 o*(d + V2d2),
—00

onde Z ~ N(0,1). Aqui, “dist” denota que o limite é em distribuicado.

Assim, para assegurar que haja amostras de ¢(x) caindo dentro da bola,
estamos considerando na tabela acima 0% = (d + v2d )~
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Demonstragao: Considere X = (X1,...,Xy) ~ N(0,0%1;). Assim, as
coordenadas de X = (X;) satisfazem {X;} “ N(0,0?). Logo, a média
E[X?] = 0? e a variancia Var[X?| = F[X}| — E[X?]* = 20*. E, pelo teorema
central do limite, a norma Euclideana de X satisfaz:
IXIP_ XP A+ XE e V202
d d ~ Vd

em distribuigao, onde Z ~ N(0,1), quando d — co. Assim,

Z,

1X|]? ~ o(d + V2dZ), (1.3)

em distribui¢ao, quando a dimensao d — oo. O

Amostragem por Importancia Auto-Normalizada

’

E comum os casos em que, apesar de se poder amostrar da distribuicao
proposta ¢(x), podem-se evaluar apenas versoes nao-normalizadas das dis-
tribuicoes objetivo e proposta, 7(z) « 7(z) e §(z) < q(z), respectivamente.
Mesmo assim, pode-se estabelecer uma versao nao-normalizada da técnica
de amostragem por importancia a fim de se estimar a média p = E;[f(X)].

Escreva 7(z) = c;m(x), §(x) = cq(z) e w(z) = ;)) = CCZZ;—((;)) = f:—;’w(x)

1
—~

=4

Temos o seguinte:

(i) B [w(X)] = &= E,[w(X)] = =E.[1] = &=,

)
Cq Cq

(i) E [f(X)w(X)] = &= E[f(X)w(X)] = EE[f(X)] = G=p.

Eq[f(X)w(X)] . . .
AR Isso nos motiva a definicao do seguinte

P > (@) ()
Do)

onde {x;} “ ¢(z). Em resumo, tem-se o seguinte algoritmo:

Assim, segue-se que pu =
estimador:
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Algoritmo 4: Amostragem por Importancia Auto-Normalizada

Entrada: f,7,q, N

Amostre z1,...,xy ~ q(x)

parai=1,..., N faga
-

W Y w;

Ze > wif(x)

[ Z/w

Saida : [

Observa-se que o estimador é enviesado. Com efeito, considere as varidveis
aleatérias Z = f(X)w(X) e W = w(X). Como w(x) < w(z), observe que

_ 2 f(xk) (Tr) Do f(xk)w(l‘k) .

[j’ - - —
onde i = x>, f(xk)w(xk) W= &> w (xk) sao os estimadores nao-
enviesados de E,[Z] = p e E,[W] = 1, respectivamente.

Pelo teorema central do limite,
() fi— = O(2%) e
(i) & —1=0(2),
onde o, = Var,[Z] e 0, = Var, [W], em distribui¢ao, com N — oc.

Fazendo a expansao de Taylor de + em torno de w = 1, e usando (i) e
(i), tem-se

g =4(1— (0 —1)+ (@ — 1) + O(|w — 1%)))

i =
= i e~ 1) i~ 1)? + O)
= fi— (= p) (@ = 1) = p(d = 1) + (o = p) (w0 — 1)* + p(w — 1)°
+0(=7)
N2




Assim, usando que B[] = p, E w] = 1, Covyli, @] = +Cov,y[Z, W] e
Var,[w] = + Var,[W], segue-se que

B[] = 1~ 5 (Covy[2, W] — uVar,[IW]) + O (14)

)

Donde, conclui-se que o estimador i é enviesado.

Agora, vamos estimar o erro médio quadratico (MSE) de . Para isso,

primeiro observe que

1 2
)

3 )- (1.5)

2

Elal® = (n - N(COVq[Z W] — pVar, [W]) + O(

=’ — —(Covq[Z W] — uVar,[W]) + O(

Além disso, fazendo novamente a expansao de Taylor de % em torno de w = 1,
e usando também que ji2 = (i — p+ p)? = p? +2p(i — p) + (i — p)?, tem-se
2

2=t = 21— (= 1)+ (- 1)? +0<N%>>2
:,;2(1_2(13—1>+3<w—1)2+0<;3>
= (1 + 20— p) + (o = )?) (1= 2(@-1)+3(w—1)2+0(;§))
=u2(1—2(w—1)+3(w—1))+2u( — ) = 4p(fs = p) (@ = 1)
+ (= p)* + O( 3)

Assim, 2

B, = ? + 8y2Vari] — 4Cov, 1, @] + Var,[i] + O(—)

3
2

= Var,[4] + p? + %Varq[W] “covq[z W]+ O(N%)
= Var,[i] + p® — (4C0Vq[Z, W] — 3uVar,[W]) + O(N%). (1.6)
Logo, usando (1.4), (1.5) e (1.6), o erro médio quadrado de fi ¢ dada por
MSEq(jn) = Varg[i] + (Eyli] — n)* = Eg[@*] — B[j]* + 0(%)
=V, [i] — L (2Cov,[2, W] — iV, [W]) + O 1§> (1.7)
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Com isso, ainda que seja possivel calcular o estimador fi, este pode ser
preterido pelo estimador enviesado fi. Para isso, basta valer a regra de ouro:

2Cov,[Z, W] — pVar,[W] > 0.

1.4.2 Tamanho Efetivo da Amostra em Amostragem
por Importancia

Com a ma escolha da distribuigdo proposta ¢(x), muitos pesos wy = %

ficam proximos de zero e entao poucos deles realmente sao significantes. Com
isso, tem-se alta variabilidade nos pesos w(X), comprometendo a qualidade
da estimador /i = + >, f(z)w(xy). Isso pode ser visto no exemplo anterior
(célculo do volume da bola unitéria com amostragem por importancia). Com

efeito, mantendo as mesmas notagoes, assumindo d grande, os pesos w(X) =
1p(X)
q(X) 7’

com X ~ q(X), satisfazem

1 v
w(z) = B((g;) = V2ro"ei? 1 15 (2) & Vamoner VI (),
qlx

em distribuicdo. Assim, tomando 02 = (d + v2d)™' ¢ N = 10° (lembre-
se que ambos N e ¢? foram usados na tabela comparativa acima), temos

que Wpax = QWJ”e%(der), visto que existirao amostras com Z = 1 e
Winediana = 27m”e%, visto que a mediana dos |zy4||?> ocorre com Z = 0.
Portanto, tem-se a razao
Wmax _ em
Wmediana '

Essa igualdade aparece no livro do Mackay [12], exatamente na mesma dis-
cussao da variabilidade dos pesos wys.

Com isso, se faz necessario estabelecer uma medida de eficiéncia na amos-
tragem por importancia. Para isso, Kong [8] definiu o tamanho efetivo da
amostra (ESS) por

MSE, ] = oo Var [f(X)]

Considere o estimador nao-enviesado i = ﬁ Zkle f(yr), tomado sobre M

amostras {y} “ 7(z). Como

Var,[i] = - Var[(X)] = S MISE, i
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podemos interpretar ESS como o ntimero de amostras iid’s de 7(x) necessario
para se produzir o mesmo efeito de MSE,[fi].

Teorema 3. Vale que

N
ESS ~
1 + Var,[w(X)]’
desde que gy = E.[(f - u)z(% — 1)] seja pequeno.

Demonstragao: Vamos manter as mesmas notagoes usadas na subsecao
: |
anterior. Como Vary[fi] = + Var,[Z], usando (1.7), tem-se

MSE[j] = Var,[ji] ~ £ (2Cov,(7, W] ~ Ve, [W]) + OQ&; )
= 5 (Var,[2] = 24Cov,[ 7, W] + Ve, V1) + O<N13 ) (L8)

Considere Y = f(X). Como E,[Y]|=E,[Z] =pe E[W] =1,

Covy[Z, W] = E[ZW] — E[Z]E[W]| = E[YW?| —
= E[YW] — = Cov[Y, W]+ E;[Y|E W] —
= Cov, Y, W]+ pE.[W] — p. (1.9)

Além disso, como Z = YW, segue-se
Var,[Z] = Var [YW] = E,[Y*W?] — > = E,[Y*W] — pi*.
Agora, observe que

VAW = (Y — ot ) (W = B[] + EA[W])
= ((Y = 1> +2u(Y — ) + p*) (W = Ex[W] + E-[W])
= (Y = p)* (W = Ex[W]) + E[W](Y — p)* +2u(Y — p))(W — E[W])
+ 2uE W)Y — p) + (W = Ex[W]) + p* Ex[W].

E como p = E,[Y], aplicando a média em ambos lados,

E[Y*W] = e + E[W|Var,[Y] + 2uCov,[Y, W] + 1> E.[W],
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onde € = E,[(Y — p)*(W — E.[W])]. Donde,
Var,[Z] = e + B [W]Var,[Y] + 2uCov,[Y, W] + i* E.[W] — pi*.  (1.10)
Aplicando (1.9) e (1.10) em (1.8), tem-se
N MSE[fi] = € + E[W]Var,[Y] + 2uCov,[Y, W] + > E.[W] — p®
— 2uCov,[Y, W] — 2> E [W] + 2u* + p*Var [W] + O(

= e+ B [W]Var,[Y] — p? EL[W] + p* + u*Var, [W] + O( ).

2~

E como E.[W]| = E,[W? = Var,[W] + 1, tem-se

Var, [W] + 1 1
MSE[fi] = qT(VarW[Y]ﬁLé) +0(N%),
onde o erro § = - E:(f — p)? (E i — 1)] é assumido pequeno. O

1.4.3 Amostragem por Importancia Adaptativa

Lembrando as se¢oes anteriores, a Amostragem por Importancia busca resol-
ver o problema de integracao

n= [ sy B, [£(X)]

através da aproximacao (no caso normalizado) pelo estimador

f= % Z fxi)w(z;),

onde z; ~ q e w(z) = %zf). E desejavel reduzir a variancia desse estimador

através de uma boa escolha de ¢, que tal como comentado anteriormente,
deve ter um shape préximo ao de |f(x)|r(x). Uma opgao de abordagem na
busca de uma boa distribuicao proposta ¢ é definir um modelo M sobre o
qual a distribuicao pode variar.

Consideremos ¢(z | §) variando em € sobre um modelo M. Entao, fixando
n como o tamanho da amostra, podemos escrever o estimador como

- m(z)

1 —l w(x; T;), com w(x =
A0 = > wle: | ) (@), comw(e ] 0) = .

i=1
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onde para cada i, x; ~ q(z | #). Seguimos para o calculo da variancia do
estimador:

Vaio((6)) = Eo [ (2 — Eqoli(6)])] = Ego [(i = )]

Lembrando que fi(0) = = 3" Vo (f(z)w(z; | 6)),
i=1

Vo (f1 me w(z; | ).

Calculando para apenas um termo,

Vao (f(X)w(a |0) = Eqgo [(f(X)w(X | 0) = p)’]
=Ego [f(X)'w(X [0)?] —p® = Ex[f(X)w(z|0)] - p*

Uma vez que buscamos minimizar a variancia a respeito de 6, faz sentido
tomar a derivada desta por #. Entao,

D) = NIW0(8)) = oV ya(F(X)0(X |0)
0

00

0 2 o 2
::%mmmwMMHJ&Mmae@W}
- o [f(X)Qw(fv 10) (e )

—Zf@ %wa w(z; | 0).

Q

Agora que sabemos a derivada da variancia com relacao ao parametro do
modelo, 8, podemos, a cada iteracao, fazer com que € esteja cada vez mais
préoximo do ponto de minimo dessa variancia, através de algum algoritmo
iterativo de otimizacao. O exemplo mais simples é usar o método do gradiente
descendente:

ow(x; | 6
9t+1—0t__2f flfz $z’9t)%-
t
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Capitulo 2
MCMC

No inicio de 2000, a revista Computing in Science and Engineering publicou
o artigo “10 algorithms with the greatest influence on the development and
practice of science and engineering in the 20th century”, que, em traducao
livre, quer dizer “10 algoritmos com a maior influéncia no desenvolvimento e
na pratica de ciéncia e engenharia no século 20”. No topo da lista, figurava o
método de simulacao Metropolis para Monte Carlo. O artigo ressalta que o
método é de grande valor em problemas de dimensao alta, pois com poucas
amostras, quando comparado com métodos numéricos, esse algoritmo apre-
senta resultados proximos dos verdadeiros.

Os métodos de simulacao MCMC (Markov Chain Monte Carlo), ou seja,
Monte Carlo por cadeias de Markov, consistem em algoritmos de simulagao
Monte Carlo que usam valores de cadeias de Markov. O uso de um processo
estocastico como uma cadeia de Markov pode ter vantagens diante da di-
mensionalidade do problema e da dificuldade de simular em certas regioes do
espago amostral. Os algoritmos de Metropolis, Metropolis-Hastings e Monte
Carlo Hamiltoniano sao alguns dos métodos Monte Carlo que pertencem a
essa categoria, muito relevante atualmente.

No fim de 2014, dentre os periddicos da Wiley, foi publicado o artigo
“Why the Monte Carlo method is so important today” (Kroese et al.), que
em tradugao livre, seria “Por que o método Monte Carlo é tao importante
hoje”. O artigo cita engenharia industrial e pesquisa operacional, economia
e finangas e estatistica computacional como algumas das areas de aplicagao.
De fato, Monte Carlo segue uma importante classe de algoritmos ainda nos
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dias atuais. Vejamos a teoria por trds de um dos principais representantes
dessa classe.

2.1 Cadeias de Markov

2.1.1 Definicao

Uma cadeia de Markov é uma sequéncia de variaveis aleatérias indexadas por
um indice temporal que satisfazem uma certa condicao de dependéncia, de
forma que, uma vez conhecido o valor de todas as varidveis até certo tempo, o
valor da préoxima variavel depende apenas do valor mais recente. Vale lembrar
que esse ¢ um tipo de processo estocédstico, uma vez que toda colecao de
variaveis aleatérias indexadas pelo tempo é um processo estocastico. Vejamos
a definicao formal:

Definigao 1. Seja (Xo, X1,..., Xy, ...) uma sequéncia de varidveis aleatorias
definidas em um mesmo espago amostral X. Dizemos que (Xi)ien € uma
Cadeia de Markov se

P(Xiy1 =241 | Xo =20, Xy =21, , Xy = 2¢) = P(Xyp1 = 2441 | Xy = 1),

caso X seja finito. Caso X seja infinito, a exigéncia para a definicdo passa
a ser

PXipn €A Xy =m1,..., Xy =2) =P(Xyj1 € A | Xy = 1y),
onde A C X.

Ou seja, se a probabilidade do proximo estado, condicionada a toda a
trajetéria até o estado atual depende unicamente do estado atual. Por se
tratar da mesma coisa, estaremos sempre omitindo o primeiro termo daqui
pra frente, usando apenas P(X,11 = x;1 | X; = ;) para a chamada proba-
bilidade de transi¢ao da cadeia.

Exemplo 3. Em uma cidade hipotética, a previsao de chuva pode ser redu-
zida a hipoteses mais simples. Se em determinado dia estd chovendo, no dia
sequinte hd uma probabilidade de 60% de continuar chovendo, enquanto hd
40% de chance do dia sequinte ser ensolarado. Entretanto, caso esteja enso-
larado em tal determinado dia, as chances de chuva e sol para o dia sequinte
mudam. Uma vez que faz sol, no dia sequinte hd 80% de chance de fazer sol
ainda, sendo 20% de chance de chuva.
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Vamos modelar esse problema. Estamos numerando os dias pelo indice d
a partir de alguma data arbitraria, e definimos a variavel aleatéria

X, — 1, se faz sol no dia d.
471 0, se chove no dia d.

Se ja temos como representar o clima em certo dia d com uma variavel
X4, podemos descrever o tempo ao longo de muitos dias por um vetor de tais

varidveis. Escrevemos
Xg = (Xo, X1, ..., Xg).

Essas sao as varidveis aleatérias. Quando tomam valores, denotamos X, =
Ty, com Ty = (xg, X1, ...,Tq), para representar que (zo, X1, ..., Xq)
= (o, T1,...,%q).

Conforme a histéria contada sobre a cidade ficticia, a probabilidade de
chuva no proximo dia, dado todo o histérico, depende apenas do clima do
dia atual. Podemos escrever

P(Xa =y | Xa=a3) = P(Xao =y | Xo=a0,...,Xq=24)
= P(Xgn =y | Xq = za),

o que bate exatamente com as exigéncias para que a sequéncia seja uma
cadeia de Markov. Perceba que a probabilidade do clima do préximo dia
tampouco depende de quantos dias se passaram desde o inicio da sequéncia:
Independe se ontem fez chuva ou sol, pois se hoje ha chuva, a probabilidade
de que amanha faga sol depende apenas do dia de hoje. Entao, podemos
representar essa probabilidade apenas em funcao dos valores do dia atual e
do proximo, com

P(z,y) =P(Xar1 =y | Xa=2).

Percebamos que aqui também nao importa o valor de d, vale a equagao
para qualquer que seja o dia, quando tratamos do dia seguinte. Essa carac-
teristica, de que a probabilidade nao depende do indice tem uma definicao
prépria, que em breve trataremos. Agora que a expressao do problema esta
simplificada, escrevemos os valores

0,6, sexz=0ey=1

) 0,4, sex=0ey=0
Plz,y) = 0,8, sex=1ley=1
0,2, sex=1ey=0
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Nesse exemplo, o espaco amostral é X = {0, 1}, pois sao os unicos valores
possiveis. Qualquer outro valor teria probabilidade 0.

Uma vez que nosso espaco amostral é finito, podemos representar a cadeia
de Markov através de um grafo, conforme na figura 2.1.

0,2
0,4

0,8

0,6

Figura 2.1: Grafo direcionado da cadeia de Markov.

Podemos também tratar a fungao P como uma matriz, de entradas x e y:

- (b F)- (01 69)

de tal forma que P(0, 1) retorna o valor da matriz na primeira linha e segunda
coluna (e por af vai).

E se quisermos ir mais além no estudo de probabilidades? Supondo que
estejamos interessados em, sabendo que hoje faz sol, calcular a chance de que
faca sol depois de amanha, o problema é, portanto, descrito como

Como pouco importa a numeracao dos dias desde que fixado o espacamento
entre estes, tomo o dia de hoje como 0 e portanto depois de amanha, daqui
a dois dias, sera o dia 2. Da Lei da Probabilidade Total, sabemos que

P(Xo=1|Xy=1)
P(X, =1|X; = 0)P(X; = 0| X, = 1)
0,6%0,2+0,8%0,8=0,12+0,64 =0,76.

+
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Mais do que esse valor numérico, temos algo interessante acontecendo
aqui: Para encontrar o valor, multiplicamos a matriz P por ela mesma, e
lemos o valor da coluna 1 e linha 1:

P(1,1) = (P+ P)(1,1) = ((82 82) (8;‘ g:g)) (1,1) = 0,76,

Da mesma forma, podemos concluir que

P(X, =y|Xo=12) = ZP(J:, 2)P(z,y) = (P % P)(x, 2),

z€Q

e ainda que
= 3 P(e,2)P(a1, %) ... Plzao1y) = (P")(,y).

21,22,...,2n—1E€8Q

Assim, faz-se 1til a linguagem matricial para a cadeia de Markov. A
matriz P2 = P x P representa portanto as probabilidades de transicao de
nao um, mas dois dias. Dado que hoje temos um certo estado, sol ou chuva,
quais sao as probabilidades associadas a previsao de tempo para o dia depois
de amanha? A resposta é dada pela matriz

p2_ (0,4 0,6> <0,4 0,6) _ <0,28 0, 72)
0,2 0,8/ \0,2 0,8 0,24 0,76/

Fazer esse produto ou também potenciagao de matrizes abre um grande
leque de possibilidades na &drea de estudo de cadeias de Markov. O que
acontece entao se fizermos o produto de um vetor pela matriz? Uma linha de
uma matriz de cadeia de Markov representa a distribuicao de probabilidade
da varidvel no préximo tempo, condicional a um valor fixo para o tempo
presente.

Por exemplo, a primeira linha da matriz deste exemplo contém a fungao
de probabilidade P(X;y1 = - | X; = 0),

P(Xt+1:0|Xt:0) :0,46P(Xt+1: 1|Xt:0) :0,6

Por isso, todo vetor linha que compoe a matriz deve somar 1 e ter valores
maiores ou iguais a 0. Interpretando isso como uma notacao, podemos asso-
ciar uma probabilidade inicial para a cadeia de Markov. Tudo o que foi dito
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até agora sobre cadeias de Markov diz respeito a probabilidades condicionais,
mas o que acontece se quisermos obter P(Xy, = 1) ou P(X3 = 1)? Voltando
ao exemplo, como estamos estudando o clima a partir do dia 0, podemos
nao saber também se faz sol ou chuva nesse dia, e comecar associando uma
probabilidade inicial.

Fazemos a hipdtese de que

P(XOZO) :0,36P(X0:1) :0,7

Essa hipdétese nao interfere em qualquer probabilidade condicional, e por-
tanto nao faz com que a sequéncia de variaveis aleatorias deixe de ser uma
cadeia de Markov. Melhor ainda, podemos agora falar, uma vez indicada
essa probabilidade inicial, das probabilidades em cada tempo, sem estar se
condicionando ao estado em um ou outro determinado tempo.

Vejamos o calculo entao para os tempos 1 e 2 da probabilidade de chuva,
a partir dessa probabilidade inicial:

= 0,4%0,34+0,2%x0,7=0,12+0,14 =10,26
= 0,4%0,264+0,2% (1 —-P(X;=0))=0,4%0,26+0,2%0,74
= 0,104+ 0,148 = 0,252
Aqui também a forma matricial nos favorecera. Denotamos por 7 um
vetor linha que recebera como entradas os valores da funcao de probabilidade
inicial. Entao,
7=(0,3 0,7).

Com isso, podemos fazer o produto de 7 por P para obter o vetor linha com a
funcao de probabilidade P(X; = -) (perceba em destaque o valor ja calculado
anteriormente, a probabilidade de chuva):

0,4 0,6

TP =(0,3 0,7) (0 2 0.8

): (0,26 0,74).

Da mesma forma, podemos calcular o vetor com as probabilidades no tempo

2,
- 0,4 0,6\ (0,4 0,6
= (0,3 0.7) <0,2 0,8) \0,2 0,8
0,4 0,6

= (0,26 0,74) (0,2 08

> = (0,252 0,748).
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O mesmo vale para outros tempos, por conta da mesma operagao que se
faz através do teorema da probabilidade total para calcular probabilidades
condicionais a multiplos tempos: Também a multiplicagao vetorial-matricial
aqui nos da o resultado, de forma a, uma vez suposto que Xy ~ 7, termos
que X; ~ 7P,

2.1.2 Propriedades

Para estudarmos mais a fundo as cadeias de Markov, algumas defini¢oes serao
uteis:

Definigao 2. Seja (X;) uma cadeia de Markov tomando valores em X . Di-
zemos que X € o espaco de estados da cadeia de Markov (X;), e chamamos
um elemento desse espaco de estados, x € X, de estado. Caso X seja fi-
nito, dizemos que a cadeia tem espaco de estados finito. Caso tenha infinitos
possiveis valores, dizemos que a cadeia tem espaco de estados infinito.

O estudo de cadeias de Markov varia de acordo com o fato da cadeia ter
finitos estados ou nao. A principio, faremos algumas provas para espaco de
estados finito.

A préxima definicao classifica a dependéncia das probabilidades da cadeia
de transicao ao tempo decorrido.

Definigao 3. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados X.
Dizemos que a cadeia de Markov é homogénea (ou a tempo homogéneo) se

PXy1=y| Xi=2)=PXsn=vy | Xs=2x), Vr,y € X, eVs,t > 0.

Se a cadeia de Markov nao for homogénea, dizemos que é nao-homogénea.
A equacao acima € escrita considerando um espacgo de estados finito, mas
uma equacao andloga serve para uma cadeia em espaco de estados infinito.

Para o estudo de alguns métodos de MCMC, como Metropolis-Hastings,
apenas as cadeias homogéneas nos interessam. Aproveitando isso, podemos
simplificar a notagao com a seguinte definicao.

Definicao 4. Seja (X;) uma cadeia de Markov homogénea com espago de
estados X. Se X for finito, denotamos

P(r,y) =P( Xy =y | Xy = o)
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como a matriz de transi¢cao da cadeia, usando P ou outra letra maiiscula.
Se X for infinito e X1 | Xy = ¢ for uma varidvel aleatoria continua ou
mista, denotamos K(z,y) como o nicleo (ou kernel) de transi¢ao, onde

PXy1 €Al Xy =2)= / K(x,y)dy,
A

podendo-se usar outra letra maiiscula para representar o mesmo.

Daqui em diante, a teoria serd desenvolvida considerando espaco de esta-
dos finito.

No exemplo visto anteriormente, independente de em que estado estivesse
a cadeia, sempre seria possivel chegar posteriormente a qualquer outro estado,
em algum momento. No contexto, por mais que viesse um dia de chuva, o
sol voltaria a aparecer no futuro. Essa caracteristica nao é comum a todo
tipo de cadeia de Markov. Vejamos o exemplo abaixo:

Exemplo 4 (Ruina do Jogador). Um ezemplo cldssico no estudo e ensino das
cadeias de Markov é o “Gambler’s Ruin”, ou “Ruina do Jogador”. Trata-se
de uma modelagem de um jogador de um jogo de azar onde se tem a sequinte
regra:

Um jogador tem entre 0 e n moedas em cada rodada do jogo. A cada ro-
dada, ele faz uma aposta simples sobre o lancamento de uma moeda justa, ou
seja, com probabilidades iguais de vencer e de perder. Caso venca, o jogador
ganhard uma moeda a mais, e caso perca, perderd uma de suas moedas. Caso
o0 jogador alcance a quantia de n moedas, ele se retira do jogo, assim como
faz caso nao tenha jd nenhuma moeda, indo a faléncia.

Entao, podemos modelar, a partir da quantidade atual de moedas acumu-
ladas, a probabilidade do jogador estar com certa quantia apés uma rodada.
Portanto, denotando por X; a quantidade de moedas que o jogador tem no

tempo ¢, o espago de estados é X = {0,1,...,n}. Caso k nao seja 0 nem n,
temos:
1 1
P(Xt+1:k+1|Xt:k):§eP(Xt+1:k—1|Xt:l€):§

Caso ele tenha nenhuma moeda ou a quantidade maxima de moedas,
temos

PXpi=n|X;=n)=1eP(Xy1=y| Xy =n)=0,sey #n,
]:P)(Xt+1:0|Xt:O>:1e]P)(Xt+1:y|Xt:O):O,Sey%o.
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Perceba que essa é uma cadeia de Markov porque, de fato, nao importa toda a
trajetoria anterior dele com relagao a posse de moedas, apenas o estado atual
interferird na quantidade de moedas que terd na proximas rodada. Assim,
podemos representar a cadeia de Markov pela matriz de transicao

1000 ...0000
0 1 0000
010 4 0000

P=1: i Do ;
0000 1010
0000 0401
0000 0001

onde a primeira linha, tal como a primeira coluna, representa o valor 0 de
moedas.

Esse exemplo é 1til para discutir diferentes comportamentos das cadeias
de Markov, mas aqui o destacamos por ser possivel chegar a um ponto em que
um dos estados fique inalcangdvel no futuro. Perceba que o tinico valor nao
nulo da primeira linha é o da primeira coluna, de probabilidade 1. Entao,
uma vez que se esteja sem moedas, no proximo estado com probabilidade
1 se permanece sem moedas. Além disso, independente de quanto tempo
passe, quantas rodadas acontegam, o jogador seguirda sem moedas. Vemos
uma ilustracao do exemplo na figura 2.2.

Entao, dado um numero natural ¢ > 0 qualquer, e y € X tal que y # 0,
terei sempre P'(0,y) = 0. E impossivel portanto, ir do estado 0 para o estado
y, em qualquer tempo, como se nao fosse mais possivel sair desse estado. O
mesmo vale para sair do estado n nesse exemplo. Esse tipo de cadeia tem
portanto uma caracteristica diferente da cadeia do Exemplo 3, nos induzindo
a outra definicao.

Definicao 5. Uma cadeia de Markov (X;) definida num espaco de estados
X, com matriz de transicao P, € dita irredutivel se

para todo x e todo y € X, existe t € N* tal que P'(z,y) > 0.

Ou seja, em tempo finito, € possivel chegar de um estado a outro qualquer,
ao menos com probabilidade positiva. Caso uma cadeia nao seja irredutivel,
ela € dita redutivel.
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Trajetdria de ruina do Jogador, de 0 a 20

20.0
17.5 -
15.0
12.5 -

%100 1

75
5.0 1
25 1

00

Figura 2.2: Ruina do Jogador.

Esse é o caso do exemplo climatico, mas nao da Ruina do Jogador. Para a
simulacao Monte Carlo, serd interessante trabalhar com cadeias irredutiveis,
uma vez que ficar preso em alguns estados limitaria nossa exploracao do
espago de estados.

Outra caracteristica do exemplo de chuva e sol é o fato de que nao se fica
preso a ciclos. Isso ficard mais claro com o exemplo abaixo, onde isso nao
funciona tao bem:

Exemplo 5. Uma cadeia de Markov um tanto simplista é a representada

pela matriz
0 1
1 0)°

com espago de estados X = {1,2}.

Por mais que isso possa parecer estranho, essa é uma cadeia de Markov,
em que ha probabilidades 1 associadas as transicoes de um estado para o
outro. Suponha que saibamos o valor de X, e que Xy = 1. Entao, a matriz
me diz que P(1,2) = 1. Dai, com probabilidade 1, o préximo estado sera 2,
e assim por diante. Toda a cadeia, na verdade, ja esta amarrada, e sabemos
que

Xo=1,X1=2,Xo=1,X3=2,....
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Percebamos que essa matriz é irredutivel, uma vez que sempre é possivel
estar em qualquer um dois estados em no maximo dois tempos. Mas o exem-
plo nao é muito interessante, e se mostrarda nao muito 1util para métodos
MCMC. Mesmo para um tempo ¢ grande, apenas parte do espaco de estados
sera atingivel por vez.

Para evitar que coisas desse tipo ocorram (que em um tempo fixo sempre
voltemos a um estado ou um conjunto de estados), uma nova definigdo surge
a seguir:

Definicao 6. Seja (X;) uma cadeia de Markov irredutivel com espago de
estados X. Denotamos

T(x)={t>0:P(x,x) >0},
conjunto de tempos de retorno do estado x € X. Entao, dizemos que
T(x) = mde(T),
o maximo divisor comum do conjunto T, € o periodo do estado x.

A seguinte proposicao é um tanto surpreendente:

Proposicao 2. Seja uma cadeia de Markov irredutivel num espaco de estados
X finito. Todos os seus estados tem o mesmo periodo.

Demonstragao: Denotamos P como a matriz de transicao da cadeia de

Markov. Sejam z,y € X'. Tomamos T'(x) como o periodo de z e T'(y) como o

periodo y. Suponhamos, sem perda de generalidade, que T'(z) < T'(y). Como

a cadeia é irredutivel, existem r,s > 0 tais que P"(x,y) > 0 e P*(y,x) > 0.

Entao, r +s € T(x) e s+r € T(y). Entao, T(z) e T(y) dividem r + s.
Tomo t € T (z) qualquer. Dai, P*(x,x) > 0. Com isso,

Pretiy,y) = Y0 Py 2) Pz w) P (w,y)

zEX weX

> P*(y,x)P'(z, )P (z,y) > 0.
Entao, T(y) divide r + s + ¢t. Como sabemos ja que T'(y) divide r + s,

concluimos que T'(y) divide ¢t. Dai, T(y) é um divisor comum de todos os
elementos de T (z). Como T'(y) > T(z), que por sua vez ¢ maximo divisor
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comum de 7T (z), temos que T'(y) = T'(x). Entdo, de fato x e y tem periodos
iguais. 0

Uma vez que todos os estados tem o mesmo periodo, o periodo passa a
ser uma caracteristica da cadeia de Markov como um todo:

Definicao 7. Defino o periodo de uma cadeia de Markov irredutivel como o
periodo de qualquer um de seus estados possiveis. Dizemos que uma cadeia
¢ aperiodica se o seu periodo for igual a 1. Caso contrdrio, a cadeia é dita
periodica.

No caso do Exemplo 5, a cadeia tinha um periodo igual a dois. Como
pudemos observar, os tempos possiveis de retorno ao estado 1 partindo do
proprio eram 2,4, 6, ..., sendo assim uma cadeia periédica. Ja& no Exemplo
3, sempre era possivel retornar em apenas um passo para o estado atual.
Nesse caso, portanto, a cadeia tinha periodo 1, e pode ser dita aperiddica.

Uma das vantagens ja apontadas de se trabalhar com matrizes na repre-
sentagao de cadeias de Markov é a possibilidade de se analisar a evolugao da
cadeia a longo prazo. Voltando ao Exemplo 3, vejamos como ficam calculadas
algumas poténcias da matriz de transigao:

(0,4 0,6 ., (0,28 0,72
P_(o,z 0,8)’P _(0,24 (),26)’

ps_ (0.2512 0,748\ 5 (0,25 0,75
—\0,2496 0,7504) " ~\o,25 0,75/

A partir da quinta poténcia, todas as outras sao iguais a esta. De fato,
uma vez que as colunas de P° tem todos os valores iguais e as linhas de P
somam 1, o produto nao muda a matriz poténcia.

O que nos revela com essa conta? Que a longo prazo (ou nem tao longo
prazo, nesse caso), nao importa mais de que estado a cadeia tenha comegado,
as probabilidades de estar em um estado ou outro sao iguais quando decor-
ridas muitas iteracoes. E como se toda a cadeia tivesse “convergido” para
apenas uma distribuicao, independente da condicao inicial. Isso sera melhor
definido em breve.

Ja que obtemos linhas iguais na matriz da cadeia de Markov, o que acon-
tece se associarmos essa linha como probabilidade inicial da cadeia? Remon-
tando ao exemplo inicial, tomamos

7= (0,25 0,75)
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e supomos que P(Xy =) = 7(+). Entao, ao calcular as probabilidades de X}
segundo essa hipdtese, temos

TP = (0,25 0,75) (8;1 gg) = (0,25 0,75).

Nao s6 estamos multiplicando uma linha que soma 1 pela matriz e encon-
trando o mesmo vetor linha, como também estamos multiplicando por uma
matriz que nao tem linhas iguais (valores iguais em cada coluna). Isso re-
vela uma propriedade importante desse vetor de probabilidades iniciais com
relacao a essa cadeia de Markov. Uma vez que assumimos que as probabili-
dades iniciais da cadeia sao essas, elas se mantém em qualquer tempo ¢. Isso
nos leva a mais uma defini¢ao:

Definicao 8. Seja (X;) uma cadeia de Markov com matriz de transi¢ao P.
Dizemos que a distribuicao (representada em forma vetorial) T € estaciondria
para essa cadeia se

TP =T

Vetores em geral (nao necessariamente de probabilidade, somando 1) para
0s quais valha essa equacao sao ditos invariantes com relacao a matriz P.

Nao é por coincidéncia que o vetor linha que apareceu repetido na matriz
quando iterando uma certa quantidade de vezes seja também estacionario
para a mesma cadeia. Também nao é coincidéncia que essa matriz tenha de
alguma forma “convergido” para a uma matriz que repetisse o0 mesmo vetor
em todas as suas linhas, uma vez que a matriz representasse uma cadeia
irredutivel e aperiédica.

Proposicao 3. Toda cadeia de Markov irredutivel e aperiodica sobre espaco
de estados finito tem distribuicao estaciondria.

Demonstracao: A demonstracao que sera feita aqui nao é tao intuitiva,
mas constroi a distribuicao estacionaria de interesse.

Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov em espaco finito,
e seja u a distribuicao inicial da mesma cadeia. Definimos, para n > 0,

1
Vn = (i pP o pP".

Afirmacgao. |1, P(x) — v,(z)| <

BRI
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Omitindo alguns passos, temos que

v P(2) = va(2)

= g;%@www»ﬁmw

_ ;{ [%iﬂpi‘l(y)l - [% iuPi_l(y)] ‘

! ZZX [(z; u(z)Pil(Z,y)P(y7$)) —u<z>P“<z,:c>”
_ %;;%; )(Pi(z,2) — <W*@w»w

SR WED jmz,@ ~ PI(z,2))

- —%;u 2)|P(z,2) — 1] < = Z;m

Com isso, temos a desigualdade

(2.1)

S

v P () — ()] <

Se tivermos uma fungao limite para a sequéncia (v,) ou para uma de
suas subsequeéncias, essa distribuicao sera estaciondria por consequéncia da
desigualdade acima. Entao, seguimos a construgao sobre (1,).

Temos que
! (o +pP + -+ pP")
Vn —_— J— o0
+1 ntl B p H
1 1
_ P4+... prHhpy= ——_ WP).
g (Bt (gt pP oo pPYP) = e P)
Dai,
| = |G+, P) T Y&
Upil — Up| = |—— NV, ) — V| = |—— Up, Up
i nr 1 +1 n+1
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Uma vez que X ¢ finito, podemos fazer uma construgao sobre cada x,
até que consideremos todos os estados. Seja z € X. Entao, v,(z) € [0,1].
Por ser uma sequéncia num compacto, (v, ())nen tem alguma subsequéncia
(Un, (z))ren convergente. Por sua vez, para um outro y € X, a sequéncia
(Un, (¥) )ken também estd no compacto [0,1] e portanto tem subsequéncia
convergente. Fazendo isso progressivamente para todos os estados de X,
temos finalmente uma sequéncia (mg)ken tal que (v, (¢))ren converge para
todo x de X.

Finalmente, definimos

v(z) = klggo Vpn,, ().

Entao, por (2.1), temos que
2
iy P(2) = v (1) < =
Quando m tende a infinito, temos

lvP(z) —v(x)| = 0.

Ou seja, v é distribuicao estacionaria para P.
O

Proposicao 4. A distribuicdo estaciondria de uma cadeia de Markov irre-
dutivel e aperiodica sobre espaco de estados finito € unica.

Demonstracao: Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov
irredutivel e aperiédica e definida sobre espaco finito. Suponhamos que
e my sao distribuicoes estaciondrias para a cadeia. Lembrando que a cadeia
esta definida sobre um espaco de estados finito, consideremos x tal que
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e P*(y,x) > 0, para algum k € N, entdo desenvolvemos com

m(z) Z Wl_(y)Pk(y’@ _ Z m1(y) m2(y) Pry, )

() Jex 7o () Jex Ta(y) T2 ()
(@) T2(Y) pre, oy @) 1§~ Fly o
> ;W2($)W2($)P (yv ) 7r2($)7r2($)y26;( Q(y)P (yv )
_ m1(z) ma(x) _ m(z)
mo(x) my(z)  ma(x)

Entao, uma vez que P é irredutivel, existe k € N tal que P*(y,z) > 0. Dai,

para todo y € X, :;—Eyy; = :;—Efc; Tendo isso em mente, concluimos que
m(z)ma(y) _ m(z)
1= m(y) = = .
y%;( y%;( () ()
Ou seja, a distribuigao estaciondria é tnica. (]

O resultado que afirma que ha de fato uma convergéncia da cadeia de
Markov a sua distribuicao estacionaria ¢ citado na subsecao 2.2.4. Entre-
tanto, podemos ver uma intuicao ja aqui.

Seja P a matriz de transicao de uma cadeia de Markov em espaco de
estados finito. Suponhamos que, para todo x € X, valha que

lim P'(z,y) = 7(y)
t—o0
para todo y € X.
Entao, sendo essa, para cada y, uma convergéncia de uma sequéncia de

nimeros reais, podemos usar que toda subsequéncia converge igualmente.
Dai,

m(y) = lim P"™(x,y) = tlim ZPt<£L', 2)P(z,y)
—00

t—o00
zeX

= ZP(z,y) tliglo P'(z,2) = ZW(Z)P(Z7?J) =P (y).

zeX zeEX

Ou seja, m é estaciondria.
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Com isso, concluimos que se a cadeia convergir para uma distribuicao,
essa distribuicao serd a distribuicao estacionaria.

Outro conceito que sera 1til mais a frente é o conceito de equilibrio de-
talhado.

Definicao 9. Dizemos que uma distribuicao de probabilidade i e uma cadeia
de Markov com matriz de transicao P satisfazem as equacoes de equilibrio
detalhado se

(@) P, y) = p(y) Py, @), para todo z,y € X.

Quando calculamos um dos termos dessa equagao, hd uma certa intuicao
envolvida. Associando a p a probabilidade de se estar num elemento do
espacgo de estados inicialmente, e tomando por P a matriz de transicao da
cadeia de Markov, estamos dizendo que P(Xy = z) = p(z) e que P(X; =y |
Xo =) = P(x,y). Portanto,

w(x)P(z,y) =P(Xo=2)P(X; =y | Xo=2) =P(Xy =2, X1 =v).

Entao, o que esta sendo estudado aqui é a probabilidade de se estar num
estado x e em seguida estar num estado y. Entao, interpreto as equagoes
de equilibrio detalhado como garantir que “estar em um estado e depois no
outro é a mesma coisa que estar no outro e ir para o um”.

O seguinte resultado torna essas equacoes uma ferramenta muito util.

Proposicao 5. Seja (X;) uma cadeia de Markov com espago de estados X e
matriz de transicao P e seja m uma func¢ao de probabilidade de distribuicao
definida em X. Se valem as equacgoes de equilibrio detalhado para esse par,
ou seja,

m(x)P(x,y) = n(y)P(y,x), Vo, y € X,

entdo w € a distribuicao estaciondria da cadeia (Xy).

Demonstragao: Primeiramente, uma vez que temos a proposicao anterior
e tenhamos provado que 7 é uma distribuicao estacionéaria da cadeia, ela sera
“a” distribuicao estacionaria, por essa ser unica.

Assumo entao, por hipotese, as equagoes de equilibrio detalhado para 7 e
P. Para determinar se 7 é distribuicao estacionaria para a cadeia, precisamos
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verificar o valor de 7 P, o produto entre o vetor linha da distribuigao e a matriz
de transicao, nesta ordem. Tomamos y € X. Temos

TP(y) =Y w(@)P(x,y) =Y w(y)Py,x) =n(y) Y _ Ply,x) =n(y).

zeEX zeX zeEX

A segunda igualdade da linha acima vem das equagoes que assumimos. Ja a
ultima igualdade vem do fato de, fixado y, P(y, ) ser uma distribuigao de
probabildade e portanto somar 1.

Logo, 7 ¢é distribuicao estacionaria para P. 0]

Definicao 10. Uma cadeia de Markov com matriz de transicao P € simétrica
se

P(z,y) = P(y, )

para todo x e todo y no espago de estados.

E bem direto perceber que toda cadeia simétrica em espaco finito tem
como distribuigao estaciondria a distribuicao uniforme. Tomando P como
matriz de transicao de uma cadeia definida sobre um espago finito X', temos

1

que a distribuigdo uniforme sobre esse é dada por 7(z) = - Entao,

1 1
| ]
quaisquer que sejam xr e y em X.
Com isso, visitamos todos os conceitos necessarios para entender os algo-
ritmos de Metropolis e Metropolis-Hastings.

2.2 O Algoritmo Metropolis-Hastings

2.2.1 Problema e Proposta

Aqui, todo o estudo sobre cadeias de Markov tem por objetivo nos ambientar
a esse objeto que servird como ferramenta a ser usada em Monte Carlo.
Usando dados simulados a partir de cadeias de Markov, muitos problemas
sao resolvidos pela abordagem de Monte Carlo, por isso o nome, MCMC.
Mas onde uma sequéncia de varidveis pode nos ajudar?

Como foi visto anteriormente, a medida em que a cadeia de Markov evolui
com o tempo, em que se acessa X; para t grande, esta se aproxima da dis-
tribuicao estacionaria. Entao, se criarmos uma cadeia de Markov que tenha
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como distribuicao estacionaria nossa distribuicao de interesse, ao simular
essa cadeia, depois de passada uma certa quantidade de iteracoes teremos
praticamente amostras da distribuicao de interesse.

Anteriormente, no estudo das cadeias de Markov, comecamos com uma
cadeia e entao obtemos a sua distribuicao estacionédria. No uso em MCMC,
o caminho é inverso, partimos de uma distribuicao estacionéria. Criamos
essa cadeia de Markov para a distribuicao através das equagoes de equilibrio
detalhado.

Seja ™ uma fungao de probabilidade, representando também a distribuicao
que descreve. Criar diretamente uma cadeia de Markov pode ser complicado,
até porque nao hé intuicao de como montar uma matriz de transicao que
satisfaca as equagoes. Partimos entao de uma cadeia de Markov da qual ja
saibamos amostrar.

No primeiro caso, partiremos de uma cadeia simétrica. Relembrando,
uma cadeia de Markov com matriz de transicao P ¢ dita simétrica se

P(z,y) = P(y,z),Va,y.

Tomando portanto uma matriz transicao de Markov () simétrica, dese-
jamos criar uma outra cadeia de Markov nos inspirando no algoritmo da
amostragem por rejeicao. Definimos a cadeia de Markov através de sua ma-
triz de transicao P com

P(z,y) = Q(x,y)a(r,y), se x # y,

onde a funcao a é uma funcao de aceitacao ou nao da amostra de () para a
nossa cadeia. Isso quer dizer que amostraremos da cadeia (), mas aceitaremos
ou nao esta amostra de acordo com a fungao a. Caso nao haja aceitagao,
preservaremos o estado atual.

Queremos que as equagoes de equilibrio detalhado sejam validas para a
nossa distribuicao 7 de interesse e a cadeia (), portanto,

m(x)a(z,y)Qz,y) = m(x)P(z,y) = 7(y) Py, x) = 7(y)aly, z)Q(y, x).
Entao, a condicao primordial para que a satisfaca a equacao acima é

alz,y) _ 7W)QWx)

a(y,z)  m(2)Q(z,y)
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Da mesma forma, tenho

ay2) _m@)0Q@.y)

a(z,y)  w(y)Qy, x)

Como em muitos métodos, é conveniente que a aceitacao seja a maior
possivel. Por outro lado, sendo uma funcao de aceitacao, a taxa de aceitacao
é uma probabilidade, e deve estar entre 0 e 1. Sabendo que o valor da funcao
de aceitacao nao pode ser maior que 1, tomamos

m(y)Q(y, v) } _

a(x,y) = min {1,

m(2)Q(x,y)
Entao, basta agora verificar as condicoes de equilibrio detalhado:
7(x)P(z,y) = m(x)a(z,y)Q(x,y) = 7(x) min {1, %} Q(z,y).

Supondo, sem perda de generalidade, que pi(y)Q(y,z) > w(z)Q(x,y),
temos que

m(y)Q(y, v)

7(z)P(x,y) = m(x) min {1’ m(2)Q(z, y)

}Q(az,y) — (@)Q(, ).

Por outro lado, com essa nossa suposicao, temos que a(y, ) = % Dai,

m(2)Q(x, y)
T(y)Q(y, x)

Entao, de fato, com a cadeia construida dessa forma, temos as equacoes
de equilibrio detalhado.

O que foi visto até agora é apenas um vislumbre do método, que veremos
mais claramente a seguir. Vale destacar que ainda nao foi feita qualquer
conta sobre o caso em que uma amostra é rejeitada. Quando supomos que
() ¢é simétrica, a funcao de aceitacao se torna mais simples:

ofo,g) =min {1, 70,

()

m(y)P(y, v) = 7(y) Qy,z) = m(z)Q(z,y).

A utilizacao tanto de uma quanto da outra cadeia para geracao de valores
aleatorios é explicitada na se¢ao na proxima secao.
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2.2.2 Descricao

O método de Metropolis para obter uma amostra de uma distribuicao m é
feito da seguinte forma:

Primeiro, escolhemos uma cadeia de Markov com transicao () simétrica
da qual saibamos amostrar no mesmo espaco de 7. Tomamos xy nesse mesmo
espago como chute inicial. Definimos a(z,y) = % Depois, repetimos os

™
. . u
passos a seguir por uma quantidade n de vezes:

Algoritmo 5: Metropolis
Entrada: 7, Q, N, x
Definimos a(x,y) + m(y)/7(x)
parak=1,..., N faca

T~ Q(wp-1,)

u ~ Unif[(),l]

se u < a(zy_1,T) entao
| zp X

senao
L Tk — Tp—1

Saida :z™, ... z®

Ao final, obtemos x,, como uma amostra aproximada de 7, se n for sufi-
cientemente grande.

Vale citar um outro algoritmo, que nao exige que () seja simétrico, o
algoritmo de Metropolis-Hastings. Trata-se entao de uma versao mais geral
do algoritmo de Metropolis. A grande diferenca esta na definicao da fungao

de aceitacao
m(y)Q(y, z)
m(@)Q(x,y)’
que contorna a assimetria da cadeia proposta.
Entao, os passos do algoritmo sao seguidos da mesma forma.

a(x,y) =
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Algoritmo 6: Metropolis-Hastings

Entrada: 7, Q, N, x
Definimos a(z,y) < (7(y)Q(y, 2))/(7(2)Q(z,y))
parak=1,..., N faca
T~ Q(Th-1,")
u ~ Unif[(),l]
se u < a(zy_1,T) entao
‘ T < T
senao
L Tk — Th—1

Saida : 2

£®

g ey

Como comentamos acima, ao seguir um método de Monte Carlo por Ca-
deia de Markov, como é o caso do Metropolis-Hastings, estamos criando uma
cadeia de Markov, com sua transicao de Markov correspondente, para si-
mulé-la até que se chegue a amostras da distribuicao objetivo. Qual é entao
o nucleo de transicao dessa cadeia de Markov gerada pelo algoritmo? De-
vemos considerar que é possivel permanecer no estado atual numa proxima
iteragao nao so sorteando esse estado pela transicao proposta, mas também
rejeitando o valor sorteado. Logo, a transicao é

P(xvy) = Q(m,y)a(w,y) + ZQ(I7Z>(1 - a(m,z)),

zeX

que também pode ser escrita como

P(x7y) = Q(x,y)a(w,y) +EQ(I,~)[1 - a(x, Z)]

Tendo uma taxa de aceitacao a adequada, a cadeia de Markov acima pode
ser usada na geracao de valores da distribuicao de interesse. Ja vimos duas
taxas de aceitagao possiveis, usadas no método de Metropolis e Metropolis-
Hastings. Outras versoes, porém, também permitem o funcionamento do
algoritmo, fazendo valer as condi¢oes de equilibrio detalhado.

Suponhamos que uma transicdo P seja tal que P(z,y) = 7(y)S(x,y),
onde S é uma funcao simétrica. Entao,

m(z)P(z,y) = m(2x)7(y)S(z,y) = n(y)m(2)S(y, x) = 7(y) P(y, ),
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ou seja, as equacgoes de equilibrio detalhado sao preservadas.

Dai, temos um novo critério na construgao da cadeia. Queremos P(z,y) =
7(y)S(x,y), mas construimos a cadeia de transigao P através de uma cadeia
proposta () com a féormula

P(xvy> = Q(:E,y)a(x,y),

onde a(x,y) é a taxa de aceitagao, sendo a(z,y) < 1, desconsiderando o caso
em que y = x, por nao interferir na simetria. Entao, temos que

_ Plzy) _ w(y)S(x,y)
a(:c, y) - - :
Qr,y)  Qzy)
Tomando entao, uma taxa de aceitacao como acima com S simétrica,
vale, para x # y,

Ple.y) = Qe y)ale. 1) = Qo) "5 — w()S(a,0)
Enquanto isso, para = = v,
Plx,y) = W(y)Pﬁy’jy),
onde 2&Y ¢ simétrico por ser apenas evaluado em x = y. Essa é entao,

m(y
uma Con(figéo suficiente para que uma fungao possa ser usada como taxa de
aceitagao. Outro exemplo de taxa de aceitagao, a partir disso, é portanto a
seguinte proposta por Barker em 1965:

(2.) !
wTY) = e
1+ Tosey

De fato, essa obedece a condicao

1 1

1 + m@)Q(.y) T @)@+ (2)Q(w,y)
7(y)Q(y,z) 7(y)Q(y,x)

m(y) Q(r,y)Q(y, )
Qz,y) (y)Qy, x) + m(x)Q(x,y)’

onde a segunda fracao é fungao simétrica de x e y.
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2.2.3 Tamanho Efetivo da Amostra

Assim como o método da rejeicao, o Metropolis-Hastings trabalha com a
rejeicao de amostras de uma distribuicao proposta. Por outro lado, para
que as ferramentas de cadeias de Markov sejam aproveitadas, quando ha
rejeicao de valores, o método nao sé deixa de tomar o novo valor para parte
do algoritmo, como também permanece onde esta: O valor atual é repetido.

Essa repeticao de valores pode levar a alta correlagao. As amostras de um
método MCMC muitas vezes sao geradas eficientemente, porém a custo da
independéncia: Nao se pode dizer que as amostras sao independentes entre
si. Essa falta da independéncia influencia nos erros de estimacao.

Supondo que P seja a transicao de Markov de uma cadeia cuja dis-
tribuicao estacionaria seja m, distribuicao objetivo em questao no método
MCMC, vale que

P'(z,y) == 7(y),

em um sentido a ser explicitado mais a frente.

Entao, usar esse tipo de método, podemos comecar iterando o algoritmo
por uma certa quantidade de iteragoes, a fim de obter a convergéncia. Essas
primeiras amostras sao desconsideradas, como que queimadas, através do
que se chama de “burn-in”. Assim, depois do “burn-in”, temos amostras
da distribuigao 7. O estudo da convergéncia desses métodos estd voltado a
buscar o valor ideal do “burn-in”.

Assumo =, ..., (™ gerados de P depois do “burn-in”, tendo aproxima-
damente X ~ 7, Vi > 1. Dalf,

P(Xp=2®) = 3 B(Xy =2 | X, =2)B(X, = 2)

zeX

= Y 7w(2)P(z,2®) = w(2®),

zeX

por 7 ser estacionaria para P. E assim, vale para todo ¢ > 1.
Essas amostras sao tomadas para resolver um problema, por exemplo, de
inferéncia,

p=E-[f(X)].
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Nesse caso, de fato, em cada iteragao ¢ apés o “burn-in”:

BLACXO)) = [ F)m(a®)de® = B, [f(X0) = g
X
Da mesma forma, a variancia sobre cada amostra é a mesma do problema,
o? = Vo (f(X©)).

Obtida a amostra z = (zM, ..., ™), a partir de um método MCMC,
um estimador para pu é:

Fle) = = (FD) oot f0)),

Esse estimador é ndo-enviesado, com E[f(X)] = u. Entretanto, uma vez que
as amostras sao correlacionadas, o calculo da variancia exige mais atencao,
nao sendo apenas a soma das variancias de cada amostra. De fato, a es-
colha pelos métodos de MCMC ganha na geragao de grandes amostras da
distribuicao objetivo através de um método que nao tenha interferéncia da di-
mensao e que combine formas de reduzir a variancia, mas perde com relacao
ao fato das amostras nao serem mais IID (independentes e identicamente
distribuidas), pela perda da independéncia.

Na amostragem por importancia, as amostras, nao sendo da distribuigao
objetivo, mas tendo pesos em vista para corrigir a estimacao, faziam com
que o estimador tivesse uma variancia maior do que aquela de uma média
feita sobre a mesma quantidade de amostras da prépria distribuicao objetivo.
Aqui em MCMC, o uso de amostras correlacionadas faz com que o estimador
tenha variancia maior do que um que use amostras IID. Tanto num caso
quanto no outro, podemos avaliar como seria a variancia se alternativamente
o estimador usasse amostras IID da distribui¢ao objetivo. Essa comparacao
da origem ao conceito de tamanho efetivo da amostra.

Primeiro, se os valores amostrados z = 2, ..., 2" fossem independen-
tes, além de identicamente distribuidos (o que ja é caracteristica do MCMC
para um burn-in grande), a variancia seria

n n

V(@) = V(30X = — S V(D)) = SVars(X0) = 2
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Essa conta ¢ feita assumindo que ha independéncia. No caso de MCMC, ha
uma certa correlacao entre amostras da mesma cadeia de Markov.

Agora, voltamos & hipStese de que XM, ..., X™ vem dos sorteios do
MCMC, que tem sim uma certa correlacao entre si. Entao, a variancia do
estimador é

V(f(2))
= VY S0 = B[S S S(00) ~ Bl

— B A0) -]~ B S (00) - Y

= Bl 3K - llf(X) — ]

= 3 SCBIFXY) )+ oy S STEIF(XD) — p[F(X) ]
i=1 i=1 j#i

= S VU)o ST EIGE) - (7 (X9) - ).

Uma vez que temos X () ~ 7. segue que:

n

VUK = Sve(r(x) = 2

Enquanto isso, usando o fato da cadeia do Metropolis-Hastings ser homogénea
no tempo, temos, tomando j = k + 1,

[[D(X(j) | X(i)) — IP(X(’““) | X(i)) — p(X(kH) |X(1)).
Dali,

3 O SEIAXY) — p) (X)) — )]

i=1 ji

- 2 Z 37 EI(XD) = W) (F(XD) - )

= 233 B ) (FX6) - )]
i=1 k=n—1
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Para cada 7 e cada k,

[E [(f(X(“) = m)(f(XT) =) | XO]]
[E[(F(XY) = ) (F(XEFD) — ) | XV]]

= E[(f(XY) = (f(XED) = )]

_ COV(X(1)7X(]€+1)) _ 02,0(X(1),X(k+1)) — o%p;.

E
= E

Assim, concluimos que

V(f(z)) = ZV (X) +—ZZE — W) (f(XV) = p)]

i=1 j#i

g i i
= T4 Y ST BIXO) — () )
1=1 k=n—1i
0_2 9 n—1 n o n—1 n—k
_ 2 _ 2
= EZ Z O'pk—_‘i‘ﬁzza Pk
=1 k=n—1 k=1 i=1
0_2 n—1 2 n—1
= — 1+EZ(n—k)pk] - l-l—ZZ(l——)pk]
k=1 k=1

Ou seja, ainda que as amostras sejam da mesma distribui¢ao objetivo 7, que
nao deixa de ter a mesma variancia, a variancia do estimador sobre essas
amostras, que sao dependentes entre si, é diferente.

Em vez de ser apenas a variancia da distribuicao dividida pelo tamanho da
amostra, € dividida por uma termo que podemos interpretar como o tamanho
da amostra, a menos da correlacao. Vejamos:

n—1
k
L+ 22(1 - ﬁ)pk
k=1

0.2

~ ESS(f)’

V(@) = &

onde
n

{1 = 2:;1(1 — g)pk] |

ESS(f) =

Esse é o Tamanho Efetivo da Amostra.
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Se por acaso, pr =~ p constante para todo k, entao

: (I—S)Pk%pi(l—g):p((n—l)—n<n_1):(n_l)p>,

2n 2
k=1 k=1

n

e com isso,

n
ESSU)~ =,

que para n grande, é aproximadamente %.

2.2.4 Estudo da Convergéncia

Sabemos que uma cadeia de Markov ergddica converge para a sua distribuicao
estacionaria. Mas em que sentido converge, a que velocidade? Para isso, vale
a pena definir um conceito de distancia entre distribuigoes. Mais geralmente
o conceito esta definido para medidas.

Definicao 11. Sejam pe v medidas definidas sobre o espago X. A distancia
de variagao total entre p e v é definida como

= vl = 5 37 ) = vlw) |= 3 ) — (@),

zeE z€FE

onde T representa a funcdo

4 0, sex <0
xT = .
x, sex >0

Vamos interpretar essa definicao. Se duas distribuicoes de probabilidade
com fungdes de probabilidade p e v s@o iguais, entéo || — v|rv = 0. Por
outro lado, para que a distancia seja méaxima, as massas de probabilidades
devem estar localizadas em conjuntos disjuntos.

Sejam p e v medidas de probabilidade. Suponha que X = AU B, onde
A={zr e X | u{z}) >0t e B={xr e X |v({zx}) >0} com Ae B
disjuntos. Entao, p(A) =1 e pu(B) = 1. Dai, || — v||rv = 1.

Em qualquer ponto do espaco, as fungoes de probabilidade nao podem
ser muito diferentes se a distancia de variacao total for baixa.

Em [10], a partir do conceito de distancia de variagao total, a convergéncia
de uma cadeia de Markov pode ser controlada.
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Teorema 4. Seja P a transicao de uma cadeia de Markov irredutivel e
aperiodica, cuja distribuicdo estaciondria € dada por w. Entdao, existem «
entre 0 e 1 e c > 0 tais que

max || P (x, ) — 7|lrv < Ca'.
zeX

Portanto, a convergéncia da cadeia para sua distribuicao estacionéria é
exponencial. O célculo do tempo minimo para que a distancia de variacao
total esteja abaixo de um valor controlado foge ao conteido dessa obra.

De qualquer forma, basta que a distribuicao proposta explore bem o
espago de estados para que os resultados sejam satisfatorios. Por outro lado,
a exploracao de espacos de alta dimensionalidade e de estrutura complicada
é um desafio relevante. Frente a isso, outros métodos sao propostos.

2.3 Amostrador de Gibbs

Ao longo desse texto, discutimos diferentes métodos para lidar com dimensoes
cada vez mais altas. Ainda que outros métodos de Monte Carlo via cadeias
de Markov apresentem evolugao quando comparados aos métodos classicos,
explorar o dominio da distribuicao objetivo ao realizar amostragem pode ser
ainda um desafio. Quando essa exploragao acontece em alta dimensao, pode
ser que em algumas coordenadas (diregoes) o dominio seja espesso demais ou
de dificil mobilidade. Nesse caso, evoluir a amostragem de diferentes formas
para diferentes direcoes é uma alternativa.

O amostrador de Gibbs faz a atualizacao da cadeia coordenada a coor-
denada, permitindo que se regule quais dire¢oes variar mais, ou menos. Esse
método foi descrito pela primeira vez pelos irmaos Donald e Stuart Geman
em [5], como aplicagdo em recuperacao de imagens. A relagdo da mecanica
estatistica com o estudo fez com que o método levasse o nome do fisico e
matemdatico Josiah W. Gibbs.

2.3.1 Descricao

Queremos amostrar de uma distribuicao de probabilidade com densidade 7
sobre um espaco X'. Supomos que um ponto x do espago X possa ser escrito
como

xr = (ZEl,...,[L‘d),
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onde x; pode ser um escalar ou um vetor. A hipdtese essencial para o uso
desse algoritmo é de que seja possivel amostrar das condicionais completas,
ou seja, denotando x_; = (21,...,%i—1,Tz41,-..,2q), POssa se amostrar de
7(X; | #—q)), para todo i € {1,...,d}. A partir dai, estando em um valor de

amostra z() = (azgt), e ,arg)) o algoritmo decorre como

e cscolhoi e {1,...,d} e
e amostro z; ~ mw(X; | xft_)z]) :

A descri¢ao acima nao é suficiente. pois nao esta claro como i é escolhido
e nem o que fazer o valor x}. Assim foi escrito porque o Amostrador de Gibbs
tem dois tipos, pois o ¢ pode ser escolhido aleatoriamente a cada passo, ou
sistematicamente, seguindo uma rotina deterministica. E dependendo dessa
decisao, o valor de x} ¢é incorporado a amostra de uma maneira diferente.
Essa escolha difere os dois tipos de amostrador de Gibbs, descritos abaixo.

Na primeira abordagem, em cada iteracao o algoritmo sorteia qual serd
a coordenada alterada naquele passo. Partimos de z*~Y, sorteamos i de
uma distribuicao p(i) pré-definida, e entdao amostramos a i-ésima coordenada
x?) da préxima amostra ® a partir da distribuicio condicional total 7(- |
xft__ﬂl)). De uma iteracao para a outra ¢é feita apenas uma alteracao, em
uma coordenada sorteada, por vez, até que se completem as N iteragoes

pré-determinadas.

Algoritmo 7: Amostrador de Gibbs com Scan Aleatodrio

Entrada: (¥ = (:cgo), o ,iL‘((iO)), 7(- | 2j—y), para todo i de 1 a d, N,
p(-).
parat=1,..., N faga
i~ p()
(t)

)~ |

t—l))
-1 () . .(t-1) (t—l))

t (t=1)
a® () Ty sy Ty

Saida :zM,. .. z®)

Assim, a cadeia anda nas diferentes direcoes aleatoriamente. Note que,
se cada direcao tiver uma probabilidade positiva associada, com t tendendo
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a infinito, com probabilidade 1 cada direcao ¢ tera sido escolhida.

O outro tipo de Amostrador de Gibbs, com Scan Sistematico, tem definida
previamente a sequéncia na qual as coordenadas serao atualizadas, em vez de
sortear a coordenada que sera a proxima a ser atualizada. Para simplificar,
podemos reordenar as coordenadas de forma que a primeira sera atualizada
primeiro, depois a segunda e assim por diante. Para isso, supomos que
uma coordenada nao sera atualizada duas vezes antes que outra volte a ser
atualizada.

Entdo, a partir de =1, primeiro sorteamos xgt) da distribuicao condi-
cional total com relagdo ao tempo anterior 7(- | x(t)[—ﬂ). Depois, o passo
seguinte jé é sorteado a partir da condicional a um estado atualizado 7 (- |
(mgt),xg_l), e ,a:g_l))). Uma coordenada é atualizada por vez, até que se
complete todas e recomece o ciclo.

Algoritmo 8: Amostrador de Gibbs com Scan Sistemético

Entrada: 2(©) = (:cgo), . ,x((jo)), 7(- | 2j—y), para todo i de 1 a d, N.
parat=1,...,N faca
t t—1
)~ )
parai=2,...,d— 1 faga

t t t t—1 t—1
| 2P (] @0 2 2

t t
z) ~m(- ] 2y)
a® (2. ,x((it))

Saida :zW,... W)

Note que, no SGS, a casa iteracao t, d alteracgoes sao feitas, enquanto no
RGS, a cada iteracao, apenas uma mudanca ocorre no estado, em uma de
suas coordenadas. Entao, devemos tomar cuidado com a escolha de N, uma
vez que nao podemos comparar a velocidade através de N pela forma como
os dois algoritmos sao diferentes entre si.

Além da exploracao de espacos geometricamente complicados, uma im-

portancia do amostrador de Gibbs é que ele facilita a simulacao, quando
¢ menos complicado amostrar de distribui¢bes “condicionais cheias” (cada
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coordenada condicional a todas as outras) do que amostrar diretamente da
distribuicao objetivo.

2.3.2 Justificativa do Método

O Amostrador de Gibbs com Scan Aleatério (Random-Scan Gibbs Sampler,
ou RGS) pode ser interpretado como um tipo particular de algoritmo de
Metropolis-Hastings, com matriz de transicao e taxa de aceitacao especificas.

Proposicao 6. Sequindo o algoritmo do Amostrador de Gibbs com Scan
Aleatorio para uma distribuicdo objetivo w, associando a cada indice de co-
ordenada i uma probabilidade «; de escolha (p(i) = «;), tem-se a sequinte
transicao de Markov:

P(z,y) = Zﬂ(yi | 2)0(Y—i) — T—i)) v,
para a qual valem as equacoes de equilibrio detalhado.

Demonstragao: Note que 7(y; | z(—;) ¢ uma distribuicao conhecida por
hipétese do algoritmo. De fato, pelo Teorema da Probabilidade Total, temos,
para a probabilidade de transi¢cao em uma iteracao do algoritmo,

P(X, =29 | X,y =207Y) = ZI[D(Xt =" i, X, 1 = 2)P(i)

= ZP(Xt = l’(t) ‘ ’L',Xt,1 = Qf(til))&i.

®)

Uma vez escolhido o 7, o algoritmo aponta que deve-se sortear x;’ ~ (- |

xft__ﬂl)), e substituir o valor na coordenada i. Entao, apenas se todas as coor-
denadas menos uma, no caso a propria ¢, forem iguais, havera probabilidade
positiva dessa transicao.

Ou seja, podemos escrever

. _ —1 —1
P(X, =2 [ 4, X,y = 207Y) = 7(@l” | 2" N)o (V) — 2.

E com isso, concluimos a equacao do enunciado, sobre a transicao.
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E possivel ir além,
P(X, = 2 |6, Xy = 270) = w(ef? | o)l — =(5)
®) .(t=1)
LG P
(t—1) —i —
Tz ")

o W(x(t)) ((t) (t—l))

0 O\ =i) T -
W(IE_)Z])
onde, no caso em que x&] = ZL‘[(:]D, temos () definido como (:Egt_l), . ,xl(t:ll),
) .(t=1) (t-1)
T Ty ).

Para que a notacao seja mais explicita, ja sabendo que o algoritmo tem a
transicao de Markov descrita como acima, denotamos P(z,y) = P(X; = y |

i, Xy—1 = x). Definimos S;(z,y) = % Entao, caso yj_; # o[,
O(y1—q) — T—q))

=0.
W(I[,ﬂ)

Se Y(—i) = T(-i),

O(Y—) — =) O6(T—y — Y—q)
Silx,y) = = ~ Siy. 7).
(z,y) (@ g) () (y, )

Portanto, S é uma funcao simétrica, e pode-se escrever P como

P(z,y) = ZP(?J i, 2)P() = Y 7 (y)Si(x, y)os = 7(y) Z Si(z,y)a.

(2
E, sendo cada S; simétrica, a fungao S = Y S;i(z,y) é simétrica. Logo,
i

a transicao de Markov P(z,y) é reescrita como o produto de 7(y) por uma
funcao simétrica. Segundo o raciocinio desenvolvido anteriormente a respeito
das taxas de variagao alternativas na secao 2.2.2, por ser dessa forma, para
P valem as equacoes de equilibrio detalhado. De fato,

m(z)P(x,y) = m(x)7(y)S(z,y) = n(y)n(x)S(y, v) = n(y) Py, x),Vo,y € X.
0

J& criando uma cadeia de Markov cuja distribuicao estacionaria é 7, por
conta do equilibrio detalhado, o algoritmo nao exige algum tipo de taxa de
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aceitagao, visto que a propria cadeia ja serve para o algoritmo. Vale perceber
que, se fosse calculada uma taxa como no Metropolis-Hastings comum, teria

a(x,w:mm{%%@ 1},

m(y)P(y,z) _ w(y)m(z)S(y, )
m(z)P(z,y)  w(x)m(y)S(z,y)
)

Entao, este ¢ um caso de Metropolis-Hastings onde sempre se aceita o valor
sorteado.
O resultado acima tem o seu analogo para o SGS:

Proposigcao 7. Seguindo o algoritmo do Amostrador de Gibbs com Scan
Sistemdtico, com distribuicao objetivo w, tem-se uma transicao de Markov
com distribuicao estaciondria .

Demonstracao: De uma iteragao para a outra no amostrador de Gibbs
sistematico, sao sorteados valores novos para cada coordenada dentre as d
dimensoes, um depois do outro. Da descricao do método, tenho que a matriz
de transicao é

P(z,y) =7 | 22, .., za)7(Y2 | 1,23,y xq) oo 7 (Ya | Y1, -+, Ya1),

onde x = (x1,...,24) ey = (Y1, -, Ya)-
Nesse caso, o amostrador de Gibbs nao gera uma cadeia reversivel, mas
sim uma cadeia que tem 7 como sua distribuicao estacionaria. A conta segue:

(7P)(y) = Y m(x)P(z.y)

= Z"'Zﬂ(ﬂfb---wd)ﬁ(yl | 22, @a) o T (Ya | Y1y Ya1)
x1 Tq

== Z"'Zﬂ_(xl?"'axdayl)’]r(yQ ‘ y27x37"'7$d>---7r<yd ’ yla"'aydfl)
xr1 Tq

e assim até que se obtenha

(mP)(y) :Z"‘ZW(%,---,$d7y1,---,yd)-
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E dai,
(WP)<y) = Z'“Zﬂ-(xla"'7xd7y17"'7yd)
T1 T4

= 7T(y1,---,yd> = W(y),

obtendo que 7 é distribuicao estacionaria para d.
A mesma prova pode ser feita para o caso continuo, com o nicleo de
transicao dado por

K(x,y)=7m(y1 | z2y -y xq) .. 7(ya | Y1, -, Ya1),

e fazendo a conta para

(rK)(y) = / . / 7(2)K (2, y)dz; . .. dzg.

A convergéncia da cadeia, vem, portanto, das mesmas propriedades de
cadeias de Markov que garantem a convergéncia do algoritmo Metropolis.

O

2.4 Monte Carlo Hamiltoniano

2.4.1 O Problema

Os métodos de Monte Carlo por cadeia de Markov tem como base a criagao de
uma cadeia de Markov que satisfaga as condigoes necessarias para gerar, apos
uma certa quantidade de iteragoes, amostras de uma distribuicao desejada.
Para criar essa cadeia adequada, o método de Metropolis-Hastings propoe
a utilizacao de outra cadeia, ja conhecida e da qual se saiba amostrar a
principio, e um passo de aceitagao ou rejeicao para que a cadeia se associe a
distribuicao objetivo. Entretanto, como visto anteriormente, o sucesso desse
método depende de uma boa escolha da distribuicao proposta.

Se a transicao provocar baixas probabilidades de aceitacao, o método
levara tempo para gerar novas amostras e o tamanho efetivo serd baixo. Por
outro lado, se a distribuicao de transicao tiver sua massa de probabilidade
muito concentrada em torno do estado atual, também teremos problema
com a dependéncia entre as amostras, e a cadeia levara tempo demais para
explorar o espago.
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Uma forma de aproveitar informacoes da distribuicao proposta para
MCMC e explorar bem o seu espaco de estados é apresentada pelo algoritmo
Monte Carlo Hamiltoniano. Além das propostas serem distantes, elas tem
alta probabilidade de aceite.

O problema segue o mesmo: queremos gerar amostras da distribuicao
7, e gostariamos que a correlacao nao fosse tao alta. A seguir, o método é
descrito.

2.4.2 Descricao

O método de Monte Carlo usa uma transicao proposta baseada na simulacao
de um sistema Hamiltoniano, da fisica estatistica. A fundamentacao tedrica
completa vai além do escopo desse trabalho, pois exige o estudo de geometria
simplética.

Seja 7, a distribuicao de interesse. (Queremos amostrar valores da m,
sobre o seu espago amostral, X'. Como em muitos casos, sabemos apenas
valores do nicleo da densidade 7., tendo portanto m,(z) = “T(x) Definimos
a funcao

U(z) = —log(ma(x)),

que interpretaremos como “energia potencial” do sistema. Por outro lado,
Ta(z) oc eV @),

A intencao aqui é tratar um ponto no espaco amostral como uma particula
fisica. Queremos que a cadeia de Markov se mova pelo espago amostral
gerando valores de 7, portanto, fazendo seus movimentos segundo uma lei
para a qual valham as equacoes do equilibrio detalhado. Cada posigao dessa
particula serd um valor de X'. Para descrever esse movimento, associaremos
um momento p, uma segunda variavel com a mesma dimensao d de x, a au-
xiliar na simulacao da fisica. A esse momento, ou quantidade de movimento,
estard associada uma energia cinética,

1
K(p) = 5 TG_1p7

sendo G uma matriz d X d de covariancia, ou seja, simétrica positiva simétrica.
Essa matriz induz uma normal multivariada centrada na origem, com ex-
pressao dada por

m(p) = (2m)7|G) 726 W oc W),
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Diremos que H(z,p) = U(z)+ K (p) é o Hamiltoniano do sistema, sistema
esse que ¢é caracterizado por x e p. Dessa forma, a distribuicao conjunta de
x e de p seria

7(2,p) = To(@)m,(p) = ¢ VO(@m)G]) DoKW oc ¢ HED),

A ideia agora é percorrer sobre o espago dos estados z = (z,p) de forma
a manter constante os valores de H(z,p). Para isso, escrevendo (z,p) =
1

xl . 2% pr, ..., pg), seguiremos as equagoes de Hamilton,
dz*  OH
dt Ozt

A solucao desse sistema de equacoes nao é encontrada analiticamente,
mas um método numérico permite que se ande sobre as curvas de nivel desse
sistema. O método usado no HMC é conhecido como “passo de leapfrog” ou
também integrador de Stérmer—Verlet. A partir de um estado 2% = (2%, py),
o préximo é dado pelas equacgoes

TOH , |
P+l Zpk—§%(x ),

ottt =t + T_(pk-i-%)?

Op
_ e TOH
Pk+1 =P 2 O (95 )

Esses passos sao boas aproximacgio (ordem de 72 para z e ordem de 73
para p) por motivos relacionados a geometria do método. Visto que o erro
de aproximacao para as curvas dadas pelas equagoes depende de 7, nao es-
colhemos 7 muito grande como passo de “integracao numérica” usando o
leapfrog. Por outro lado, dar passos muito pequenos entre uma amostra e
outra levaria a amostras muito correlacionadas, caindo em problemas co-
muns ao Metropolis-Hastings e tendo a cadeia de Markov semelhante a um
passeio aleatério (o caso particular do algoritmo Metropolis que tem como
distribuicao proposta um passeio aleatério é o chamado Random Walk Me-
tropolis). A solucdo, portanto, é fazer varios passos de leapfrog antes de
considerar uma nova amostra.
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Depois de percorrido o movimento que simula a mecanica Hamiltoniana
de H, fazendo o que seria a nossa amostragem proposta, resta um passo de
aceitagao ou rejeicao, para garantir as equagoes de equilibrio detalhado. Tais
equagoes vem do interesse na reversibilidade da cadeia: QQue se possa chegar
ao ponto de origem a partir do ponto de chegada do algoritmo a menos de
uma compensacgao da taxa de aceitacao. Para isso, antes de aplicar o passo
de rejeicao, multiplicamos o momento p obtido pelo leapfrog por —1.

O uso do Leapfrog para a aproximacao do sistema Hamiltoniano é essen-
cial para as equagoes de equilibrio detalhado, pois é uma aproximagao que
mantém o volume.

Entre pontos z e w de um espaco de estados geral, a funcao de aceitagao
deve ser da forma a(z,w) = w(w)g(éﬁ)), onde S é uma funcdo simétrica, 7
é a distribuigao objetivo, nesse caso m(z) = 7(x,p), e Q(z,w) é a transigdo
proposta, que descreve a probabilidade de ir para w uma vez que se esteja
em z. No caso da cadeia auxiliar do HMC, isso envolve o sorteio de um
momento em uma distribuigdo normal centrada na origem (que é simétrica,
uma vez que p e —p tem a mesma probabilidade de escolha), e a evolugao
deterministica (numérica) segundo os passos de leapfrog. Entdo, a transigao
proposta no HMC pode ser dita simétrica, e nesse caso,

S(z,w) S(z,w)

Qzw) ")

alz,w) = m(w)S(z,w) = 7(w)Q(z,w) QG.w)

onde S(z,w) = S(z,w)Q(z,w). Sabendo disso, a probabilidade de aceitacio
no Monte Carlo Hamiltoniano é

a((z®,p"), (2%, p*)) = min{1,exp [~ H(z*,p*) + H (2", p")]}.

Tendo tudo isso bem claro, podemos descrever o método explicitamente.
Para amostrar valores {x(l), e ,x(t)} de 7,, vamos amostrar valores de
7(x, p), incluindo p, varidvel de momento. Definimos H (z,p) = K(p)+U(z),
onde K(p) = 3p"G'p e U(x) = —logm,(x), com 7, x m,. Calculamos
analiticamente as derivadas parciais 22 = %—[If e %—I; = %—g. O algoritmo se

Op
segue:
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Algoritmo 9: Monte Carlo Hamiltoniano

Entrada: 7,[,t,G, e derivadas

Inicio com (z(©, p®)

parai=1,...,t faga

(), py) + (207D, i)

Py ~N(0,G)

para k=1,...,[ faga
R

Ty Tl + T%_I,;I(pqu)

Lo e — 5 ()

Sorteio u ~ Unif]0, 1]

se u < (20D, pi), (2", p'")) entdo
z® xl(z)
P+ —p}’
senao
L P e =)
Saida :azW, ... z®

Esse algoritmo usa informagoes que temos sobre a distribuicao objetivo
para moldar a distribuicao proposta.
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Capitulo 3

Conclusao

Nesse trabalho, vimos algumas técnicas de Monte Carlo e percebemos como
diferentes métodos sao capazes de superar obstaculos provenientes de algo-
ritmos mais simples. Em particular, as diferencas foram notaveis em pro-
blemas de alta dimensionalidade, tanto pela dificuldade em se explorar o
espago amostral da distribuicao de interesse, como no controle da variancia,
que se torna cada vez mais dificil em altas dimensoes. O desafio esta sempre
ligado a variancia, e aumentar a quantidade das amostras nao costuma ser
computacionalmente viavel.

Os métodos estatisticos classicos podem ser satisfatérios em dimensoes
baixas, onde métodos numéricos também sao suficientes e os espacos amos-
trais sao mais simples. O algoritmo de aceitagao e rejeicao apresentou a
dificuldade na geracao de uma amostra grande, caso a taxa de aceitacao
seja baixa. Ja o método da amostragem por importancia tinha o desafio de
uma possivel amostra grande com poucos resultados relevantes, levantando
o problema do tamanho efetivo da amostra (ESS).

Métodos de Monte Carlo via Cadeias de Markov evitam algumas das
dificuldades com dimensao alta, mas também tem seu limite, e cada vez
mais os algoritmos tem de ser aperfeicoados. Vimos que um ponto baixo
dos métodos de MCMC ¢é a dependéncia dos valores gerados, uma vez que
pode nao haver amostra independente, e um método baseado em Metropolis
tera sua correlacao atrelada a correlacao da cadeia de Markov usada como
proposta. Isso influencia diretamente o tamanho efetivo da amostra.

Conseguimos provar a convergéncia de alguns métodos, mostrando que
estes tem embasamento tedrico que da sustentagao ao seu uso. Alguns, en-
tretanto, ao longo da pesquisa, mostraram requerer um estudo mais profundo
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de geometria e estatistica. Com isso, revelam-se possibilidades de trabalhos
futuros.

Alguns dos principais textos usados como referéncia na formacao dessa
dissertacao foram os livros [4], [11], [16], além do artigo [1]. Alguns textos de
geometria também foram desbravados, mas nao tiveram seu conhecimento
explorado no contetudo final da dissertacao.

3.1 Trabalhos Futuros

Afim de compreender mais profundamente o funcionamento dos métodos
ligados a mecanica estatistica, podemos estudar geometria simplética e pre-
parar um material voltar a sua aplicacao na estatistica computacional. A
justificativa do método de Monte Carlo Hamiltoniano exige esse passo.

Também ligado a geometria Riemanniana estao os métodos de Langevin
adaptado por Metropolis e Monte Carlo Hamiltoniano por variedades Rie-
mannianas. Esses métodos permitem a exploracao de espagos amostrais de
distribuicoes levando mais ainda em conta suas caracteristicas geométricas,
e podem ser um bom objeto de estudo futuramente.

Tendo compreendido melhor os métodos ja inventados, podemos propor
melhorias e alternativas. Esse é um possivel objetivo futuro, para mais longo
prazo. Também estudar a aplicacao da estatistica computacional no apren-
dizado de maquina e na prépria estatistica pode dar melhor intuicao sobre
os caminhos a seguir e as questoes as quais nos engajar.
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