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Orientador: Ademir Fernando Pazoto D.Sc.

Rio de Janeiro

Agosto de 2018
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Resumo da Dissertação apresentada à IM/UFRJ como parte dos requisitos necessários

para a obtenção do grau de Mestre em Ciências (M.Sc.)
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Miguel Dario Soto Vieira

Agosto/2018

Orientador: Ademir Fernando Pazoto D.Sc.

Programa: Matemática

Neste trabalho, mostramos a propriedade de controle exato local na fronteira para

um sistema não linear de duas equações de Korteweg-de Vries acopladas que modelam as

interações de ondas de gravidade não lineares (veja [14]). Seguindo o método apresentado

em [16], que combina a análise do sistema linear e o Teorema do ponto fixo de Banach, o

problema de controlabilidade é reduzido a provar uma propriedade de continuação única

das autofunções do operador diferencial correspondente. Além disso, mostramos que em

alguns casos é posśıvel obter a controlabilidade do sistema usando apenas dois controles.

Isso pode ser feito dependendo do domı́nio espacial e do tempo de controle.
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Advisor: Ademir Fernando Pazoto D.Sc.
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In this work, we show the exact local property of boundary control of a non-linear

system of two coupled Korteweg-de Vries equations that model the interactions of non-

linear gravity waves (see [14]). Following the method in [16], which combines the analysis

of the linearized system and Banach’s fixed point theorem, the controllability problem

is reduced to prove a unique continuation property of the eigenfunctions of the corre-

sponding differential operator. Also, we prove that in some cases it is possible to get the

controllablity of the system by using only two controls. This can be done depending on

both the spatial domain and the control time.
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Caṕıtulo 1

Introdução

Em [14], Gear e Grimshaw obtiveram um modelo para descrever a interação entre duas

ondas gravitacionais internas e longas em um fluido estratificado. Trata-se de um sistema

que tem a estrutura de um par de equações de Korteweg de Vries (KdV) acopladas com

efeitos dispersivos e não lineares, que tem sido objeto de pesquisa intensiva nos últimos

anos.

Neste trabalho, estamos interessados no estudo do sistema de Gear-Grimshaw
ut + uux + uxxx + a3vxxx + a1vvx + a2(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

b1vt + rvx + vvx + b2a3uxxx + vxxx + b2a2uux + b2a1(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L),

(1.1)

satisfazendo as seguintes condições de fronteira{
u(t, 0) = 0, u(t, L) = h1(t), ux(t, L) = h2(t), em (0, T ),

v(t, 0) = 0 v(t, L) = g1(t), vx(t, L) = g2(t), em (0, T ),
(1.2)

onde a1, a2, a3, b1, b2, r ∈ R. Ao longo do trabalho, por questões técnicas assumiremos que

1− a2
3b2 > 0 e b1 = b2 > 0.

As funções h1, g1, h2, g2 são os controles e (u0, v0) é o dado inicial.

Nosso objetivo é verificar se é posśıvel forçar as soluções desses sistemas a terem

certas propriedades desejadas, escolhendo controle apropriados. Mais precisamente,

consideraremos o seguinte problema clássico que surge na teoria de controle:
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O problema de controle exato: Dado T > 0, L > 0 e (u0, v0), (u1, v1) em

(L2(0, L))2, pode-se encontrar controles apropriados h1, g1, h2, g2 em certos espaços

funcionais, tal que a solução correspondente (u, v) de (1.1)-(1.2) satisfaz

u(T, ·) = u1, v(T.·) = v1. (1.3)

Se a resposta para o problema acima for positiva, dizemos que o sistema é

exatamente controlável.

O problema de controlabilidade que abordamos aqui tem sido intensamente estudado

no contexto das equações de onda e calor, porém há menos resultados para a equação tipo

KdV com condições na fronteira como em (1.1). Em [16], Rosier mostrou que a equação

escalar linear 
ut + uxxx + ux = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = 0, ux(t, L) = h(t), em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), em (0, L),

(1.4)

é exatamente controlável por meio de um único controle h ∈ L2(0, T ), exceto quando L

pertence a um conjunto enumerável de comprimentos cŕıticos da forma

Λ =

{
2π

3

√
k2 + kl + l2, k, l ∈ N

}
.

Esse resultado foi provado fazendo uso do método de HUM (Hilbert Uniqueness Method)

introduzido por J-L Lions (Veja o Apêndice) e um principio de continuação única para

as autofunções do operador diferencial. Por um argumento de linearização tem-se um

resultado de controlabilidade local para a equação semilinear escalar
ut + uxxx + ux + uux = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = 0, ux(t, L) = h(t), em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), em (0, L),

(1.5)

também provado em [18].

Até onde sabemos, os primeiros resultados de controlabilidade para o sistema (1.1)

foram obtidos em [28], considerando um domı́nio periódico e r = 0. Neste caso, uma

diagonalização dos termos principais permite desacoplar o sistema linear correspondente

em duas equações KdV e usar os resultados anteriores dispońıveis na literatura. No que

diz respeito a um intervalo limitado (0, L), mais tarde, Micu et al., em [29], provaram

o seguinte resultado relativo à propriedade de controlabilidade exata na fronteira, que
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constitui a parte central desse trabalho:

Teorema 1.1. Sejam L > 0 e T > 0. Então, existe uma constante δ > 0, tal que para

quaisquer dados inicial e final (u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2, satisfazendo

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ e

∥∥(u1, v1)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ,

existem quatro controles h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ), tal que a solução

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩H1(0, T ; (H−2(0, L))2)

de (1.1)-(1.2) verifica (1.3).

A prova do Teorema 1.1 combina a análise do sistema linearizado e o Teorema

do ponto fixo de Banach. Para analisar o sistema linearizado, os autores utilizaram

o método HUM (veja o Apêndice) e os argumentos apresentados por Rosier em [16].

Nesse caso, mostrar a propriedade de controlabilidade exata é equivalente a mostrar

uma desigualdade de observabilidade para as soluções do sistema adjunto. O problema é

então reduzido a provar uma propriedade de continuação única para as autofunções do

operador diferencial associado à variável espacial.

Uma melhora do Teorema 1.1 foi feita por Cerpa et al., em [30]. Os autores consi-

deraram o sistema (1.1)-(1.2) com apenas dois controle atuando sobre as condições de

fronteira, isto é,{
u(t, 0) = 0, u(t, L) = 0, ux(t, L) = h2(t), em (0, T ),

v(t, 0) = 0 v(t, L) = 0, vx(t, L) = g2(t), em (0, T ).
(1.6)

Neste caso, a análise do sistema linear é muito mais complicado, portanto os autores

utilizaram uma abordagem direita baseada na técnica de multiplicadores que dá a desi-

gualdade de observabilidade para pequenos valores do comprimento L e grande de tempo

de controle T .

Teorema 1.2. Sejan L, T > 0 satisfazendo

max {b, c}
min

{
b(1− ε̂2), (1− a2b

ε̂2
)
} { rL2

3cπ2
+

L3

3Tπ

}
< 1,

onde

ε̂ =

√
−(1− b) +

√
(1− b)2 + 4a2b2

2b
.

Então, existe uma constante δ > 0, tal que para qualquer dados iniciais e finais
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(u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2 verificando

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ e

∥∥(u1, v1)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ,

existem dois controles h, g ∈ L2(0, T ), con h1 = g1 = 0 tal que a solução

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2),

de (1.1)-(1.6) satisfaz (1.3).

A análise que descrevemos acima, foi organizada da seguinte forma: No Caṕıtulo 2 da-

mos algumas definições e teoremas que serão utilizadas ao longo do trabalho. No Caṕıtulo

3 fazemos um estudo do sistema linear homogêneo, do sistema linear não homogêneo e

do sistema adjunto, obtendo a boa colocação e alguns resultados adicionais. No Caṕıtulo

4 estudamos a controlabilidade do sistema linear, provando uma desigualdade de obser-

vabilidade fazendo uso de um prinćıpio de continuação única. Finalmente, no Caṕıtulo 5

provamos os resultados principais do trabalho, ou seja, a controlabilidade local do sistema

não linear.
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Caṕıtulo 2

Preliminares

2.1 Espaço das Distribuições

Definição 2.1. Seja ϕ : Ω ⊂ Rn → R, uma função cont́ınua, onde Ω é um aberto.

Definimos suporte de ϕ como o fecho em Ω do conjunto dos pontos de Ω onde ϕ não se

anula. Vamos denotar o suporte de ϕ por supp(ϕ). Logo, temos

supp(ϕ) = {x ∈ Ω;ϕ(x) 6= 0}.

Definição 2.2. Representa-se por C∞0 (Ω) o espaço vetorial das funções de classe

C∞ em Ω, que possuem suporte compacto em Ω.

Dizemos que uma sequência de funções (ϕn)n∈N em C∞0 (Ω) converge para ϕ em

C∞0 (Ω), quando forem satisfeitas as seguintes condições:

i) Existe um subconjunto compacto K ⊂ Ω, tal que supp(ϕn) ⊂ K, ∀n ∈
N, e supp(ϕ) ⊂ K;

ii) ϕ
(j)
n → ϕ(j), uniformemente, para todo j ∈ N, quando n→∞.

Definição 2.3. O espaço vetorial C∞0 (Ω), munido da noção de convergência acima, será

denotado por D(Ω) e denominado espaço das funções testes. Denomina-se distribuição

sobre Ω a toda forma linear T : D(Ω) → R, cont́ınua com respeito a topologia de D(Ω),

isto é, se (ϕn) é uma sequência em D(Ω) convergindo para ϕ em D(Ω), então

〈T, ϕn〉 → 〈T, ϕ〉, quando n→∞,

onde 〈T, ϕ〉 representa o valor da distribuição T na função teste ϕ.

Exemplo: Seja φ definida como

φ(x) =

e · e
− 1

1−x2 se 0 ≤ x < 1

0 se x ≥ 1

5



esta função está em D(R+) e notamos que φ(0) = 1 e φ(x) = 0 ∀x ≥ 1.

Definição 2.4. O conjunto das distribuições escalares sobre Ω é um espaço vetorial real,

denotado por D′(Ω), denominado espaço das distribuições escalares sobre Ω.

Dizemos que uma sequência de distribuições escalares (Tn) converge para a distribuição

T em D′(Ω), quando

〈Tn, ϕ〉 → 〈T, ϕ〉 em R, ∀ϕ ∈ D(Ω), quando n→∞.

Com esta noção de convergência, D′(Ω) é um espaço vetorial topológico.

Definição 2.5. Dada uma distribuição T ∈ D′(Ω) e um multi-́ındice α = (α1, ..., αn) ∈
Nn, denominamos derivada distribucional de ordem |α| ∈ N de T , como sendo a distri-

buição DαT : D(Ω)→ R, dada por

〈DαT, ϕ〉 = (−1)|α|〈T,Dαϕ〉, ∀ϕ ∈ D(Ω),

onde |α| = α1 + · · ·+ αn e Dα =
∂|α|

∂α1
x1 · · · ∂αnxn

.

2.2 Espaços de Sobolev

Definição 2.6. Seja Ω ⊂ Rn, aberto. Denotamos por Lp(Ω), com 1 ≤ p < ∞, o espaço

vetorial das (classes de) funções mensuráveis u : Ω → R, tais que |u|p é integrável a

Lebesgue em Ω, que, munido da norma

‖u‖Lp(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|p dx
) 1

p

,

é um espaço de Banach.

No caso p = ∞, denotamos por L∞(Ω), o espaço vetorial das (classes de) funções men-

suráveis a Lebesgue e essencialmente limitadas em Ω, isto é, existe uma constante C > 0,

tal que

|u(x)| ≤ C, quase sempre em Ω,

que, munido da norma

‖u‖L∞(Ω) = sup
x∈Ω

ess|u(x)|,

é um espaço de Banach. Em particular, se p = 2, temos que L2(Ω) é um espaço de Hilbert

cuja norma e produto interno serão denotados, respectivamente, por

‖u‖L2(Ω) =

(∫
Ω

|u(x)|2 dx
) 1

2

e 〈u, v〉L2(Ω) =

∫
Ω

u(x)v(x) dx.

6



Dizemos que uma sequência (ϕn) em Lp(Ω) converge para ϕ em Lp(Ω) se ‖ϕn−ϕ‖Lp(Ω) →
0, quando n→∞, para 1 ≤ p ≤ ∞.

Definição 2.7. Se p e q são ı́ndices conjugados, isto é, se 1
p

+ 1
q

= 1, então temos que o

dual topológico de Lp(Ω), denotado por [Lp(Ω)]′, é o espaço Lq(Ω).

Além disso, se 1 ≤ p <∞, então Lp(Ω) é separável e se 1 < p <∞, Lp(Ω) é reflexivo.

Teorema 2.8. D(Ω) é denso em Lp(Ω) para 1 ≤ p ≤ ∞.

Demonstração. ver [2]. �

Lema 2.9. (Desigualdade de Hölder) Sejam 1 ≤ p, q ≤ ∞, tais que 1
p

+ 1
q

= 1, f ∈
Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω). Então, fg ∈ L1(Ω) e∫

Ω

|f(x)g(x)| dx ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Ver [2]. �

Lema 2.10. (Desigualdade de Hölder generalizada) Sejam r ≥ 2 p1, ..., pr > 1,

tais que 1
p1

+, ...,+ 1
pr

= 1 e fk ∈ Lpk(Ω) 1 ≤ k ≤ r.

Então, f1...fr ∈ L1(Ω) e ∫
Ω

|f1...fr| dx ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)...‖fr‖Lpr (Ω).

Demonstração. Ver [1]. �

Definição 2.11. Sejam m ∈ N∗, e 1 ≤ p ≤ ∞. Definimos o espaço de Sobolev de ordem

m, denotado por Wm,p(Ω), como sendo o espaço vetorial das (classes de) funções em

Lp(Ω), para as quais suas derivadas de ordem |α|, no sentido das distribuições, pertencem

a Lp(Ω), para todo 0 ≤ |α| ≤ m, ou seja,

Wm,p(Ω) = {u ∈ Lp(Ω);Dαu ∈ Lp(Ω),∀ 0 ≤ |α| ≤ m},

onde Dαu denota a derivada fraca ou distribucional. O espaço Wm,p(Ω) munido da norma

‖u‖Wm,p(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖pLp(Ω)

 1
p

, se 1 ≤ p <∞,

é um espaço de Banach e, quando p =∞, definindo a norma

‖u‖Wm,∞(Ω) =
∑

0≤|α|≤m

‖Dαu‖L∞(Ω),

7



temos que Wm,∞(Ω) é um espaço de Banach.

Temos ainda que Wm,p(Ω) é um espaço separável se 1 ≤ p <∞, e reflexivo se 1 < p <∞.

Em particular, se p = 2, o espaço Wm,2(Ω) é um espaço de Hilbert, separável e reflexivo,

que é denotado por

Hm(Ω) = {u ∈ L2(Ω);Dαu ∈ L2(Ω),∀ |α| ≤ m},

cuja norma e produto interno serão denotados, respectivamente, por

‖u‖Hm(Ω) =

∑
|α|≤m

‖Dαu‖2
L2(Ω)

 1
2

e 〈u, v〉Hm(Ω) =
∑
|α|≤m

〈Dαu,Dαv〉L2(Ω).

Com a estrutura topológica acima, temos Hm(Ω) ↪→ L2(Ω).

Definição 2.12. Definimos o espaço Wm,p
0 (Ω) como sendo o fecho de D(Ω) em Wm,p(Ω).

O dual topológico do espaço Wm,p
0 (Ω) é representado por W−m,q(Ω), se 1 ≤ p <∞ com p

e q ı́ndices conjugados. Se ϕ ∈ W−m,q(Ω), então ϕ|D(Ω) pertence a D′(Ω). No caso p = 2,

Wm,2
0 (Ω) é denotado por Hm

0 (Ω), cujo dual é H−m(Ω).

2.3 Espaços Lp(0, T ;X)

Definição 2.13. Sejam X espaço de Banach e T > 0. Denotamos por Lp(0, T ;X), 1 ≤
p <∞, o espaço vetorial das (classes de) funções u : (0, T )→ X, fortemente mensuráveis,

tais que a função t 7→ ‖u(t)‖pX é integrável à Lebesgue em (0, T ), que, munido da norma

‖u‖Lp(0,T ;X) =

(∫ T

0

‖u‖pX dx
) 1

p

,

é um espaço de Banach. No caso p = 2 e X um espaço de Hilbert, o espaço L2(0, T ;X)

é, também, um espaço de Hilbert, cujo produto interno é dado por

〈u, v〉L2(0,T ;X) =

∫ T

0

〈u(t), v(t)〉X dt.

Se p = ∞, denotamos por L∞(0, T ;X), o espaço vetorial das (classes de) funções u :

(0, T )→ X, fortemente mensuráveis, tais que a função t 7→ ‖u(t)‖X pertença a L∞(0, T ),

que, munido com a norma

‖u‖L∞(0,T ;X) = sup
t∈(0,T )

ess‖u(t)‖X ,

é um espaço de Banach.
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Além disso, quando X é reflexivo e separável e 1 < p < ∞, temos que Lp(0, T ;X) é

um espaço reflexivo e separável, cujo dual topológico se identifica ao espaço de Banach

Lq(0, T ;X ′), onde p e q são ı́ndices conjugados e X ′ é o dual de X.

Teorema 2.14. (Aubin-Lions) Sejam B0, B e B1, espaços de Banach tais que

B0 ↪→c B ↪→ B1,

onde B0 e B1 são reflexivos, ↪→ denota imersão cont́ınua e ↪→c, imersão compacta. De-

fina W = {u ∈ Lp(0, T ;B0);u′ ∈ Lq(0, T ;B1)}, onde 1 < p, q <∞ e T <∞, munido da

norma

‖u‖W = ‖u‖Lp(0,T ;B0) + ‖u′‖Lq(0,T ;B1).

Então W é um espaço de Banach e W ↪→c L
p(0, T ;B).

Demonstração. Ver [8]. �

Observação. 2.15. Note que, pelo Teorema de Aubin-Lions, temos o seguinte resultado:

Se (un)n∈N é uma sequência limitada em L2(0, T ;B0) e (u′n)n∈N é uma sequência limitada

em L2(0, T ;B1), então (un)n∈N é limitada em W , donde existe uma subsequência (unk)k∈N

de (un)n∈N, tal que unk → u, forte em L2(0, T ;B), quando k →∞.

2.4 Alguns Resultados Importantes

Teorema 2.16. (Ponto Fixo de Banach) Sejam E um espaço de Banach e F ⊂ E

um subespaço fechado de E. Se f : F → F é uma contração, então existe um único

z ∈ F , tal que f(z) = z.

Demonstração. Ver [10]. �

Teorema 2.17. Seja X um espaço normado e B1(0) ⊂ X, a bola fechada unitária.

Então, B1(0) é compacta se, e somente se, X possui dimensão finita.

Demonstração. Ver [2]. �

Teorema 2.18. (Convergência Dominada de Lebesgue) Sejam (fn) uma sequência

de funções mensuráveis de Ω em X, f : Ω→ X e g ∈ L1(Ω). Se

|fn(x)| ≤ g(x), quase sempre em Ω,∀n ∈ N

e

lim
n→∞

fn(x) = f(x), quase sempre em Ω,

então,

lim
n→∞

∫
Ω

fn(x)dx =

∫
Ω

f(x)dx.

9



Demonstração. Ver [4]. �

Lema 2.19. (Desigualdade de Young) Sejam a, b ≥ 0 e p, q > 0, tais que 1
p

+ 1
q

= 1.

Então,

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver [3]. �

Lema 2.20. (Desigualdade de Gronwall)

i) Seja G(·) função não negativa e absolutamente cont́ınua sobre [0, T ], que satisfaz para

quase todo t a desigualdade diferencial

G′(t) ≤ ϕ(t)G(t) + φ(t),

onde ϕ e φ são funções integráveis não negativas sobre [0, T ]. Então

G(t) ≤ e
∫ t
0 ϕ(s)ds

[
G(0) +

∫ t

0

φ(s)ds

]
para todo 0 ≤ t ≤ T.

ii) Em particular, se G′ ≤ ϕG, sobre [0, T ] e G(0) = 0, então G ≡ 0 sobre [0, T ].

Demonstração. Ver [7]. �

2.5 Teoria de Semigrupos

Definição 2.21. Seja X um espaço de Banach. Uma aplicação S : R+ → L(X) é um

semigrupo de operadores lineares limitados de X, se

i) S(0) = I, onde I é a aplicação identidade do espaço X;

ii) S(t+ s) = S(t)S(s), ∀t, s ∈ R+.

Dizemos que S é de classe C0, ou fortemente cont́ınuo, se

iii) lim
t→0+
‖(S(t)− I)x‖X = 0, ∀x ∈ X.

Dizemos que S é uniformemente cont́ınuo se

iv) lim
t→0+
‖S(t)− I‖ = 0.
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Teorema 2.22. Se (S(t))t≥0 é um semigrupo de classe C0, então existem constantes

ω ≥ 0 e M ≥ 1, tais que

‖S(t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Demonstração. Ver [9]. �

Corolário 2.23. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo de classe C0. Então, para cada x ∈ X, a

aplicação

t 7→ S(t)x

é cont́ınua. Equivalentemente, para cada x ∈ X,

lim
t→s

S(t)x = S(s)x, ∀t, s ∈ R+.

Demonstração. Ver [9]. �

Definição 2.24. Se ‖S(t)‖ ≤ 1, ∀t ≥ 0, dizemos que S é um semigrupo de contrações.

Definição 2.25. O operador A definido por

D(A) =

{
x ∈ X; lim

h→0+

S(h)x− x
h

existe

}
e

Ax := lim
h→0+

S(h)x− x
h

,

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo S.

Observação. 2.26. Note que A é um operador linear e D(A) é um subespaço de X.

Teorema 2.27. Seja (S(t))t≥0 um semigrupo de classe C0 e A seu gerador infinitesimal.

Então,

i) Para x ∈ X,

lim
h→0

1

h

∫ t+h

t

S(s)x ds = S(t)x;

ii) Para x ∈ X, ∫ t

0

S(s)x ds ∈ D(A), e A

(∫ t

0

S(s)x ds

)
= S(t)x− x;

iii) Para todo x ∈ D(A), S(t)x ∈ D(A) e
d

dt
S(t)x = AS(t)x = S(t)Ax;

11



iv) Para todo x ∈ D(A), S(t)x− S(s)x =

∫ t

0

AS(τ)x dτ =

∫ t

0

S(τ)Axdτ .

Demonstração. Ver [9]. �

Corolário 2.28. Se A é o gerador infinitesimal de um semigrupo de classe C0, então A

é fechado e D(A) = X.

Demonstração. Ver [9]. �

Proposição 2.29. Um operador fechado com domı́nio denso é o gerador infinitesimal de,

no máximo, um semigrupo de classe C0.

Demonstração. Ver [5]. �

Definição 2.30. Sejam X espaço de Banach, X∗ o dual de X e 〈·, ·〉 a dualidade entre

X e X∗. Para cada x ∈ X, defina

J(x) = {x∗ ∈ X∗; 〈x, x∗〉 = ‖x‖2
X = ‖x∗‖2

X∗}.

Note que, pelo Teorema de Hahn-Banach, J(x) 6= ∅, ∀x ∈ X.

Definição 2.31. Uma aplicação dualidade é uma aplicação j : X → X∗, tal que j(x) ∈
J(x), ∀x ∈ X, ou seja, 〈x, j(x)〉 = ‖x‖2 = ‖j(x)‖2.

Definição 2.32. Dizemos que o operador linear A : D(A) ⊂ X → X é dissipativo se,

para alguma aplicação dualidade j,

Re〈Ax, j(x)〉 ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Se, além disso, existir λ > 0, tal que Im(λI − A) = X, então dizemos que A é m-

dissipativo.

Observação. 2.33. Se X é um espaço de Hilbert, então dizemos que A : D(A) ⊂ X → X

é dissipativo se

Re〈Ax, x〉 ≤ 0, ∀x ∈ D(A).

Notação: Dizemos que A ∈ G(M,ω), quando A é o gerador infinitesimal de um semi-

grupo de classe C0, S, que satisfaz

‖S(t)‖ ≤Meωt, ∀t ≥ 0.

Teorema 2.34. (Lumer - Phillips)

A ∈ G(1, 0) se, e somente se, A é m-dissipativo e possui domı́nio denso em X.
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Demonstração. Ver em [9]. �

Proposição 2.35. Seja A um operador de X espaço de Banach densamente definido,

então A é fechado se, e somente se, A∗ é densamente definido e A∗∗ = A

Demonstração. Ver [6]. �

Proposição 2.36. Seja A : D(A) ⊂ X → X um operador linear de X, espaço de Banach.

Se D(A) = X, A e A∗ são dissipativos e A é fechado, então A ∈ G(1, 0).

Demonstração. Ver [9]. �

2.6 Problema de Cauchy Abstrato

Sejam X espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X → X o gerador infinitesimal de um semigrupo

de classe C0, (S(t))t≥0, e f ∈ L1(0, T ;X).

Dado u0 ∈ D(A), o problema de Cauchy Abstrato consiste em determinar uma função

u(t), tal que 
du

dt
(t) = Au(t), t > 0,

u(0) = u0.
(2.1)

Definição 2.37. Dizemos que u é solução clássica (ou forte) de (2.1) em [0,+∞), se u

satisfaz (2.1) e u ∈ C(R+;D(A)) ∩ C1(R+;X).

Teorema 2.38. Se A ∈ G(M,ω) e u0 ∈ D(A), o problema (2.1) possui uma única

solução clássica.

Demonstração. Ver [5]. �

Considere, agora, o seguinte problema
du

dt
(t) = Au(t) + f(t, u(t)), t > 0,

u(0) = u0 ∈ X.
(2.2)

Definição 2.39. Uma função u : [0,+∞) → X é uma solução clássica de (2.2) em

[0,+∞) se u satisfaz (2.2) em [0,+∞) e se u ∈ C(R;D(A)) ∩ C1(R+;X). Uma função

u ∈ C([0, T ];X), dada por

u(t) = S(t)u0 +

∫ t

0

S(t− s)f(s, u(s)) ds,

é chamada de mild solution ou solução generalizada de (2.2) em [0, T ].

Note que se f ≡ 0, então u(t) = S(t)u0, u0 ∈ X, é a mild solution de (2.1).
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Teorema 2.40. Seja f : [0,+∞) × X → X uma função cont́ınua em t. Suponha que,

para cada τ > 0, existe uma constante L = L(τ), tal que

‖f(t, x)− f(t, y)‖ ≤ L‖x− y‖,

∀x, y ∈ X e ∀t ∈ [0, τ ]. Então, para cada u0 ∈ X, (2.2) possui uma única mild solution

u ∈ C([0, τ ];X). Além disso, a aplicação u0 7→ u é cont́ınua de X em C([0, τ ];X).

Demonstração. Ver [5]. �
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Caṕıtulo 3

O sistema linear

3.1 O sistema linear homogêneo.

Nesta seção, estudamos a existência de soluções do sistema linear homogêneo correspon-

dente a (1) 

ut + uxxx + avxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cvt + rvx + bauxxx + vxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = u(t, L) = ux(t, L) = 0, em (0, T ),

v(t, 0) = v(t, L) = vx(t, L) = 0, em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L),

(3.1)

onde a, b, c, r são reais positivos, tais que

1− a2b > 0 e b = c.

Sejam X = (L2(0, L))2 munido do seguinte produto interno

< (u, v), (ϕ, φ) >=

∫ L

0

uϕdx+

∫ L

0

vφdx (3.2)

e A o operador definido por

A : D(A) ⊂ X −→ X

D(A) = {(u, v) ∈ (H3(0, L))2 : u(0) = v(0) = u(L) = v(L) = ux(L) = vx(L) = 0}

A(u, v) =

 −∂xxx −a∂xxx
− ba

c
∂xxx − r

c
∂x − 1

c
∂xxx

u
v

 , ∀(u, v) ∈ D(A).

(3.3)

Com a notação introduzida acima, o sistema (3.1) pode ser escrito como um problema de

Cauchy abstrato em X: {
(u, v)t = A(u, v),

(u, v)(0) = (u0, v0).
(3.4)

Com o objetivo de definir o operador adjunto A∗ de A, realizamos alguns cálculos
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(formais). Multiplicamos a primeira equação de (3.1) por ϕ, a segunda por φ e integramos

por partes. Utilizando as condições de contorno obtemos as seguintes identidades:∫ L

0

−(uxxx + avxxx)ϕdx =

∫ L

0

(uxx + avxx)ϕxdx− ϕ(uxx + avxx)
L
0

=

∫ l

0

−(ux + avx)ϕxxdx+ ϕx(ux + avx)
L
0

=

∫ L

0

(u+ av)ϕxxxdx,

∫ L

0

−(
r

c
vx +

ba

c
uxxx +

1

c
vxxx)φdx

=

∫ L

0

r

c
vφxdx− φ(rv)L0 +

∫ L

0

(
ba

c
uxx +

1

c
vxx)φxdx− φ(

ba

c
uxx +

1

c
vxx)

L
0

=

∫ L

0

r

c
vφxdx−

∫ L

0

(
ba

c
ux +

1

c
vx)φxxdx+ φx(

ba

c
ux +

1

c
vx)

L
0

=

∫ L

0

(
r

c
vφx +

ba

c
uφxxx +

1

c
vφxxx)dx.

Assim, podemos concluir que

A∗ : D(A∗) ⊂ X −→ X

D(A∗) = {(ϕ, φ) ∈ (H3(0, L))2 : ϕ(0) = φ(0) = ϕ(L) = φ(L) = ϕx(0) = φx(0) = 0}

A∗(ϕ, φ) =

 ∂xxx
ba
c
∂xxx

a∂xxx
r
c
∂x + 1

c
∂xxx

ϕ
φ

 , ∀(ϕ, φ) ∈ D(A∗).

(3.5)

Estamos interessados nas seguintes propriedades dos operadores A e A∗:

Proposição 3.1. O operador A e seu adjunto A∗ são dissipativos.

Demonstração. Sejam (u, v) ∈ D(A). Então,∫ L

0

−(uxxx + avxxx)u =

∫ L

0

(uxx + avxx)uxdx− u(uxx + avxx)
L
0

=
1

2

∫ L

0

(u2
x)xdx+

∫ L

0

avxxuxdx

=− 1

2
u2
x(0) +

∫ L

0

avxxuxdx.
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Por outro lado,∫ L

0

−(
r

c
vx +

1

c
vxxx + auxxx)vdx

= −
∫ L

0

r

c
(v2)xdx+

∫ L

0

(
1

c
vxx + auxx)vxdx− v(

1

c
vxx + auxx)|L0

=

∫ L

0

1

c
(v2
x)xdx+ a

∫ L

0

uxxvxdx

= − 1

2c
v2
x(0) + a

∫ L

0

uxxvxdx.

Das identidades acima, deduzimos que

< A(u, v), (u, v) >=

∫ L

0

(−uxxx − avxxx)udx+

∫ L

0

(−r
c
vx −

1

c
vxxx − auxxx)vdx

=− 1

2
u2
x(0)− 1

2c
v2
x(0) + a

∫ L

0

vxxuxdx+ a

∫ L

0

uxxvxdx

=− 1

2
u2
x(0)− 1

2c
v2
x(0)− aux(0)vx(0)

=− 1

2c
(cu2

x(0) + 2acux(0)vx(0) + v2
x(0))

=− 1

2c

[
(
√
cux(0) +

√
a2cvx(0))2 + (1− a2c)v2

x(0)
]
≤ 0.

Assim, A é dissipativo. Para provar que A∗ é dissipativo procedemos de forma análoga

obtendo

< (u, v), A∗(u, v) >= − 1

2c

[
(
√
bux(L) +

√
a2bvx(L))2 + (1− a2b)v2

x(L)
]
≤ 0.

O que mostra a dissipatividade de A∗. �

As Proposições 3.1 e 2.36 nos dão o seguinte resultado da boa colocação:

Teorema 3.2. Se (u0, v0) ∈ (L2(0, L))2, existe uma única solução fraca (u, v) =

S(·)(u0, v0) de (3.1), tal que

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩H1(0, T ; (H−2(0, L))2).

Além disso, se (u0, v0) ∈ D(A), então (3.1) tem uma única solução clássica (u, v), tal que

(u, v) ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1(0, T ; (L2(0, L))2).

Um resultado de regularidade adicional para as soluções fracas de (3.1) é dado pelo

seguinte teorema:
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Teorema 3.3. Sejam (u0, v0) ∈ (L2(0, L))2 e (u, v) = S(t)(u0, v0) a solução fraca de

(3.1). Então (u, v) ∈ L2(0, T, (H1(0, L))2) e existe c0, constante positiva, tal que

‖(u, v)‖L2(0,T ;(H1(0,L))2) ≤ c0

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
. (3.6)

Além disso, existem constantes positivas c1 e c2, tais que

‖ux(·, 0), vx(·, 0)‖2
(L2(0,T ))2 ≤ c1

∥∥(u0, v0)
∥∥2

(L2(0,L))2
. (3.7)

e

∥∥(u0, v0)
∥∥2

(L2(0,L))2
≤ 1

T
‖(u, v)‖2

L2(0,T ;(L2(0,L))2) + c2‖ux(·, 0), vx(·, 0)‖2
(L2(0,T ))2 . (3.8)

Demonstração. Fazendo uso de um argumento de densidade, podemos considerar

(u0, v0) ∈ D(A). Seja q ∈ C∞((0, T ) × (0, L)). Considerando os multiplicadores qu e

qv e procedemos como a demonstraçao da Proposição 3.1 temos:

0 =

∫ T

0

∫ L

0

qu(ut + uxxx + avxxx)dxdt

=

∫ L

0

u2q|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

u(qu)tdxdt+

∫ T

0

qu(uxx + avxx)|L0 dt

−
∫ T

0

∫ L

0

(qu)x(uxx + avxx)dxdt

=

∫ L

0

u2q|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

u(qu)tdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

(qu)x(uxx + avxx)dxdt. (3.9)

Analogamente,

0 =

∫ T

0

∫ L

0

qv(cvt + rvx + bauxxx + vxxx)dxdt

=

∫ L

0

cqv2|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

(qv)tcvdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

(qv)xrvdxdt

−
∫ T

0

∫ L

0

(qv)x(vxx + abuxx)dxdt. (3.10)

Tomando q = x obtemos as seguintes identidades:

0 =

∫ T

0

∫ L

0

xu(ut + uxxx + avxxx)dxdt

=
1

2

∫ L

0

xu2|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

u(u+ av)xxdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

xux(u+ av)xxdxdt

=
1

2

∫ L

0

xu2|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

ux(u+ av)xdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

xux(u+ av)xxdxdt (3.11)
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e

0 =

∫ T

0

∫ L

0

xv(cvt + rvx + vxxx + abuxxx)dxdt

=
c

2

∫ L

0

xv2|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

r

2
v2dxdt−

∫ T

0

∫ L

0

v(v + abu)xxdxdt

−
∫ T

0

∫ L

0

xvx(v + abu)xxdxdt

=
c

2

∫ L

0

xv2|T0 −
r

2

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt−
∫ T

0

∫ L

0

xvx(v + abu)xxdxdt

+

∫ T

0

∫ L

0

vx(v + abu)xdxdt. (3.12)

Multiplicando (3.11) por b e somando com (3.12), segue que

0 =
b

2

∫ T

0

∫ L

0

xu2|T0 dx+

∫ T

0

∫ L

0

bux(u+ av)xdxdt−
∫ T

0

∫ L

0

bxux(u+ av)xxdxdt+

c

2

∫ T

0

∫ L

0

xv2|T0 dx−
1

2

∫ T

0

∫ L

0

rv2dxdt+

∫ T

0

∫ L

0

vx(v + abu)xdxdt

−
∫ T

0

∫ L

0

xvx(v + abu)xxdxdt

=
1

2

∫ L

0

x(bu2 + cv2)|T0 dx−
r

2

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(bu2
x + 2abuxvx + v2

x)dxdt

− 1

2

∫ T

0

x(bu2
x + 2abuxvx + v2

x)|L0 dt.

Como ux(L) = vx(L) = 0, obtemos a estimativa

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(bu2
x + 2abuxvx + v2

x)dxdt =
r

2

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt− 1

2

∫ L

0

x(bu2 + cv2)|T0 dx

≤r
2

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
1

2

∫ L

0

x(b(u0)2 + c(v0)2)dx

≤r
2

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
L

2

∫ L

0

(b(u0)2 + c(v0)2)dx

Escolhendo ε > 0, tal que
√
a2b < ε < 1, o integrando que está à esquerda da desigualdade

acima pode ser estimado da seguinte forma:

bu2
x + 2abu+ xvx + v2

x ≥ b(1− ε2)u2
x + v2

x(1−
a2b

ε
).

Como consequência,∫ T

0

∫ L

0

(b(1− ε2)u2
x + v2

x(1−
a2b

ε
))dxdt ≤ r

3

∫ T

0

∫ L

0

v2dxdt+
L

3

∫ L

0

(b(u0)2 + c(v0)2)dx,
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isto é, existe uma constante positiva c0, tal que

‖(ux, vx)‖2
(L2((0,T )×(0,L)))2 ≤ c0(‖v‖2

(L2((0,T )×(0,L)))2 + ‖(u0, v0)‖2
(L2((0,T )×(0,L)))2).

Como o semigrupo gerado pelo gerador A é cont́ınuo, podemos concluir que existe uma

constante c0 > 0, satisfazendo

‖(ux, vx)‖2
(L2((0,T )×(0,L)))2 ≤ c0 ‖(u0, v0)‖2

(L2(0,L))2 .

Assim, temos que

‖(u, v)‖2
L2((0,T );(H1(0,L))2 ≤ c0 ‖(u0, v0)‖2

(L2(0,L))2 .

Agora, para provar (3.7) tomamos q = 1 em (3.9) e (3.10):

0 =
1

2

∫ L

0

(u2(T, x)− u2(0, x))dx−
∫ T

0

∫ L

0

(uxx + vxx)uxdxdt, (3.13)

0 =
1

2

∫ L

0

(cv2(T, x)− cv2(0, x))dx−
∫ T

0

∫ L

0

(uxx + vxx)vxdxdt. (3.14)

Multiplicando (3.13) por b e somando com (3.14), obtemos

0 =
b

2

∫ L

0

(u2(T, x)− u2(0, x))dx−
∫ T

0

∫ L

0

(buxx + abvxx)uxdxdt+

c

2

∫ L

0

(v2(T, x)− v2(0, x))dx−
∫ T

0

∫ L

0

(vxx + abuxx)vxdxdt

=
b

2

∫ L

0

(u2(T, x)− u2(0, x))dx+
c

2

∫ L

0

(v2(T, x)− v2(0, x))dx+∫ T

0

(
b

2
u2
x(t, 0) + abuxvx +

1

2
v2
x(t, 0))dt,

isto é,

b

c

∫ L

0

(u2(T, x)− u2(0, x))dx+

∫ L

0

(v2(T, x)− v2(0, x))dx =∫ T

0

(
b

c
u2
x(t, 0) + 2

ab

c
uxvx +

1

c
v2
x(t, 0))dt.
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Consequentemente,∫ T

0

(
b

c
u2
x(t, 0) + 2

ab

c
uxvx +

1

c
v2
x(t, 0))dt ≤b

c

∫ L

0

u2(0, x) +

∫ L

0

v2(0, x))dx

=
∥∥(u0, v0)

∥∥2

(L2(0,L))2
.

Se ε é uma constante, tal que
√
a2b < ε < 1, então

2abux(t, 0)vx(t, 0) =2(
√
bεux(t, 0))(

√
a 2b

ε
vx(t, 0))

≥− ε2bu2
x(t, 0)− a2b

ε2
v2
x(t, 0).

Logo,

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≥1

c

∫ T

0

(bu2
x(t, 0)− ε2bu2

x(t, 0) + v2
x(t, 0)− a2b

ε2
v2
x(t, 0))dt

≥1

c

∫ T

0

(b(1− ε2)u2
x(t, 0) + (1− a2b

ε2
)v2
x(t, 0))dt

≥c0

∫ T

0

(u2
x(t, 0) + v2

x(t, 0))dt

≥c0 ‖(ux(t, 0), vx(t, 0))‖2
(L2(0,T ))2 ,

donde obtemos o resultado desejado.

Para mostrar (3.8) tomamos q = T − t em (3.9) e (3.10), de onde obtemos

0 =
1

T

∫ T

0

∫ L

0

(bu2 + v2)dxdt−
∫ L

0

(b(u0)2 + (v0)2)dx

+

∫ T

0

(T − t)(bu2
x(t, 0) + v2

x(t, 0) + 2abvx(t, 0)ux(t, 0))dt,

o que implica que existe c2 > 0, tal que

∥∥(u0, v0)
∥∥2

(L2(0,L))2
≤ 1

T
‖(u, v)‖2

L2(0,T,(L2(0,L))2) + c2‖ux(·, 0), vx(·, 0)‖2
(L2(0,T ))2 .

�
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3.2 O sistema linear não homogêneo

Agora, estudaremos o sistema não homogêneo correspondente a (3.1)

ut + uxxx + avxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cvt + rvx + bauxxx + vxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = 0, u(t, L) = h1, ux(t, L) = h2, em (0, T ),

v(t, 0) = 0, v(t, L) = g1, vx(t, L) = g2, em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L),

(3.15)

assumindo que h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ). Nessas condições, o resultado a

seguir assegura a existência das soluções clássicas para (3.15).

Teorema 3.4. Seja (u0, v0) ∈ D(A) e

hi, gi ∈ C2
0 [0, T ] =

{
z ∈ C2[0, T ] : z(0) = z(T ) = 0

}
, i = 1, 2.

Então, o sistema (3.15) tem uma única solução (clássica)

(u, v) ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ]; (L2(0, L))2) (3.16)

e existe uma constante positiva C, tal que

‖(u, v)|‖2
C([0,T ];(L2(0,L))2) + ‖(u, v)‖2

L2([0,T ];(H1(0,L))2)

≤ C[
∥∥(u0, v0)

∥∥2

(L2(0,L))2
+

2∑
i=1

(‖hi‖2
H1(0,T ) + ‖gi‖2

H1(0,T ))] (3.17)

Demonstração. Como em [16], considere funções φi, ηi ∈ C∞([0, L]), tais que

φ1(0) = φ′1(L) = η1(0) = η′1(0) = 0 e φ1(L) = η1(L) = 1

φ2(0) = φ2(L) = η2(0) = η2(L) = 0 e φ′2(L) = η′2(L) = 1.

Assim, a solução (u, v) de (3.15) pode ser escrita como

(u, v) = S(t)(u0, v0) + (ϕ, ψ),

onde (S(t))t≥0 é o semigrupo associado no problema homogêneo (3.1) dado pelo Teorema
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(3.2) e (ϕ, ψ) é a solução do problema

ϕt + ϕxxx + aψxxx = F, em (0, T )× (0, L),

cψt + rψx + baϕxxx + ψxxx = G, em (0, T )× (0, L),

ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ϕx(t, L) = 0, em (0, T ),

ψ(t, 0) = ψ(t, L) = ψx(t, L) = 0, em (0, T ),

ϕ(0, x) = 0, ψ(0, x) = 0, em (0, L),

(3.18)

onde

F (x, t) = ϕ̃t + ϕ̃xxx + aψ̃xxx, G(x, t) = cψ̃t + rψ̃x + ψ̂xxx + ϕ̃xxx

e ϕ̃, ψ̃ são dadas por

ϕ̃(x, t) =
2∑
i=1

φi(x)gi(t), ψ̃(x, t) =
2∑
i=1

ηi(x)hi(t).

Como F,G ∈ C1([0, T ]; (L2(0, L))2), segue da teoria de semigrupos que (3.18) tem uma

única solução

(ϕ, ψ) ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ]; (L2(0, L))2).

Assim, para cada (u0, v0) ∈ D(A) e hi, gi ∈ C2
0 temos a solução de (3.15) com a propriedade

(3.16).

Para obter a estimativa (3.17), note inicialmente que

‖(u, v)‖2
C([0,T ];(L2(0,L))2) ≤

∥∥S(t)(u0, v0)
∥∥2

C([0,T ];(L2(0,L))2)
+ ‖(ϕ, ψ)‖2

C([0,T ];(L2(0,L))2)

≤C(
∥∥(u0, v0)

∥∥2

(L2(0,L))2
+ ‖(F,G)‖2

L2((0,T );(L2(0,L))2)),

onde C é uma constante positiva. Como

‖(F,G)‖2
L2((0,T );(L2(0,L))2) ≤ C

2∑
i=1

(‖hi‖2
H1(0,T ) + ‖gi‖2

H1(0,T )),

onde C > 0, deduzimos que

‖(u, v)‖2
C([0,T ];(L2(0,L))2) ≤ C(

∥∥(u0, v0)
∥∥2

(L2(0,L))2
+

2∑
i=1

(‖hi‖2
H1(0,T ) + ‖gi‖2

H1(0,T ))). (3.19)

Para obter uma estimativa na norma de L2(0, T ; (H1(0, L))2) inicialmente usamos

(3.6):

‖(u, v)‖2
L2([0,T ];(H1(0,L))2) ≤

∥∥S(t)(u0, v0)
∥∥2

L2((0,T );(H1(0,L))2)
+ ‖(ϕ, ψ)‖2

L2([0,T ];(H1(0,L))2)

≤C(
∥∥(u0, v0)

∥∥2

(L2(0,L))2
+ ‖(ϕ, ψ)‖2

L2((0,T );(H1(0,L))2)).
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Por outro lado, utilizando os multiplicadores xϕ e xψ e procedendo como na demonstração

do teorema (3.3), temos que a solução de (3.18) satisfaz a identidade∫ T

0

∫ L

0

x(bFϕ+Gψ)dxdt =
1

2

∫ L

0

x(bϕ2(T, x) + cψ2(T, x))dx+
r

2

∫ T

0

∫ L

0

ψ2dxdt

+
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(bϕ2
x + 2abϕxψx + ψ2

x)dxdt.

Tomando ε, tal que a2b < ε < 1, temos a seguinte estimativa

3

2

∫ T

0

∫ L

0

(bϕ2
x + ψ2

x)dxdt =− 1

2

∫ L

0

x(bϕ2(T, x) + cψ2(T, x))dx− r

2

∫ T

0

∫ L

0

ψ2dxdt

− 3

2

∫ T

0

∫ L

0

2abϕxψxdxdt+

∫ T

0

∫ L

0

x(bFϕ+Gψ)dxdt

≤L
2

∫ L

0

(bϕ2(T, x) + cψ2(T, x))dx+
r

2

∫ T

0

∫ L

0

ψ2dxdt

+
3

2

∫ T

0

∫ L

0

2ab|ϕxψx|dxdt+ L

∫ T

0

∫ L

0

(b|Fϕ|+ |Gψ|)dxdt

≤L
2

∫ L

0

(bϕ2(T, x) + cψ2(T, x))dx+
r

2

∫ T

0

∫ L

0

ψ2

+
3

2

∫ T

0

∫ L

0

(
a2b2

ε
ϕ2
x + εψ2

x)dxdt

+
L

2

∫ T

0

∫ L

0

(b2F 2 + ϕ2 +G2 + ψ2)dxdt.

Logo,

3b

2
(1− a2b

ε
)

∫ T

0

∫ L

0

ϕ2
xdxdt+

3

2
(1− ε)

∫ T

0

∫ L

0

ψ2
xdxdt

≤L
2

∫ L

0

(bϕ2(T, x) + cψ2(T, x))dx+
L

2

∫ T

0

∫ L

0

(b2F 2 +G2 + ϕ2 + ψ2)dxdt.

Assim, temos

‖(ϕx, ψx)‖2
L2(0,T ;(L2(0,L))2) ≤C(‖(ϕ(T ), ψ(T ))‖2

(L2(0,L))2

+ ‖(F,G)‖2
L2(0,T ;(L2(0,L))2) + ‖(ϕ, ψ)‖2

L2(0,T ;(L2(0,L))2)),

e

‖(ϕ, ψ)‖2
L2(0,T ;(H1(0,L))2) ≤ C

2∑
i=1

(‖hi‖2
H1(0,T ) + ‖gi‖2

H1(0,T )),
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de onde se conclui que

‖(u, v)‖2
L2(0,T ;(H1(0,L))2)

≤ C[
∥∥(u0, v0)

∥∥2

(L2(0,L))2
+

2∑
i=1

(‖hi‖2
H1(0,T ) + ‖gi‖2

H1(0,T ))]. (3.20)

Portanto, de (3.19) e (3.20) obtemos (3.17). �

Agora vamos mostrar dois resultados de existência e regularidade da solução fraca de

(3.15).

Teorema 3.5. Existe uma única aplicação linear e cont́ınua

Ψ :(L2(0, L))2 × (H1
0 (0, T ))2 × (L2(0, T ))2 → C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2),

tal que, para qualquer (u0, v0) ∈ D(A) e h1, h2, g1, g2 ∈ C2
0([0, T ]),

Ψ((u0, v0), (h1, g1, h2, g2)) = (u, v),

onde (u, v) é a única solução clássica de (3.15).

Observação. 3.6. Se (u0, v0) ∈ (L2(0, L))2, (u, v) é a solução fraca de (3.15).

Demonstração. Sejam (u0, v0) ∈ D(A) e h1, g1, h2, g2 ∈ C2
0([0, T ]). Pelo Teorema 3.4

existe uma única solução (u, v) ∈ C([0, T ];D(A)) ∩ C1([0, T ]; (L2(0, L))2) de (3.15), e

portanto, temos que (u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2). Definindo

Ψ̂ : D(A)× C2
0 [0, T ]× C2

0 [0, T ]→ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2)

por

Ψ̂((u0, v0), (h1, g1, h2, g2)) = (u, v),

com (u, v) dada pelo Teorema 3.4, obtemos por (3.17) que Ψ̂ é uma aplicação linear e

cont́ınua. Como D(A) é denso em (L2(0, L))2, (C2
0([0, T ]))2 é denso em (H1

0 (0, T ))2 e

(C2
0([0, T ]))2 também é denso em (L2(0, L))2, podemos estender Ψ̂ continuamente a uma

aplicação linear e cont́ınua Ψ, definida em (L2(0, L))2 × (H1
0 (0, T ))2 × (L2(0, T ))2. �
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3.3 O sistema adjunto

Esta seção é dedicada ao estudo das propriedades do sistema adjunto associado a (3.1)

ϕt − ϕxxx − aψxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cψt − rψx − baϕxxx − ψxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ϕx(t, 0) = 0, em (0, T ),

ψ(t, 0) = ψ(t, L) = ψx(t, 0) = 0, em (0, T ),

ϕ(0, x) = ϕ0(x), ψ(0, x) = ψ0(x), em (0, L),

(3.21)

que é equivalente a {
(ϕ, ψ)t = A∗(ϕ, ψ),

(ϕ, ψ)(0) = (ϕ0, ψ0),

onde A∗ é dada por (3.5).

Observe que a mudança de variável x → L − x reduze o sistema (3.21) ao sistema

(3.1). Assim sendo, as propriedades das soluções de (3.21) são similares às deduzidas no

Teorema 3.3 para as soluções do sistema linear (3.1).

Permitam-nos também observar que o sistema retrógrado

ϕt + ϕxxx + aψxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cψt + rψx + baϕxxx + ψxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

ϕ(t, 0) = ϕ(t, L) = ϕx(t, 0) = 0, em (0, T ),

ψ(t, 0) = ψ(t, L) = ψx(t, 0) = 0, em (0, T ),

ϕ(T, x) = ϕ1(x), ψ(T, x) = ψ1(x), em (0, L),

(3.22)

é bem posto para qualquer (ϕ1, ψ1) ∈ (L2(0, L))2 e a mudança de variável t → T − t

transforma o sistema (3.22) em (3.21). Logo, os resultados dos Teoremas 3.7 e 3.8 podem

ser obtidos para o sistema (3.22) também.

Mais precisamente, temos o seguinte teorema:

Teorema 3.7. Sejam (ϕ0, ψ0) ∈ (L2(0, L))2. Existe uma única solução (ϕ, ψ) de (3.21),

tal que

(ϕ, ψ) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, T ))2)

que satisfaz as seguintes estimativas

‖(ϕ, ψ)‖C([0,T ];(L2(0,L))2) + ‖(ϕ, ψ)‖L2(0,T,(H1(0,L))2) ≤ c0

∥∥(ϕ0, ψ0)
∥∥

(L2(0,L))2
, (3.23)

‖ϕx(·, L), ψx(·, L)‖2
(L2(0,T ))2 ≤ c1

∥∥(ϕ0, ψ0)
∥∥2

(L2(0,L))2
, (3.24)
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e

∥∥(ϕ0, ψ0)
∥∥2

(L2(0,L))2
≤ 1

T
‖(ϕ, ψ)‖2

L2(0,T ;(L2(0,L))2) + c2‖ϕx(·, L), ψx(·, L)‖2
(L2(0,T ))2 , (3.25)

onde c0, c1, c2 são constantes positivas.

Além disso, temos a seguinte estimativa para a segunda derivada da solução na fron-

teira.

Teorema 3.8. Sejam (ϕ0, ψ0) ∈ (L2(0, L))2 e (ϕ, ψ) a solução correspondente de (3.21).

Então,

‖(ϕxx(·, L), ψxx(·, L))‖2
(H−1(0,T ))2 ≤ C

∥∥(ϕ0, ψ0)
∥∥2

(L2(0,T ))2
, (3.26)

onde C é uma constante positiva.

Demonstração. Seja (ϕ0, ψ0) ∈ D(A∗), então a solução (ϕ, ψ) ∈ C([0, T ];D(A∗)) e por-

tanto (ϕxx(·, L), ψxx(·, L)) ∈ C([0, T ]). Sejam h1, g1 ∈ C2
0([0, T ]) e (u, v) a solução clássica

do seguinte sistema

ut + uxxx + avxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cvt + rvx + bauxxx + vxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = 0, u(t, L) = h1, ux(t, L) = 0, em (0, T ),

v(t, 0) = 0, v(t, L) = g1, vx(t, L) = 0, em (0, T ),

u(0, x) = 0, v(0, x) = 0, em (0, L).

(3.27)

Multiplicando a primeira equação de (3.27) por ϕ, a segunda por ψ e integrando por

partes obtemos∫ L

0

u(T )ϕ(T )dx+

∫ T

0

u(t)ϕxx(t)dt+ a

∫ T

0

v(t, L)ϕxx(t, L)dt =∫ T

0

∫ L

0

(ϕtu+ ϕxxxu+ aϕxxxv)dxdt (3.28)

e

c

∫ L

0

v(T )ψ(T )dx+ ab

∫ T

0

u(t, L)ψxx(t, L)dt+

∫ T

0

v(t, L)ψxx(t, L)dt =∫ T

0

∫ L

0

(cψtv + rψxv + abψxxxu+ aψxxxv)dxdt. (3.29)

27



Multiplicando (3.28) por b e somando com (3.29), segue que∫ L

0

(bu(T )ϕ(T ) + cv(T )ψ(T ))dx = −
∫ T

0

[ϕxx(t, L)(bu(t, L) + abv(t, L))

+ψxx(t, L)(abu(t, L) + v(t, L)]dt (3.30)

= −
∫ T

0

[ϕxx(t, L)(bh1(t) + abg1(t))

+ψxx(t, L)(abh1(t) + g1(t)]dt.

Assim, usando (3.17) e (3.23) obtemos a seguinte estimativa∣∣∣∣∫ L

0

(bu(T )ϕ(T ) + cv(T )ψ(T ))dx

∣∣∣∣
≤
∫ L

0

b|u(T )ϕ(T )|dx+

∫ L

0

c|v(T )ψ(T )|dx

≤ C(‖u(T, ·)‖L2(0,L) ‖ϕ(T, ·)‖L2(0,L) + ‖v(T, ·)‖L2(0,L) ‖ψ(T, ·)‖L2(0,L)

≤ C ‖(u, v)‖C([0,T ];(L2(0,L))2) ‖(ϕ, ψ)‖C([0,T ];(L2(0,L))2)

≤ C
∥∥(ϕ0, ψ0)

∥∥
(L2(0,L))2

(‖h1‖H1(0,T ) + ‖g1‖H1(0,T )),

onde C só depende de h1, g1. Então, por (3.30) temos que a aplicação

γ : (H1(0, T ))2 → R

γ(ĥ1, ĝ1) =

∫ T

0

ϕxx(t, L)ĥ1dt+

∫ T

0

ψxx(t, L)ĝ1dt

satisfaz

|γ(ĥ1, ĝ1)| ≤ C
∥∥(ϕ0, ψ0)

∥∥
(L2(0,L))

∥∥∥(ĥ1, ĝ1)
∥∥∥

(H1(0,T ))2
,

de onde se obtém (3.26). �
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Caṕıtulo 4

Controlabilidade do sistema linear

Esta seção é dedicada à análise da propriedade de controlabilidade exata para o sistema

linear correspondente a (1.1) com controles na fronteira (1.2). Mais precisamente, dado

T > 0 e (u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2, estudaremos a existência de quatro controles

h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ), tal que a solução (u, v) do sistema

ut + uxxx + avxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

cvt + rvx + bauxxx + vxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L),

(4.1)

com condições na fronteira{
u(t, 0) = 0, u(t, L) = h1(t), ux(t, L) = h2, em (0, T ),

v(t, 0) = 0, v(t, L) = g1(t), vx(t, L) = g2, em (0, T ),
(4.2)

satisfaz

u(T, ·) = u1, v(T, ·) = v1 , L2(0, L). (4.3)

Definição 4.1. Sejam T > 0 e L > 0. O sistema (4.1) é exatamente controlável em

tempo T, se para quaisquer dados inicias e finais (u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2 existem

quatro controles h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ), tal que a solução (u,v) de (4.1) com

condições (4.2) satisfaz (4.3).

Observação. 4.2. Sem perda de generalidade, podemos estudar a propriedade de con-

trolabilidade exata somente para o caso u0 = v0 = 0. De fato, sejam (u0, v0), (u1, v1) ∈
(L2(0, L))2 e sejam h1, g1 ∈ H1

0 (0, T ) e h2, g2 ∈ (L2(0, T ))2 os controles que levem a

solução (u, v) de (4.1) do dado inicial nulo ao dado final (u1, v1) − S(T )(u0, v0). Dáı,

segue que esses controles também levam a solução (u, v)−S(·)(u0, v0) de (4.1) de (u0, v0)

ao dado final (u1, v1).

A partir de agora consideraremos somente o caso u0 = v0 = 0 e daremos uma condição
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equivalente para a propriedade de controlabilidade exata.

Lema 4.3. Seja (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2. Então, existem controles h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e

h2, g2 ∈ (L2(0, T ))2, tal que a solução (u,v) de (4.1)-(4.2) satisfaz (4.3), se e somente se,∫ L

0

(bϕ1(x)u1(x) + cψ1(x)v1(x))dx =

∫ T

0

bh2(t)(ϕx(t, L) + aψ(t, L))dt

+

∫ T

0

g2(t)(abϕx(t, L) + ψ(t, L))dt (4.4)

− 〈bh1(t), ϕxx(t, L) + aψxx(t, L)〉H1
0×H−1

− 〈g1(t), abϕxx(t, L) + ψxx(t, L)〉H1
0×H−1 ,

para qualquer (ϕ1, ψ1) ∈ (L2(0, L))2, sendo (ϕ, ψ) a solução do problema retrógrado (3.22).

Demonstração. Sejam (u1, v1) ∈ D(A), (ϕ1, ψ1) ∈ D(A∗), h1, g1, h2, g2 ∈ C2
0([0, T ]) e

(u, v) a solução de (4.1)-(4.2). Multiplicando a equação (4.1) pela solução (ϕ, ψ) de (3.22)

obtemos

0 =

∫ T

0

∫ L

0

ϕ(ut + uxxx + avxxx)dxdt

=

∫ L

0

ϕu|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

uϕtdxdt−
∫ T

0

ϕx(t, x)ux(t, x)|L0 dt+

∫ T

0

ϕxx(t, x)u(t, x)|L0 dt

−
∫ T

0

∫ L

0

ϕxxxudxdt−
∫ T

0

ϕx(t, x)avx(t, x)|L0 dt+

∫ T

0

ϕxx(t, x)av(t, x)|L0 dt

−
∫ T

0

∫ L

0

aϕxxxvdxdt, (4.5)

e

0 =

∫ T

0

∫ L

0

ψ(cvt + rvx + abuxxx + vxxx)dxdt

=

∫ L

0

cψv|T0 dx−
∫ T

0

∫ L

0

cvψtdxdt+

∫ T

0

rvψ|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

rvψxdxdt

−
∫ T

0

ψx(t, x)abux(t, x)|L0 dt+

∫ T

0

ϕxx(t, x)abu(t, x)|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

ψxxxudxdt

−
∫ T

0

ψx(t, x)vx(t, x)|L0 dt+

∫ T

0

ψxx(t, x)v(t, x)|L0 dt−
∫ T

0

∫ L

0

ψxxxvdxdt. (4.6)
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Multiplicando (4.5) por b e somando (4.6), segue que∫ L

0

(bϕ(t, x)u(t, x) + cψ(t, x)v(t, x))|L0 dx =

∫ T

0

bux(t, x)(ϕx(t, x) + aψx(t, x))|L0 dt

+

∫ T

0

vx(t, x)(abϕx(t, x) + ψx(t, x))|L0 dt

−
∫ T

0

bu(t, x)(t)(ϕxx(t, x) + aψxx(t, x))|L0 dt

−
∫ T

0

v(t, x)(t)(abϕxx(t, x) + ψxx(t, x))|L0 dt,

isto é,∫ L

0

(bϕ1(x)u(T, x) + cψ1(x)v(T, x))dx =

∫ T

0

bh2(t)(ϕx(t, L) + aψx(t, L))dt

+

∫ T

0

g2(t)(abϕx(t, L) + ψx(t, L))dt

−
∫ T

0

bh1(t)(ϕxx(t, L) + aψxx(t, L))dt

−
∫ T

0

g1(t)(abϕxx(t, L) + ψxx(t, L))dt.

Portanto, por um argumento de densidade temos a seguinte identidade:∫ L

0

(bϕ1(x)u(T, x) + cψ1(x)v(T, x))dx =

∫ T

0

bh2(t)(ϕx(t, L) + aψ(t, L))dt

+

∫ T

0

g2(t)(abϕx(t, L) + ψ(t, L))dt

− 〈bh1(t), ϕxx(t, L) + aψxx(t, L)〉H1
0×H−1

− 〈g1(t), abϕxx(t, L) + ψxx(t, L)〉H1
0×H−1 .

Assim, se o sistema é exatamente controlável obtemos (4.4). Por outro lado, a identidade

acima e (4.4) implicam que∫ L

0

[bϕ1(x)(u(T, x)− u1(x)) + cψ1(x)(v(T, x)− v1(x))]dx = 0.

Como temos a identidade acima para qualquer (ϕ1, ψ1) ∈ (L2(0, L))2, o sistema é exata-

mente controlável com os controles h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ). �

Para o estudo da propriedade de controlabilidade, um resultado de observabilidade

que provaremos a seguir terá um papel fundamental. Inicialmente, provaremos dois lemas

que serão de muita utilidade na prova de este resultado.
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Lema 4.4. Se (λ, (w, z)) é solução do seguinte sistema
λw − wxxx − azxxx = 0, em (0, L),

cλz − rzx − bawxxx − zxxx = 0, em (0, L),

w(0) = w(L) = wx(0) = wx(L) = wxx(L) = 0,

z(0) = z(L) = zx(0) = zx(L) = zxx(L) = 0,

(4.7)

então w = z = 0.

Demonstração. Se λ = 0, então
wxxx + azxxx = 0, em (0, L),

rzx + bawxxx + zxxx = 0, em (0, L),

w(0) = w(L) = wx(0) = wx(L) = wxx(L) = 0,

z(0) = z(L) = zx(0) = zx(L) = zxx(L) = 0.

(4.8)

Tomando zx = ζ obtemos que ζ satisfaz o problema{
(a2b− 1)ζxx − rζ = 0, em (0, L),

ζ(0) = ζx(L) = 0,
(4.9)

para o qual a única solução é ζ = 0, implicando w = z = 0.

Agora, tomemos λ 6= 0. Vamos introduzir as funções complexas dadas por

ŵ(ξ) =

∫ L

0

w(x)eixξdx e ẑ(ξ) =

∫ L

0

z(x)eixξdx

que são inteiras. Assim, multiplicando a primeira e segunda equação de (4.7) por eixξ e

integrando por partes, obtemos{
(λ− iξ3)ŵ(ξ)− iξ3ẑ(ξ) = α + aβ,

(λ− iξ3 + irξ)z(ξ)− iabξ3ŵ(ξ) = abα + β,
(4.10)
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onde α = −wxx(0) e β = −zxx(0) são valores complexos. De fato, observe que∫ L

0

zxxxe
ixξdx =eixξzxx|L0 −

∫ L

0

iξeixξzxxdx

=− zxx(0)− iξeixξzx|L0 +

∫ L

0

(iξ)2eixξzxdx

=− zxx(0) + (iξ)2eixξz|L0 −
∫ L

0

(iξ)3eixξzdx

=− zxx(0)− (iξ)3

∫ L

0

eixξz(x)dx

=− zxx(0)− (iξ)3ẑ(ξ).

Analogamente, obtemos os demais termos em (4.10). Observe que α, β são unicamente

determinados por ŵ e ẑ, e consequentemente, por w e z. Portanto, provaremos que

α = β = 0⇔ w = z = 0.

Eliminando ŵ de (4.10), obtemos a seguinte igualdade

[(λ− iξ3)(λc− iξ3 + irξ) + a2bξ6]ẑ = [iabξ3(α + aβ) + (λ− iξ3)(abα + β). (4.11)

Definindo os polinômios{
Pλ(ξ) = (a2b− 1)ξ6 + rξ4 − iλ(1 + c)ξ3 + irλξ + λ2c

Qλ(ξ) = iabξ3(α + aβ) + (λ− iξ3)(abα + β)

de (4.11) temos que

Pλ(ξ)ẑ(ξ) = Qλ(ξ).

Como ẑ é uma função inteira, todas as ráızes de Pλ também devem ser ráızes de Qλ. Além

disso, os polinômios satisfazem as seguintes propriedades:

(1) O polinômio Pλ é de grau 6, pois 1− a2b > 0.

(2) Não existe raiz de Pλ de multiplicidade 6, pois o polinômio não contém termo de grau

5.

(3) O polinômio Qλ é de grau 3.

(4) Não existe raiz de Qλ de grau 3, pois o polinômio não contem termo de grau 2.

Como o grau do polinômio Pλ é maior que o grau do polinômio Qλ, conclúımos que ẑ

é uma função inteira se Qλ = 0, o que é equivalente a ter α = β = 0 e implica que

z = w = 0. �

Mostraremos a seguir um prinćıpio de continuação única.
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Lema 4.5. Seja (w0, z0) ∈ (L2(0, L))2. Se (w, z) é solução de

wt − wxxx − azxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

czt − rzx − bawxxx − zxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

w(t, 0) = w(t, L) = wx(t, 0) = 0, em (0, T ),

z(t, 0) = z(t, L) = zx(t, 0) = 0, em (0, T ),

w(0, x) = w0, z(0, x) = z0, em (0, L)

(4.12)

e satisfaz

wx(·, L) = zx(·, L) = wxx(·, L) = zxx(·, L) = 0, (4.13)

então w0 = z0 = 0.

Demonstração. A regularidade adicional dada pelo Teorema 3.7 permite reduzir (4.12) e

(4.13) a um prinćıpio de continuação única para as autofunções do sistema estacionário

associado. Este argumento foi usado em [19] e [16].

Seja NT o espaço de dados iniciais (w0, z0) ∈ (L2(0, L))2, tal que a correspondente

solução de (4.12), satisfaz wx(·, L) = zx(·, L) = 0 em L2(0, T ) e wxx(·, L) = zxx(·, L) = 0

em H−1(0, T ).

O espaço NT satisfaz as seguintes propriedades:

(1) dimNT <∞.

Com efeito, seja B a bola unitária em NT e seja (w0
n, z

0
n) uma sequência em B,

isto é, ‖(w0
n, z

0
n)‖(L2(0,L))2 = 1. Sejam (wn, zn) as soluções de (4.12) com dados inici-

ais (w0
n, z

0
n) que satisfazem (4.13). Temos pelo Teorema 3.7 que (wn, zn) é limitada em

(L2(0, T ;H1(0, L)))2, e utilizando as equações em (4.12) temos que ((wn)t, (zn)t) é limi-

tada em (L2(0, T ;H−2(0, L)))2. Como H1(0, L) ⊂ L2(0, L) ⊂ H−2(0, L) sendo a pri-

meira imersão compacta, temos que (wn, zn) é relativamente compacta, isto é, existe

uma subsequência, que vamos denotar pelos mesmos ı́ndices, convergindo para (w, z)

em (L2(0, T ; (L2(0, L))2). De (3.25) e da convergência acima temos que (w0
n, z

0
n) é uma

sequência de Cauchy em (L2(0, L))2 e portanto convergente, logo (w0
n, z

0
n) converge a

(w0, z0) ∈ (L2(0, L))2. Além disso, (w, z) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) é a solução fraca de

(3.21) e

w(0, ·) = w0 e z(0, ·) = z0.

De fato, se (ŵ, ẑ) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) é a solução de (3.21) com dados iniciais (w0, z0) ∈
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(L2(0, L))2, então

‖(ŵ, ẑ)− (w, z)‖L2(0,T ;(L2(0,L))2)

≤ ‖(ŵ, ẑ)− (wn, zn)‖L2(0,T ;(L2(0,L))2) + ‖(wn, zn)− (w, z)‖L2(0,T ;(L2(0,L))2)

≤ C
∥∥(w0, z0)− (w0

n, z
0
n)
∥∥

(L2(0,L))2
+ ‖(wn, zn)− (w, z)‖L2(0,T ;(L2(0,L))2) .

Como a expressão de acima converge a zero quando n tende a infinito, obtemos o resultado

desejado.

Agora vamos mostrar que (w, z) satisfaz (4.13). Com efeito, de (3.24) e (3.26) temos

que

(wn)x(·, L)→ wx(·, L) e (zn)x(·, L)→ zx(·, L) ∈ L2(0, T )

(wn)xx(·, L)→ wxx(·, L) e (zn)xx(·, L)→ zxx(·, L) ∈ H−1(0, T ),

e como (wn, zn) pertecem a NT , obtemos que wx(·, L) = z(·, L) = wxx(·, L) = zxx(·, L) = 0.

Assim, a bola unitária é relativamente compacta, o que garante que NT tem dimensão

finita.

(2) NT ⊂ D(A∗).

Primeiro observe-se que T1 < T implica NT ⊂ NT1 . Por outro lado, como NT é um

espaço de dimensão finita e como a aplicação T 7→ dimNT ∈ N é não crescente existem

T1, ε > 0 tal que T1 < T1 + ε e NT1 = NT1+ε, portanto

NT1 = Nt, ∀t ∈ [T1, T1 + ε].

Vamos mostrar que NT ⊂ D(A∗). Seja y ∈ NT1 e seja (S∗(t))t≥0 o semigrupo gerado pelo

operador A∗. Assim,

y ∈ D(A∗)⇐⇒ lim
t→0

S∗(t)y − y
t

existe em (L2(0, L))2.

Inicialmente, temos que

S∗(t)y − y
t

∈ NT1 .

Como y ∈ NT1 e S∗(τ)S∗(t)y = S∗(τ + t)y, para 0 < t < ε temos que S∗(t)y ∈ NT1+ε.

Assim, S∗(t)y ∈ NT1 para todo t ∈ (0, ε). Por outro lado, pela teoria da extrapolação (ver

[20]) deduzimos que existe um espaço de Banach Y , tal que (L2(0, L))2 ⊂ Y e

S∗(·)y ∈ C([0, T ], Y ),
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donde

lim
t→0

S∗(t)y − y
t

existe em Y . Como NT1 ⊂ (L2(0, L))2 ⊂ Y e, dim(Nt1) < ∞ as normas induzidas por

(L2(0, L))2 e Y são equivalentes. Portanto,

lim
t→0

S∗(t)y − y
t

existe em (L2(0, L))2. Logo, y ∈ D(A∗).

(3) Segue da propriedade (1) que se NT 6= (0, 0), então A∗ : N̄T → N̄T tem pelo menos

um autovalor (N̄T é a complexificação de NT ), ou seja,

∃ λ ∈ C e (w, z) ∈ NT , tal que (w, z) 6= 0 e A∗(w, z) = λ(w, z). (4.14)

Note que (4.14) nos diz que existe uma solução não trivial do sistema (4.7). Porem, pelo

Lema 4.4 temos que (4.7) só possui a solução trivial, ou seja, que NT = {(0, 0)}, o que

implica que w0 = z0 = 0. �

Para concluir nossa análise, provaremos o seguinte resultado:

Teorema 4.6. Para quaisquer L > 0 e T > 0 existe uma constante positiva C =

C(L, T ) > 0, tal que a desigualdade

C
∥∥(w1, z1)

∥∥2

(L2(0,L))2
≤‖wx(·, L) + azx(·, L)‖2

L2(0,T ) + ‖abwx(·, L) + zx(·, L)‖2
L2(0,T )

+ ‖wxx(·, L) + azxx(·, L)‖2
H−1(0,T ) + ‖abwxx(·, L) + zxx(·, L)‖2

H−1(0,T ) ,

(4.15)

se verifica para qualquer (w1, z1) ∈ (L2(0, L))2, donde (w, z) é a solução de (3.22) com

dado inicial (w1, z1).

Demonstração. A mudança de variável t→ T − t transforma o sistema (3.22) em (3.21),

e a desigualdade (4.15) é equivalente a

C
∥∥(w0, z0)

∥∥2

(L2(0,L))2
≤‖wx(·, L) + azx(·, L)‖2

L2(0,T ) + ‖abwx(·, L) + zx(·, L)‖2
L2(0,T )

+ ‖wxx(·, L) + azxx(·, L)‖2
H−1(0,T ) + ‖abwxx(·, L) + zxx(·, L)‖2

H−1(0,T ) ,

(4.16)

para qualquer (w0, z0) ∈ (L2(0, L))2, onde (w, z) é a solução do (3.21) com dado inicial

(w0, z0). Agora, suponha que (4.16) não se verifica. Neste caso, existe uma sequência
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(w0
n, z

0
n)n≥1 ⊂ (L2(0, L))2, tal que
‖(w0

n, z
0
n)‖(L2(0,L))2 = 1, ∀n ≥ 1,

limn→∞(
∥∥∥‖(wn)x(·, L) + a(zn)x(·, L)‖2

L2(0,T ) + ‖ab(wn)x(·, L) + (zn)x(·, L)‖2
L2(0,T )

∥∥∥) = 0,

limn→∞(‖(wn)xx(·, L) + a(zn)xx(·, L)‖2
H−1(0,T )

+ ‖ab(wn)xx(·, L) + (zn)xx(·, L)‖2
H−1(0,T )) = 0,

(4.17)

onde (wn, zn) é solução de (3.21) com dados iniciais (w0
n, z

0
n). Como 1−a2b > 0, de (4.17)

deduzimos que

lim
n→∞

(wn)x(·, L) = 0 , lim
n→∞

(zn)x(·, L) = 0 em L2(0, T ), (4.18)

lim
n→∞

(wn)xx(·, L) = 0 , lim
n→∞

(zn)xx(·, L) = 0 em H−1(0, T ). (4.19)

Procedendo como na demonstração do Lema 4.5 temos que (w0
n, z

0
n) possui uma sub-

sequência que converge a (w0, z0) ∈ (L2(0, L))2 e por (4.17) ‖(w0, z0)‖(L2(0,L))2 = 1. Por

outro lado, a solução correspondente (w, z) de (3.21) pertence ao subespaço NT , definido

no Lema 4.5. Assim, w0 = z0 = 0, o que é uma contradição. Logo, a desigualdade (4.16)

se verifica. �

O seguinte teorema resolve nosso problema de controle (4.1)-(4.3):

Teorema 4.7. Sejam T > 0 e L > 0. O sistema (4.1)-(4.2) é exatamente controlável no

tempo T .

Demonstração. Vamos definir o seguinte funcional

J(w1, z1) =
1

2
(‖b(wxx(·, L) + azxx(·, L))‖2

H−1(0,T ) + ‖abwxx(·, L) + zxx(·, L)‖2
H−1(0,T ))

1

2
(‖b(wx(·, L) + azx(·, L)‖2

L2(0,T ) + ‖abwx(·, L) + zx(·, L)‖2
L2(0,L))

−
∫ L

0

[bu1(x)w1(x) + cv1(x)z1(x)]dx, (4.20)

onde (w1, z1) ∈ (L2(0, L))2 e (w, z) é a solução do sistema com retrógrado (3.22) com

dado inicial (w1, z1).

Seja (ŵ1, ẑ1) ∈ (L2(0, L)2 um minimizante de J . Pela diferenciabilidade de J obtemos

que (4.4) é satisfeita com h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) sendo as únicas soluções de

〈bŵxx(t, L) + aẑxx(t, L), ϕ〉H−1(0,T )×H1
0 (0,T ) =

∫ T

0

(h1)t(t)ϕt(t)dt, ∀ϕ ∈ H1
0 (0, T )

〈abŵxx(t, L) + ẑxx(t, L), ϕ〉H−1(0,T )×H1
0 (0,T ) =

∫ T

0

(g1)t(t)ϕt(t)dt, ∀ϕ ∈ H1
0 (0, T )
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e h2(t) = bŵx(t, L)+aẑx(t, L), g2(t) = abŵx(t, L)+ ẑx(t, L). Observe que h2, g2 ∈ L2(0, T ).

Para ver que J possui minimo, observe que ele é continuo, convexo e coercivo. A coerci-

vidade é obtida pela desigualdade de observabilidade provada no Teorema 4.6. �
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Caṕıtulo 5

Controlabilidade do sistema não

linear

5.1 Quatro controles

Agora vamos estudar a controlabilidade do sistema não linear (1.1). Note que a solução

de (1.1) pode ser escrita como

(u, v) = S(t)(u0, v0) + (ϕ, ψ) + (η, ζ),

onde {S(t)}t≥0 é o semigrupo associado à parte linear do sistema (1.1) e (ϕ, ψ),(η, ζ)

satisfazem 

ϕt + ϕxxx + a3ψxxx = f1, em (0, T )× (0, L),

b1ψt + rψx + b2a3ϕxxx + ψxxx = f2, em (0, T )× (0, L),

ϕ(t, 0) = 0, ϕ(t, L) = 0, ϕx(t, L) = 0 em (0, T ),

ψ(t, 0) = 0, ψ(t, L) = 0, ψx(t, L) = 0 em (0, T ),

ϕ(0, x) = 0, ψ(0, x) = 0, em (0, L),

(5.1)

e 

ηt + ηxxx + a3ζxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

b1ζt + rζx + b2a3ηxxx + ζxxx = 0, em (0, T )× (0, L),

η(t, 0) = 0, η(t, L) = h1 ηx(t, L) = h2, em (0, T ),

ζ(t, 0) = 0, ζ(t, L) = g1 ζx(t, L) = g2, em (0, T ),

η(0, x) = 0, ζ(0, x) = 0, em (0, L),

(5.2)
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respectivamente, com f1 = −(uux+a1vvx+a2(uv)x) e f2 = −(vvx+b2a2uux+b2a1(uv)x).

Para simplificar a notação, consideramos os seguintes espaços:

X = L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩ C([0, T ]; (L2(0, L))2)

Y = L1(0, T ; (L2(0, L))2)

Z = L2(0, T ; (H1(0, L))2).

O seguinte resultado é necessário para o estudo das soluções de (5.1).

Teorema 5.1. Se u, v ∈ L2(0, T ;H1(0, L)), então uux, vvx, uvx, vux ∈ L1(0, T ;L2(0, L)),

a aplicação

Υ : L2(0, T ; (H1(0, L)2) 7−→ L1(0, T ; (L2(0, L))4),

dada por

Υ(u, v) = (uux, vvx, uvx, vux)

é cont́ınua, e existe uma constante C > 0, tal que

‖(uux, vvx, uvx, vux)‖L1(0,T ;(L2(0,L))4) ≤ C[‖(u, v)‖L2(0,T ;(H1(0,L)2)]. (5.3)

Além disso, para qualquer (f1, f2) ∈ L1(0, T, (L2(0, L))2) existe uma única solução

(ϕ, ψ) ∈ L2(0, T ; (H1(0, L)2) ∩ C([0, T ]; (L2(0, L)2)

e a aplicação Σ : (f1, f2) ∈ L1(0, T, (L2(0, L))2) 7−→ (ϕ, ψ) ∈ L2(0, T, (H1(0, L)2) ∩
C([0, T ]; (L2(0, L)2)

é continua.

Demonstração. Sejam (u, v), (z, w) ∈ L2(0, T ; (H1(0, L)2) e C1 a constante de imersão de
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Sobolev H1(0, L) ↪→ L∞(0, L). Aplicando a desigualdade triangular e de Hölder, obtemos

‖(uux, vvx, uvx, vux)− (zzx, wwx, zwx, wzx)‖L1(0,T,(L2(0,L))4) ≤∫ T

0

[‖(u− z)ux‖L2(0,L) + ‖z(ux − zx)‖L2(0,L) + ‖(v − w)vx‖L2(0,L) + ‖w(vx − wx)‖L2(0,L)

+ ‖(u− z)vx‖L2(0,L) + ‖z(vx − wx)‖L2(0,L) + ‖(v − w)ux‖L2(0,L) + ‖w(ux − zx)‖L2(0,L)]dt

≤
∫ T

0

[‖u− z‖L∞(0,L) ‖ux‖L2(0,L) + ‖z‖L∞(0,L) ‖ux − zx‖L2(0,L) + ‖v − w‖L∞(0,L) ‖vx‖L2(0,L)

+ ‖w‖L∞(0,L) ‖vx − wx‖L2(0,L) + ‖u− z‖L∞(0,L) ‖vx‖L2(0,L) + ‖z‖L∞(0,L) ‖vx − wx‖L2(0,L)

‖v − w‖L∞(0,L) ‖ux‖L2(0,L) + ‖w‖L∞(0,L) ‖ux − zx‖L2(0,L)]dt

≤ C1

∫ T

0

[‖u− z‖H1(0,L) ‖u‖H1(0,L) + ‖z‖H1(0,L) ‖u− z‖H1(0,L) + ‖v − w‖H1(0,L) ‖v‖H1(0,L)

+ ‖w‖H1(0,L) ‖v − w‖H1(0,L) + ‖u− z‖H1(0,L) ‖v‖H1(0,L) + ‖z‖H1(0,L) ‖v − w‖H1(0,L)

+ ‖v − w‖H1(0,L) ‖u‖H1(0,L) + ‖w‖H1(0,L) ‖u− z‖H1(0,L)]dt

≤ C1[‖u− z‖Z (‖u‖Z + ‖z‖Z) + ‖v − w‖Z (‖v‖Z + ‖w‖Z) + ‖u− z‖Z (‖v‖Z + ‖w‖Z)

‖v − w‖Z (‖u‖Z + ‖z‖Z)].

Tomando (z, w) = (0, 0) temos que (uux, vvx, uvx, vux) ∈ L1(0, T, (L2(0, L))4). Além

disso, para a continuidade da aplicação Υ, tomamos (z, w)→ (u, v) em Z.

Por outro lado, temos que

∥∥1[0,t]S(t− s)(f1(s, ·), f2(s, ·)
∥∥

(L2(0,L))2
≤
∥∥∥(f1(s, ·), f2(s, )̇)

∥∥∥
(L2(0,L))2)

∈ L1(0, T ),

onde 1[0,t] denota a função caracteŕıstica do intervalo [0, 1]. Segue do Teorema de Lebesgue

que a solução (ϕ, ψ)(t, ·) =
∫ t

0
S(t− s)(f1, f2)(t, ·) pertence a C([0, T ], (L2(0, L))2). Além

disso, para cada t ∈ [0, T ] temos

‖(ϕ, ψ)(t, ·)‖(L2(0,L))2 ≤
∫ t

0

‖(f1, f2)(s, ·)‖(L2(0,L))2ds ≤ ‖(f1, f2)‖L1(0,T,(L2(0,L))2) .

Assim, a aplicação linear Σ : L1(0, T ; (L2(0, L))2)→ C([0, T ]; (L2(0, L))2) é continua.

Para mostrar a continuidade da aplicação

Σ : L1(0, T ; (L2(0, L))2)→ L2(0, T ; (H1(0, L)2), é suficiente provar que

∃C2 > 0 : ∀(f, g) ∈ C1([0, T ]; (L2(0, L))2),

‖(ϕ, ψ)x‖L2(0,T ;(L2(0,L))2) ≤ C2 ‖(f, g)‖L1(0,T ;(L2(0,L))2) .

Isso pode ser feito usando integração por partes e os multiplicador xϕ e xψ com os mesmoss
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calculos do Teorema 3.3. Nesse caso, obtemos∫ T

0

∫ L

0

(b(1− ε2)ϕ2
x + ψ2

x(1−
a2b

ε
))dxdt ≤

r

3

∫ T

0

∫ L

0

ψ2dxdt+
L

3

∫ T

0

∫ L

0

(f1ϕ+ f2ψ)dxdt ≤

rT

3
‖(f1, f2)‖2

L1(0,T ;(L2(0,L))2) +
2L

3

∫ T

0

‖(f1, f2)‖((L2(0,L))2 ‖(ϕ, ψ)‖(L2(0,L))2 dt ≤

rT

3
‖(f1, f2)‖2

L1(0,T ;(L2(0,L))2) +
2L

3
‖(f1, f2)‖L1(0,T ;(L2(0,L))2) ‖(ϕψ)‖C([0,T ];(L2(0,L))2) ≤

1

3
(rT + 2L) ‖(f1, f2)‖2

L1(0,T ;(L2(0,L))2) ,

de onde segue o resultado desejado. �

Agora, vamos definir os seguintes operadores

Θ1 : L1(0, T ; (L2(0, L))2)→ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2)

Θ1(f1, f2) = (ϕ, ψ)

onde (ϕ, ψ) é a única solução de (5.1) com termos não homogêneos (f1, f2), e

Θ2 : (H1
0 (0, T ))2 × (L2(0, T ))2 → C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T, (H1(0, L))2)

Θ2((h1, g1), (h2, g2)) = (η, ζ),

onde (η, ζ) é a única solução de (5.2) com termos de fronteira não homogêneos h1, g1, h2, g2.

Da Proposição 5.1 e do Teorema 3.7 segue que Θ1 e Θ2 são cont́ınuos, lineares e bem

definidos. Por outro lado, a existência e unicidade das soluções do sistema não linear

(1.1) -(1.2) pode ser provada facilmente se os dados iniciais e as condições de fronteira

são suficientemente pequenos.

Teorema 5.2. Existe δ > 0, tal que, para quaisquer dados iniciais e de fronteira satisfa-

zendo ∥∥∥(u0, v0)
∥∥∥(L2(0,L))2 ≤ δ, ‖(h1, g1)‖(H1

0 (0,T ))2 , ‖(h2, g2)‖(L2(0,T ))2 ≤ δ,

o sistema (1.1)-(1.2) tem uma única solução

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩H1(0, T ; (H−2(0, L))2).

Demonstração. Para esta demonstração vamos usar um argumento de ponto fixo. Pri-
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meiro, vamos definir a seguinte função

G : L2(0, T ; (H1(0, L))2)→ L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩ C([0, T ]; (L2(0, L))2)

G(u, v) = S(·)(u0, v0) + Θ1(f1, f2) + Θ2((h1, g1), (h2, g2))

onde

f1 = −(uux + a1vvx + a2(uv)x),

f2 = −(vvx + b2a2uux + b2a1(uv)x)

e Θ1 e Θ2 foram definidos acima. Observe que G é continua, por isso provaremos que

existe δ > 0 tal que, se∥∥∥(u0, v0)
∥∥∥(L2(0,L))2 ≤ δ, ‖(h1, g1)‖(H1

0 (0,T ))2 , ‖(h2, g2)‖(L2(0,T ))2 ≤ δ,

a função G tem um ponto fixo. Para isto, é suficiente mostrar que existe R > 0, tal que

as seguintes propriedades são satisfeitas:

i) G(B(0, R)) ⊂ B(0, R) ⊂ L2(0, T ; (H1(0, L))2),

ii) Existe uma constante c ∈ (0, 1), tal que

‖G(u, v)−G(û, v̂)‖X ≤ c ‖(u, v)− (û, v̂)‖Y , ∀(u, v), (û, v̂) ∈ B(0, R),

onde B(0, R) é a bola fechada de raio R em L2(0, T : (H1(0, L))2).

Como Θ1 e Θ2 são cont́ınuas, existem constastes positivas K1, K2, c0, tais que

∥∥S(·)(u0, v0)
∥∥
X
≤ c0

∥∥u0, v0
∥∥

(L2(0,L))2

‖Θ1(f1, f2)‖X ≤ K1 ‖(f1, f2)‖Y
‖Θ2((h1, g1), (h2, g2))‖X ≤ K2 ‖((h1, g1), (h2, g2))‖(H1

0 (0,T ))2×(L2(0,T ))2 .

Assim, por (5.3),

‖G(u, v)‖ ≤ c0

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
+K1 ‖(f1, f2)‖Y

+K2 ‖((h1, g1), (h2, g2))‖(H1
0 (0,T ))2×(L2(0,T ))2

≤ c0δ +K1C ‖(u, v)‖2
X +K2δ ≤ δ(c0 +K2) + CK1R

2.

Logo, R e δ devem ser escolhidos de forma que

δ(c0 +K2) + CK1R
2 ≤ R.
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Por outro lado, como

G(u, v)−G(û, v̂) = Θ1((f1, f2)− (f̂1, f̂2))

obtemos que

‖G(u, v)−G(û, v̂)‖X ≤ K1C ‖(u, v)− (û, v̂)‖2
X ≤ 2CK1R ‖(u, v)− (û, v̂)‖X .

Assim, G é uma contração se

2CK1R < 1.

Portanto, tomando δ como segue

δ =
R

2(c0 +K2)
,

temos o resultado desejado. �

Agora vamos mostrar nosso teorema principal.

Teorema 5.3. Seja L > 0 e T > 0. Então, existe uma constante δ > 0, tal que, para

quaisquer dados inicial e final (u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2, satisfazendo

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ e

∥∥(u1, v1)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ,

existem quatro controles h1, g1 ∈ H1
0 (0, T ) e h2, g2 ∈ L2(0, T ), tal que a solução

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩H1(0, T ; (H−2(0, L))2)

de (1.1)-(1.2) verificam (1.3).

Demonstração. Para provar este resultado vamos usar um argumento de ponto fixo similar

ao que foi usado no teorema anterior. Primeiro vamos definir

Γ : (L2(0, L))2 → (H1
0 (0, T ))2 × (L2(0, T ))2,

Γ(u1, v1) = (υ1, τ1, υ2, τ2)

onde υ1, τ1 ∈ H1
0 (0, T ) e υ2, τ2 ∈ L2(0, T ) são os controles dados pelo Teorema 4.7, que

levam a solução de (4.1)-(4.2) do dado inicial (0, 0) ao dado final (u1, v1). Mais preci-

samente, se (ŵ1, ẑ1) ∈ (L2(0, L))2 é o minimizador do funcional J definido no Teorema

4.7 e (ŵ, ẑ) é a solução do sistema retrogrado (3.22) com dado inicial (ŵ1, ẑ1), então
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υ1, τ1 ∈ H1
0 (0, T ) e υ2, τ2 ∈ L2(0, T ) vem dados por

〈bŵxx(t, L) + aẑxx(t, L), θ〉 =

∫ T

0

(υ1)t(t)θt(t)dt, ∀θ ∈ H1
0 (0, T ),

〈abŵxx(t, L) + ẑxx(t, L), θ〉 =

∫ T

0

(τ1)t(t)θt(t)dt, ∀θ ∈ H1
0 (0, T ),

υ2(t) = bŵx(t, L) + aẑx(t, L),

τ2 = abŵx(t, L) + ẑx(t, L).

Como J(ŵ1, ẑ1) ≤ J(0, 0) = 0, temos da desigualdade de observabilidade (4.15) que Γ é

cont́ınua.

Agora vamos definir um novo operador dado por

F : L2(0, T ; (H1(0, L))2)→ L2(0, T ; (H1(0, L))2) ∩ C([0, T ]; (L2(0, L))2)

F (u, v) = S(·)(u0, v0) + Θ2 ◦ Γ((u1, v1)− S(T )(u0, v0) + Θ1(−f1,−f2)(T, ·)) + Θ1((f1, f2).

Observe que se (u, v) é um ponto fixo do operador F , então (u, v) é solução de (1.1)-(1.2)

e satisfaz (1.3), isto é, o sistema é controlável por (u1, v1). Como o operador F é continuo,

provaremos que existe δ > 0 suficientemente pequeno, tal que se∥∥∥(u0, v0)
∥∥∥(L2(0,L))2 ≤ δ, ‖(u1, v1)‖(L2(0,L))2 ≤ δ,

o operador F tem um ponto fixo. Para isto, é suficente mostrar que existe R > 0, tal que

as seguintes propriedades são satisfeitas:

i) F (B(0, R)) ⊂ B(0, R) ⊂ L2(0, T ; (H1(0, L))2),

ii) Existe uma constante c ∈ (0, 1), tal que

‖F (u, v)− F (û, v̂)‖X ≤ c ‖(u, v)− (û, v̂)‖Y , ∀(u, v), (û, v̂) ∈ B(0, R),

onde B(0, R) é a bola fechada de raio R em L2(0, T ; (H1(0, L))2).

Como Θ1, Θ2 e Γ são cont́ınuas, existem constaste positivas K,K1, K2 tais que

‖Θ1(f1, f2)‖X ≤ K1 ‖(f1, f2)‖Y ,

‖Θ2((h1, g1), (h2, g2))‖X ≤ K2 ‖((h1, g1), (h2, g2))‖(H1
0 (0,T ))2×(L2(0,T ))2 ,∥∥Γ(u1, v1)

∥∥
(H1

0 (0,T ))2×(L2(0,T ))2
≤ K

∥∥(u1, v1)
∥∥

(L2(0,L))2
.
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Assim, temos que se (u, v) ∈ B(0, R) ⊂ L2(0, T : (H1(0, L))2), então

‖G(u, v)‖ ≤ c0

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
+KK2

∥∥(u1, v1)− S(T )(u0, v0) + Θ1(−f1,−f2)(T, ·)
∥∥

(L2(0,L))2

+K1 ‖((f1, f2)‖Y
≤ c0δ + 2KK2δ +KK1K2C ‖(u, v)‖2

X + CK1 ‖(u, v)‖2
X

≤ c0δ + 2K2Kδ + (KK2 + 1)K1CR
2.

Logo, escolhemos δ e R satisfazendo

δ(c0 + 2KK2) + CK1R
2(kK2 + 1) ≤ R.

Por outro lado, como

F (u, v)− F (û, v̂) = Θ1((f1, f2)− (f̂1, f̂2)) + Θ2 ◦ Γ((f̂1, f̂2)− (f1, f2))

obtemos que

‖F (u, v)− F (û, v̂)‖X ≤ K1C ‖(u, v)− (û, v̂)‖2
X +K1K2KC ‖(u, v)− (û, v̂)‖2

X

≤ 2CK1R(1 +KK2) ‖(u, v)− (û, v̂)‖X ,

e F é uma contração se

2CK1R(1 +KK2) < 1.

Agora, tomando δ como segue

δ =
R

2(c0 +K2)
,

temos que F tem um ponto fixo e portanto o resultado esta provado. �

5.2 Dois controles

Nesta seção vamos provar que quando apenas dois controles atuam na fronteira do inter-

valo, a controlabilidade exata vai ser obtida para valores pequenos de comprimento L e

valores grandes de tempo T .

Vamos considerar o sistema (1.1) tomando h1, g1 = 0, isto é,

ut + uux + uxxx + a3vxxx + a1vvx + a2(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

b1vt + rvx + vvx + b2a3uxxx + vxxx + b2a2uux + b2a1(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = 0, u(t, L) = 0, ux(t, L) = h2(t), em (0, T ),

v(t, 0) = 0 v(t, L) = 0, vx(t, L) = g2(t), em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L).

(5.4)
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Neste caso, temos que a Proposição 3.1 e os Teoremas 3.2 e 3.3 continuam válidos.

A desigualdade de observabilidade provada no Lema 4.4 vai ter a seguinte forma, com

restrições de comprimento L e tempo T que serão dadas mais adiante.

Teorema 5.4. Existem L > 0 e T > 0 e uma constante C = C(L, T ) > 0, tal que a

desigualdade ∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ C ‖(ux(·, 0), vx(·, 0))‖(L2(0,T ))2 (5.5)

se verifica para qualquer (u0, v0) ∈ (L2(0, L))2, onde (u, v) é solução de (3.21) com dado

inicial (u0, v0).

Observação. 5.5. Se usarmos a técnica usada para demonstrar o Teorema 4.6 obtemos

o mesmo sistema do Lema 4.4 com as seguintes condições de fronteira:{
w(0) = w(L) = wx(0) = wx(L) = 0

z(0) = z(L) = zx(0) = zx(L) = 0.
(5.6)

Porém, o prinćıpio de continuação única não se verifica. De fato, as funções w = −a(1−
cos(x)) e z = (1 − cos(x)) satisfazem o problema quando L = 2π, λ = 0 e r = 1 − a2b,

mas não são nulas.

Demonstração. Fazendo uso da prova de Teorema 3.3 e de suas estimativas, obtemos que∫ T

0

∫ L

0

(b(1− ε2)u2
x + (1− a2b

ε2
)v2
x)dxdt ≤

r

3

∫ t

0

∫ L

0

v2dxdt+
L

3

∫ L

0

(b(u0)2 + c(v0)2)dx.

Logo,∫ T

0

∫ L

0

(u2
x + v2

x)dxdt

≤ 1

min
{
b(1− ε2), (1− a2b

ε2
)
} (r

3

∫ t

0

∫ L

0

v2dxdt+
L

3

∫ L

0

(b(u0)2 + c(v0)2)dx

)
. (5.7)

Além disso, do Teorema 3.3 também obtemos a identidade

b

∫ L

0

u2(s, x)dx+ c

∫ L

0

v2(s, x)dx− b
∫ L

0

u2(0, x)dx− c
∫ L

0

v2(0, x)dx =

−
∫ T

0

[bu2
x(s, 0) + 2abvx(s, 0)ux(s, 0) + v2

x(s, 0)]dx,

onde s ∈ [0, T ]. Tomando ε ∈ (
√
a2b, 1), obtemos

2abvx(s, 0)ux(s, 0) = 2(
1

ε

√
a2bvx(s, 0))(ε

√
bux(s, 0)) ≥ −bε2u2

x(s, 0)− a2b

ε2
v2
x(s, 0),
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implicando que

b

∫ L

0

u2(s, x)dx+ c

∫ L

0

v2(s, x)dx ≤ b

∫ L

0

u2(0, x)dx+ c

∫ L

0

v2(0, x)dx. (5.8)

Portanto, de (5.7) e (5.8), temos a seguinte estimativa∫ T

0

∫ L

0

(u2
x + v2

x)dxdt ≤ c0

(∫ L

0

(bu2(0, x) + cv2(0, x))dx

)
, (5.9)

onde c0 = 1

min
{
b(1−ε2),(1−a2b

ε2
)
} ( rT

c
+ L

3

)
. Agora, das estimativas obtidas no Teorema 3.3,

temos que∫ L

0

(bu2(0, x) + cv2(0, x))dx

=
1

T

∫ T

0

∫ L

0

(bu2 + v2)dxdt+
1

T

∫ T

0

(T − t)(bu2
x(t, 0) + 2abux(t, 0)vx(t, 0) + v2

x(t, 0))dt

≤ max {b, c}
T

‖(u, v)‖2
L2(0,T ;(L2(0,L))2) + c1

∫ T

0

(u2
x(t, 0) + v2

x(t, 0))dt,

onde c1 = max
{
b(1 + ε2), (1 + a2b

ε2

}
. Pela desigualdade de Poincaré, e por (5.9),

∫ L

0

(bu2(0, x) + cv2(0, x))dx

≤ max {b, c}L2

Tπ2
‖(ux, vx)‖2

L2(0,T ;(L2(0,L))2) + c1

∫ T

0

(u2
x(t, 0) + v2

x(t, 0))dt

≤ max {b, c}L2

Tπ2
c0

∫ L

0

(bu2(0, x) + cv2(0, x))dx+ c1 ‖(ux(t, 0), vx(t, 0))‖2
(L2(0,T ))2 .

Assim,

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ C ‖(ux(·, 0), vx(·, 0))‖(L2(0,T ))2 ,

onde C = c1
min{b,c}

(
1− L2c0max{b,c}

Tπ2

)−1

. �

Observe que a prova exige certas restrições sobre o comprimento e o tempo, isto é,

max {b, c}
min

{
b(1− ε2), (1− a2b

ε2
)
} { rL2

3cπ2
+

L3

3Tπ

}
< 1.

Portanto, para tomar a constante sem depender de ε minimizamos a parte esquerda da

desigualdade acima com respeito a ε sobre (a2b, 1). Nesse caso, obtemos que ε pode ser

trocado por ε̂ =

√
−(1−b)+

√
(1−b)2+4a2b2

2b
.

Nesse caso, provamos o resultado de controlabilidade com apenas dois controles atu-
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ando nas seguintes condições:

Teorema 5.6. Sejam a1, a2, a3, c, b, r constantes reais satisfazendo b, c > 0 e a2
3b < 1.

Suponha que L, T satisfazem

max {b, c}
min

{
b(1− ε̂2), (1− a2b

ε̂2
)
} { rL2

3cπ2
+

L3

3Tπ

}
< 1,

onde

ε̂ =

√
−(1− b) +

√
(1− b)2 + 4a2b2

2b
.

Então, existe uma constante δ > 0, tal que para qualquer dados iniciais e finais

(u0, v0), (u1, v1) ∈ (L2(0, L))2 verificando

∥∥(u0, v0)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ e

∥∥(u1, v1)
∥∥

(L2(0,L))2
≤ δ,

existem dois controles h, g ∈ L2(0, T ), tal que a solução

(u, v) ∈ C([0, T ]; (L2(0, L))2) ∩ L2(0, T ; (H1(0, L))2)

de 

ut + uux + uxxx + a3vxxx + a1vvx + a2(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

cvt + rvx + vvx + ba3uxxx + vxxx + ba2uux + ba1(uv)x = 0, em (0, T )× (0, L),

u(t, 0) = 0, u(t, L) = 0, ux(t, L) = h(t), em (0, T ),

v(t, 0) = 0 v(t, L) = 0, vx(t, L) = g(t), em (0, T ),

u(0, x) = u0(x), v(0, x) = v0(x), em (0, L),

(5.10)

satisfaz

u(T, ·) = u1(·), v(T, ·) = v1(·).
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[19] J-L. Lions, Contrôlabilité Exacte Perturbations et Stabilisation de Systèmes Dis-
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Apêndice A

Controlabilidade para EDPs -

Principais Métodos Utilizados

Estamos interessados em obter controlabilidade e estabilização para sistemas dispersivos

governados por EDPs. Vamos começar tratando de dois importantes problemas relativos

a controlabilidade são eles: a controlabilidade interna e controlabilidade na fronteira para

EDPs.

Os vários conceitos de controlabilidade, que concordam em dimensão finita, mas não

de um modo geral para as EDPs, são introduzidas e caracterizadas por uma abordagem de

dualidade clássica (ver por exemplo [22, 23]). Nesta abordagem a controlabilidade exata

de um sistema é provada ser equivalente a prova de uma desigualdade de observabilidade

para o sistema adjunto. Tal fato é baseado no método HUM – Hilbert Uniqueness Method

devido à J.-L. Lions (para mais detalhes ver [23–25]). Os métodos de controlabilidade

dados aqui podem ser vistos como extensões naturais do critério de Kalman para sistemas

de dimensão finita como mostrado em [21].

Quanto à questão da estabilização, vamos introduzir conceitos de estabilidade em di-

mensão infinita. Para isso, mostraremos alguns métodos que comprovam a estabilização

exponencial para EDPs. A estabilização de uma EDP está relacionada fortemente com a

controlabilidade anteriormente definida. Uma atenção especial é dada a EDPs com um ge-

rador infinitesimal anti-adjunto (skew-adjoint) para quem os conceitos de controlabilidade

e estabilidade, considerados aqui, concordem.

Precisamos inicialmente introduzir algumas notações. Vamos denotar por P (D) o ope-

rador diferencial com P ∈ C [τ, ξ1, . . . , ξn] e D = (−i∂t,−i∂x1 , . . . ,−i∂xn). Por exemplo,

se considerarmos P = −τ 2 + |ξ|2 teremos o operador da equação da onda P (D) = ∂2
t −∆.

De agora em diante, Ω ⊂ Rn será um subconjunto aberto suficientemente suave, cuja

fronteira ∂Ω é denotada por Γ.
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Problema de Controlabilidade Interna

Dados um subconjunto ω ⊂ Ω com fronteira suave Γ e um conjunto de condições de

contorno, que escreveremos como B (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle
P (D) z = Xωf t > 0, x ∈ Ω,

B (D) z = 0 t > 0, x ∈ Γ,

z (0, x) = z0 (x) x ∈ Ω.

(A.1)

Aqui, f = f (t, x) é o controle interno, z = z (t, x) é a função procurada que satisfaz

o sistema acima e X representa uma função caracteŕıstica. Sejam H e U dois espaços

funcionais normados, dados z0 e z1 em H, buscamos um controle f ∈ L2 (0, T ;U) tal que

a solução z do sistema (A.1) satisfaz z (T, x) = z1 (x).

Problema de Controlabilidade na Fronteira

Dados um subconjunto γ ⊂ Γ e dois conjuntos de condições de contorno, que escreveremos

como B1 (D) z = Xωf , B2 (D) z = 0, vamos considerar o problema de controle
P (D) z = 0 t > 0, x ∈ Ω,

B1 (D) z = Xωf t > 0, x ∈ γ,

B2 (D) z = 0 x ∈ Γ\γ,

z (0, x) = z0 (x) x ∈ Ω.

(A.2)

Aqui, f = f (t, x) é o controle de fronteira, z = z (t, x) é a função procurada que satisfaz

o sistema acima e X é uma função caracteŕıstica. Dados z0 e z1 em H, buscamos um

controle f ∈ L2 (0, T ;U) tal que a solução z do sistema (A.2) satisfaz z (T, x) = z1 (x).

Controlabilidade e Observabilidade

Conceitos de Controlabilidade

Dados z0 ∈ H, u ∈ L2 (0, T ;U), consideremos a solução z : [0, T ] → H do seguinte

problema de Cauchy { ·
z = Az +Bu,

z (0) = z0.
(A.3)

Relembremos que para qualquer z0 ∈ D (A) e u ∈ W 1,1 (0, T ;U), o problema de Cauchy

(A.3) admite uma única soluão z ∈ C ([0, T ] ;D (A)) ∩ C1 (0, T ;H) dada pela fórmula de

Duhamel

z (t) = S (t) z0 +

∫ t

0

S (t− s)Bu (s) ds, ∀t ∈ [0, T ] .
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Para z0 ∈ H e u ∈ L1 (0, T ;U), a fórmula anterior define uma solução suave (mild solution)

de (A.3).

Definição A.1. Dizemos que o sistema (A.3) é exatamente controlável no tempo T se

para qualquer z0, zT ∈ H, existe u ∈ L2 (0, T ;U) tal que a solução do sistema (A.3)

satisfaz z (T ) = zT .

Definição A.2. Dizemos que o sistema (A.3) é nulamente controlável no tempo T se

para qualquer z0 ∈ H, existe u ∈ L2 (0, T ;U) tal que a solução do sistema (A.3) satisfaz

z (T ) = 0.

Introduziremos agora o seguinte operador LT : L2 (0, T ;U) −→ H definido por

LTu =

∫ T

0

S (T − t)Bu (s) ds.

Assim, as seguintes definições de controlabilidade, acima mencionadas, são equivalentes

à:

Controlabilidade Exata em T ⇔ ImLT = H; (A.4)

Controlabilidade Nula em T ⇔ S (T )H ⊂ ImLT . (A.5)

Em dimensão finita, i.é., quando A ∈ Rn×n e B ∈ Rn×m, os dois conceitos são equiva-

lentes, e a equivalência é uma condição puramente algébrica, a famosa condição das filas

de Kalman: rank (B,AB, . . . , An−1B) = n. Como uma consequência, o tempo T não

desempenha nenhum papel, para mais detalhes podemos citar [21, 26].

Para EDPs as situações são mais complicadas do que para dimensão finita. Por exem-

plo:

– não existe nenhuma condição algébrica para a controlabilidade;

– o controle no tempo desempenha um papel para a EDPs hiperbólicas;

– a rećıproca abaixo não é natural em geral

Controlabilidade Exata ⇒ Controlabilidade a Zero.

Métodos para Controlabilidade

As provas dos resultados aqui citadas são clássicas, e eles podem ser encontrados, por

exemplo em [21, 23, 26, 27]. Tais provas são baseadas no método H.U.M. devido a J.-L.

Lions (ver [23]). Um primeiro resultado que garante a controlabilidade pode ser dado da

seguinte maneira:

Resultado A: Diremos que o sitema (A.3) é exatamente controlável no tempo T > 0
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se, e somente se, existe alguma constante c > 0 tal que∫ T

0

‖B∗S∗ (t) y0‖2
U dt ≥ c ‖y0‖2

H , ∀y0 ∈ H. (A.6)

A desigualdade (A.6) é chamada de desigualdade de observabilidade. Tal desigualdade

significa que a aplicação

Υ : y0 7−→ B∗S∗ (·) y0,

é limitada e inverśıvel, ou seja, temos a chamada propriedade de observabilidade, isto

quer dizer que é posśıvel recuperar completamente as informações sobre o estado inicial

y0, sobre uma medida em [0, T ], na sáıda dos dados B∗ [S∗ (t) y0].

Um outro resultado relacionada com uma desigualdade de observabilidade, porém em

um sentido mais fraco, e assim será chamada de desigualdade de observabilidade fraca,

nos garantirá a controlabilidade nula do sistema (A.3) e pode ser formulado como segue.

Resultado B: O sistema (A.3) é controlável a zero ou nulamente controlável no

tempo T > 0 se, e somente se, existe alguma constante c > 0 tal que∫ T

0

‖B∗S∗ (t) y0‖2
U dt ≥ c ‖S∗ (T ) y0‖2

H , ∀y0 ∈ H. (A.7)

A desigualdade (A.7) tem um sentido fraco pelo fato de que a mesma nos dá so-

mente que as informações de S∗ (T ) y0 podem ser recuperadas, não podendo recuperar

informações sobre o estado inicial do sistema y0.

O método HUM. O método HUM. desenvolvido por J.-L. Lions é uma ferramenta de

suma importância para o estudo de controlabilidade de sistemas governados por EDPs.

Se considerarmos um problema de valor inicial e de contorno

Σ

{ ·
z = Az +Bu,

z (0) = 0,

e seu problema adjunto, obtido tomando a distribuição do operador adjunto ∂t − A, à

saber, −∂t − A∗:

Σ∗

{ ·
y = −A∗y,

y (T ) = yT ,

podemos assumir a seguinte Identidade Chave: (z (t) , yT )H =
∫ T

0
(u,B∗y)U dt e garantir a

equivalência entre desigualdade de observabilidade e controlabilidade do sistema Σ. Além

disso, podemos concluir que:

– A equação de evolução no problema adjunto
·
y = −A∗y difere de um operador adjunto

·
y = A∗y por um sinal de menos. Uma simples tranformação t → T − t faz com que a

soluções do operador adjunto sejam soluções do problema adjunto;
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– O método prova que o operador Λ : zT 7−→ u nos dar um controle;

– Em geral, não precisamos explicitar B e B∗. Os ingredientes importantes para o

método são: a identidade chave e a desigualdade de observabilidade.
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