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Resumo

Neste trabalho, estudamos a boa colocação local para um sistema acoplado tipo KdV em toda a reta
real. A parte principal deste trabalho é o resultado de existência e unicidade local nos espaços Hs(R)×
Hs(R), para s ≥ 0. Além disso, mostramos que o sistema acoplado, não é bem posto nos espaços
Hs(R)×Hs(R), para s < 0.

Palavras chave: Espaços de Bourgain, Boa Colocação Local, Má Colocação.
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Abstract

In this work, we studied the local well-posedness for a coupled system of KdV-type in whole real line.
The main part of this work is the result of local existence and uniqueness in the spaces Hs(R)×Hs(R),
for s ≥ 0. In addition, we show that the coupled system, is ill-posed in the spaces Hs(R)×Hs(R), for
s < 0.

Keywords: Bougain Spaces, Local Well-posedness, Ill-posedness.
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Introdução

Neste trabalho, nós consideramos a boa colocação local do sistema acoplado tipo KdV da forma :
ut + a11uxxx + a12vxxx + b1uux + b2uvx + b3uxv + b4vvx = 0

vt + a21uxxx + a22vxxx + b5uux + b6uvx + b7uxv + b8vvx = 0

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, v0),

(1)

onde A = ( a11 a12a21 a22 ) é auto-adjunto e não singular, u e v são funções de valores reais. Agora, escrevemos
A como A = M−1DM , onde D =

(
d1 0
0 d2

)
com dj ∈ R\0 e M é uma matriz ortogonal. Fazendo a

mudança de variavel M ( uv ) (x, d−1
1 t) 7−→ ( uv ) , então pode-se reduzir (1) para :

ut + uxxx + b̃1uux + b̃2uvx + b̃3uxv + b̃4vvx = 0

vt + αvxxx + b̃5uux + b̃6uvx + b̃7uxv + b̃8vvx = 0

(u(x, 0), v(x, 0)) = (u0, v0),

(2)

onde α = d2
d1
∈ R\{0}, (x, t) ∈ R× R ou Tλ × R, com Tλ = [0, 2πλ) para algum λ > 0.

Note que nós não consideramos o caso α = 0 (i.e. d2 = 0) ou α = ±∞ (i.e. d1 = 0), já que (2) não é
dispersiva nestes casos.
Quando α = 1, as técnicas básicas desenvolvidas por Kening-Ponce-Vega [4] em ( 1996 ) para a boa
colocação local da KdV poder ser aplicado a (2), tomando os valores b̃2 = b̃3 e b̃6 = b̃7 para esta afir-
mação, gerando assim a boa colocação local de (2) em H−

3
4

+(R) ×H−
3
4

+(R) e H−
1
2 (Tλ)×H−

1
2 (Tλ).

Quando α 6= 1, se prova que existe um intervalo I0 tal que ocorrem ressonâncias particulares para
α ∈ I0\{1}, e que as regularidades para a boa colocação local de (2), precisam ser maiores que aquelas
para α = 1.
Em ( 2005 ), Majda e Biello obtiveram um modelo assintotico simplificado para estudar as interações
ressonantes não-lineares de duas ondas Rossby longas em presença de fluxos adecuados. Trata-se de um
sistema que tem estrutura de um par de equações de Korteweg de Vries (KdV) acopladas com efeitos
dispersivos e não lineares 

ut + uxxx + vvx = 0

vt + αvxxx + (uv)x = 0

u(0) = u0, v(0) = v0,

(3)

onde α ∈ R\{0} e (u0, v0) são os dados iniciais.
Nós consideramos o problema de Cauchy associado a (3) com (u0, v0) ∈ Hs(R)×Hs(R).
Enquanto nós afirmamos e provamos nossos resultados somente para 0 < α ≤ 1 para a razão física

ix



CONTEÚDO x

mencionada abaixo.
De agora em diante nos referimos a (3) como o Sistema Majda-Biello. Em [11], os valores de α são
numericamente determinados e eles são 0.899, 0.960, e 0.980 para diferentes ondas Rossby equatorial.
Além do sistema Majda-Biello, existem varios sistemas deste tipo : O sistema Gear-Grimshaw [14], o
sistema Hirota-Satsuma [15], entre outros mais.
Primeiro, nós revisamos os resultados recentes de boa colocação para a equação KdV :{

ut + uxxx + uux = 0

u(x, 0) = u0(x) ∈ Hs(R) or Hs(T).
(4)

Bourgain [12] provou a boa colocação local em L2(R) e L2(T) via o principio de contração da aplica-
ção. Kening-Ponce-Vega [4] melhoraram os resultados de Bourgain e eles estabeleceram a boa coloca-
ção local em H−

3
4

+(R) e H−
1
2 (T) . Colliander-Keel-Staffilani-Tao [16] provaram os correspondentes

resultados de boa colocação global via o I-metodo. Mais recentemente, Christ-Colliander-Tao [17] pro-
varam a boa colocação local em H−

3
4

+(R) via a transformada de Miura modificada. Kappeler-Topalov
[18] provaram a boa colocação global da KdV em H−1(T), usando a integrabilidade completa da equa-
ção.
Em [12] , Bourgain introduziu um novo espaço-tempo ponderado de Sobolev, é o espaço Xs,b , cuja
norma é dada por

‖u‖Xs,b(Z×R) = ‖〈ξ〉s〈τ − ξ3〉bû(ξ, τ)‖L2
ξ,τ(Z∗×R)

,

onde 〈·〉 = 1 + | · |, e o domínio espacial de Fourier é Z∗ = R se o domínio espacial Z = R , e
Z∗ = Z\λ se Z = Tλ. Kening-Ponce-Vega [4] provaram que a estimativa bilinear aguda

‖∂x(uv)‖Xs,b−1(R×R) . ‖u‖Xs,b(R×R)‖v‖Xs,b(R×R) (5)

se cumpre para s > −3
4 e b = 1

2+. S(t) = e−t∂
3
x o grupo unitario associado da KdV e η(t) uma

função uma função de corte suave suportada em [−2, 2] cujo valor é 1 em [−1, 1]. Então, junto com as
estimativas lineares [5] :{

‖η(t)S(t)u0‖Xs,b(R×R) . ‖u0‖Hs(R)

‖η(t)
∫ t

0 S(t− t′)N(u(t′))dt′‖Xs,b(R×R) . ‖N(u)‖Xs,b−1(R×R),

a estimativa bilinear (5) e o escalonamento estabelecem a boa colocação da KdV emHs(R) para s > −3
4 .

Nosso objetivo é verificar se é posivel encontrar a existência e unicidade local desses sistemas, esco-
lhendo os dados iniciais apropiados, isto é :

O problema de Cauchy: Diremos que o problema de Cauchy associado ao sistema (3) é (localmente)
bem posto em um espaço de Banach X , se para um dado inicial u0 ∈ X , existe um tempo T > 0 e uma
única solução u ∈ C([0, T ];X) que depende continuamente dos dados iniciais e satisfaz a propriedade
de persistência, significa, para um dado inicial u0 ∈ X a solução u(t) ∈ X para todo t ∈ [−T, T ]

descreve uma curva contínua em X. Se qualquer uma das condições acima não se sustentar, dizemos que
o problema de Cauchy está mal posicionado. Mais informação sobre a boa colocação olhar o Apêndice
A.



Capítulo 1

Preliminares

Neste Capítulo, daremos alguns conceitos e resultados de análise que serão usados durante o desenvol-
vimento do trabalho.

1.1 Os Espaços Lp

Seja Ω um aberto do Rn. Representaremos por Lp(Ω), 1 ≤ p ≤ +∞, o espaço vetorial das (classes de)
funções definidas em Ω com valores em K tais que |u|p é integrável no sentido de Lebesgue em Ω.
O espaço Lp(Ω) munido da norma

‖f‖Lp(Ω) =

(∫
Ω
|f(x)| dx

)p
, para 1 ≤ p < +∞

e
‖f‖Lp(Ω) = sup

x∈Ω
ess |f(x)|, para p = +∞

é um espaço de Banach.
No caso p = 2, L2(Ω) é um espaço de Hilbert.

Proposição 1.1. Se f ∈ L1(Ω) então as integrais indefinidas de f são funções absolutamente contínuas.

Demonstração. Ver [7].

Proposição 1.2 ( Desigualdade de Young ). Sejam 1 < p, q < +∞ tal que 1
p + 1

q = 1 e a, b > 0.
Então

ab ≤ ap

p
+
bq

q
.

Demonstração. Ver [7].

Proposição 1.3 ( Desigualdade de Minkowski ). Sejam 1 ≤ p ≤ +∞ e f, g em Lp(Ω). Então

‖f + g‖Lp(Ω) ≤ ‖f‖Lp(Ω) + ‖g‖Lp(Ω).

Demonstração. Ver [7].
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CAPÍTULO 1. PRELIMINARES 2

Proposição 1.4 ( Desigualdade de Hölder ). Sejam f ∈ Lp(Ω) e g ∈ Lq(Ω) com 1 ≤ p ≤ +∞ e
1
p + 1

q = 1 . Então fg ∈ L1(Ω) e temos a desigualdade∫
Ω
|fg| ≤ ‖f‖Lp(Ω)‖g‖Lq(Ω).

Demonstração. Ver [7].

Segue como corolário da Proposição anterior o seguiente resultado:

Corolário 1.1 ( Desigualdade de Hölder generalizada ). Sejam f1, f2, f3, . . . , fk funções, tais que
fi ∈ Lpi(Ω), pi > 1, 1 ≤ i ≤ k, onde 1

p1
+ 1

p2
+ . . .+ 1

pk
= 1

p e 1
p ≤ 1. Então f1f2 . . . fk ∈ Lp(Ω) e

‖f1f2 . . . fk‖Lp(Ω) ≤ ‖f1‖Lp1 (Ω)‖f2‖Lp1 (Ω) . . . ‖fk‖Lp1 (Ω).

Demonstração. Ver [7].

1.2 Distribuições Temperadas

Definição 1.1. Uma função real f de classe C∞ definida em R está no espaço de Schwartz, se para
todo par de números inteiros não negativos m e n existe uma constante Cm,n tal que

pm,n(f) = sup
x∈R
|xmf (n)(x)| ≤ Cm,n < +∞.

Denotaremos por S(R) o conjunto das funções que pertencem ao espaço de Schwartz.

Definição 1.2. Dizemos que uma sequência (ϕ)j≥1 ⊂ S(R) converge para zero, se para todo m,n ∈ N
temos

pm,n(ϕj)→ 0 quando j → +∞.

Se ϕ ∈ S(R) diz-se que a sequência (ϕj)j≥1 de elementos de S(R) converge para ϕ em S(R),
quando a sequência (ϕj − ϕ)j≥1 converge para zero no sentido dado acima.
Agora vamos definir a transformada de Fourier em S(R).

Definição 1.3. A transformada de Fourier de uma função f ∈ S(R), denotada por f̂ é dada por

f̂(ξ) =
1√
2π

∫
R
e−iξxf(x) dx.

A próxima proposição resume as principais propiedades da Transformada de Fourier no espaço de
Schwartz.

Proposição 1.5. Sejam f e g em S(R), y ∈ R, b ∈ R, m ∈ N e t > 0, então valem

(i) ‖f̂‖L∞(R) ≤ ‖f‖L1(R)

(ii) f̂ + g (ξ) = f̂ (ξ) + ĝ (ξ)

(iii) b̂f (ξ) = bf̂ (ξ)

(iv) f̂ (m) (ξ) = (iξ)mf̂ (ξ)
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(v) f̂ ∈ S(R) e vale a formula de inversão

f(x) =
1√
2π

∫
R
f̂(ξ) eiξx dξ,

para todo x ∈ R, ou seja,
(f̂ )̌ = f = (f̌ )̂,

para toda f ∈ S(R).

(vi) f ∗ g ∈ S(R) e
(f ∗ g)̂(ξ) =

√
2π f̂(ξ) ĝ(ξ), ∀ξ ∈ R,

onde ∗ denota a convolução de f por g.

(vii) ‖f‖L2(R) = ‖f̂‖L2(R) (Identidade de P lancherel em S(R)).

Demonstração. Ver [8].

As aplicações lineares definidas em S(R), contínuas no sentido da convergência definida em S(R)

são denominadas distribuições temperadas. O espaço vetorial de todas as distribuições temperadas com
a convergência pontual de sequências será representado por S ′(R). Assim

lim
j→∞

Tj = T em S ′(R), se lim
j→∞
〈Tj , ϕ〉 = 〈T, ϕ〉.

Teorema 1.1. Seja 1 ≤ p < +∞. A aplicação inclusão

i : S(R) −→ Lp(R)

ϕ −→ i(ϕ) = ϕ

é continua e densa, isto é,

(i) S(R) ⊂ Lp(R).

(ii) S(R) = Lp(R), onde o fecho é tomado na norma ‖ · ‖Lp(R).

(iii) Existem constantes positivas Cm,n,M,N, tais que

‖ϕ‖Lp(R) ≤ C
M∑
m=1

N∑
n=1

pm,n(ϕ), ∀ϕ ∈ S(R).

Demonstração. Ver [6].

É facil provar que se ϕ ∈ S(R) então xmϕ(n)(x) ∈ S(R). Assim usando o Teorema 1.1 podemos
definir em S(R) a seguiente família de seminormas:

p̃m,n(ϕ) = ‖xmϕ(n)‖L2(R). (1.1)

Analogamente, dizemos que (ϕj)j≥1 ⊂ S(R) converge para ϕ ∈ S(R) com relação a família de semi-
normas (1.1) se, p̃m,n(ϕj − ϕ) −→ 0, quando j → +∞, ∀m,n ∈ N.
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1.3 Espaços de Sobolev

Seja s ∈ R. Os espaços de Sobolev (do tipo L2) em R são os seguintes subconjuntos de S ′(R) :

Hs(R) = {f ∈ S ′(R) : (1 + |ξ|2)
s
2 f̂(ξ) ∈ L2(R)}.

O espaço Hs(R), s ∈ R, é de Hilbert quando munido do produto interno

〈f, g〉s :=

∫
R

(1 + |ξ|2)sf̂(ξ)ĝ(ξ) dξ.

A norma proveniente deste produto interno é

‖f‖2Hs(R) =

∫
R

(1 + |ξ|2)s|f̂(ξ)|2 dξ.

Em particular, H0(R) = L2(R). No caso s ∈ N, temos que

‖f‖2Hs(R) =
s∑
j=0

‖∂jxf‖2L2(R).

Exibiremos agora umas propiedades dos espaços definidos anteriormente.

Proposição 1.6. Propiedades dos espaços de Sobolev :

(i) Se s < s′, então Hs′(R) ( Hs(R),

(ii) Para qualquer s ∈ R, o espaço de Schwartz S(R) é denso em Hs(R),

(iii) Se s1 ≤ s ≤ s2, com s = θs1 + (1− θ)s2, 0 ≤ θ ≤ 1, então

‖f‖Hs(R) ≤ ‖f‖θHs1 (R)‖f‖
1−θ
Hs2 (R).

Demonstração. Ver [2].

Teorema 1.2 ( Imersão ). Se s > n/2+k, entãoHs(R) é imerso continuamente em Ck∞(R). Em outras
palavras, se f ∈ Hs(R) com s > n/2 + k, então f ∈ Ck∞(R) e existe cs > 0 tal que

‖f‖Ck(R) ≤ cs‖f‖Hs(R).

Demonstração. Ver [2].
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1.4 Espaços de Bourgain

Sejam s, b, α ∈ R. Os espaços de Bourgain em R2 são os seguintes subconjuntos de S ′(R2) :

Xs,b
α (R2) = {f ∈ S ′(R2) : (1 + |ξ|)s(1 + |τ − αξ3|)b f̂(ξ, τ) ∈ L2(R2)}.

O espaço Xs,b
α (R2) é um espaço de Banach quando munido da norma

‖f‖
Xs,b
α (R2)

=

∫
R2

(1 + |ξ|)2s(1 + |τ − αξ3|)2b |f̂(ξ, τ)|2 dξdτ.

Proposição 1.7. Sejam s, s′, b, b′, α ∈ R. Se s′ ≤ s e b′ ≤ b, então

Xs′,b′
α (R2) ⊂ Xs,b

α (R2),

e também vale a relação (
Xs,b
α (R2)

)∗
= X−s,−bα (R2).

Demonstração. Ver [13].

Proposição 1.8. Sejam s, b, α ∈ R. Se b > 1
2 , então

Xs,b
α (R2) ⊂ C(R;Hs(R)).

Demonstração. Ver [13].

Lema 1.1. Sejam u ∈ Xs,b
α (R2) e s, b, α ∈ R.

Se 0 ≤ b′ < b < 1
2 ou 0 ≥ b > b′ > −1

2 , então para qualquer 0 < δ ≤ 1 nós temos

‖ηδ(t)u‖Xs,b′
α (R2)

. δb−b
′‖u‖

Xs,b
α (R2)

.

onde η1(t) ∈ C∞c (R), 0 ≤ η1(t) ≤ 1 é uma função de corte dada por,

η1(t) =

{
1, |t| < 1

0, |t| ≥ 2

e ηδ(t) := η1(t/δ), 0 < δ ≤ 1.

Demonstração. Ver [13].



Capítulo 2

Boa Colocação do Problema não linear

2.1 Introdução

Pelo principio de Duhamel, nós podemos escrever o sistema (3) como o seguintes sistema de equações
integrais 

u(t) = S(t)u0 −
∫ t

0
S(t− t′)(vvx)(t′) dt′

v(t) = Sα(t)v0 −
∫ t

0
Sα(t− t′)(uv)x(t′) dt′,

(2.1)

onde S(t) = e−t∂
3
x e Sα(t) = e−αt∂

3
x são os grupos unitarios associados ao sistema (3).

Dizemos que (u, v) é solução do sistema (3) se e somente se (u, v) satisfaz (2.1).
Vamos a supor que a solução pode ser encontrada em um intervalo finito [−T, T ], então podemos reem-
plazar (2.1) por 

u(t) = η1(t)S(t)u0 − η1(t)

∫ t

0
S(t− t′)ηδ(t′)(vvx)(t′) dt′

v(t) = η1(t)Sα(t)v0 − η1(t)

∫ t

0
Sα(t− t′)ηδ(t′)(uv)x(t′) dt′,

(2.2)

onde T ≤ δ, 0 < δ ≤ 1, ηδ(t) := η1(t/δ) e η1 ∈ C∞c (R), 0 ≤ η1(t) ≤ 1 é uma função de corte
definida como no Lema 1.1.
Dizemos que (u, v) é solução do sistema (3) se e somente se (u, v) satisfaz (2.2).
Nós vamos estabelecer a boa colocação local do sistema (3) em Hs(R) × Hs(R) para 0 < α < 1,
provando as seguintes estimativas bilineares, i.e.
Sejam v1, v2 ∈ Xs,b

α (R2), u ∈ Xs,b(R2) e v ∈ Xs,b
α (R2) :

‖∂x(v1v2)‖Xs,b−1(R2) . ‖v1‖Xs,b
α (R2)

‖v2‖Xs,b
α (R2)

(2.3)

‖∂x(uv)‖
Xs,b−1
α (R2)

. ‖u‖Xs,b(R2)‖v‖Xs,b
α (R2)

. (2.4)

Mas antes disso precisamos estabelecer estimativas lineares do sistema integral (2.2) nos espaços de
Bourgain, por isso enunciamos e provamos elas.

6
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2.2 Estimativas Lineares

Lema 2.1. Sejam φ ∈ Hs(R), ηδ ∈ C∞c (R), {S(t)}t∈R e {Sα(t)}t∈R os grupos unitários associados
ao sistema (3). Para qualquer s, b ∈ R, se verificam:

(i) ‖ηδ(t)S(t)φ‖Xs,b(R2) . ‖φ‖Hs(R), (2.5)

(ii) ‖ηδ(t)Sα(t)φ‖
Xs,b
α (R2)

. ‖φ‖Hs(R), (2.6)

onde ηδ(t) := η(t/δ) e 0 < δ ≤ 1.

Demonstração. Nós vemos que a igualdade abaixo é cumprida

(ηδ(t)S(t)φ(x))̂(ξ, τ) = η̂δ(τ − ξ3) φ̂(ξ). (2.7)

Pois, se cumpre
(ηδ(t)S(t)φ(x))̂(ξ) = ηδ(t) e

iξ3tφ̂(ξ).

Tomando transformada de Fourier na variavel temporal da igualdade acima, temos

(ηδ(t)S(t)φ(x))̂(ξ, τ) = (ηδ(t) e
iξ3t)̂(τ) φ̂(ξ)

= η̂δ(τ − ξ3) φ̂(ξ).

Agora, usando a definição do espaço Xs,b(R2) e a igualdade (2.7); obtemos a estimativa (2.5).
De fato:

||ηδ(t)S(t)φ||Xs,b(R2) =

∫
R

∫
R
〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2b|(ηδ(t)S(t)φ(x))̂(ξ, τ)|2 dξdτ

=

∫
R

∫
R
〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2b| η̂δ(τ − ξ3)φ̂(ξ)|2 dξdτ

=

∫
R
〈ξ〉2s|φ̂(ξ)|2

∫
R
〈τ − ξ3〉2b|η̂δ(τ − ξ3)|2 dτdξ

=

∫
R
〈ξ〉2s|φ̂(ξ)|2

∫
R
〈τ ′〉2b|η̂δ(τ ′)|2 dτ ′dξ

=

∫
R
〈τ ′〉2b|η̂δ(τ ′)|2 dτ ′

∫
R
〈ξ〉2s|φ̂(ξ)|2 dξ

≡ ‖ηδ‖Hb(R)‖φ‖Hs(R)

≤ Cηδ‖φ‖Hs(R), pois ηδ ∈ C∞c (R)

. ‖φ‖Hs(R).

Além disso, usando a definição do espaço Xs,b
α (R2) e a identidade (2.7), obtemos a estimativa (2.6).

De fato:

‖ηδ(t)Sα(t)φ‖
Xs,b
α (R2)

= ‖〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b| (ηδ(t)Sα(t)φ(x)) (̂ξ)|‖L2
ξL

2
τ

= ‖〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b|η̂δ(τ − αξ3)φ̂(ξ)|‖L2
ξL

2
τ

= ‖ηδ‖Hb(R)‖φ‖Hs(R)

≤ Cηδ‖φ‖Hs(R), pois ηδ ∈ C∞c (R).

. ‖φ‖Hs(R)
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Lema 2.2. Sejam F ∈ Xs,b′(R2), G ∈ Xs,b′
α (R2), ηδ ∈ C∞c (R), {S(t)}t∈R e {Sα(t)}t∈R os grupos

unitários associados ao sistema (3). Para qualquer s ∈ R, −1/2 < b′ ≤ 0 ≤ b ≤ b′ + 1 e 0 < δ ≤ 1,
se verificam:

(iii) ‖ηδ(S ∗R F )‖Xs,b(R2) . δ1−b+b′‖F‖Xs,b′ (R2), (2.8)

(iv) ‖ηδ(Sα ∗R G)‖
Xs,b
α (R2)

. δ1−b+b′‖G‖
Xs,b′
α (R2)

, (2.9)

onde ∗R denota a convolução retardada, i.e. (S ∗R F )(t) =
∫ t

0 S(t− t′)F (t′)dt.

Demonstração. Temos que é cumprida a igualdade

‖ηδ(S ∗R F )‖Xs,b(R2) ≡ ‖S(−t)[ηδ(S ∗R F )]‖Hs
x(R)Hb

t (R)

= ‖S(−t)[ηδ(t)
∫ t

0
S(t− t′)F (t′)dt′]‖Hs

x(R)Hb
t (R)

= ‖ηδ(t)
∫ t

0
S(−t′)F (t′)dt′‖Hs

x(R)Hb
t (R)

Agora seja f(t′) = S(−t′)F (t′) e definimos (Lf)(t) := ηδ(t)
∫ t

0 f(t′)dt′, note que ‖f‖Xs,b(R2) ≡
‖S(−t)f‖Hs(R)Hb(R). Então provar

‖ηδ(S ∗R F )‖Xs,b(R2) . δ1−b+b′‖F‖Xs,b′ (R2) (2.10)

é equivalente a provar

‖ηδ(t)
∫ t

0
f(t′)dt′‖Hs

x(R)Hb
t (R) . δ1−b+b′‖S(t)f‖Xs,b′ (R2) ≡ δ

1−b+b′‖f‖
Hs
x(R)Hb′

t (R)
. (2.11)

Então nós provamos (2.11).
De fato, seja f ∈ Xs,b(R2) e consideramos a seguinte igualdade:∫ t

0
f(t′) dt′ =

∫ t

0

∫
R
f̂(τ ′)eiτ

′t′ dτ ′dt′, pela inversa da T. de Fourier.

=

∫
R
f̂(τ ′)

∫ t

0
eiτ
′t′ dt′dτ ′, pelo Teorema de Fubini.

=

∫
R
f̂(τ ′)

[
eiτ
′t − 1

iτ ′

]
dτ ′.

Agora, seja

J(t) = (Lf)(t) = ηδ(t)

∫ t

0
f(t′)dt′.

Então

J(t) = ηδ(t)

∫
R
f̂(τ ′)

[
eiτ
′t − 1

iτ ′

]
dτ ′.
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Aplicando a transformada de Fourier a J , obtemos

Ĵ(τ) =

[∫
R
f̂(τ ′) ηδ(t)

(
eiτ
′t − 1

iτ ′

)
dτ ′

] ̂(τ)

=

∫
R
f̂(τ ′)

[
ηδ(t)

(
eiτ
′t − 1

iτ ′

)] ̂(τ) dτ ′

=

∫
R

f̂(τ ′)

iτ ′

[
(ηδ(t)e

iτ ′t)̂(τ)− (ηδ(t))̂(τ)
]
dτ ′

=

∫
R

f̂(τ ′)

iτ ′
[
η̂δ(τ − τ ′)− η̂δ(τ)

]
dτ ′.

Então

Ĵ(τ) =

∫
R

f̂(τ ′)

iτ ′
[
η̂δ(τ − τ ′)− η̂δ(τ)

]
dτ ′.

Agora, nós dividimos f = f+ + f−, onde

f̂+(τ) = f̂(τ)χ(|τ | > 1/T ) e f̂−(τ) = f̂(τ)χ(|τ | ≤ 1/T )

e correspondentemente J = J+ + J−.
Então, vamos escrever J− como:

Ĵ−(τ) =
1

i

∫
R

f̂−(τ ′)

τ ′
[
η̂δ(τ − τ ′)− η̂δ(τ)

]
dτ ′

=
−1

i

∫
R

f̂−(τ ′)

−τ ′

[∫ 1

0
d(η̂δ(τ − λτ ′))

]
dτ ′

=
−1

i

∫
R

f̂−(τ ′)

−τ ′

[∫ 1

0
η̂δ
′(τ − λτ ′)(−τ) dλ

]
dτ ′

=
−1

i

∫
R
f̂−(τ ′)

[∫ 1

0
η̂δ
′(τ − λτ ′) dλ

]
dτ ′

=
−1

i

∫
R

∫ 1

0
f̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′.

Tomando valor absoluto de Ĵ−(τ):

|Ĵ−(τ)| = |
∫
R

∫ 1

0
f̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′|. (2.12)

Além disso se cumpre

〈τ〉b = (1 + |τ |)b

≤ (1 + |τ − λτ ′|+ |λτ ′|)b

≤ (1 + |τ ′|+ |τ − λτ ′|)b

≤ (〈τ ′〉+ |τ − λτ ′|)b

≤ C(〈τ ′〉b + |τ − λτ ′|b).
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Logo,

〈τ〉b ≤ C(〈τ ′〉b + |τ − λτ ′|b). (2.13)

Então usando a desigualdade (2.13), temos

〈τ〉b|Ĵ−(τ)| = C|
∫
R

∫ 1

0
〈τ〉bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′|

≤ C|
∫
R

∫ 1

0
〈τ ′〉bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′|+

C|
∫
R

∫ 1

0
|τ − λτ ′|bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′|.

Tomando a norma L2, na desigualdade acima, obtemos:

‖〈τ〉b|Ĵ−(τ)|‖L2
τ
≤ C‖

∫
R

∫ 1

0
〈τ ′〉bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′‖L2
τ

+

C‖
∫
R

∫ 1

0
|τ − λτ ′|bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dλ dτ ′‖L2
τ
,

pela desigualdade de Minkowski.

≤ C‖
∫ 1

0

∫
R
〈τ ′〉bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dτ ′ dλ‖L2
τ

+

C‖
∫ 1

0

∫
R
|τ − λτ ′|bf̂−(τ ′) η̂δ

′(τ − λτ ′) dτ ′ dλ‖L2
τ

= C‖
∫ 1

0
λ−1

∫
R
〈λ−1ω〉bf̂−(λ−1ω) η̂δ

′(τ − ω) dω dλ‖L2
τ

+

C‖
∫ 1

0
λ−1

∫
R
|τ − ω|bf̂−(λ−1ω) η̂δ

′(τ − ω) dω dλ‖L2
τ

= C‖
∫ 1

0
λ−1[(〈λ−1·〉bf̂−(λ−1·)) ∗ η̂δ ′](τ) dλ‖L2

τ
+

C‖
∫ 1

0
λ−1[f̂−(λ−1·) ∗ (| · |bη̂δ ′)](τ) dλ‖L2

τ

≤ C

∫ 1

0
λ−1‖(〈λ−1·〉bf̂−(λ−1·)) ∗ η̂δ ′‖L2

τ
dλ+

C

∫ 1

0
λ−1‖[f̂−(λ−1·) ∗ (| · |bη̂δ ′)](τ)‖L2

τ
dλ.

Logo, se consegue a seguinte desigualdade:

‖J−‖Hb ≤ C

∫ 1

0
λ−1‖(〈λ−1·〉bf̂−(λ−1·)) ∗ η̂δ ′‖L2

τ
dλ+ C

∫ 1

0
λ−1‖f̂−(λ−1·) ∗ (| · |bη̂δ ′)‖L2

τ
dλ

≤ C

∫ 1

0
λ−1‖〈λ−1·〉bf̂−(λ−1·)||L1

τ
‖η̂δ ′‖L2

τ
dλ+ C

∫ 1

0
λ−1‖f̂−(λ−1·)‖L1

τ
‖(| · |bη̂δ ′)‖L2

τ
dλ,

pela desigualdade de Young.
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Assim, temos que se cumpre

‖J−‖Hb ≤ C

∫ 1

0
λ−1

∫
R
〈λ−1τ〉b|f̂−(λ−1τ)| dτ dλ ‖η̂δ ′‖L2

τ
+

C

∫ 1

0
λ−1

∫
R
|f̂−(λ−1τ)| dτ dλ ‖(| · |bη̂δ ′)‖L2

τ

= C

∫ 1

0

∫
R
〈µ〉b|f̂−(µ)| dµ dλ ‖η̂δ ′‖L2

τ
+

C

∫ 1

0

∫
R
|f̂−(µ)| dµ dλ ‖(| · |bη̂δ ′)‖L2

τ
, onde µ = λ−1τ .

= C‖〈·〉bf̂−‖L1
τ
‖η̂δ ′‖L2

τ
+ C‖f̂−‖L1

τ
‖(| · |bη̂δ ′)‖L2

τ
.

Então
‖J−‖Hb ≤ C‖〈·〉bf̂−‖L1

τ
‖η̂δ ′‖L2

τ
+ C‖f̂−‖L1

τ
‖(| · |bη̂δ ′)‖L2

τ
.

Mas pelo suporte de f̂− e a homogeneidade

‖〈·〉bf̂−‖L1
τ

=

∫
R
〈τ〉b|f̂−(τ)| dτ

≤
∫
R
C(1 + |τ |b)|f̂−(τ)| dτ

≤ C(1 +
1

δb
)

∫
R
|f̂−(τ)| dτ

≤ Cδ−b ‖f̂−‖L1
τ

= Cδ3/2−bδ−3/2 ‖f̂−‖L1
τ

≤ Cδ3/2−b ‖f̂−‖L1
τ
.

Então

‖J−‖Hb
t
≤ Cδ3/2−b‖f̂−‖L1

τ
‖η̂δ ′‖L2

τ
+ Cδ3/2−b‖f̂−‖L1

τ
‖| · |bη̂δ ′‖L2

τ

≤ Cδ3/2−b
(
‖η̂δ ′‖L2

τ
+ ‖| · |bη̂δ ′‖L2

τ

)
‖f̂−‖L1

τ

≤ Cδ1−b+b′‖f‖
Hb′
t
.

(2.14)

Analogamente provamos que
‖J+‖Hb

t
≤ Cδ1−b+b′‖f‖

Hb′
t
. (2.15)

Logo de (2.14) e (2.15)

‖ηδ(t)
∫ t

0
f(t′)dt′‖Hb

t
= ‖Lf‖Hb

t
= ‖J‖Hb

t
≤ ‖J−‖Hb

t
+ ‖J+‖Hb

t
≤ Cδ1−b+b′‖f‖

Hb′
t
.

Portanto

‖ηδ(t)
∫ t

0
f(t′)dt′‖Hs

xH
b
t
≤ Cδ1−b+b′‖f‖

Hs
xH

b′
t
.

Similarmente se prova a estimativa

‖ηδ(S ∗R G)‖
Xs,b
α
≤ Cδ1−b+b′‖G‖

Xs,b′
α
.
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Agora vamos estabelecer alguns lemas que precisamos para provar as estimativas bilineares.

Lema 2.3. Para l > 1
2 . Se verificam:

(a) I1 =
∫
R

dx
〈x−α〉2l〈x−β〉2l .

1
〈α−β〉2l ,

(b) I2 =
∫
R

dx

〈x〉2l
√
|α−x|

. 1

〈α〉
1
2

,

(c) Para l > 1
3 , I3 =

∫
R

dx
〈x3+a2x2+a1x+a0〉l

. 1.

Demonstração. (a) Fazendo a mundança de variável x− α = y, temos que:∫
R

dx

〈x− α〉2l〈x− β〉2l
=

∫
R

dx

〈y〉2l〈y + α− β〉2l

=

∫
R

dx

〈y〉2l〈y + d〉2l
, onde d = α− β.

Para a integral acima nós temos dois casos, o caso :
(i) Se |y + d| ≥ |d|2 , então

〈y + d〉 = 1 + |y + d|

≥ 1 +
|d|
2

>
1 + |d|

2

=
〈d〉
2
,

o que implica a desigualdade
22l

〈d〉2l
≥ 1

〈y + d〉2l
. (2.16)

Assim multiplicando (2.16) por 1/〈y〉2l e integrando em R∫
R

dy

〈y〉2l〈y + d〉2l
≤ 22l

〈d〉2l

∫
R

dy

〈y〉2l

≤ C

〈d〉2l

.
1

〈d〉2l
.

Retomando às variaveis originais, obtemos∫
R

dy

〈x− α〉2l〈x− β〉2l
.

1

〈α− β〉2l
. (2.17)

Também se analiza o caso :
(ii) Se |y + d| < |d|

2 , então

|y| = |d− (y + d)|
≥ |d| − |y + d|

> |d| − |d|
2

=
|d|
2
.
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Logo, pela desigualdade acima

〈y〉 = 1 + |y|

> 1 +
|d|
2

>
1 + |d|

2

=
〈d〉
2
.

O que implica a desigualdade
22l

〈d〉2l
≥ 1

〈y〉2l
. (2.18)

Assim multiplicando (2.18) por 1/〈y + d〉2l e integrando em R∫
R

dy

〈y〉2l〈y + d〉2l
≤ 22l

〈d〉2l

∫
R

dy

〈y + d〉2l

=
22l

〈d〉2l

∫
R

dz

〈z〉2l

≤ C

〈d〉2l

.
1

〈d〉2l
.

Retomando às variáveis iniciais, obtemos∫
R

dy

〈x− α〉2l〈x− β〉2l
.

1

〈α− β〉2l

(b) Fazendo a mudança de variável x = α
2 + y, então

I2 =

∫
R

dy

|α2 − y|
1
2 〈y + α

2 〉2l
.

Tomando os casos
(i) Se |y − α

2 | ≥ |y + α
2 | então 1

|y+α
2
| ≥

1
|y−α

2
| .

Logo

I2 ≤
∫
R

dy

|y + α
2 |

1
2 〈y + α

2 〉2l

=

∫
R

dx

|x|
1
2 〈x〉2l

≤
∫
|x|≤1

dx

|x|
1
2 〈x〉2l

+

∫
|x|>1

dx

|x|
1
2 〈x〉2l

≤
∫
|x|≤1

dx

|x|
1
2

+

∫
R

dx

〈x〉2l

≤ C, pois l >
1

2
.
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(ii) Se |y − α
2 | ≤ |y + α

2 | então 〈y − α
2 〉 ≤ 〈y + α

2 〉.
Logo

I2 ≤
∫
R

dy

〈y − α
2 〉2l|y −

α
2 |

1
2

=

∫
R

dz

〈z〉2l|z|
1
2

≤ C, pois l >
1

2
.

Logo, se |α| ≤ 1, temos para C > 0

C ≤ 2
1
2C

〈α〉
1
2

.

Então

I2 ≤ C ≤
2

1
2C

〈α〉
1
2

.
1

〈α〉
1
2

.

Se |α| > 1, temos que

I1 =

∫
|y−α

2
|≥ |α|

2

dy

〈y + α
2 〉2l|

α
2 − y|

1
2

+

∫
|y−α

2
|< |α|

2

dy

〈y + α
2 〉2l|

α
2 − y|

1
2

= Is + Ip.

Agora para Is temos a desigualdade

Is ≤
2

1
2

|α|
1
2

∫
|y−α

2
|≥ |α|

2

dy

〈y + α
2 〉2l

≤ 2
1
2

|α|
1
2

∫
R

dy

〈y + α
2 〉2l

≤ 2
1
2C

|α|
1
2

, pois l >
1

2
.

∼ 2
1
2C

〈α〉
1
2

, pois |α| > 1.

.
1

〈α〉
1
2

.

Em Ip nós temos

|y +
α

2
| > |α|

2
,

o que implica
22l

〈α〉2l
>

1

〈y + α
2 〉2l

.
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Assim

Ip ≤
22l

〈α〉2l

∫
|y−α

2
|< |α|

2

dy

|y − α
2 |

1
2

=
22l

〈α〉2l

∫
|t|< |α|

2

dt

|t|
1
2

=
22l

〈α〉2l

∫ |t|
2

0

dt

t
1
2

≤ C
〈α〉

1
2

〈α〉2l

≤ C

〈α〉
1
2

, pois l >
1

2
.

.
1

〈α〉
1
2

.

Portanto
I2 = Is + Ip .

1

〈α〉
1
2

.

(c) Temos que se cumple a igualdade∫
R

dx

〈x3 + a2x2 + a1x+ a0〉l
=

∫
R

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l

=

∫
B

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
+∫

Bc

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
,

onde x1, x2, x3 são raízes do polimônio x3 + a2x
2 + a1x + a0 e B é a união de três bolas de raio 1

sobre as raízes xi.
Então, em B cumpre-se ∫

B

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
≤ C . 1. (2.19)

Por outra parte, em Bc temos que se cumpre

1

7
〈x− x1〉〈x− x2〉〈x− x3〉 =

1

7
(1 + |x− x1|)(1 + |x− x2|)(1 + |x− x3|)

=
1

7
(1 + a1)(1 + a2)(1 + a3), onde ai = |x− xi|.

=
1

7
(1 + a1 + a2 + a3 + a1a2 + a1a3 + a2a3 + a1a2a3)

≤ 1

7
(7 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3 + a1a2a3)

=
1

7
(7 + 7a1a2a3)

= (1 + a1a2a3)

= 〈a1a2a3〉 = 〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉.
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Logo
1

7
〈x− x1〉〈x− x2〉〈x− x3〉 ≤ 〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉.

Então
1

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
≤ 7l

〈x− x1〉l〈x− x2〉l〈x− x3〉l
.

Assim, tomando integral na desigualdade anterior:∫
Bc

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
≤ 7l

∫
Bc

dx

〈x− x1〉l〈x− x2〉l〈x− x3〉l

≤ C

∫
R

dx

〈x− x1〉l〈x− x2〉l〈x− x3〉l

≤ C

(∫
R

dx

〈x− x1〉3l

) 1
3
(∫

R

dx

〈x− x2〉3l

) 1
3

(∫
R

dx

〈x− x3〉3l

) 1
3

,

pela desigualdade de Holder.

≤ C

. 1.

Então ∫
Bc

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
. 1. (2.20)

Portanto de (2.19) e (2.20) ∫
R

dx

〈(x− x1)(x− x2)(x− x3)〉l
. 1.
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Lema 2.4. Para 1
2 < b ≤ 3

4 . Se verifica:

sup
ξ∈R,τ∈R

|ξ|
〈τ − ξ3〉1−b

(∫
R

∫
R

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

. 1,

onde τ = τ1 + τ2 e ξ = ξ1 + ξ2 .

Demonstração. Començamos com a seguinte igualdade∫
R

∫
R

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b
=

∫
R

∫
R

dτ1dξ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈−τ1 + τ − α(ξ − ξ1)3〉2b

=

∫
R

∫
R

dτ1dξ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈τ1 − [τ − α(ξ − ξ1)3]〉2b

=

∫
R

∫
R

dτ1dξ1

〈τ1 − a〉2b〈τ1 − b〉2b
,

onde a = αξ3
1 e b = τ − α(ξ − ξ1)3.

.
∫
R

dξ1

〈a− b〉2b
, pelo Lema 2.3 (a).

=

∫
R

dξ1

〈αξ3
1 − [τ − α(ξ − ξ1)3]〉2b

=

∫
R

dξ1

〈τ − αξ3
1 − α(ξ − ξ1)3〉2b

.

Agora vamos fazer a seguiente mudança de variável

u = τ − αξ3
1 − α(ξ − ξ1)3

= τ − αξ3
1 − αξ3 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ2

1 + αξ3
1

= τ − αξ3 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ2
1

= τ − αξ3 + 3αξξ1(ξ − ξ1).

Tomando o diferencial de u

du = 3αξ(ξ − ξ1) dξ1 − 3αξξ1 dξ1

= 3αξξ dξ1 − 3αξξ1 dξ1 − 3αξξ1 dξ1

= 3αξξ dξ1 − 6αξξ1 dξ1

= 3αξ(ξ − 2ξ1) dξ1.

Mas também de u temos a igualdade

3αξξ2
1 − 3αξ2ξ1 + u− τ + αξ3 = 0.
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Resolvendo a equação quadrática acima a respeito de ξ1

ξ1 =
1

2(3ξα)
[3αξ2 ±

√
|9α2ξ4 − 12αξ(u− τ + αξ3)|]

=
1

2(3ξα)
[3αξ2 ±

√
|9α2ξ4 − 12αξu+ 12αξτ − 12α2ξ4|]

=
1

2(3ξα)
[3αξ2 ±

√
| − 3α2ξ4 − 12αξu+ 12αξτ |]

=
1

2(3ξα)
[3αξ2 ±

√
|3αξ(4τ − αξ3 − 4u)|]

=
ξ

2
±
√
α
√
|4τ − αξ3 − 4u|
2(α
√

3
√
ξ)

.

Então

|αξ(ξ − 2ξ1)| =
√
α
√
ξ√

3

√
|4τ − αξ3 − 4u| .

Por outra parte, lembrando que
du = 3αξ(ξ − 2ξ1)dξ1,

retomando as variáveis respeito de dξ1

dξ1 =
du

3αξ(ξ − 2ξ1)

=
du

√
3αξ

√
|4τ − αξ3 − 4u|

.

Agora com as ferramentas acima estimamos a seguinte integral

∫
R

dξ1

〈τ − αξ3
1 − α(ξ − ξ1)3〉2b

=

∫
R

du

〈u〉2b
√

3αξ
√
|4τ − αξ3 − 4u|

=
1

2
√

3αξ

∫
R

du

〈u〉2b
√
|τ − αξ3

4 − u|

.
1

2
√

3αξ

 1

〈τ − αξ3

4 〉
1
2

 , pelo Lema 2.3 (b)

.
1

√
ξ 〈τ − αξ3

4 〉
1
2

.

Então ∫
R

∫
R

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉

2b〈τ2 − αξ3
2〉

2b
.
∫
R

dξ1

〈τ − αξ3
1 − α(ξ − ξ1)〉2b

.
1

√
ξ 〈τ − αξ3

4 〉
1
2

.
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Logo

|ξ|
〈τ − ξ3〉1−b

(∫
R

∫
R

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉

2b〈τ2 − αξ3
2〉

2b

) 1
2

.
|ξ|

〈τ − ξ3〉1−b

(
1

ξ
1
4 〈τ − αξ3

4 〉
1
4

)

=
|ξ|

3
4

〈τ − ξ3〉1−b〈τ − αξ3

4 〉
1
4

≤ |ξ|
3
4

〈τ − ξ3〉
1
4 〈τ − αξ3

4 〉
1
4

≤ |ξ|
3
4

〈ξ3 − αξ3

4 〉
1
4

≤ |ξ|
3
4

|(1− α
4 )ξ3|

1
4

≤ C

. 1.

Portanto, obtemos a desigualdade necessária

sup
ξ∈R,τ∈R

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R

∫
R

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉

2b〈τ2 − αξ3
2〉

2b

) 1
2

. 1.
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Observação 2.1.
Para definir nosso operador bilinear precisamos redefinir v1, v2, isto é :
Dados v1, v2 ∈ Xs,b

α (R2), definimos as funções f : R2 → R e g : R2 → R tal que

f(ξ, τ) = v̂1(ξ, τ)〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b

e
g(ξ, τ) = v̂2(ξ, τ)〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b.

Reorganizando as funções v̂1 e v̂2 em função de f e g

v̂1(ξ, τ) =
f(ξ, τ)

〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b
(2.21)

e

v̂2(ξ, τ) =
g(ξ, τ)

〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b
. (2.22)

Também, tomando a norma L2
ξ(R) e L2

τ (R) a f(ξ, τ) e g(ξ, τ)

‖f‖L2
ξ(R)L2

τ (R) = ‖v1‖Xs,b
α (R2)

<∞

e
‖g‖L2

ξ(R)L2
τ (R) = ‖v2‖Xs,b

α (R2)
<∞.

Agora vamos expressar ∂x(v1v2) em termos de f e g, isto é

̂∂x(v1v2)(ξ) = iξ v̂1v2(ξ)

= iξ v̂1 ∗ξ v̂2

= iξ

∫
R
v̂1(ξ1) v̂2(ξ − ξ1) dξ1.

Desenvolvendo a igualdade acima

̂∂x(v1v2)(ξ, τ) = iξ

∫
R

[∫
R
v̂1(ξ1)v̂2(ξ − ξ1) dξ1

]
eiτt dt

= iξ

∫
R

∫
R

[v̂1(ξ1)v̂2(ξ − ξ1)]eiτt dt dξ1, por Fubini.

= iξ

∫
R

[v̂1(ξ1) v̂2(ξ − ξ1)]̂(τ) dξ1

= iξ

∫
R
v̂1(ξ1, τ) ∗τ v̂2(ξ − ξ1, τ) dξ1

= iξ

∫
R

∫
R
v̂1(ξ1, τ1)v̂2(ξ − ξ1, τ − τ1) dτ1 dξ1

= iξ

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − α(ξ − ξ1)3〉b
dτ1dξ1,

por (2.21) e (2.22).

= iξ

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ − ξ1, τ − τ1)

〈ξ − ξ1〉s〈τ − τ1 − α(ξ − ξ1)3〉b
dτ1dξ1

= iξ

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1,
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onde ξ = ξ1 + ξ2 e τ = τ1 + τ2.
Logo, se obtem a seguinte expresão

〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2(b−1)| ̂∂x(v1v2)(ξ, τ)|2 = 〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2(b−1)

|iξ
∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1|2.

Tomando integral dupla da igualdade acima, com relação às variáveis ξ e τ , obtemos∫
R

∫
R
〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2(b−1)| ̂∂x(v1v2)(ξ, τ)|2 dξdτ

=

∫
R

∫
R
〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2(b−1)|iξ

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1|2 dξdτ

=

∫
R

∫
R
〈ξ〉2s〈τ − ξ3〉2(b−1)|ξ|2|

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1|2 dξdτ

= ‖ ξ〈ξ〉s

〈τ − ξ3〉(1−b)

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1‖L2
ξL

2
τ
.

Da igualdade acima obtemos

‖∂x(v1v2)‖Xs,b−1(R2) = ‖ ξ〈ξ〉s

〈τ − ξ3〉(1−b)

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1‖L2
ξ(R)L2

τ (R).

Então definimos nosso operador bilinear dado por

Bs,b(f, g)(ξ, τ) =
ξ〈ξ〉s

〈τ − ξ3〉(1−b)

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈τ1 − αξ3
1〉b

g(ξ2, τ2)

〈ξ2〉s〈τ2 − αξ3
2〉b

dτ1dξ1.
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2.3 Estimativas Bilineares

Proposição 2.1. Sejam v1, v2 ∈ Xs,b
α (R2) , u ∈ Xs,b(R2) e v ∈ Xs,b

α (R2) as estimativas bilineares.

‖∂x(v1v2)‖Xs,b−1(R2) . ‖v1‖Xs,b
α
‖v2‖Xs,b

α (R2)
(2.23)

‖∂x(uv)‖
Xs,b−1
α (R2)

. ‖u‖Xs,b(R2)‖v‖Xs,b
α (R2)

(2.24)

Se verificam, para s ≥ 0, com algum b > 1
2 .

Demonstração. Primeiro nós vamos provar a estimativa bilinear (2.23).

De fato, pela Observação 2.1, definimos nosso operador bilinear

Bs,b(f, g)(ξ, τ) =
ξ〈ξ〉s

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈ξ1〉s〈ξ2〉s〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1,

onde ξ = ξ1 + ξ2 e τ = τ1 + τ2.
Se s = 0, temos que:

B0,b(f, g)(ξ, τ) =
ξ

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1.

Tomando a norma L2
ξ(R) e L2

τ (R) do operador bilinear B0,b(f, g)(ξ, τ), e pela desigualdade de Holder

‖B0,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξ(R)L2

τ (R) = ‖ ξ

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R2

f(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξ(R)L2
τ (R)

≤ ‖ ξ

〈τ − ξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2
(∫

R2

f2(ξ1, τ1)g2(ξ2, τ2) dξ1dτ1

) 1
2

‖L2
ξL

2
τ

≤ sup
ξ∈R,τ∈R

{
|ξ|

〈τ − ξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − αξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

}

‖
(∫

R2

f2(ξ1, τ1)g2(ξ − ξ1, τ − τ1)

) 1
2

‖L2
ξL

2
τ

≤ C‖
[
(f2 ∗ g2)(ξ, τ)

] 1
2 ‖L2

ξL
2
τ
, pelo Lema (2.4).

= C‖
[∫

R
(f2 ∗ g2)(ξ, τ) dξ

] 1
2

‖L2
τ

= C

[∫
R

∫
R

(f2 ∗ g2)(ξ, τ) dξ dτ

] 1
2

≤ C
[
‖f2‖L1

ξL
1
τ
‖g2‖L1

ξL
1
τ

] 1
2
, pela Desigualdade de Young.

= C

[∫
R

∫
R
|f(ξ, τ)|2 dξdτ

∫
R

∫
R
|g(ξ, τ)|2 dξdτ

] 1
2

.
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Então obtemos a desigualdade

‖∂x(v1v2)‖Xs,b−1(R2) ≤ C

(∫
R

∫
R
|f(ξ, τ)|2 dξdτ

) 1
2
(∫

R

∫
R
|g(ξ, τ)|2 dξdτ

) 1
2

= C‖f‖L2
ξL

2
τ
‖g‖L2

ξL
2
τ

= C‖v1‖Xs,b
α (R2)

‖v2‖Xs,b
α (R2)

. ‖v1‖Xs,b
α (R2)

‖v2‖Xs,b
α (R2)

.

Para s > 0, temos que se cumpre

〈ξ〉s ≤ 〈ξ1〉s〈ξ2〉s.

Assim

〈ξ〉s

〈ξ1〉s〈ξ2〉s
≤ 1. (2.25)

‖∂x(v1v2)‖
Xs,b
α (R2)

= ‖Bs,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

= ‖ ξ〈ξ〉s

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈ξ1〉s〈ξ2〉s〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ

= ‖ ξ

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

〈ξ〉sf(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈ξ1〉s〈ξ2〉s〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ

≤ ‖ ξ

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ2, τ2)

〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ
,

pela desigualdade (2.25).

= ‖ ξ

〈τ − ξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ1, τ1)

〈τ1 − αξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ

≤ C‖f‖L2
ξL

2
τ
‖g‖L2

ξL
2
τ
,

pelo demostrado anteriormente para o caso s = 0.

= C‖v1‖Xs,b
α
‖v2‖Xs,b

α

. ‖v1‖Xs,b
α (R2)

‖v2‖Xs,b
α (R2)

.

Portanto a estimativa acima prova a estimativa bilinear (2.23).

Segundo provaremos a estimativa bilinear (2.24):

De fato, como u ∈ Xs,b(R2) e v ∈ Xs,b
α (R2), então definimos as funções f : R2 → R e g : R2 → R tal

que
f(ξ, τ) = û(ξ, τ)〈ξ〉s〈τ − ξ3〉b

e
g(ξ, τ) = v̂(ξ, τ)〈ξ〉s〈τ − αξ3〉b.

Tomando a norma L2
ξ(R) e a norma L2

τ (R) a f e g, obtemos

‖f‖L2
ξL

2
τ

= ‖u‖Xs,b <∞
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e
‖g‖L2

ξL
2
τ

= ‖v‖
Xs,b
α
<∞.

Logo, nosso candidato a operador bilinear é o seguinte

B̃s,b(f, g)(ξ, τ) =
ξ〈ξ〉s

〈τ − αξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ1, τ1)

〈ξ1〉s〈ξ2〉s〈τ1 − ξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1,

onde ξ = ξ1 + ξ2 e τ = τ1 + τ2.
Somente analizamos para s = 0, pois para s > 0 o procedimento é análogo usando a desigualdade (2.25).

‖∂x(uv)‖
Xs,b−1
α

= ‖B̃0,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

= ‖ ξ

〈τ − αξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ1, τ1)

〈τ1 − ξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ

≤ ‖ ξ

〈τ − αξ3〉1−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)g(ξ1, τ1)

〈τ1 − ξ3
1〉b〈τ2 − αξ3

2〉b
dξ1dτ1‖L2

ξL
2
τ

≤ sup
ξ∈R,τ∈R

{
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

}
‖f‖L2

ξL
2
τ
‖g‖L2

ξL
2
τ

= sup
ξ∈R,τ∈R

{
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

}
‖u‖Xs,b‖v‖Xs,b

α
.

E como ‖u‖Xs,b < +∞ e ‖v‖
Xs,b
α
< +∞, então nós apenas temos provar:

sup
ξ∈R,τ∈R

{
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

}
<∞ (2.26)

ou pelo Lema 2.3 (a), provar que

sup
ξ∈R,τ∈R

{
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R

dξ1

〈τ − ξ3
1 − αξ3

2〉2b

) 1
2

}
<∞. (2.27)

Conseqüentemente, nós dividimos R4 = {(ξ, ξ1, τ, τ1)} em algumas regiões e provamos que ou (2.26)
ou (2.27) se verificam em cada um deles.
De fato,
Supohamos que |ξ| . 1, então para b ≤ 1 temos que

1 ≤ 〈τ − αξ3〉1−b.

Então

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

. 1. (2.28)

Além disso se 1
6 < b ≤ 1, então 1

3 < 2b ≤ 2, logo pelo Lema 2.3 (c):∫
R

dξ1

〈τ − ξ3
1 − αξ3

2〉
2b

=

∫
R

dξ1

〈τ − ξ3
1 − α(ξ − ξ1)3〉2b

. 1. (2.29)
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Portanto de (2.28) e (2.29):

sup
ξ∈R,τ∈R

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R

dξ1

〈τ − ξ3 − α(ξ − ξ1)3〉2b

) 1
2

. 1,

onde |ξ| . 1 e 1
6 < b ≤ 1.

Supohamos agora que ξ & 1.
Então para ξ > 0 e τ ∈ R fixos.
Definimos

F (ξ1) = τ − ξ3 − α(ξ − ξ1)3.

Então
F (ξ1) = τ − αξ3 − ((1− α)ξ3

1 − 3αξ2ξ1 + 3αξξ2
1).

Assim

F ′(ξ1) = −((1− α)3ξ2 − 3αξ2 + 6αξξ1)

= −3((1− α)ξ2
1 − αξ2 + 2αξξ1).

Então resolvendo F ′(ξ1) = 0, obtemos

0 = −3((1− α)ξ2
1 − αξ2 + 2αξξ1)

= (1− α)ξ2 − αξ2 + 2αξξ1

= (1− α)ξ2 + 2αξξ1 − αξ2.

Logo

ξ1 =
−2αξ ±

√
(2αξ)2 − 4(1− α)(−αξ2)

2(1− α)

=
−2αξ ±

√
4α2ξ2 + 4αξ2 − 4α2ξ2

2(1− α)

=
−2αξ ± 2ξ

√
α

2(1− α)

=
−αξ ± ξ

√
α

1− α

=
(−
√
α± 1)ξ

√
α

1− α
.

Então
ξ1

1 = r1ξ e ξ2
1 = r2ξ,

onde r1 = −α
1
2

1−
√
α

e r2 = α
1
2

1+
√
α

.
Então F (ξ1) é monótona em qualquer dos intervalos 〈−∞, ξ1

1 ] , [ξ1
1 , ξ

2
1 ] e [ξ2

1 ,+∞〉.
Supohamos que |F ′(ξ1)| & |ξ|2.
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Fazemos a mudança de variavel µ = F (ξ1) em qualquer dos intervalos anteriores.
Então (∫

R

dξ1

〈τ − α(ξ − ξ1)3 − ξ3
1〉2b

) 1
2

=

(∫
R

dξ1

〈F (ξ1)〉2b

) 1
2

=

(∫
R

dµ

〈µ〉2b|F ′(ξ1)|

) 1
2

≤
(∫

R

dµ

〈µ〉2b|ξ|2

) 1
2

, pois |F ′(ξ1)| & |ξ|2.

≤ 1

|ξ|

(∫
R

dµ

〈µ〉2b

) 1
2

≤ C

|ξ|

.
1

|ξ|
.

Logo, quando 1
2 < b ≤ 1

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R

dξ1

〈τ − α(ξ − ξ1)3 − ξ3
1〉2b

) 1
2

.
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b
1

|ξ|

=
1

〈τ − αξ3〉1−b
≤ 1.

E portanto

sup
ξ∈R,τ∈R

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R

dξ1

〈τ − α(ξ − ξ1)3 − ξ3
1〉2b

) 1
2

. 1.

Por outra parte, definimos
G(ξ1) = (α− 1)ξ2

1 + 3αξ2 − 3αξξ1.

Então

ξ1G(ξ1) = −ξ3
1 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ1 + αξ3

1

= αξ3 − ξ3
1 − αξ3 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ1 + αξ3

1

= αξ3 − ξ3
1 − α(ξ3 + 3ξ2ξ1 − 3ξξ1 + ξ3

1)

= αξ3 − ξ3
1 − α(ξ − ξ1)3

= αξ3 − ξ3
1 − αξ3

2 .

Agora suponhamos que |G(ξ1)| & |ξ|2 e |ξ1| ∼ |ξ|.
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Então

|ξ1G(ξ1)| = |αξ3 − ξ3
1 − αξ3

2 |
= | − τ + αξ3 + (τ1 + τ2)− ξ3

1 − αξ3
2 |

= | − (τ − αξ3) + τ1 − ξ3
1 + τ2 − αξ3

2 |
≤ |τ − αξ3|+ |τ1 − ξ3

1 |+ |τ2 − αξ3
2 |

≤ 〈τ − αξ3〉+ 〈τ1 − ξ3
1〉+ 〈τ2 − αξ3

2〉
≤ 3 max{〈τ − αξ3〉, 〈τ1 − ξ3

1〉, 〈τ2 − αξ3
2〉}

. max{〈τ − αξ3〉, 〈τ1 − ξ3
1〉, 〈τ2 − αξ3

2〉}.

Agora seja M := max{〈τ − αξ3〉, 〈τ1 − ξ3
1〉, 〈τ2 − αξ3

2〉}.
Então

M & |ξ1G(ξ1)|
= |ξ1||G(ξ1)|
& |ξ1||ξ|2.

Temos os casos
(a) Se M = 〈τ1 − ξ3

1〉 & |ξ1||ξ|2 ∼ 〈ξ1〉|ξ|2, então

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

=
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b[∫
R

(∫
R

dτ1

〈τ2 − αξ3
2〉2b

)
dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b

] 1
2

,

por Fubini.

≤ |ξ|
〈τ − αξ3〉1−b[

sup
ξ1∈R

(∫
R

dτ1

〈τ2 − αξ3
2〉2b

)∫
R

dξ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b

] 1
2

.
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

[
sup
ξ1∈R

∫
R

dτ1

〈τ2 − αξ3
2〉2b

] 1
2 [∫

R

dξ1

[〈ξ1〉|ξ|2]2b

] 1
2

=
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b

[
sup
ξ1∈R

∫
R

dτ2

〈τ2 − αξ3
2〉2b

] 1
2 [ 1

|ξ|4b

∫
R

dξ1

〈ξ1〉2b

] 1
2

≤ |ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

[C1]
1
2

1

|ξ|2b
[C2]

1
2 , para alguns C1, C2 > 0.

= C3
|ξ|1−2b

〈τ − αξ3〉1−b

. |ξ|1−2b, onde
1

2
< b ≤ 1.

≤ |ξ|0

= 1.
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Portanto se cumpre (2.26).
(b) Se M = 〈τ2 − αξ3

2〉 & |ξ1||ξ|2 ∼ 〈ξ1〉||ξ|2, então

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

(∫
R2

dξ1dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b〈τ2 − αξ3

2〉2b

) 1
2

=
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b[∫
R

[∫
R

dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b

]
dξ1

〈τ2 − αξ3
2〉2b

] 1
2

≤ |ξ|
〈τ − αξ3〉1−b[

sup
ξ1∈R

[∫
R

dτ1

〈τ1 − ξ3
1〉2b

] ∫
R

dξ1

〈τ2 − αξ3
2〉2b

] 1
2

.

E repetimos o processo análogo como no item (a). Portanto se cumpre (2.26).
(c) Se M = 〈τ − αξ3〉 & |ξ1||ξ|2.
E como |ξ1| ∼ |ξ|, então temos que

〈τ − αξ3〉 & |ξ|3,

assim, para b ≤ 2
3

[|ξ|3]
1
3 . 〈τ − αξ3〉

1
3

. 〈τ − αξ3〉1−b.

Então
|ξ| . 〈τ − αξ3〉1−b.

O que implica que
|ξ|

〈τ − αξ3〉1−b
. 1.

Também para b > 1
6 , temos ∫

R

dξ1

〈τ − ξ3
1 − α(ξ − ξ1)3〉2b

. 1.

Por tanto

sup
ξ,τ

|ξ|
〈τ − αξ3〉1−b

∫
R

dξ1

〈τ − ξ3
1 − αξ3

2〉2b
. 1.

Finalmente, nós precisamos demostrar que

{(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4/ξ & 1} ⊂ {(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4/|F ′(ξ1)| & |ξ|2} ∪
{(ξ, ξ1, τ, τ1) ∈ R4/|G(ξ1)| & |ξ|2, |ξ1| ∼ |ξ|}.

De fato:
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Seja ξ & 1 e consideramos a seguinte função

H(ξ1) =
1

3
F ′(ξ1)−G(ξ1)

=
1

3
[−3((1− α)ξ2

1 − αξ2 + 2αξξ1)]− [(α− 1)ξ2
1 + 3αξ2 − 3αξξ1]

= [(α− 1)ξ2
1 + αξ2 − 2αξξ1] + [(1− α)ξ2

1 − 3αξ2 + 3αξξ1]

= −2αξ2 + αξξ1

= αξ(−2ξ + ξ1).

Então

H(ξ1) = αξ(ξ1 − 2ξ)

≤ αξ(ξ − 2ξ), se ξ1 ≤ ξ
= αξ(−ξ)
= −αξ2.

Logo
−H(ξ1) ≥ αξ2.

Assim

αξ2 ≤ | −H(ξ1)|
= |H(ξ1)|

= |1
3
F ′(ξ1)−G(ξ1)|

≤ |1
3
F ′(ξ1)|+ |G(ξ1)|

≤ |F ′(ξ1)|+ |G(ξ1)|
≤ 2 max {|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|}.

Então
|ξ|2 . max {|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|}, se ξ1 ≤ ξ. (2.30)

Agora se ξ1 ≥ ξ & 1, temos que

2αξξ1 ≥ 2αξξ = 2αξ2.

Assim
2αξξ1 − αξ2 ≥ αξ2.

O que implica

(1− α)ξ2
1 + 2αξξ1 − αξ2 ≥ (1− α)ξ2 + αξ2

= ξ2.

Então
F ′(ξ1) = −3[(1− α)ξ2 + 2αξξ1 − αξ2] ≤ −3αξ2.
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Logo

−1

3
F ′(ξ1) ≥ ξ2.

Então
|1
3
F ′(ξ1)| ≥ ξ2.

Então
|F ′(ξ1)|+ |G(ξ1)| ≥ 1

3
|F ′(ξ1)| ≥ ξ2.

O que implica
2 max{|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|} ≥ ξ2.

Assim
max {|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|} & |ξ|2, se ξ1 ≥ ξ & 1. (2.31)

Portanto de (2.30) e (2.31):

max {|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|} & |ξ|2, para tudo ξ1 ∈ R

Logo; temos dois casos:

1. |F ′(ξ1)| & |ξ|2

2. |F ′(ξ1)| � |ξ|2

Se for verificado 1, então temos a parte esquerda da inclusão.
Se for verificado 2, então

|G(ξ1)| = max {|F ′(ξ1)|, |G(ξ1)|} & |ξ|2

Além disso, como |F ′(ξ1)| � |ξ|2, então

|F ′(ξ1)| = |(ξ1 − r1ξ)(ξ1 − r2ξ)| < θξ2, onde 0 < θ � 1.

Então

θξ2 > |ξ2
1 − (r1 + r2)ξξ1 + r1r2ξ

2|
> |ξ2

1 − [(r1 + r2)ξξ1 − r1r2ξ
2]|

≥ |ξ2
1 | − |(r1 + r2)ξξ1 − r1r2ξ

2|.

Logo

|ξ1|2 < θξ2 + |(r1 + r2)ξξ1 − r1r2ξ
2|

≤ θξ2 + |(r1 + r2)ξξ1|+ |r1r2ξ
2|

= θξ2 + C1|ξ||ξ1|+ C2|ξ2|
= (θ + C2)ξ2 + C1|ξ||ξ1|
≤ (θ + C2)ξ2 + C1|ξ||ξ1|

≤ C3|ξ|2 + C2
1

|ξ|2

2
+
|ξ1|2

2

= C4|ξ|2 +
|ξ1|2

2
.
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Então
|ξ1|2

2
< C4|ξ|2.

Portanto
|ξ1| . |ξ|. (2.32)

Além disso, temos que se verifica

θξ2 > |ξ2
1 − (r1 + r2)ξ1ξ + r1r2ξ

2|
= |r1r2ξ

2 + ξ2
1 − (r1 + r2)ξ1ξ|

≥ |r1r2ξ
2| − |ξ2

1 − (r1 + r2)ξ1ξ|.

Então

|r1r2ξ
2| − θξ2 < |ξ2

1 − (r1 + r2)ξ1ξ|
≤ |ξ2

1 |+ |(r1 + r2)||ξ1||ξ|.

Logo

C5|ξ|2 ≤ |ξ1|2 + C6|ξ||ξ1|

= |ξ1|2 + (C
1
2
5 |ξ|)

C6|ξ1|

C
1
2
5

≤ |ξ1|2 +

[
C5|ξ|2

2
+
C2

6 |ξ1|2

2C5

]
.

Então
C5|ξ|2

2
≤ C7|ξ1|2.

|ξ| . |ξ1|. (2.33)

Portanto de (2.32) e (2.33):
|ξ| ∼ |ξ1|.

Lema 2.5. Dados R e R̃ retângulos centrados em (a, b) e (ã, b̃) cujas dimenções são 2α×2β. Dado R0

a translação paralela de R, centrado em (a+ ã, b+ b̃). Se verifica:

χR ∗ χR̃(ξ, τ) ≥ αβχR0(ξ, τ).

Observação 2.6.
Por outra parte na prova da Proposição (2.3), nós tíhamos

M = max{〈τ − ξ3〉, 〈τ1 − αξ3
1〉, 〈τ2 − αξ3

2〉}.

Como

M . 〈τ − ξ3〉+ 〈τ1 − αξ3
1〉+ 〈τ2 − αξ3

2〉. (2.34)
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Também
〈τ − ξ3〉+ 〈τ1 − αξ3

1〉+ 〈τ2 − αξ3
2〉 ≤M +M +M .M. (2.35)

Logo de (2.34) e (2.35):

M ∼ 〈τ − ξ3〉+ 〈τ1 − αξ3
1〉+ 〈τ2 − αξ3

2〉
= (1 + |τ − ξ3|) + (1 + |τ1 − αξ3

1 |) + (1 + |τ2 − αξ3
2 |)

≥ |τ − ξ3|+ |τ1 − αξ3
1 |+ |τ2 − αξ3

2 |
≥ |τ − ξ3 − (τ1 − αξ3

1)− (τ2 − αξ3
2)|

= |τ − ξ3 − τ1 + αξ3
1 − τ2 + αξ3

2 | , τ = τ1 + τ2

= | − ξ3 + αξ3
1 + αξ3

2 |
= |ξ3 − αξ3

1 − αξ3
2 |.

Então, ξ3 − αξ3
1 − αξ3

2 = 0, para muitos valores de ξ, ξ1 e ξ2, causando ressonância.
Resolvendo a equação de ressonância:

ξ3 − αξ3
1 − αξ3

2 = 0, com ξ = ξ1 + ξ2.

Isto é

0 = ξ3 − αξ3
1 − αξ3

2

= ξ3 − αξ3
1 − α(ξ − ξ1)3

= ξ3 − αξ3
1 − α(ξ3 − 3ξ2ξ1 + 3ξξ2

1 − ξ3
1)

= ξ3 − αξ3
1 − αξ3 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ2

1 + αξ3
1

= (1− α)ξ3 + 3αξ2ξ1 − 3αξξ3
1

= (1− α)ξ2 + 3αξξ1 − 3αξ3
1 , para ξ 6= 0.

Então
−3αξ2

1 + 3αξξ1 + (1− α)ξ2 = 0.

Obtemos a soluções

ξ1 =
−3αξ ±

√
(3αξ)2 − 4(−3α)(1− α)ξ2

2(−3α)

=

[
−3α±

√
−3α2 + 12α

2(−3α)

]
ξ

=

[
3∓
√
−3 + 12α−1

6

]
ξ, para α > 0.

=

[
1

2
∓
√
−3 + 12α−1

6

]
ξ.

Logo, os valores de ξ1 são

ξ1 =

[
1

2
+

√
−3 + 12α−1

6

]
ξ = c1 ξ
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ou

ξ1 =

[
1

2
−
√
−3 + 12α−1

6

]
ξ = c2 ξ.

Portanto, os pontos de ressonância ocorrem em

(ξ1, ξ2) = (c1ξ, ξ − ξ1) = (c1ξ, c2ξ) ou (ξ1, ξ2) = (c2ξ, ξ − ξ1) = (c2ξ, c1ξ).

Proposição 2.2. Se s < 0, as estimativas bilineares (2.23) e (2.24) falham para cualquer b ∈ R.

Demonstração. Nós só construímos o contraexemplo para (2.23), pois para (2.24) é semelhante.
Como a resonancia só ocorre neste caso, quando

(ξ1, ξ2) = (c1ξ, c2ξ).

Escolhemos as funçoes f e g tais que

supp(f) ∼ ξ1 = c1N,

supp(g) ∼ ξ2 = c2N,

supp(f ∗ g) ∼ ξ = ξ1 + ξ2 = c1N + c2N = (c1 + c2)N = N.

ParaN grande, consideramos dois retangulosRj de dimenções∼ N−2×1 e centrados em (cjN,α(cjN)3) =

(ξj , α(ξj)
3), para j = 1, 2, tais que a interseção de ∂Rj e a curva τ = αξ3 são nos lados horizontais de

Rj .
Note que a seguiente condição pode ser satisfeita para N grande desde a diagonal menor mais pequena
de τ = αξ3 em Rj é ∼ 3αC2

j (N −N−2)−2 ∼ N2 para N grande.
Agora sejam f(ξ1, τ1) = χR1 e g(ξ2, τ2) = χR2 , tomando a norma em L2

‖f‖L2
ξL

2
τ

=

(∫
R

∫
R
|f(ξ, τ)|2 dξ dτ

) 1
2

=

(∫
R

∫
R
|χR1(ξ, τ)|2 dξ dτ

) 1
2

= (µ(R1))
1
2

= (N−2)
1
2

= N−1.

Logo
‖f‖L2

ξL
2
τ

= ‖g‖L2
ξL

2
τ
∼ N−1.

Em Rj temos
〈ξj〉s = (1 + |ξj |)s = (1 + |cjN |)s = |cjN |s ∼ N s e 〈τj − αξ3

j 〉 = (1 + |τj − αξ3
j |) = 1.

Mais ainda em supp(f ∗ g) ⊆ supp(f) + supp(g) = R1 +R2, nós temos

ξ ∼ N e 〈τ − ξ3〉 ∼ 1.
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Também c1N + c2N = (c1 + c2)N = 1.N = N e

α(c1N)3 + α(c2N)3 = αN3(c3
1 + c3

2)

= αN3(c1 + c2)(c2
1 − c1c2 + c2

2)

= αN3(1)(
1

α
)

= N3.

Então (a+ ã, b+ b̃) = (c1N + c2N,α(c1N)3 + α(c2N)3) = (N,N3).

Seja R0 o retangulo centrado em (N,N3) do mesmo tamanho que Rj . Então, temos

R0 ⊂ R1 +R2,

e pelo Lema 2.5, temos que qumpre-se

(f ∗ g)(ξ, τ) = (χR1 ∗ χR2)(ξ, τ)

≥
(
N−2

2

)(
1

2

)
χR0(ξ, τ)

=
N−2

4
χR0(ξ, τ).

Agora supohamos que a estimativa bilinear (5) cumpre-se, isto é

‖∂x(v1v2)‖Xs,b−1 . ‖v1‖Xs,b
α
‖v2‖Xs,b

α
,

ou equivalentemente

‖Bs,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

. ‖f‖L2
ξL

2
τ
‖g‖L2

ξL
2
τ

= N−1N−1 = N−2. (2.36)

Por outro lado, temos que se satisfaz a seguiente desigualdade

‖Bs,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ
∼ ‖NN

s

11−b

∫
R

∫
R

f(ξ1, τ1)

N s1b
g(ξ − ξ1, τ − τ1)

N s1b
dτ1dξ1‖L2

ξL
2
τ

= N1−s‖(f ∗ g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

= N1−s‖(χR1 ∗ χR2)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ

≥ N1−sN
−2

4
‖χR0(ξ, τ)‖L2

ξL
2
τ

= N1−sN
−2

4
N−1.

Assim obtemos
‖Bs,b(f, g)(ξ, τ)‖L2

ξL
2
τ
& N−2−s. (2.37)

Logo de (2.36) e (2.37), temos que

N−2−s . ‖Bs,b(f, g)(ξ, τ)‖L2
ξL

2
τ
. N−2.

Então
N−s . 1.

Assim
s ≥ 0 (contradição).
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2.4 Teorema Principal

Teorema 2.1 ( Boa Colocação local ). Seja s ≥ 0 , b > 1
2 e 0 < α < 1 para qualquer par

(u0, v0) ∈ Hs(R) × Hs(R), existe T = T (‖(u0, v0)‖Hs(R)×Hs(R)) > 0, e uma única solução do
problema (3) da forma (ηTu, ηT v) com (u, v) ∈ Xs,b(R2) × Xs,b

α (R2) no intervalo de tempo [−T, T ]

tal que
(u, v) ∈ C([−T, T ] : Hs(R)×Hs(R)). (2.38)

Demonstração. Para (u0, v0) ∈ Hs(R) × Hs(R), s ≥ 0 e ‖(u0, v0)‖ = r << 1 nos definimos o
operador

Φ(u0,v0)(u, v)(t) = (Φ1(u, v)(t),Φ2(u, v)(t)),

onde

Φ1(u, v)(t) = η1(t)S(t)u0 − η1(t)

∫ t

0
S(t− t′)ηδ(t′)(vvx)(t′) dt′,

Φ2(u, v)(t) = η1(t)Sα(t)v0 − η1(t)

∫ t

0
Sα(t− t′)ηδ(t′)(uv)x(t′) dt′.

Vamos provar que Φ(·) define uma contração no espaço

Ω4Cr :=
{

(u, v) ∈ Xs,b(R2)×Xs,b
α (R2) : ‖u‖Xs,b ≤ 2Cr, ‖v‖

Xs,b
α
≤ 2Cr

}
, (2.39)

então Ω4Cr é um espaço métrico completo com a norma

|||(u, v)|||Ω4Cr
:= ‖u‖Xs,b(R2) + ‖v‖

Xs,b
α (R2)

.

Primeiro vamos provar que Φ : Ω4Cr −→ Ω4Cr.
Seja (u, v) ∈ Ω4Cr. Usando o Lema (2.1), Lema (2.2), a Proposição (2.3) e a definição de Ω4Cr, nós
temos

|||Φ(u, v)|||Ω4Cr
= ‖Φ1(u, v)‖Xs,b(R2) + ‖Φ2(u, v)‖

Xs,b
α (R2)

.

Então temos que

‖Φ1(u, v)‖Xs,b(R2) ≤ ‖η1(t)S(t)u0‖Xs,b(R2) + ‖η1(t)

∫ t

0
S(t− t′)ηδ(t′)(vvx)(t′) dt′‖Xs,b(R2)

≤ C‖u0‖Hs(R) + C‖ηδ(t)∂x(
v2

2
)‖Xs,b−1(R2)

= C‖u0‖Hs(R) + Cδ
b−b′

8(1−b′) ‖∂x(
v2

2
)‖Xs,b′−1(R2)

= C‖u0‖Hs(R) + C‖∂x(
v2

2
)‖Xs,b−1(R2)

≤ Cr + ‖v‖Xs,b(R2)‖v‖Xs,b(R2)

≤ Cr + C(2Cr)2,

Similarmente temos que

‖Φ2(u, v)‖Xs,b(R2) ≤ Cr + C(2Cr)2.
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Então

|||Φ(u, v)|||Ω4Cr
≤ 2Cr + 2C(2Cr)2.

Assim nos pegamos r tal que 4C2r ≤ 1. O que implica que a norma

|||Φ(u, v)|||Ω4Cr
≤ 2Cr + 2Cr = 4Cr.

Logo, Φ(u, v) ∈ Ω4Cr.

Similarmente usando os Lemas anteriores, para w, w̃ ∈ Ω4Cr, onde w = (w1, w2), w̃ = (w̃1, w̃2),
se obtém que

|||Φ(w)− Φ(w̃)|||Ω4Cr
≤ 1

2

(
‖w1 − w̃1‖Xs,b + ‖w2 − w̃2‖Xs,b

α

)
=

1

2
|||w − w̃|||Ω4Cr

.

Então Φ(·) é uma contração.

Por tanto existe um único (u, v) ∈ Ω4Cr tal que Φ(u, v) = (u, v), isto é :
u(t) = η1(t)S(t)u0 − η1(t)

∫ t

0
S(t− t′)ηδ(t′)(vvx)(t′) dt′

v(t) = η1(t)Sα(t)v0 − η1(t)

∫ t

0
Sα(t− t′)ηδ(t′)(uv)x(t′) dt′.

Conseqüentemente, no intervalo de tempo [−1, 1], (u, v) resolve o sistema integral associada ao sistema
(3). E pela propiedade dos espaços de Bourgain

(u, v) ∈ Xs,b(R2)×Xs,b(R2) ⊂ C(R, Hs(R)×Hs(R)).

Agora supohamos que M > 1 e N > 1 , para s ≥ 0 e b > 1
2 , vamos definir

ΩMN := {(u, v) ∈ Xs,b ×Xs,b
α : ‖u‖Xs,b ≤M, ‖v‖

Xs,b
α
≤ N},

onde M = 2C‖u0‖Hs e M = 2C‖u0‖Hs .

Vamos provar que Φ(·) define uma contração no espaço métrico completo ΩMN .

De fato, como no caso anterior vamos ter que, dado (u, v) ∈ ΩMN , então

‖Φ1(u, v)‖Xs,b(R2) ≤
M

2
+ C1δ

θ{N2}

e
‖Φ2(u, v)‖

Xs,b
α (R2)

≤ N

2
+ C2δ

θ{MN},

onde θ = b−b′
8(1−b′) com b′ < b e b, b′ ∈ (1/2, 1).

Nos escolhemos δ tal que
δθ ≤

(
2 max{C1, C2}(M +N)2

)−1
,
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entao nós temos que

‖Φ1(u, v)‖Xs,b(R2) ≤M e ‖Φ2(u, v)‖
Xs,b
α (R2)

≤ N.

Portanto
Φ(u, v) ∈ ΩMN .

Similarmente usando os Lemas anteriores, para w, w̃ ∈ ΩMN se obtém que

|||Φ(w)− Φ(w̃)|||ΩMN
≤ 1

2
|||w − w̃|||ΩMN

.

Então Φ(·) é uma contração.

Por tanto existe um único ponto fixo (u, v) que resolve o problema de Cauchy (3) para t ∈ [−T, T ]

com T ≤ δ.



Capítulo 3

Má Colocação do Problema não linear

3.1 Introdução

Considere o seguinte problema de Cauchy:
ut + uxxx + vvx = 0, x ∈ R, t ∈ R
vt + αvxxx + (uv)x = 0

(u(x, 0), v(x, 0)) = (δφ(x), δψ(x)) ∈ Hs(R)×Hs(R),

(3.1)

onde δ ≥ 0 e x ∈ R.
Suponha que (u(x, t, δ), v(x, t, δ)) é a solução do sistema acima.
Se δ = 0, então (u(x, t, 0), v(x, t, 0)) = 0 é a única solução do sistema (3.1).
Além disso, escrevendo as equações integrais, temos:

u(t, x) = S(t){δφ(t)} −
∫ t

0
S(t− t′) ∂x(

v2

2
)(t′) dt′

v(t, x) = Sα(t){δψ(t)} −
∫ t

0
Sα(t− t′) ∂x(uv)(t′) dt′

onde S(t) = ei∂
3
x e Sα(t) = eiα∂

3
x .

Tomando derivada parcial de u e v em δ:

∂u

∂δ
(x, t, δ) = S(t)φ(x)−

∫ t

0
S(t− t′)∂δ(vvx)(x, t′, δ) dt′

= S(t)φ(x)−
∫ t

0
S(t− t′)(vδvx + vvxδ)(x, t

′, δ) dt

∂v

∂δ
(x, t, δ) = S(t)φ(x)−

∫ t

0
S(t− t′)∂δ(uv)(x, t′, δ) dt′

= S(t)φ(x)−
∫ t

0
S(t− t′)(uδv + uvδ)(x, t

′, δ) dt

38
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∂2u

∂δ2
(x, t, δ) = −

∫ t

0
S(t− t′)∂δ(vδvx + vvxδ)(x, t

′, δ) dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)(vδδvx + vδvxδ + vδvxδ + vvxδδ)(x, t

′, δ) dt

∂2v

∂δ2
(x, t, δ) = −

∫ t

0
S(t− t′)∂δ(uxδv + uxvδ + uδvx + uvxδ)(x, t

′, δ) dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)(uxδδ + uxδvδ + uxδvδ + uxvδδ +

uδδvx + uδvxδ + uδvxδ + uvxδδ)(x, t
′, δ) dt′.

Então, avaliando em δ = 0:

∂u

∂δ
(x, t, 0) = S(t)φ(x)−

∫ t

0
S(t− t′)(vδvx + vvxδ)(x, t

′, 0) dt′

= S(t)φ(x)−
∫ t

0
S(t− t′)[vδ(x, t′, 0)vx(x, t′, 0) + v(x, t′, 0)vxδ(x, t

′, 0)] dt′

= S(t)φ(x)

=: φ1.

∂v

∂δ
(x, t, 0) = Sα(t)ψ(x)−

∫ t

0
Sα(t− t′)(uxδv + uxvδ + uδvx + uvxδ)(x, t

′, 0) dt′

= Sα(t)ψ(x)−
∫ t

0
Sα(t− t′)[uxδ(x, t′, 0)v(x, t′, 0) + ux(x, t′, 0)vδ(x, t

′, 0) +

uδ(x, t
′, 0)vx(x, t′, 0) + u(x, t′, 0)vxδ(x, t

′, 0)] dt′

= Sα(t)ψ(x)

=: ψ1.

∂2u

∂δ2
(x, t, 0) = −

∫ t

0
S(t− t′)[vδδ(x, t′, 0)vx(x, t′, 0) + vδ(x, t

′, 0)vxδ(x, t
′, 0) +

vδ(x, t
′, 0)vxδ(x, t

′, 0) + v(x, t′, 0)vxδδ(x, t
′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)[vδ(x, t′, 0)vxδ(x, t

′, 0) + vδ(x, t
′, 0)vxδ(x, t

′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)[2vδ(x, t′, 0)vδx(x, t′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)∂x[v2

δ (x, t
′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)∂x[ψ2

1] dt′

=: φ2.
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∂2v

∂δ2
(x, t, 0) = −

∫ t

0
S(t− t′)[uxδδ(x, t′, 0)v(x, t′, 0) + uxδ(x, t

′, 0)vδ(x, t
′, 0) +

uxδ(x, t
′, 0)vδ(x, t

′, 0) + ux(x, t′, 0)vδδ(x, t
′, 0) + uδδ(x, t

′, 0)vx(x, t′, 0) +

uδ(x, t
′, 0)vxδ(x, t

′, 0) + uδ(x, t
′, 0)vxδ(x, t

′, 0) + u(x, t′, 0)vxδδ(x, t
′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)[2uxδ(x, t′, 0)vδ(x, t

′, 0) + 2uδ(x, t
′, 0)vxδ(x, t

′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)[2uδx(x, t′, 0)vδ(x, t

′, 0) + 2uδ(x, t
′, 0)vδx(x, t′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)∂x[2uδ(x, t

′, 0)vδ(x, t
′, 0)] dt′

= −
∫ t

0
S(t− t′)∂x[2φ1ψ1] dt′

=: ψ2.

Note que, se a função solucão φt : Hs(R) × Hs(R) −→ Hs(R) × Hs(R) tal que, φt(u0, v0) =

(u(t), v(t)) é de classe C2, para t fixado, com |t| << 1, nós devemos ter:

‖∂2
δ (u, v)(·, t, 0)‖Hs(R)×Hs(R) = ‖(φ2, ψ2)‖Hs(R)×Hs(R) . ‖(φ, ψ)‖2Hs(R)×Hs(R).

De fato;

‖∂δ(u, v)(·, t, 0)‖Hs(R)×Hs(R) = ‖(φ1, ψ1)‖Hs(R)×Hs(R)

= ‖φ1‖Hs(R) + ‖ψ1‖Hs(R)

=

∫
R

(1 + |ξ|)2s|φ̂1(ξ)|2 dξ +

∫
R

(1 + |ξ|)2s|ψ̂1(ξ)|2 dξ

=

∫
R

(1 + |ξ|)2s| ̂S(t)φ(x)(ξ)|2 dξ +

∫
R

(1 + |ξ|)2s|Ŝα(t)ψ(ξ)|2 dξ

=

∫
R

(1 + |ξ|)2s|eiξ3tφ̂(x)(ξ)|2 dξ +

∫
R

(1 + |ξ|)2s|eiαξ3ψ̂(ξ)|2 dξ

=

∫
R

(1 + |ξ|)2s|φ̂(x)(ξ)|2 dξ +

∫
R

(1 + |ξ|)2s|ψ̂(ξ)|2 dξ

= ‖φ‖Hs(R) + ‖ψ‖Hs(R)

= ‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R)

O que implica que:
‖(φ1, ψ1)‖Hs(R)×Hs(R) = ‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R)



CAPÍTULO 3. MÁ COLOCAÇÃO DO PROBLEMA NÃO LINEAR 41

Além disso, nós podemos obter a seguinte desigualdade:

‖∂2
δ (u, v)(·, t, 0)‖Hs(R)×Hs(R) = ‖(φ2, ψ2)‖Hs(R)×Hs(R)

= ‖φ2‖Hs(R)×Hs(R) + ‖ψ2‖Hs(R)×Hs(R)

= ‖〈ξ〉s|φ̂2(ξ)|‖L2
ξ(R) + ‖〈ξ〉s|ψ̂2(ξ)|‖L2

ξ(R)

= ‖〈ξ〉s|{−
∫ t

0
S(t− t′)∂x[ψ2

1](t′) dt′}̂(ξ)|‖L2
ξ(R) +

‖〈ξ〉s|{−
∫ t

0
Sα(t− t′)∂x[2φ1ψ1](t′) dt′}̂(ξ)|‖L2

ξ(R)

= ‖〈ξ〉s|
∫ t

0
{S(t− t′)∂x[ψ2

1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2
ξ(R) +

‖〈ξ〉s|
∫ t

0
{Sα(t− t′)∂x[2φ1ψ1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2

ξ(R)

= ‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiξ

3(t−t′) {∂x[ψ2
1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2

ξ(R) +

‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiαξ

3(t−t′) {∂x[2φ1ψ1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2
ξ(R)

= ‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiξ

3(t−t′) iξ{[ψ2
1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2

ξ(R) +

‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiαξ

3(t−t′) iξ{[2φ1ψ1](t′)}̂(ξ) dt′|‖L2
ξ(R)

= ‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiξ

3(t−t′) iξ

∫
R
ψ̂1(ξ − ξ1)ψ̂1(ξ1) dξ1 dt

′|‖L2
ξ(R) +

‖〈ξ〉s|
∫ t

0
eiαξ

3(t−t′) 2iξ

∫
R
φ̂1(ξ − ξ1)ψ̂1(ξ1) dξ1 (ξ) dt′|‖L2

ξ(R)

. ‖(φ, ψ)‖2Hs(R)×Hs(R).

3.2 Teorema Principal

Teorema 3.1. Seja (u(x, t, δ), v(x, t, δ)) uma solução do sistema (3.1) de classe C2. Então s ≥ 0.

Demonstração. Seja φ(x) = 0 e

ψ(x) = 2γ−
1
2N−s

{
cos(c1Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ + cos(c2Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ

}
,
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onde γ = εN−2 e ε,N > 0 nós escolhemos depois. Então

ψ̂(ξ) = γ−
1
2N−s

[
2{cos(c1Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ) + 2{cos(c2Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ)

]
= γ−

1
2N−s[{cos(c1Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ)± i{sin(c1Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ) +

{cos(c2Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ)± i{sin(c2Nx)

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ)]

= γ−
1
2N−s[{e±ic1Nx

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ) + {e±ic2Nx

∫ γ

−γ
eiξx dξ}̂(ξ)]

= γ−
1
2N−s[{

∫ γ

−γ
e±ic1Nxeiξx dξ}̂(ξ) + {

∫ γ

−γ
e±ic2Nxeiξx dξ}̂(ξ)]

= γ−
1
2N−s[{

∫ γ

−γ
ei(ξ±c1N)x dξ}̂(ξ) + {

∫ γ

−γ
ei(ξ±c2N)x dξ}̂(ξ)]

= γ−
1
2N−s[{

∫ γ±c1N

−γ±c1N
eiτx dτ}̂(ξ) + {

∫ γ±c2N

−γ±c2N
eiτx dτ}̂(ξ)]

= γ−
1
2N−s[χI(ξ) + χJ(ξ)]

onde, I = [−γ ± c1N, γ ± c1N ] e J = [−γ ± c2N, γ ± c2N ].
Assim, nós temos

‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R) = ‖φ‖Hs(R) + ‖ψ‖Hs(R)

= ‖ψ‖Hs(R)

=

∫
R
〈ξ〉2s|ψ̂(ξ)|2 dξ

= γ−1N−2s

∫
R
〈ξ〉2s|χI(ξ) + χJ(ξ)|2 dξ

= γ−1N−2s[

∫
R
〈ξ〉2sχ2

I(ξ) dξ + 2

∫
R
〈ξ〉2sχI(ξ)χJ(ξ) dξ +

∫
R
〈ξ〉2sχ2

J(ξ) dξ]

≤ γ−1N−2s[

∫
I
〈ξ〉2s dξ + 2

∫
R
〈ξ〉2sχI(ξ) +

∫
J
〈ξ〉2s dξ]

∼ γ−1N−2s[

∫
I
N2s dξ + 2

∫
I
N2s +

∫
J
N2s dξ]

= γ−1[

∫
I
dξ + 2

∫
I
dξ +

∫
J
dξ]

= γ−1[2γ + 4γ + 2γ]

∼ 1.

Logo
‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R) . 1,

além disso, cumpre-se
‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R) & 1.

Portanto
‖(φ, ψ)‖Hs(R)×Hs(R) ∼ 1.
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Por outra parte

ψ1(x) = Sα(t)ψ(x)

=

∫
R
eiξxŜα(t)ψ(ξ) dξ

=

∫
R
eiξxeiαξ

3tψ̂(ξ) dξ

=

∫
R
eiξxeiαξ

3t[γ−
1
2N−s(χI(ξ) + χJ(ξ))] dξ

= γ−
1
2N−s

[∫
R
ei(ξx+αξ3t)χI(ξ) dξ

]
+ γ−

1
2N−s

[∫
R
ei(ξx+αξ3t)χJ(ξ) dξ

]
= γ−

1
2N−s

[∫
I
ei(ξx+αξ3t) dξ

]
+ γ−

1
2N−s

[∫
J
ei(ξx+αξ3t) dξ

]
= γ−

1
2N−s

[∫
|ξ±c1N |<γ

ei(ξx+αξ3t) dξ

]
+ γ−

1
2N−s

[∫
|ξ±c2N |<γ

ei(ξx+αξ3t) dξ

]

Seja A = {(ξ1, ξ2) ∈ R2/ |ξ1 ± c1N | < γ, |ξ2 ± c2N | < γ} e ξ = ξ1 + ξ2. Então, temos:

φ2(x, t) = ∂2
δu(x, t, 0)

= −
∫ t

0
S(t− t′)∂x(ψ2

1)(t′) dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx ̂S(t− t′)∂x(ψ2

1)(t′)(ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) ̂∂x(ψ2
1)(t′)(ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) iξ ̂(ψ2
1)(t′)(ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) iξ [ψ̂1 ∗ ψ̂1](ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) iξ [Ŝα(t′)ψ ∗ Ŝα(t′)ψ](ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) iξ [eiαt
′(·)3ψ̂(·) ∗ eiαt′(·)3ψ̂(·)](ξ) dξ dt′

= −
∫ t

0

∫
R
eiξx eiξ

3(t−t′) iξ [

∫
R
eiαt

′(ξ−ξ1)3ψ̂(ξ − ξ1) eiαt
′(ξ1)3ψ̂(ξ1) dξ1] dξ dt′

= −
∫
R

∫
R
iξ eiξx eiξ

3tψ̂(ξ − ξ1) ψ̂(ξ1)[

∫ t

0
e−iξ

3t′ eiαt
′(ξ−ξ1)3 eiαt

′ξ31 dt′] dξ1 dξ

= −
∫
R

∫
R
iξ eiξx eiξ

3tψ̂(ξ − ξ1) ψ̂(ξ1)[

∫ t

0
ei(−ξ

3+α(ξ−ξ1)3+αξ31)t′ dt′] dξ1 dξ

= −
∫
R

∫
R
iξ eiξx eiξ

3tψ̂(ξ − ξ1) ψ̂(ξ1)[

∫ t

0
ei(−ξ

3+α(ξ−ξ1)3+αξ31)t′ dt′] dξ1 dξ
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Então:

φ2(x, t) = −
∫
R

∫
R
iξ eiξx eiξ

3tψ̂(ξ − ξ1) ψ̂(ξ1)[
ei(αξ

3
1+α(ξ−ξ1)3−ξ3)t − 1

i(αξ3
1 + α(ξ − ξ1)3 − ξ3)

] dξ1 dξ

= −
∫
R

∫
R
ξ eiξx eiξ

3t[γ−
1
2N−s(χI(ξ − ξ1) + χJ(ξ − ξ1))]

[γ−
1
2N−s(χI(ξ1) + χJ(ξ1))][

ei(αξ
3
1+α(ξ−ξ1)3−ξ3)t − 1

i(αξ3
1 + α(ξ − ξ1)3 − ξ3)

] dξ1 dξ

= −γ−1N−2s

∫∫
A
ξ eiξx eiξ

3t[
ei(αξ

3
1+αξ32−ξ3)t − 1

i(αξ3
1 + αξ3

2 − ξ3)
] dξ1 dξ2

Note que:

‖φ2(·, t)‖Hs
x(R) = ‖〈ξ〉s|φ̂2(ξ, t)|‖L2

ξ(R)

≥ ‖〈ξ〉s|φ̂2(ξ, t)|χ|ξ|=N+O(γ)‖L2
ξ(R)

Assim, restringindo nossa atenção para {ξ ∈ R/ξ = N +O(γ)}, em:

φ̂2(ξ, t) = γ−1N−2siξeiξ
3t

∫
{ξ=ξ1+ξ2}∩A

ei(αξ
3
1+αξ32−ξ3)t − 1

αξ3 + αξ3
2 − ξ3

dξ1

Nós vemos que á contribuição para {ξ ∈ R/ ξ = N +O(γ)}, vem somente de
B = {ξ = ξ+ξ2/ |ξ1 − c1N | < γ e |ξ2 − c2N | < γ}, já que c1 + c2 = 1. Também note que, para N
suficientemente grande e para cada j = 1, 2:

|ξ3
j − (cjN)3| = |ξj − cjN ||ξ2

j + ξj(cjN) + (cjN)2|
< γ

[
|ξ2
j |+ |ξj(cjN)|+ |(cjN)2|

]
∼ γ

[
N2 + |cjN ||cjN |+ |cj |2N2

]
= γ (1 + 2c2

j )N
2

. γ N2

= ε.

Além disso em B, nós temos:

|ξ3 −N3| = |ξ −N ||ξ2 + ξN +N2|
≤ 2γ

[
|ξ2|+ |ξ||N |+ |N2|

]
∼ 2γ

[
|N2|+ |N ||N |+ |N2|

]
= 6 γN2

. γN2

= ε.
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Por outra parte, da seguinte igualdade:

α(c1N)3 + α(c2N)3 = αc3
1N

3 + αc3
2N

3

= α(c3
1 + c3

2)N3

= α(c1 + c2)(c2
1 + c1c2 + c3

2)N3

= α(1)(
1

α
)N3

= N3.

Logo;
α(c1N)3 + α(c2N)3 −N3 = 0

Então temos:

|αξ3
1 + αξ3

2 − ξ3| = |αξ3
1 + αξ3

2 − ξ3 − [α(c1N)3 + α(c2N)3 −N3]|
= |αξ3

1 − α(c1N)3 + αξ3
2 − α(c2N)3 − ξ3 +N3|

= |α(ξ3
1 − (c1N)3) + α(ξ3

2 − (c2N)3)− (ξ3 −N3)|
≤ α|ξ3

1 − (c1N)3|+ α|ξ3
2 − (c2N)3|+ |ξ3 −N3|

. αε+ αε+ ε

= (2α+ 1)ε

. ε.

Já que:

lim
θ−→0

eiθt − 1

θ
= lim

θ−→0

it eiθt

1
= it

Então nós temos, para θ suficientemente pequeno:

Re

(
eiθt − 1

θ

)
= 0 e Im

(
eiθt − 1

θ

)
≥ t

2
.

Agora nós escolhemos ε muito pequeno, talque as desigualdades acima se mantém, com:

|θ| = |αξ3
1 + αξ3

2 − ξ3| . ε.
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Nós temos:

|φ̂2(ξ, t)χ|ξ|=N+O(γ)| ∼ |γ−1N−2siξ eiξ
3t

∫
B

ei(αξ
3
1+αξ32−ξ3)t − 1

αξ3 + αξ3
2 − ξ3

dξ1|

= γ−1N−2s|ξ||
∫
B

ei(αξ
3
1+αξ32−ξ3)t − 1

αξ3 + αξ3
2 − ξ3

dξ1|

∼ γ−1N−2sN |
∫
B
iIm

[
ei(αξ

3
1+αξ32−ξ3)t − 1

αξ3 + αξ3
2 − ξ3

]
dξ1|

≥ γ−1N−2sN |
∫
B
iIm

[
ei(αξ

3
1+αξ32−ξ3)t − 1

αξ3 + αξ3
2 − ξ3

]
dξ1|

≥ γ−1N−2sN |
∫
B
i
t

2
dξ1|

= γ−1N−2s+1 t

2
|
∫
B

1 dξ1|

Do Lema 5.8, nós temos: ∫
B

1 dξ1 = χ|(·)−c1N |<γ ∗ χ|(·)−c2N |<γ(ξ)

≥ 1

2
γ χ|ξ−N |<γ(ξ).

Então, tomando a norma L2(R) a φ2; nós temos:

‖φ2(·, t)‖Hs
x(R) = ‖〈ξ〉s|φ̂2(ξ, t)|‖L2

ξ(R)

≥ ‖〈ξ〉s|φ̂2(ξ, t)|χ|ξ|=N+O(γ)‖L2
ξ(R)

& ‖N sγ−1N−2s+1 t

2
(
1

2
γ χ|ξ−N |<γ(ξ))‖L2

ξ(R)

= N−s+1 t

4
‖χ|ξ−N |<γ(ξ))‖L2

ξ(R)

= N−s+1 t

4
2γ

1
2

=
t

2
γ

1
2N−s+1

=
t

2
(εN−2)

1
2N−s+1

=
t

2
ε
1
2N−s

∼ N−s.

Logo,

1 ∼ ‖(φ, ψ)‖2Hs(R)×Hs(R) & ‖(φ2, ψ2)‖Hs(R)×Hs(R)

= ‖φ2‖Hs(R) + ‖ψ2‖Hs(R)

≥ ‖φ2‖Hs(R)

& N−s, para N suficientemente grande.

Portanto: s ≥ 0



Apêndice A

Boa Colocação para EDPs - Principais Métodos Utilizados

Estamos interesados em obter existência e unicidade para sistemas dispersivos governados por EDPs.
Vamos començar a definir as noções de boa colocação que são bem gerais e podem ser aplicadas para
diferentes equações de evolução.

Definição 3.1. Diremos que o problema de Cauchy para a equação (3) é (localmente) bem posto em
Hs(M) se, para cada subconjunto limitado B de Hs(M) , existe T > 0 e um espaço de Banach XT

contido continuamente em C([−T, T ], Hs(M)) tal que:

(i) Para cada dado u0 ∈ B, o problema de Cauchy (3) tem uma única solução u ∈ XT tal que
u(0) = u0.

(ii) Se u0 ∈ Hσ para σ > s, então u ∈ C([−T, T ], Hσ(M)).

(iii) O mapa
u0 ∈ B 7→ u ∈ XT

é continuo.

Além disso, diremos que o problema de Cauchy para a equação (3) é globalmente bem posto emHs(M)

se as propiedades (i), (ii), (iii) acima são validas para cada tempo T > 0.

Definição 3.2. Diremos que o problema de Cauchy para a equação (3) é (localmente) uniformemente
bem posto em Hs(M) se é bem posto em Hs(M) e se, com a notação da Definição 3.1 o mapa
u0 ∈ B 7→ u ∈ XT é uniformemente contínuo.

Um define similarmente a boa colocação global uniforme. Em comparação com a definição com a
Definição 3.1, boa colocação uniforme pode ser entendida como um requisito adicional de estabilidade
de alta frequência para um tempo uniforme pequeno.

Definição 3.3. Diremos que o problema de Cauchy para a equação (3) é (localmente) regularmente bem
posto em Hs(M) se for bem posicionado em Hs(M) e se, com a notação da Definição 3.1, o mapa
u0 ∈ int(B) 7→ u ∈ XT é suave.

Um define da mesma forma a boa colocação global regular .
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