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O Truque de Moser em

Geometria Simplética
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À banca examinadora, Dr. Alejandro Cabrera, Dr. Thiago L. Drummond e Dr. Matias

L. del Hoyo, por aceitarem o convite para avaliar este trabalho.

Ao Dr. Umberto L. Hryniewicz e Pedro A. S. Salomão os autores do livro Introdução à
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Resumo

Nesta dissertação estudaremos o papel do Truque de Moser em Geometria Simplética.

Concentraremos nosso estudo em três Teoremas de Formas Normais, que são o Teorema

de Darboux para Formas Simpléticas, o Teorema de Darboux para Formas de Contato, e

o Teorema da Vizinhança Lagrangiana.

Palavras-chaves: Geometria Simplética, Geometria de Contato, Teorema de Darboux,

Teorema da Vizinhança Lagrangiana, Truque de Moser.
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Abstract

In this work we will study the role of Moser Trick in Symplectic Geometry. We will focus

our study on three Normal Form Theorems, which are the Darboux Theorem for Symplec-

tic Forms, the Darboux Theorem for Forms of Contact, and the Lagrangian Neighborhood

Theorem.

Keywords: Symplectic Geometry, Contact Geometry, Darboux’s Theorem, Lagrangian

Neighborhood Theorem, Moser Trick.
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Introdução

Estudaremos o Truque de Moser em Teoremas de Formas Normais, concentraremos o

estudo no Teorema de Darboux para Formas Simpléticas, no Teorema de Darboux para

Formas de Contato, e no Teorema da Vizinhança Lagrangiana.

1



Caṕıtulo 1

Preliminares

Para entendermos melhor o Caṕıtulo 2: Geometria Simplética e de Contato, faremos

uma breve revisão, sem demonstração, de alguns fatos básicos de álgebra linear, álgebra

exterior de multicovetores, variedades diferenciáveis, formas diferenciáveis, derivada de Lie

e multiplicação interior, integração em variedades e Geometria Riemanniana.

1.1 Álgebra linear

Proposição 1.1 Sobre o corpo dos complexos toda matriz é conjugada a uma matriz

triangular superior.

Definição 1.2 Seja T : V → V um operador linear em um espaço vetorial V , de dimensão

finita. O polinômio p(x) = det(T − xI) é chamado o polinômio caracteŕıstico de T .

Teorema 1.3 Matrizes conjugadas possuem o mesmo polinômio caracteŕıstico.

Proposição 1.4 Seja A uma matriz quadrada e simétrica. Então A é positiva definida

se, e somente se, todos os seus autovalores são positivos.

Proposição 1.5 Se a matriz A tem inversa e seus autovalores são λ1, . . . , λn, então A−1

tem autovalores λ−1
1 , . . . , λ−1

n .

Teorema 1.6 Seja T : V → V um operador linear sobre um espaço de dimensão finita V

sobre o corpo R, tal que o polinômio mı́nimo de T é um produto de fatores lineares

p(x) = (x− λ1)r1 · . . . · (x− λk)rk ,

com λ1, . . . , λk ∈ R distintos. Sejam Wi = ker(T − λiI)ri os autoespaços generalizados.

Então

(i) V = W1 ⊕ . . .⊕Wk.

(ii) Cada Wi é invariante sob T .

(iii) Se Ti = T |Wi, então o polinômio mı́nimo de Ti é (x− λi)ri.

2
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Além disso, se

p(x) = (x− λ1)d1 · . . . · (x− λk)dk

é o polinômio caracteŕıstico de T , então dimWi = di.

Definição 1.7 O grupo linear geral, é definido como

GL(n,F) = {A ∈ Fn×n | A é invert́ıvel},

com a operação de grupo dada pela multiplicação de matrizes, onde F é R ou C.

Definição 1.8 O grupo unitário, é definido como

U(n) = {A ∈ Gl(n,C) | A−1 = At}.

Definição 1.9 O grupo ortogonal complexo, é definido como

O(n) = {A ∈ Gl(n,C) | A−1 = At}
= {A ∈ Gl(n,C) | I = AtA}.

1.2 A álgebra exterior de multicovetores

Definição 1.10 Seja V um espaço vetorial, definimos o espaço dual V ∗ de V como:

V ∗ = {f : V → R | f é aplicação linear }.

Os elementos de V ∗ são chamados covetores ou 1-covetor em V .

Proposição 1.11 Sejam V um espaço vetorial de dimensão n, {e1, . . . , en} uma base para

V e {α1, . . . , αn} covetores αi : V → R tais que αi(ej) = δij =

{
1 , i = j

0 , i 6= j
. Então

{α1, . . . , αn} forma uma base para V ∗, esta base é dita ser dual à base {e1, . . . , en} para

V , notamos também que dimV = dimV ∗.

Definição 1.12 Seja k um inteiro positivo. Uma permutação do conjunto A = {1, . . . , k}
é uma bijeção σ : A → A. A permutação ćıclica (a1 a2 · · · ar), onde os ai são distintos e

r ≤ n, é a permutação σ tal que σ(a1) = a2, σ(a2) = a3, . . . , σ(ar−1) = ar, σ(ar) = a1, e

σ fixa todos os outros elementos de A. Uma transposição é um 2-ciclo, ou seja, um ciclo

da forma (a b) que aplica a em b e b em a, e fixa todos os outros elementos de A.

Teorema 1.13 Toda permutação se escreve como um produto de transposições. A pari-

dade do número de transposições depende somente da permutação.

Definição 1.14 Denotamos por Sk o grupo de todas as permutações do conjunto {1, . . . , k}.
Uma permutação é par ou ı́mpar, dependendo se é o produto de um número par ou ı́mpar

de transposições.
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Definição 1.15 O sinal de uma permutação σ, denotado por sgn(σ) ou sgnσ, é definido

como

sgnσ =

{
1 , σ é par

−1 , σ é ı́mpar.

Definição 1.16 Um k-tensor em um espaço vetorial V é uma função k-linear

f : V × . . .× V → R.

Definição 1.17 Um k-tensor é um k-tensor alternado se

f(vσ(1), . . . , vσ(k)) = (sgnσ)f(v1, . . . , vk), ∀σ ∈ Sk.

Um k-tensor alternado em V é também chamado k-covetor em V . Denotaremos por Ak(V )

o conjunto de todas as funções k-lineares alternadas no espaço vetorial V para k inteiro

positivo.

Definição 1.18 Seja f ∈ Ak(V ) e g ∈ Al(V ). Definimos o produto exterior de f com g

como:

(f ∧ g)(v1, . . . , vk+l) =
1

k!l!

∑
σ∈Sk+l

(sgnσ)f(vσ(1), . . . , vσ(k))g(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)).

Proposição 1.19 Sejam f ∈ Ak(V ) e g ∈ Al(V ), então f ∧ g = (−1)klg ∧ f .

Proposição 1.20 Seja V um espaço vetorial real e f, g, h funções multilineares alternadas

em V de grau k, l,m respectivamente. Então

(f ∧ g) ∧ h = f ∧ (g ∧ h).

Proposição 1.21 Se α1, · · · , αk são funções lineares no espaço vetorial V e v1, . . . , vk ∈
V , então

(α1 ∧ · · · ∧ αk)(v1, . . . , vk) = det[αi(vj)].

1.3 Variedades Diferenciáveis

Definição 1.22 Definimos o cubo aberto com lados de longitude 2r sobre a origem em

Rd, como

C(r) = {(a1, . . . , ad) ∈ Rd | |ai| < r para todo i}.

Definição 1.23 Se ϕ é uma função em um espaço topológico X, o suporte de ϕ é o

subconjunto de X definido por

Supp ϕ = ϕ−1(R− {0}).
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Definição 1.24 A função ri : Rd → R definida por

ri(a) = ai,

onde a = (a1, . . . , ad) ∈ Rd, é chamada a i-ésima função coordenada (canônica) em Rd.
Se f : X → Rd, então denotamos

fi = ri ◦ f,

onde fi é chamada a i-ésima função componente de f .

Definição 1.25 Um espaço localmente Euclidiano M de dimensão d, é um espaço to-

pológico Hausdorff M, para o qual cada ponto tem uma vizinhança homeomorfa a um

subconjunto aberto do espaço Euclidiano Rd. Se ϕ é um homeomorfismo de um conjunto

conexo aberto U ⊂M para um subconjunto aberto de Rd, ϕ é chamado um mapa de coor-

denadas. As funções xi = ri ◦ ϕ são chamadas as funções coordenadas. O par (U,ϕ) ( às

vezes denotado por (U, x1, ..., xd) ) é chamado sistema de coordenadas.

Definição 1.26 Um sistema de coordenadas (U,ϕ) é chamado sistema de coordenadas

cúbico se ϕ(U) é um cubo aberto, centrado na origem em Rd.

Definição 1.27 Uma estrutura diferenciável F de classe Ck(1 ≤ k ≤ ∞) em um espaço

localmente Euclidiano M é uma coleção de sistemas de coordenadas {(Uα, ϕα) : α ∈ A}
satisfazendo:

(a)
⋃
α∈A

Uα = M .

(b) ϕα ◦ ϕ−1
β é Ck para todo α, β ∈ A .

(c) F é maximal em relação a (b).

Definição 1.28 Se um espaço X tem uma base enumerável para sua topologia, então

dizemos que X satisfaz o segundo axioma de contabilidade, ou que é segundo contável.

Definição 1.29 Uma variedade diferencial de classe Ck é um par (M,F), onde M é um

espaço localmente Euclidiano d-dimensional segundo contável junto com uma estrutura

diferenciável F de classe Ck.

Definição 1.30 Se X é um conjunto, por uma estrutura de variedade em X, queremos

dizer uma escolha de uma topologia localmente Euclidiana segundo contável para X e uma

estrutura diferenciável.

Notaçao 1.31 Referiremos a variedades diferenciáveis de classe C∞ como variedades

diferenciáveis ou simplesmente variedades, também usamos a terminologia suave para in-

dicar diferencial de classe C∞.

Definição 1.32 Seja U ⊂ M aberto. Dizemos que f : U → R é função C∞ em U

(f ∈ C∞) se f ◦ ϕ−1 é C∞ para cada sistema de coordenadas (U,ϕ) em M .
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Definição 1.33 Uma aplicação cont́ınua Ψ : M → N se diz diferenciável (de classe C∞)

ou suave se g◦Ψ é função C∞ em Ψ−1(U) (onde U domı́nio de g) para toda g : U ⊂ N → R
função C∞.

Observação 1.34 A aplicação cont́ınua Ψ : M → N é C∞ se, e somente se, ϕ ◦Ψ ◦ τ−1

é C∞ para cada aplicação coordenada τ em M e ϕ em N .

Observação 1.35 A aplicação Ψ : M → N é C∞ se, e somente se, para cada m ∈ M ,

existe Vm vizinhança aberta tal que Ψ|Vm é C∞.

Definição 1.36 Uma aplicação cont́ınua F : N → M é um difeomorfismo se é C∞,

bijetiva com inversa F−1 também C∞.

Notaçao 1.37 Os conjuntos M , N , W denotam variedades e Md denota que M é vari-

edade de dimensão d.

Definição 1.38 Uma coleção {Uα} de subconjuntos de M é uma cobertura de W ⊂ M

se W ⊂
⋃
Uα .

Definição 1.39 Um refinamento {Vβ} da cobertura {Uα} é uma cobertura tal que, para

cada β, existe α com Vβ ⊂ Uα.

Definição 1.40 Uma coleção {Aα} de subconjuntos de M é localmente finita se, para

cada m ∈M , existe Vm vizinhança tal que Vm ∩Aα 6= ∅ para apenas um número finito de

α.

Definição 1.41 Um espaço topológico é paracompacto se cada cobertura aberta tem um

refinamento aberto localmente finito.

Definição 1.42 Uma partição da unidade em M é uma coleção {ϕi : i ∈ I} de funções

C∞ em M (onde I é um conjunto arbitrário de ı́ndices) tal que

(a) {Supp ϕi : i ∈ I} é localmente finito (sobre M).

(b)
∑
i∈I

ϕi(p) = 1 ∀p ∈M , e ϕi(p) ≥ 0 ∀p ∈M e i ∈ I .

Observação 1.43 A partição da unidade {ϕi : i ∈ I} é subordinada à cobertura

{Uα : α ∈ A} se, para cada i, existe α tal que Supp ϕi ⊂ Uα.

Lema 1.44 Seja X espaço topológico que é localmente compacto (i.e. para cada x ∈ X,

existe Vx vizinhança compacta), Hausdorff, e segundo contável (variedade, por exemplo).

Então X é paracompacto.

Lema 1.45 Existe ϕ uma função C∞ não negativa em Rd tal que

ϕ(x) =

{
1 , x ∈ C(1)

0 , x ∈ (C(2))c.
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Teorema 1.46 (Existência da partição da Unidade) Seja M variedade diferenciável e

{Uα : α ∈ A} uma cobertura aberta de M . Então existe uma partição da unidade contável

{ϕi, i = 1, 2, . . .} subordinada à cobertura {Uα} com Supp ϕi compacto para cada i.

Se não requer suportes compactos, então existe uma partição da unidade {ϕα} subordi-

nada à cobertura {Uα} (a saber, Supp ϕα ⊂ Uα ) com no máximo enumeráveis ϕα não

identicamente.

Corolário 1.47 Sejam G aberto em M e A fechado em M , com A ⊂ G. Então existe

uma função C∞, ϕ : M → R tal que

(a) 0 ≤ ϕ(p) ≤ 1, ∀p ∈M .

(b) ϕ(p) = 1 se p ∈ A .

(c) Supp ϕ ⊂ G .

Definição 1.48 Sejam M uma variedade diferenciável e m ∈M . Funções f e g definidas

em conjuntos abertos contendo m são ditos ter o mesmo germe em m se concordarem em

alguma vizinhança de m. Isso introduz uma relação de equivalência nas funções C∞ em

vizinhanças de m. As classes de equivalência são chamadas de germes.

Definição 1.49 Sejam M uma variedade e p ∈ M . O espaço cotangente de M em p,

denotado por T ∗pM , é definido sendo o espaço dual do espaço tangente TpM :

T ∗pM = (TpM)∗ = Hom(TpM,R).

Definição 1.50 Seja M uma variedade C∞ com estrutura diferencial F . Definimos:

Fibrado tangente como TM =
⋃
p∈M

TpM = {(p, u)|p ∈M,u ∈ TpM}.

Fibrado cotangente como T ∗M =
⋃
p∈M

T ∗pM = {(p, α)|p ∈ M,α ∈ T ∗pM}, onde T ∗pM é o

dual de TpM .

Definimos suas projeções naturais, respectivamente, como:

π : TM →M, π(v) = p se v ∈ TpM,

π̃ : T ∗M →M, π̃(τ) = p se τ ∈ T ∗pM.

Observação 1.51 Se M é variedade diferenciável de dimensão n teremos que o fibrado

tangente TM e o fibrado cotangente T ∗M serão variedades diferenciáveis de dimensão 2n.

Definição 1.52 Sejam M , N variedades diferenciáveis e ψ : M → N uma aplicação C∞.

(a) ψ é uma imersão se dψm é injetiva para cada m ∈M .

(b) O par (M,ψ) é uma subvariedade de N se ψ é uma imersão injetiva.

(c) ψ é um mergulho se ψ é uma imersão injetiva que é também um homeomorfismo de

M e ψ(M).
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Definição 1.53 Sejam M uma variedade de dimensão d e c um inteiro, 1 ≤ c ≤ d.

Uma distribuição c-dimensional D na variedade M é uma escolha de um subespaço c-

dimensional D(p) de TpM para cada p em M .

Definição 1.54 Um campo vetorial ou campo de vetores X em uma variedade M é uma

função que atribui um vetor tangente Xp ∈ TpM a cada ponto p ∈ M . Em relação ao

fibrado tangente, um campo vetorial em M é simplesmente uma seção do fibrado tangente

π : TM → M e o campo vetorial é suave se for suave como uma aplicação de M a TM .

Denotamos o conjunto de todos os campos de vetores em M por X(M).

Definição 1.55 Um fluxo local em um ponto p em um conjunto aberto U de uma variedade

M é uma função C∞

F : ]− ε, ε[×W → U,

onde ε é um número real positivo e W é uma vizinhança de p em U , tal que escrevemos

Ft(q) = F (t, q), e temos

(i) F0(q) = q para todo q ∈W ,

(ii) Ft(Fs(q)) = Ft+s(q) sempre que ambos os lados são definidos.

Se um fluxo local F é definido em R×M , este é chamado um fluxo global.

Definição 1.56 Um campo vetorial com um fluxo global é chamado um campo vetorial

completo. Se F é um fluxo global, então para todo t ∈ R,

Ft ◦ F−t = F−t ◦ Ft = F0 = idM .

Logo Ft : M → M é um difeomorfismo. Assim, um fluxo global em M é um grupo de

difeomorfismos a um parâmetro de M .

Definição 1.57 Seja F : N → M uma aplicação C∞ entre variedades diferenciáveis.

Em cada ponto p ∈ N , a aplicação F induz uma aplicação linear de espaços tangentes,

chamada o diferencial em p,

F∗ : TpN → TF (p)M

como a seguir: se Xp ∈ TpN , então F∗(Xp) é o vetor tangente em TF (p)M definido por

(F∗(Xp))f = Xp(f ◦ F ) ∈ R para f germe em F (p). (1.1)

Como (1.1) é independente do representante do germe, na prática podemos ignorar a

distinção entre um germe e uma função representativa para o germe.

1.4 Formas diferenciáveis

Definição 1.58 O espaço vetorial Ak(TpM), usualmente denotado por
∧k(T ∗pM), é o

espaço de todos os k-tensores alternados no espaço tangente TpM .
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Definição 1.59 Um elemento do espaço cotangente T ∗pM é chamado um covetor em p.

Assim, um covetor ωp (ou ω|p) em p é um funcional linear

ωp : TpM → R.

Definição 1.60 Um campo covetor, uma 1-forma diferencial, ou mais simplesmente um

1-forma em uma variedade M , é uma aplicação ω que atribui a cada ponto p ∈ M um

covetor ωp em p, isto é,

ω : M → T ∗M

p 7→ ωp.

Definição 1.61 Um campo k-covetor em M é uma aplicação ω que atribui a cada ponto

p ∈ M um k-covetor ωp ∈
∧k(T ∗pM).Um campo k-covetor é chamado uma k-forma dife-

rencial, uma forma diferencial de grau k, ou simplesmente uma k-forma.

Denotemos por Ωk(M) o espaço vetorial de k-formas C∞ na variedade M .

Definição 1.62 O espaço vetorial Ω∗(M) de formas diferenciáveis C∞ na variedade M

de dimensão n é a soma direta:

Ω∗(M) =

n⊕
k=0

Ωk(M).

Definição 1.63 Uma derivada exterior em uma variedade diferenciável M é uma aplicação

R-linear

d : Ω∗(M)→ Ω∗+1(M)

tal que

(i) d(ω ∧ τ) = (dω) ∧ τ + (−1)degωω ∧ dτ ,

(ii) d ◦ d = 0,

(iii) se f é uma função C∞ e X um campo vetorial suave em M , então (df)(X) = Xf .

Definição 1.64 Uma k-forma ω em U é fechada se dω = 0.

Definição 1.65 Uma k-forma ω em U é exata se existe uma (k − 1)-forma τ tal que

ω = dτ em U .

Observação 1.66 Como d2 = 0, temos que toda forma exata é fechada.

Definição 1.67 Seja M uma variedade diferencial de dimensão d. Dizemos que a forma

diferencial µ ∈ Ωd(M) é uma forma de volume se µp 6= 0, ∀p ∈M .

Definição 1.68 Uma curva suave em uma variedade M é por definição uma aplicação su-

ave c :]a, b[→M . Usualmente assumimos 0 ∈]a, b[ e dizemos que c é uma curva começando

em p se c(0) = p.
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Definição 1.69 O vetor velocidade c′(t0) da curva c no tempo t0 ∈]a, b[ é definido como

c′(t0) := c∗

(
d

dt

∣∣∣∣
t0

)
∈ Tc(t0)M.

Também dizemos que c′(to) é a velocidade de c no ponto c(t0). As notações alternativas

para c′(t0) são

dc

dt
(t0) e

d

dt

∣∣∣∣
t0

c.

Definição 1.70 Sejam M , N variedades diferenciáveis, ϕ : M → N uma aplicação di-

ferenciável e α uma k-forma no contradomı́nio N . O pullback de α por ϕ, denotado por

ϕ∗α, é uma k-forma no domı́nio M de ϕ definida por

(ϕ∗α)(p)((v1)p, · · · , (vk)p) = α(ϕ(p))(ϕ∗(v1)p, . . . , ϕ∗(vk)p),

onde (v1)p, . . . , (vk)p ∈ TpM . O pullback de uma 0-forma (função) g por ϕ será a com-

posição

ϕ∗g = g ◦ ϕ.

Proposição 1.71 Seja ϕ : M → N uma função diferenciável.

(i) Para uma k-forma α e uma l-forma β em N ,

ϕ∗(α ∧ β) = (ϕ∗α) ∧ (ϕ∗β).

(ii) Para uma k-forma α em N ,

ϕ∗(dα) = d(ϕ∗α).

Proposição 1.72 Considere a n-forma diferencial em Rn definido por Ω = dx1∧. . .∧dxn,

onde (x1, . . . , xn) são coordenadas para Rn. Seja f : Rn → Rn uma função diferenciável

em Rn. Então

f∗Ω = (det(f∗)) · Ω.

1.5 A derivada de Lie e multiplicação interior

Definição 1.73 Para X um campo vetorial suave e ω uma k-forma suave na variedade

M , fixado um ponto p ∈ M e considerando ϕt : U → M um fluxo de X na vizinhança U

de p, definimos a derivada de Lie LXω em p ∈M como

(LXω)p = lim
t→0

ϕ∗t (ωϕt(p))− ωp
t

= lim
t→0

(ϕ∗tω)p − ωp
t

=
d

dt

∣∣∣∣
t=0

(ϕ∗tω)p.

Definição 1.74 Se β é um k-covetor em um espaço vetorial V e v ∈ V , para k ≥ 2 a

multiplicação interior ou contração de β com v é o (k − 1)-covetor ivβ definido por

(ivβ)(v2, . . . , vk) = β(v, v2, . . . , vk), v2, . . . , vk ∈ V.

Definimos ivβ = β(v) ∈ R para um 1-covetor β em V e ivβ = 0 para um 0-covetor β (uma

constante), em V .
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Teorema 1.75 Seja X um campo vetorial suave na variedade diferenciável M .

i) A derivada de Lie LX : Ω∗(M)→ Ω∗−1(M) é uma derivação: é uma aplicação R-linear

e se ω ∈ Ωk(M) e τ ∈ Ωl(M), então

LX(ω ∧ τ) = (LXω) ∧ τ + ω ∧ (LXτ).

ii) A derivada de Lie LX comuta com a derivada exterior d.

iii) (Fórmula de homotopia de Cartan) LX = diX + iXd.

Definição 1.76 Uma isotopia é uma famı́lia a 1-parâmetro de difeomorfismos de uma

variedade M , ϕt : M →M , tal que ϕ0 = Id.

Toda isotopia define um campo de vetores tempo-dependente Xt através da equação

d

dt
ϕt = Xt ◦ ϕt. (1.2)

Reciprocamente, se os campos de vetores na famı́lia Xt forem completos, então (1.2) define

uma isotopia ϕt, t ∈ R.

Agora podemos definir a derivada de Lie de uma forma diferencial β ∈ Ωk(M) com respeito

a Xt como

LXtβ := lim
h→0

(ϕt+h ◦ ϕ−1
t )∗β − β
h

. (1.3)

Então,

ϕ∗t (LXtβ) = lim
h→0

ϕ∗t+hβ − ϕ∗tβ
h

=
d

dt
(ϕ∗tβ). (1.4)

Lema 1.77 Sejam ωt, t ∈ [0, 1], uma famı́lia suave de k-formas diferenciáveis em uma va-

riedade M e (ϕt)t∈[0,1] uma isotopia de M . Definimos um campo vetorial tempo-dependente

Xt em M por Xt ◦ ϕt = d
dtϕt, (de modo que ϕt é o fluxo de Xt ). Então,

d

dt
(ϕ∗tωt) = ϕ∗t

(
d

dt
ωt + LXtωt

)
.

Demonstração.

Para uma k-forma tempo-independente ω temos

d

dt
(ϕ∗tω) = ϕ∗t (LXtω). ( de (1.4))

Vejamos para uma k-forma tempo-dependente ωt

d

dt
(ϕ∗tωt) = lim

h→0

ϕ∗t+hωt+h − ϕ∗tωt
h

= lim
h→0

ϕ∗t+hωt+h − ϕ∗t+hωt + ϕ∗t+hωt − ϕ∗tωt
h

= lim
h→0

ϕ∗t+h

(
ωt+h − ωt

h

)
+ lim
h→0

ϕ∗t+hωt − ϕ∗tωt
h

= ϕ∗t

(
d

dt
ωt

)
+ lim
h→0

ϕ∗t+hωt − ϕ∗tωt
h

. (1.5)
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Afirmação:

ϕ∗t (LXtωt) = lim
h→0

ϕ∗t+hωt − ϕ∗tωt
h

. (1.6)

De fato, denotemos φh := ϕt+h ◦ ϕ−1
t , onde t fixo e h variável temporal, notamos que φh

é o fluxo de Yh = Xt+h, pois

(Yh ◦ φh)(p) = (Yh ◦ (ϕt+h ◦ ϕ−1
t ))(p)

= (Xt+h ◦ (ϕt+h ◦ ϕ−1
t ))(p)

= (Xt+h ◦ ϕt+h)(ϕ−1
t (p))

= (Xs ◦ ϕs)(ϕ−1
t (p))|s=t+h

=
d

ds
ϕs(ϕ

−1
t (p))

∣∣∣∣
s=t+h

=
d

dh
ϕt+h(ϕ−1

t (p)) (t é fixo)

=
d

dh
(ϕt+h ◦ ϕ−1

t )(p) (t é fixo)

=
d

dh
φh(p).

Portanto, d
dhφh = Yh ◦φh, e φ0(p) = (ϕt ◦ϕ−1

t )(p) = p, ou seja, φ0 = id, logo φh é isotopia

de Yh.

Como t é fixo, e h é variável temporal, temos que ωt não depende de h, podemos então

usar (1.3), portanto,

LYhωt = lim
a→0

(φh+a ◦ φ−1
h )∗ωt − ωt
a

tomando h = 0 vamos ter que Y0 = Xt+0 = Xt e

LXtωt = lim
a→0

(φa ◦ φ−1
0 )∗ωt − ωt
a

= lim
a→0

φ∗aωt − ωt
a

(pois φ0 = id)

= lim
a→0

(ϕt+a ◦ ϕ−1
t )∗ωt − ωt
a

.

Aplicando ϕ∗t em ambos os lados,

ϕ∗t (LXtωt) = lim
a→0

ϕ∗t (ϕt+a ◦ ϕ−1
t )∗ωt − ϕ∗tωt
a

= lim
a→0

(ϕ∗t ◦ (ϕ−1
t )∗ ◦ ϕ∗t+a)ωt − ϕ∗tωt

a

= lim
a→0

ϕ∗t+aωt − ϕ∗tωt
a

.

Por último, usando (1.6) em (1.5)

d

dt
(ϕ∗tωt) = ϕ∗t

(
d

dt
ωt

)
+ ϕ∗t (LXtωt)

= ϕ∗t

(
d

dt
ωt + LXtωt

)
.

ut
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1.6 Integração em variedades

Teorema 1.78 (Teorema de Stokes) Para toda (n−1)-forma ω com suporte compacto na

variedade orientada n-dimensional M com bordo,∫
M
dω =

∫
∂M

ω.

Definição 1.79 Seja M uma variedade diferencial, o espaço quociente do espaço vetorial

real de p-formas fechadas módulo o subespaço das p-formas exatas é chamado o p-ésimo

grupo comohológico de Rham de M , i.e.

Hp(M,R) =
{p-formas fechadas}
{p-formas exatas}

.

Definição 1.80 Seja α um p-forma fechada. Representamos a classe comohológica de

Rham por [α].

Observação 1.81 Duas formas fechadas ω e ω′ determinam a mesma classe comohológica

se, e somente se, elas diferem em uma forma exata:

ω′ = ω + dτ.

Teorema 1.82 Seja η uma 2-forma fechada definida em uma bola aberta B centrada na

origem 0 ∈ Rk satisfazendo η|0 = 0. Considere a famı́lia de aplicações ϕt : B → B dada

por ϕt(x) = (1− t)x e o campo não autônomo Xt|x = x
t−1 definido para 0 ≤ t < 1. Então

a 1-forma definida por

λ = −
∫ 1

0
ϕ∗t (iXtη)dt,

é suave em B e satisfaz dλ = η, λ|0 = 0 (note que o campo Xt não está definido para

t = 1, mas ainda assim a fórmula integral acima define uma 1-forma suave).

1.7 Geometria Riemanniana

Os fatos apresentados aqui servirão para entender a demonstração do Teorema de Vizi-

nhança Lagrangiana do Caṕıtulo 3 seção 3.4.

Definição 1.83 Um fibrado vetorial k-dimensional é um par de variedades E e M , junto

com uma aplicação π : E →M , satisfazendo as seguintes condições:

a) Cada conjunto Ep := π−1(p), chamado o fibrado de E sobre p, é dotado da estrutura

de um espaço vetorial.

b) Para cada p ∈ M , existe uma vizinhança U de p e um difeomorfismo ϕ : π−1(U) →
U×Rk, chamado de trivialização local de E, tal que π|π−1(U) = π1◦ϕ onde π1 : U×Rk → U .

c) A restrição de ϕ em cada fibra, ϕ : Ep → {p} × Rk, é um isomorfismo linear.

Definição 1.84 Seja π : E → M um fibrado vetorial sobre M , uma seção de E é uma

aplicação F : M → E tal que π ◦ F = IdM , ou, simplesmente, F (p) ∈ Ep, para todo p.
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Definição 1.85 A seção nula ζ é uma seção que aplica cada p ∈ M ao elemento ζp = 0

da fibra Ep.

Observação 1.86 Seja M uma variedade n-dimensional, a seção nula de T ∗M ,

M0 = {(p, ζ) ∈ T ∗M |ζ = 0 em T ∗pM}

é uma subvariedade n-dimensional de T ∗M .

Definição 1.87 Um l-tensor contravariante é uma aplicação multilinear

F : V ∗ × . . .× V ∗ → R.

O espaço de l-tensores contravariantes será denotado por Tl(V ).

Definição 1.88 Um tensor do tipo
(
k
l

)
, também chamado um tensor k-covariante,

l-cotravariante, é uma aplicação multilinear

F : V ∗ × . . .× V ∗ × V × . . .× V → R.

O espaço dos
(
k
l

)
-tensores mistos será denotado por T kl (V ).

Definição 1.89 O fibrado de
(
k
l

)
-tensores é definido como

T kl M :=
∐
p∈M

T kl (TpM),

onde
∐

denota a união disjunta. O espaço de fibrado
(
k
l

)
-tensores é denotado por T kl (M).

Definição 1.90 Uma métrica Riemanniana em uma variedade M é um campo 2-tensor

g ∈ T 2(M) que é simétrico (i.e., g(X,Y ) = g(Y,X)) e definido positivo (i.e., g(X,X) > 0

se X 6= 0). Uma métrica Riemanniana determina um produto interno em cada espaço

tangente TpM , que é escrito tipicamente 〈X,Y 〉 := g(X,Y ) para X,Y ∈ TpM . Uma vari-

edade junto com uma dada métrica Riemanniana é chamada de variedade Riemanniana.

Definição 1.91 Seja M uma variedade. Um campo vetorial ao longo de uma curva

γ : I → M é uma aplicação suave V : I → TM tal que V (t) ∈ Tγ(t)M para todo t ∈ I.

Denotamos por T (γ) o espaço de campos vetoriais ao longo de γ.

Definição 1.92 Sejam π : E → M um fibrado vetorial sobre uma variedade M e E(M)

o espaço de seções de E. Uma conexão em E é uma aplicação

∇ : T (M)× E(M)→ E(M)

(X,Y ) 7−→ ∇XY,

satisfazendo as seguintes propriedades:

a) ∇XY é linear sobre C∞(M) em X:

∇fX1+gX2Y = f∇X1Y + g∇X2Y, ∀f, g ∈ C∞(M);

b)∇XY é linear sobre R em Y :

∇X(aY1 + bY2) = a∇XY1 + b∇XY2, ∀a, b ∈ R;

c) ∇ satisfaz a seguinte regra do produto:

∇X(fY ) = f∇XY + (Xf)Y, ∀f ∈ C∞(M).
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Definição 1.93 Uma conexão linear em M é uma conexão em TM, isto é, uma aplicação

∇ : T (M)× T (M)→ T (M)

satisfazendo as propriedades a) e c) na definição de uma conexão.

Definição 1.94 Seja γ : I → M uma curva. Um campo vetorial V ao longo de γ é dito

ser extenśıvel se existe um campo vetorial Ṽ ∈ T (M) em uma vizinhança da imagem de

γ que está relacionado com V , da seguinte forma, V (t) = Ṽγ(t), para todo t ∈ I,

Lema 1.95 Seja ∇ uma conexão linear na variedade M . Para cada curva γ : I →M , ∇
determina um único operador

Dt : T (γ)→ T (γ)

satisfazendo as seguintes propriedades:

a) Linearidade sobre R:

Dt(aV + bW ) = aDtV + bDtW, ∀a, b ∈ R.

b) Regra do produto:

Dt(fV ) = ḟV + fDtV, f ∈ C∞(I).

c) Se V é extenśıvel, então para cada extensão Ṽ de V ,

DtV (t) = ∇γ̇(t)Ṽ .

Para todo V ∈ T (γ), DtV é chamada a derivada covariante de V ao longo de γ.

Definição 1.96 Seja M uma variedade com uma conexão linear ∇, e seja γ uma curva

em M . A aceleração de γ é o campo vetorial Dtγ̇ ao longo de γ. Uma curva γ é chamada

uma geodésica com relação a ∇ se Dtγ̇ ≡ 0, (γ̇ denota a derivada de γ).

Definição 1.97 Seja M uma variedade diferencial, a aplicação exponencial é definida

como

exp : E ⊂ TM → M

V = (x, v) 7→ expx(v) = γ(x,v)(1),

onde E := {V = (x, v) ∈ TM | a geodésica γ(x,v) é definida em um intervalo contendo

[0, 1]}.



Caṕıtulo 2

Geometria Simplética e de

Contato

Depois de fazer uma breve revisão de alguns fatos importantes no Caṕıtulo 1, estamos

prontos para estudar Geometria Simplética e de Contato. Este caṕıtulo servirá como base

para entender o Caṕıtulo 3, onde apresentaremos o Truque de Moser e os Teoremas de

Formas Normais.

2.1 Espaço Simplético

Definição 2.1 Seja V um espaço vetorial. Uma função f : V × V → R que satisfaz

(i) f(λu, v) = λf(u, v), ∀u, v ∈ V, λ ∈ R,

(ii) f(u, λv) = λf(u, v), ∀u, v ∈ V, λ ∈ R,

(iii) f(u+ w, v) = f(u, v) + f(w, v),∀u, v, w ∈ V ,

(iv) f(u, v + w) = f(u, v) + f(u,w), ∀u, v, w ∈ V ,

é chamada uma forma bilinear em V , ou simplesmente forma bilinear.

Observação 2.2 Seja f uma função bilinear em V , temos

ker f = {u ∈ V |f(u, v) = 0,∀v ∈ V }.

Definição 2.3 Um espaço vetorial simplético (V, ω) é um espaço vetorial real V munido

de uma forma bilinear ω : V × V → R, que é

(i) antissimétrica: ω(u, v) = −ω(v, u), ∀u, v ∈ V ,

(ii) não degenerada: ω(u, v) = 0, ∀v ∈ V , então u = 0.

A forma ω é dita uma forma bilinear simplética em V ou, simplesmente, forma simplética.

Observação 2.4 Sempre temos,

ω(u, u) = −ω(u, u) , ∀u ∈ V
2ω(u, u) = 0 , ∀u ∈ V
ω(u, u) = 0 , ∀u ∈ V.

16
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Definição 2.5 Sejam (V1, ω1) e (V2, ω2) espaços vetoriais simpléticos. Dizemos que uma

transformação linear T : V1 → V2 é simplética se T ∗ω2 = ω1, ou seja ω2(Tu, Tv) =

ω1(u, v) para quaisquer u, v ∈ V1. Se V1 e V2 têm a mesma dimensão, então dizemos que

T é um simplectomorfismo, e que (V1, ω1) e (V2, ω2) são simplectomorfos.

Exemplo 2.6 O espaço vetorial (V, ω0), onde V = R2 e ω0 : V × V → R definida como

ω0((u1, u2), (v1, v2)) = u1v2 − u2v1 é um espaço vetorial simplético.

De fato, pois R2 é um espaço vetorial real. Por outro lado ω0 é linear e antissimétrica, só

resta ver que ela é não degenerada, suponha

ω0((u1, u2), (v1, v2)) = 0, ∀(v1, v2) ∈ R2

u1v2 − u2v1 = 0, ∀v1, v2 ∈ R

tomando v2 = u1 e v1 = −u2

u2
1 + u2

2 = 0

u1 = u2 = 0

(u1, u2) = 0,

então ω0 é não degenerada, logo (R2, ω0) é espaço vetorial simplético.

Exemplo 2.7 Podemos extender o exemplo anterior tomando V = R2n e

ω0 =
n∑
k=1

dqk ∧ dpk, (2.1)

onde (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) são coordenadas, dqk(z) = zk e dpk(z) = zn+k,

∀k ∈ {1, . . . , n},∀z = (z1, . . . , z2n) ∈ R2n.

Para verificar que ω0 é uma forma simplética basta mostrar que ela é não degenerada, pois

ser antissimétrica é uma consequência direta da definição de produto exterior de formas.

Tomando e1, · · · , e2n a base canônica de R2n, seja u =

2n∑
i=1

αiei ∈ R2n tal que

ω0(u, v) = 0 , ∀v ∈ R2n. Então, em particular, temos que ω0(u, ei) = 0 , ∀i = 1, · · · , 2n.

Mas,

ω0(u, ei) =

n∑
k=1

dqk ∧ dpk(u, ei)

=

n∑
k=1

det

(
dqk(u) dqk(ei)

dpk(u) dpk(ei)

)

=

n∑
k=1

(αkδ(k+n)i − αk+nδki)

=

{
αi−n, se i = n+ 1, . . . , 2n

−αi+n, se i = 1, . . . , n
,

Em qualquer caso, resulta que αi = 0, para i = 1, · · · , 2n. Ou seja, u = 0 e, portanto, ω0

é não degenerada.
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A forma simplética ω0 também pode ser escrita como ω0(·, ·) = 〈J0·, ·〉, onde 〈·, ·〉 é o

produto interno Euclidiano canônico de R2n e J0 ∈ R2n×2n é a matriz dada em blocos

n× n por

J0 =

[
0 −I
I 0

]
,

esta forma é chamada forma simplética canônica.

Exemplo 2.8 Sejam V um espaço vetorial real de dimensão n, e V ∗ seu espaço dual.

Então E = V ×V ∗ com a forma bilinear ω : E×E → R definida como ω((v, α), (v′, α′)) =

α′(v)− α(v′) é um espaço vetorial simplético.

De fato, pois E é uma espaço vetorial real, ω é bilinear e antissimétrica, só resta provar

ela é não degenerada, suponha

ω((v, α), (u, β)) = 0 , ∀(u, β) ∈ E
β(v)− α(u) = 0 , ∀(u, β) ∈ E, (2.2)

tomando β = α

α(v)− α(u) = 0 , ∀u ∈ V
α(v − u) = 0 , ∀u ∈ V,

então α = 0, logo em (2.2) temos

β(v) = 0 , ∀β ∈ V ∗,

então v=0. Portanto, (v, α) = (0, 0) o que implica que ω é não degenerada.

Definição 2.9 Os simplectomorfismos lineares de V formam um grupo de Lie denotado

por Sp(V, ω) e é chamado de grupo linear simplético. No caso em que V = R2n e ω = ω0

como em (2.1), usa-se a notação Sp(2n) em vez de Sp(R2n, ω0).

Definição 2.10 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético e L ⊂ V um subespaço vetorial.

O ortogonal simplético de L é o conjunto

L⊥ = {u ∈ V | ω(u, v) = 0 ∀v ∈ L}.

É claro que L⊥ é subespaço vetorial. O subespaço vetorial L é dito um subespaço

- Isotrópico se L ⊂ L⊥.

- Coisotrópico se L⊥ ⊂ L.

- Lagrangiano se for isotrópico e coisotrópico, i.e., L = L⊥.

- Simplético se ω for não degenerada em L, i.e., (L, ω) é espaço vetorial simplético.
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Exemplo 2.11 Sejam (R2, ω0) espaço vetorial simplético e L = {(λ, 0) | λ ∈ R} su-

bespaço vetorial de R2, vamos ver que L é subespaço Lagrangiano. Sabemos que

L⊥ = {u ∈ R2 | ω0(u, v) = 0 ∀v ∈ L},

seja u = (u1, u2) ∈ L⊥, então

0 = ω0((u1, u2), v), ∀v ∈ L
= ω0((u1, u2), (λ, 0)), ∀λ ∈ R
= −u2λ, ∀λ ∈ R

então u2 = 0, logo

L⊥ = {(u1, 0), ∀u1 ∈ R},

assim L = L⊥, portanto L é subespaço Lagrangiano.

Proposição 2.12 Na notação da Definição 2.10 vale que

dimL+ dimL⊥ = dimV.

Demonstração.

Consideremos o espaço dual V ∗ de V e o anulador

L0 = {θ ∈ V ∗/L ⊂ ker θ}.

A aplicação

T : V → V ∗

v 7−→ T (v) = ω(v, ·)

é linear.

Além disso, tem núcleo trivial, pois se

u ∈ kerT e ω 6= 0

T (u) = 0

ω(u, ·) = 0 (ω não degenerada)

u = 0,

logo ker(T ) = {0}.
Portanto, T é injetiva e dim(ker(T )) = 0, para ver que T é sobrejetiva, é suficiente notar

que

dim(V ∗) = dim(V ) = dim(ker(T )) + dim(Im(T )) = dim(Im(T )),

conclúımos que T é isomorfismo.

Por outro lado

L⊥ = T−1(L0) , onde T−1(L0) = {v ∈ V/T (v) ∈ L0}.
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De fato,

v ∈ L⊥ ⇐⇒ ω(v, u) = 0 ∀u ∈ L
⇐⇒ T (v)(u) = 0 ∀u ∈ L
⇐⇒ L ⊂ ker(T (v))

⇐⇒ T (v) ∈ L0

⇐⇒ v ∈ T−1(L0).

Portanto, como T (L⊥) = L0 e T é um isomorfismo

dimL⊥ = dim(T (L⊥)) = dimL0

dimL⊥ = dimL0. (2.3)

Além disso, temos

dimL+ dimL0 = dimV. (2.4)

De fato, sejam {v1, . . . , vr, vr+1, . . . , vn} uma base de V e {v1, . . . , vr} uma base de L, logo

{v∗1, . . . , v∗r} é uma base de L∗.

Para i = r + 1, . . . , n, v∗i (vj) = 0 para j = 1, . . . , r, então

L ⊂ ker(v∗i ) , i = r + 1, . . . , n,

logo

{v∗r+1, . . . , v
∗
n} é base de L0.

Então,

dimL∗ + dimL0 = dimV ∗

dimL+ dimL0 = dimV.

Por último, de (2.3) e (2.4), temos

dimL+ dimL⊥ = dimV.

ut

Definição 2.13 Se W é um subespaço de um espaço vetorial V de dimensão finita, então

a codimensão de W em V é dado por:

codim(W ) = dim(V )− dim(W ).

Proposição 2.14 Sejam (V, ω) um espaço vetorial simplético e L um subespaço de V ,

segue que:

i) (L⊥)⊥ = L.

ii) Se L tem codimensão 1, então L é coisotrópico.

iii) L⊕ L⊥ = V ⇐⇒ L é simplético.
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iv) Se L é isotrópico =⇒ 2 dimL ≤ dimV .

v) L é simplético ⇐⇒ L⊥ é simplético.

Demonstração.

i) (L⊥)⊥ = L.

De fato, pela Proposição 2.12, temos L subespaço de V , então

dimL+ dimL⊥ = dimV,

como L⊥ é também um subespaço de V , então

dimL⊥ + dim(L⊥)⊥ = dimV,

logo

dimL = dim(L⊥)⊥. (2.5)

Por outro lado, dado v ∈ L temos

ω(v, u) = 0 , ∀u ∈ L⊥

v ∈ (L⊥)⊥

L ⊂ (L⊥)⊥, (2.6)

de (2.5) e (2.6), conclúımos que (L⊥)⊥ = L

ii) Se L tem codimensão 1, então L é coisotrópico.

De fato, temos

codim(L) = 1

dimV − dimL = 1

dimV − 1 = dimL, (2.7)

além disso, como

dimL+ dimL⊥ = dimV

dimV − 1 + dimL⊥ = dimV (de (2.7))

dimL⊥ = 1.

Seja {u1} a base de L⊥, provaremos que L⊥ ⊂ (L⊥)⊥ = L. Seja u ∈ L⊥, então u = λu1.

Afirmação: ω(u,w) = 0 , ∀w ∈ L⊥.

De fato, dado w ∈ L⊥, então w = αu1

ω(u,w) = ω(λu1, αu1) = λαω(u1, u1) = 0

ω(u,w) = 0 , ∀w ∈ L⊥.

Então u ∈ (L⊥)⊥, logo L⊥ ⊂ (L⊥)⊥ = L. Portanto, L é coisotropico.

iii) L⊕ L⊥ = V ⇐⇒ L é simplético.
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(=⇒)

Como L⊕ L⊥ é soma direta, temos L ∩ L⊥ = {0}.
Por outro lado, seja u ∈ L, provaremos que, se ω(u, v) = 0, ∀v ∈ L, então u = 0. Temos

ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ L
u ∈ L⊥

u ∈ L ∩ L⊥ = {0},

então u = 0, logo L é simplética.

(⇐=)

Provaremos que L ∩ L⊥={0}.
(⊇)Como L e L⊥ são subespaços de V , então 0 ∈ L ∩ L⊥ i.e. {0} ⊂ L ∩ L⊥.

(⊆) Se u ∈ L ∩ L⊥, então

u ∈ L e u ∈ L⊥

u ∈ L e ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ L
u = 0 (L é simplético)

L ∩ L⊥ ⊂ {0}.

Logo, L ∩ L⊥ = {0}, e como dimL+ dimL⊥ = dimV , temos

L⊕ L⊥ = V.

iv) Se L é isotrópico =⇒ 2 dimL ≤ dimV .

De fato, como L é isotrópica L ⊂ L⊥, então

dimL ≤ dimL⊥

dimL+ dimL ≤ dimL⊥ + dimL

2 dimL ≤ dimV.

v)L é simplético ⇐⇒ L⊥ é simplético.

De fato,

L é simplético⇐⇒ L⊕ L⊥ = V ( de iii))

⇐⇒ L⊥ ⊕ L = V ( V é espaço vetorial)

⇐⇒ L⊥ ⊕ (L⊥)⊥ = V ( de i))

⇐⇒ L⊥ é simplético ( de iii) e L⊥ é subespaço de V )

ut

Lema 2.15 Sejam E,F subespaços de V , então E⊥ ∩ F⊥ = (E + F )⊥.

Demonstração.

(⊆)

Seja u ∈ E⊥ ∩ F⊥, então u ∈ E⊥ e u ∈ F⊥, além disso, temos

ω(u, v) = ω(u, v1 + v2), ∀v = v1 + v2 ∈ E + F,

= ω(u, v1) + ω(u, v2) ∀v = v1 + v2 ∈ E + F,

= 0 ∀v ∈ E + F (u ∈ E⊥ e u ∈ F⊥),
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então u ∈ (E + F )⊥, logo E⊥ ∩ F⊥ ⊆ (E + F )⊥

(⊇)

Seja u ∈ (E + F )⊥, temos

ω(u, v) = ω(u, v + 0), 0 ∈ F,∀v ∈ E
= 0, ∀v ∈ E (u ∈ (E + F )⊥)

logo u ∈ E⊥, também temos

ω(u,w) = ω(u, 0 + w), 0 ∈ E,∀w ∈ F
= 0, ∀w ∈ F (u ∈ (E + F )⊥)

logo u ∈ F⊥, portanto, u ∈ E⊥ ∩ F⊥, isto é, (E + F )⊥ ⊆ E⊥ ∩ F⊥. Logo tem-se que

E⊥ ∩ F⊥ = (E + F )⊥.

ut

Proposição 2.16 Seja (V, ω) um espaço vetorial simplético não trivial. Então existem

n ≥ 1 e uma base

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn}

de V tal que

ω(ei, ej) = ω(fi, fj) = 0, ω(ei, fj) = δij ,

para todo i, j ∈ {1, . . . , n}. Em particular, dimV é par.

Uma base com estas propriedades é chamada de uma base simplética de (V, ω).

Demonstração.

Afirmamos que dimV ≥ 2, pois se dimV = 1, existe v ∈ V tal que {v} é base de V.

Tomando e1 ∈ V com e1 6= 0, como ω é não degenerada, existe f1 ∈ V tal que ω(e1, f1) 6= 0.

Como {v} é base de V , então existem λ e α tais que e1 = λv e f1 = αv, logo ω(e1, f1) =

λαω(v, v) = 0 que é uma contradição.

Paro o caso dimV = 2, tomemos {e1, f1} base de V , por ser ω não degenerada temos

ω(e1, e1) = 0 e ω(f1, f1) = 0, além disso, temos que ω(e1, f1) 6= 0, pois se ω(e1, f1) = 0,

ao tomar u ∈ V temos u = λe1 + αf1, então ω(e1, u) = ω(e1, λe1 + αf1) = λω(e1, e1) +

αω(e1, f1) = 0, como u é arbitrário temos ω(e1, u) = 0 , ∀u ∈ V , então e1 = 0, que é uma

contradição. Então ω(e1, f1) 6= 0, podemos assumir ω(e1, f1) = 1, pois se ω(e1, f1) = β,

onde β é um número real, só temos que definir e′1 =
e1

β
, então temos ω(e′1, f1) = ω(

e1

β
, f1) =

1

β
ω(e1, f1) = 1.

Para dimV = N > 2, provaremos por indução, assumamos que é valido para espaços

simpléticos de dimensão < N , seja e1 ∈ V um vetor não nulo.

Como ω é não degenerada e e1 não nulo, existe f1 ∈ V tal que ω(e1, f1) = 1.

Seja V1 ⊂ V o subespaço gerado por e1 e f1. Claramente (V1, ω) é simplético (ver Exemplo

2.18 ).

Logo, como V ⊥1 também é subespaço de V do item v), da Proposição 2.14, temos que
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(V ⊥1 , ω) é simplético, então do item iii), da Proposição 2.14, temos V1 ⊕ V ⊥1 = V .

Então

dimV1 + dimV ⊥1 = dimV

2 + dimV ⊥1 = N

dimV ⊥1 = N − 2,

como dimV ⊥1 = N − 2 < N , da hipótese de indução, temos que existe n ≥ 2, tal que

dimV ⊥1 = N − 2 = 2n− 2,

e além disso, existe uma base simplética

{e2, . . . , en, f2, . . . , fn} de (V ⊥1 , ω).

Portanto, como

dimV1 + dimV ⊥1 = dimV

2 + 2n− 2 = dimV

2n = dimV,

então dimV é par e {e1, . . . , en, f1, . . . , fn} é uma base simplética de (V, ω).

ut

Exemplo 2.17 Uma base para o espaço simplético (R2n, ω) é {e1, . . . , en, f1, . . . , fn},
onde

e1 = (1, 0, . . . , 0, 0, . . . , 0), com 1 na primeira coordenada

...

en = (0, 0, . . . , 1, 0, . . . , 0), com 1 na n-ésima coordenada

f1 = (0, 0, . . . , 0, 1, . . . , 0), com 1 na n+1-ésima coordenada

...

fn = (0, 0, . . . , 0, 0, . . . , 1), com 1 na 2n-ésima coordenada

Exemplo 2.18 Se e1, . . . en, f1, . . . , fn é uma base simplética de (V, ω) então

• O gerado por e1, f1 é simplético.

De fato, seja V1 o gerado por e1, f1 , provaremos que ω é não degenerada em V1.

Seja u ∈ V1 tal que ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ V1.

Como u ∈ V1, então existem λ1, α1 ∈ R tais que u = λ1e1 + α1f1, temos

ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ V1

ω(u, λe1 + αf1) = 0 , ∀λ, α ∈ R , (pois v ∈ V1)

ω(λ1e1 + α1f1, λe1 + αf1) = 0 , ∀λ, α ∈ R
λα1 + αλ1 = 0 , ∀λ, α ∈ R , (definição de base simplética)

λ1 = α1 = 0

u = 0.
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Portanto, V1 é simplética.

• O gerado por e1, e2 é isotrópico.

De fato, seja V2 o gerado por e1, e2, provaremos que V2 ⊂ V ⊥2 .

Temos

V ⊥2 = {u ∈ V/ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ V2}
V ⊥2 = {u ∈ V/ω(u, λe1 + αe2) = 0 , ∀λ, α ∈ R}.

Seja u1 ∈ V2, então existem λ1, α1 ∈ R tais que u1 = λ1e1 + α1e2, logo para todo v ∈ V2

ω(u1, v) = ω(λ1e1 + α1e2, λe1 + αe2)

= 0 , (definição de base simplética)

portanto, u1 ∈ V ⊥2 , então V2 ⊂ V ⊥2 .

Logo, V2 é isotrópico.

• O gerado por e1, . . . , en, f1, f2 é coisotrópico.

De fato, seja V3 o gerado por e1, . . . , en, f1, f2, provaremos que V ⊥3 ⊂ V3

V ⊥3 = {u ∈ V/ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ V3}.

Seja u ∈ V ⊥3 , como u ∈ V ⊥3 ⊂ V , temos que existem λ′i, α
′
i ∈ R ∀i ∈ {1, . . . , n} tais que

u = λ′1e1 + . . .+ λ′nen + α′1f1 + . . .+ α′nfn.

Além disso, como u ∈ V ⊥3 , temos que

ω(u, v) = 0 , ∀v ∈ V3

ω(u, λ1e1 + . . .+ λnen + α1f1 + α2f2) = 0 , ∀λi, α1, α2 ∈ R ∀i ∈ {1, . . . , n}
λ′1α1 + λ′2α2 + α′1λ1 + . . .+ α′nλn = 0 , ∀λi, α1, α2 ∈ R ∀i ∈ {1, . . . , n}

(λ′1)2 + (λ′2)2 + (α′1)2 + . . .+ (α′n)2 = 0

λ′1 = λ′2 = α′1 = . . . = α′n = 0,

logo u = λ′3e3 + . . .+λ′nen e, assim, u ∈ V3, ou seja, V ⊥3 ⊂ V3, portanto, V3 é coisotrópico.

Proposição 2.19 Todo espaço vetorial simplético de dimensão 2n é simplectomorfo a

(R2n, ω0).

Demonstração. Seja (V, ω) o espaço vetorial simplético de dimensão 2n e, então pela

Proposição 2.16, possui base simplética {u1, . . . , un, v1, . . . , vn}.
Seja T : R2n → V , dada por

T (z) =

n∑
i=1

ziui +

n∑
i=1

zn+ivi,

onde z = (z1, · · · , z2n) ∈ R2n.

Afirmação: T é um simplectomorfismo.
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• T é linear. De fato, sejam z, w ∈ R2n, temos

T (z + w) =
n∑
i=1

(zi + wi)ui +
n∑
i=1

(zn+i + wn+i)vi

=
n∑
i=1

ziui +
n∑
i=1

zn+ivi +
n∑
i=1

wiui +
n∑
i=1

wn+ivi

= T (z) + T (w).

T (λz) =
n∑
i=1

(λzi)ui +
n∑
i=1

(λzn+i)vi

= λ

(
n∑
i=1

ziui +

n∑
i=1

zn+ivi

)
= λT (z).

• T é isomorfismo, pois T (ei) = ui e T (fi) = vi , ∀i = 1, . . . , n, onde

{e1, . . . , en, f1, . . . , fn} é a base simplética canônica de R2n. Logo T é isomorfismo.

• T ∗ω = ω0, pois dados z, w ∈ R2n, temos que

ω0(z, w) =
n∑
k=1

dqk ∧ dpk(z, w)

=
n∑
k=1

det

(
dqk(z) dqk(w)

dpk(z) dpk(w)

)

=
n∑
k=1

det

(
zk wk
zk+n wk+n

)

=
n∑
k=1

(zkwn+k − zn+kwk). (2.8)

Por outro lado,

ω(Tz, Tw) = ω(
n∑
j=1

zjuj +
n∑
j=1

zn+jvj ,
n∑
k=1

wkuk +

n∑
k=1

wn+kvk)

=
n∑
j=1

n∑
k=1

(zjwkω(uj , uk) + zjwn+kω(uj , vk) + zn+jwkω(vj , uk)

+zn+jwn+kω(vj , vk)) (ω é bilinear )

=

n∑
j=1

n∑
k=1

(zjwn+kδjk − zn+jwkδjk) (definição de base simplética)

=

n∑
j=1

(zjwn+j − zn+jwj). (2.9)

De (2.8) e (2.9), ω(Tz, Tw) = ω0(z, w) , ∀z, w ∈ R2n, portanto, T ∗ω = ω0 e T é um

simplectomorfismo entre R2n e V .

ut

Observação 2.20 A Proposição 2.19 quer dizer que (R2n, ω0), a menos de isomorfismos,

é o único exemplo de espaço vetorial simplético de dimensão 2n.



UFRJ IM 27

Observação 2.21 Seja (V, ω) espaço vetorial simplético não trivial, da Proposição 2.16,

a matriz de ω relativa à base simplética é

J =



ω(e1, e1) · · · ω(e1, en) ω(e1, f1) · · · ω(e1, fn)
...

...
...

...

ω(en, e1) · · · ω(en, en) ω(en, f1) · · · ω(en, fn)

ω(f1, e1) · · · ω(f1, en) ω(f1, f1) · · · ω(f1, fn)
...

...
...

...

ω(fn, e1) · · · ω(fn, en) ω(fn, f1) · · · ω(fn, fn)



=



0 · · · 0 1 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · 0 0 · · · 1

−1 · · · 0 0 · · · 0
...

...
...

...

0 · · · −1 0 · · · 0


=

(
0 I

−I 0

)
,

e dados u, v ∈ V podemos expressar ω(u, v) na forma matricial como ω(u, v) = utJv, ou

também podemos expressar por ω(u, v) = 〈J0u, v〉, onde J0 = J t, J t denota a transposta

de J e 〈·, ·〉 é o produto interno Euclidiano canônico de R2n.

Lema 2.22 T ∈ Sp(2n)⇐⇒ T tJ0T = J0, onde T t denota a transposta de T .

Demonstração.

(=⇒) Seja T ∈ Sp(2n), temos

ω0(u, v) = ω0(Tu, Tv) , ∀u, v ∈ V (T ∗ω0 = ω0)

〈J0u, v〉 = 〈J0Tu, Tv〉 , ∀u, v ∈ V (definição de ω0 )

= 〈T tJ0Tu, v〉 , ∀u, v ∈ V
J0 = T tJ0T.

(⇐=) Seja (R2n, ω0) espaço simplético e T : R2n → R2n transformação linear, temos

ω0(u, v) = 〈J0u, v〉 , ∀u, v ∈ V (definição de ω0 )

= 〈T tJ0Tu, v〉 , ∀u, v ∈ V (T tJ0T = J0)

= 〈J0Tu, Tv〉 , ∀u, v ∈ V
= ω0(Tu, Tv) , ∀u, v ∈ V,

então T ∈ Sp(2n).

ut

Lema 2.23 Seja V um espaço vetorial real de dimensão 2n. Uma forma bilinear alternada

ω em V é forma simplética se, e somente se, ωn = ω ∧ · · · ∧ ω (n fatores) é forma de

volume.



UFRJ IM 28

Demonstração.

(=⇒)

Se ω for simplética, então pela Proposição 2.16 encontramos uma base simplética {e1, f1,

. . . , en, fn}. Das propriedades de base simplética se conclui que ωn(e1, f1, . . . , en, fn) =

n!, logo ωn 6= 0. De fato, como {e1, f1, . . . , en, fn} é base simplética de V , temos que

{e∗1, f∗1 , . . . , e∗n, f∗n} é base de V ∗. Com isto temos

ω =
∑

1≤i<j≤n
ω(ei, ej)e

∗
i ∧ e∗j +

∑
1≤i<j≤n

ω(ei, fj)e
∗
i ∧ f∗j +

∑
1≤i<j≤n

ω(ei, fj)f
∗
i ∧ f∗j

=
n∑
i=1

e∗i ∧ f∗i (definição de base simplética)

logo

ωn = (
n∑
i=1

e∗i ∧ f∗i )n

=

(
n∑
i=1

e∗i ∧ f∗i

)
∧ · · · ∧

(
n∑
i=1

e∗i ∧ f∗i

)
=

∑
σ∈S(n)

e∗σ(1) ∧ f
∗
σ(1) ∧ · · · ∧ e

∗
σ(n) ∧ f

∗
σ(n)

= n!(e∗1 ∧ f∗1 ∧ · · · ∧ e∗n ∧ f∗n).

Então
1

n!
ωn(e1, f1, . . . , en, fn) =

= (e∗1 ∧ f∗1 ∧ · · · ∧ e∗n ∧ f∗n)(e1, f1, . . . , en, fn)

= det

 e∗1 ∧ f∗1 (e1, f1) · · · e∗1 ∧ f∗1 (en, fn)
...

...

e∗n ∧ f∗n(e1, f1) · · · e∗n ∧ f∗n(en, fn)



= det


det

(
e∗1(e1) e∗1(f1)

f∗1 (e1) f∗1 (f1)

)
· · · det

(
e∗1(en) e∗1(fn)

f∗1 (en) f∗1 (fn)

)
...

...

det

(
e∗n(e1) e∗n(f1)

f∗n(e1) f∗n(f1)

)
· · · det

(
e∗n(en) e∗n(fn)

f∗n(en) f∗n(fn)

)


= det

 1 · · · 0
...

...

0 · · · 1

 (pois e∗i (ej) = δij , f
∗
i (fj) = δij)

= 1.

Portanto, ωn(e1, f1, . . . , en, fn) = n!

(⇐=)

Para cada j denotemos por S(j) o grupo das permutações de {1, · · · , j}.
Recapitulando a fórmula do produto exterior: se α é k-forma alternada e β é l-forma

alternada, então

α ∧ β(v1, . . . , vk+l) =
∑

σ∈S(k,l)

sinal(σ)α(vσ(1), . . . , vσ(k))β(vσ(k+1), . . . , vσ(k+l)),
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onde S(k, l) denota o subconjunto de S(k+l) das permutações σ satisfazendo σ(1) < . . . <

σ(k) e σ(k + 1) < . . . < σ(k + l).

Como ω é uma forma bilinear alternada ω em V, só resta provar que ω é não degenerada.

Para isso provaremos a seguinte afirmação.

Afirmação: Se ω é degenerada, então wn = 0.

De fato, suponha que existe u1 ∈ V \ {0} tal que

ω(u1, v) = 0, ∀v ∈ V. (2.10)

Completemos u1 a uma base B = {u1, · · · , u2n} de V.

Provemos por indução em j que para todo subconjunto B′ = {w1, . . . , w2j} ⊂ B com 2j

elementos vale que, se u1 ∈ B′ =⇒ ωj(w1, . . . , w2j) = 0.

Para j = 1, temos B′ = {w1, w2}, como u1 ∈ B′, seja w1 = u1. Então, de (2.10) segue que

ω(u1, w2) = 0, ∀v ∈ V .

Agora suponha válido para N < j, provaremos que é válido para j. Temos

ωj(w1, . . . , w2j) = ω1 ∧ ωj−1(w1, . . . , w2j)

=
∑

σ∈S(2,2(j−1))

sinal(σ)ω(wσ(1), wσ(2))ω
j−1(wσ(3), . . . , wσ(2j)).

Se u1 ∈ {w1, . . . , w2j}, então como {w1, . . . , w2j} = {wσ(1), wσ(2)} ∪ {wσ(3), . . . , wσ(2j)}
temos que ou u1 ∈ {wσ(1), wσ(2)} ou u1 ∈ {wσ(3), . . . , wσ(2j)}. Pela hipótese de indução,

ou ω(wσ(1), wσ(2)) = 0 ou ωj−1(wσ(3), . . . , wσ(2j)) = 0, então ωj(w1, . . . , w2j) = 0.

Logo, se cumpre ωn(u1, . . . , u2n) = 0.

Portanto, como {u1, . . . , u2n} é base de V e ωn(u1, . . . , u2n) = 0, conclúımos que ωn(u) =

0, ∀u ∈ V , então ωn = 0. Demonstramos que se ω é degenerada, então ωn = 0. O

rećıproco é ωn 6= 0, então ω é não degenerada. Portanto, ω é simplética.

ut

Lema 2.24 T ∈ Sp(2n) =⇒ detT = 1.

Demonstração.

Seja ωn0 a forma de volume em R2n determinada por ω0. Então, pela definição de deter-

minante através de formas, temos que

T ∗ωn0 (v1, . . . , v2n) = (detT )ωn0 (v1, . . . , v2n), (Proposição 1.72 e T∗ = T ) (2.11)

para todo v1, · · · , v2 ∈ R2n. Mas

T ∗ωn0 = T ∗(ω0 ∧ · · · ∧ ω0)

= (T ∗ω0) ∧ · · · ∧ (T ∗ω0) (Proposição 1.71(ii))

= ω0 ∧ · · · ∧ ω0 (T é simplética)

= ωn0 . (2.12)

Logo de (2.11) e (2.12) temos que detT = 1.

ut

Definição 2.25 Se chama espectro de T , e o denotaremos por σ(T ), ao conjunto de

autovalores de T ; i.e.

σ(T ) = {λ ∈ R/λ é um autovalor de T}.
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Lema 2.26 Uma matriz simplética T ∈ Sp(2n) satisfaz as seguintes propriedades:

i) T e T−1 são conjugadas e, consequentemente, vale que λ ∈ σ(T )⇐⇒ λ−1 ∈ σ(T ).

ii) Se λ, λ′ ∈ σ(T ) ∩ R, v ∈ ker(T − λI), v′ ∈ ker(T − λ′I) e λλ′ 6= 1, então ω0(v, v′) = 0.

Demonstração.

i) Pelo Lema 2.22 temos

T tJ0T = J0

T t = J0T
−1J−1

0 , (2.13)

logo T t e T−1 são conjugados.

Sabemos que T t e T são sempre conjugados. Então existe B tal que

T t = B−1TB. (2.14)

Logo, de (2.13) e (2.14), temos

B−1TB = J0T
−1J−1

0

T = BJ0T
−1J−1

0 B−1

T = (BJ0)T−1(BJ0)−1

e, assim T e T−1 são conjugados, e possuem o mesmo polinômio caracteŕıstico(ver Teorema

1.3).

Portanto, sabemos que os autovalores de T são as ráızes de seu polinômio caracteŕıstico,

como T e T−1 possuem o mesmo polinômio caracteŕıstico, também possuem os mesmos

autovalores, i.e.

β ∈ σ(T )⇐⇒ β ∈ σ(T−1). (2.15)

Por último,

λ ∈ σ(T ) ⇐⇒ λ é autovalor de T

⇐⇒ Tx = λx

⇐⇒ x = λT−1x

⇐⇒ λ−1x = T−1x

⇐⇒ λ−1autovalor de T−1

⇐⇒ λ−1 ∈ σ(T−1) ( de (2.15))

⇐⇒ λ−1 ∈ σ(T ).

ii) Temos λ, λ′ ∈ σ(T ) ∩ R autovalores, com seus respectivos autovetores v ∈ ker(T − λI)

e v′ ∈ ker(T − λ′I), portanto, Tv = λv, Tv′ = λ′v′. Por último,

ω0(v, v′) = ω0(Tv, Tv′) (T ∈ Sp(2n))

= ω0(λv, λ′v′)

= λλ′ω0(v, v′)

(1− λλ′)ω0(v, v′) = 0 (λλ′ 6= 1)

ω0(v, v′) = 0.

ut
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Corolário 2.27 Se T ∈ Sp(2n), então as multiplicidades algébricas de 1 e de −1 como

(posśıveis) autovalores de T são pares.

Demonstração.

Seja λ autovalor de T . Como T é invert́ıvel (pois detT = 1 6= 0) temos que λ−1 é autovalor

de T−1 com a mesma multiplicidade de λ em T . Além disso, do Lema 2.26 i), temos que

se λ é autovalor de T , então λ−1 é autovalor de T , portanto, o número de autovalores

diferentes de ±1 é par. Portanto, as multiplicidades algébricas dos autovalores diferentes

de ±1 é par.

Logo, se −1 for autovalor, então sua multiplicidade deve ser par, pois

detT = λq11 · . . . · λ
q2r
2r ,

onde λ1, . . . , λ2r são autovalores de T e q1, . . . , q2r suas multiplicidades algébricas. Logo,

se λ1 = 1 e λ2 = −1 temos

1 = (1)q1(−1)q2λq33 · . . . · λ
q2r
2r (pois λ e λ−1 ∈ σ(T ))

1 = (−1)q2 ,

portanto, q2 é par. Logo as somas das multiplicidades algébricas dos autovalores diferentes

de 1 é um número par, digamos 2m. Logo,

q1 + q2 + . . .+ qr = 2n = dim(Sp(2n))

q1 + 2m = 2n

q1 = 2(n−m)

e assim q1 é par.

ut

Lema 2.28 Se T ∈ Sp(2n) é simétrica e positiva definida, então T s ∈ Sp(2n) para todo

número real s > 0.

Demonstração.

Como T é simétrica e positiva, da Proposição 1.4, temos que todos seus autovalores são

positivos i.e. σ(T ) ⊂ (0,+∞).

Pelo Teorema 1.6 (Teorema Espectral) existe decomposição

R2n = ⊕|λ∈σ(T )Mλ,

onde Mλ é o autoespaço do autovalor λ. Denote σ′ = σ(T ) ∩ (0, 1], e para cada λ ∈ σ′

escreva

Eλ = Mλ +Mλ−1 .

Pelo Lema 2.26 vale que se λ, µ ∈ σ′ , λ 6= µ, então Eλ ⊂ E⊥µ .

De fato, pois dado v ∈Mλ , como λ, µ ∈ σ′ e λ 6= µ, temos que λ · µ 6= 1. Do Lema 2.26,

temos

ω0(u,w) = 0 , ∀u ∈Mλ ∀w ∈Mµ,
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então

ω0(v, w) = 0 , ∀w ∈Mµ,

logo v ∈M⊥µ , isto é, Mλ ⊂M⊥µ . Também temos

ω0(v, u) = ω0(Tv, Tu), ∀u ∈Mµ−1

= ω0(λv, µ−1u), ∀u ∈Mµ−1

= λµ−1ω0(v, u), ∀u ∈Mµ−1

(1− λµ−1)ω0(v, u) = 0, ∀u ∈Mµ−1 ,

então v ∈ M⊥µ−1 , isto é, Mλ ⊂ M⊥µ−1 , logo Mλ ⊂ M⊥µ ∩M⊥µ−1 = (Mµ +Mµ−1)⊥ = E⊥µ (do

Lema 2.15).

Por outro lado, seja v ∈Mλ−1 , temos

ω0(v, u) = ω0(Tv, Tu) ∀u ∈Mµ−1 (T ∈ Sp(2n))

= ω0(λ−1v, µ−1u) ∀u ∈Mµ−1

= λ−1µ−1ω0(v, u) ∀u ∈Mµ−1

(1− λ−1µ−1)ω0(v, u) = 0 ∀u ∈Mµ−1

(1− (λµ)−1)ω0(v, u) = 0 ∀u ∈Mµ−1

ω0(v, u) = 0 ∀u ∈Mµ−1 (λµ 6= 1),

então v ∈M⊥µ−1 , logo Mλ−1 ⊂M⊥µ−1 , também temos

ω0(v, u) = ω0(Tv, Tu), ∀u ∈Mµ

= ω0(λ−1v, µu), ∀u ∈Mµ

= λ−1µω0(v, u), ∀u ∈Mµ

(1− λ−1µ)ω0(v, u) = 0, ∀u ∈Mµ

ω0(v, u) = 0, ∀u ∈Mµ (λ 6= µ),

então v ∈M⊥µ , isto é, Mλ−1 ⊂M⊥µ , logo Mλ−1 ⊂M⊥µ−1 ∩M⊥µ = (Mµ−1 +Mµ)⊥ = E⊥µ (do

Lema 2.15).

Portanto, como Mλ ⊂ E⊥µ e Mλ−1 ⊂ E⊥µ , temos Eλ = Mλ +Mλ−1 ⊂ E⊥µ .

Do resultado anterior podemos deduzir que cada Eλ é espaço simplético. De fato, vamos

provar que

∀u ∈ Eλ com u 6= 0, ∃v ∈ Eλ tal que ω0(u, v) 6= 0.

Seja u ∈ Eλ, como ω é não degenerada em R2n temos que existe v ∈ R2n tal que ω0(u, v) 6=
0. Além disso, como R2n = ⊕|µ∈σ′(T )Eµ, temos que v =

∑
µ∈σ′(T )

vµ, com vµ ∈ Eµ. Então

temos ω0(u, v) 6= 0 e

ω0(u, v) = ω0(u,
∑

µ∈σ′(T )

vµ)

=
∑

µ∈σ′(T )

ω0(µ, vµ)

= ω0(u, vλ) (pois u ∈ Eλ e se λ 6= µ, então Eλ ⊂ E⊥µ )
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e assim ω0(u, vλ) 6= 0, ou seja, existe vλ ∈ Eλ tal que ω0(u, vλ) 6= 0, ou seja, Eλ é

simplético.

Obviamente R2n = ⊕|λ∈σ′Eλ e λ ∈ σ′ \ {1}, então Eλ = Mλ ⊕Mλ−1 .

Por definição sabemos que T s é aquela que atua em cada Mλ pela multiplicação por λs e,

consequentemente, cada Eλ é T s-invariante.

Os fatos descritos até aqui implicam que T s é simplético se, e somente se, T s|Eλ é simplético

em (Eλ, ω0|Eλ×Eλ), para todo λ ∈ σ′.
Afirmação 1: T s|Eλ é simplética

De fato,

• Se λ = 1, E1 = M1 ⊕M1 = M1, agora seja u, v ∈ M1, então ω0(T su, T sv) = ω0(u, v),

logo T s|E1 = T s|M1 é simplético .

• Se λ ∈ σ′ \ {1}, temos que Mλ é Lagrangiano, pois se u ∈Mλ temos

ω0(u, v) = ω0(Tu, Tv), ∀u ∈Mλ (T ∈ Sp(2n))

= ω0(λu, λv), ∀u ∈Mλ

= λ2ω0(u, v), ∀u ∈Mλ

0 = (λ2 − 1)ω0(u, v), ∀u ∈Mλ (λ ∈ σ′ \ {1})
0 = ω0(u, v), ∀u ∈Mλ,

então u ∈M⊥λ , logo Mλ ⊂M⊥λ , e como dimMλ = dimM⊥λ temos que Mλ = M⊥λ , ou seja,

Mλ é Lagrangiano, do mesmo modo Mλ−1 é Lagrangiano.

Por último tome vetores u, v ∈ Eλ = Mλ ⊕Mλ−1 e escreva u = u0 + u1 e v = v0 + v1 com

u0, v0 ∈Mλ e u1, v1 ∈Mλ−1 . Então

ω0(T su, T sv) = ω0(T s(u0 + u1), T s(v0 + v1))

= ω0(T su0 + T su1, T
sv0 + T sv1)

= ω0(T su0, T
sv0) + ω0(T su0, T

sv1) + ω0(T su1, T
sv0) + ω0(T su1, T

sv1)

= ω0(λsu0, λ
sv0) + ω0(λsu0, λ

−sv1) + ω0(λ−su1, λ
sv0) + ω0(λ−su1, λ

−sv1)

= ω0(λsu0, λ
−sv1) + ω0(λ−su1, λ

sv0) (pois Mλ = M⊥λ e Mλ−1 = M⊥λ−1)

= λsλ−s(ω0(u0, v1) + ω0(u1, v0))

= ω0(u0, v1) + ω0(u1, v0)

= ω0(u0, v1) + ω0(u1, v0) + ω0(u0, v0) + ω0(u1, v1)

= ω0(u0 + u1, v0 + v1)

= ω0(u, v),

portanto, T s|Eλ é simplético.

Afirmação 2: T s|Eλ é simplético, então T s é simplético

De fato, Sejam u, v ∈ R2n, como R2n = ⊕|λ∈σ′Eλ temos que u =
∑

µ∈σ′(T )

uµ, uµ ∈ Eµ e

v =
∑

λ∈σ′(T )

vλ, vλ ∈ Eλ, portanto, temos
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ω0(T su, T sv) = ω0

T s ∑
µ∈σ′(T )

uµ, T
s
∑

λ∈σ′(T )

vλ


= ω0

 ∑
µ∈σ′(T )

T suµ,
∑

λ∈σ′(T )

T svλ


=

∑
µ∈σ′(T ),λ∈σ′(T )

ω0(T suµ, T
svλ) (ω0 é bilinear )

=
∑

µ∈σ′(T ),λ∈σ′(T )

ω0(uµ, vλ) (T s|Eλ é simplética)

= ω0(u, v),

logo T s é simplético.

ut
Toda matriz M ∈ Cn×n pode ser escrita como M = A+ iB, com A,B ∈ Rn×n.

A inclusão Cn×n ↪→ R2n×2n dada por

A+ iB 7−→

[
A −B
B A

]
é R-linear e respeita multiplicação matricial.

Além disso,

(A+ iB)∗ 7−→

[
A −B
B A

]t
,

onde (A+ iB)∗ denota a transposta conjugada.

Deste modo podemos enxergar GL(n,C) e todos os seus subgrupos como subgrupos

de GL(2n,R). A matriz iI é mapeada na matriz

[
0 −I
I 0

]
= J0 via esta identificação.

Logo,

GL(n,C) ' {T ∈ GL(2n,R)/TJ0 = J0T}

Lema 2.29

Sp(2n) ∩O(2n) = Sp(2n) ∩GL(n,C) = O(2n) ∩GL(n,C) = U(n).

Demonstração.

Seja T uma matriz real 2n× 2n, ela satisfaz o seguinte:

T ∈ GL(n,C) ⇐⇒ TJ0 = J0T,

T ∈ Sp(2n) ⇐⇒ T tJ0T = J0,

T ∈ O(2n) ⇐⇒ T tT = I.

Notamos que, qualquer duas destas condições implica a terceira, assim fica demonstrado

as duas primeiras igualdades do Lema. Para terminar, demostremos que Sp(2n)∩O(2n) =

U(n), o subgrupo Sp(2n) ∩O(2n) consiste das matrizes

T =

(
X −Y
Y X

)
∈ GL(2n,R),
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com

XtY = Y tX, XtX + Y tY = In×n.

Pois T ∈ O(2n), i.e.

I2n×2n = T tT,

I2n×2n =

(
Xt Y t

−Y t Xt

)(
X −Y
Y X

)

I2n×2n =

(
XtX + Y tY −XtY + Y tX

−Y tX +XtY Y tY +XtX

)
XtY = Y tX, XtX + Y tY = In×n.

Isto é precisamente a condição em U = X + iY para ser unitário. Portanto, Sp(2n) ∩
O(2n) = U(n).

ut
Logo,

U(n) = {T ∈ GL(2n,R)/TJ0 = J0T e T t = T−1}

Segue que U(n) ⊂ Sp(2n) é subgrupo.

Definição 2.30 Sejam X um espaço topológico e A ⊂ X, dizemos que A é retração por

deformação de X se existe uma aplicação cont́ınua F : [0, 1]×X → X satisfazendo:

i) F (0, x) = x, ∀x ∈ X.

ii) F (t, x) = x, ∀x ∈ A, ∀t ∈ [0, 1].

iii) F (1, x) ∈ A, ∀x ∈ X.

Lema 2.31 U(n) é uma retração por deformação de Sp(2n).

Demonstração.

Para todo T ∈ GL(2n,R) vale que U = (TT t)−
1
2T ∈ O(2n).

De fato, provaremos que U tU = I

U tU = ((TT t)−
1
2T )t(TT t)−

1
2T

= T t((TT t)−
1
2 )t(TT t)−

1
2T

= T t((TT t)t)−
1
2 (TT t)−

1
2T

= T t(TT t)−
1
2 (TT t)−

1
2T

= T t(TT t)−1T

= T t(T t)−1T−1T

= I.

Denotando P = (TT t)
1
2 , então T = PU é a decomposição polar de T . Se T ∈ Sp(2n),

então T t ∈ Sp(2n). Pelo Lema 2.28 temos

TT t ∈ Sp(2n)

P = (TT t)
1
2 ∈ Sp(2n)

U = (TT t)−
1
2T ∈ Sp(2n)

T = PU ∈ Sp(2n).
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Em particular U ∈ O(2n) ∩ Sp(2n) = U(n)

Defina

r : [0, 1]× Sp(2n) −→ Sp(2n) (2.16)

(s, T ) 7−→ r(s, T ) = P 1−sU.

O mapa r é cont́ınua. Vamos ver se r cumpre com as propriedades i), ii) e iii) da definição

2.30, tomando s = 0 temos

r(0, T ) = PU = T , ∀T ∈ Sp(2n)

i,e r(0, ·) é identidade em Sp(2n) e assim cumpre i), e se T ∈ U(n)

r(s, T ) = P 1−sU

= (TT t)
1
2

(1−s)(TT t)−
1
2T

= (TT t)−
1
2
sT (T ∈ U(n))

= (I)−
1
2
sT

= T,

então r(s, T ) = T , ∀T ∈ U(n) i.e. r(s, ·)|U(n) é identidade em U(n) ∀s ∈ [0, 1], com isto

temos ii). Por último, tomando s = 1 temos

r(1, T ) = P 1−1U = U ∈ U(n), ∀T ∈ Sp(2n)

com isto cumpre iii). Logo U(n) é uma retração por deformação de Sp(2n).

ut

Corolário 2.32 Sp(2n) é conexo.

Demonstração.

Provaremos que qualquer elemento de Sp(2n) pode ser conectado à identidade por um

caminho cont́ınuo que se encontra em Sp(2n). Então, qualquer dois elementos A e B de

Sp(2n) pode ser conectado por um caminho que vai de A para a identidade e depois da

identidade para B. Seja T ∈ Sp(2n), da Proposição 1.1, temos que existe uma matriz

quadrada C de ordem n invert́ıvel tal que

A = CBC−1,

onde B é uma matriz triangular superior:

B =

 λ1 ∗
. . .

0 λ2n


Como detT = 1 e detT = detB = λ1 · · ·λ2n, temos que λi 6= 0 para todo 1 ≤ i ≤ 2n.

Seja B(t) obtido multiplicando a parte acima da diagonal de B por (1− t) para 0 ≤ t ≤ 1

e seja A(t) = CB(t)C−1, A(0) = T e A(1) = CDC−1, onde

D =

 λ1 0
. . .

0 λ2n

 .
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Além disso, o detA(t) = λ1 · · ·λ2n = detA = 1 para todo 0 ≤ t ≤ 1. Portanto, A(t) é um

caminho que está em Sp(2n).

Agora, podemos definir λi(t) que conecta cada λi a 1 em R \ {0} no intervalo 1 ≤ t ≤ 2

para cada 1 ≤ i ≤ 2n − 1, notamos que λi(1) = λi e λi(2) = 1, e definimos λ2n(t) =

(λ(t) · · ·λn−1(t))−1 para 1 ≤ t < 2 e λ2n(2) = λ2n. Temos então

A(t) = C

 λ1(t) 0
. . .

0 λ2n(t)

C−1.

Este é um caminho cont́ınuo que começa em CDC−1 quando t = 1 e termina em CIC−1 =

I quando t = 2. Como detA(t) = λ1(t) · . . . · λ2n−1(t)λ2n(t) = λ1(t) · . . . · λ2n−1(t)(λ1(t) ·
. . . · λ2n−1(t))−1 = 1, temos que A(t) esta em Sp(2n). Vemos então que toda T ∈ Sp(2n)

pode ser conectada à identidade por um caminho cont́ınuo de Sp(2n). Portanto, Sp(2n)

é conexo.

ut

2.2 Variedades Simpléticas

Definição 2.33 Seja W uma variedade diferenciável. Uma forma simplética em W é

uma 2-forma diferenciável ω ∈ Ω2(W ) satisfazendo:

i) ω é fechado, ou seja, dω = 0.

ii) ω não degenerada, ou seja, ∀x ∈W temos que ω|x(u, v) = 0 ∀v ∈ TxW =⇒ u = 0.

Definição 2.34 Uma variedade simplética é um par (W,ω) formado por uma variedade

W e uma forma simplética ω em W .

Definição 2.35 Seja X um espaço topológico. Dada x ∈ X, denotamos por Cx a união

dos subconjuntos conexos de X que contém x. Então Cx é o maior subconjunto conexo de

X que contém x. Diremos que Cx é a componente conexa de X que contém x.

Pela Proposição 2.16 as componente conexas de uma variedade simplética (W,ω) tem

dimensão par. Se W é 2n-variedade, então o Lema 2.23 nos diz que a 2n-forma ωn é uma

forma de volume em W e, portanto, W é orientável.

Lema 2.36 Se (W,ω) é uma variedade simplética fechada (compacta), então [ω] 6= 0 em

H2(W,R).

Demonstração.

Seja [ω] ∈ H2(W,R), como ωn ∈ Ω2n(W ) é uma forma de volume (do Lema 2.23), temos

ωn 6= 0, logo ∫
W
ωn 6= 0.
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Por outro lado, se [ω]n = 0 temos que ωn é exata, então existe uma (n − 1)-forma θ tal

que ωn = dθ. Pelo Teorema se Stokes (Teorema 1.78), temos∫
W
ωn =

∫
W
dθ =

∫
∂W

θ = 0 (W não tem bordo),

que é uma contradição, então [ω]n 6= 0.

ut
O seguinte Lema nos diz que não toda variedade de dimensão par admite forma simplética.

Lema 2.37 Se k ≥ 3, então Sk não admite forma simplética.

Demonstração.

Como H2(Sk,R) = 0, ∀k ≥ 3, então [ω] = 0 em H2(Sk,R). Do Lema 2.36, temos que a

variedade Sk não admite forma simplética.

ut
Apresentaremos alguns exemplos de variedades simpléticas

Exemplo 2.38 Sejam a 2-esfera S2 ⊂ R3 e p ∈ S2, definimos a 2-forma ω em S2, como

ωp(u, v) = 〈u× v, p〉 para todo u, v ∈ TpS2.

O par (S2, ω) é uma variedade simplética.

Exemplo 2.39 Considere R2n com coordenadas (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) e

ω0 =

n∑
i=1

dqi ∧ dpi. Temos que (R2n, ω0) é uma variedade simplética. De fato, pois R2n é

uma variedade diferencial e ω0 é uma 2-forma diferencial, no exemplo 2.7 mostramos que

ω0 é não degenerada, resta provar que ω0 é fechada, mas

dω0 = d(
n∑
i=1

dqi ∧ dpi)

=
n∑
i=1

d(dqi) ∧ dpi + (−1)deg(dqi)dqi ∧ d(dpi)

= 0 (d2 = 0).

Logo (R2n, ω0) é uma variedade simplética.

Exemplo 2.40 Sejam X uma variedade, T ∗(X) seu fibrado cotangente e a projeção

natural,

π̃ : T ∗X → X , π̃(τ) = m se τ ∈ T ∗m(X).

Seja U ⊂ X um aberto com coordenadas (x1, . . . , xn). Então temos 1−formas dxi ∈ Ω1(U)

associadas e, para cada q ∈ U , o conjunto {dx1|q, . . . , dxn|q} é uma base para T ∗qX. Se

ξ ∈ T ∗qX, então ξ =
n∑
i=1

ξidx
i|q, onde ξi ∈ R são unicamente determinados por ξ. Temos,

portanto, coordenadas naturais

(x1, . . . , xn, ξ1, . . . , ξn) ∈ R2n
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em T ∗U . Podemos considerar as 1−formas d̃xi := π̃∗dxi ∈ Ω1(T ∗U) e definir a 1−forma

tautológica αtaut e a forma simplética canônica ωcan em T ∗U por

αtaut :=

n∑
i=1

ξid̃xi, ωcan := dαtaut =

n∑
i=1

dξi ∧ d̃xi.

Para que (T ∗X,ωcan) seja uma variedade simplética, provemos a seguinte proposição.

Proposição 2.41 As formas αtaut e ωcan não dependem das coordenadas e, portanto,

estão globalmente definidas em T ∗X.

Demonstração.

Como ωcan = dαtaut, basta verificar que αtaut não depende das coordenadas. Seja V ⊂ X
outro aberto munido de coordenadas (y1, . . . , yn). Temos então um sistema de coordenadas

naturais (y1, . . . , yn, ξ1, . . . , ξn) definidas em T ∗V . Como

dxi =
n∑
j=1

∂xi

∂yj
dyj em U ∩ V, (2.17)

e d̃yj = π̃∗dyj , temos

n∑
j=1

∂xi

∂yj
d̃yj =

n∑
j=1

∂xi

∂yj
π̃∗dyj

= π̃∗
n∑
j=1

∂xi

∂yj
dyj

= π̃∗dxi ( de (2.17))

= d̃xi.

Portanto, temos

d̃xi =
n∑
j=1

∂xi

∂yj
d̃yj em T ∗(U ∩ V ). (2.18)

Então, obtemos

ξ =
n∑
i=1

ξidx
i

=

n∑
i,j=1

ξi
∂xi

∂yj
dyj ( de (2.17))

=
n∑
j=1

ζjdy
j ,
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onde ζj =

n∑
i=1

ξi
∂xi

∂yj
. Logo

αtaut =
n∑
i=1

ξid̃xi

=
n∑

i,j=1

ξi
∂xi

∂yj
d̃yj ( de (2.18))

=

n∑
j=1

ζj d̃yj .

Portanto, αtaut não depende das coordenadas, então ωcan não depende das coordenadas.

ut
Portanto, o fibrado cotangente T ∗X se torna variedade simplética quando munido da

forma simplética ωcan = dαtaut.

Definição 2.42 Uma aplicação simplética ϕ : (W1, ω1) → (W2, ω2) entre variedades

simpléticas é uma aplicação diferenciável satisfazendo ϕ∗ω2 = ω1. Se ϕ for um difeo-

morfismo, então diz-se que ϕ é um simplectomorfismo.

2.3 Geometria de Contato

Definição 2.43 Seja M uma variedade de dimensão 2n+ 1, onde n ∈ N∪ {0}. Dizemos

que a 1-forma λ em M é de contato se

λ ∧ (dλ)n nunca se anula. (2.19)

Por definição, se λ é forma de contato, então λ ∧ (dλ)n define uma forma de volume em

M e, portanto, M deve ser orientável.

Definição 2.44 O campo de Reeb Xλ associado à forma de contato λ em M é definido

implicitamente por {
iXλdλ = 0

iXλλ = 1.
(2.20)

Definição 2.45 Seja M uma variedade. Uma 1-forma λ é dita de contato se dλ|p é não

degenerada em kerλ|p, ∀p ∈M .

Observação 2.46 Na definição 2.45 temos uma 2-forma dλ|p não degenerada no espaço

vetorial kerλ|p, portanto, (kerλ|p, dλ|p) é um espaço vetorial simplético.

Lema 2.47 Seja M uma variedade carregada de uma 1-forma de contato λ, no sentido

da definição 2.45. Então dim kerλ = dimM − 1.

Demonstração.

Seja p ∈M . Sabemos que λ|p : TpM → R, então Imλ|p ⊂ R. Logo dim Imλ|p ≤ dimR = 1

e, assim, dim Imλ|p = 1 ou 0.
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Se dim Imλ|p = 0, então Imλ|p = {0}, isto é, λ|p(u) = 0, ∀u ∈ TpM , logo λ|p = 0 e como

p é arbitrário em M temos que λ = 0. Logo dλ = 0, mas dλ|p é não degenerada em kerλ|p
que é uma contradição, portanto, dim Imλ|p = 1.

Assim, como

dim Imλ|p + dim kerλ|p = dimTpM

1 + dim kerλ|p = dimM

dim kerλ|p = dimM − 1.

Como p é arbitrário temos dim kerλ|p = dimM − 1, ∀p ∈M .

Lema 2.48 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato no sentido da

definição 2.45. Então dimM é ı́mpar.

Demonstração.

Fixando p ∈ M arbitrariamente, a 1-forma não pode se anular identicamente em uma

vizinhança qualquer U de p pois, caso contrário, teŕıamos dλ|U = 0, portanto, dλ|p é dege-

nerada, o que é imposśıvel já que λ é de contato. Logo existe p′ arbitrariamente próximo

de p tal que λ|p′ 6= 0. Suponha que dimTp′M = dimM é par. Do Lema 2.47, temos

que dim kerλ|p′ = dimTp′M − 1, portanto, dim kerλ|p′ é ı́mpar, que é uma contradição,

pois na observação 2.46 vimos que (kerλ|p′ , dλ|p′) é um espaço vetorial simplético, ou seja,

kerλ|p′ é de dimensão par, logo dimM é ı́mpar.

ut

Lema 2.49 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato no sentido da

definição 2.45. Então dim(ker dλ|p) = 1 e TpM = kerλ|p ⊕ ker dλ|p , ∀p ∈M .

Demonstração.

Pelo Lema 2.48 sabemos que dimM é ı́mpar, vamos supor que dimM = 2n + 1, onde

n ∈ N∪{0}. Considere p ∈M . Do Lema 2.47, temos que dim kerλ|p = (2n+ 1)− 1 = 2n.

Por outro lado, lembremos como se definem os núcleos de λ|p e dλ|p

kerλ|p = {u ∈ TpM | λ|p(u) = 0}
ker dλ|p = {u ∈ TpM | dλ|p(u, v) = 0, ∀v ∈ TpM},

portanto, kerλ|p e ker dλ|p são subconjuntos de TpM .

Se ker dλ|p = {0}. Então dλ|p é não degenerada em TpM , logo (TpM,dλ|p) é um espaço

vetorial simplético, portanto, dimTpM é par, que é uma contradição, pois dimTpM =

dimM a qual é ı́mpar. Logo ker dλ|p 6= {0} e , assim, dim ker dλ|p ≥ 1. Por outro lado

também temos que kerλ|p∩ker dλ|p = {0}, pois se existe u 6= 0 tal que u ∈ kerλ|p∩ker dλ|p,
então

u ∈ kerλ|p e u ∈ ker dλ|p
u ∈ kerλ|p e dλ|p(u, v) = 0 ∀v ∈ TpM
u ∈ kerλ|p e dλ|p(u, v) = 0 ∀v ∈ kerλ|p ⊂ TpM

e como dλ|p é não degenerada em kerλ|p, temos que u = 0, que é uma contradição.

Portanto, kerλ|p ∩ ker dλ|p = {0} e, assim,

kerλ|p ⊕ ker dλ|p ⊆ TpM. (2.21)
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Logo

dim(kerλ|p) + dim(ker dλ|p) ≤ dimTpM

2n+ dim(ker dλ|p) ≤ 2n+ 1

dim(ker dλ|p) ≤ 1,

mas temos dim(ker dλ|p) ≥ 1, então dim(ker dλ|p) = 1. Por último, temos

dim(kerλ|p ⊕ ker dλ|p) = dim(kerλ|p) + dim(ker dλ|p) = 2n+ 1 = dimTpM, (2.22)

portanto, de (2.21) temos kerλ|p ⊕ ker dλ|p = TpM , como p é arbitrário em M temos que

dim(ker dλ|p) = 1 e TpM = kerλ|p ⊕ ker dλ|p , ∀p ∈M .

ut

Lema 2.50 As definições 2.43 e 2.45 de forma de contato são equivalentes.

Demonstração.

Seja dimM = 2n+ 1, onde n ∈ N ∪ {0}. Se λ satisfaz a definição 2.43, temos que

λ ∧ (dλ)n nunca se anula.

Se (dλ|p)n se anula no kerλ|p, então λ|p∧(dλ|p)n se anula no kerλ|p, que é uma contradição,

pois λ ∧ (dλ)n nunca se anula, portanto, (dλ|p)n não se anula em kerλ|p, e, assim, do

Lema 2.23, temos que dλ|p é forma simplética, ou seja, dλ|p é não degenerada em kerλ|p.
Por último, como p é arbitrário, temos que λ satisfaz a definição 2.45. Reciprocamente,

suponha que λ satisfaz a definição 2.45. Fixe p ∈ M , como (kerλ|p, dλp) é um espaço

vetorial simplético, escolhendo uma base simplética {e1, f1 . . . , en, fn} de (kerλ|p, dλ|p)
temos que

dλ|p(ei, ej) = dλ|p(fi, fj) = 0, dλ|p(ei, fj) = δij ,

para todos i, j ∈ {1, . . . , n}. Além disso, sabemos do Lema 2.49 que a dim(ker dλ|p) = 1 e

TpM = kerλ|p ⊕ ker dλ|p, então existe v ∈ TpM \ kerλ|p tal que ker dλ|p = Rv, portanto,

λ|p ∧ (dλ|p)n(v, e1, f1, . . . , en, fn) = λ|p(v)dλ|p(e1, f1) · . . . · dλ|p(en, fn) + 0 + . . .+ 0

= λ|p(v) 6= 0 (pois v ∈ TpM \ kerλ|p),

logo λ|p ∧ (dλ|p)n nunca se anula e, assim, λ satisfaz a definição 2.43.

ut

Lema 2.51 Seja M uma variedade que carrega uma 1-forma de contato λ. Então o campo

de Reeb Xλ existe e é único.

Demonstração.

Como λ|p 6= 0, ∀p ∈ M , temos que existe um campo Z tal que λ|p(Zp) 6= 0, ∀p ∈ M .

Consideramos agora Wp =
Zp

λ|p(Zp) ∈ TpM e notamos que

λ|p(Wp) = λ|p
(

Zp
λ|p(Zp)

)
=

1

λ|p(Zp)
λ|p(Zp) = 1.
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Por outro lado, como TpM = kerλ|p ⊕ dλ|p temos que Wp = Yp +Xp, onde Yp ∈ kerλ|p e

Xp ∈ dλ|p. Logo

λ|p(Wp) = λ|p(Yp +Xp)

= λ|p(Yp) + λ|p(Xp)

= 0 + λ|p(Xp) (Yp ∈ kerλ|p)

e, assim, λ|p(Xp) = λ|p(Wp) = 1, com Xp ∈ kerdλ|p.
Para ver que é único, suponha que existe X̃p ∈ ker dλ|p tal que λ|p(X̃p) = 1. Então

λ|p(Xp) = λ|p(X̃p) = 1

λ|p(Xp − X̃p) = 0,

logo Xp − X̃p ∈ kerλ|p, e como Xp, X̃p ∈ ker dλ|p temos Xp − X̃p ∈ ker dλ|p, portanto,

Xp−X̃p ∈ ker dλ|p∩kerλ|p = {0}, ou seja, Xp = X̃p. Por último, como p ∈M é arbitrário

e iXpλ|p = λ|p(Xp) = 1 e Xp ∈ kerdλ|p (iXpdλ|p = dλ|p(Xp, ·) = 0), temos que{
iXdλ = 0

iXλ = 1,

portanto, X é o campo de Reeb associado à forma de contato λ em M .

ut

Exemplo 2.52 A 1-forma

λ0 = dz +
n∑
i=1

xidyi,

onde (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) são coordenadas em R2n+1 é uma forma de contato em

R2n+1. De fato, pois

dλ0 = d(dz +
n∑
i=1

xidyi)

= d(dz) +
n∑
i=1

(dxi ∧ dyi + xi ∧ d(dyi))

=

n∑
i=1

dxi ∧ dyi (d2 = 0),

logo

(dλ0)n = n!(dx1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn).

Por último,

λ0 ∧ (dλ0)n = (dz +
n∑
i=1

xidyi) ∧ n!(dx1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn)

= n!(dz ∧ dx1 ∧ dy1 ∧ . . . ∧ dxn ∧ dyn),

então λ0 ∧ (dλ0)n nunca se anula e, assim, λ0 é uma forma de contato em R2n+1.
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Exemplo 2.53 A 1-forma α = (cosz)dx + (senz)dy onde (x, y, z) são coordenadas em

R3 é uma forma de contato em R3. De fato

dα = (senz)dx ∧ dz − (cosz)dy ∧ dz,

logo

α ∧ dα = ((cosz)dx+ (senz)dy) ∧ ((senz)dx ∧ dz − (cosz)dy ∧ dz)
= (senz)2dy ∧ dx ∧ dz − (cosz)2dx ∧ dy ∧ dz
= −dx ∧ dy ∧ dz,

então α ∧ dα nunca se anula e, assim, α é uma forma de contato em R3.

Exemplo 2.54 A 1-forma α = (cosr)dz + r(senr)dθ onde (r, θ, z) são coordenadas

ciĺındricas em R3 é uma forma de contato em R3. Para a prova ver [2].

Definição 2.55 Uma estrutura de contato em uma variedade M é uma distribuição ξ ⊂
TM de codimensão 1 localmente definida por formas de contato. O par (M, ξ) é dito uma

variedade de contato.

Observação 2.56 Se λ é forma de contato em M , então

ξ := kerλ

é estrutura de contato.

Definição 2.57 Sejam (M1, ξ1), (M2, ξ2) variedades de contato. Dizemos que um difeo-

morfismo ϕ : M1 →M2 é um contactomorfismo se ϕ∗ξ1 = ξ2.



Caṕıtulo 3

O Truque de Moser e Teoremas de

Formas Normais

3.1 O Truque de Moser

Jürgen Kurt Moser (Konigsberg 1928 - Schwerzenbach 1999 ) foi um matemático

alemão - estadunidense cuja pesquisa teve um efeito profundo na matemática, assim como

na astronomia e na f́ısica. Ele fez contribuições profundas e importantes para uma gama

extremamente ampla de questões em sistemas dinâmicos e mecânica celeste, equações dife-

renciais parciais, análise funcional não linear, geometria diferencial e complexa e o cálculo

de variações.

Moser nasceu em Königsberg, Alemanha no ano 1928. Aos 15 anos foi recrutado em uma

força auxiliar militar, que o ajudou a ele nesses momentos dif́ıceis foi o hábito de buscar

refúgio na matemática que ele desenvolveu pela primeira vez no quartel. “Eu me esqueci

do mundo exterior e pensei em um problema matemático que inventei e tentei resolver na

minha cabeça”, lembrou ele. “Isso foi muito reconfortante, os policiais poderiam gritar

comigo o que quisessem.”Após a guerra, ele passou dois anos terminando o ensino médio

no que, mais tarde, se tornou a Alemanha Oriental. Ele fugiu para o oeste em 1947 para

estudar em Göttingen.

Uma Bolsa Fulbright permitiu que o Dr. Moser passasse um ano em Nova York. Depois

ele retornaria brevemente a Göttingen para trabalhar como assistente de Siegel, escre-

vendo um livro sobre mecânica celeste com seu mentor. Em setembro de 1955, voltou

a N.Y.U. e se casou com Gertrude Courant. Dois anos depois, ele aceitou um cargo no

M.I.T. Tornou-se cidadão dos EUA em 1959 e, um ano depois, aceitou uma oferta para re-

tornar ao Instituto Courant como professor. Em 1965 publicou seu artigo ”On the volume

elements on a manifold”onde ele usou o truque de Moser pela primeira vez. Em 1967,

assumiu a direção do Instituto Courant de Ciências Matemáticas, servindo três anos, e no

ano 1984 foi diretor do Instituto de Investigação de Matemática da ETH. Aposentou-se

em 1995, ano em que recebeu o prêmio Wolf de matemática. Ele também serviu como

presidente da União Internacional de Matemática de 1983 a 1986. O Dr. Moser morreu

em Schwerzenbach, Súıça no ano 1999.

45
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O truque de Moser foi usado por Moser, como mencionamos na biografia, em um de seus

artigos “On the volume elements on a manifold”, publicado em 1965, para provar que em

qualquer variedade orientável compacta, quaisquer duas formas de volume normalizadas

são equivalentemente difeomórficas. Este teorema será enunciado a seguir:

Teorema 3.1 Seja M variedade compacta, conexa e orientada de dimensão n. Sejam τ0,

τ1 ∈ Ωn(M) formas de volume tais que∫
M
τ0 =

∫
M
τ1.

Então existe um difeomorfismo ϕ : M →M tal que ϕ∗τ1 = τ0.

Demonstração.

Definamos a famı́lia de n-formas em M dada pelas combinações convexas de τ1 e τ0

τt = (1− t)τ0 + tτ1, t ∈ [0, 1],

notando que cada τt é forma de volume e dτt = 0 pois, o grau dτ = n + 1 > n = dimM .

A hipótese de que τ0 e τ1 tem a mesma integral sobre M assegura que essas formas são

comohomólogas, ou seja, existe β ∈ Ωn−1(M) tal que τ1 = τ0 + dβ, de modo que

τt = (1− t)τ0 + tτ1

= (1− t)τ0 + t(τ0 + dβ)

= τ0 + tdβ. (3.1)

Queremos encontrar uma isotopia ϕt : M →M , t ∈ [0, 1], tal que ϕ0 = id e

ϕ∗t τt = τ0, ∀t ∈ [0, 1]. (3.2)

Desta forma ϕ1 satisfaz ϕ∗1τ1 = τ0.

A isotopia será obtida integrando-se um campo de vetores Xt, t ∈M . Para isto, derivemos

(3.2)

0 =
d

dt
(ϕ∗t τt) = ϕ∗t

(
LXtτt +

dτt
dt

)
(do Lema 1.77) (3.3)

= ϕ∗t (iXtdτt + diXtτt +
d

dt
(τ0 + tdβ)) (Teorema 1.6 iii) e (3.1))

= ϕ∗t (diXtτt + dβ) (dτt = 0)

= ϕ∗t (d(iXtτt + β)).
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Então, para poder ter ϕ∗t (d(iXtτt + β)) = 0, devemos encontrar Xt, t ∈ [0, 1], satisfazendo

d(iXtτt + β) = 0, ou seja,

iXtτt + β = 0. (3.4)

Como τt é uma forma de volume, a aplicação X(M) → Ωn−1(M), X 7→ iXτt, é um

isomorfismo para cada t. Portanto, para cada t, (3.4) tem solução única. O fluxo de

Xt define uma isotopia ϕt satisfazendo ϕ∗t τt = τ0, por ultimo, tomando ϕ = ϕ1 temos o

difeomorfismo desejado.

ut

O truque de Moser consiste essencialmente na forma na qual foi obtido o difeo-

morfismo ϕ na demostração do Teorema 3.1. Veremos como este método será usado nas

demostrações dos teorema de formas normais, e assim veremos que ele é peça fundamental

na demonstração de vários resultados de rigidez local. Neste trabalho nos centraremos

em três destes resultados, os quais são o Teorema de Darboux para Forma Simpléticas,

o Teorema de Darboux para Formas de Contato, e o Teorema da Vizinhança Lagrangi-

ana. O Truque de Moser aproveita as principais caracteŕısticas de uma forma simplética

e formas de contato para mostrar a equivalência de estruturas simpléticas e de contato

respectivamente.

3.2 O Teorema de Darboux - Formas Simpléticas

O seguinte teorema, chamado o Teorema de Darboux, nos diz que variedades simpléticas

não possuem invariantes locais, isto é, localmente todas elas são simplectomorfas ao espaço

simplético padrão (R2n, ω0). O teorema de Darboux foi provado pela primeira vez, em uma

forma ligeiramente diferente, por Gaston Darboux em 1882, em conexão com seu trabalho

sobre equações diferenciais ordinárias que surgem na mecânica clássica.

Teorema 3.2 (Darboux) Seja (W,ω) uma variedade simplética de dimensão 2n e seja

p ∈ W . Considere R2n munido da forma simplética canônica ω0 (2.1). Então existem

vizinhanças U ⊂ W de p, V ⊂ R2n de 0 ∈ R2n e um simplectomorfismo ϕ : U → V tal

que ϕ(p) = 0 e ϕ∗ω0 = ω.

Figura 3.1: Simplectomorfismo ϕ

Demonstração.

Como W é uma variedade diferencial e p ∈ W , existe um homeomorfismo ψ : U1 → V ,
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onde U1 ⊂ W vizinhança de p, V = ψ(U1) ⊂ R2n vizinhança de 0 ∈ R2n e ψ(p) = 0.

Além disso, como ψ−1 : V → U1 e ω ∈ Ω2(U1), temos Ω = (ψ−1)∗ω ∈ Ω2(V ) (Figura 3.2).

Por outro lado, como T0V é um espaço vetorial real e Ω|0 é forma bilinear antissimétrica

Figura 3.2: Amplificação ψ

e não degenerada temos que (T0V,Ω|0) é um espaço vetorial simplético. Da Proposição

2.19, existe

M : (T0V,Ω|0)→ (R2n, ω0), com M(0) = 0 e Ω|0 = M∗ω0.

Como T0V ≈ R2n, temos

M : (R2n,Ω|0)→ (R2n, ω0), com M(0) = 0 e Ω|0 = M∗ω0,

além disso, como M−1 : M(V ) → V e Ω ∈ Ω2(V ) temos Ω′ = (M−1)∗Ω ∈ Ω2(M(V ))

(Figura 3.3).

Figura 3.3: Aplicação M

Como Ω|0 = M∗ω0, temos

Ω|0(α, β) = M∗ω0(α, β), ∀α, β ∈ R2n

= ω0(Mα,Mβ), ∀α, β ∈ R2n (definição de M∗)

trocando α com M−1α e β com M−1β temos

Ω|0(M−1α,M−1β) = ω0(α, β) ∀α, β ∈ R2n. (3.5)
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Portanto,

Ω′|0(u, v) = ((M−1)∗Ω)|0(u, v), ∀u, v ∈ R2n

= Ω|M−1(0)(M
−1u,M−1v), ∀u, v ∈ R2n (definição de (M−1)∗)

= Ω|0(M−1u,M−1v), ∀u, v ∈ R2n

= ω0(u, v), ∀u, v ∈ R2n (de 3.5),

então Ω′|0 = ω0.

Se conseguirmos Ψ um simplectomorfismo tal que Ψ(0) = 0 e Ψ∗ω0 = Ω′, teremos

Ψ∗ω0 = Ω′

= (M−1)∗Ω

= (M−1)∗(ψ−1)∗ω

(ψ)∗(M)∗Ψ∗ω0 = ω

(Ψ ◦M ◦ ψ)∗ω0 = ω.

Tomando ϕ = Ψ ◦M ◦ ψ, vamos ter um simplectomorfismo ϕ tal que ϕ∗ω0 = ω e ϕ(p) =

(Ψ ◦M ◦ ψ)(p) = Ψ(M(ψ(p))) = Ψ(M(0)) = Ψ(0) = 0 e o Teorema ficaria demonstrada.

Então vamos mostrar que existe esse simplectomorfismo. Temos duas formas simpléticas

ω0 e Ω′ definidas em uma vizinhança U = M(V ) de 0 ∈ R2n tais que ω0|0 = Ω′|0, isto é,

(ω0 − Ω′)|0 = 0.

Por uma versão do Lema de Poincaré (Teorema 1.82), existem U0 ⊂ U vizinhança de 0, e

1-forma µ definida em U0, tais que (ω0 − Ω′)|U0 = dµ e µ|0 = 0. Seja

Ωt = (1− t)Ω′ + tω0

= Ω′ + t(ω0 − Ω′)

= Ω′ + tdµ , t ∈ [0, 1]. (3.6)

Além disso, de (ω0 − Ω′)|U0 = dµ e (ω0 − Ω′)|0 = 0, temos dµ|0 = 0. Portanto, podemos

diminuir U0 a U1 ⊂ U0, se necessário, de modo que para cada p ∈ U1, Ωt|p seja simplética

para todo t ∈ [0, 1]. De fato, para t = 0 temos

(Ω0|0)n = (Ω′|0)n = (ω0)n 6= 0 (pois ω0 é simplética e do Lema 2.23).

Logo, do Lema 2.23, temos que Ω0|0 é simplético. Por outro lado, da continuidade de Ωt

em t e diferenciabilidade de Ωt, existe U1 ⊂ U0 tal que (Ωt|p)n 6= 0 ∀t ∈ [0, 1], ∀p ∈ U1,

logo Ωt é simplético em U1 para todo t ∈ [0, 1].

Por outro lado, afirmamos que, para p ∈ U1 e para todo t ∈ [0, 1]

Ωt|p : TpU1 → T ∗pU1

u 7→ Ωt|p(u, ·)

é isomorfimo. De fato, como Ωt|p(u, ·) = 0, temos que u = 0, pois ωt|p é não degenerada,

portanto, Nu(Ωt|p) = {0} e, assim, Ωt|p é injetiva. Como dim(TpU1) = dim(T ∗pU1), temos

que Ωt|p é sobrejetiva, logo Ωt|p é isomorfismo.

Então, dado −µ|p ∈ T ∗pU1, existe um único Xt|p ∈ TpU0 tal que

Ωt|p(Xt|p, ·) = −µ|p
iXt|pΩt|p = −µ|p,
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logo como tomamos p ∈ U1 qualquer, temos

iXtΩt = −µ, (3.7)

para todo t ∈ [0, 1] em U1 e depende suavemente de t.

Agora, note que Xt|0 = 0, ∀t ∈ [0, 1]. De fato,

iXt|0Ωt|0 = −µ|0
Ωt|0(Xt|0, ·) = 0 (Ωt é não degenerada)

Xt|0 = 0.

Portanto, para U2 ⊂ U1 suficientemente pequena, podemos integrar Xt até t = 1 e

obter uma isotopia ρt : U2 → U1, t ∈ [0, 1], satisfazendo ρ0 = id , dρt
dt = Xt ◦ ρt e ρt(0) = 0

(a partir de (1.2) e da definição de isotopia).

Temos, então

d

dt
ρ∗tΩt = ρ∗t (

dΩt

dt
+ LXtΩt) (do Lema 1.77)

= ρ∗t (
d

dt
(Ω′ + tdµ) + LXtΩt) (de (3.6))

= ρ∗t (dµ+ LXtΩt)

= ρ∗t (dµ+ d(iXtΩt) + iXtdΩt) (Teorema 1.75 iii))

= ρ∗t (dµ+ d(iXtΩt) + iXt0)) (Ωt é simplética)

= ρ∗td(µ+ iXtΩt)

= ρ∗td(µ− µ) (de (3.7))

= 0.

Portanto, temos d
dtρ
∗
tΩt = 0 e integrando temos

ρ∗tΩt = c, c constante,

tomando t = 0

ρ∗0Ω0 = c

idΩ′ = c

Ω′ = c,

então ρ∗tΩt = Ω′. Agora, tomando t = 1, temos ρ∗1Ω1 = Ω′, isto é, ρ∗1ω0 = Ω′ com

ρ1 : U2 → ρ1(U2) ⊂ U1 e ρ1(0) = 0. Tomando U := (ψ−1 ◦M−1)(U2) , V := ρ1(U2) e

Ψ = ρ1 (Figura 3.4), conclúımos a demonstração.

ut

3.3 O Teorema de Darboux - Formas de contato

O Teorema de Darboux 3.2 para formas simpléticas nos diz que variedades simpléticas de

mesma dimensão são localmente simplectomorfas. Veremos que o mesmo tipo de flexi-

bilidade local vale em geometria de contato. Veremos que toda estrutura de contato em

uma vizinhança de uma variedade de dimensão 2n+ 1 tem o mesmo comportamento que

a estrutura de contato canônica em R2n+1.
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Figura 3.4: Aplicação ρ1

Teorema 3.3 (Darboux - formas de contato) Seja λ uma forma de contato em uma

variedade M sem bordo de dimensão 2n+ 1. Dado p ∈M , existe uma vizinhança U ⊂M
de p com coordenadas (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z) tal que nessas coordenadas p = (0, . . . , 0)

e λ|U ' dz +
n∑
i=1

xidyi.

Demonstração.

Seja U0 ⊂M uma vizinhança aberta de p com coordenadas x = (x1, . . . , xn, y1, . . . , yn, z)

tal que p = (0, . . . , 0). Sabemos que TpM = span{ ∂
∂x1

, . . . , ∂
∂xn

, . . . , ∂
∂y1

, . . . , ∂
∂yn

, ∂∂z} e,

do Lema 2.49, temos TpM = kerλ|p ⊕ dλ|p, com dim(kerλ|p) = 2n e dim(ker dλ|p) =

1, portanto, por uma mudança de coordenadas linear em R2n+1, podemos assumir que

kerλ|p = span{ ∂
∂xi
, ∂
∂yi
, i = 1 . . . n}, ∂

∂z ∈ ker dλ|p e λ|p( ∂∂z ) = 1. Mais ainda, como

(kerλ|p, dλ|p) é um espaço simplético, pela Proposição 2.19, temos que (kerλ|p, dλ|p) é

simplectomorfo a (R2n, ω0), ou seja, dλ|p =

n∑
i=1

dsi ∧ dri, onde (s1, . . . , sn, r1, . . . , rn) são

coordenadas em kerλ|p. Podemos também assumir, por uma nova transformação linear,

que dλ|p =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi, logo λ|p = dz +

n∑
i=1

xidyi.

Seja agora λ0 a 1-forma em U0 escrita nestas coordenadas como dz +

n∑
i=1

xidyi, isto é,

λ0|q = dz +

n∑
i=1

xidyi, ∀q ∈ U0, portanto, dλ0|q =

n∑
i=1

dxi ∧ dyi, ∀q ∈ U0, em particular,

como p ∈ U0, temos λ0|p = dz +
n∑
i=1

xidyi e dλ0|0 =
n∑
i=1

dxi ∧ dyi, a qual é uma forma

de contato em U , pois λ0 ∧ (dλ0)n nunca se anula em U0. Temos então duas formas de

contato λ e λ0 em U0 com λ|p = λ0|p e dλ|p = dλ0|p.
Seja λt = (1 − t)λ0 + tλ, t ∈ [0, 1], a famı́lia de 1-formas em U0 dada pelas combinações
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convexas de λ e λ0. Pela observação anterior,

λt|p = ((1− t)λ0 + tλ)|p
= (1− t)λ0|p + tλ|p
= (1− t)λ0|p + tλ|0 (λ0|p = λ|p)
= λ0|p,

então λt|p = λ0|p = λ|p e dλt|p = dλ0|p = dλ|p. Temos então (λt∧(dλt)
n)|t=0 = λ0∧(dλ0)n

nunca se anula. Pela continuidade de λt ∧ (dλt)
n e a compacidade de [0, 1], temos que

existe uma vizinhança U1 ⊂ U0 suficientemente pequena de p, tal que λt ∧ (dλt)
n nunca se

anula em U1, para todo t ∈ [0, 1], portanto, λt é uma forma de contato em U1, para todo

t ∈ [0, 1].

Queremos encontrar uma vizinhança U2 ⊂ U1 suficientemente pequena de p e uma isotopia

ρt : U2 → U1, t ∈ [0, 1], tal que ρ0 = id,

ρt(p) = p e ρ∗tλt = λ0, ∀t ∈ [0, 1]. (3.8)

Desta forma ρ1 satisfaz ρ∗1λ = λ0, e basta tomarmos coordenadas em U := ρ1(U2) dadas

por x̄i = xi ◦ ρ−1
1 , ȳi = yi ◦ ρ−1

1 e z̄ = z ◦ ρ−1
1 para obtermos λ = dz̄ +

n∑
i=1

x̄idȳi e concluir

a demonstração (Figura 3.5).

Figura 3.5: Aplicação ϕ ◦ ρ−1

A isotopia será obtida integrando-se um campo de vetores Xt, t ∈ [0, 1] em U1. Para

ver que forma deveria ter Xt, derivemos (3.8)

0 =
d

dt
(ρ∗tλt) = ρ∗t

(
LXtλt +

dλt
dt

)
(do Lema 1.77) (3.9)

= ρ∗t (iXtdλt + diXtλt +
d

dt
((1− t)λ0 + tλ)) (Teorema 1.6 iii))

= ρ∗t (iXtdλt + diXtλt + λ− λ0).

Então, para poder ter ρ∗t (iXtdλt + diXtλt + λ− λ0) = 0, devemos encontrar Xt, t ∈ [0, 1],

satisfazendo

iXtdλt + diXtλt + λ− λ0 = 0. (3.10)
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Como Xt|q ∈ TqM = ker dλ|q ⊕ kerλ|q, ∀q ∈ U1, temos Xt = AtRt + Bt, onde Rt com

Rt|q ∈ ker dλt|q, ∀q ∈ U1, é o campo de Reeb de λt (ou seja, iRtdλt = 0 e iRtλt = 1 ), isto

vem do Lema 2.51, Bt ∈ kerλt em U1 para cada t ∈ [0, 1] e At é uma famı́lia de funções.

Calculando (3.10) em Rt, obtemos

iRt(iXtdλt + diXtλt + λ− λ0) = 0

iRt(iXtdλt) + iRt(diXtλt + λ− λ0) = 0

iRt(dλt(Xt, ·)) + iRt(d(λt(Xt)) + λ− λ0) = 0 (da definição de i)

0 + iRt(d(λt(AtRt +Bt)) + λ− λ0) = 0 (iRtdλt = 0)

iRt(d(Atλt(Rt) + λt(Bt)) + λ− λ0) = 0

iRt(d(AtiRtλt) + λ− λ0) = 0 (Bt ∈ kerλt)

iRt(dAt + λ− λ0) = 0 (iRtλt = 1)

iRtdAt = iRt(λ0 − λ),

logo denotando por ft = iRt(λ0 − λ), temos

ft = iRtdAt. (3.11)

Esta é uma famı́lia suave a 1-parâmetro t ∈ [0, 1] de equações lineares a derivadas parciais

de primeira ordem não homogêneas para a famı́lia de funções At. É sempre posśıvel,

através do método das curvas caracteŕısticas, encontrar uma famı́lia suave de soluções At,

t ∈ [0, 1], em U1 desde que U1 seja uma vizinhança suficientemente pequena de p. Note

que podemos também assumir que At|p = dAt|p = 0 para todo t ∈ [0, 1]; veja o Lema 3.5.

Encontraremos agora a componente Bt de Xt. De (3.10) temos também

iAtRt+Btdλt + diAtRt+Btλt + λ− λ0 = 0 (Xt = AtRt +Bt)

dλt(AtRt +Bt, ·) + d(λt(AtRt +Bt, ·) + λ− λ0 = 0 (da definição de i)

Atdλt(Rt, ·) + dλt(Bt, ·) + d(Atλt(Rt, ·) + λt(Bt, ·)) + λ− λ0 = 0

AtiRtdλt + iBtdλt + d(AtiRtλt + 0) + λ− λ0 = 0 (Bt ∈ kerλt)

iBtdλt + d(AtiRtλt) + λ− λ0 = 0 (iRtdλt = 0)

iBtdλt + dAt + λ− λ0 = 0 (iRtλt = 1). (3.12)

Definamos

(dλt)
+ : kerλt → (kerλt)

∗

v 7−→ ivdλt = dλt(v, ·).

Notamos que (dλt)
+ é injetiva, pois se dλt(v, u) = 0, ∀u ∈ kerλt, temos que v = 0,

afinal, dλt é não degenerada em kerλt. Então ker((dλt)
+) = {0}, que significa que (dλt)

+

é injetiva, além disso, temos dim(kerλt) = dim(kerλt)
∗, logo (dλt)

+ é um isomorfismo.

Por outro lado, como −(dAt + λ − λ0)|q ∈ (TqM)∗ e kerλt|q ⊂ TqM , ∀q ∈ U1, temos

−(dAt+λ−λ0)|kerλt ∈ (kerλt)
∗, e como (dλt)

+ é isomorfismo, existe um único v ∈ kerλt,

tal que ivdλt = −(dAt + λ− λ0), restringindo (3.12) a kerλt, obtemos finalmente v = Bt,

t ∈ [0, 1], que fica unicamente determinado.

O campo Xt assim definido é tal que Xt|p = 0, para todo t ∈ [0, 1]. De fato, pois de (3.12)
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temos

iBtdλt = −(dAt + λ− λ0)

iBtdλt|p = −(dAt + λ− λ0)|p
(dλt(Bt, ·))|p = −dAt|p − λ|p + λ0|p

((1− t)dλ0 + tλ)|p(Bt|p, ·) = 0 (dAt|p = 0, λ|p = λ0|p)
((1− t)dλ0|p + tλ|p)(Bt|p, ·)) = 0

(dλ0|p)(Bt|p, ·)) = 0

Bt|p = 0 (dλ0|p não degenerada).

Logo

Xt|p = (AtRt +Bt)|p
= At|pRt|p +Bt|p
= 0 (At|p = 0, Bt|p = 0)

temos então Xt|p = 0 e, portanto, a isotopia ρt, obtida integrando-se Xt, deixa p fixo.

Mais ainda, em uma vizinhança U2 ⊂ U1 suficientemente pequena, ρt|U2 está definida para

todo t ∈ [0, 1], com valores em U1 e satisfaz d
dt(ρ

∗
tλt) = 0. Em vista de (3.9) integrando

este último temos

ρ∗tλt = c, c constante, (3.13)

tomando t = 0

ρ∗0λ0 = c

idλ0 = c

λ0 = c,

então ρ∗tλt = λ0. Agora, tomando t = 1 temos ρ∗1λ1 = λ0, isto é, ρ∗1λ = λ0. Isso completa

a demonstração.

ut

Corolário 3.4 Sejam M1, M2 variedades de mesma dimensão com formas de contato

λ1, λ2, respectivamente. Então para quaisquer dois pontos pi ∈ M , i = 1, 2, existem

vizinhanças Ui ⊂ Mi de pi e um difeomorfismo ϕ : U1 → U2 satisfazendo ϕ(p1) = p2,

ϕ∗λ2 = λ1.

Lema 3.5 Considere funções suaves b1, . . . , bk, f definidas em uma vizinhança V de 0 ∈
Rk. Se bk não se anula em V ∩ {xk = 0}, então dada qualquer função u0 definida perto

de 0 ∈ Rk−1 existe uma “única”solução u(x1, . . . , xk) de

k∑
i=1

bi
∂u

∂xi
= f,

satisfazendo u(x1, . . . , xk−1, 0) = u0(x1, . . . , xk−1).
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3.4 O Teorema da Vizinhança Lagrangiana

Definição 3.6 Seja (M,ω) uma variedade simplética, uma subvariedade Y de M é uma

subvariedade lagrangiana se, para todo p ∈ Y , TpY é uma subespaço lagrangiano de TpM ,

i.e., ωp|TpY ≡ 0 e dimTpY = 1
2TpM .

Definição 3.7 Uma estrutura complexa em um espaço vetorial V é um automorfismo

J : V → V tal que J2 = −id. Com tal estrutura V torna-se um espaço vetorial complexo

por i =
√
−1 correspondendo a J

C× V → V : (s+ it, v) 7−→ sv + tJv.

Em particular, V é necessariamente de dimensão par sobre os reais. Denotamos o espaço

de estruturas complexas em V por J (V ).

Definição 3.8 Seja M uma variedade 2n-dimensional real. Uma estrutura quase com-

plexa em M é uma estrutura complexa J no fibrado tangente TM . Um 2-forma ω ∈ Ω2(M)

é dita compat́ıvel com J se é compat́ıvel com J como uma forma bilinear simplética no

fibrado vetorial TM . Esto significa que a forma bilinear

〈v, w〉 = ω(v, Jw)

define uma métrica Riemanniana em M . Uma métrica Riemanniana g(v, w) = 〈v, w〉 é

dita compat́ıvel com J se

〈Jv, Jw〉 = 〈v, w〉

para v, w ∈ TqM . Neste caso a 2-forma ω(v, w) = 〈Jv,w〉 é não degenerada e compat́ıvel

com J e o triplo (ω, J, g) é dito compat́ıvel. Assim existe uma correspondência bijetiva de

2-formas não degenerada compat́ıvel com J e métricas Riemannianas compat́ıveis com J .

Lema 3.9 Sejam M uma variedade de dimensão 2n e Q ⊂ M uma subvariedade com-

pacta. Suponha que os ω0, ω1 ∈ Ω2(M) são 2-formas fechadas tais que em cada ponto q de

Q as formas ω0 e ω1 são iguais e não degeneradas em TqM . Então existem vizinhanças

abertas N0 e N1 de Q e um difeomorfismo ψ : N0 → N1 tal que

φ|Q = id, φ∗ω1 = ω0.

Observação 3.10 Tomando Q como um ponto em M no Lema 3.9, obtemos o Teorema

de Darboux para Formas Simpléticas (Teorema 3.2).

Lema 3.11 Seja L uma subvariedade n-dimensional da variedade M . Então

T(q,0)T
∗L ∼= TqL⊕ T ∗q L.

Demonstração.

Escolhemos coordenadas (x1, . . . , xn) em uma vizinhança de q ∈ L, de modo que

(x1, . . . , xn, y1, . . . , yn) são coordenadas correspondentes em T ∗L. Sabemos que o fibrado
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cotangente T ∗M tem projeção natural π∗ : TM →M , logo temos seu diferencial

(π∗)∗ : T (T ∗M)→ TM , note que

ker((π∗)∗) = span

{
∂

∂y1
, . . . ,

∂

∂yn

}
.

Por outro lado, como T ∗q L
∼= T(q,0)(T

∗
q L) e T(q,0)(T

∗
q L) ∼= ker(π∗)∗, existe um isomorfismo

φ : T ∗q L→ ker((π∗)∗) ⊂ T (T ∗M),

portanto existe

φ−1 : ker((π∗)∗) ⊂ T (T ∗M)→ T ∗q L.

Como T(q,0)(T
∗L) ⊂ T(q,0)(T

∗M) e T(q,0)(T
∗
q L) ∼= ker(π∗)∗ teremos

π∗|T(q,0)(T ∗L) : T(q,0)(T
∗L)→ TqL.

Podemos definir

Ψ : T(q,0)(T
∗L) → TqL⊕ T ∗q L
v 7→ Ψ(v) = ((π∗)∗(v), φ−1(v))

que é um isomorfismo, logo T(q,0)(T
∗L) ∼= TqL⊕ T ∗q L.

ut

Teorema 3.12 (Teorema da Vizinhança Lagrangiana) Seja (M,ω) uma variedade

simplética e L ⊂ M uma subvariedade Lagrangiana compacta. Então existem uma vi-

zinhança L0 ⊂ T ∗L da seção nula, uma vizinhança V ⊂ M de L, e um difeomorfismo

ϕ : L0 → V tal que

ϕ∗ω = −dαtaut, ϕ|L = id,

onde αtaut é a 1-forma canônica em T ∗L.

Demonstração.

Como L ⊂M , temos TL ⊂ TM |L, pois

TL = {(x, u)| x ∈ L, u ∈ TxL ⊂ TxM} e

TM |L = {(x, v)| x ∈ L, v ∈ TxM}.

Seja J : TM → TM , com J2 = −id, uma estrutura complexa no fibrado tangente TM .

Afirmação: ω ∈ Ω2(M) é compat́ıvel com J .

De fato, para provar isso vejamos que a forma bilinear 〈u, v〉 = ω(u, Jv) define uma métrica

Riemanniana em M .

Sejam u, v ∈ TxM ,

〈u, v〉 = ω(u, Jv)

= −ω(Jv, u)

= −ω(−v, Ju)

= ω(v, Ju)

= 〈v, u〉,
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logo 〈·, ·〉 é simétrica. Agora tomando u ∈ TxM com u 6= 0,

〈u, u〉 = ω(u, Ju) > 0, (ω é não degenerada)

logo 〈·, ·〉 é definida positiva. Portanto 〈·, ·〉 é uma métrica Riemanniana em M .

Afirmação. J(TxL) ⊥ TxL em TxM

De fato, sejam Jv ∈ J(TxL) e u ∈ TxL, notamos que

〈u, Jv〉 = ω(u, J(Jv))

= ω(u,−v)

= 0, (u, v ∈ TxL e TxL é Lagrangiano)

então J(TxL) ⊥ TxL.

Afirmação. TxM = J(TxL)⊕ TxL.

De fato, seja u ∈ J(TxL) ∩ TxL, então

〈u, u〉 = 0, (J(TxL) ⊥ TxL)

ou seja, u = 0, logo J(TxL) ⊥ TxL = {0}. Portanto J(TxL)⊕ TxL ⊂ TxM .

Por outro lado, temos que M é uma variedade simplética, portanto tem dimensão par,

seja dimM = 2n, além disso temos L subvariedade Lagrangiana de M , então

dimL = 1
2 dimM = n e portanto dimTxL = n, e como J é injetiva, temos dim J(TxL) = n.

Logo

2n = dim J(TxL) + dimTxL = dim(J(TxL)⊕ TxL) ≤ dimTxM = 2n,

ou seja, TxM = J(TxL)⊕ TxL.

Agora definamos

ψx : TxL → (TxL)∗

v 7−→ 〈·, v〉

que é linear pois 〈·, ·〉|TxL é bilinear. Como ψx é injetiva e dimTxL = dimT ∗xL temos que

ψx é um isomorfismo, logo definimos

φx = (ψx)−1 : (TxL)∗ → TxL,

com isto podemos definir

φ1 : T ∗L → TL

(x, κ) 7−→ (x, φx(κ)).

Temos a aplicação exponencial

exp : TM → M

(x, v) 7−→ expx(v),

lembre que expx(0) = x.

Considere agora a seguinte composição

Φ := exp ◦J ◦ φ1 : T ∗L → M

(x, κ) 7−→ expx(J(φx(κ))).
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Sua diferencial é

dΦ(x,0) : T(x,0)(T
∗L)→ TxM.

Do Lema 3.11 temos T(x,0)(T
∗L) ∼= TxL+ T ∗xL, então

dΦ(x,0) : TxL+ T ∗xL → TxM

v + β 7−→ dΦ(x,0)(v + β).

Vejamos como está definida. Para isto, primeiro vejamos como está definida dΦ(x,0)(v+0),

para v ∈ TxL. Considere

γ : (−ε, ε) → L

com γ(0) = x e γ′(0) = v e, assim, definimos

Γ : (−ε, ε) → T ∗L

t 7−→ (γ(t), 0)

com Γ(0) = (x, 0) e Γ′(0) = v + 0, portanto

Φ ◦ Γ(t) = Φ(γ(t), 0) = γ(t)

Φ ◦ Γ(0) = γ(0) = x

e

(Φ ◦ Γ)′(t) = γ′(t)

(Φ ◦ Γ)′(0) = γ′(0) = v

dΦΓ(0)Γ
′(0) = v

dΦ(x,0)(v + 0) = v.

Agora vejamos como está definida dΦ(x,0)(0 + β) para β ∈ T ∗xL. Para isto, definamos

η : (−ε, ε) → T ∗L

t 7−→ η(t) = (x, tβ)

com η(0) = (x, 0) e η′(0) = 0 + β, logo

(Φ ◦ η)(t) = Φ(x, tβ)

= expx(J(φx(tβ)))

= expx(tJ(φx(β))).

Notamos que (Φ ◦ η)(0) = expx(0) = x e

(Φ ◦ η)′(t) = d(exp)expx(tJ(φx(β)))J(φx(β)),

logo (Φ ◦ η)′(0) = d(exp)expx(0)J(φx(β)) = d(exp)xJ(φx(β)) = J(φx(β)) e, assim,

dΦ(x,0)(0 + β) = (Φ ◦ η)′(0) = J(φx(β)),
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consequentemente

dΦ(x,0)(v + β) = v + J(φx(β)).

Por outro lado, sejam v1 + β1, v2 + β2 ∈ TxL+ T ∗xL

Φ∗ω(x,0)(v1 + β1, v2 + β2) = ωΦ(x,0)(dΦ(x,0)(v1 + β1), dΦ(x,0)(v2 + β2))

= ωx(v1 + J(φx(β1)), v2 + J(φx(β2)))

= ωx(v1, v2) + ωx(v1, J(φx(β2))) + ωx(J(φx(β1)), v2)

+ωx(J(φx(β1)), J(φx(β2)))

= ωx(v1, J(φx(β2)))− ωx(v2, J(φx(β1)))

= 〈v1, φx(β2)〉 − 〈v2, φx(β1)〉.

Lembre que φx = (ψx)−1, logo

ψx(φx(β)) = β

ψx(φx(β))(u) = β(u)

〈u, φx(β)〉 = β(u),

portanto

Φ∗ω(x,0)(v1 + β1, v2 + β2) = 〈v1, φx(β2)〉 − 〈v2, φx(β1)〉
= β2(v1)− β1(v2). (3.14)

Sabemos que dimL = n, logo n = dimTxL = dimT ∗xL, então

dimT ∗L = dimT(x,0)(T
∗L) = dimTxL+ dimT ∗xL = 2n.

Seja x = (q1, . . . , qn) coordenas em L1 ⊂ L, logo

TxL = span

{
∂

∂q1
, . . . ,

∂

∂qn

}
T ∗xL = span{dq1, . . . , dqn}.

Se κ ∈ T ∗xL, temos κ = p1dq1 + . . .+ pndqn. Logo, como (x, κ) = (q1, . . . , qn, p1, . . . , pn) ∈
T ∗L, então T(x,κ)(T

∗L) = span{ ∂
∂q1
, . . . , ∂

∂qn
, ∂
∂p1

, . . . , ∂
∂pn
} e uma vez que

T(x,κ)(T
∗L) = TxL+ T ∗xL também temos T ∗xL = span

{
∂
∂p1

, . . . , ∂
∂pn

}
. Seja agora dαtaut a

2-forma canônica nestas coordenadas dαtaut(x,κ) =
n∑
i=1

dpi ∧ dqi. Como v1, v2 ∈ TxL e

β1, β2 ∈ T ∗xL, temos que v1 =

n∑
k=1

vk1
∂

∂qk
, v2 =

n∑
f=1

vf2
∂

∂qf
, β1 =

n∑
r=1

βr1
∂

∂pr
e

β2 =

n∑
l=1

βl2
∂

∂ql
. Logo

dαtaut(x,0)(v1 + β1, v2 + β2) =

n∑
i=1

dpi ∧ dqi(
n∑
k=1

vk1
∂

∂qk
+

n∑
r=1

βr1
∂

∂pr
,

n∑
f=1

vf2
∂

∂qf
+

n∑
q=1

βl2
∂

∂ql
)

=
n∑
i=1

(βi1v
i
2 − βi2vi1)

= β1(v2)− β2(v1). (3.15)
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Logo de (3.14) e (3.15), temos

Φ∗ω(x,0)(v1 + β1, v2 + β2) = −dαtaut(x,0)(v1 + β1, v2 + β2).

Portanto tenho Φ∗ω, −dαtaut duas 2-formas fechadas tais que são não degeneradas e

Φ∗ω = −dαtaut em TxL1, para todo x ∈ L1, então pelo Lema 3.9 sabemos que existe V1

e V2 vizinhanças de L1 em T ∗L e um difeomorfismo Ψ : V1 → V2 tal que Ψ|L1 = idL1 e

Ψ∗(Φ∗ω) = −dαtaut. Basta tomar ϕ = Φ ◦Ψ e L0 = V1.

ut
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