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necessários à obtenção do t́ıtulo de Mestre em Matemática.
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Resumo

Baseada no artigo de José A. Gálvez e A. Mart́ınez, esta dissertação mostra que, uma vez
fornecidos uma superf́ıcie M com curvatura de Gauss positiva, um mapa N : M → S2 e
uma estrutura conformal (métrica conformal) sobre M , é posśıvel resolver, sob determi-
nadas condições, os problemas de existência e unicidade de uma imersão X : M → R3,
com mapa de Gauss N e tal que a estrutura conformal sobre M é a induzida por sua
segunda forma fundamental.

Palavras chaves: Aplicação de Gauss, segunda forma fundamental, parâmetro confor-
mal, mapas harmônicos, superf́ıcie de Riemann.



Abstract

Based on article José A. Gálvez and A. Mart́ınez, this work shows that once supplied one
surfaceM with positive Gaussian curvature, a mapN : M → S2 and a conformal structure
(conformal metric) on M , its possible solve, under certain conditions, the existence and
uniqueness problems of an immersion X : M → R3, with Gauss map N and such that
the conformal structure on M is induced by his second fundamental form.

Key words: Gauss map, second fundamental form, conformal parameter, harmonic
maps, Riemann surface.
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2.1 Variedades diferenciáveis e superf́ıcies de Riemann . . . . . . . . . . . . . . 28

2.1.1 Imersões e mergulhos . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 32
2.1.2 Subvariedades . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 33

2.2 Teorema de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.1 Campos f -relacionados . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 34
2.2.2 Distribuições . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 36
2.2.3 O teorema de Frobenius . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 40
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Introdução

A existência e a unicidade de uma imersão de uma superf́ıcie ou hipersuperf́ıcie em
Rn com uma métrica dada (ou uma estrutura conformal) e um dado mapa de Gauss têm
sido estudados por vários autores. D. A. Hoffman, R. Osserman e K. Kenmotsu (ver [7],
[8], [9]) pesquisaram o problema de existência e unicidade para superf́ıcies. Eles provaram
que existe uma imersão conformal não-minimal de uma superf́ıcie simplesmente conexa
em Rn com um dado mapa de Gauss se, a somente se, um conjunto de equações diferenci-
ais dependentes da estrutura conformal e do mapa de Gauss é satisfeito. O problema da
unicidade para hipersuperf́ıcies também foi estudado por K. Abe e J. Erbacher (ver [1]).

O principal objetivo deste trabalho é estudar propriedades do mapa de Gauss de uma
superf́ıcie imersa em R3. Em particular, estaremos interessados nas propriedades rela-
cionadas com a geometria da imersão e da estrutura conformal (ou métrica conformal)
proveniente de sua segunda forma fundamental. Os principais problemas considerados são
os de existência e de unicidade de uma imersão X : M → R3 de uma superf́ıcie M , com
estrutura conformal dada, que produz um determinado mapa de Gauss e para a qual a
segunda forma fundamental é uma métrica conformal sobre M . Dentre os resultados ob-
tidos, provaremos que para uma superf́ıcie simplesmente conexa com curvatura de Gauss
positiva, a existência de uma tal imersão é equivalente à satisfazer uma equação diferen-
cial de terceira ordem que envolve o mapa de Gauss e a estrutura conformal. Além disso,
também mostraremos que é posśıvel recuperar a imersão por uma representação similar
à fórmula de Enneper-Weierstrass (Teorema 4.3.2).

A presente dissertação está dividida em quatro caṕıtulos.
No caṕıtulo 1, introduziremos os pré-requisitos e fixaremos a notação utilizada ao

longo do texto. Alguns conceitos básicos e resultados da Análise e da Geometria, prin-
cipalmente, serão admitidos, enquanto outros - considerados importantes para uma boa
leitura do texto - serão demonstrados.

No caṕıtulo 2, apresentaremos e provaremos uma versão do Teorema de Frobenius.
Também discorreremos sobre as parametrizações isotérmicas de uma superf́ıcie, as quais
são parametrizações especiais, a fim de obter uma estrutura conformal (métrica confor-
mal) na superf́ıcie proveniente de uma métrica riemanniana.

No caṕıtulo 3, apresentaremos dois teoremas que são condições necessárias para uma
imersão X : M → R3 de uma superf́ıcie M , com estrutura conformal dada, que produz um
determinado mapa de Gauss e para a qual a segunda forma fundamental é uma métrica
conformal sobre M .

No caṕıtulo 4, apresentaremos os mapas harmônicos que são os pontos cŕıticos de um
funcional, bem como condições necessárias e suficientes para a existência e a unicidade de
uma imersão X : M → R3, onde M é simplesmente conexo.



Caṕıtulo 1

Preliminares

Neste caṕıtulo, apresentaremos as principais definições, notações e resultados básicos
da análise e da geometria que serão usados ao longo do texto. As variedades considera-
das serão sempre de Hausdorff, diferenciáveis e com base enumerável, conhecidas como
variedades topológicas. A palavra diferenciável significará de classe C∞.

1.1 Superf́ıcies

Nesta seção, estudademos as superf́ıcies euclidianas, as quais são generalizações natu-
rais dos objetos estudados na geometria diferencial. Além disso, tais superf́ıcies servirão
como modelos concretos para as variedades diferenciáveis abstratas, como veremos mais
adiante.

Definição 1.1.1. Dizemos que M ⊂ Rn é uma superf́ıcie de dimensão m de classe
Ck (com 1 ≤ k ≤ ∞) se, para cada ponto p ∈ M , existem um aberto V de Rn contendo
p, e uma aplicação X : U → M ∩ V , com U aberto de Rm, que satisfaz às seguintes
propriedades:

(i) X : U →M ∩V é um homeomorfismo1, onde M ∩V indica que M está munida com
a topologia usual induzida de Rn. O conjunto M ∩ V é denominado vizinhança
coordenada de p.

(ii) X é uma imersão de classe Ck. Isso significa que, para cada x0 ∈ U , a derivada
X ′(x0) : Rm → Rn é uma aplicação linear injetiva. Observe que essa situação ocorre
apenas quando m ≤ n (veja Figura 1.1).

No caso da Definição 1.1.1, a aplicação X é chamada de parametrização de classe Ck

de M ou sistema de coordenadas (locais) em (uma vizinhança de) p. O número m − n
chama-se codimensão de M em Rn. Nos caso em que m = 1, M é chamado de curva de
Rn. Quando m− n = 1, dizemos que M é uma hipersuperf́ıcie de Rn.

Observação 1.1.2. O item (i) da Definição 1.1.1 implica que toda superf́ıcie de classe
Ck e dimensão m é uma variedade topológica de dimensão m (em relação à topologia
induzida de Rn). Isso significa que, para todo p ∈M , existe um aberto V ⊂ Rn contendo
p tal que M ∩ V é homeomorfo a um aberto de Rn.

1X é um homeomorfismo se, e somente se, X é bijetiva, cont́ınua e com inversa X−1 : M ∩ V → U
cont́ınua.
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Figura 1.1: O ponto q ∈ U é levado pela aplicação X em um ponto p = X(q) ∈M ∩ V.

Observação 1.1.3. As afirmações a seguir são equivalentes:

(a) X é uma imersão;

(b) dXq : Rm → Rn é injetiva;

(c) O conjunto de vetores {dXq(ei) : 1 ≤ i ≤ m} é linearmente independente, onde
{e1, · · · , em} é a base canônica de Rm;

(d) A matriz jacobiana de ordem n×m

JX(q) =
(

∂Xi
∂Xj

(q)
)

tem posto m, onde 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ m e X = (X1, · · · , Xn), ou seja, algum de
seus determinantes menores m×m é diferente de zero em q ∈ U.

Vejamos alguns exemplos de superf́ıcies de dimensão m.

Exemplo 1.1.4. Qualquer subespaço vetorial m-dimensional E ⊂ Rn é uma superf́ıcie
de dimensão m e de classe C∞ de Rn. De fato, seja T : Rm → E um isomorfismo linear.
Munindo E com a topologia induzida de Rn, T torna-se um homeomorfismo. Além disso,
como toda transformação linear é de classe C∞, segue que T é um diferomorfismo de
classe C∞.

Exemplo 1.1.5. A esfera unitária Sn = {x ∈ Rn+1 : ‖x‖ = 1} é uma superf́ıcie de
dimensão n e classe C∞ de Rn+1. Com efeito, denotemos por PN = (0, · · · , 0, 1) ∈ Sn o
polo norte de Sn. Considere a projeção estereográfica πN : Sn − {PN} → Rn, que leva
pontos X = (x1, · · · , xn+1) da esfera menos o polo norte PN sobre o hiperplano Xn+1 = 0.
Geometricamente, πN(x) é o ponto em qualquer semi-reta

PNx = {PN + t(x− PN) : t ≥ 0} ⊂ Rn+1

que intercepta o hiperplano {(x1, · · · , xn+1) ∈ Rn+1 : Xn+1 = 0}. Note que este ponto
pertence ao hiperplano Xn+1 = 0 se, e somente se, 1 + t(xn+1 − 1) = 0. Assim, devemos
ter

t =
1

1− xn+1

.
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Portanto, a aplicação πN é dada por

πN(x) =
1

1− xn+1

(x1, · · · , xn, 0).

Observe que πN é um difeomorfismo de classe C∞ entre Sn − {PN} e Rn, já que a sua
inversa Y := π−1

N : Rn − {0} → Sn − {PN} é dada por

Y (x1, · · · , xn) =
1

x2
1 + · · ·+ x2

n + 1
(2x1, · · · , 2xn, x2

1 + · · ·+ x2
n − 1)

onde θ = (0, · · · , 0)Rn é de classe C∞. Analogamente define-se πS : Sn−{PS} → Rn, onde
PS = (1, 0, · · · , 0) ∈ Sn é o polo sul. Logo, da Definição 1.1.1, Sn é uma hipersuperf́ıcie
de Rn+1.

Definição 1.1.6. Dada uma aplicação diferenciável F : U ⊂ Rn → Rm, com U aberto,
dizemos que p ∈ U é um ponto cŕıtico de F se a diferencial dFp : U ⊂ Rn → Rm não
é uma aplicação sobrejetiva. A imagem F (p) ∈ Rm de um ponto cŕıtico é chamada de
valor cŕıtico de F . Um ponto de Rm que não é um valor cŕıtico é chamado de valor
regular de F .

Observação 1.1.7. Segue da Definição 1.1.6, que se f : U ⊂ Rn → Rn−m (com n > m),
é uma aplicação diferencial, dizemos que c ∈ Rn−m é valor regular de f se a diferencial
dfp é sobrejetiva para todo p ∈ f−1(c).

A definição 1.1.6, pode ser rescrita para n = 3 e m = 1 da seguinte forma: dFp não é
sobrejetiva se, e somente se Fx = Fy = Fz = 0 em p. Isto é, a ∈ F (U) é um valor regular
de F : U ⊂ R3 → R se, e somente se, Fx, Fy e Fz não se anulam simultaneamente em
qualquer ponto da imagem inversa

F−1 = {(x, y, z) ∈ U ;F (x, y, z) = a}.

Figura 1.2: Valor regular de F

A proposição a seguir fornece caracterizações equivalentes à Definição 1.1.1.
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Proposição 1.1.8. Seja M um sunconjunto de Rn. As seguintes afirmações são equiva-
lentes:

(a) M é uma superf́ıcie de dimensão m e classe Ck de Rn.

(b) Para todo p ∈M , existem abertos U ⊂ Rm e V ⊂ Rn, com p ∈ V , e uma aplicação
de classe Ck g : U → Rn−m tal que M ∩ V = Graf(g).

(c) Para todo p ∈ M , existem um aberto V de Rn contendo p e uma submersão2 de
classe Ck f : V → Rn−m tal que M ∩ V = f−1(0).

(d) Para todo p ∈ M , existe um aberto V de Rn contendo p e um difeomorfismo de
classe Ck ϕ : V → ϕ(V ) que satisfaz ϕ(M ∩ V ) = ϕ(V ) ∩ Rm.

O Teorema da Função Inversa e o seguinte Lema de Álgebra Linear serão úteis na
prova da Proposição 1.1.8.

Teorema 1.1.9 (Teorema da Função Inversa). Seja f : U ⊂ Rm → Rn de classe Ck

(1 ≤ k ≤ ∞) em um conjunto aberto U e seja p ∈ U tal que f ′(p) é um isomorfismo
linear em Rm. então existem abertos V ⊂ U vizinhança de p e W ⊂ Rm vizinhança de
f(p) tal que f |V : V → W é um difeomorfismo de classe Ck.

A demonstração do Teorema 1.1.9 pode ser encontrada em [11].

Lema 1.1.10. Seja E um subespaço vetorial m-dimensional de Rn. Então existe uma
decomposição em soma direta Rn = Rm⊕Rn−m tal que a primeira projeção π : Rn → Rm,
π(x, y) = x, transforma E isomorficamente sobre Rm.

A prova do Lema 1.1.10 pode ser vista em [14].

Demonstração da Proposição 1.1.8. (a) ⇒ (b) Dado p ∈ M , existe ϕ : U → ϕ(U) uma
parametrizacão de classe Ck de M , com U aberto de Rm tal que p = ϕ(q) ∈ U . Como
dϕq(Rm) é um subespaço vetorial m-dimensional de Rn, pelo Lema 1.1.10, existe uma
decomposição em soma direta Rn = Rm ⊕ Rn−m tal que π|E é um isomorfismo linear
entre E e Rm. Defina a aplicação η = π ◦ ϕ : U → Rm. Como dηq = π ◦ dϕq é um
isomorfismo linear, segue do Teorema da Função Inversa que existe um aberto W ⊂ Rm,
com q ∈ W ⊂ U , tal que η|W : W → η(W ) = Z é um difeomorfismo linear de classe Ck.
Defina

ξ = (η|W )−1 : Z → W e ψ = ϕ ◦ ξ.
Assim, ψ é uma parametrizacão de classe Ck de M e

π ◦ ψ = π ◦ (ϕ ◦ ξ) = η ◦ ξ = Id.

Da igualdade acima, segue que x é a primeira coordenada de ψ(x) em relação à decom-
posição Rn = Rm ⊕ Rn−m. Denote por g(x) a segunda coordenada de ψ(x). Assim,

ψ(z) = (ϕ ◦ ξ)(z) = ϕ(ξ(z)) = ϕ(w) = {(x, g(x)) : x ∈ W} = Graf(g),

para alguma aplicação de clase Ck, g : W → Rn−m. Como ϕ é aberta, temos que
ϕ(W ) = M ∩ V = Graf(g), para algum aberto V de Rn contendo p.

2Seja U um aberto de Rm+n. Uma aplicação diferenciável f : U → Rn chama-se submersão quando,
para cada x ∈ U , a derivada f ′(x) : Rm+n → Rn é sobrejetiva.
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(b) ⇒ (c) Defina a aplicação f : V → Rn−m, pondo f(x, y) = y − g(x) onde V ⊂ R é
tal que

V = Rm ⊕ Rn−m

é o aberto dado na hipótese. Temos

M ∩ V = Graf(g)

= {(x, y) ∈ Rn : y = g(x)}
= {(x, y) ∈ Rn : f(x, y) = 0}
= f−1(0).

Resta provar que df(x, y) é sobrejetiva para todo (x, y) ∈ V . De fato, dados (x, y) ∈ V e
(x, y) ∈ Rn, temos:

df(x, y) · (u, v) = df(x, y) · (u, 0) + df(x, y) · (0, v)

= Id(0)− dg(x) · u+ Id(v)− dg(x) · 0
= v − dg(x) · u.

Portanto, dado v ∈ Rn−m, tem-se df(x, y) · (0, v) = v, ou seja, df(x, y) : Rm ⊕ Rn−m é
sobrejetiva. Portanto, f é uma submesão de classe Ck, com M ∩ V = f−1(0).

(c) ⇒ (d) Dado p ∈ M , seja f : V → Rn−m uma submersão de classe Ck tal que
M∩V = f−1(0). Como dfp : Rn⊕Rn−m é sobrejetiva, o conjunto {dfp ·e1, · · · , dfp ·en} gera
Rn−m e, assim, podemos escolher vetores ei1 , · · · , ein−m tais que {dfp · ei1 , · · · , dfp · ein−m}
seja uma base de Rn−m.

Considere a decomposição em soma direta Rn = Rm ⊕ Rn−m tal que

Rn−m = span{ei1 , · · · , ein−m}

em Rm é gerado pelos demais vetores canônicos. Assim, dfp|Rn−m é um isomorfismo linear.
Defina ϕ : V → Rn = Rm ⊕ Rn−m, pondo ϕ(x, y) = (x, f(x, y)) para todo (x, y) ∈ V .
Então ϕ é aplicação de classe Ck e dϕp é um isomorfismo. Assim, pelo Teorema da

Função Inversa, existe um aberto V̂ ⊂ Rn, com p ∈ V̂ ⊂ V , tal que ϕ|V̂ : V̂ → ϕ(V̂ ) é um
difeomorfismo de classe Ck. Dessa maneira, podemos supor sem perda de generalidade,
que ϕ(V̂ ) = Z×W ⊂ Rm⊕Rn−m, onde W é um aberto contendo 0 ∈ Rm⊕Rn−m. Assim,

(x, y) ∈M ∩ V̂ ⇔ ϕ(x, y) = (x, f(x, y))⇔ ϕ(x, y) = (x, 0).

Portanto, ϕ(M ∩ V̂ ) = ϕ(V̂ ) ∩ Rm.

(d)⇒ (a) Dado p ∈M , considere ϕ : V → ϕ(V ) o difeomorfismo de classe Ck tal que
ϕ(M ∩V ) = ϕ(V )∩Rm, onde V é um aberto de Rn, com p ∈ V . Como ϕ(V ) é aberto de
Rn, segue que U = ϕ(V ) ∩ Rm é aberto de Rm. Defina ψ : U → Rn, pondo ψ = (ϕ|U)−1.
Assim, ψ é uma parametrização de classe Ck de M , com ψ(U) = M ∩ V. �

Corolário 1.1.11. Seja f : U ⊂ Rn → Rn−m (com n > m) uma aplicação de classe Ck.
Se c ∈ Rn−m é valor regular de f , então M = f−1(c) é uma superf́ıcie de dimensão m e
classe Ck de Rn.
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Exemplo 1.1.12. A esfera Sn = {x ∈ Rn : ‖x‖ = 1} pode ser escrita como a imagem
inversa f−1(1) da função f : Rn+1 → R, definida por f(x) = 〈x, x〉, onde 〈·, ·〉 denota o
produto interno usual. Note que f é diferenciável e, dados x, v ∈ Rn+1, tem-se

df(x) · v = 2〈x, x〉.

Isso implica que 0 ∈ Rn+1 é o único ponto cŕıtico de f . Como f(0) = 0 6= 1, concluimos
que 1 é um valor regular de f . Logo, Sn = f−1(1) é uma superf́ıcie de dimensão n e classe
C∞ de Rn+1.

Observação 1.1.13. O conjunto f−1(c) pode ser uma superf́ıcie sem que c seja um valor
regular de f . Por exemplo, considere f : R2 → R dada por f(x, y) = y2. Note que
f−1(0) = Eixo − OX é uma curva de classe C∞ de R2. No entanto, 0 ∈ R não é um
valor regular de f , pois df(x, 0) = 0 para todo (x, 0) ∈ f−1(0).

Corolário 1.1.14. Sejam ϕ1 : U1 → M ∩ V1 e ϕ2 : U2 → M ∩ V2 parametrizações de
classe Ck (com 1 ≤ k ≤ ∞) de uma superf́ıcie M , com V1 ∩ V2 6= ∅. Então, ϕ−1

2 ◦ ϕ1 e
ϕ−1

1 ◦ ϕ2 são de classe Ck.

Demonstração. Dado p ∈ M ∩ V1 ∩ V2, seja f : V → f(V ) um difeomorfismo de classe
Ck, com V aberto de Rn tal que f(M ∩ V ) = f(V ) ∩ Rm. Como ϕ1(U1) = M ∩ V1 e V é

aberto em Rn, existe um aberto Û1 ⊂ Rm, com ϕ−1
1 ∈ Û1 ⊂ U1, tal que ϕ1(Û1) ⊂M ∩U1.

Assim, f ◦ϕ1(Û1) ⊂ Rm. Analogamente, existe um aberto Û2 ⊂ Rm , com ϕ−1
2 ∈ Û2 ⊂ U2,

tal que f ◦ϕ2(Û2) ⊂ Rm. Dessa forma, no aberto ϕ−1
1 (W ), em que W = ϕ2(Û2)∩ϕ1(Û1),

temos: ϕ−1
2 ◦ ϕ1 = ϕ−1

2 ◦ f−1 ◦ ϕ1 = (f ◦ ϕ2)−1 ◦ (f ◦ ϕ1).

A composição f ◦ϕ1 é de classe Ck. Como df(f ◦ϕ2)(x) é um isomorfismo linear, segue
do Teorema da Função Inversa que f ◦ ϕ2 é de classe Ck. Assim, ϕ−1

2 ◦ ϕ1 é de classe Ck.
Utilizando argumentos análogos aos anteriores, prova-se que ϕ−1

1 ◦ ϕ2 também o é. �

Exemplo 1.1.15. Considere a esfera unitária S2 parametrizada pelas coordenadas esféricas
(θ, ϕ), onde θ é o complemento de latitude e ϕ a longitude, sendo

X(θ, ϕ) = (sin θ cosϕ, sin θ sinϕ, cos θ)

e U = {(θ, ϕ) : 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}. Considere também a parametrização da esfera
dada pela projeção estereográfica π : S2-{PN} → R2, que leva pontos p = (x, y, z) da
esfera (exceto o polo norte PN = (0, 0, 1)) sobre o plano XY . Seja

π(x, y, z) =
1

1− z
(x, y) = (u, v).

Assim, obtemos uma parametrização Y = π−1 : R2 → S2-{PN}, dada por

Y (u, v) =
(

2u
u2+v2+1

, 2v
u2+v2+1

, u
2+v2−1
u2+v2+1

)
,

onde (u, v) ∈ R2 − {(0, 0)}.
Agora, consideremos a parte da esfera S2 onde y > 0. Então, usando mais duas

parametrizaçães (dadas acima), temos

X−1(x, y, z) =
(

arccos(z), arctan(x
y
)
)
,
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Y −1(x, y, z) =
(

x
1−z ,

y
1−z

)
.

Logo,

h−1 = X−1 ◦ Y = X−1(Y (u, v)) =
(

arccos(u
2+v2−1
u2+v2+1

), arctan(u
v
)
)

e

h−1 = X−1 ◦ Y = Y −1(X(θ, ϕ)) =
(

sin θ cosϕ
1−cos θ

, sin θ sinϕ
1−cos θ

)
,

são difeomorfismos.

1.1.1 Plano tangente a uma superf́ıcie regular

Assumiremos daqui por diante que as superf́ıcies são de classe C∞ (superf́ıcies regula-
res). Como hav́ıamos mencionado na Observação 1.1.3, a condição (ii) da Definição 1.1.1
exclui a possibilidade de existir “bicos” em uma superf́ıcie de dimensão m, bem como a
possibilidade de autointerseção em superf́ıcies. Tal condição nos permite definir a noção
de plano tangente em todo os pontos de uma superf́ıcie M ⊂ Rn.

Nesta seção, mostraremos que para cada ponto p ∈M , o conjunto de vetores tangentes
às curvas (parametrizadas) em M , passando por p, constituem um plano que denotaremos
por TpM .

• Primeiramente, analisaremos o que ocorre com as curvas sobre as superf́ıcies em R3.
Seja X : U ⊂ R2 → U uma paramerização em uma vizinhança de p ∈ M , tal que
p esteja na imagem de U , ou seja, digamos que exista um par (u0, v0) ∈ U tal que
X(u0, v0) = p.

• Seja β : (−ε, ε)→ U uma curva em U parametrizada por β(t) = (u(t), v(t)), tal que
β(0) = (u0, v0).

• Seja γ : (−ε, ε) → M uma curva em M , passando por p, tal que γ é dada por
γ = X ◦ β. Logo, o vetor γ′(0) é tangente à curva γ em p. Além disso,

γ(0) = X ◦ β(0) = X(u0, v0) = p e

γ′(0) = dX(β(0)) · β′(0) =
d

dt
(X ◦ β)(0).

Portanto, a diferencial dXq, com q = (u0, v0), leva os vetores velocidade de curvas
passando por β(0) = q em vetores velocidade se suas respectivas imagens em p =
X(q). Veja a figura a seguir. Figura 1.3:

Definição 1.1.16. Sejam M ⊂ Rn uma superf́ıcie regular de dimensão m e p um ponto
de M . Dizemos que v ∈ Rn é vetor tangente a M em p se existe alguma curva
α : (−ε, ε) → M (de classe C∞) tal que v = α′(0) e α(0) = p. O conjunto de todos os
vetores tangentes a M em p é denominado espaço tangente de M em p e é denotado
por TpM .

Proposição 1.1.17. Seja M ⊂ R3 uma superf́ıcie regular de dimensão 2 e X : U ⊂
R2 → V ⊂ M , uma parametrização de uma vizinhana de p ∈ M e q ∈ U. O subespaço
vetorial bidimensional T = dXq(R2) ⊂ R3 coincide com o conjunto de vetores tangentes
a M em p = X(q) ∈ X(U) ⊂M , isto é, TpM = dXq(R2).
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Figura 1.3: O vetor γ′(0) é tangente à curva γ no ponto p = γ′(0).

Demonstração. Seja V um vetor tangente em p = X(q), ou seja V = α′(0) onde α :
(−ε, ε)→ X(U) ⊂M é diferenciável com α(0) = X(q) = p. Assim, a curva β = X−1 ◦α :
(−ε, ε)→ U é diferenciável, com valores em U ⊂ R2. Logo, β(0) = X−1(α(0)) = q e

dXq(β(0) = lim
t→0

X(p+ tβ′(0))−X(q)

t

= lim
t→0

X(p+ tβ′(0))−X(β(0))

t

=
d

dt
|t=0(X ◦ β)(t) =

d

dt
|t=0X(X−1(α(t)) = α′(0) = v.

Dessa forma, v ∈ dXq(R2). Portanto, dXq(R2) contém todo os vetores tangentes a M
também se w = dXq(v) para algum v ∈ R2, α(t) = X(q + tv) é uma curva C∞ tomando
vetores em M , com α(0) = X(q) = p. Assim,

α′(0) =
d

dt
|t=0X(q + tv)

= lim
t→0

X(p+ tv)−X(q)

t
= dXq(v) = w.

Conclúımos, portanto, que todo elemento da imagem da derivada dXq(R2) é um vetor
tangente. �

Observação 1.1.18. Como TpM = dXq(R2) e dXq(R2) é um subespaço vetorial de di-
mensão 2, de agora em diante TpM denotará o plano tangente a M em p.

A escolha de uma parametrização X determina uma base {Xu(q), Xv(q)} de TpM ,
chamada base coordenada a X. No entanto, TpM não depende da escolha de X.
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Proposição 1.1.19. Seja X : U ⊂ R2 → M uma parametrização de uma superf́ıcie M
contendo o ponto p ∈ M . Considere (u, v) as coordenadas de U . O espaço tangente a
M em p (TpM) é o subespaço vetorial gerado pelos vetores Xu e Xv (as derivadas estão
definidas no ponto (u0, v0) ∈ U de modo que X(u0, v0) = p).

A demonstração da Proposição 1.1.19 não será apresentada aqui, porém o leitor inte-
ressado pode encontrá-la em [18].

Observação 1.1.20. Note que se F : R3 → R é função diferenciável e c ∈ R é um valor
regular de F , então M := F−1(c) = {p ∈ R3;F (p) = c} é uma superf́ıcie de dimensão 2
e classe Ck (k ≥ 1).

Levantemos a seguinte questão: para q ∈M , como identificar TqM?

Para responder a essa pergunta, seja q ∈M tal que F (p) = c, isto é, q ∈ F−1(c). Como
dFq : R3 → R é uma aplicação linear, então c é um valor regular, o que implica que dFq
é sobrejetiva. Logo, Ker(dFq) := {v ∈ R3; dFq(v) = 0} é 2-dimensional (pelo Teorema do
Núcleo e da Imagem para transformações lineares). Assim, se α : (−ε, ε)→ M = F−1(c)
é uma curva em M tal que α(0) = q, então F (α(t)) = c. Dáı,

d

dt
|t=0F (α(t)) = 0 = dFq(α

′(0)).

Então, necessariamente, todo vetor v := α′(0) ∈ TpM pertence a Ker(dFq). Como TqM
e Ker(dFq) são ambos bidimensionais, temos que TqM = Ker(dFq).

Exemplo 1.1.21. a) Considere a esfera unitária S2, F (x, y, z) = x2 + y2 + z2 e c = 1
o valor regular de F . Em q = (x, y, z) ∈ S2, temos que dFq : R3 → R é dado por

dFq

 v1

v2

v3

 = (2x, 2y, 2z)

 v1

v2

v3

 .

Logo, Ker(dFq) = {v ∈ R3 : 〈q, v〉 = 0} = TqS2.

b) Se M = {(x, y, z) ∈ R3 : z − x2 + y2 = 0}, F (x, y, z) = z − x2 + y2 e c = 0 é valor
regular de F então, para q = (x, y, z) ∈M , temos

TqM =

 v =

 v1

v2

v3

 : v3 − 2xv1 + 2yv2 = 0

 .

1.1.2 Primeira forma fundamental

Nesta seção, apresentaremos a primeira forma fundamental, a qual trata-se de uma forma
quadrática que nos permite efetuar alguns cálculos geométricos sem fazer menção ao
espaço ambiente onde está a superf́ıcie, tais como o comprimento de arco, ângulo entre
curvas e áreas de regiões em uma superf́ıcie.
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Definição 1.1.22. Seja M ⊂ Rn uma superf́ıcie regular de dimensão m e classe C∞.
Considere TpM o plano tangente a M no ponto p. A forma quadrática Ip, dada por

Ip : TpM → R
w 7→ 〈w,w〉 = ‖w‖2 ≥ 0,

é chamada de primeira forma fundamental da superf́ıcie M , onde 〈·, ·〉p e ‖ · ‖
são o produto interno e a norma euclidiana de R3 restrito aos vetores tangentes a M em
p, respectivamente.

Como podemos observar, se M ⊂ R3, a primeira forma fundamental é basicamente o
produto interno usual de R3 (produto interno induzido) restrito aos vetores tangentes a
M em p.

Expressemos agora a primeira forma fundamental na base {Xu, Xv}, associada à pa-
rametrização X : U ⊂ R2 → M em uma vizinhança V de p em M . Considere o
vetor w ∈ TpM e tomemos uma curva γ ⊂ X(U) tal que γ(0) = p e γ′(0) = w e
β : (−ε, ε) → U ⊂ R2, dada por β(t) = (u(t), v(t)) isto é, β = X−1 ◦ γ tal que β(0) = q,
com X(q) = p.

Note que γ(t) = X ◦ β(t) e, para cada t ∈ (−ε, ε), temos

γ′(t) = dX(β(t))(β′(t)) = Xu(β(t))u′(t) +Xv(β(t))v′(t).

Assim,

Ip(w) = 〈w,w〉 = 〈γ′(0), γ′(0)〉γ(0)

= 〈Xu(β(0))u′(0) +Xv(β(0))v′(0), Xu(β(0))u′(0) +Xv(β(0))v′(0)〉p
= 〈Xu, Xu〉pu′2 + 2〈Xu, Xv〉pu′v′ + 〈Xu, Xv〉pv′2. (1.1)

Sejam E(q) = 〈Xu, Xu〉p, F (q) = 〈Xu, Xv〉p e G(q) = 〈Xv, Xv〉p, os quais chamaremos
de coeficientes da primeira forma fundamental. Então, Ip(γ

′) = E(u′)2 + 2Fu′v′+G(v′)2.
Além disso, como γ(t) = u′(t)Xu + v′(t)Xv, temos de (1.1) que

〈γ′, γ′〉 = E(u′)2 + 2F (u′)(v′) +G(v′)2.

Isso implica que o comprimento de arco `(γ) de γ é dado por:

`(γ) =

∫ t

o

(E(u′)2 + 2F (u′)(v′) +G(v′)2)
1
2dt. (1.2)

Suponha agora que X(u, v) seja uma parametrização em uma vizinhança (coordenada)
de p ∈ M . Então qualquer vetor tangente a M em p na imagem de X pode ser expresso
unicamente como combinação linear de Xu e Xv. Assim, defina as aplicações lineares
du : TpM → R e dv : TpM → R por

du(w) = λ e du(w) = µ, se w = λXu + µXv.

Usando o fato que o produto interno 〈, 〉 de R3 é simétrico e bilinear, temos

〈w,w〉 = 〈λXu + µXv, λXu + µXv〉 = λ〈Xu, Xu〉+ 2λµ〈Xu, Xv〉+ µ〈Xv, Xv〉,

e escrevemos E = 〈Xu, Xu〉, F = 〈Xu, Xv〉, G = 〈Xv, Xv〉. Dessa maneira, temos:

〈w,w〉 = Edu(w)2 + 2Fdu(w)dv(w) +Gdv(w)2.
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Note que a expressão acima não faz sentido globalmente em M ⊂ R3, mas está bem
definida em X(U) ⊂ M , onde X : U ⊂ R2 → M e U é aberto de R2, e para p ∈ X(U),
podemos escrever

gp := Ip(w) = 〈w,w〉p = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2. (1.3)

Ou seja, (1.3) é a primeira forma fundamental da parametrização X(u, v) em uma
vizinhança coordenada de p ∈M. Note que E,F,G e os mapas lineares du e dv dependem
da escolha da parametrização de M .

Exemplo 1.1.23 (Superf́ıcies de Revolução). Seja S ⊂ R3 o conjunto obtido ao girarmos
uma curva regular plana C ao redor de um eixo que não encontra a curva. Considere XZ
o plano da curva C (denominada curva generatriz) e OZ o eixo de rotação. Assim, se

x = f(u), z = g(u), a < u < b e f(u) > 0

é uma parametrização de C e denote por v o ângulo de rotação em torno do eixo OZ.
Assim, se U é o conjunto aberto onde o conjunto aberto U = {(u, v) ∈ R2; 0 < v < 2π, a <
u < b}, obtemos uma parametrização X : U ⊂ R2 → S em uma vizinhança coordenada
de p ∈ S, dada por

X(u, v) = (f(u) cos v, f(u) sen v, g(u)).

Considere a curva u :7→ (f(u), 0, g(u)) com velocidade unitária, isto é, f ′(u)2 +g′(u)2 = 1.
Então,

Xu = (f ′(u) cos v, f ′(u) sen v, g′(u)),

Xv = (−f(u) sen v, f(u) cos v, 0).

Logo,

E = f ′(u)2 cos2 v + g′(u)2 sen2 v + g′(u)2 = f ′(u)2 + g′(u)2 = 1,

F = 0,

G = f(u)2.

Assim, a primeira forma fundamental da superf́ıcie S em X(U) é

gp = 〈·, ·〉p = du2 + f(u)2dv2.

Note que a esfera unitária S2 é um caso especial de superf́ıcie de revolução, quando
exclúımos os polos norte e sul. Com efeito, basta tomar u = ϕ, v = θ, f(ϕ) = cosϕ,
g(ϕ) = sen ϕ. Então, a primeira forma fundamental será dada por

gp = 〈·, ·〉p = dϕ2 + cos2 ϕdθ2.

Como S pode ser inteiramente coberta por parametrizações, segue que S é uma su-
perf́ıcie regular. A superf́ıcie S, tal com descrita neste exemplo, será chamada de su-
perf́ıcie de revolução.

Exemplo 1.1.24. A esfera S de raio r > 0 é dada por

S = {(x, y, z) ∈ R3;x2 + y2 + z2 = r2}.
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Seja L = {(x, y, z) ∈ R3 : y = 0, x ≥ 0}. Para todo p ∈ S \ L, uma parametrização de
S \ L em uma vizinhança coordenada de p (em coordenadas esféricas) é dada por

X(θ, ϕ) = (r sen θ cosϕ, r sen θ sen ϕ, r cos θ),

onde (θ, ϕ) ∈ U = {(θ, ϕ) ∈ R2; 0 < θ < π, 0 < ϕ < 2π}. Logo,
Xθ = (r cos θ cosϕ, r cos θ sen ϕ,−r sen θ) e Xϕ = (−r sen θ cosϕ, r sen θ sen ϕ, 0). As-
sim,

E = 〈Xθ, Xθ〉p = r2

F = 〈Xθ, Xϕ〉p = 0

G = 〈Xϕ, Xϕ〉p = r2 sen2θ.

Então, o comprimento de arco de uma curva γ (definida num intervalo) contida na
esfera é

`(γ(t)) =

∫ b

a

√
E(θ′(t))2 + 2Fθ′(t)ϕ′(t) +G(ϕ′(t))2dt

=

∫ b

a

√
r2(θ′(t))2 + r2sen2 θ + (ϕ′(t))2dt.

Fixe θ = π
2

e varie ϕ = t, com t ∈ (0, 2π). Então, θ′(t) = 0 e ϕ(t) = 1. Logo,

`(γ(t)) =

∫ 2π

0

√
r2 sen2

(π
2

)
dt = r

∫ 2π

0

dt = rt|2π0 = 2πr,

que é o comprimento do equador de S.

1.2 Normais e orientabilidade

O plano tangente TpM de uma superf́ıcie M em um ponto p ∈ M está completamente
determinado por um vetor unitário perpendicular, chamado vetor normal unitário a
M em p.

Existem, é claro, dois desse vetores. Mas a Proposiçao 1.1.19 mostra que a escolha da
parametrização X : U → M ⊂ R3 em uma vizinhança coordenada de p ∈ M , nos leva a
uma escolha definitiva, dada por

NX(q) =
Xu(q)×Xv(q)

‖Xu(q)×Xv(q)‖
, (1.4)

avaliada no ponto de U correspondente a p, e × denota o produto vetorial em R3.
Observe que NX(q) é um vetor unitário em cada ponto q ∈ U perpendicular a toda

combinação linear de Xu(q) e Xv(q).
NX(q) é chamado de normal unitário referente à parametrização X em p. Diferente-

mente do plano tangente, no entanto, NX depende da escolha de X contendo p. De fato,
se Y : V → M é outra parametrização em uma vizinhança coordenada de p ∈ M , com
V ⊂ R3 aberto, temos que o mapa de transição de X para Y

φ := Y −1 ◦X : X−1(X(U) ∩ Y (V ))→ Y −1(X(U) ∩ Y (V ))
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e para p ∈ X(U) ∩ Y (V ), TpM tem duas bases {∂X
∂u
, ∂X
∂v
}, {∂Y

∂ξ
, ∂Y
∂η
} tal que (ξ, η) =

Y −1 ◦ X)(u, v) = φ(u, v). Então, X(u, v) = (Y (Y −1 ◦ X(u, v)) = Y (φ(u, v)) = Y (ξ, η).
Logo,

∂X

∂u
=

∂Y

∂ξ

∂ξ

∂u
+
∂Y

∂η

∂η

∂u
∂X

∂v
=

∂Y

∂ξ

∂ξ

∂v
+
∂Y

∂η

∂η

∂v
.

Assim,

∂X

∂u
× ∂X

∂v
= Xu ×Xv

=
(

∂ξ
∂u

∂η
∂v
− ∂ξ

∂v
∂η
∂u

)
Yξ × Yη

=
∂(ξ, η)

∂(u, v)
Yξ × Yη.

Ou seja,

Xu ×Xv = det(Jφ)Yξ × Yη. (1.5)

Conclui-se que, o normal unitário referente a X é dado por

NX =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
= ± Yξ × Yη
‖Yξ × Yη‖

= ±NY

onde o sinal depende do sinal do det(Jφ), determinante da matriz jacobiana de φ, Assim,
temos a seguinte definição:

Definição 1.2.1. Uma superf́ıcie regular M ⊂ R3 é orientável se existe uma famı́lia de
parametrizações Xα : Uα → Xα(Uα) ⊂M tais que

(i) M =
⋃
αXα(Uα),

(ii) Para cada α, β, temos det(J(X−1
α ◦Xβ)) > 0 em X−1

β (Xα(Uα) ∩Xβ(Uβ)).

A famı́lia {Xα}α =: A é chamada de um atlas para M . A escolha de uma tal famı́lia é
chamada uma orientação de M , e M neste caso, diz-se orientada. Se uma tal escolha
não é posśıvel, a superf́ıcie é dita não-orientável.

Exemplo 1.2.2. Uma superf́ıcie que é um gráfico de uma função diferenciável é uma
superf́ıcie orientável. De fato, todas as superf́ıcies que podem ser cobertas por uma única
vizinhança coordenada são, trivialmente, orientáveis.

Exemplo 1.2.3. A esfera unitária S2 é uma superf́ıcie orientável. De fato, já vimos pelo
exemplo 1.1.6 (usando a projeção estereográfica) que a esfera pode ser coberta por duas

vizinhanças coordenadas, a saber: Y := π−1
N (R2 \ {(0, 0)}) e Ŷ := π−1

S (R2 \ {(0, 0)}) onde
πN e πS são as projeções estereográficas da esfera menos o polo norte PN = (0, 0, 1) ∈ S2

sobre o hiperplano z = 0 da esfera menos o polo sul PS = (0, 0,−1) ∈ S2 sobre o hiperplano
z = 0, respectivamente. Com parâmetro (u, v) e (û, v̂) respectivamente, de tal modo que a

interseção W := Y ∩ Ŷ dessas vizinhanças, ou seja, a esfera menos dois pontos. Então,
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W é um conjunto conexo. Fixando um ponto p ∈ W. Se o jacobiano ∂(u,v)
∂(û,v̂)

da mudança de

coordenadas h := Y −1 ◦ Ŷ em p for negativo, intercambiando u e v no primeiro sistema,
e assim teremos o jacobiano positivo. Como o jacobiano é diferente de zero em W (já
que, h é um difeomorfismo) e positivo em p ∈ W , segue-se pela conexidade de W que o
jacobiano é positivo em todos os pontos de W. Existe, portanto, uma familia de vizinhanças
coordenadas satizfazendo a definição 1.6 1.2, o que mostra que a esfera unitaria S2 é
orientável.

Observação 1.2.4. Pelo argumento que acabamos de usar no exemplo anterior, é claro
que se uma superf́ıcie regular pode ser coberta por duas vizinhanças coordenadas, cuja
interseção é conexa, então a superf́ıcie é orientável.

Definição 1.2.5. Um campo diferenciável de vetores normais unitários em um aberto
U ⊂M contido em uma superf́ıcie regular M é uma aplicação diferenciável N : U ⊂M →
R3 tal que N(p) é ortogonal à TpM , para cada p ∈ U e ‖N(p)‖ = 1, para cada p ∈ U .

Proposição 1.2.6. Uma superf́ıcie regular M ⊂ R3 é orientável se, e somente se existe
um campo diferenciável N : M → R3 de vetores normais unitários em M .

Demonstração. Seja M ⊂ R3 uma superf́ıcie orientável, então existe A = {Xα}α um atlas
para M que é uma orientação de M . Nos pontos p = Xα(u, v) ∈ M de cada vizinhança
coordenada Xα(Uα) ⊂ M , com Uα ⊂ R2 aberto. Definimos a aplicação N : M → R3

pondo N(p) = NXα(u, v), onde

NXα(u, v) =
(Xα)u(u, v)× (Xα)v(u, v)

‖(Xα)u(u, v)× (Xα)u(u, v)‖
.

Assim N(p) está bem definido, pois se p pertence a duas vizinhanças coordenadas, isto é
p ∈ Xα(Uα) ∩Xβ(Uβ) com parâmetro (u, v) e (û, v̂), respectivamente e mais ainda

(Xβ)û × (Xβ)v̂ =
∂(u, v)

∂(û, v̂)
(Xα)u × (Xα)v

onde ∂(u,v)
∂(û,v̂)

> 0 é o Jacobiano da mudança de coordenadas X−1
α ◦Xβ. Logo

NXβ(u, v) =
(Xα)u × (Xβ)v
‖(Xα)u × (Xβ)v‖

= NXα(u, v).

Além disso, as coordenadas de NXα(u, v) em R3 são funções diferenciáveis de (u, v), e
portanto, N é diferenciável.

Por outro lado, seja N : M → R3 um campo diferenciável de vetores normais unitários
em M , e considere uma famı́lia de vizinhanças coordenadas conexas cobrindo M. Para os
pontos p = X(u, v) de cada vizinhança coordenada X(U), com U ⊂ R2 aberto, é posśıvel,
pela continuidade de N e, se necessário, intercambiando u, v, fazer com que

N(p) =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖

Com efeito, o produto interno

〈N(p),
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
〉 = f(p) = ±1
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é uma função cont́ınua em X(U). Como X(U) é conexo, o sinal de f é constante. Se
f = −1, intercambiando u e v na parametrização, obtemos a afirmação.
Procedendo desse modo com todas as vizinhanças coordenadas, teremos que na interseção
de duas quaisquer delas, digamos, X(u, v) e X(ū, barv), o Jacobiano

∂(u, v)

∂(ū, v̄)
,

é positivo. Caso contrário, teŕıamos

X ū ×X v̄∥∥X ū ×X v̄

∥∥ = N(p) = − Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
= −N(p),

o que é uma contradição. Conclúımos, portanto, que a dada famı́lia de vizinhanças coor-
denadas, com eventuais intercâmbios de u e v, satisfaz às condições da Definição 1.2.1, o
que mostra que M é orientável. �

1.2.1 A aplicação de Gauss

Discutiremos a seguir quando e em que sentido é posśıvel ter funções diferenciáveis f e
ϕ, dadas por f : V ⊂ M → R e ϕ : V1 ⊂ M1 → M2, respectivamente, onde M1,M2 são
supef́ıcies regulares em R3, com V aberto de M e V1 aberto de M1.

Definição 1.2.7 (Funções reais diferenciáveis em superf́ıcies). Seja f : V ⊂ M → R
uma função definida em um subconjunto aberto V de uma superf́ıcie M. Então f é di-
ferenciável em p ∈ V se, para alguma parametrização X : U → M em uma vizinhança
coordenada X(U) ⊂ V de p, com U ⊂ R aberto, a composição f ◦ X : U ⊂ R2 → R é
diferenciável em X−1(p) ∈ U.

A função f é diferenciável em V se é diferenciável em todo os pontos de V.

Figura 1.4: A função f é diferenciável em p se f ◦X é diferenciável em X−1(p).
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Observação 1.2.8. Note que se M é uma superf́ıcie regular, V ⊂ R3 um conjunto aberto
tal que M ⊂ V e f : V ⊂ R3 → R seja uma função diferenciável. Então a restrição de
f a M é uma função diferenciável sobre M. De fato, para qualquer p ∈ M e qualquer
parametrização X : U ⊂ R3 → M em uma vizinhança coordenada de p, a função f ◦X :
U → R é diferenciável.

A definição 1.2.7 acima não depende da escolha da parametrização X. Com efeito,
se X̂ : Û → M é uma outra parametrização em uma vizinhança X̂(Û) ⊂ V de p, com

Û ⊂ R2 aberto, então p ∈ X(U) ∩ X̂(Û) ⊂ V. Denote por W := X(U) ∩ X̂(Û). Segue

do Corolário 1.2 que h := X−1 ◦ X̂ : X̂−1(W )→ X−1(W ) é diferenciável. Como f ◦X é
diferenciável, obtemos que

f ◦ X̂ = f ◦X ◦X−1 ◦ X̂ = (f ◦X) ◦ h

é diferenciável, já que é uma composição de funções diferenciáveis.
Faremos o abuso de notação indicando f e f ◦X pelo mesmo śımbolo f(u, v) e diremos

que f(u, v) é uma expressão de f no sistema de coordenadas X em uma vizinhança
coordenada de p = X(u, v).

Figura 1.5: A aplicação diferenciável f não depende da parametrização de M.

A definição de diferenciabilidade pode ser facilmente estendida a aplicações entre su-
perf́ıcies.

Definição 1.2.9 (Funções diferenciáveis entre superf́ıcies). Considere ϕ : V1 ⊂M1 →M2

uma aplicação cont́ınua, com M1 e M2 superf́ıcies regulares, e V1 um conjunto aberto de
M1. Dizemos que ϕ é diferenciável em p ∈ V1 se, dadas as parametrizações

X1 : U1 ⊂ R2 →M1,
X2 : U2 ⊂ R2 →M2,
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com X1(U1) ⊂ V1 e ϕ(X1(U1)) ⊂ X2(U2), temos que a aplicação ϕ̂ := X−1
2 ◦ϕ◦X1 : U1 →

U2 é diferenciável em X−1
1 (p) ∈ U1.

Figura 1.6: A aplicação ϕ é diferenciável em p se ϕ̂ é diferenciável em X−1
1 (p).

Observação 1.2.10. Na Definição 1.2.9, também pode-se dizer que ϕ é diferenciável se,
quando expressada em coordenadas locais por ϕ(u, v) = (ϕ1(u, v), ϕ2(u, v)), as funções ϕ1

e ϕ2 têm derivadas parcias cont́ınuas de todas as ordens.

A definição de diferenciabilidade entre superf́ıcies regulares não depende da escolha de
uma parametrização.

Vamos agora dar uma definição da diferencial de uma aplicação entre superf́ıcies. Seja
f : M → M̂ um mapa suave entre duas superf́ıcies e w ∈ TpM um vetor tangente a M
em p.

Seja w um vetor tangente em p e considere uma curva diferenciável γ : (−ε, ε) → M ,
passando por p, com γ(0) = p e w = γ′(0). Então γ̂ = f ◦ γ é uma curva diferenciável em

M̂ passando por f(p) quando t = 0 e, portanto, ŵ = γ̂′(0) ∈ Tf(p)M̂ .

Definição 1.2.11. Com a notação acima, a diferencial dfp de f no ponto p ∈ M é o

mapa dfp : TpM → Tf(p)M̂ tal que dfp(w) = ŵ, para qualquer vetor w ∈ TpM . Mais
precisamente, se w ∈ TpM é tal que w = γ′(0) onde γ : (−ε, ε) → M é uma curva

definida em M , então ŵ = γ̂′(0) = (f ◦ γ)′(0) onde γ̂ : (−ε, ε)→ M̂ é uma curva em M̂ .
Dáı, temos que a diferencial dfp no ponto p, leva w em ŵ, da forma dfp(w) := γ̂′(0) =
(f ◦ γ)′(0) = d

dt
|t=0f(γ(t)) = ŵ.

É posśıvel mostrar que a Definiçao 1.2.11 não depende da curva e uma prova deste
fato pode ser encontrada em ..?

Proposição 1.2.12. A Definição 1.2.11 faz sentido, isto é, dfp(w) depende apenas de
f, p e w e não da curva γ escolhida.
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Também temos a seguinte proposição:

Proposição 1.2.13. Se f : M → M̂ é um mapa suave entre duas superf́ıcies e p ∈M , a
diferencial dfp : TpM → Tf(p)M̂ é uma tranformação linear.

De agora em diante, M ⊂ R3 denotará uma superf́ıcie regular orientável, onde foi
escolhida uma orientação (isto é, uma campo diferenciável de vetores normais unitários
N : M → R3); diremos que M é uma superf́ıcie com uma orientação N pode ser dado por

N(p) =
Xu(u, v)×Xv(u, v)

‖Xu(u, v)×Xv(u, v)‖
, (1.6)

onde X : U → X(U) ⊂M , com U ⊂ R2 aberto, é uma parametrização em uma vizinhança
coordenada de p = X(u, v) ∈M (trocando u por v se necessario) que é compat́ıvel com a
orientação deM , ou seja, se juntandoX à familia de parametrizações dada pela orientação,
obtem-se ainda a mesma orientação de M.

Podemos ver o vetor no lado direito de 1.6 como um vetor com ponto inicial em 0 ∈ R3.

Definição 1.2.14. Seja M ⊂ R3 uma superf́ıcie com uma orientação N . A aplicação
de Gauss é a aplicação N : M → S2 ⊂ R3 expressa no sistema de coordenadas (locais)
X : U → X(U) ⊂ M , com U ⊂ R2 aberto, em uma vizinhança coordenada de p =
X(u, v) ∈M , por

N(p) =
Xu(u, v)×Xv(u, v)

‖Xu(u, v)×Xv(u, v)‖
,

onde S2 é a esfera unitária em R3.

Geometricamente, a aplicação de Gauss leva os vetores normais unitários N(p), com
p ∈M , à origem 0 ∈ R3, conforme mostra a Figura 1.7.

Figura 1.7: A aplicação de Gauss.

Observação 1.2.15. É claro que a aplicação de Gauss é diferenciável. Logo, a diferencial
dNp : TpM → TN(p)S2 de N em p ∈ M é uma aplicação linear de TpM pela TN(p)S2 pela
Proposição 1.6. Porém, pela álgebra linear, para v ∈ S2 tem-se que

TvS2 = {w ∈ R3 : 〈w, v〉 = 0} = v⊥,
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que é o complemento ortogonal de v. Por outro lado, se v = N(p) é o vetor normal de
M em p ∈ M , então v⊥ = (N(p))⊥ = TpM . Logo, podemos identificar TN(p)S2 = TpM
como os mesmos espaços vetoriais, isto é, TN(p)S2 = TpM . Dáı, segue que a diferencial
dNp;TpM → TN(p)S2 pode ser considerada como um endomorfismo linear do espaço TpM
que age sobre a superf́ıcie da seguinte forma:

Seja γ : (−ε, ε) → M , com γ(0) = p é considerada a curva parametrizada N(t) =
N ◦ γ(t) na esfera unitária S2. Isso equivale a restringir o campo diferenciável de vetores
normais unitários N à curva γ(t). O vetor tangente a N(t) em N(p) é dado por

N ′(0) = dNγ(0)(γ
′(0)) = dNp(γ

′(0)),

que mede a taxa de variação do vetor normal N , restrito à curva γ(t), em t = 0. Dáı,
dNp mede quando N se afasta de N(p) em uma vizinhança de p ∈M .

Figura 1.8: A aplicação dNp mede a taxa de variação de N em uma vizinhança de p ∈M.

Exemplo 1.2.16. Consideremos a esfera unitária em R3 dada por S2 = {(x, y, z)R3;x2 +
y2 + z2 = 1} e seja ρ(t) = (x(t), y(t), z(t)) uma curva parametrizada em S, então x2(t) +
y2(t) + z2(t) = 1 Logo, derivando em relaçao a t ∈ (−ε, ε), com ε > 0, obtemos:

2x(t)x′(t), 2y(t)y′(t), 2z(t)z′(t) = 0.

Dáı, o vetor ρ′(t) = (x′(t), y′(t), z′(t)) é tangente à curva γ no ponto (x(t), y(t), z(t)) ∈ S2.
Assim, o vetor (x(t), y(t), z(t)) é normal à esfera no ponto (x(t), y(t), z(t)) ∈ S2. Então,
fixando uma orientação para S2, dada por N = (−x,−y,−z) como um campo normal de
vetores unitários e mais ainda N aponta para o centro da esfera.

Logo, N(t) = (−x(t),−y(t),−z(t)) é o vetor normal restrito à curva γ(t). Segue que

dNρ(t)(ρ
′(t)) = N ′(t) = (−x′(t),−y′(t),−z′(t)).

Ou seja, se v ∈ TpS2 é tal que v = ρ′(0), com p ∈ S2, então dNp(v) = −v.
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A próxima proposição nos ajudará a definir uma outra forma quadrática, denominada
segunda forma fundamental. Antes, porém, observemos o seguinte.

Sejam M ⊂ R3 uma superf́ıcie com uma orientação N e w ∈ TpM e considere a
parametrização X : U → M , com U ⊂ R2 aberto, em uma vizinhança coordenada de p.
Assim, {Xu, Xv} é combinação linear dos vetores da base, isto é w = λXu+µXv, λ, µ ∈ R
e, portanto,

dNp(w) = λdNp(Xu) + µdNp(Xv) =: λXu + µXv, (1.7)

já que dNp : TpM → TpM é uma aplicação linear.

Proposição 1.2.17. A diferencial dNp : TpM → TpM da aplicação de Gauss é uma
aplicação linear autoadjunta.

Demonstração. Sabemos que dNp é linear, para cada p ∈M . Basta verificar que

〈dNp(w1), w2〉 = 〈w1, dNp(w1)〉,

para uma base {w1, w2} de TpM. Então, considere a parametrização X : U →M em uma
vizinhança coordenada de p ∈ M , com U ∈ R2 aberto e {Xu, Xv} a base associada de
TpM. Se w ∈ TpM , então existe uma curva diferenciável α : (−ε, ε) → X(U) ⊂ M , dada
por α(t) = X(u(t), v(t)), com α(0) = p α′(0) = w. Segue-se que

dNp(w) = dNp(α
′(0)) = dNp(Xuu

′(0) +Xvv
′(0)) =

d

dt
|t=0N ◦ α(t).

Dáı, obtemos
dNp(w) = u′(0)Nu + v′(0)Nv.

Portanto, é suficiente mostrar que

〈dNp(Xu), Xv〉 = 〈Nu, Xv〉 = 〈Xu, Nv〉 = 〈Xu, dNp(Xv)〉.

De fato, 〈N,Xu〉 = 0 e 〈N,Xv〉 = 0, então derivamos essas equações em relação a v e u
respectivamente, e obtemos

〈Nv, Xu〉+ 〈N,Xuv〉 = 0,
〈Nu, Xv〉+ 〈N,Xvu〉 = 0,

Assim, como Xuv = Xvu, temos 〈Nu, Xv〉 = −〈N,Xvu〉 = 〈Nv, Xu〉 �

Definição 1.2.18. Seja M ⊂ R3 uma superf́ıcie com uma orientação N. A aplicação de
W ....... de M em p ∈M é a aplicação Wp,M : TpM → TpM dada por Wp,M(v) = −dNp(v),
para cada v ∈ TpM .

1.2.2 Segunda forma fundamental

Uma vez demostrada a Proposição 1.2.17, na qual a diferencial dNp : TpM → TpM é
autoadjunta, podemos associar a ela uma forma bilinear, simétrica em TpM B;TpM ×
TpM → R, dada por B(u, v) = 〈Wp,M(v), w〉. Com isso, temos a seguinte definição:

Definição 1.2.19. A forma quadrática IIp, definida em TpM por IIp(v) = B(u, v) =
〈Wp,M(v), w〉, chamada a segunda forma fundamental de M em p.



23

Definição 1.2.20. Sejam C uma curva regular em M passando por p ∈ M e K a cur-
vatura de C em p. O número Kn = k〈n,N〉 é chamado curvatura normal de C em p,
onde n é o vetor normal a C e N é o vetor normal a M em p.

Em outras palavras, Kn é o comprimento da projeção do vetor Kn sobre a normal à
superf́ıcie em p, com um sinal dado pela orientação N de M em p.

Observação 1.2.21. A curvatura normal de C não depende da orientação de C, mas
troca de sinal com uma mudança de orientação da superf́ıcie.

Para dar uma interpretação da segunda forma fundamental IIp, vamos mostrar que
ela, ao ser aplicada em um vetor unitário v ∈ TpM , é igual à curvatura normal de uma
curva regular passando por p ∈M e tangente a v. Com efeito, considere uma curva regular
C ⊂ M parametrizada por α(s), onde s é o comprimento de arco de C com α(0) = p.
Diremos N(s) a restrição de vetor normal N à curva α(s), assim 〈N(s), α′(s)〉 = 0. Logo,
derivando com respeito a s, obtemos

〈N(s), α′′(s)〉 = −〈N ′(s), α′(s)〉.

Portanto,

IIP (v) = 〈−dNp(α
′(0), α′(0)〉 = 〈N ′(0), α′(0)〉

= 〈N(0), α′′(0)〉
= 〈N(p), Kn(s)〉 = Kn(p).

Dessa maneira, obtemos o seguinte resultado:

Proposição 1.2.22 (Meusnier). Todas as curvas regulares de uma superf́ıcie M ⊂ R3 que
têm, em um ponto p ∈ M , a mesma reta tangente, têm neste ponto a mesma curvatura
normal.

Pela álgebra linear, sabe-se que se dNp é uma aplicação linear auto-adjunta, para cada
p ∈M , então existe uma base ortogonal {e1, e2} de TpM tal que

dNp(e1) = −K1e1, dNp(e2) = −K1e2. (1.8)

Além disso, se K1 ≥ K2 então temos que são o máximo e o mı́nimo da segunda forma
fundamental IIp restrita ao ćırculo unitário de TpM ; isto é, são os vetores extremos da
curvatura normal em p.

Definição 1.2.23. O valor máximo da curvatura normal K1 e o valor mı́nimo da curva-
tura normal K2, são chamados curvaturas principais em p; as direções corresponden-
tes, isto é, as direções dadas pelos autovetores e1 e e2 são chamadas direções principais
em p.

Observação 1.2.24. É posśıvel mostrar que no plano todas as direções em todo os pontos
são principais. O mesmo acontece com uma esfera, já que em os casos, isto vem do fato
de que a segunda forma fundamental, em todos os pontos, restrita a vetores unitário é
constante. Assim, todas as direções são extremos para a curvatura normal.
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Também de 1.8, obtemos que a matriz associada à aplicação linear dNp, p ∈ M com
respeito à base ortonormal {e1, e2} é

dNp =

(
−K1 0

0 −K2

)
.

Logo, o determinante e o traço de dNp são o produto K1K2 e −(K1+K2) o negativo da
soma das curvaturas principais, respectivamente. Se mudarmos a orientação da superf́ıcie,
o determinate não muda (aqui é fundamental o fato da dimensão ser par); porém, o traço
muda de sinal. Mediante a essas considerações feitas, podemos apresentar a seguinte
definição:

Definição 1.2.25. Sejam M ⊂ R3 uma superf́ıcie com uma orientação N , p ∈ M e
dNp : TpM → TpM a diferencial da aplicação de Gauss. A curvatura de Gauss K e a
curvatura média H de M em p são definidas, respectivamente, por

K(p) = det(dNp) e H(p) = −1

2
tr(dNp).

Em termos das curvaturas principais K1 e K2, podemos escrever:

K = K1K2, H =
1

2
(K1 +K2).

Se em p ∈M , K1 = K2, então p é chamado um ponto umb́ılico de M .
Obteremos a seguir as expressões da segunda forma fundamental e da diferencial da

aplicação de Gauss em um sistema de coordenadas locais.
Consideremos, agora, que todas as parametrizações X : U →M , com U ⊂ R2 aberto,

em uma vizinhança coordenada de p = X(u, v) ∈ M , são compat́ıveis com a orientação
N de M , isto é,

N(p) =
Xu(u, v)×Xv(u, v)

‖Xu(u, v)×Xv(u, v)‖
.

Sejam X(u, v) uma parametrização em uma vizinhança coordenada de p ∈M e γ(t) =
X(u(t), v(t)) uma curva parametrizada na vizinhança de p contida em M , com γ(0) = p.
Para simplificar a notacão, convencionaremos que todas as funções que aparecem abaixo
indicam sem valores no ponto p.

O vetor tangente a γ(t) em p é γ′(0) = Xuu
′(0) +Xvv

′(0) e o vetor tangente a N(t) =
N ◦ γ(t) em N(p) é dado por

dN(γ′) = N ′(u(t), v(t)) = u′Nu + v′Nv (1.9)

onde N(t) = N(γ(t)) = N(u(t), v(t)). Como dNp : TpM → TpM temos que Nu = dN(Xu)
e Nv = dN(Nv) pertence a TpM , logo podemos escrever

Nu = a11Xu + a21Xv,

(1.10)

Nv = a12Xu + a22Xv,

Portanto,

dN(γ′) = u′(a11Xu + a21Xv) + v′(a12Xu + a22Xv)

= (a11u
′ + a12v

′)Xu + (a21u
′ + a22v

′)Xv,
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isto é,

dN

(
u′

v′

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
u′

v′

)
Isto mostra que , na base {Xu, Xv}, dN é dada pela matriz W = (aij), i, j = 1, 2, chamada
de matriz de Weingarten.

Note que esta matriz não é necessariamente simétrica, a não ser que {Xu, Xv} seja
uma base ortonormal.

Por outro lado, a espressão da segunda forma fundamental na base {Xu, Xv} é dada
por

IIp(γ′) = 〈Wp,M(γ′), γ′〉 = −〈dN(γ′), γ′〉
= 〈u′Nu + v′Nv, u

′Xu + v′Xv〉.

Logo IIp(γ′) = −(u′2)〈Nu, Xu〉u′v′〈Nu, Xv〉 + v′u′〈Nv, Xu〉 + v′2〈Nv, Xv〉. por,em pela
proposição 1.7, temos que 〈Nu, Xv〉 = 〈Nv, Xu〉. Assim,

IIp(γ′) = e(u′)2 + 2fu′v′ + g(v′)2,

onde e = −〈Nu, Xu〉, f = −〈Nv, Xu〉, g = 〈Nv, Xv〉 Mais do que isso, como 〈N,Xu〉 =
〈N,Xv〉, obtemos

e = −〈Nu, Xu〉 = 〈N,Xuu〉,
f = −〈Nv, Xu〉 = 〈N,Xuv〉,
g = −〈Nv, Xv〉 = 〈N,Xvv〉.

que chamaremos de coeficientes da segunda forma fundamental.
Vamos obter agora os valores aij da matriz de Weingarten em termos dos coeficientes

da primeira e da segunda forma fundamental. Da equação 1.10, tem-se

−e = 〈Nu, Xu〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xu〉 = a11〈Xu, Xu〉+ a21〈Xv, Xu〉
−f = 〈Nu, Xv〉 = 〈a11Xu + a21Xv, Xv〉 = a11〈Xu, Xv〉+ a21〈Xv, Xv〉
−f = 〈Nv, Xu〉 = 〈a21Xu + a22Xv, Xu〉 = a21〈Xu, Xu〉+ a22〈Xv, Xu〉
−g = 〈Nv, Xv〉 = 〈a21Xu + a22Xv, Xv〉 = a21〈Xu, Xv〉+ a22〈Xv, Xv〉.

Substituindo os coeficientes da primeira forma fundamental nas expressões acima obtemos:

−e = a11E + a21F

−f = a11F + a21G = a21E + a22F

−g = a21F + a22G

As relações acima podem ser expressas em forma matricial por

−
(
e f
f g

)
=

(
a11 a12

a21 a22

)(
E F
F G

)
,

Dáı (
a11 a12

a21 a22

)
= −

(
e f
f g

)(
E F
F G

)−1

(1.11)
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No entanto, sabemos que

(
E F
F G

)−1

= 1
EG−F 2

(
G −F
−F E

)
, Segue que, os coeficien-

tes da matriz de dN isto é matriz de Weingarten W = (aij), da base {Xu, Xv} são:
a11 = fF−eG

EG−F 2 , a12 = gF−fG
EG−F 2 , a21 = eF−fE

EG−F 2 , a22 = fF−gE
EG−F 2 .

Mais ainda, as equações em (1.10), junto com os valores obtidos acima, são conhecidos
como as equações de Weingarten.

A partir da equação (1.11) e da Definição 1.16, obtém-se que a curvatura Gaussiana
K e a curvatura média H de M em p são expresas por

K =
eg − f 2

EG− F 2
H =

eG− 2fF + gE

2(EG− F 2)
.

Onde M ⊂ R3 é uma superf́ıcie com uma orientação N.

Observação 1.2.26. Note que se mudamos a orientação N (isto é, um campo dife-
renciável de vetores normais unitários N : M → R3) da superf́ıcie regular M. A aplicação
de Weingarten Wp,M(v) = −dNp(v), para cada v ∈ TpM , também muda de sinal.

Entretanto, o determinante desta aplicação se mantém inalterado, já que W = (aij)
é uma matriz 2 × 2 e, portanto, det(−W) = det(W) = K. Isto implica que a curvatura
Gaussiana K está definida para qualquer superf́ıcie M ⊂ R3, orientável ou não. Além
disso, para definir K em um ponto p ∈ M , escolhe-se uma parametrização X : U → M
em uma vizinhança coordenada de p ∈ M e a definição de K não depende da escolha de
X.

Por outro lado, sobre uma superf́ıcie que não é necessariamente orientável, H está
bem definida a menos de um sinal.

Exemplo 1.2.27. Vamos calcular a curvatura Gaussiana dos pontos de uma superf́ıcie
de revolução coberto pela parametrização (cf. Exemplo 1.1.23) dada por

X(u, v) = (ϕ(u) cos v, ϕ(u) sen v, ψ(u))

onde (u, v) ∈ U = {(u, v) ∈ R3; 0 < v < 2π, a < u < b} e ϕ(u) > 0. Também vamos
supor que a curva geratriz u 7→ (ϕ(u), 0, ψ(u)) esteja parametrizada pelo comprimento
de arco, isto é, que ϕ′2 + ψ(u)′2 = 1. Então, Xu = (ϕ′(u) cos v, ϕ′(u) sen v, ψ′(u)), Xv =
(−ϕ(u) sen v, ϕ(u) cos v, 0) E = ϕ′2 + ψ′2 = 1, F = 0, G = ϕ2.

Logo, o campo diferenciável de vetores normais unitários é dado por

N =
Xu ×Xv

‖Xu ×Xv‖
=

1

‖Xu ×Xv‖

∣∣∣∣∣∣
i j k

ϕ′ cos v ϕ′ sen v ψ′

−ϕ sen ϕ cos v 0

∣∣∣∣∣∣ =
1

ϕ
(−ψ′ϕ cos v,−ψ′ϕ sen v, ϕ′ϕ),

ou seja, N = (−ψ′ cos v,−ψ sen v, ϕ′) E também:

Xuu = (ϕ′′(u) cos v, ϕ′′(u) sen v, ψ′′)

Xuv = (ϕ′(u) sen v, ϕ′(u) cos v, 0)

Xuu = (ϕ(u) cos v,−ϕ(u) sen v, 0)

Assim, os coeficientes da segunda forma fundamental são

e = 〈N,Xuu〉 = ψ′ϕ” + ψ”ϕ′

f = 〈N,Xuv〉 = 0

g = 〈N,Xvv〉 = ψ′ϕ



27

Segue,portanto, que a curvatura Gaussiana é

K =
eg − f 2

EG− F 2
=
ψϕ(−ψ′ϕ′′ + ψ′′ϕ′)

ϕ2
=
−ψ(ψ′ϕ′′ − ψ′ϕ′)

ϕ

Como (ψ′)2 +(ϕ′)2 = 1, podemos diferenciar ambos os membros desta equação em relação
a u e obtemos

d

du
((ψ′)2 + (ϕ′)2) = 0⇔ ψ′ψ′′ = −ϕ′ϕ′′

com isso, podemos exibir uma autra expressão para a curvatura Gaussiana, a saber:

K =
ψ′(−ψ′ϕ′′ + ψ′′ϕ′)

ϕ
=
−(ψ)2ϕ′′ − (ϕ′)2ϕ′′)

ϕ
=
−ϕ′′

ϕ
.

Por outro lado, a curvatura média possui a expressão

H =
ϕ2(−ψ′ϕ′′ + ψ′′ϕ′)

2ϕ2
=
−ψ − ϕ(ψ′ϕ′′ − ψ′′ϕ′

2ϕ
.

Observação 1.2.28. Em nossa definição de superf́ıcie de revolução (cf. Exemplo 1.1.23)
se C ⊂ R2 é uma curva regular fechada e plana, que é simétrica em relação a um eixo ` de
R3 que não intercepta a curva, então, girando C em torno de `, obtemos uma superf́ıcie
que chamamos também de superf́ıcie de revolução.



Caṕıtulo 2

Teorema de Frobenius e Parâmetros
Isotérmicos

2.1 Variedades diferenciáveis e superf́ıcies de Rie-

mann

Faremos uma exposição rápida dos conceitos e resultados, a respeito das variedades dife-
renciáveis, que serão utilizados no decorrer deste trabalho.

Definição 2.1.1. Um atlas diferenciável, de classe Ck e dimensão n, sobre um espaço
topológico M , é uma coleção U de homeomorfismos x : U → Rn, do aberto U de M no
aberto x(U) do espaço euclidiano Rn, de modo que:

a. os domı́nios U cobrem M ;

b. se x, y ∈ U e x : U → Rn, y : V → Rn com U ∩ V 6= ∅, então a aplicação

y ◦ x−1 : x(U ∩ V )→ y(U ∩ V )

do aberto x(U ∩ V ) ⊂ Rn no aberto y(U ∩ V ) ⊂ Rn é diferenciável, de classe Ck.

Os elementos de U são chamados sistema de coordenadas locais, os domı́nios U vi-
zinhanças coordenadas. Dado um ponto p ∈ M e um sistema x ∈ U , definido numa
vizinhança de p, se x(p) = (x1, · · · , xn), os números x1, · · · , xn são as coordenadas do
ponto p no sistema x.

Um atlas diferenciável U , sobre M , é dito máximo se, além das condições acima,
satisfizer também:

c. se z : W → Rn é um homeomorfismo de um aberto W de M no aberto z(W ) do
Rn de modo que, para todo sistema de coordenadas x ∈ U , x : U → Rn, com
U ∩W 6= ∅, se tenha:

z ◦ x−1 : x(U ∩W )→ z(U ∩W )

diferenciável de classe Ck, então também z ∈ U .

Definição 2.1.2. Uma variedade diferenciável M = Mn, de classe Ck e dimensão
n, é um espaço topológico de Hausdorff, com base enumerável, munido de um atlas U
diferenciável de classe Ck e dimensão n. Por conveniência, suporemos que U é máximo.

28
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Figura 2.1:

Dado um ponto p ∈ M , chamemos de χp o conjunto de todos os sistemas de coorde-
nadas x ∈ U definido em alguma vizinhança de p :

χp = {x ∈ U ;x : U → Rn e p ∈ U}.

Um vetor tangente à variedade M , no ponto p ∈M , é uma função

v : χp → Rn

que a cada sistema de coordenadas x ∈ χp associa uma n-upla v(x) = (α1, · · · , αn) ∈ Rn,
de tal modo que, se y ∈ χp e v(y) = (β1, · · · , βn), então

βj =
n∑
i=1

∂yj

∂xi
(p)αi,

onde, por
(
∂yj

∂xi
(p)
)

deve-se enterder a matriz jacobiana da mudança de coordenadas y ◦
x−1, calculada no ponto x(p). Os números α1, · · · , αn são as coordenadas do vetor v
relativamente ao sistema x.

Sobre o conjunto TpM , de todo os vetores tangentes a M no ponto p, pode-se definir
uma estrutura de espaço vetorial de modo natural, isto é, se v, w ∈ TpM e α é um número
real qualquer, definimos v + w e αv como:

(v + w)(x) = v(x) + w(x)
(αv)(x) = αv(x)

para qualquer x ∈ χp. O vetor nulo 0 ∈M é a função

0 : χp → Rn

tal que 0(x) = (0, · · · , 0) para todo x ∈ χp.
É facil verificar que v + w e αv são ainda vetores tangentes de TpM e, quanto à

dimensão, vale a



CAPÍTULO 2. TEOREMA DE FROBENIUS E PARÂMETROS ISOTÉRMICOS 30

Proposição 2.1.3. TpM é um espaço vetorial de dimensão n.

Demonstração. Basta construir uma base de TpM com n elementos. Realidade, a cada
sistema de coordenadas x ∈ χp (válido numa vizinhança de p) faremos corresponder uma
base {

∂
∂x1

(p), · · · , ∂
∂xn

(p)
}

do espaço TpM . Dado x, definiremos:[
∂
∂xi

(p)
]

=
(

∂y1

∂xi
(p), · · · , ∂yn

∂xi
(p)

)
,

para i = 1, · · · , n, qualquer que seja y ∈ χp. Isto é,
∂

∂xi
(p) é o vetor de TpM cujas

coordenadas no sistema y são os números

∂y1

∂xi
(p), · · · , ∂y

n

∂xi
(p).

A regra de derivação das funções compostas mostra que, de fato, os ∂
∂xi

(p) assim definido
são vetores tangentes. Além disso, dado um vetor v ∈ TpM qualquer, tem-se

v(x) = (α1, · · · , αn).

Então não é dif́ıcil verificar que

v =
n∑
i=1

αi
∂

∂xi
(p),

e portanto os vetores ∂
∂xi

(p) geram TpM . Finalmente, esses vetores são linearmente inde-
pendente, pois se w ≡

∑
λi ∂

∂xi
(p) = 0 então, em particular, w(x) = (0, 0, · · · , 0). Mas

w(x) =
∑

λi
[

∂
∂xi

]
(x)

e
[

∂
∂xi

]
(x) = ei = i-ésimo vetor da base canônica do Rn. Assim, temos

0 = w(x) =
∑

λiei ∈ Rn.

Segue-se que λ1 = · · · = λn = 0, o que conclui a demostração. �

Observação 2.1.4. Decorre da demostração que, se x : U → Rn é um sistema de coorde-
nadas em Mn, cujo domı́nio é o aberto U ⊂ Mn, então a cada ponto q ∈ U corresponde
a base {

∂
∂x1

(p), · · · , ∂
∂xn

(p)
}
⊂ TqM.

Quando, num dado argumento, não houver perigo de confusão sobre o ponto q, escrevemos
simplesmente {

∂
∂x1
, · · · , ∂

∂xn

}
.
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Exemplo 2.1.5. Os espaços euclidianos Rn são variedades de classe Ck, para qualquer
k ≥ 0. Bastando para isso, considerar o atlas máximo diferenciável Uk, de classe Ck, que
contém o sistema de coordenadas

x = identidade : Rn → Rn.

Verifica-se que o espaço Rn
p dos vetores tangentes a esta variedade, em um ponto p ∈ Rn,

canonicamente isomorfo ao Rn. Este isomorfismo canônico decorre da existência de uma
base privilegiada de Rn

p , aquela associada ao sistema de coordenadas dado pela identidade
sobre o Rn.

Exemplo 2.1.6. Todo subconjunto aberto A de uma variedade diferenciável Mn possui
uma estrutura de variedade diferenciável herdada da estrutura de Mn, de mesma classe
e dimensão que Mn. um atlas sobre A será dado pelos sistemas de coordenadas, de Mn

cujo domı́nios estejam contidos em A.
Verifica-se que, em cada ponto p ∈ A, o espaço TpM dos vetores tangentes a M em p,

é canonicamente isomorfo ao espaço TpA dos vetores tangentes a A em p.

Exemplo 2.1.7. Definimos variedade produto de duas variedades M = Mm e N = Nn

como sendo o produto M ×N dos espaços topológicos dotado da seguinte estrutura de va-
riedade diferenciável: se U e B são os atlas sobre M e N , respectivamente, construimos,
a partir destes, o atlas U ×B, sobre M ×N , cujos elementos serão homeomorfismos

x× y : U × V → Rm+n,

com x : U → Rm percorrendo U , y : V → Rn percorrendo B e (x×y)(p, q) = (x(p), y(q)).
O espaço T(p,q)(M×N) tangente à variedade produto, no ponto (p, q), é isomorfo, canoni-
camente, à soma direta dos espaços tangentes TpM e TqN . Com efeito, dados os sistemas
de coordenadas x em M e y em N , en torno dos pontos p e q, respectivamente, sejam
α1, · · · , αm, β1, · · · , βn as coordenadas do vetor v ∈ T(p,q)(M ×N) no sistema x× y.

Observe que as primeiras m coordenadas α1, · · · , αm, de y, dependem somente do
sistema x e as últimas coordenadas β1, · · · , βn dependem somente de y. Seja v′ ∈ TpM o
vetor cujas coordenadas no sistema x são α1, · · · , αm e v′′ ∈ TqN o vetor cujas coordenadas
no sistema y são β1, · · · , βn. A correspondência v 7→ v′ ⊕ v′′ estabelece o isomorfismo

T(p,q)(M ×N) ≈ TpM ⊕ TqN.
Exemplo 2.1.8. Um outro exemplo de variedade diferenciável é fornecido pelas su-
perf́ıcies regulares do espaço euclidiano, onde se consideram os inversos das parame-
trizações como sistema de coordenadas.

No caso particular em que M é uma variedade de dimensão 2 (ou uma 2-variedade),
considere o atlas U formado pela coleção de homeomorfismos ϕi : Ui → Vi, onde Ui
é aberto de M e Vi é aberto de R2. Então, pela Definição 2.1.2, para todo i, j, com
Ui ∩ Uj = W 6= ∅, temos que

ϕi ◦ ϕ−1
j (2.1)

é de classe C∞ em W . Essa observação nos permite definir o conceito de superf́ıcie de
Riemann.

Definição 2.1.9. Uma superf́ıcie de Riemann M é uma 2-variedade de classe C∞,
onde M é conexo e as composições como em (2.1) são todas holomorfas1, com a identi-
ficação R2 = C.

1Uma função complexa f(z) é diferenciável em um ponto z0 se lim
h→0

f(z0 + h)− f(z0)

h
existe. Assim,

f é holomorfa em uma região se é diferenciável em todos os pontos desta região.
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2.1.1 Imersões e mergulhos

O objetivo principal desta seção é introduzir o conceito de subvariedade. Intuitiva-
mente, uma subvariedade Mm ⊂ Nn esta situada em N de modo análogo a uma superf́ıcie
Mm ⊂ Rn, situada em Rn. É feita, também, uma discussão elementar das relações que
existem entre as noções de imersão e de mergulho.

Sejam Mm, Nn variedades de classe Ck (k ≥ 1) e f : M → N uma aplicação
diferenciável.

Definição 2.1.10. Um ponto p ∈M diz-se um ponto regular de f quando a derivada

f ′(p) : TpM → Tf(p)N

é injetiva. Caso contrário, p diz-se um ponto singular ou cŕıtico de f .

Tomando coordenadas locais x : U → Rm em M e y : V → Rn em N , com f(U) ⊂ V ,
a derivada f ′(p), p ∈ U , transforma-se na derivada f ′xy(x(p)) : Rm → Rn, onde fxy =
y ◦ f ◦ x−1. Em outras palavras, o diagrama abaixo é comutativo.

TpM
f ′(p) //

x′(p)
��

Tf(p)N

y′(f(p))
��

Rm
f ′xy(x(p))

// Rn

Um ponto p ∈ u ⊂M é regular para f se, e somente se, f ′xy(x(p)) é injetiva.
O conjunto dos pontos regulares p ∈ M de uma aplicação de classe Ck, f : M → N ,

(k ≥ 1) pode ser vazio. Por exemplo, isto ocorre sempre que dim M > dim N .

Proposição 2.1.11 (Forma local das imersões em variedades). Seja p ∈ M um ponto
regular para a aplicação f : M → N de classe Ck, k ≥ 1. Então existe um sistema
de coordenadas x : U → Rm em M , com p ∈ U , e um difeomorfismo de classe Ck,
y : V → Rm × Rn−m, (V ⊂ N aberto) tais que f(U) ⊂ V e fxy = y ◦ f ◦ x−1 : x(U) →
x(U)×{0} ⊂ Rm×Rn−m é a aplicação de inclusão, isto é, fxy(w) = (w, 0). Em particular,
o conjunto dos pontos regulares p ∈M de f é aberto em M.

A demonstração da Proposição 2.1.11 foge ao objetivo principal deste trabalho, mas
pode ser vista em [14].

Observação 2.1.12. O difeomorfismo de classe Ck, y : V → y(V ) ⊂ Rn, será um
sistema de coordenadas em N se a classe de N for exatamente igual a k.

Definição 2.1.13. Uma aplicação diferenciável f : M → N diz-se uma imersão se todo
ponto p ∈ M é um ponto regular para f , isto é, a derivada f ′(p) : TpM → Tf(p)N é
injetiva para cada p ∈M.

Proposição 2.1.14. Seja f : Mm → Nn uma imersão de classe Ck. Uma aplicação
g : P r → Mm é de classe Ck se, e somente se, g é cont́ınua e f ◦ g : P r → Nn de classe
Ck (k ≥ 1).

Demonstração. Suponhamos que g seja cont́ınua e que f ◦g ∈ Ck. Pela Proposição 2.1.11,
para cada p ∈ P existem um sistema de coordenadas x : U → Rm em M , com g(p) ∈ U , e
um difeomorfismo de classe Ck, y : V → Rm×Rn−m, (V ⊂ N aberto) tais que f(U) ⊂ V
e fxy = y ◦ f ◦ x−1 : x(U)→ Rm ×Rn−m é da forma fxy(w) = (w, 0). Como g é cont́ınua,
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podemos encontrar um sistema de coordenadas z : Z → Rr em P , com p ∈ Z, tal que
g(Z) ⊂ U . Portanto, (f ◦ g)zy = y ◦ f ◦ g ◦ z−1 : z(Z)→ Rm × Rn−m está bem definida e
é da forma (f ◦ g)zy = (gzx, 0). Como f ◦ g ∈ Ck, segue que (f ◦ g)zy ∈ Ck, logo gzx ∈ Ck.
Conclusão: g ∈ Ck.

A rećıproca é imediata. �

Corolário 2.1.15. Sejam N uma variedade de classe Ck, pelo menos, M um espaço
topológico e f : M → N uma aplicação cont́ınua. Então existe no máximo uma estrutura
de variedade Ck em M que torna f uma imersão de classe Ck.

Demonstração. Suponhamos que existam dois atlas máximos de classe Ck em M , U e
B, tais que f : (M,U ) → N e f : (M,B) → N são imersões de classe Ck. A aplicação
identidade g : (M,U )→ (M,B) é cont́ınua e f ◦ g = f : (M,U )→ N. Pela Proposição
2.1.14, resulta que g ∈ Ck. Isto significa que, para cada x : U → Rm em U e y : V → Rn

em B, com U ∩ V 6= ∅, a mudança de coordenadas y ◦ x−1 é de classe Ck. Analogamente,
a aplicação identidade (M,B) 7→ (M,U ) é de classe Ck. Logo, todas as mudanças de
coordenadas x ◦ y−1, x ∈ U e y ∈ B, também são de classe Ck. Como U e B são atlas
máximos de classe Ck, conclui-se que B = U . �

Definição 2.1.16. Sejam Mm, Nn variedades de classe Ck (k ≥ 1). Diz-se que uma
aplicação f : M → N é mergulho se

(i) f é uma imersão.

(ii) f é um homeomorfismo de M sobre o subespaço f(M) ⊂ N .

Observação 2.1.17. Quando f : M → N é um mergulho de classe Ck, a Proposição
2.1.14 fica simplificada, pois não será preciso supor g é cont́ınua. De fato, se f ◦ g ∈ Ck,
então g = f−1 ◦ (f ◦ g) é cont́ınua.

2.1.2 Subvariedades

Definição 2.1.18. Uma subvariedade Mm de classe Ck de uma variedade Nn de classe
Cr (r ≥ k) é um subconjunto M ⊂ N , com a topologia induzida pela de N , e dotado de
uma estrutura de variedade Ck tal que a aplicação de inclusão i : M → N é um mergulho
de classe Ck.

Segue do Corolário 2.1.15 que existe, no máximo, uma estrutura de variedade Ck que
faz de M uma subvariedade Ck de N .

Devido à importância do conceito, explicitamos as condições que devem ser verificadas
a fim de que M seja uma subvariedade de classe Ck de N .

(i) M é uma variedade de classe Ck.

(ii) M ⊂ N e a topologia de M é induzida pela de N .

(iii) Para cada p ∈M , existem sistema de coordenadas y : V → Rn em N e x : U → Rm

em M tais que p ∈ U ⊂ V e y ◦x−1 : x(U)→ Rn é uma imersão de classe Ck. Então
y ◦x−1 é necessariamente um mergulho, pois a topologia de U é induzida pela de V .

Intuitivamente, M está situada em N assim como uma superf́ıcie de classe Ck em Rn

(veja a Figura 2.2).
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Figura 2.2:

Exemplo 2.1.19. As subvariedades de classe Ck de Rn são, precisamente, as superf́ıcies
M ⊂ Rn, de classe Ck.

Exemplo 2.1.20. Sejam M e N variedades de classe Ck e f : M → N um mergulho de
classe Ck. Então, f(M) é uma subvariedade de classe Ck de N .

Observação 2.1.21 (Espaço tangente a uma subvariedade). Seja Mm ⊂ Nn uma
subvariedade de classe Ck. Em cada ponto p ∈ M identificamos o espaço tangente TpM
como um subespaço de TpN , por meio da aplicação linear injetiva i′(p) : TpM → TpN ,
onde i : M → N é a inclusão.

Como casos especiais deste procedimento, tem-se as identificações TpU = TpN para
um subconjunto aberto e TpM ⊂ Rn quando Mm ⊂ Rn é uma superf́ıcie.

2.2 Teorema de Frobenius

2.2.1 Campos f-relacionados

Dada uma variedade diferenciávelM , identificaremos cada ponto p ∈M , à fibra {p}×TpM
do fibrado tangente TM de M com o próprio espaço tangente TpM , através da bijeção
natural

v ∈ TpM 7→ (p, v) ∈ {p} × TpM. (2.2)

Assim, se f : M → N é uma aplicação diferenciável, a diferencial df : TM → TN de
f será dada por

df(v) = df(p) · v, (2.3)

para todo v ∈ TpM . Com a identificação (2.2), é usual expressar o valor df(v), dado em
(2.3), pondo

df(v) = df(πM(v)) · v,

onde πM : TM → M é a projeção canônica. Preferimos, no entanto, escrever o valor
df(v) como dado em (2.3).
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Definição 2.2.1. Seja f : M → N uma aplicação diferenciável. Dizemos que dois campos
vetoriais X ∈ X (M) e Y ∈ X (M) são f-relacionados se o diagrama

M
f //

X
��

N

Y
��

TM
df
// TN

comuta, isto é, df ◦X = Y ◦f . Isso significa que df(p) ·X(p) = Y (f(p)), para todo p ∈M .

Com a identificação entre campos vetoriais e derivações, temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.2. Dois campos X ∈ X (M) e Y ∈ X (N) são f -relacionados se, e somente se,
X(g ◦ f) = Y (g) ◦ f , para toda g ∈ C∞(N).

Demonstração. Dados p ∈M e g ∈ C∞(N), temos:

X(g ◦ f)(p) = X(p)(g ◦ f) = df(p) ·X(p)(g)

e
(Y (g) ◦ f)(p) = Y (g)(f(p)) = Y (f(p))(g).

Assim, X(g ◦ f)(p) = (Y (g) ◦ f)(p) para quaisquer p ∈M e g ∈ C∞(N) se, e somente
se, df(p) ·X(p)(g) = Y (f(p))(g). Ou seja, X(g ◦ f) = Y (g) ◦ f , para toda g ∈ C∞(N) se,
e somente se, X e Y são f -relacionados. �

Dada uma aplicação diferenciável f : M → N , nem sempre um campo vetorial
Y ∈ X (N) é f -relacionado com algum campo X ∈ X (M). A proposição seguinte, cuja
demonstração foge ao nosso objetivo principal e por isso não a faremos aqui, nos dá uma
condição para que isso ocorra.

Proposição 2.2.3. Seja f : M → N uma imersão diferenciável. Dado um campo vetorial
Y ∈ X (N), com

Y (f(p)) ∈ df(p)(TpM),

para todo p ∈M , existe um único campo X ∈ X (M) tal que X e Y são f -relacionados.

No caso em que f : M → N é um difeomorfismo, para cada campo Y ∈ X (N), existe
um único campo X ∈ X (N) que é f -relacionado com Y , a saber

X = df−1 ◦ Y ◦ f. (2.4)

O campo em (2.4) é usualmente denotado por f ∗Y , e é chamado pull-back de Y por
f . Analogamente, dado um campo X ∈ X (N), existe um único campo Y ∈ X (N) que é
f -relacionado com X, a saber

Y = df ◦X ◦ f−1. (2.5)

O campo em (2.5) é usualmente denotado por f∗X, e é chamado o push-forward de
X por f .

No espaço das funções, o pull-back é definido pondo f ∗g = g◦f , para toda g ∈ C∞(N).
O push-forward é definido pondo f∗h = (f−1)∗h = h ◦ f−1, para toda h ∈ C∞(M).

A proposição seguinte é uma das principais propriedades dos campos f -relacionados.
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Proposição 2.2.4. Sejam f : M → N uma aplicação diferenciável e campos X1, X2 ∈
X (M) e Y1, Y2 ∈ X (N). Se Xi e Yi são f -relacionados, para i = 1, 2, então [X1, X2] e
[Y1, Y2] são f -relacionados.

Demonstração. Como Xi e Yi são f -relacionados, para i = 1, 2, segue do Lema 2.2.2 que

Xi(g ◦ f) = Yi(g) ◦ f,

para toda g ∈ C∞(N) e i = 1, 2. Assim,

[Y1, Y2] (g) ◦ f = Y1(Y2(g)) ◦ f − Y2(Y1(g)) ◦ f
= X1(Y2(g) ◦ f)−X2(Y1(g) ◦ f)

= X1(X2(g ◦ f))−X2(X1(g ◦ f))

= [X1, X2] (g ◦ f).

Como g ∈ C∞(N) é arbitrária, segue do Lema 2.2.2 que [X1, X2] e [Y1, Y2] são f -
relacionados.

Corolário 2.2.5. Se f : M → N é um difeomorfismo, então

[f∗X1, f∗X2] = f∗ [X1, X2] ,

para quaisquer X1, X2 ∈ X (M).

Definição 2.2.6. Dizemos que dois campos vetoriais X, Y ∈ X (M) são linearmente
independentes se X(p) e Y (p) são vetores linearmente independentes em TpM , para
todo p ∈M .

Teorema 2.2.7. Sejam X1, · · · , Xk ∈ X (M) campos linearmente independentes. Se
[Xi, Xj] = 0, para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k então, para todo p ∈ M , existe uma carta local
(U,ϕ) em M , com p ∈ U , tal que

Xi(q) =
∂

∂xi
(q),

para quaisquer q ∈ U e 1 ≤ i, j ≤ k.

A demonstração do Teorema 2.2.7 pode ser encontrada em [13].

2.2.2 Distribuições

A teoria das distribuições pode ser vista como uma formulação geométrica da teoria
clássica de certos sistemas de equações diferenciais parciais. As soluções são subvari-
edades da variedade em questão, chamadas de subvariedades integrais. O teorema de
Frobenius nos dá condições necessárias e suficientes para a existência de tais subvarieda-
des integrais. Veremos nos seguintes caṕıtulos uma aplicação deste teorema, que consiste
em mostrar a existência e unicidade de uma imersão X : M → R3 de uma superf́ıcie M ,
com estrutura conformal dada, que produz um determinado mapa de Gauss e para a qual
a segunda forma fundamental é uma métrica conformal sobre M .
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Definição 2.2.8. Uma distribuição de posto k em uma variedade diferenciável
M é uma correspondência D que associa a cada ponto p ∈ M um subespaço vetorial
D(p) ⊂ TpM de dimensão k.

Decorre da Definição 2.2.8 que para qualquer ponto p ∈ M existe um aberto U ⊂ M
contendo p e k campos vetoriais X1, · · · , Xk, possivelmente definidos em U , tais que

D(q) = span {X1(q), · · · , Xk(q)} , (2.6)

para todo q ∈ U . Diremos que uma distribuição D é diferenciável se é posśıvel escolher
campos vetoriais X1, · · · , Xk ∈ X (U) com a propriedade (2.6), em uma vizinhança U de
cada ponto p ∈M .

Exemplo 2.2.9. Seja M uma variedade diferenciável que admite um campo vetorial X ∈
X (M) não-nulo em todo ponto. Assim, o campo X gera uma distribuição diferenciável D
de posto 1, dada por

D(p) = span {X(p)} ,

para todo p ∈M .

Exemplo 2.2.10. No espaço euclidiano Rn, os campos vetoriais
∂

∂x1

, · · · , ∂

∂xk
, 1 ≤ k ≤

n, geram uma distribuição diferenciável de posto k.

Exemplo 2.2.11. Em M = Rn\{0}, definimos uma distribuição D pondo, para cada p ∈
M , D(p) como sendo o subespaço de TpM = Rn ortogonal ao vetor posição vp = ~p. Esten-
dendo o vetor vp a um campo vetorial X1 ∈ X (U), onde U ⊂M é um aberto contendo p, e
aplicando o algoritmo de Gram-Schmidt, obtemos n campos vetoriais X1, · · · , Xk ∈ X (U)
tais que, para cada q ∈ U , os vetores X1(1), · · · , Xn(q) formam uma base ortonormal de
Rn. Disso decorre que D é localmente gerada pelos campos X2, · · · , Xn ∈ X (U). Portanto,
D é uma distribuição diferenciável em M de posto n− 1.

Exemplo 2.2.12. No espaço euclidiano R3, considere a distribuição D definida do se-
guinte modo: para cada ponto p = (a, b, c), defina D(p) como o plano gerado pelos vetores

∂

∂x
(p) + b

∂

∂z
(p) e

∂

∂y
(p).

Assim,
D(p) = {(r, s, br)p; r, s ∈ R} ,

e a equação deste plano é dada por

z − c = b(x− a),

para cada ponto p = (a, b, c) ∈ R3.

Observação 2.2.13. Dada uma carta local (U,ϕ) em Mm, temos os campos coordenados{
∂

∂x1

, · · · , ∂

∂xm

}
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associados a ϕ, ou seja, para cada p ∈ U , os vetores{
∂

∂x1

(p), · · · , ∂

∂xm
(p)

}
formam uma base para TpM . Assim, dados X, Y ∈ X (M), podemos representá-los, local-
mente, como

X|U =
m∑
i=1

Xi
∂

∂xi
e Y |U =

m∑
i=1

Yi
∂

∂xi
.

Obtemos, então, a fórmula local para o colchete de X e Y no aberto U :

[X, Y ] =
m∑

i,j=1

(
Xj

∂Yi
∂xj
− Yj

∂Xi

∂xj

)
∂

∂xi
. (2.7)

Definição 2.2.14. Uma distribuição D de posto k em uma variedade diferenciável M
é dita involutiva se para quaisquer campos vetoriais X, Y ∈ X (M), com X(p), Y (p) ∈
D(p), para todo p ∈M , tem-se que [X, Y ] (p) ∈ D(p), para todo p ∈M .

Exemplo 2.2.15. No espaço euclidiano Rm+n, considere a distribuição D gerada pelos

campos coordenados
∂

∂xi
, 1 ≤ i ≤ m. Dados campos vetoriais X, Y ∈ X (Rm+n), com

X(p), Y (p) ∈ D(p), para todo p ∈ Rm+n, podemos escrever

X =
m∑
i=1

Xi
∂

∂xi
e Y =

m∑
i=1

Yi
∂

∂xi
.

Assim, da fórmula (2.7), obtemos que [X, Y ] (p) ∈ D(p), para todo p ∈ Rm+n, isto é, D é
involutiva.

Exemplo 2.2.16. A distribuição D em R3, gerada pelos vetores

X =
∂

∂x1

e Y =
∂

∂x2

+ ex1
∂

∂x3

não é involutiva, pois

[X, Y ] = ex1
∂

∂x3

,

que não é uma combinação linear de X e Y .

Definição 2.2.17. Seja D uma distribuição de posto k em uma variedade diferenciável M .
Uma subvariedade Nk ⊂M é chamada uma subvariedade integral para a distribuição
D se

D(i(x)) = di(x)(TxN),

para todo x ∈ N , onde i : N → M é a aplicação inclusão. A distribuição D é chamada
integrável se cada ponto de M está contido em uma subvariedade integral da distribuição.
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Exemplo 2.2.18. No Exemplo 2.2.9, a imagem de qualquer curva integral de X é uma
subvariedade integral de D. No Exemplo 2.2.11, por cada ponto p ∈ Rn \ {0}, a esfera de
raio ‖p‖, centrada na origem, é uma subvariedade integral da distribuição D.

Proposição 2.2.19. Toda distribuição integrável é involutiva.

Demonstração. Seja D uma distribuição integrável de posto k em uma variedade dife-
renciável M . Considere dois campos X, Y ∈ X (M) tais que X(p), Y (p) ∈ D(p), para
todo p ∈M . Como D é integrável segue que, para cada p ∈M , existe uma subvariedade
Nk ⊂M , contendo p, tal que

D(i(x)) = di(x)(TxN),

para todo x ∈ N . Assim, como a inclusão i : N →M é em particular uma imersão, segue
da Proposição 2.2.3 que existem campos X̃, Ỹ ∈ X (N) tais que X̃ é i-relacionado com
X, e Ỹ é i-relacionado com Y . Pela Proposição 2.2.4, obtemos que [X̃, Ỹ ] e [X, Y ] são
i-relacionados, isto é,

[X, Y ] ◦ i = di ◦ [X̃, Ỹ ].

Portanto,
[X, Y ] (q) = [X, Y ] (i(x)) = di(x) · [X̃, Ỹ ](x) ∈ D(q).

Como p ∈M foi escolhido arbitrariamente, a proposição está provada.

O lema seguinte afirma que toda distribuição involutiva é diferenciável.

Lema 2.2.20. Seja D uma distribuição involutiva de posto k em uma variedade dife-
renciável Mm. Então, para cada ponto p ∈ M , existem um aberto V ⊂ M contendo p
e campos vetoriais X1, · · · , Xk ∈ X (V ) tais que X1(q), · · · , Xk(q) geram D(q), para todo
q ∈ V , e [Xi, Xj] = 0, para quaisquer 1 ≤ i, j ≤ k.

Demonstração. Dado um ponto p ∈ M , seja (U,ϕ) uma carta local em M , com p ∈ U e
ϕ(p) = 0. Seja Rm = Rk⊕Rm−k uma decomposição em soma direta tal que dϕ(p)(D(p)) =
Rk. Se π : Rm → Rk denota a projeção sobre o primeiro fator, temos que (π ◦ ϕ)(p) = 0
e d(π ◦ ϕ)(p) transforma D(p) isomorficamente sobre Rk. Segue então, por continuidade,
que d(π ◦ϕ)(q) transforma D(q) isomorficamente sobre Rk para todo q pertencente a uma
vizinhança V ⊂ U de p. Assim, para cada q ∈ V , existe um único vetor Xi(q) ∈ TqM tal
que

d(π ◦ ϕ)(q) ·Xi(q) = ei ∈ Rk, (2.8)

para cada 1 ≤ i ≤ k; basta escolher Xi(q) = d(π ◦ ϕ)−1(q) · ei. Disso decorre que
Xi ∈ X (V ). Como d(π ◦ ϕ)(q) é isomorfismo, segue que

D(q) = span {X1(q), · · · , Xk(q)} ,

para todo q ∈ V . Além disso, segue de (2.8) que Xi é (π◦ϕ)-relacionado com ei, para todo
1 ≤ i ≤ k. Assim, pela Proposição 2.2.4, [Xi, Xj] é (π ◦ ϕ)-relacionado com [ei, ej] = 0.
Logo,

d(π ◦ ϕ)(q) · [Xi, Xj](q) = 0,

para todo q ∈ V . Como D é involutiva, temos que [Xi, Xj](q) ∈ D(q), para todo q ∈ V .
Portanto, [Xi, Xj](q) = 0 para todo q ∈ V , pois d(π ◦ ϕ)(q) é isomorfismo.
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2.2.3 O teorema de Frobenius

Estamos agora em condições de provar a rećıproca da Proposição 2.2.19, mais conhecida
como o Teorema de Frobenius.

Teorema 2.2.21 (Frobenius). Toda distribuição involutiva D de posto k em uma vari-
edade diferenciável M é integrável. Mais precisamente, para cada ponto p ∈ M , existe
uma carta local (U,ϕ) em M , com p ∈ U , tal que para cada b ∈ Rm−k, os subconjuntos

Sb = (π ◦ ϕ)−1(b) ∩ U = {q ∈ U ;ϕi(q) = bi, k + 1 ≤ i ≤ m}

são subvariedades de D, onde π : Rk×Rm−k → Rm−k é a projeção canônica e ϕi = πi ◦ϕ.
Além disso, se Nk é uma subvariedade integral de D, com N conexa, então N ⊂ Sb, para
algum b ∈ Rm−k.

Demonstração. Dado p ∈ M , segue do Lema 2.2.20 que existem um aberto V ⊂ M
contendo p e campos X1, · · · , Xk ∈ X (V ) tais que

D(q) = span {X1(q), · · · , Xk(q)}

e [Xi, Xj](q) = 0, para todo q ∈ V . Como os campos X1, · · · , Xk são linearmente indepen-
dentes em V , segue do Teorema 2.2.7 que existe uma carta (U,ϕ) em M , com p ∈ U ⊂ V ,
tal que

Xi(q) =
∂

∂xi
(q),

para quaisquer q ∈ U e 1 ≤ i ≤ k. Assim,

D(q) = span

{
∂

∂x1

(q), · · · , ∂

∂x1

(q)

}
,

para todo q ∈ U . Dado b ∈ Rm−k, defina Sb = (π ◦ ϕ)−1(b) ∩ U , como no enunciado.
Como b é valor regular de π ◦ ϕ, segue que (π ◦ ϕ)−1(b) é subvariedade de M . Logo, Sb é
subvariedade de M . Além disso, temos

TqS
b = ker d(π ◦ ϕ)(q), (2.9)

para todo q ∈ Sb. Mostremos que TqS
b = D(q). Como ker d(π ◦ ϕ)(q) tem dimensão k,

basta provar que D(q) ⊂ ker d(π ◦ ϕ)(q). Temos:

d(π ◦ ϕ)(q) · ∂
∂xi

(q) = π

(
dϕ(q) · ∂

∂xi
(q)

)
= π(ei) = 0,

para todo 1 ≤ i ≤ k. Isso mostra que D(q) ⊂ ker d(π ◦ ϕ)(q), para todo q ∈ Sb. Segue
então de (2.9) que D(q) = TqS

b, para todo q ∈ Sb. Portanto, provamos que, para cada
p ∈M , existe um aberto Sb ⊂M contendo p e uma imersão i : Sb → Sb tal que

di(q)(TqS
b) = TqS

b = D(q),

para todo q ∈ Sb, ou seja, D é uma distribuição integrável. Finalmente, seja Nk uma
subvariedade integral de D, com N conexa. Então, como

di(q)(TxN) = D(i(x)),
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para todo x ∈ N , temos:

d(π ◦ ϕ ◦ i)(x)(TxN) = π(dϕ(i(x)) · di(x)(TxN))

= π(dϕ(i(x))(D(i(x))))

= d(π ◦ ϕ)(i(x))(D(i(x)))

= 0,

para todo x ∈ N . Como N é conexa, segue que (π ◦ ϕ ◦ i)(x) = b ∈ Rm−k, para todo
x ∈ N e para algum b ∈ Rm−k. Logo, N ⊂ Sb. �

Como consequência imediata do Teorema de Frobenius, temos o seguinte resultado:

Lema 2.2.22. Considere Ω um aberto simplesmente conexo de C. Sejam fi, gi : Ω→ C,
com i = 1, 2, 3, funções complexas tais que

∂fi
∂z

= gi(z).

Então, a condição de integrabilidade desse sistema, dada pelo Teorema de Frobenius, é:(
∂g1

∂z̄
,
∂g2

∂z̄
,
∂g3

∂z̄

)
∈ R3.

2.3 Parâmetros isotérmicos

Adotaremos as seguintes notações ao longo deste texto:

• M : Superf́ıcie regular em R3;

• TM : O fibrado tangente de M ;

• X (M): O espaço vetorial de todos os campos de vetores diferenciáveis em M , ou
seja, o conjunto das aplicações diferenciáveis X : M → TM , com X(p) ∈ TpM ;

• C∞(M): O conjunto das funções reais diferenciáveis definidas em M ;

• [·, ·]: O colchete de Lie de campos em M .

2.3.1 Pares fundamentais

Definição 2.3.1. Uma métrica riemanniana 〈, 〉 para M é uma aplicação que associa
cada ponto p ∈M a um produto interno2 〈, 〉p no espaço tangente TpM , que é diferenciável
no seguinte sentido: para quaisquer campos diferenciáveis X e Y em M , a aplicação
p 7→ 〈X(p), Y (p)〉p de M em R é diferenciável.

Exemplo 2.3.2. A primeira forma fundamental dada por Ip(v) = 〈v, v〉p, para todo
v ∈ TpM , isto é, I ≡ 〈, 〉 é uma métrica riemanniana sobre M . Lembrando que a
aplicação dada por

B(v, w) = 〈Wp,M(v), w〉, ∀v, w ∈ TpM

é uma forma bilinear simétrica em M , porém não é positiva definida.

2Ou, equivalentemente, uma forma bilinear simétrica positiva definida.
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Denotaremos por Q(M) o conjunto das formas bilineares simétricas em M e porR(M)
o conjunto de todas as métricas riemannianas em M . Recordemos também que a cada
forma bilinear simétrica B : TpM × TpM → R, correspondente a uma forma quadrática
Q em TpM , com p ∈M , dada por

Q(v) = B(v, v), v ∈ TpM,

determina B completamente, pois

B(u, v) =
1

2
[Q(u+ v)−Q(u)−Q(v)] .

Definição 2.3.3. Denominamos par fundamental sobre M ao par

(I, II) ∈ R(M)×Q(M) ≡ P(M).

O conjunto P(M) é chamado o conjunto de pares fundamentais.

Sejam U um aberto de R2 e X : U → M um sistema de coordenadas locais em uma
vizinhança coordenada X(U) de p = X(x, y). De acordo com o que vimos no caṕıtulo
anterior, qualquer vetor tangente w a M em p ∈ X(U) pode ser expresso unicamente
como combinação linear de Xx e Xy. Logo, se I e II são a primeira e a segunda forma
fundamental, respectivamente e (I, II)∈ P(M), temos que

I = Edx2 + 2Fdxdy +Gdy2, (2.10)

II = edx2 + 2fdxdy + gdy2, (2.11)

onde dx : TpM → R e dy : TpM → R são aplicações lineares (1-formas) dadas por:

dx(w) = λ, dy(w) = µ, se w = λXx + µXy ∈ TpM.

Além disso,

K = K(I, II) =
eg − f 2

EG− F 2
, (2.12)

H = H(I, II) =
Eg +Ge− 2Ff

2(EG− F 2)
, (2.13)

são, respectivamente, a curvatura gaussiana e a curvatura média do par (I, II), as
quais não dependem das coordenadas escolhidas. A partir destas curvaturas, definimos
as curvaturas principais do par (I, II), a saber:

κ1 = H +
√
H2 −K (2.14)

κ2 = H −
√
H2 −K (2.15)

Observe que κ1 ≥ κ2.
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2.3.2 Complexificação de uma forma quadrática

Ao longo deste trabalho, frequentemente utilizaremos ferramentas da análise complexa.
Por esta razão, recordaremos a seguir como introduzir uma variável complexa em uma
superf́ıcie M ⊂ R3.

Chamaremos de fibrado tangente complexificado de TM ao fibrado

TCM = {X + iY ;X, Y ∈ X (M)} .

É posśıvel demonstrar que se {X, Y } é uma base de TM , então {X, iX, Y, iY } é base
de TCM , como fibrado real, e {X + iY,X − iY } é base de TCM , como fibrado complexo.
Em particular, dadas as coordenadas locais (X, Y ) de uma vizinhança coordenada de M ,
se considerarmos o parâmetro complexo z = X + iY , podemos definir os campos locais

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
− i ∂

∂y

)
e

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂x
+ i

∂

∂y

)

de modo que

{
∂

∂z
,
∂

∂z

}
seja uma base local de TCM . Também podemos definir as 1-

formas complexas locais
dz = dx+ idy

e

dz = dx− idy,

que são a base dual de

{
∂

∂z
,
∂

∂z

}
. Assim, trabalharemos indistintamente com as coor-

denadas locais (X, Y ) ou o parâmetro complexo z = X + iY . Por esta razão, podemos
reescrever as expressões (2.10) e (2.11) da seguinte forma:

I = Pdz2 + 2λ|dz|2 + Pdz2, (2.16)

II = Qdz2 + 2ρ|dz|2 +Qdz2, (2.17)

respectivamente, onde

P =
1

4
(E −G− 2iF ),

λ =
1

4
(E +G),

Q =
1

4
(e− g − 2if), (2.18)

ρ =
1

4
(e+ g).
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Fazendo um simples cálculo em (2.12) e (2.13), podemos comprovar que

K = K(I, II) =
|Q|2 − ρ2

|P | − λ2
, (2.19)

H = H(I, II) =
PQ− 2λρ+ PQ

2(|P | − λ2)
, (2.20)

são respectivamente válidas.

2.3.3 Parâmetros isotérmicos

Até agora trabalhamos em uma vizinhança coordenada qualquer de uma superf́ıcie M ⊂
R3. No entanto, sobre uma superf́ıcie dada, podemos obter vários sistemas de coordenadas
locais especiais, onde eventualmente pode ser mais fácil trabalhar. Entre os mais comuns,
estão os sistemas de coordenadas por parâmetros isotérmicos, os duplamente ortogonais
e as redes de Tchebychev. Neste texto, porém, consideraremos apenas os sistemas de
coordenadas por parâmetros isotérmicos.

Definição 2.3.4 (Parâmetros isotérmicos). Um sistema de coordenadas locais X : U →
M em uma vizinhança coordenada de p = X(u, v) ∈ M , com U aberto de R2 e com a
orientação induzida de M , diz-se isotérmico se, para uma métrica riemanniana dada
por I = Edu2 + 2Fdudv +Gdv2, se verifica:

E = G > 0 e F = 0;

ou, em termos do parâmetro complexo z = u+ iv, chamado parâmetro conformal, se
para uma métrica riemanniana I dada pela igualdade (2.16), se verifica:

P = 0.

Observação 2.3.5. É bem conhecido o fato de que tais parâmetros sempre existem local-
mente para qualquer métrica riemanniana e que podemos recobrir a superf́ıcie M ⊂ R3

para esses tipos de vizinhanças coordenadas. A prova de que existem sistemas isotérmicos
de coordenadas para qualquer superf́ıcie regular é delicada e não será apresentada neste
trabalho. Além disso, se a superf́ıcie M ⊂ R3 for vista como uma variedade, a mudança
de cartas entre vizinhanças isotérmicas positivamente orientadas é holomorfa. Neste caso,
podemos considerar M como uma superf́ıcie de Riemann.

De agora em diante, ao trabalharmos com parâmetros isotérmicos, sempre o faremos
do ponto de vista do parâmetro complexo z. Assim, enunciaremos a seguinte proposição:

Proposição 2.3.6. Seja (I, II) ∈ P(M) e considere um parâmetro z conformal para I,
dado pela equação (2.16). Então

I = 2λ|dz|2,
II = Qdz2 + 2Hλ|dz|2 +Qdz2,

K = H2 − |Q|
2

λ2
,

onde K e H são, respectivamente, a curvatura gaussiana e a curvatura média do par
(I, II) e Q é dada pela igualdade (2.18).
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Demonstração. Como z é um parâmetro conformal para I, temos da definição 2.3.4, que
P = 0. Logo, da equação (2.16), obtemos:

I = 2λ|dz|2.

Por outro lado, da equação (2.20), vem H =
ρ

λ
. Dáı,

2ρ = 2Hλ e H2 =
ρ2

λ2
. (2.21)

Assim, substituindo (2.21) em (2.17) e (2.19), tem-se

II = Qdz2 + 2Hλ|dz|2 +Qdz2 e

K = H2 − |Q|
2

λ2
,

como queŕıamos. �

Observação 2.3.7. Conforme comentamos anteriormente, sempre é posśıvel conseguir
o parâmetro conformal quando temos uma métrica Riemanniana sobre uma superf́ıcie.
Assim, se (I, II) ∈ P (M), onde II é uma métrica Riemanniana, também podemos
considerar um parâmetro conforme z para II. Neste caso, teŕıamos Q = 0 em (2.17).
Note ainda que, devido à II ser Riemanniana, temos K(I, II) > 0. Assim, se z é um
parâmetro conformal para II, então isso significa que

I = Pdz2 + 2λ |dz|2 + Pdz2,

II = 2ρ |dz|2 .



Caṕıtulo 3

Superf́ıcies em R3 com estrutura
conformal

Apresentaremos a seguir as principais propriedades da aplicação de Gauss de uma su-
perf́ıcie imersa em R3, particularmente daquelas relacionadas com a geometria da imersão
e da estrutura conformal (ou métrica) determinada por sua segunda forma fundamental.

3.1 Superf́ıcies com curvatura de Gauss positiva

Sejam M uma superf́ıcie suave e X : M → R3 uma imersão com curvatura de Gauss
positiva. Então, para qualquer ponto p de M , existe uma vizinhança V de p em M tal
que todos os pontos de V estão do mesmo “lado” do plano tangente TpM . Um campo
suave de vetores normais unitários N : M → S2 ⊂ R3 é obtido atribuindo, a cada ponto p
de M , um vetor normal unitário do mesmo “lado” de V em relação a TpM . Tal situação
é ilustrada na figura a seguir.

Figura 3.1: N(p) é o vetor normal unitário no mesmo lado da vizinhança V de p em M .

O campo N orienta M e faz com que a forma quadrática σ, associada à segunda forma
fundamental, definida por

σp(v, w) = 〈−dNp(v), w〉, p ∈M, v,w ∈ TpM,

seja uma métrica (riemanniana) positiva definida. Aqui, 〈, 〉 é o produto interno usual de
R3.
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A partir de agora, M será considerada uma superf́ıcie de Riemann com estrutura
conformal (métrica conformal) induzida por σ e ê, f̂ , ĝ denotarão os coeficientes de sua
segunda forma fundamental.

Dado z = u + iv um parâmetro conformal para a métrica riemanniana induzida por
σ, a primeira e segunda formas fundamentais da imersão pode ser escrita como

I := 〈dX, dX〉 = Pdz2 + 2λ|dz|2 + Pdz2,
II := 〈−dN, dX〉 = 2ρ|dz|2, (3.1)

onde

P =
1

4
(E −G− 2iF ),

λ =
1

4
(E +G),

ρ =
1

4
(ê+ ĝ).

(3.2)

Mais do que isso, a estrutura conformal (métrica conformal) de M é II, λ é uma função
real, ρ é uma função positiva e z denota a conjugada de z. Também de (2.19) obtemos
que a curvatura de Gauss é dado por

K = −ρ
2

D
, onde D = |P |2 − λ2 < 0. (3.3)

Observe que
E = 〈Xu, Xu〉, ê = σ(Xu, Xu),
F = 〈Xu, Xv〉, 0 = σ(Xu, Xv),
G = 〈Xv, Xv〉, ê = σ(Xv, Xv),

(3.4)

onde ê > 0, Xu =
∂X

∂u
e Xv =

∂X

∂v
. Assim, das equações de Weingarten, obtém-se que

Nu =
ê

EG− F 2
(−GXu + FXv), Nv =

ê

EG− F 2
(FXu + EXv). (3.5)

Por outro lado, observamos o seguinte esquema:

M
N //

$$

S2 ⊂ R3

π

��
C ∪ {∞}

onde N é o mapa de Gauss (campo suave de vetores normais unitários) em M dado por

N(p) = (N1(p), N2(p), N3(p))

e π é a projeção estereográfica usual, que exclui o polo norte e é dada por

π(x, y, z) =
1

1− z
(x, y, z).

Agora, denote por g : M → C ∪ {∞} a composição da projeção estereográfica π com
N , isto é

g =
1

1−N3

(N1 + iN2), (3.6)

com N = (N1, N2, N3). Chamaremos g de mapa de Gauss da imersão X : M → R3.
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3.2 Resultados sobre imersões de superf́ıcies

A fim de elucidar o Teorema principal deste trabalho, vejamos a seguir propriedades da
aplicação de Gauss de uma superf́ıcie imersa em R3 com curvatura de Gauss positiva.
Utilizando as notações e os resultados vistos na seção anterior, provaremos o seguinte
teorema.

Teorema 3.2.1. Seja X : M → R3 uma imersão, com curvatura de Gauss positiva K e
com mapa de Gauss g : M → C∪ {∞}. Seja z = u+ iv um parâmetro conformal. Então

∂X1

∂z
=

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

,

∂X2

∂z
= −i (1 + g2)gz + (1 + g2)gz√

K(1 + gg)2
,

∂X3

∂z
= 2

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

,

(3.7)

onde X = (X1, X2, X3),
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
e por barra denotaremos a conjugação com-

plexa.

Demonstração. De (3.6) obtemos

∂g

∂z
=

∂ (N1 + iN2)

∂z
(1−N3)− (N1 + iN2)

∂ (1−N3)

∂z
(1−N3)2

=
1

(1−N3)2

[
∂ (N1 + iN2)

∂z
−N3

∂ (N1 + iN2)

∂z
+
∂N3

∂z
(N1 + iN2)

]
, (3.8)

e

∂g

∂z
=

∂ (N1 + iN2)

∂z
(1−N3)− (N1 + iN2)

∂ (1−N3)

∂z
(1−N3)2

=
1

(1−N3)2

[
∂ (N1 + iN2)

∂z
−N3

∂ (N1 + iN2)

∂z
+
∂N3

∂z
(N1 + iN2)

]
. (3.9)

Como
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
e

∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
+ i

∂

∂v

)
,

temos

2
∂

∂z
=

∂

∂u
+ i

∂

∂v
= 2

∂

∂z
,

isto é,
∂

∂z
=

∂

∂z
. Também,

∂X

∂z
=

1

2

(
∂X

∂u
− i∂X

∂v

)
,
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então
∂X

∂z
=

1

2

(
∂X

∂u
+ i

∂X

∂v

)
=

∂X

∂z
,

isto é,
∂X

∂z
=

∂

∂z
ou equivalentemente denotamos Xz = Xz.

Analogamente, obtemos Nz = Nz. Agora, como

K =
ê2

EG− F 2
> 0, ê > 0 e EG− F 2 = ‖Xu ∧Xv‖2 > 0,

obtemos de (3.5) as seguintes expressões:

Nu =

√
K√

EG− F 2
(−GXu + FXv) ,

Nv =

√
K√

EG− F 2
(FXu + EXv) .

(3.10)

Porém,

2
∂X

∂z
=

∂X

∂u
− i∂X

∂v
,

2
∂X

∂z
=

∂X

∂u
+ i

∂X

∂v
,

implicam
∂X

∂u
=

∂X

∂z
+
∂X

∂z
,

∂X

∂v
= i

∂X

∂z
− i∂X

∂z
,

ou equivalentemente denotamos

Xu = Xz +Xz,
Xv = iXz − iXz.

(3.11)

Logo, de (3.10) e (3.11) temos

Nz =

√
K

2
√
EG− F 2

(−GXu + FXv − iFXu + iEXv)

=

√
K

2
√
EG− F 2

(−2iFXz −GXu + iEXv)

=

√
K

2
√
EG− F 2

[−2iFXz −G (Xz +Xz) + iE (iXz − iXz)] .

Assim,

Nz =

√
K

2
√
EG− F 2

(−G− E)Xz +

√
K

2
√
EG− F 2

(−G+ E − 2iF )Xz

=
−2
√
K√

EG− F 2

(
G+ E

4

)
Xz +

2
√
K√

EG− F 2

(
−G+ E − 2iF

4

)
Xz. (3.12)
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Logo, de (3.2) e (3.11) obtém-se

Nz =
−2
√
K√

EG− F 2
λ Xz +

2
√
K√

EG− F 2
P Xz,

ou seja,

Nz =
−2
√
K√

EG− F 2
(λ Xz − P Xz) , (3.13)

onde λ =
1

4
(E +G) e P =

1

4
(E −G− 2iF ).

Por outro lado, de (3.3) temos

D = |P |2 − λ2 =
(E −G)2 + 4F 2

16
− (E +G)2

16
=
−4EG+ 4F 2

16
=
−EG+ F 2

4
,

logo, −4D = EG− F 2 > 0.

Dáı,
√
K√

EG− F 2
=

ρ√
−D√
−4D

=
ρ√

−D
√
−4D

=
ρ

2
√
−D
√
−D

=
ρ

−2D
.

Portanto,
ρ

D
=

−2
√
K√

EG− F 2
. (3.14)

Assim, de (3.13) e (3.14) obtemos

Nz =
ρ

D
(λ Xz − P Xz) . (3.15)

Analogamente, obtém-se um resultado para Nz dado por

Nz =
ρ

D

(
λ Xz − P Xz

)
. (3.16)

Seguem de (3.2) e(3.4) que as seguintes igualdades são verdadeiras

〈Xz, Xz〉 =
1

4
〈Xu − iXv, Xu − iXv〉 =

1

4
(E − 2iF −G) = P,

〈Xz, Xz〉 =
1

4
〈Xu − iXv, Xu + iXv〉 =

1

4
(E +G) = λ

(3.17)

e ainda

〈Xz,−Nz〉 =
1

4
〈Xu − iXv,−Nu + iNv〉

=
1

4
(〈Xu,−Nu〉+ i〈Xu, Nv〉+ i〈Xv, Nu〉 − 〈Xv,−Nv〉)

=
1

4

(
ê− if̂ − if̂ − ĝ

)
.

Como z é um parâmetro conformal para a segunda forma fundamental II (métrica rie-
manniana), isto é, ê = ĝ > 0 e f̂ = 0. Segue que

〈Xz,−Nz〉 =
1

4

(
ê− if̂ − if̂ − ĝ

)
= 0. (3.18)
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Além disso, como N é ortogonal a Xu e Xv tem-se

〈Xz, N〉 =
1

2
〈Xu − iXv, N〉 =

1

2
(〈Xu, N〉 − i〈Xv, N〉) = 0. (3.19)

Logo, de (3.18) e (3.19) temos que, Xz é simultaneamente ortogonal a N e Nz . Assim,

Xz = α N ∧Nz, (3.20)

para alguma função complexa α. Considerando o produto interno de Xz com Nz, seguem
de (3.3), (3.15), (3.16) e (3.17) as seguintes igualdades

〈Xz, Nz〉 = 〈Xz,
ρ

D

(
λ Xz − P Xz

)
〉

=
ρ

D
λ〈Xz, Xz〉 −

ρ

D
P 〈Xz, Xz〉

=
ρ

D
λ2 − ρ

D
PP

=
ρ

D

(
λ2 − |P |2

)︸ ︷︷ ︸
=−D

= −ρ. (3.21)

e também

Nz ∧Nz =
ρ

D
(λ Xz − P Xz) ∧

ρ

D

(
λ Xz − P Xz

)
=

ρ2

D2

λ2 (Xz ∧Xz)− λP (Xz ∧Xz)︸ ︷︷ ︸
=0

−Pλ (Xz̄ ∧Xz̄)︸ ︷︷ ︸
=0

+PP (Xz ∧Xz)


= − ρ

2

D2
(Xz ∧Xz)

(
PP − λ2

)︸ ︷︷ ︸
=D

= K (Xz ∧Xz) . (3.22)

Por outro lado, de (3.11) obtém-se

Xu ∧Xv = (Xz +Xz) ∧ (iXz − iXz) = −2iXz ∧Xz,

ou seja,

Xz ∧Xz =
i

2
(Xu ∧Xv) (3.23)

e também sabemos por definição que 〈a ∧ b, c〉 = det (a, b, c) , para todo a, b, c ∈ R3.
Lembremos que isso é meramente o determinante de una matriz 3 × 3 cujas colunas (ou
linhas) são as componentes dos vetores a, b, c na base canônica de R3. Dáı,

〈a ∧ b, c〉 = 〈a, b ∧ c〉 para todo a, b, c ∈ R3,

então
〈N ∧Nz, Nz〉 = 〈N,Nz ∧Nz〉. (3.24)

Portanto, de (3.20) até (3.24) obtém-se

−ρ = 〈Xz, Nz〉 = α〈N∧Nz, Nz〉 = α〈N,Nz∧Nz〉 = αK〈N,Xz∧Xz〉 =
i α K

2
〈N,Xu∧Xv〉.

(3.25)
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Considerando N =
Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
, com ‖Xu ∧Xv‖ =

√
EG− F 2 =

√
−4D > 0, pois

N(p) é o vetor normal unitário, no mesmo lado da vizinhança V de p ∈ M em relação a
TpM (ver figura (4.1)). Assim, substituindo em (3.25) tem-se,

−ρ =
i α K

2
〈N,Xu ∧Xv〉

=
i α K

2
〈 Xu ∧Xv

‖Xu ∧Xv‖
, Xu ∧Xv〉

=
i α K

2

〈Xu ∧Xv, Xu ∧Xv〉
‖Xu ∧Xv‖

=
i α K

2
‖Xu ∧Xv‖

= i α K
√
−D,

ou seja,

α =
i

K

(
ρ√
−D

)
︸ ︷︷ ︸

=
√
K

=
i

K

√
K =

i√
K
, (3.26)

já que K = −ρ
2

D
> 0. Logo, de (3.20) e (3.26) temos que

Xz =
i√
K
N ∧Nz. (3.27)

Agora, vamos expressar o segundo e terceiro termos dentro dos colchetes em (3.8)
usando a expressão (3.27), que acabamos de mostrar acima. Assim, comoX = (X1, X2, X3)
segue de (3.27) que

∂

∂z
X1 =

i√
K

(N2N3z −N3N2z) ,

i
∂

∂z
X1 =

i2√
K

(N3N1z −N1N3z) ,

então

∂

∂z
(X1 + iX2) =

i√
K
N2N3z −

i√
K
N3N2z −

1√
K
N3N1z +

1√
K
N1N3z

=
N3z√
K

(N1 + iN2)− N3√
K

(N1z + iN2z) .

Dessa forma, obtemos

√
K

∂

∂z
(X1 + iX2) =

∂N3

∂z
(N1 + iN2)−N3

∂

∂z
(N1 + iN2) . (3.28)

De maneira análoga, temos que

Xz =
−i√
K
N ∧Nz e

√
K

∂

∂z
(X1 + iX2) = −∂N3

∂z
(N1 + iN2) +N3

∂

∂z
(N1 + iN2) . (3.29)
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Portanto, substituindo (3.28) e (3.29) em (3.8) e (3.9) respectivamente, obtém-se

∂g

∂z
=

1

(1−N3)2

[
∂ (N1 + iN2)

∂z
+
√
K

∂

∂z
(X1 + iX2)

]
,

∂g

∂z
=

1

(1−N3)2

[
∂ (N1 + iN2)

∂z
−
√
K

∂

∂z
(X1 + iX2)

]
.

(3.30)

Como 〈N,N〉 = 1, podemos reobter N a partir de g, ou seja, de (3.6) obtemos

N = (N1, N2, N3) =
1

1 + gg
(g + g,−i (g − g) ,−1 + gg) . (3.31)

Note que, 1−N3 = 1 +
1− gg
1 + gg

=
2

1 + gg
. Dessa forma, (1−N3)2 =

4

(1 + gg)2 .

Também, N1 + iN2 =
g + g

1 + gg
+

g − g
1 + gg

. Dáı,

(N1 + iN2)z =

(
2g

1 + gg

)
z

e (N1 + iN2)z =

(
2g

1 + gg

)
z

.

Então, (3.30) pode ser reescrita da seguinte maneira

4gz

(1 + gg)2 =

(
2g

1 + gg

)
z

+
√
K (X1 + iX2)z ,

4gz

(1 + gg)2 =

(
2g

1 + gg

)
z

−
√
K (X1 + iX2)z .

(3.32)

Observe que(
2g

1 + gg

)
z

=
2gz (1 + gg)− 2g (gzg + ggz)

(1 + gg)2 =
2gz − 2g2gz
(1 + gg)2 ,

(
2g

1 + gg

)
z

=
2gz (1 + gg)− 2g (gzg + ggz)

(1 + gg)2 =
2gz − 2g2gz
(1 + gg)2 .

Logo,

4gz

(1 + gg)2 −
(

2g

1 + gg

)
z

=
4gz

(1 + gg)2 −
2gz − 2g2gz
(1 + gg)2 = 2

gz + g2gz
(1 + gg)2 ,

4gz

(1 + gg)2 −
(

2g

1 + gg

)
z

=
4gz

(1 + gg)2 −
2gz − 2g2gz
(1 + gg)2 = 2

gz + g2gz
(1 + gg)2 .

(3.33)

Assim, de (3.32) e (3.33) obtém-se

2
gz + g2gz
(1 + gg)2 =

√
K (X1 + iX2)z , (3.34)

2
gz + g2gz
(1 + gg)2 = −

√
K (X1 + iX2)z . (3.35)
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Finalmente, as duas primeiras equações de (3.7) são obtidas de (3.34) e da equação
conjugada de (3.35) dada por

2
gz + g2gz

(1 + gg)2 = −
√
K (X1 − iX2)z , (3.36)

isto é, substráındo (3.36) de (3.34) obtemos

2
(1− g2) gz + (g2 − 1) gz

(1 + gg)2 = 2
√
K X1z,

ou seja,
∂X1

∂z
=

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

. (3.37)

Também, se somamos (3.34) e (3.36) obtemos

2
(1 + g2) gz + (g2 + 1) gz

(1 + gg)2 = 2i
√
K X2z,

ou seja,
∂X2

∂z
= −i (1 + g2)gz + (1 + g2)gz√

K(1 + gg)2
. (3.38)

Por outro lado, vamos obter a terceira equação de (3.7). Assim, sabemos que

〈Xu, N〉 = 〈Xv, N〉 = 0⇔ X1uN1 +X2uN2 +X3uN3 = X1vN1 +X2vN2 +X3vN3 = 0

(pois N é o mapa de Gauss em M). Logo,

X3u = −N1X1u +N2X2u

N3

, X3v = −N1X1v +N2X2v

N3

, (3.39)

segue de (3.31) e (3.39) que

X3z =
1

2
(X3u − iX3v)

=
1

2

(
−N1X1u +N2X2u

N3

+ i
N1X1v +N2X2v

N3

)
=

1

2

(
−N1 (X1u − iX1v)−N2 (X2u − iX2v)

N3

)
= −N1

N3

[
1

2
(X1u − iX1v)

]
︸ ︷︷ ︸

=X1z

−N2

N3

[
1

2
(X2u − iX2v)

]
︸ ︷︷ ︸

=X2z

= −N1

N3

X1z −
N2

N3

X2z

= − g + g

−1 + gg
X1z + i

g − g
−1 + gg

X2z

=
g + g

1− gg
X1z − i

g − g
1− gg

X2z. (3.40)
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Dessa maneira, substituindo (3.37) e (3.38) em (3.40) obtém-se

X3z =
g + g√

K(1 + gg)2 (1− gg)

[
(1− g2)gz − (1− g2)gz

]
+

i (g − g) (−i)√
K(1 + gg)2 (1− gg)

[
(1 + g2)gz + (1 + g2)gz

]
=

1√
K(1 + gg)2

[
(g − gg2 + g − g3) gz − (g − g3 + g − gg2) gz

(1− gg)

]
+

1√
K(1 + gg)2

[
(g + g3 − g − gg2) gz + (g + gg2 − g − g3) gz

(1− gg)

]
=

1√
K(1 + gg)2

[
(2g − 2gg2) gz + (2gg2 − 2g) gz

(1− gg)

]
=

1√
K(1 + gg)2

[
2ggz (1− gg) + 2ggz (1− gg)

(1− gg)

]
=

1√
K(1 + gg)2

[
(1− gg) (2ggz − 2ggz)

(1− gg)

]
=

1√
K(1 + gg)2

(2ggz − 2ggz) ,

ou seja,
∂X3

∂z
= 2

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

(3.41)

Portanto, de (3.37) , (3.38) e (3.41) obtemos a expressão (3.7). Isto completa a prova do
Teorema (3.2.1). �

O corolário a seguir apresenta uma outra forma de expressar a primeira e segunda
forma fundamental da imersão X : M → R3 onde M é uma superf́ıcie com estrutura
conformal proveniente de sua segunda forma fundamental.

Corolário 3.2.2. Com a notação acima, a primeira e segunda formas fundamentais da
imersão são dados, respectivamente, por

I =
4

K (1 + gg)2

[
−gzgzdz2 + (gzgz + gzgz) |dz|

2 − gzgzdz2
]
, (3.42)

II = 4
|gz|2 − |gz|2√
K (1 + gg)2 |dz|

2 (3.43)

Demonstração. Segue de (3.17) que 〈Xz, Xz〉 = P , pois z é parâmetro conformal. Além
disso, como X = (X1, X2, X3), segue do Teorema 3.2.1 que

X1zX1z =
1

K(1 + gḡ)4

[
(1− ḡ2)gz − (1− g2)ḡz

]2
,

X2zX2z =
(−i)2

K(1 + gḡ)4

[
(1 + ḡ2)gz + (1 + g2)ḡz

]2
,

X3zX3z =
4

K(1 + gḡ)4
[ḡgz − gḡz]2 .
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Assim,

P = X1zX1z +X2zX2z +X3zX3z

=
1

K(1 + gḡ)4

{[
(1− ḡ2)2 − (1 + ḡ2)2

]
g2
z +

[
(1− g2)2 − (1 + g2)2

]
ḡ2
z

}
+

− 1

K(1 + gḡ)4

{
2gzḡz(1− g2 − ḡ2 + ḡ2g2) + 2gzḡz(1 + g2 + ḡ2 + ḡ2g2)

}
+

+ X3zX3z.

Como (1− ḡ2)2 − (1 + ḡ2)2 = −4ḡ2 e (1− g2)2 − (1 + g2)2 = −4g2, obtemos

P =
1

K(1 + gḡ)4

(
−4ḡ2g2

z − 4gḡ2
z − 4gzḡz − 4gzḡzḡ

2g2
)

+

+
4

K(1 + gḡ)4

(
ḡ2g2

z + g2ḡ2
z − 2ḡgzgḡz

)
=

−4

K(1 + gḡ)4

(
gzḡz + gzḡzḡ

2g2 + 2ḡgzgḡz
)

=
−4

K(1 + gḡ)4
(gzḡz (1 + ḡ2g2 + 2ḡg)︸ ︷︷ ︸

=(1+gḡ)2

)

=
−4

K(1 + gḡ)2

[
gzḡz(1 + gḡ)2

(1 + gḡ)2

]
=

−4

K(1 + gḡ)2
gzḡz.

Por outro lado, temos que Xz̄ = (X1z̄, X2z̄, X3z̄). Calculando X1z̄, X2z̄ e X3z̄ a partir
de X1z, X2z e X3z, respectivamente, obtemos:

X1z̄ =
1√

K(1 + gg)2

[
(1− g2)gz̄ − (1− g2)gz̄

]
,

X2z̄ =
i√

K(1 + gg)2

[
(1 + g2)gz̄ + (1 + g2)gz̄

]
,

X3z̄ =
2√

K(1 + gg)2
[ggz̄ − ggz̄] .

Dessa forma, para calcular λ = 〈Xz, Xz̄〉, temos:

X1zX1z̄ =
1

K(1 + gg)4

[
(1− g2)gz(1− g2)gz̄ − (1− g2)2gzgz̄

]
+

+
1

K(1 + gg)4

[
−(1− g2)2gzgz̄ + (1− g2)(1− g2)gzgz̄

]
,

X2zX2z̄ =
1

K(1 + gg)4

[
(1 + g2)gz(1 + g2)gz̄ + (1 + g2)gzgz̄

]
+

+
1

K(1 + gg)4

[
(1 + g2)gzgz̄ + (1 + g2)(1 + g2)gzgz̄

]
,

X3zX3z̄ =
4

K(1 + gg)4

[
gggzgz̄ − g2gzgz̄ − g2gzgz̄ + gggzgz̄

]
.
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Como
(1− g2)(1− g2) = 1− g2 − g2 + g2g2 (3.44)

e
(1 + g2)(1 + g2) = 1 + g2 + g2 + g2g2, (3.45)

somando (3.44) e (3.45), obtemos

(1− g2)(1− g2) + (1 + g2)(1 + g2) = 2(1 + g2g2). (3.46)

Assim,

λ = X1zX1z̄ +X2zX2z̄ +X3zX3z̄

=
1

K(1 + gg)4

[
2(1 + g2g2)gzgz̄ + 4g2gzgz̄ + 4g2gzgz̄ + 2(1 + g2g2)gzgz̄

]
+

4

K(1 + gg)4

[
gggzgz̄ − g2gzgz̄ − g2gzgz̄ + gggzgz̄

]
=

1

K(1 + gg)4

2gzgz̄ (1 + g2g2 + 2gg)︸ ︷︷ ︸
(1+gg)2

+4g2(1− gzgz̄)

+

+
1

K(1 + gg)4

[
4g2(1− gzgz̄) + 2gzgz̄(1 + g2g2 + 2gg)

]
=

2

K(1 + gg)2(1 + gg)2

[
(gzgz̄ + gzgz̄)(1 + gg)2

]
=

2

K(1 + gg)2
[gzgz̄ + gzgz̄]

=
2

K(1 + gg)2

(
|gz̄|2 + |gz|2

)
.

Por outro lado, sabemos que −ρ = 〈Xz, Nz̄〉 e que

X1zN1z̄ =
1√

K(1 + gg)4

[
(1− g2)gz − (1− g2)gz

] [
(1− g2)gz̄ + (1− g2)gz̄

]
,

X2zN2z̄ =
(−i)(−i)√
K(1 + gg)4

[
(1 + g2)gz + (1 + g2)gz

] [
(1 + g2)gz̄ − (1 + g2)gz̄

]
,

X3zN3z̄ =
4√

K(1 + gg)4
[ggz − ggz] [gz̄g + ggz̄] .
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Logo,

〈Xz, Nz̄〉 = X1zN1z̄ +X2zN2z̄ +X3zN3z̄

=
1√

K(1 + gg)4

[
(1− g2)2gzgz̄ + (1− g2)(1− g2)gzgz̄

]
+

+
1√

K(1 + gg)4

[
−(1− g2)(1− g2)gzgz̄ − (1− g2)2gzgz̄

]
+

− 1√
K(1 + gg)4

[
(1 + g2)2gzgz̄ − (1 + g2)(1 + g2)gzgz̄

]
+

+
1√

K(1 + gg)4

[
(1 + g2)(1 + g2)gzgz̄ − (1 + g2)2gzgz̄

]
+

+
4√

K(1 + gg)4

[
g2gzgz̄ + gggzgz̄ − gggzgz̄ − g2gzgz̄

]
=

1√
K(1 + gg)4

[
(−4g2)gzgz̄ + 2(1 + g2g2)gzgz̄ − 2(1 + g2g2)gzgz̄ + (4g2)gzgz̄

]
+

+
4√

K(1 + gg)4

[
g2gzgz̄ + gggzgz̄ − gggzgz̄ − g2gzgz̄

]
=

1√
K(1 + gg)4

2gzgz̄ (1 + g2g2 + 2gg)︸ ︷︷ ︸
(1+gg)2

−2gzgz̄(1 + g2g2 + 2gg)


=

2√
K(1 + gg)2(1 + gg)2

[
(1 + gg)2(gzgz − gzgz̄)

]
=

2√
K(1 + gg)2

(
|gz|2 − |gz̄|2

)
.

Portanto,

ρ =
2√

K(1 + gg)2

(
|gz̄|2 − |gz|2

)
,

como queŕıamos. �

Teorema 3.2.3. Se X : S → R3 é uma imersão com curvatura de Gauss positiva K,
então o mapa de Gauss g satisfaz

4K

(
gzz̄ − 2gzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
= Kzgz̄ +Kz̄gz. (3.47)

Além disso, a curvatura de Gauss é determinada pelo mapa de Gauss, a menos de multi-
plicação por constantes positivas.

Demonstração. Como
(Xiz)z̄ = (Xiz̄)z, i = 1, 2, 3,

é equivalente a
(Xiz)z̄ − (Xiz̄)z = 0, para cada i = 1, 2, 3,

consideremos inicialmente o caso i = 1, isto é

(X1z)z̄ − (X1z̄)z = 0.
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Segue do Teorema 3.2.1 que

(X1z)z̄ =

[
1√

K(1 + gḡ)2

(
(1− ḡ2)gz − (1− g2)ḡz

)]
z̄

e

(X1z̄)z =

[
1√

K(1 + gḡ)2

(
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

)]
z

.

Dessa forma, abrindo as expressões de (X1z)z̄ e (X1z̄)z, obtemos:

(X1z)z̄ =
1√

K(1 + gḡ)4

[
(1− ḡ2)gz − (1− g2)ḡz

]
z̄

√
K(1 + gḡ)2 −

((1− ḡ2)gz − (1− g2)ḡz)
[√

K(1 + gḡ)2
]
z̄

=
1√

K(1 + gḡ)4

[
−2ḡḡz̄gz + (1− ḡ2)gzz̄ + 2ggz̄ḡz − (1− g2)ḡzz̄

]√
K(1 + gḡ)2 −

(
(1− ḡ2)gz − (1− g2)ḡz

) [ Kz̄

2
√
K

(1 + gḡ)2 + 2
√
K(gz̄ḡ + gḡz̄)(1 + gḡ)

]
(3.48)

e

(X1z̄)z =
1√

K(1 + gḡ)4

[
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

]
z

√
K(1 + gḡ)2 −(

(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄
) [√

K(1 + gḡ)2
]
z

=
1√

K(1 + gḡ)4

[
−2ggzḡz̄ + (1− g2)ḡz̄z + 2ḡḡzgz̄ − (1− ḡ2)gz̄z

]√
K(1 + gḡ)2 −

(
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

) [ Kz

2
√
K

(1 + gḡ)2 + 2
√
K(gzḡ + gḡz)(1 + gḡ)

]
. (3.49)

Subtraindo (3.49) de (3.48), obtemos uma expressão equivalente a (X1z)z̄ − (X1z̄)z = 0, a
saber:

1

2K
√
K(1 + gḡ)4

2K(1 + gḡ)2(gzḡz̄(−2ḡ + 2g)− 2(1− g2)ḡzz̄ +

+gz̄ḡz(2g − 2ḡ) + 2(1− ḡ2)gzz̄)(1 + gḡ)2(Kz̄

[
(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz

]
+

+Kz

[
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

]
) + 4K(1 + gḡ)((gz̄ḡ + gḡz̄)(

(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz
)

+ (gzḡ + gḡz)
(
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

)
) = 0. (3.50)

Multiplicando ambos os membros da igualdade (3.50) por 2K
√
K(1 + gḡ)2, obtemos

2K
[
2(1− ḡ2)gzz̄ − 2(1− g2)ḡzz̄ + (2g − 2ḡ)(gz̄ḡz + gzḡz̄)

]
+

Kz

[
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

]
+Kz̄

[
(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz

]
+

4K

1 + gḡ
(gz̄ḡḡz(1− g2)− gz̄ḡ(1− ḡ2)gz + gḡz̄(1− g2)ḡz − gḡz̄(1− ḡ2)gz+

gzḡḡz̄(1− g2)− gzḡ(1− ḡ2)gz̄ + gḡz(1− g2)ḡz̄ − gḡz(1− ḡ2)gz̄) = 0,
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que é equivalente a

4K
[
(1− ḡ2)gzz̄ − (1− g2)ḡzz̄

]
+ 4K(g − ḡ) [gz̄ḡz + gzḡz̄] +

Kz

[
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

]
+Kz̄

[
(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz

]
+

4K

1 + gḡ

[
ḡ(1− g2)(gz̄ḡz + gzḡz̄)− g(1− ḡ2)(ḡz̄gz + ḡzgz̄

]
+

4K

1 + gḡ

[
−2ḡ(1− ḡ2)gzgz̄ + 2g(1− g2)ḡzḡz̄

]
= 0. (3.51)

Mas

ḡ(1− g2)(gz̄ḡz + gzḡz̄)− g(1− ḡ2)(ḡz̄gz + ḡzgz̄) =

(ḡz̄gz + ḡzgz̄)(ḡ − ḡg2 − g + gḡ2) =

(ḡz̄gz + ḡzgz̄) [ḡ(1 + gḡ)− g(1 + gḡ)] =

(ḡz̄gz + ḡzgz̄) [−(1 + gḡ)(g − ḡ)] .

Portanto,

ḡ(1− g2)(gz̄ḡz + gzḡz̄)− g(1− ḡ2)(ḡz̄gz + ḡzgz̄) = −(1 + gḡ)(g − ḡ)(ḡz̄gz + ḡzgz̄). (3.52)

Substituindo (3.52) em (3.51), obtemos

4K
[
(1− ḡ2)gzz̄ − (1− g2)ḡzz̄

]
+Kz

[
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

]
+

Kz̄

[
(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz

]
+

8K

1 + gḡ

[
−ḡ(1− ḡ2)gzgz̄ + g(1− g2)ḡzḡz̄

]
= 0,

que é equivalente a

8K

1 + gḡ

(
(−ḡ − ḡ3)gzgz̄ + (g − g3)ḡzḡz̄

)
+Kz

(
(1− g2)ḡz̄ − (1− ḡ2)gz̄

)
+

Kz̄

(
(1− g2)ḡz − (1− ḡ2)gz

)
+ 4K

(
(1− ḡ2)gzz̄ − (1− g2)ḡzz̄

)
= 0. (3.53)

Para os casos i = 2 e i = 3 obtemos, de maneira análoga à anterior e mediante às
adaptações necessárias, as seguintes igualdades:

8K

1 + gḡ

(
(ḡ + ḡ3)gzgz̄ + (g + g3)ḡzḡz̄

)
+Kz

(
(1 + g2)ḡz̄ + (1 + ḡ2)gz̄

)
+

Kz̄

(
(1 + g2)ḡz + (1 + ḡ2)gz

)
− 4K

(
(1 + ḡ2)gzz̄ + (1 + g2)ḡzz̄

)
= 0 (3.54)

e

8K

1 + gḡ

(
−ḡ2gzgz̄ + g2ḡzḡz̄

)
+Kz(gḡz̄ − ḡgz̄) +

Kz̄ (gḡz − ḡgz) + 4K(ḡgzz̄ − gḡzz̄) = 0, (3.55)

respectivamente.

Se de (3.53) subtrairmos (3.54), obtemos:
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8K

1 + gḡ

(
(−2ḡ)gzgz̄ + (−2g3)ḡzḡz̄

)
+Kz

(
(−2g2)ḡz̄ − 2gz̄

)
+

Kz̄

(
(−2g2)ḡz − 2gz

)
+ 4K

(
2gzz̄ + (2g2)ḡzz̄

)
= 0. (3.56)

Por outro lado, multiplicando (3.55) por 2g, obtemos:

16Kg

1 + gḡ

(
−ḡ2gzgz̄ + g2ḡzḡz̄

)
+ 2gKz(gḡz̄ − ḡgz̄) +

2gKz̄ (gḡz − ḡgz) + 8Kg(ḡgzz̄ − gḡzz̄) = 0. (3.57)

Somando (3.56) e (3.57), vem

− 16Kg

1 + gḡ
ḡ2gzgz̄ − 2Kzgz̄ − 2Kz̄gz + 8Kgzz̄+

− 16Kg

1 + gḡ
gḡ2gzgz̄ − 2Kzgḡgz̄ − 2Kz̄gḡgz + 8Kgḡgzz̄ = 0. (3.58)

Logo,

− 16K

1 + gḡ
gzgz̄ḡ(1 + gḡ) + 8Kgzz̄(1 + gḡ) = 2Kz(gz̄ + gḡgz̄) + 2Kz̄(gz + gḡgz).

Dáı,

2(1 + gḡ)

(
4Kgzz̄ −

8K

1 + gḡ
gzgz̄ḡ

)
= 2Kzgz̄(1 + gḡ) + 2Kz̄gz(1 + gḡ),

cuja simplificação nos fornece

4K

(
gzz̄ − 2gzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
= Kzgz̄ +Kz̄gz,

que é a expressão em (3.47).

Observe que a equação conjugada de (3.47) é dada por

4

(
ḡz̄z − 2ḡz̄ḡz

g

1 + gḡ

)
=
Kz̄

K
ḡz +

Kz

K
ḡz̄. (3.59)

Reescrevendo (3.47) e (3.59), obtemos, respectivamente:

(logK)zgz̄ + (logK)z̄gz = 4

(
gzz̄ − 2gzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
(3.60)

(logK)zḡz̄ + (logK)z̄ḡz = 4

(
ḡzz̄ − 2ḡzḡz̄

g

1 + gḡ

)
(3.61)

Como ρ =
2
(
|gz̄|2 − |gz|2

)
√
K (1 + gḡ)2 é positivo, segue que |gz̄|2 − |gz|2 > 0.
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Multiplicando (3.60) por ḡz e (3.61) por gz, vem

(logK)zḡzgz̄ + (logK)z̄ḡzgz = 4

(
ḡzgzz̄ − 2ḡzgzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
, (3.62)

(logK)zgzḡz̄ + (logK)z̄gzḡz = 4

(
gzḡzz̄ − 2gzḡzḡz̄

g

1 + gḡ

)
. (3.63)

Subtraindo (3.63) de (3.62), obtemos

(logK)z (ḡzgz̄ − gzḡz̄) = 4

(
ḡzgzz̄ − gzḡzz̄ + 2gzḡz

ḡz̄g − gz̄ḡ
1 + gḡ

)
. (3.64)

Como ḡzgz̄ = |gz̄|2 e gzḡz̄ = |gz|2, substituindo essas igualdades em (3.64), obtemos

(logK)z =
4

|gz̄|2 − |gz|2

(
ḡzgzz̄ − gzḡzz̄ + 2gzḡz

ḡz̄g − gz̄ḡ
1 + gḡ

)
. (3.65)

Portanto, K é determinado pela expressão (3.65), o que significa dizer que g determina
K, a menos de multiplicação por constantes positivas.

�

Observação 3.2.4. A equação (3.65) é equivalente a (3.47). Mais do que isso, (3.47) é
satisfeita se, e somente se, (3.53), (3.54) e (3.55) são satisfeitas.

Observação 3.2.5. No teorema 3.2.3 temos que (3.47) é a condição de integrabilidade
do sistema

∂X1

∂z
=

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

,

∂X2

∂z
= −i (1 + g2)gz + (1 + g2)gz√

K(1 + gg)2
,

∂X3

∂z
= 2

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

,

onde X = (X1, X2, X3) ,
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
, dado pelo teorema 3.2.1. Pois, denotando

Xz = (X1z, X2z, X3z) por ∂z, temos que (3.47) é satisfeita se, e somente se, (3.53), (3.54)
e (3.55) são satisfeitas, que é equivalente a

(Xiz)z̄ − (Xiz̄)z = 0, para cada i = 1, 2, 3,

ou seja,
(Xz)z − (Xz)z = 0,

Dáı,
[∂z, ∂z] = 0 (3.66)

isto é, o colchete de Lie dos campos vetoriais ∂z, ∂z és zero.
Assim, temos D : M → R3 uma distribução de posto 2 na superf́ıcie (variedade) M , dada
por D(p) = span {∂z, ∂z}, onde D(p) ⊂ TpM é um subespaço vetorial de dimensão 2 e z
é um parâmetro conformal para a segunda forma fundamental II.

Portanto, de (3.66) temos que [∂z, ∂z] (p) = 0 ∈ D(p), para todo p ∈M . Dessa forma,
a distribuição D de posto 2 na superf́ıcie M é involutiva.



Caṕıtulo 4

Sobre Existência e Unicidade

Começaremos este caṕıtulo definindo conceitos que costumam ser apresentados nos cursos
de Análise em Rn e de Topologia (cf. [12], [17]). Também faremos uma breve introdução
aos mapas harmônicos (cf.[19]).

4.1 Abertos simplesmente conexos

O leitor que já teve a oportunidade de trabalhar com números reais (ou complexos)
certamente já está familiarizado com algumas propriedades sobre conjuntos abertos e
conexos. Convém definir, assim, o importante conceito de conjuntos abertos simplesmente
conexos.

Definição 4.1.1. Diz-se que um conjunto aberto S ⊂ Rn é simplesmente conexo se é
conexo e qualquer linha fechada Γ ⊂ S pode ser transformada continuamente num ponto
P ∈ S, ou seja, se existe uma função H : [0, 1]× [0, 1] → Rn cont́ınua, com as seguintes
propriedades:

1. H(0, t) = P ; t ∈ [0, 1]

2. H(1, t) = γ(t); t ∈ [0, 1]

3. H(s, 0) = H(s, 1); s ∈ [0, 1],

em que γ : [0, 1] → Rn é um caminho que descreve a linha Γ. Nessas condições, diz-se
que a linha Γ é homotópica a um ponto.

Exemplo 4.1.2. Qualquer conjunto S ⊂ Rn convexo é simplesmente conexo. S é convexo
se, dados dois pontos P ∈ S e Q ∈ S, então o segmento de reta [P,Q] está contido em S.
Consideremos a função H : [0, 1]× [0, 1]→ Rn, definida por

H(s, t) = p+ s(α(t)− P ).

Esta função estabelece a homotopia (deformação cont́ınua) entre uma linha qualquer fe-
chada Γ ⊂ S, descrita pelo caminho γ : [0, 1] → Rn, e um ponto qualquer P fixo em S,
tal como se ilustra na Figura 4.1.
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Figura 4.1: Homotopia ou deformação de uma linha fechada em um ponto.

Exemplo 4.1.3. Qualquer conjunto estrelado1 é simplesmente conexo: basta definir a
homotopia do mesmo modo que no exemplo anterior. Note que qualquer conjunto convexo
é uma estrela. Em particular, uma bola é uma estrela.

Exemplo 4.1.4. O conjunto R3 \ {(0, 0, 0)} não é estrelado mas é simplesmente conexo.
Com efeito, qualquer linha fechada contida neste conjunto pode ser continuamente defor-
mada num ponto qualquer distinto da origem.

Figura 4.2: Conjunto estrelado.

Exemplo 4.1.5. O conjunto R2 \ {(0, 0)} não é simplesmente conexo, pois dada uma
linha fechada em torno da origem não é posśıvel deformá-la continuamente em um ponto.
No entanto, qualquer linha Γ fechada em torno da origem é homotópica à circunferência

1Um conjunto S ⊂ Rn diz-se estrelado, ou que é uma estrela, se existir um ponto P ∈ S tal que o
segmento de reta [P,Q] se encontra em S para qualquer ponto Q ∈ S.
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centrada na origem e de raio igual a um. De fato, seja γ : [0, 1] → R2 o caminho que
descreve a linha Γ. Então, a função α : [0, 1]→ R2, definida por

α(t) =
γ(t)

‖γ(t)‖
,

é um caminho que descreve a circunferência centrada na origem e de raio igual a um.
Assim, a função

H(s, t) = α(t) + s(γ(t)− α(t))

estabelece a referida homotopia.

4.2 Mapas harmônicos

Nesta seção, daremos uma atenção especial às aplicações harmônicas. Veremos que as
aplicações harmônicas são os pontos cŕıticos de um funcional, os quais serão importantes
ferramentas para as próximas seções.

Sejam Mn, Nk duas variedades Riemannianas com métricas Riemannianas dada por

ds2
M =

∑
αβ

gαβdx
αdxβ, ds2

M =
∑
i,j

h(f(x))ijdu
iduj

respectivamente. Seja f : Mn → Nk uma aplicação diferenciável.
Queremos encontrar uma forma quadrática em M que seja puxada da métrica de N.

Essa forma quadrática é denominada de pull-back e é definida da seguinte forma

f ∗(ds2
N) : (TpM)n → R

V 7→ f ∗(ds2
N)(V ) = ds2

N(df(V ))

Em coordenadas locais, o pull-back é dado por

f ∗(ds2
N) =

∑
α,β

( ∑
i,j hij(f(x)) ∂u

i

∂xα
∂uj

∂xβ

)
duαduβ.

O pull-back é uma forma bilinear simétrica globalmente defida, que denotaremos por q(p);
p ∈M . Ou seja, fixado um ponto p ∈M , temos que

q(p) : TpM × TpM → R
(v, w) 7→ q(p)(v, w) = 〈Av,w〉,

e A : TpM → TpM é um operador auto-adjunto. Sendo assim existe uma base {e1, · · · , en}
de TpM formada por autovetores deA. Sejam λios autovalores associados a ei e {w1, · · · , wn}
a base dual, então temos que dado um vetor v ∈ TpM , segue que

q(p)(v, v) =
n∑
i=1

λi(wi(v))2.

A energia da aplicação f , denotada por |df |2, é definida como o traço da forma quadrática
q(p), ou seja,

|df |2 = q(p) =
∑
i

λi.
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Observe que na base
{

∂
∂xi
, · · · , ∂

∂xn

}
, temos que A ∂

∂xα
=
∑

γ aαγ
∂
∂γ

, onde α, γ =

1, · · · , n e aαγ ∈ R.
A matriz (aαγ) representa A na base

{
∂
∂xi
, · · · , ∂

∂xn

}
. Vamos então calcular o trA =∑

γ aγγ. Note que, por um lado

q(p)
(

∂
∂xα

, ∂
∂xβ

)
=
∑
γ

aαγgγα. (4.1)

q(p)
(

∂
∂xα

, ∂
∂xβ

)
=
∑
i,j

hij(f(x))
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
. (4.2)

Usando as equações (4.1) e (4.2), temos que∑
γ

aαγgγα =
∑
i,j

hij(f(x))
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
.

Multiplicando por gγβ e somando em β, obtemos:∑
β

∑
γ

aαγδγβ =
∑
β

∑
i,j

hij(f(x))
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
gγβ.

Dáı, ∑
γ

aγγ =
∑
γ,β,i,j

hij(f(x))
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
gγβ.

Logo,

|df |2 =
∑
α

aαα =
∑
γ,β,i,j

hij(f(x))
∂ui

∂xα
∂uj

∂xβ
gγβ, (4.3)

é a representação local da energia de uma aplicação diferenciável f : M → N .

Definição 4.2.1. O funcional energia, denotado por E(f), é definido por

E(f) =

∫
M

|df |2dM.

Os pontos cŕıticos do funcional E no espaço das aplicações são chamados de aplicações
harmônicas.

Sejam M e N duas superf́ıcies orientadas compactas sem bordo e u : M → N , onde as
coordenadas de M são z = x+ iy e as coordenadas de N são u = u1 + iu2. As métricas de
M e N são dadas por ds2

M = λ(z) |dz|2 e ds2
N = ρ(u(z)) |du|2, respectivamente. Suponha

que u se anula fora da vizinhança coordenada de M e suponha que sua imagem esteja
contida dentro da vizinhança coordenada de N .

Usando a equação (4.3), segue que a energia dessa aplicação u é dada por:

|du|2 = 2
ρ(u(z))

λ(z)

(
|uz|2 + |uz|2

)
. (4.4)
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Seja v = u+ tη, em que η é uma função complexa C∞ com suporte compacto. Então,

E(v) =

∫
M

2
ρ(v(z))

λ(z)

(
|vz|2 + |vz|2

)
dM.

Suponhamos que u seja uma aplicação hamônica, ou seja, um ponto cŕıtico do funcional
energia. Temos então que

d

dt
(E(v))t=0 = 2

∫
M

[
ρuη + ρūη |uz|2 + ρ (ηzūz + uzηz)

]
dxdy +

+ 2

∫
M

[
ρuη + ρūη |uz|2 + ρ (ηzūz + uzηz)

]
dxdy

= 4

∫
M

Re
[
ρūη |uz|2 + ρuzηz + ρūη |uz|2 + ρuzηz

]
dxdy.

Observe que
(ρuzη)z = (ρuuzη + ρūūzη)uz + ρuzzη + ρuzηz,

e
(ρuzη)z = (ρuuzη + ρūūzη)uz + ρuzzη + ρuzηz.

Usando o teorema de Stokes, temos que∫
M

(ρuzη)z dxdy =

∫
M

(ρuzη)z dxdy = 0.

Dáı,

d

dt
(E(v))t=0 = 4

∫
M

Re
[
ρūη |uz|2 + ρuzηz + ρūη |uz|2 + ρuzηz

]
dxdy

= 4

∫
M

Re [(ρuzη)z + (ρuzη)z − 2ρuuzuzη − 2ρuzzη] dxdy

= 8

∫
M

Re [(−ρuuzuz − ρuzz) η] dxdy

= 0, ∀η.

Portanto, conclúımos que u é uma aplicação hamônica se, e somente se,

uzz + (log ρ)u uzuz = 0, (4.5)

ou
ūzz + (log ρ)ū ūzūz = 0. (4.6)

Observe que chegamos à fórmula usando coordenadas locais. No entanto, se trocamos
a carta em torno do ponto em M , através de cálculos simples, mostra-se que a equação
não muda, isto é, a equação da aplicação hamônica independe da escolha da carta local
e, portanto, trata-se de uma fórmula global.

No caso particular em que a superf́ıcie N seja S2, temos que

ds2
S2 =

4(
1 + |u|2

)2︸ ︷︷ ︸
=ρ(u(z))

|du|2 .



68

Logo,

(logK)u =
ρu
ρ

=

(
1 + |u|2

)2

4

(
4(

1 + |u|2
)2

)
u

=

(
1 + |u|2

)2

4

[
−8
(
1 + |u|2

)
u(

1 + |u|2
)4

]
,

Dáı,

(logK)u =
−2 u

1 + |u|2
=
−2 u

1 + uu
. (4.7)

Dessa maneira, temos de (4.5) e (4.7) que u é uma aplicação hamônica se, e somente se,

uzz − 2 uzuz
u

1 + uu
= 0. (4.8)

4.3 O teorema de existência e unicidade

Vejamos agora o resultado principal desta dissertação. Mas antes, apresentaremos
uma interessante consequência que segue do Teorema 3.2.3.

Corolário 4.3.1. Seja X : M → R3 uma imersão em R3, com curvatura de Gauss
positiva K e mapa de Gauss g : M → C ∪ {∞}. Então, K é uma constante positiva se,
e somente se, g é um mapa harmônico para a estrutura conformal induzida pela segunda
forma fundamental.

Demonstração. Tendo em conta que

(logK)z =
Kz

K
(4.9)

e a expresão (3.65) na demonstração do Teorema 3.2.3, dado por

(logK)z =
4

|gz̄|2 − |gz|2

(
ḡzgzz̄ − gzḡzz̄ + 2gzḡz

ḡz̄g − gz̄ḡ
1 + gḡ

)
.

Segue que, K é constante se, e somente se, ḡzgzz̄ − gzḡzz̄ + 2gzḡz
ḡz̄g − gz̄ḡ

1 + gḡ
= 0.

Assim, considerando ésta equação e sua conjugada nas incógnitas gzz e gzz, K é constante
é equivalente a (

gzz̄ − 2gzgz̄
ḡ

1 + gḡ

)
= 0.

Assim, de (4.8) segue que g é um mapa harmônico.
�

Abordaremos agora o problema de obter condições sob as quais dadas uma superf́ıcie
M , N : M → S2 ⊂ R3, um mapa diferenciável e K : M → R uma função positiva, exista
X : M → R3 uma imersão em R3 tais que N e K sejam o seu mapa de Gauss e sua
curvatura de Gauss, respectivamente, de M com estrutura conformal proveniente de sua
segunda forma fundamental.

Condições necessárias para a existência da imersão X : M → R3 resultam imediata-
mente dos teoremas 3.2.1 e 3.2.3.

Agora, obteremos condições necessárias e suficientes para a existência de uma imersão
com curvatura de Gauss positiva em R3, em termos de seu mapa de Gauss e da estrutura
conformal da segunda forma fundamental.
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Teorema 4.3.2. Seja M uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa e N : M →
S2 ⊂ R3 um mapa diferenciável. Então existe uma imersão X : M → R3 com mapa de
Gauss N e tal que a estrutura conformal de M é a induzida pela segunda forma funda-
mental se, e somente se,

|gz|2 − |gz|2 > 0, (4.10)

Im

{
∂

∂z

(
4

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

))}
= 0, (4.11)

onde g é como em (3.6). Além disso, a imersão é única a menos de uma transformação
de similaridade2em R3 e pode ser recuperada usando as equações

X1 =

∫
Re

{
2

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

dz

}
+ C1,

X2 =

∫
Re

{
−2i

(1 + g2)gz + (1 + g2)gz√
K(1 + gg)2

dz

}
+ C2,

X3 =

∫
Re

{
4

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

dz

}
+ C3,

(4.12)

onde

logK =

∫
Re

{
8

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

)
dz

}
+ λ,

C1, C2, C3, λ são constantes reais e as integrais são tomadas ao longo de um caminho de
um ponto fixado a um ponto que varia.

Demonstração. Se M é uma superf́ıcie de Riemann com estrutura conformal dada pela
segunda forma fundamental de uma imersão X : M → R3, então K > 0, pois de (3.3)
temos que,

K = −ρ
2

D
,

onde ρ é uma funcão positiva e D é um número real negativo. Portanto,

logK e
∂2(logK)

∂z∂z
,

devem ser reais. Assim, de (3.65) obtemos

Im

{
∂

∂z

(
4

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

))}
= 0.

Mais do que isso, na demonstração do Corolário 3.2.2, obtivemos a seguinte expressão

ρ =
2√

K(1 + gg)2

(
|gz̄|2 − |gz|2

)
.

Dáı,
|gz̄|2 − |gz|2 > 0.

2As transformações de similaridade consistem de translações, rotações e mudança de escala
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Por outro lado, do Teorema 3.2.1 temos que Xz = (X1z, X2z, X3z) tal que

∂X1

∂z
=

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

,

∂X2

∂z
= −i (1 + g2)gz + (1 + g2)gz√

K(1 + gg)2
,

∂X3

∂z
= 2

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

.

Dessa forma,
X1z, X2z, X3z ∈ C,

já que, de (3.30) gz ∈ C. Dáı,
X1z, X2z, X3z ∈ C.

Além disso, da análise complexa temos que para j = 1, 2, 3, se verifica

Xjz +Xjz = 2Re {Xjz} , (4.13)

onde, Re {.} denota a parte real de um número complexo.

Porém, Xjz = Xjz, pois
∂

∂z
=

1

2

(
∂

∂u
− i ∂

∂v

)
=

∂

∂z
. Assim, para j = 1, 2, 3, obtemos

Xjz +Xjz = Xjz +Xjz =

(
∂

∂z
+

∂

∂z

)
Xj =

∂

∂u
Xj. (4.14)

Logo, segue de (4.13) e de (4.14), que

∂

∂u
Xj = Re {2Xjz} , j = 1, 2, 3. (4.15)

Portanto, como Xj e Xjz são cont́ınuas na superf́ıcie de Riemann M , com j = 1, 2, 3,
integramos ambos os membros da expressão (4.15). Assim, para j = 1, 2, 3, obtemos

Xj =

∫
Re {2Xjz} du+ Cj

=

∫
Re {2Xjzdz}+ Cj, (pois dz = du+ idv), (4.16)

onde, C1, C2, C3, são constantes reais. Dessa forma, de (4.16)obtemos a expressão (4.12).
Também, de maneira análoga, obtemos de (3.65) que

logK =

∫
Re

{
8

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

)
dz

}
+ λ,

onde, λ é uma contante real.

Reciprocamente, seja g =
1

1−N3

(N1 + iN2) com N = (N1, N2, N3). Como M é uma

superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa, então pelo Lema 2.2.22 a equação dada por

(logK)z =
4

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

)
, (4.17)
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tem soluçaõ quando

∂

∂z

(
4

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

))
∈ R. (4.18)

Porém, (4.18) é equivalente a (4.11), isto é,

Im

{
∂

∂z

(
4

|gz|2 − |gz|2

(
gzgzz − gzgzz + 2gzgz

ggz − ggz
1 + gg

))}
= 0.

Dessa forma, existe ϕ : S → R tal que K = eϕ, satisfazendo (4.17).
Por outro lado, assuma primeiramente a existência de uma imersão X = (X1, X2, X3)

satisfazendo
∂X1

∂z
=

(1− g2)gz − (1− g2)gz√
K(1 + gg)2

,

∂X2

∂z
= −i (1 + g2)gz + (1 + g2)gz√

K(1 + gg)2
,

∂X3

∂z
= 2

ggz − ggz√
K(1 + gg)2

.

Vamos mostrar que z = u + iv, é um parâmetro conformal para a segunda forma
fundamental de M . De fato, como 〈N,N〉 = 1, de (3.6) obtemos N a partir de g, isto é,

N = (N1, N2, N3) =
1

1 + gg
(g + g,−i (g − g) ,−1 + gg) . (4.19)

Logo, Nz = (N1z, N2z, N3z) onde

N1z =
1

(1 + gg)2

[(
1− g2

)
gz +

(
1− g2

)
gz
]
, (4.20)

N2z =
−i

(1 + gg)2

[(
1 + g2

)
gz −

(
1 + g2

)
gz
]
, (4.21)

N3z =
2

(1 + gg)2 (gzg + ggz) . (4.22)

Dessa maneira,

N ∧Nz = (N2N3z −N3N2z, N3N1z −N1N3z, N1N2z −N2N1z) , (4.23)

porém, de (4.19), (4.21) e (4.22) temos que

N2N3z =
−2i

(1 + gg)3 (ggzg + g2gz − gzg2 − gggz) e

−N3N2z =
i

(1 + gg)3 [(1 + g2) gz − (1 + g2) gz + gggz (1 + g2)− gggz (1 + g2)] .
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Assim,

N2N3z −N3N2z =
i

(1 + gg)3

[(
1 + g2

)
gz −

(
1 + g2

)
gz − 2g2gz + 2gzg

2
]

+

i

(1 + gg)3

[
−gggz + gggz + gggzg

2 − gggzg2
]

=
i

(1 + gg)3

[
gz − gz + gzg

2 − g2gz
]

+

i

(1 + gg)3

[
gggz − gggz + gg

(
gzg

2 − gzg2
)]

=
i

(1 + gg)3

[
(1 + gg) gz − (1 + gg) gz + (1 + gg)

(
gzg

2 − gzg2
)]

=
i

(1 + gg)3

[
(1 + gg)

(
gz − gz + gzg

2 − gzg2
)]

=
i

(1 + gg)2

[(
1− g2

)
gz −

(
1− g2

)
gz
]
.

Procedendo de maneira análoga, obtemos as seguintes expressões

N3N1z −N1N3z = − 1

(1 + gg)2

[
(1 + g2)gz + (1 + g2)gz

]
e

N1N2z −N2N1z =
2i

(1 + gg)2
[ggz − ggz] .

Portanto, de (4.23) segue que

Xz = (X1z, X2z, X3z) =
i√
K
N ∧Nz. (4.24)

Dáı,

〈Xz, N〉 =
i√
K
〈N ∧Nz, N〉 = 0,

ou seja, N é ortogonal a Xz. Logo, N é o mapa de Gauss.
Também, de (4.24) obtemos

〈Xz,−Nz〉 =
i√
K
〈N ∧Nz,−Nz〉 = 0, (4.25)

Porém,

〈Xz,−Nz〉 =
1

4
〈Xu − iXv,−Nu + iNv〉

=
1

4
(〈Xu,−Nu〉+ i〈Xu, Nv〉+ i〈Xv, Nu〉 − 〈Xv,−Nv〉)

=
1

4

(
ê− if̂ − if̂ − ĝ

)
=

1

4
Q (pois segue da expressão (2.18)). (4.26)

Dessa forma, temos de (4.25) e (4.26) que

Q = 0,
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Observe que, da expressão obtida na demonstração do Corolário 3.2.2, isto é,

ρ =
2√

KGauss(1 + gg)2

(
|gz̄|2 − |gz|2

)
,

onde, KGauss > 0 é a curvatura de Gauss de M . Conclui-se,

ρ > 0, (pois segue de (4.10) que |gz̄|2 − |gz|2 > 0).

Portanto, z é um parâmetro conformal, ou seja, a estrutura conformal de M é a segunda
forma fundamental.

Por outro lado, temos de (3.3) que

KGauss = −ρ
2

D
, onde D = |P |2 − λ2 < 0.

Também, de (3.27) segue que

Xz =
i√

KGauss

N ∧Nz. (4.27)

Assim, de (4.24) e (4.27) obtém-se(
i√
K
− i√

KGauss

)
N ∧Nz, (4.28)

mas, N ∧Nz 6= 0, pois Xz 6= 0. Logo,

K = KGauss,

ou seja, K é a curvatura de Gauss de M .
Finalmente, queremos mostrar a existência da solução da EDP de primeira ordem,

dada por

Xz =
1√

K(1 + gg)2

(
(1− g2)gz − (1− g2)gz,−i

(
(1 + g2)gz + (1 + g2)gz

)
, 2 (ggz − ggz)

)
,

(4.29)
na superf́ıcie simplesmente conexa M . Para fazer isso, usaremos o Teorema de Frobenius,
ou seja, precisamos provar que

[Xz, Xz] = 0.

Porém, da Observação 3.2.5 essa condição é equivalente a que (3.47) é a condição de
integrabilidade da EDP (4.29). Agora, da observação 3.2.4, é fácil verificar que (4.17)
(ou equivalentemente, (3.47)) é a condição de integrabilidade da EDP (4.29). Mas, como
(4.11) é equivalente a (4.18) o qual garante a existência da solução da equação (4.17).
Dáı, segue que existe a soluçaõ da EDP (4.29).

Além disso, se X1, X2 : M → R3 são duas imersões como acima com curvatura de
Gauss K1 e K2 respectivamente, então (logK1)z = (logK2)z e K1 = rK2 para alguma
constante positiva r. Assim, X2

z =
√
r X1

z e X2 =
√
r X1 + c, c ∈ R3. �

Como uma consequência do Teorema 4.3.2, obtemos o seguinte resultado:
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Corolário 4.3.3. Seja M uma superf́ıcie de Riemann simplesmente conexa. Então, M
pode ser imersa em R3 com mapa de Gauss N e curvatura de Gauss constante tal que a
estrutura conformal de M é dada por sua segunda forma fundamental se, e somente se,
existe um difeomorfismo local harmônico de M em S2.

Demonstração. Se X : M → R3 é uma imersão com curvatura de Gauss K, onde M é uma
superf́ıcie de Riemann com estrutura conformal dada por sua segunda forma fundamental.
Então, K deve ser positiva.
Consequentemente, N é um difeomorfismo local, pois K = det(dN). Mais do que isso, do
Corolário 4.3.1 segue que N : M → S2 deve ser harmônico.

Reciprocamente, se N : M → S2 é um difeomorfismo local harmônico. Então, fazendo

N = (N1, N2, N3) obtemos g =
1

1−N3

(N1 + iN2). Assim,

(
gzz̄ − 2gzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
= 0 e o

sistema de equações lineares nas incógnitas (logK)z e (logK)z̄, dado por

(logK)zgz̄ + (logK)z̄gz = 4

(
gzz̄ − 2gzgz̄

ḡ

1 + gḡ

)
,

(logK)zḡz̄ + (logK)z̄ḡz = 4

(
ḡzz̄ − 2ḡzḡz̄

g

1 + gḡ

)
,

tem solução única se, e somente se, a discriminante do sistema gz̄ḡz − gzḡz̄ é diferente de
zero, isto é,(usando −N em vez de N , se necessário), |gz|2 − |gz|2 > 0.

Por outro lado, como M é simplesmente conexo, então existe ϕ : S → R tal que
K = eϕ, satisfazendo (3.65) se, e somente se, (4.11) é satisfeita. Portanto, do teorema
4.3.2 segue que a imersão pode ser calculada usando (4.12) e do sistema dado acima
obtemos que (logK)z = 0. Dessa forma, a curvatura de Gauss K deve ser uma constante
positiva. �
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