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Resumo

Nesta dissertagao, baseada em um artigo de Bernardes, Bonilla, Miiller e Peris, apre-
sentaremos diversas caracterizacoes dos conceitos de caos Li-Yorke, caos Li-Yorke denso e
caos Li-Yorke genérico para operadores lineares continuos sobre espacos de Fréchet. Tam-
bém apresentaremos condicoes suficientes para que um operador admita um subespaco
denso de vetores irregulares. Alguns dos resultados gerais serao aplicados aos operadores
de deslocamento com pesos sobre espagos de Fréchet de sequéncias e aos operadores de
composigao sobre espagos de fungoes holomorfas.

Palavras chaves: Espacos de Fréchet, dindmica linear, operadores Li-Yorke cadticos,
vetores irregulares e vetores semi-irregulares.



Abstract

In this thesis, based on a paper by Bernardes, Bonilla, Miiller and Peris, we will
present several characterizations of the notions of Li-Yorke chaos, dense Li-Yorke chaos
and generic Li-Yorke chaos for continuous linear operators on Fréchet spaces. We will
also present sufficient conditions for an operator to admit a dense subspace of irregular
vectors. Some of the general results will be applied to weighted shifts on Fréchet sequence
spaces and to composition operators on spaces of holomorphic functions.

Key words: Fréchet spaces, linear dynamics, Li-Yorke chaotic operators, semi-irregular
vectors and irregular vectors.
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Introducao

O primeiro exemplo de um operador linear continuo que exibe algum tipo de com-
portamento caotico foi essencialmente obtido por Birkhoff [6] em 1929. Ele mostrou que
existe uma funcao inteira f cujo conjunto das translagoes

{f(-+a):aeC}

é denso no espago de Fréchet H(C) de todas as fungoes inteiras munido da topologia da
convergéncia compacta. Contudo, a demonstragao de Birkhoff essencialmente prova um
resultado mais forte: para cada a € C\{0}, o operador translacao

T,: fe H(C)w f(-+a) € H(C)

possui uma orbita densa, o que na linguagem da &area de Sistemas Dinamicos significa
dizer que T, é topologicamente transitivo. Mais tarde, em 1952, Maclane [11] mostrou que
o operador derivagao

D:feH(C)— f'e HC)

também possui uma orbita densa. O proximo passo for dado por Rolewicz [17] em 1969,
que exibiu os primeiros exemplos de operadores com Orbitas densas sobre espacos de Ba-
nach. Mais precisamente, ele mostrou que todo multiplo AB, com |A| > 1, do operador
deslocamento & esquerda B sobre ¢, (onde 1 < p < 00) possui uma orbita densa. Mais
tarde, operadores com Orbitas densas passaram a ser chamados de operadores hipercicli-
cos. Um operador é dito Devaney cadtico quando é hiperciclico e possui um conjunto
denso de pontos periddicos. E um fato que todos os exemplos de operadores mencionados
acima sao, na verdade, Devaney cadticos.

Durante os tltimos 30 anos o estudo da dinamica de operadores lineares foi bastante
desenvolvido, como pode ser comprovado através dos livros [1] e [9] especializados no as-
sunto. A maior parte dos esforcos se concentraram no estudo dos operadores hiperciclicos
e dos operadores Devaney cadticos. Entretanto, mais recentemente, outros tipos de com-
portamentos cadticos tém atraido a atencao dos especialistas em dinamica de operadores
lineares, dentre os quais o conceito de caos no sentido de Li-Yorke ou, simplesmente, caos
Li-Yorke. Este conceito de caos foi introduzido por Li e Yorke [10] em 1975 no contexto
de fungoes do intervalo [0, 1]. Foi o primeiro conceito de caos a aparecer explicitamente
na literatura matemaética e se tornou muito popular. Com o tempo, diversas variacoes
do conceito de caos Li-Yorke foram introduzidas e estudadas por diversos autores, in-
cluindo os conceitos de caos Li-Yorke denso, caos Li-Yorke genérico e caos distribucional.
Recentemente, Bernardes, Bonilla, Miiller e Peris [4, 5| desenvolveram um estudo consi-
deravelmente amplo desses conceitos de caos no contexto de operadores lineares continuos
sobre espagos de Fréchet, o que complementou consideravelmente o trabalho anterior de
Bermudez, Bonilla, Martinez-Giménez e Peris [3]. O artigo [4] ¢ dedicado ao caos distri-
bucional, enquanto o artigo [5] é dedicado ao caos Li-Yorke.



O objetivo da presente dissertagao é apresentar parte do artigo 5] sobre caos Li-Yorke
e suas variacoes no contexto de operadores lineares continuos sobre espagos de Fréchet.
Detalhes sobre o conteudo de cada capitulo podem ser encontrados na introducao do
correspondente capitulo.



Capitulo 1

Preliminares

1.1 Introducao

Neste capitulo apresentaremos alguns preliminares essenciais para o desenvolvimento
desta dissertagao, tais como o Teorema de Baire e o conceito de conjunto residual, espagos
de Fréchet e operadores sobre tais espacos, e uma breve introducao a dinamica linear.

A notagao e a terminologia usadas sao bastante usuais. Observamos que N denotara o
conjunto dos nimeros inteiros positivos e que Ny := N U {0}. Também mencionamos que
K sempre denotara ou o corpo R dos niimeros reais ou o corpo C dos nimeros complexos.

1.2 Categoria de Baire

A seguir vamos lembrar alguns conceitos e resultados sobre Categoria de Baire. Omi-
tiremos as demonstragoes, que podem ser encontradas em [7, Capitulo IX, Secdo 5|, por
exemplo.

Definigao 1.1. Sejam X um espago topoldgico e A um subconjunto de X . Dizemos que:
e A ¢ um conjunto nunca denso se A tem interior vazio.

e A ¢é um conjunto de primeira categoria (ou conjunto magro) se A é a unido
de uma familia contdvel de conjuntos nunca densos.

e A é um conjunto de segunda categoria (ou conjunto nao-magro) se A nao é
um conjunto de primeira categoria.

e A é um conjunto residual se X\ A é um conjunto de primeira categoria.
Proposicao 1.2. Para todo espago topologico X, as sequintes afirmacoes sao equivalentes:
(i) Toda intersegao contdvel de conjuntos abertos e densos em X € denso em X;

(ii) Toda uniao contdvel de conjuntos fechados de interior vazio em X € um conjunto
de interior vazio em X ;

(iii) Todo conjunto aberto e nao vazio em X é um conjunto de sequnda categoria em X;

(iv) Todo conjunto residual em X € denso em X.
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Definicao 1.3. Um espaco topologico X ¢é dito um espag¢o de Baire se X satisfaz as
condicoes da Proposi¢ao 1.2.

Teorema 1.4 (Baire). Todo espago completamente metrizdvel' e todo espago localmente
compacto de Hausdorff ¢ um espaco de Baire.

Definicao 1.5. Seja X um espacgo topoldogico. Um subconjunto A de X € dito um con-
Junto G5 se A pode ser escrito como uma intersecao contdvel de conjuntos abertos em
X.

Proposicao 1.6. Se X é um espaco de Baire e A C X, entao A é um conjunto residual
em X se e somente se A contém um conjunto Gs denso em X.

Exemplo 1.7. Considere R munido de sua topologia usual. Os conjuntos Q e R\Q
sio ambos densos em R. Contudo, Q € um conjunto de primeira categoria (pois Q =
Uecol}), mas R\Q é um conjunto residual.

De maneira intuitiva, um conjunto residual em um espac¢o de Baire X é comumente
entendido como uma “maioria topologica” , isto é, um conjunto que contém a maioria dos
elementos de X. Assim, o exemplo acima nos diz que a “maioria” dos nimeros reais sao
irracionais.

Lema 1.8. Toda intersecao contdvel de conjuntos residuais em um espaco topologico €
um conjunto residual.

Demonstracao: Seja (R;)jen uma sequéncia de conjuntos residuais em um espaco topolo-
gico X. Entao

X\ ﬂ R; = U(X\Rj), onde cada X\R; ¢é de primeira categoria.

Logo, como toda uniao contavel de conjuntos de primeira categoria ¢ de primeira categoria,

entao ﬂjeN R; & um conjunto residual. |

1.3 Espacos de Fréchet

Nesta secao vamos lembrar alguns conceitos e resultados basicos sobre espacgos de
Fréchet. Para mais detalhes, ver [8] e [18], por exemplo.

Definicao 1.9. Um espaco de Fréchet é um espaco localmente convero que € metrizavel
e completo.

Para todo espago de Fréchet X, existe uma sequéncia crescente (py, )nen de seminormas
sobre X tal que

(e 9]

de.y) =3 grmin{Lpa(r—9)}  (r.y€X)

n=1
define uma métrica completa e invariante sobre X.

Definicao 1.10. Sejam X e Y dois espacos de Fréchet. Um operador de X em Y é
uma aplicacao linear continua T : X — Y.

I Espaco topologico que admite uma métrica completa compativel com a sua topologia.
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O espago vetorial de todos os operadores de X em Y é denotado por L(X,Y). Se
X =Y, dizemos que T é um operador sobre X e escrevemos L(X) em lugar de
L(X, X).

Proposicao 1.11. Sejam X e Y dois espagos de Fréchet. Suponha que as topologias
de X eY sao induzidas pelas sequéncias crescentes (pp)nen € (qn)nen de seminormas,
respectivamente. Para toda aplicagao linear T : X — Y, as sequintes afirmagoes sao
equivalentes:

(i) T € continua em 0;
(i) T € continua;
(i1i) Para todo m € N, existemn € N e C > 0 tais que

qm(Tz) < Cpy(x) para todo x € X.

Nesta dissertacao trabalharemos com espacos de Fréchet abstratos e também com duas
classes particulares de espacos de Fréchet, que serao descritas abaixo.

Exemplo 1.12. Um espaco de Fréchet de sequéncias é um subespaco vetorial X do
espaco vetorial KN de todas as sequéncias de escalares que estd munido de uma topologia
com a qual ele € um espago de Fréchet e tal que convergéncia em X implica convergéncia
coordenada a coordenada. Também € comum exigirmos que a sequéncia (e,)nen de vetores
canonicos, que sao definidos por

en:=1(0,...,0,1,0,0,...),

onde o niumero 1 aparece na n-ésima posicao, esteja contida em X e seja uma base para
X no sentido de que vale a expansao

o
T = anen para cada T = (Ty)nen € X.

n=1
Exemplos concretos de espagos deste tipo sdo os espagos de Banach ¢ e £, (1 < p < 00).
A aplicacao deslocamento com pesos B,, : KN — K & definida por
Bw(iﬂl, T2, T3, ... ) = (’LUQ.TQ, W3T3, Waly, ... ),
onde
w = (wn)nEN

é uma sequéncia de escalares nao-nulos, dita uma sequéncia de pesos. Dado um espaco
de Fréchet de sequéncias X, dizemos que B,, define um operador sobre X se

Bu(X) C X.

Neste caso, a aplicacao restrita
By,: X —X

(por abuso de notagao também denotamos a aplicagao restrita por B,) é automatica-
mente um operador sobre X. De fato, a linearidade de B, é 6bvia. Para provarmos a
continuidade de B,,, vamos usar o Teorema do Grafico Fechado ([18], Teorema 2.15)

(x(k))keN — 2@ em X
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(wa(k)) —>y em X.

Basta provarmos que y = B,z Escreva x*) = (x,(f))neN e Y = (Yn)nen. Como conver-

géncia em X implica convergéncia coordenada a coordenada, temos que

keN

k k
(“"7(1 ))keN — xgo) e (wn+1$1(1+)1)keN — y, (n€eN).
Portanto,
Yn = wn+1xf10}rl para todo n € N,
ou seja,

Yy = wa(o),

como queriamos demonstrar.

Exemplo 1.13. Seja 2 um conjunto aberto nao-vazio no plano complexo C. Definimos
H(Q) :={f:Q—C: f é holomorfa},

que é um espago vetorial complezo. Seja (K,)nen uma sequéncia exaustiva de com-
pactos em ), ou seja, uma sequéncia de subconjuntos compactos de §2 tal que

Q:UKn e KnC[O(nH para todo n € N.

n=1

Para cada n € N, definimos p, : H() = R por

pu(f) = sup [f(2)].

ZGKTL

Consideramos H () munido da topologia induzida pela sequéncia (pp)nen de seminormas
(€ facil verificar que esta topologia é independente da sequéncia eraustiva de compactos
em Q) escolhida). Entao

H(S) € um espago de Fréchet.

Para cada automorfismo p de ) (isto €, aplicagao holomorfa bijetiva de €2 sobre ),
definimos o operador de composicao C, : H(Q)) — H(2) por

Cof == foop.

Claramente, Cy, € linear. Para provarmos que Cy, é continuo, seja m € N. Como p(K,,)
é compacto e

P(Kn) Q= Ku,
n=1
eviste n € N tal que
o(Ky) C K.

Portanto,

Pm(Cof) = sup |f(p(2))] < sup |f(w)] = pu(f),

ZEK’m wEKn

para toda f € H(QY). Logo, pela Proposi¢io 1.11, concluimos que C., € continuo.
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No caso particular em que Q = C, temos o espago de Fréchet H(C) das fungoes intei-
ras. Uma classe interessante de operadores sobre H(C) é a dos operadores translagao
T.: H(C) — H(C), para a € C arbitrdrio, que sao definidos por

(Taf)(2) = f(z +a).

Claramente, cada T, é um operador sobre H(Q2). Outro exemplo interessante é o operador
derivagdo D : H(C) — H(C), que ¢ dado por

Df = f.
Pelas Estimativas de Cauchy,

sup [f'(z)] < sup |f(z)] (n€N),

|z|<n |z|<n-+1

o que implica a continuidade de D.

1.4 Introducao & Dinamica Linear

Definigao 1.14. Um sistema dindmico linear é um par (X,T) que consiste de um
espaco de Fréchet X e de um operador T : X — X.

Exemplos 1.15. Vejamos alguns exemplos de sistemas dindmicos lineares:

e (X,B,), onde X € um espago de Fréchet de sequéncias e B,, é um operador deslo-
camento com pesos sobre X.

o (H(Q2),C,), onde Q é um conjunto aberto em C, ¢ € um automorfismo de Q e C,
€ o operador de composi¢ao por p.

e (H(C),T,), onde a € C e T, € o operador transla¢ao por a.
e (H(C),D), onde D € o operador derivagao.

Definigao 1.16. Um operador T € L(X) € dito hiperciclico se tem uma orbita densa,
ou seja, se existe algum x € X cuja orbita com respeito a T, definida como

Orb(z,T) := {z, Tz, T?z,...},
€ densa em X. Em tal caso x € dito um vetor hiperciclico para T

Como a orbita de um ponto é um conjunto contavel, é imediato observar que a sepa-
rabilidade do espago é necessaria para a existéncia de orbitas densas. Assim, a nocao de
operador ¢é hiperciclico somente tem sentido em espacos de Fréchet separaveis.

Definigao 1.17. Um operador T € L(X) € dito (topologicamente) transitivo se para
qualquer par U,V de subconjuntos abertos nao vazios de X, existe algum k € Ny tal que

THU)NV #0.

Um teorema que conecta estas duas definicoes é o Teorema de Transitividade de
Birkhoff, o qual enunciaremos a seguir, mas nao faremos a sua demonstracao. Sua de-
monstragao pode ser encontrada em |9, Teorema 2.19|.
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Teorema 1.18 (Teorema de Transitividade de Birkhoff). Um operador T € L(X) ¢
hiperciclico se e somente se € topologicamente transitivo. Neste caso, o conjunto HC(T)
de todos os vetores hiperciclicos para T é um conjunto Gs denso em X.

Este teorema é extremamente ttil para estabelecer a hiperciclicidade de certos opera-
dores. O exemplo abaixo ilustra esta afirmacao.

Exemplo 1.19 (MacLane). Consideremos o operador derivagdo
D:fr—f

sobre H(C). Como os polinémios sao densos em H(C), dados U,V subconjuntos abertos
nao vazios de H(C), podemos tomar polinomios p € U e q € V. Escreva

N N
p(z) = apzm e q(z) =Y bz
k=0 k=0
Sejan > N + 1 arbitrdrio. Entdao o polindmio
N
r( )+ n
kZ:O k+n)

tem a propriedade de que D"r = q. Além disso, para todo R > 0, temos que

N
br|
sup |r(z) Szk’k RF™ — 0

|2|<R +n)

quando n — oo. Assim, para n suficientemente grande, temos que r € U e D"r € V.
Portanto, D € topologicamente transitivo. Pelo Teorema de Transitividade de Birkhoff,
concluimos que D € hiperciclico.



Capitulo 2

Operadores Li-Yorke Cabdticos

2.1 Introducao

Sejam M um espago métrico e f : M — M uma funcao continua. Um par (z,y) €

M x M ¢é dito um par Li-Yorke para f se

liminfd(f"(z), f*(y)) =0 e limsupd(f"(x), f"(y)) > 0.
n—oo n—oo

Um conjunto misturador para f é um subconjunto S de M tal que (z,y) é um par Li-
Yorke para f sempre que x e y sao pontos distintos em S. Dizemos que a fungao f é
Li-Yorke cadtica se existe um conjunto misturador nao-contavel para f. Este conceito de
caos foi introduzido por Li e Yorke [10] no contexto de fungées do intervalo [0, 1]. Foi o
primeiro conceito de caos a aparecer explicitamente na literatura matemaética e se tornou
muito popular.

Neste capitulo estudaremos o conceito de caos Li-Yorke no contexto de operadores
sobre espacos de Fréchet. Os resultados principais sao os Teoremas 2.10 e 2.13. O Teorema
2.10 contém algumas caracterizacoes de caos Li-Yorke para operadores, incluindo o fato
de que um operador é Li-Yorke cadtico se e somente se admite um vetor irregular (veja
a Defini¢ao 2.1 abaixo). Ja o Teorema 2.13 caracteriza caos Li-Yorke para operadores
através do chamado Critério de Caos Li-Yorke. A equivaléncia entre caos Li-Yorke e a
existéncia de um vetor irregular e uma versao um pouco mais fraca do Critério de Caos
Li-Yorke foram originalmente obtidas em [3] no contexto de operadores sobre espagos de
Banach. Os resultados na generalidade em que aparecem aqui foram obtidos em |[5].

Por todo este capitulo, X denotard um espaco de Fréchet arbitrario.

2.2 Caracterizagcoes de Caos Li-Yorke

Comegamos com a definigao do conceito de vetor irregular, que foi introduzido em [2].

Definigao 2.1. Dados um operador T' € L(X) e um vetor x € X, dizemos que x é um
vetor irregular para T se a sequéncia (T"x)nen € ilimitada e tem uma subsequéncia que
converge para zero.

Também precisaremos do conceito de vetor semi-irregular, introduzido em |[5].

Definigao 2.2. Dados um operador T' € L(X) e um vetor x € X, dizemos que x € um
vetor semi-irregular para T' se a sequéncia (T"x),en nGo converge para zero mas tem
uma subsequéncia que converge para zero.

10
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Observamos que estes conceitos s6 tém sentido em espacos de dimensao infinita. De
fato, a proposicao abaixo, que decorre do Teorema da Forma Canonica de Jordan, implica
que nao existe vetor semi-irregular para operadores sobre espacos de dimensao finita.

Proposicao 2.3. Seja T um operador sobre KN, N > 1. Entdo, para cada x € KV, uma
das sequintes opgoes ocorre:

1. T"x — 0;

2. ||T™z|| — oc;

3. existem m, M > 0 tais que m < ||T"z|| < M para todo n > 0.
Para a demonstragao desta proposicao, veja |9, Proposition 2.57|.

Proposicgao 2.4. Seja T € L(X). O conjunto de todos os vetores x € X tais que (T™x)pen
tem uma subsequéncia que converge para zero € um conjunto Gs em X.

Demonstra¢ao: Definamos o conjunto
K :={z € X : (T"z)nen tem uma subsequéncia que converge para 0 }. (2.1)

Como X é um espaco de Fréchet, podemos tomar uma base local contéavel (V) ey de 0
em X, com cada V; aberto. Para cada j € N, seja

A;:={r e X : T"z € V; para algum n € N }. (2.2)

Para cada j € N, A; ¢ aberto em X, pois A; = J>",(T™)"*(V}), o qual é uma unido de
conjuntos abertos, ja que cada T™ é continuo.

K:ﬂAj.

jeN

Afirmacgao 1.

“C” Suponha z € K. Por definigao, (1T"x),en tem uma subsequéncia (1" x)ren que
converge para 0. Logo, para cada j € N, existe k; € N tal que 7"z € V; sempre que
k > k;. Dai, x € A; para todo j € N.

“>D7” Suponha que z € A; para todo j € N. Temos que mostrar que z € K. Como isso
é 6bvio se T"x = 0 para algun n € N, podemos supor que T"x # 0 para todo n € N.
Vamos construir indutivamente uma sequéncia ny; < ny < n3z < ... de nimeros naturais
tal que

1
d(T"2,0) < - (2.3)

para todo k € N. Comecamos escolhendo j; € N tal que V;, C B(0,1). Como x € Aj,,
existe n; € N tal que 7™z € V},. Logo,

d(T™xz,0) < 1.

Suponhamos que n; < ng < --- < n; ja foram escolhidos de modo que (2.3) se verifica
para todo 1 < k < t. Vamos escolher n,,;; como os vetores Tz, T?z, ..., T™z sao todos
nao nulos, existe j;11 € N tal que

Vi C B(O L) (2.4)
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) (T2, T?x,....,T"z}NV,,, =0. (2.5)
Como z € Aj,,,, existe nyq € N tal que T2 € Vj,, . Por (2.4),
d(T"*1z,0) < L
t+1
e por (2.5),

Ny > Ny

Por indugao, obtemos uma subsequéncia (7" x)xen de (T"x),en que converge para 0, por
causa de (2.3). Isto mostra que = € K.

%

De todo o anterior se conclui que K é um conjunto Gj. |

Corolario 2.5. SejaT € L(X). Se o conjunto de todos os pontos x € X tais que (T"x)pen
tem uma subsequéncia convergindo para zero € denso em X, entao ele é residual em X.

Demonstracao: Seja K o conjunto de todos os pontos x € X tais que (7T"x),en tem uma
subsequéncia convergindo para zero. Pela Proposicao 2.4, K é um conjunto G5. Como,
por hipétese, K ¢é denso, temos que K é um conjunto residual em X. [ |

Proposicao 2.6. Seja T € L(X). Se T tem um vetor com drbita ilimitada, entao T tem
um conjunto residual de vetores com orbitas ilimitadas.

Demonstracao: Pela hipotese, existe um vetor z € X tal que
Orb(z,T) ={z,Tz,T?z,...}

é ilimitada. Pela definicao de conjunto limitado, existe uma vizinhanca absolutamente
convexa' e fechada N de 0 em X tal que

Orb(z,T) ¢ sN para todo s > 0. (2.6)

Para cada k € N, seja
Ay :={z € X :0rb(z,T) ¢ kN}. (2.7)

Afirmamos que cada A, é aberto e denso em X.
Mostremos primeiro que cada A é aberto em X. Sejam k € N e x € A;. Entao existe
m € N tal que
T"x ¢ kN.

Como kN é fechado, entao Tz € X\kN o qual é aberto. Logo, existe uma vizinhanga
W, de x tal que T™(W,) C X\kN. Portanto,

W, C A;.
Mostremos agora que cada Aj, é denso em X, isto €,

A, =X VkeN.

'Uma vizinhanca equilibrada e convexa.
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Como A, C X, basta provar que arbitrariamente proximo de qualquer elemento de X
existem elementos de Ay. Seja y € X. Se y € A, nao ha nada a ser feito. Suponhamos
y € X\ Ag. Entao Orb(y,T) C kN, ou seja,

T"'y € kN Vn € Ny. (2.8)

Isto implica que y + %z € A, para todo m € N. De fato, suponha que existe ng € N tal
que y + nioz ¢ Ay. Entao Orb(y + nioz,T) C kN, isto &, T"y + n—loT”z € kN para todo
n € Ny. Assim,

T"z € ngkN —ngT"y
C nokN —nokN (por (2.8))
= nokN +nokN (N ¢é equilibrada)
= 2nokN (N & convexa).

Entao existe sq := 2ngk > 0 tal que
Orb(z,T) C soN,

o que contradiz (2.6). Portanto, y + %z € A, para todo m € N. Como
1
y+ —2z —y quando m — oo,
m

concluimos que y € Ay,

Por conseguinte,

G = ﬂ A,
keN

é um conjunto residual em X. Pela Definicao dos Ay’s, segue que cada vetor de G tem
orbita ilimitada. |

Corolario 2.7. Seja T € L(X). Se o conjunto de todos os vetores irrequlares para T é
denso em X, entao ele é residual em X.

Demonstragao: Sejam R; o conjunto de todos os vetores x € X tais que (T"x),en tem
uma subsequéncia convergindo para 0 e Ry o conjunto de todos os vetores x € X com
orbita Orb(x,T) ilimitada. Pela Definigao 2.1, o conjunto I de todos os vetores irregulares
para 1" é dado por

I = R1 N RQ.

Como estamos supondo que I é denso em X, temos que R; e Ry sao densos em X.
Logo, pelo Corolario 2.5 e pela Proposigao 2.6, Ry e Ry sao residuais em X. Portanto,
I = R; N Ry também é residual em X. [ |

O lema seguinte é um resultado fundamental para o nosso trabalho.

Lema 2.8. Seja T € L(X) e suponha que v € X é um vetor semi-irreqular para T que
nao € irreqular para T. Entdo existe uma sequéncia (z;);en de vetores ndo-nulos em X
tal que ax+> .0 Bjx; € um vetor irreqular para T, sempre que o € um escalar e (5;)jen €

q j=1Fjtj g p , pre q j)jeN
uma sequéncia de escalares que assume apenas um numero finito de valores e tem infinitas
coordenadas nao-nulas.



CAPITULO 2. OPERADORES LI-YORKE CAOTICOS 14

Demonstra¢ao. Como x é um vetor semi-irregular para 7', entdo a sequéncia (7"x),ecn
nao converge para 0, isto é, existe uma vizinhanca W de 0 tal que

T"xz ¢ W para infinitos n'’s.

Como X é um espago de Fréchet, existe uma vizinhanga absolutamente convexa e fechada
V de 0 em X tal que V C W. Logo,

T"x ¢ V  para infinitos n’s. (2.9)

Afirmacgao 2. Existe uma base local contdvel (V;),en, de vizinhangas absolutamente con-
vezas e fechadas de 0 em X tal que

Vo=V, V;+V;CV,.y eT(V;) CV,_1 para todo j € N. (2.10)

De fato, como X é metrizével, X possui uma base local contavel (U;), ey de vizinhancas
de 0. Tomemos Vj := V. Existe uma vizinhanca W; de 0 tal que W1 +W; C V. Como T é
continuo em 0, existe uma vizinhanga Z; de 0 tal que T(Z;) C V;. Existe uma vizinhanga
Q1 de 0 tal que Q; C U; N Wy N Z,. Existe uma vizinhanca absolutamente convexa O;
de 0 tal que O; C Q;. Definamos V; := O;. Entao V; é uma vizinhanca absolutamente
convexa e fechada de 0 com as seguintes propriedades:

Vi4+Vi=0,4+0,C Q1+ Q, C Wy +W; CV,

T(Vi) =T(0,) CT(Q1) C T(Z) C W,
Vi=0,CQ; CU.

Continuando a construcdo desta maneira, obtemos uma sequéncia (V;);en, de vizinhancas
absolutamente convexas de 0 em X tal que (2.10) se verifica. Além disso, por construgao,

V; C U; paratodo j € N,

o que implica que (V});en, ¢ uma base local para 0 em X.

Da Afirmacao 2, como V; +V; C V,_; para todo j € N, obtemos
VooWVi+VioVioWe+ VoD VoD Vs+ V3D Vst (2.11)
Além disso, como T'(V;) C V;_; para todo j € N, obtemos de maneira recursiva que

T"(V;) = T NT(V)) € T (V)
— T (T(Vjy)) © T2 (V)

= T(T(Vyns2)) € T(Vinsn)
C Vi

Logo,
T (V;) C V,—,, sempre que n < j. (2.12)
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E, sempre que 1 < p < g,

Voei DV + Vo DV + Vo + Vo
O Vo Vori + Voga + Vg

DV + Vi + Vo + -+ Vi + Vi
OVt Vot Voot + Ve + Vo + 1
DVot Vo1 + Vs + -+ Vot + Vi

Resumindo,
Voe1 DV + Vopr + Vpso + -+ V1 + V, sempre que 1 <p <gq. (2.13)

Por outra parte, como x nao é um vetor irregular para T', a sequéncia (T"z),cy ¢ limitada,
isto é, existe um r € N tal que

T'z erV VneN. (2.14)

Definamos de forma recursiva uma sequéncia crescente (¢ )gen, de inteiros ndo negativos
dada por
Cy = 0 e Cr = k2(2+7“(00 + .- ‘I'Ck—l)) vk 2 1.

Afirmacgao 3. Existem sequéncias crescentes (ng)ren, (Mg )ken € (Pk)ren de inteiros posi-
tivos com ny < my < ng < mg < ... tais que as sequintes propriedades se verificam para
todo k € N :

(a) Tz € c; Vi, iprss

(b) T™x &V,

(c) TPrz € Vi,

(d) Tpk(Z?zl ;T x) € Vi, sempre que |\;| <k para todo j,
onde mg = py = 0.

De fato, como (T"x),en tem uma subsequéncia convergindo para zero, existe n; € N
tal que
ni -1
T"x € 7 Vingtpo-

Por (2.9), existe m; > n; tal que
Tz ¢ V.

Seja W7 uma vizinhanca de 0 em X tal que
T (Wy) C ef Vi

Novamente pelo fato de (7"z),en ter uma subsequéncia convergindo para zero, temos que
existe p; € N tal que
TPy e ViNnW, C V.

Logo, se |[A;| < 1 entao

Tpl (Alclex) = )\1C1Tn1Tp1$ c )\1€1Tn1 (Wl) C /\1‘/1 C Vi,
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ja que V; é equilibrada. Construimos, assim, ny,m; e p; de modo que n; < my e (a) — (d)
se verificam para k = 1.

Suponhamos que s > 2 e que ng, myg, px ja foram construidos para todo 1 < k < s—1,
de modo que todas as propriedades desejadas sao satisfeitas. Como (T"x),en tem uma
subsequéncia convergindo para zero, existe ng, > ng_; tal que

TTLSCC 6 C.S_lvmsfl“l‘psfl'
Por (2.9), existe ms > ng tal que
Tz ¢ V.

Seja W uma vizinhanca de 0 em X tal que
T (Wy) C 051372‘/5 para todo 1 < j <'s.

Novamente pelo fato de (7"z),en ter uma subsequéncia convergindo para zero, temos que
existe ps > ps_1 tal que
TPz e VsN W, C V.

Logo, se |A;| < s para todo 1 < j < s, entao
2 ( 3 Ajch”jx) =Y NeThTre e Y N T (W)
j=1 j=1 j=1

C ZS:)\J'SQV; C ‘/37

j=1

jé& que V; é absolutamente convexa (note que > °_ [\;s~?| < 1). Construimos, assim,
ns, ms € ps de modo que ms_1 < ng < mg, ps—1 < ps € (a) — (d) se verificam para k = s.
Isto completa a demonstracao da Afirmagao 3.

%

Para cada j € N, definamos

O g
xj = c; T .
Vejamos que (z;)eny tem as propriedades que desejamos. Seja (f;);eny uma sequéncia
de escalares que assume apenas um numero finito de valores e tem infinitas coordenadas

nao-nulas. Seja v € N tal que

mmmmjeNe@%O}z§ e max{|8:j €N} <n.

Pela Afirmacao 3 (a) e pelas equagoes (2.11) e (2.13), sempre que 2 < p < ¢ temos que

q q q
Z/ijj € Zﬁjvmj—l'f‘pj—l C ’VZ ij71+17j71
Jj=p Jj=p Jj=p
CAVy+ Vot 4+ V) C V.
Portanto,

q
Zﬂjxj C vV,—1 sempre que 2 < p < q. (2.15)

J=p
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Vamos provar que a série Z]Oil Bjx; converge em X. Para tal, fixemos € > 0. Seja
n. € N tal que
V. €Ty 1B(0,6).

Denotando por (5,),en a sequéncia das somas parciais da série em questdo e usando (2.15),
vemos que a relagao ¢ > p > n, implica

q
Se=Sp =Y Bix; €4V, TV, C B(0,e).

J=p+1

Portanto,
d(Sy, Sp) = d(S; — Sp,0) < € sempre que ¢ > p > n..

Isto prova que (S,)pen € uma sequéncia de Cauchy em X. Como X é completo, segue que
a série Z;; Bjx; converge em X. Assim, podemos definir

Y = Zﬁjxj c X.
7=1

Mostremos que y é um vetor irregular para T". De fato, fixe k > 2. Se j > k + 1 entao
Tj € ij71+pj71 - ‘/}+Pk7

donde T%x; € TP (V;4,, ). Pela equacao (2.12),
TPy € TP (Vigy,) C Vj.

Logo, por (2.13), temos que

q

Yo T (B = Y BiTaz e Y B,

Jj=k+1 J=k+1 J=k+1
q
C ) AV CAVi,
j=k+1
para todo ¢ > k£ 4+ 1. Resumindo,

q
Z TPr(B;z;) C vVi, para todo g > k+ 1. (2.16)
j=k+1
Passando ao limite ¢ — oo, obtemos que

o0

Z Tpk(ﬁjl'j) € ")/Vk, (217)

j=k+1
ja que Vi ¢é fechada. Pela Afirmagao 3 (d) e (2.17), concluimos que

00 k 00
Tpky = TPk (ZBJQ?]) = TPk <Zﬁ]l’]) + Z Tp’“(ﬁjxj)
j=1 j=1

ekt 1
eEVit+ Ve =1+7Vi,
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sempre que k > 7. Assim,
TPy — 0 quando k — oo.

Agora, fixe k > v tal que 8y # 0. Note que

k—1 oo
Tty = N T (Bjag) + T (Bpak) + Y T (By)
j=1 j=k+1
k—1
j=1 j=k+1

Pela Afirmagao 3 (b),

T™ (Bperw) & BrerV = Brk*(2 +r(ci + o+ - + ¢1))V.

Como

< — <min{|8;| : j € Ne f; # 0} <|Bkl,

temos que 1 < |Bi|k. Dai, (Gxk)V DV, implicando que

S
2=

T™ (Brexr) € k(2+1(c1 + e+ -+ k1)) V. (2.19)

Por (2.14), temos que

k—1
Zka nk B]xj Zﬂjchmk nk+”]x
7=1
S ZBjCjT‘V - Zycjﬂ/
=1 j=1
k—1

Z ]CC]TV = k‘T(Cl +co+ -+ ck—l)V

(k>v

Resumindo,

ZTW " (Bix;) € kr(ci +ca+ -+ 1)V (2.20)

Se j > k+ 1 entao
;€ ij71+pj71 - mG*nk+j*1'

Logo, por (2.12), temos que
kainkﬂfj € TmET* (mG,nkJrj,l) C V;‘,l.
Assim, por (2.13),

q q
Z ka—nk<5jzj) € ( Z ‘/}_1> CyVi_1 C EV,
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para todo ¢ > k + 1 > 2. Passando ao limite ¢ — 0o, obtemos
> (i) € KV (2.21)
j=k+1

ja que V' é fechada. De (2.18)-(2.21), concluimos que T™ "y ¢ kV mostrando que a
sequéncia (T"y)nen € ilimitada. Portanto, y é um vetor irregular para 7'

¢

Para cada a € K, a sequéncia (T"(ax + y))nen € ilimitada (pois 7" (ax) é limitada) e
TP (ax 4+ y) — 0 quando k — oo,

pela Afirmagao 3 (¢). Portanto, ax + y é um vetor irregular para 7' para todo escalar
o. |

Como uma primeira aplicacao do lema acima, temos o seguinte resultado.

Teorema 2.9. Se T € L(X), entao toda vizinhan¢a de um vetor semi-irreqular para T
contém um vetor irreqular para T

Demonstracao: Suponha que x é um vetor semi-irregular para 1. Se x é irregular para
T, entao nao ha nada a ser feito. Suponha que x nao é irregular para 7. Pelo Lema 2.8,
existe um vetor y € X tal que x + By é irregular para T para todo g # 0. Como

x+ Py — x quando (5 — 0,

temos o resultado desejado. [ ]

Aplicaremos o Teorema 2.9 para estabelecer algumas caracterizagoes de operadores
Li-Yorke caoticos.

Teorema 2.10. Se T' € L(X) entdo as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) T ¢é Li-Yorke cadtico;
ii) T admite um par Li-Yorke;
iit) T admite um vetor semi-irreqular;
i) T admite um vetor irregular.

Demonstragao: i) = ii) Como T é Li-Yorke cadtico, existe um subconjunto S C X que
é nao-contavel e misturador para T. Logo, para quaisquer x,y € S com x # y, (z,y) é
um par Li-Yorke para T'.

i1) = 1iii) Seja (a,b) um par Li-Yorke para T'. Por definigao,

liminfd(T"a,T"b) =0 e limsupd(7"a,T™b) > 0.

n—0o0 n—00

Como d é uma métrica invariante e T" é linear,

liminfd(T"(a —0),0) =0 e limsupd(T"(a —b),0) > 0.

n—o0 n—o0
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Tomando x := a — b, vemos que

liminfd(T"z,0) =0 e limsupd(T"z,0) > 0.
n—oo n—00
Pela Definicao 2.2, x é um vetor semi-irregular para 7.
i11) = 1v) Se x é um vetor semi-irregular para T', pelo Teorema 2.9, toda vizinhanga de
x contém um vetor irregular para 7T
iv) = i) Suponha que x é um vetor irregular para T e consideremos o conjunto

Span{z} = {Ax: A € K}.

Este conjunto é nao-contavel, ja que K é nao-contavel. Sejam y e z elementos distintos de
Span{x}. Entao y = Ax e z = ux, com \, u € K e X\ # u. Pela invariancia da métria d,

d(T"y,T"z) = d(T"(y — 2),0) = d((A — )"z, 0). (2.22)

Como x é um vetor irregular para T, a sequéncia (7T"z),en € ilimitada e tem uma sub-
sequéncia que converge para zero. Portanto, por (2.22), obtemos

liminf d(T"y, T"2) =0 limsupd(T"z,T"z) > 0.
n—oo n—00

Em outras palavras, (y,z) é um par Li-Yorke para T. Isto mostra que Span{x} é um
conjunto misturador para 7', o que estabelece 7). [ |

2.3 Critério de Caos Li-Yorke

Vamos agora estabelecer o seguinte resultado auxiliar e um critério sobre o caos Li-
Yorke.

Lema 2.11. Seja T € L(X) e suponha que existe um subconjunto Xo C X com as
sequintes propriedades:

i) T"x — 0 para todo x € Xo;

it) Eziste uma sequéncia limitada (a,) em'Y = span(Xy) tal que a sequéncia (T"a,,)
¢ limitada.

Entao existe uma sequéncia (v;) de vetores nao nulos em X tal que Y72, Bjx; € um vetor
irregular para T, sempre que (;) € uma sequéncia de escalares que assume apenas um
numero finito de valores e tem infinitas coordenadas nao nulas.

Demonstracao: Se existe um vetor semi-irregular para T que nao é irregular para T', entao
o resultado segue do Lema 2.8. Assim, vamos assumir que todo vetor semi-irregular para
T é irregular para T. Por (ii), existe uma sequéncia limitada (a,)nen tal que (T"a,)nen
é ilimitada. Logo, existem uma subsequéncia (T%a,, Jrey € uma sequéncia (ty)ren de
nimeros reais positivos tais que t; — 0 mas (t,7%a,, )rey D0 converge para zero. Por
outro lado, como (a,)ney ¢ limitada, entao tya, — 0. Pela densidade do span(Xy) em
Y, podemos tomar vetores y,, em span(Xy) tais que

lim (y,, —trag,) =0 e lim T9%(y,, — tra,, ) = 0.

k—o0 k—o0
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Definindo ¥, := 0 sempre que n # g, para todo k € N, obtemos uma sequéncia (¢, )nen C
span(Xo) tal que
lim g, = 0, (2.23)

k—o0

mas (T"y,)nen nao converge para 0. Logo, existe uma vizinhanga equilibrada e fechada
V de 0 em X tal que
T"y, ¢ V  para infinitos n’s. (2.24)

Além disso, por hipotese,
T"rz — 0 quando n — oo, (2.25)

para todo x € span(Xp). Como X é um espago de Fréchet, existe uma base local (V}) en
de vizinhancas de 0 em X tal que cada Vj ¢é fechada e equilibrada,

Vo=V e V;+V,CV;_y VYjeN.

Logo,
Vo+Vorr+---+V,CV,1 sempreque 1<p<q. (2.26)

Afirmagao 4. Ezistem sequéncias crescentes (my)ren € (Pr)ren de inteiros positivos tais
que:

a. Ty, ¢ V;

b. Ym, € Vi,

c. Ty, € k2Vy paraj=1,2,... k—1;

d. TPy, € Vi paraj=12,... k—1;

e. Ty € k™?Viy para j=1,2,... . k—1;e
Jo TPy, € Viyj para j =1,2,... k.

Primeiro vamos considerar o caso k = 1 da afirmagao. Por (2.23) e (2.24), podemos
tomar m; € N tal que
Y €Vioe T™yn, ¢ V.

Como y,,, € span(Xy), segue de (2.25) que existe p; € N tal que
Tplyml & ‘/14_1.

Assim, (a), (b) e (f) se verificam para k = 1.

Suponhamos que s > 2 e que m;, e py ja foram construidos para todo 1 < k < s—1de
modo que todas as propriedades desejadas sao satisfeitas. Podemos escolher my > m,_4
tao grande de modo que as seguintes propriedades sejam satisfeitas:

o T ym, &V (por (2.24));
® Y. € Vs (por (2.23));
o Ty, €s ?Vyparaj=1,...,5—1 (por (2.23));

o TPiy, € Viparaj=1,...,s—1 (por (2.23));
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o Ty, € s72Vjy1 para j =1,...,5 — 1 (por (2.25)).
Agora, por (2.25), podemos escolher p; > p,_; tao grande que:
o TPy, €Vyparaj=1,...,s.

Assim, obtemos mg e ps de modo que (a) — (f) se verificam para k = s.

Para cada j € N seja
€Ty = ymj.
Mostremos que (z;);en tem as propriedades desejadas. Fixemos uma sequéncia de esca-

lares (f;);en que assume apenas um namero finito de valores e tem infinitas coordenadas
nao nulas. Seja v € N tal que

min{|6:j €N o ﬁﬂm}z% e max{|§;|:j € N} <.

Mostremos que a série Z;; Bjx; converge em X. Para tal, seja e > 0. Existe um
k. € N tal que
Vi C ”y_lB(O, 6).

Denotando por (H,),en & sequéncia das somas parciais da série Z;’il Bjx;, pela Afirmacao
4 (b) e por (2.26), temos que se n > m > k. entao

Hy—Hn= Y Biye Y BYV,Cv YV

j=m+1 j=m+1 j=m+1
C YV C Vi, C B(0,€).
Portanto,
d(H,,H,)=dH, — H,,0) <e

sempre que n > m > k.. Isto prova que (H,)n,en € uma sequéncia de Cauchy em X.
Como X é completo, segue que a série Z;’il Bjx; converge em X.
Definamos o vetor

Y = Zﬁjl’j c X.
7=1

Vejamos que y é um vetor semi-irregular para T'. De fato, fixe k > 2. Pela Afirmacao 4
(d) e (f), para todo ¢ > k + 1,

q

k q
D T (Biwg) € Y AWVirs+ D 4Vi C (Vi +Va) € Vi,

j=1 j=1 j=k+1
Assim,

q
ZTP'“ (Bjxj) € yVi—1 sempre que ¢ > k + 1.
j=1

Passando ao limite ¢ — oo, obtemos

TPy = T™(Bz;) € YWVia,

j=1
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j& que a vizinhanga Vj,_; de 0 é fechada. Isto prova que
TP*y — 0 quando kK — oc.

Agora, fixemos k > «y tal que [y # 0. Pela Afirmagao 4 (¢) e (e), para todo ¢ > k + 1,

q k—1
Zka(Bjx] ZT’”’“ (Bjz;) + T (Brrk) + Z T (Bjx;)
J=1 Jj=1 Jj=k+1
k—1 q
€Y Bk Vi + BT+ Y BV,
Jj=1 j=k+1
k-1
CAY K Vi + BTk + Z Y
Jj=1 j=k+1

k-1 g
CY DY Vi 48T e+ YV,

j=1 j=k+1
—_————— —_——
k=~ >y
k—1 q
?(Sve+ 30 1)
Jj=1 j=k+1
e (S 3w
j=k+1

C v Vi‘f‘ﬁkT k.
2.26

Resumindo,
q

Z Tk (ﬁj&?j) € "}/71‘/1 -+ ﬁkkaJJk
j=1
para todo ¢ > k + 1. Passando ao limite ¢ — co, obtemos que

Ty = T™(Bja;) € BT ™z + ' VA
j=1

Como T™rx), = T™y,, ¢ V pela Afirmacdo 4 (a), segue que T™y ¢ v~ 'Vi. Assim, a
sequéncia (T™y) nao converge para zero, mostrando que y é um vetor semi- 1rregular para
T. Pela hipotese inicial de que todo vetor semi-irregular para 1" é um vetor irregular para

T, segue que
y=> B
j=1

é um vetor irregular para 7T'. [

Definigao 2.12. Seja T € L(X). Dizemos que T satisfaz o Critério de Caos Li- Yorke
se existe um subcojunto Xy de X com as sequintes propriedades:

(a) (T™x) tem uma subsequéncia convergindo para zero, para todo x € Xy;

(b) Eziste uma sequéncia limitada (a,) em Y = span(Xy) tal que a sequéncia (T"ay,)
€ tlimitada.
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Observamos que o critério acima é um pouco diferente do Critério Caos Li-Yorke
definido em [3, Definigdo 7] no contexto de espagos de Banach. A propriedade (b) é
equivalente a propriedade (b) em |3, Definigao 7|, mas a propriedade (a) é mais fraca que
a propriedade (a) naquela definigdo. De fato, |3, Defini¢ao 7| exige a existéncia de uma
sequéncia crescente (ng)ren de numeros inteiros positivos tal que T x — 0 para cada
x € Xy. Na Defini¢ao 2.12, a sequéncia (ny)reny pode depender de z.

A seguir mostraremos que o Critério de Caos Li-Yorke caracteriza o caos Li-Yorke,
generalizando assim [3, Teorema 8| de espagos de Banach para espagos de Fréchet.

Teorema 2.13. Um operador T' € L(X) € Li-Yorke cadtico se e somente se ele satisfaz
o Critério de Caos Li-Yorke.

Demonstracao:

(=) Se T' é um operador Li-Yorke caotico, entdo T' admite um vetor irregular zo € X (Te-
orema 2.10). Definamos X := {zo}. Assim, Xy C X e (T"x¢)nen tem uma subsequéncia
que converge para 0. Além disso, considerando a sequéncia a, := xg para todo n € N,
que esté contida no span(Xy), temos que ela é limitada e (T"ay,)pen € ilimitada. Entao
T satisfaz o Critério de Caos Li-Yorke.

(<) Suponha que T satisfaz o Critério de Caos Li-Yorke, ou seja, existe um conjunto
Xo como na Definicao 2.12. Se algum zy € Xy é um vetor semi-irregular para 7', pelo
Teorema 2.10 7" ¢ um operador Li-Yorke cadtico. Por outra parte, se cada x € X, nao
é um vetor semi-irregular para T, entdo (17"z),en converge para 0 para cada x € Xj.
Logo, T satisfaz as condi¢oes do Lema 2.11, donde T possui um vetor irregular. Logo,
pelo Teorema 2.10, concluimos que 7' é um operador Li-Yorke caotico. [ |



Capitulo 3

Operadores Densamente Li-Yorke
Cadticos

3.1 Introducao

Diversas variagoes do conceito de caos Li-Yorke foram introduzidas e estudadas por
varios autores (veja [14], [15] e [16], por exemplo). Consideraremos aqui quatro dessas
variagoes.

Seja M um espaco métrico e seja f : M — M um funcao continua. Dizemos que f
é densamente (respectivamente genericamente) Li-Yorke cadtica se existe um conjunto
misturador ndo-contével e denso (respectivamente residual) para f. Além disso, dizemos
que f é densamente (respectivamente genericamente) w-Li-Yorke cadtica se o conjunto
de todos os pares Li-Yorke para f é denso (respectivamente residual) em M x M. A letra
“w” é uma abreviacao para “ weakly”, que significa “ fracamente”.

Neste capitulo veremos que os conceitos de caos Li-Yorke denso, caos w-Li-Yorke
denso e caos w-Li-Yorke genérico coincidem para operadores sobre espacos de Fréchet
separaveis e que sao equivalentes & existéncia de um conjunto denso (ou residual) de
vetores irregulares (Teorema 3.1). Também veremos o chamado Critério de Caos Li-
Yorke Denso para tais operadores (Teorema 3.3). Estes resultados foram estabelecidos
em [5] ja no contexto de espagos de Fréchet, embora fossem originais mesmo no contexto
de espagos de Banach (e mesmo para espagos de Hilbert).

O conceito de caos Li-Yorke genérico sera estudado no Capitulo 5.

Por todo o presente capitulo, X denotara um espaco de Fréchet separavel arbitrario.

3.2 Caracterizacoes de Caos Li-Yorke Denso

Teorema 3.1. Para todo T € L(X), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
i) T € densamente Li-Yorke cadtico;
it) T é densamente w-Li-Yorke cadtico;
iii) T € genericamente w-Li-Yorke cadtico;
i) T admite um conjunto denso de vetores semi-irrequlares;

v) T admite um conjunto denso de vetores irrequlares;

25
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vi) T admite um conjunto residual de vetores irrequlares.

Demonstragao: i) = ii) Se T é densamente Li-Yorke cadtico, entdo existe um conjunto
nao-contavel e denso S em X que é misturador para T'. Logo,

{(z,y) € Sx S:x#y}

é um conjunto denso em X x X formado por pares Li-Yorke para 7. Portanto, T é
densamente w-Li- Yorke cadtico.
i1) = i) Fixemos z € X e V uma vizinhan¢a de 0 em X. Existe uma vizinhanca
equilibrada U de 0 em X tal que

U+UCV.

Pela hipotese, existe um par (a,b) € (2,0) + (U x U) Li-Yorke para 7. Definamos
y :=a—>b. Como (a,b) é um par Li-Yorke para T', y é um vetor semi-irregular para 7. E
temos y € x + V. Portanto, o conjunto dos vetores semi-irregulares para 7' é denso em
X.

iv) = v) Suponha que 7" admite um conjunto denso de vetores semi-irregulares para
T. Fixemos x € X e V uma vizinhanca de 0 qualquer. Pela hipotese, existe um vetor z
semi-irregular para T tal que z € x + V. Como x + V' é uma vizinhanca de z, existe uma
vizinhanga U de 0 tal que U C Ve 2+ U C z+ V. Pelo Teorema 2.9, existe um vetor
y € z+ U que é irregular para T'. Assim y € x + V, provando que T admite um conjunto
denso de vetores irregulares para 7.

v) = vi) Aplicacao direita do Corolario 2.7.

vi) = i) Suponha que 7" admite um conjunto residual de vetores irregulares, isto é,
existe uma sequéncia (A;);en de conjuntos abertos tais que K = NjenA; € um conjunto
denso que consiste de vetores irregulares para T'. Para todo j € N, definamos

B;:={(a,b) e X x X :a—be A;}.

Seja j € N fixo e suponha (a,b) € B;. Entdo a —b € A;. Como A; é aberto, existe uma
vizinhanga U de 0 tal que a — b+ U C A;. Existe uma vizinhanga equilibrada V' de 0 tal
que V 4+ V C U. Entao

(a+V)=(0b+V)C(a=b)+(V+V)C(a—0b)+U C A.
Assim,
(a+V)x(b+V)C B,

provando que B; ¢ aberto em X x X. Agora, vejamos que B; é denso em X x X, isto &,
que o
B =X x X.

Fixemos j € N e (o, ) € X x X. Seja V uma vizinhanca de 0 em X. Como oo — f €
X =A;, existe a € (a —+V)NA;. Logo, existe v € V tal que
a=a—[B+vy€A.
Entao
(a+7,6) € (o, ) + (V x V)N B;.

L(a,b) € (z,0)+(UxU)=acx+UebelU=a=z+zondez €U e —be U, pois U ¢ equilibrada
=sa—b=x+(z-becx+U+U)=>a—-beaz+V
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Assim, (o, 3) € B;. Logo, (Bj)jen ¢ uma sequéncia de conjuntos nio-vazios, abertos e
densos de X x X. Pelo Teorema de Baire, H =) jen Bj € denso em X. Além disso,

H c *{(a,b) € X x X : (a,b) é um par Li-Yorke para T}.

Portanto, T' é genericamente w-Li- Yorke cabtico.
iii) = 11) Segue do fato de que todo conjunto residual em um espago de Baire é denso
no espago.
vi) = i) Pela hipotese, existe um conjunto residual R em X de vetores irregulares para
T. Seja D := Q ou D := Q + 1Q dependendo se K = R ou K = C, respectivamente.
Como X é separavel, existe uma sequéncia (y;) ey densa em X. Agora, como R é denso,
existe 1 € X tal que

HAS B(yl, 1) NR.
Como dim(span{z1}) = 1 < oo, entdo B (y2, 1) \span{z;} é¢ um aberto néo-vazio, e como
as translacoes sao homeomorfismos, entao para todo a temos que ax; + R é um conjunto
residual. Logo,

ﬂ (axy + R)

aeD
¢é residual pelo Lema 1.8. Logo, existe

1
To € B(yg, 5) N ﬂ (Oél’l + R)
aeD

Agora, suponha que ja construimos xy, xs, ..., x, € X. Vejamos como construir z,,.1 € X.

. . . ~ 1 . . L
Como dim span{z; : 1 < j < n} =n < oo, entdo B (Yni1, 7‘L_+1) \span{z; : 1 < j <n}é
um aberto nao-vazio. Como as translagoes sao homeomorfismos, entao

Z O./jl‘j + R
j=1

¢ um conjunto residual para todo aq,...,a, € D. Logo, pelo Lema 1.8,
n
R:= m ( ajxj—i—R),onde 3:(051,062,...,@71),
debn \j=1

é um conjunto residual. Em particular, ele é denso, donde existe

1 ~
Tnt1 €B <yn+17 n+ 1) N R.

Portanto, construimos assim uma sequéncia (z;); em X de vetores irregulares e linear-
mente independentes. Além disso, como

1
d({L‘j,yj) < ; Vj - N,

(7;)jen € uma sequéncia densa em X. Consideremos o seguinte conjunto

M = {Z@jxj:mzl e al,...,ameD}.

j=1

M é D-subespaco vetorial de X que é denso em X.

%(a,b) € H <= (a,b) € BjVj e N a—b€ A; Vj € N= a — b & um vetor irregular para T =
a — b é um vetor semi-irregular para T <= (a,b) é um par Li-Yorke para T.
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Afirmacao 5. Todo vetor x € M\{0} € irreqular para T
Seja x € M\{0}. Entéo existem ay,...,a, € D, com «,, # 0, tais que

r=a1T1+ ...+ QpTy,.
Entao tomando Of‘—m € D, temos que existe y € R tal que

m—1

a:m?’:—zo(jé—ixmty.

=1 ™

Portanto
m
r = E ;T = Y.
i=1

Como y € R é um vetor irregular, entdao «,,y ¢ um vetor irregular. Assim, os elementos
nao-nulos de M sao vetores irregulares.

&

Em particular, M é um conjunto misturador denso. Contudo, M é enumerédvel. Agora
precisaremos aumentar M para obter um conjunto nao-numeravel denso e misturador
para T'. Para isso precisaremos da afirmagao abaixo.

Afirmagao 6. Se y,z € X e o conjunto
A:={)\eK:y— Az € semi-irregular para T}
¢ denso em K, entio A € um conjunto residual em K.
Definamos o conjunto
B:={\ e K: (T"(y — A\z)) tem subsequéncia que converge a 0 }.

Primeiro mostremos que B é um conjunto residual. Com efeito, sendo X um espago de
Fréchet, entao consideremos uma base local de vizinhancas (V;);en de 0. Para cada j € N,
seja

A ={AeK:T"(y — Az) € V} para algum n € N}.

1. A; # 0, pois se \g € A entdo y— Aoz & um vetor semi-irregular. Logo T (y — \gz) €
V; para algum n;, € N.

2. Como T™ é continua, A; é aberto para todo j € N.
3. B = Njen 4j-

“C” Se A € Bentao T™(y — Az) — 0, isto é, para todo j € N, T"(y — A\z) € V
para algum n € N. Portanto, A € (;cy 4;.

3]}7” & B(ym7 %) n ﬂﬁEDm—l (Z;n:_ll T + R)
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“27 Se A€ ()jey A entdo A € A; para todo j € N. Assim,

j=1: dn;eN /T (y—Az) € V)
j=2: dnaeN,ny>ny /[ T™(y—Az) eV

j=k: dnpeN ng>ngq / T™(y— Az) € V.

1) ¢ uma vizinhanga de 0 e como (V}); é

Tomemos € = +. Como a bola B(0, 1
uma base local de 0, entao existe Vj tal que T™(y — A\z) € Vi, C B(0, 1), isto
¢,

d(T™ (y — A\2),0) <

| =

Dai resulta que
T™(y — Az) - 0 quando k — oo.

Assim )\ € B.

De 1), 2) e 3) concluimos que B é um conjunto Gs. Além disso, A C B e A é denso por
hipotese. Logo, B é um conjunto residual em K. Temos duas possibilidades:

i) Se A D K\{0} entao dado que B C K\{0} pronto, A = B.
ii) Se existe \g € K\{0} tal que A\g ¢ A, entao acontece que:

T"(y — Xoz) = 0 ou T™(y — A\gz) - 0.

1. Se T™(y — Xoz) — 0: Seja v € A fixo (A # (). Entao T"(y — vz) - 0 pois y — 7z
¢ semi-irregular para 7. Logo, T"z - 0 ja que se T"z — 0, entao T"vyz — 0
e assim T"(y — vz) — 0, o qual é absurdo; daqui se A # Ay (A € B\{\¢}) entédo
T"(y—Az) - 0.2 Assim A € B\{\o} implica que T (y—Az) — 0 e T"(y—Az) - 0.
Portanto,
B\{ o} C A.

Logo, A é um conjunto residual em K.

2. Se T™(y—Xpz) - 0: Sejay € A\{0} fixo. Entao existe uma subsequéncia crescente
(m;)jen de (ng)ren tal que T (y — vz) — 0, pois y — vz & semi-irregular para 7.
Logo T™iz - 0 ja que se T"z — 0, entdao T"yz — 0 e assim T (y — vz) — 0,
o qual é absurdo; daqui se A # v (A € B\{v}) entdo T™i(y — A\z) - 0.° Assim
A € B\{v} implica que 7" (y — Az) — 0 e T"(y — Az) - 0. Portanto,

B\{7} C A.

Logo, A é um conjunto residual em K.

%

48Se T"(y — A\z) — 0 e como T"(y — A\gz) — 0 entdo T™(\ — A\o)z — 0. Portanto, 7"z — 0 o qual é
absurdo.

> Se T (y — Az) — 0 e como T™i (y — vz) — 0 entdao T™ (A — v)z — 0. Portanto, T™iz — 0 o qual é
absurdo.
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Agora, seja
N :={axs+ -+ aprm:m>2 e ag,...,q, € D}.
Para cada y € N\{0}, definamos
A, :={A € K:y— Azr; é um vetor semi-irregular para 7'}.

Como D C Ay, A, é denso em K. Pela Afirmacao 6, temos que A, ¢ um conjunto residual
em K. Consideremos
A= ﬂ A,

yeN\{0}

Como N é um conjunto contéavel, A é interse¢ao contavel de conjuntos residuais, donde
A é um conjunto residual que contém D. Olhemos K como um espago vetorial sobre D.
Uma aplicagao do Lema de Zorn mostra que existe um D-subespaco vetorial maximal H
de K tal que:

DcHCcCA.

Afirmacgao 7. H ¢ um conjunto nao-contdvel.

De fato, suponha H contavel. Entao

ﬂ ﬂ Bla+ A) é residual em K.

BeD\{0} a€H

Logo, existe v nessa intersegao que esta fora de H. Entao H' := H + {8y : § € D} é
um D-subespaco vetorial de K satisfazendo D € H' C ®A e H C H'. Isto contradiz a
maximalidade de H.

%

Finalmente, definamos

M :={ar,:a€c H}+ N (M cM cC2).

Como M’ é um subgrupo aditivo de X e todo x # 0 em M’ é semi-irregular, entao M’ é
um conjunto misturador denso. Logo, T' é densamente Li-Yorke cadtico. [ |

3.3 Critério de Caos Li-Yorke Denso

Definigao 3.2. Seja T € L(X). Dizemos que T satisfaz o Critério de Caos Li- Yorke
Denso se existe um subconjunto denso Xy de X com as sequintes propriedades:

(a) (T™x) tem uma subsequéncia convergindo para zero, para todo x € Xy;

(b) Existe uma sequéncia limitada (a,) em X tal que a sequéncia (T"ay,) € ilimitada.

6Seja h' € H' == Jac He B € D tal que b/ = a+ By
a. Se3=0=h=a€ HCA.
b. Se #0=~v€ B (—a+ A) = By € —a+ Alogo v+ a € A.

"M’ um D-subespaco vetorial denso e todo vetor # 0 é semi-irregular.
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Teorema 3.3. Um operador T € L(X) ¢é densamente Li-Yorke cadtlico se e somente se
ele satisfaz o Critério de Caos Li-Yorke Denso.

Demonstracao:

(=) Suponhamos que 7' é densamente Li-Yorke cadtico. Entao existe um conjunto denso
de vetores irregulares (Teorema 3.1). Considere Xy dito conjunto; procedendo de maneira
analoga & demonstracao do Teorema 2.13 com zy € Xy, temos que o conjunto X, satisfaz
as propriedades (a) e (b) da Definigdo 3.2. Portanto, T satisfaz o Critério de Caos Li-
Yorke Denso.

(«<=) Suponhamos que T satisfaz o Critério de Caos Li-Yorke Denso. Entao T é um ope-
rador Li-Yorke caodtico (Teorema 2.13). Logo, T" admite um vetor zo € X semi-irregular.
Da Defini¢ao 3.2, existe um conjunto denso Xy C X com as propriedades (a) e (b).
Pelo Teorema 3.1 é suficiente provar que arbitrariamente perto de qualquer ponto de X,
existe um vetor semi-irregular para 7. Seja z € Xy. Entao ha duas possibilidades:

1. x é um vetor semi-irregular para 7.
2. x nao é um vetor semi-irregular para 7.

Se x é um vetor semi-irregular para 7', entao nao ha nada a ser feito. Se x nao é um vetor
semi-irregular para T, entao o fato de (7"x) ter uma subsequéncia convergindo para zero
(propriedade (a)) implica que (7"x) tem que convergir para zero.

Para cada m € N, definamos o vetor

1
Zm =T + —Xp.
m

Como T"z — 0 e (T"xp)nen tem uma subsequéncia convergindo para zero, temos que
T zm )nen tem uma subsequéncia convergindo para zero. Por outro lado, como T"x — O e
€ )
(T™x0)nen na0 converge para zero, temos que (7" z,, ) ,en N80 converge para zero. Portanto,
Zm € um vetor semi-irregular para 7', para todo m € N. Como zy = lim z,,, vemos que
m—00

arbitrariamente perto de xy existem vetores semi-irregulares para 7' |



Capitulo 4

Existéncia de Subespacos Irregulares
Densos

4.1 Introducao

Seja T um operador sobre um espaco de Fréchet X. Um subespaco irreqular para
T é um subespago vetorial Y de X tal que todo y € Y\{0} é um vetor irregular para
T. Veremos que um tal subespago é sempre um conjunto misturador para 7' (Proposigao
4.1). Assim, a existéncia de um subespago irregular Y # {0} para T implica que T é
Li-Yorke caotico e a existéncia de um subespago irregular denso Y para 71" implica que T
¢é densamente Li-Yorke cadtico.

Neste capitulo apresentaremos uma condicao suficiente para a existéncia de subespa-
¢os irregulares densos para operadores sobre espagos de Fréchet separaveis (Teorema 4.2).
Tal resultado foi originalmente obtido em [3] no contexto de espagos de Banach e foi ge-
neralizado em [5] para espagos de Fréchet. Como aplicagao, provaremos que um operador
deslocamento com pesos B,, sobre um espaco de Fréchet de sequéncias Z admite um su-
bespago irregular denso (logo, é densamente Li-Yorke cadtico) se e somente se possui uma
orbita ilimitada (Teorema 4.6). Também caracterizaremos caos Li-Yorke para operadores
de composicao sobre espacos de funcoes holomorfas; neste caso, provaremos que um tal
operador é Li-Yorke cadtico se e somente se é hiperciclico (Teorema 4.17). Os teoremas
4.6 ¢ 4.17 foram estabelecidos em [5].

Por todo este capitulo, X denotard um espaco de Fréchet separavel arbitrario.

4.2 Existéncia de Subespacos Irregulares Densos

Comecamos esta secao com o seguinte resultado:
Proposicao 4.1. Seja T' € L(X). Todo subespago irreqular para T € um conjunto mis-

turador para T

Demonstragao: Seja M C X um subespaco irregular de T. Se x,y € M e x # y, entao
x—y € M (pois M é um subespago vetorial de X) e z —y # 0, donde = — y é um vetor
irregular para 7T'. Logo,

liminf d(T"z, T"y) = liminf d(T"(x — y),0) = 0

n—oo n—oo

32
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limsupd(T"z, T"y) = limsup d(T"(x — y),0) > 0,

n—oo n—oo
provando que (x,y) é um par Li-Yorke para T. Portanto, M é um conjunto misturador
para T'. [

Vamos agora apresentar uma condigao suficiente para a existéncia de um subespaco
irregular denso.

Teorema 4.2. Suponha que T' € L(X) satisfaz:

i) Existe um subconjunto denso Xo de X tal que T"x — 0 para todo x € X.

ii) Eziste uma sequéncia limitada (a,) em X tal que a sequéncia (T™a,) € ilimitada.
Entao T admite um subespago irreqular denso.

Demonstragao: Pelo Lema 2.11, existe uma sequéncia (z;);jen de vetores nao nulos em X
tal que

0
E Bjx; € um vetor irregular para 7, (4.1)
J=1
sempre que (f;);en ¢ uma sequéncia de escalares que assume apenas um ntmero finito
de valores e tem infinitas coordenadas nao nulas. Seja Ny, No, N3, ... uma sequéncia de

subconjuntos infinitos de N que sao dois a dois disjuntos. Para cada n € N, definimos

8. — 1, se 7€ N,
P10, se j € N\N,.

Para cada n € N, definimos o vetor

9]
Jj=1

Por (4.1), cada w,, é um vetor irregular para 7. Como X é separavel, existe uma sequéncia
densa (¥, )nen contida em Xy. Definimos

Zn = UYp + —Wy
n

para cada n € N. Como a sequéncia (wy,)ney € limitada em X (pela construcao dos z;’s
no Lema 2.11) e a sequéncia (z,)nen é densa em X, temos que (Y, )nen € densa em X.
Logo,

Z = span{z, : n € N}

¢ um subespago denso de X. Se z € Z\{0}, entdo podemos escrever z na forma

k
z = Zanzn

n=1
k k

Qo
n=1 n=1 n
k k

(079
TS (z —%)

n=1 n=1 \jEN, n

=yt Z Bjxj,
j=1
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onde y := Zﬁ:l anYn € span(Xo), B; = %= sempre que j € N, (1 <n < k)e ;=0
se j € N\(N;U---UNy). Note que a sequéncia (f3;);en assume apenas um nimero finito
de valores e tem infinitas coordenadas nao nulas. Como T"y — 0 (por (7)) e 372, Bjx; ¢
um vetor irregular para 7' (por (4.1)), concluimos que z é um vetor irregular para 7. B

Observagao. 4.3. Note que a condigdo i) no teorema acima é automaticamente satisfeita
por qualquer operador T : X — X com nicleo generalizado | J.~, ker(T™) denso em X .

Combinando os Teoremas 2.10 e 4.2, obtemos o seguinte resultado:

Corolario 4.4. Seja T € L(X) e suponha que existe um subconjunto denso Xy C X tal
que T"x — 0 para todo x € Xy. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

i) T é Li-Yorke cadtico;
ii) T admite um subespago irreqular denso;
iii) T admite uma orbita ilimitada.

Demonstragao: i) = iii) Suponhamos que T é Li-Yorke cadtico. Pelo Teorema 2.10,
T admite um vetor irregular z. Da definicao de vetor irregular temos que a sequéncia
(T"z)nen € ilimitada, ou seja, a orbita de z é ilimitada.

i1i) = 1i1) Por hipotese, existe um vetor z cuja orbita é ilimitada, isto é, o conjunto
Orb(z,T) é ilimitado em X. Tomando a, := z para todo n € N, vemos que a sequéncia
a, satisfaz a condi¢ao (ii) do Teorema 4.2. Por outra parte, a condigao (i) é satisfeita por
hipotese. Assim, do Teorema 4.2 concluimos que 7" admite um subespaco irregular denso.
1) = 1) Por hipotese, T' tem um subespaco irregular denso Y. Pela Proposicao 4.1, Y é
um conjunto misturador para 7'. Em particular, 7" é Li-Yorke caotico. [

Observagao. 4.5. Todo operador hiperciclico T sobre X admite um subespaco irreqular
denso e, em particular, € densamente Li-Yorke cadtico.

Com efeito, como todo vetor hiperciclico para 1" é trivialmente um vetor irregular para
T, a afirmacao acima decorre imediatamente do seguinte resultado:

Teorema 4.6 (Herrero-Bourdon). Se x é um vetor hiperciclico para T, entao
Y :={p(T)x : p é um polinomio}

€ um subespaco vetorial denso de X consistindo, exceto por zero, de vetores hiperciclicos
para T'.

Para a demonstracao do Teorema de Herrero-Bourdon, veja [9, Teorema 2.55].

4.3 Operadores Deslocamento com Pesos

O objetivo desta segao é apresentar uma aplicagao da teoria ja estabelecida anteri-
ormente, estabelecendo caracterizacoes do caos Li-Yorke para operadores deslocamento
com pesos.
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Teorema 4.7. Seja Z um espago de Fréchet de sequéncias para o qual (€,)neny € uma
base. Suponha que a aplicacao deslocamento com pesos

By(x1, 29,3, ... ) := (Woke, w3y, Wyly, . . .)
define um operador sobre Z. Entao as sequintes afirmagoes sao equivalentes:
(i) By € Li-Yorke cadtico;
(i1) B, admite um subespago irreqular denso;
(i1i) B, admite uma orbita ilimitada.

Demonstracao: Tendo em vista o Corolario 4.4, basta provar que B,, tem ntucleo genera-
lizado

X := U ker(B;,)
n=1

denso em X. De fato, vemos que

€7 : By(zr1,29,...) =0}

€ Z : (waxe,wszs,...) =(0,0,...)}
€7 : wore =0,wszrs =0,...}

€7 :x,=0,Vk > 2},

ker B, = {(x1,%2,...
(1,29, . ..
(71
(

T1,T9,y ...

~— — ~— ~—

{
=1
{flfl,xg,...

o que implica que e; € ker B,,. Como

ker B2 = {(z1,29,...) € Z : B2(21,73,...) =0}

(x1,29,...) € Z 1 (wowsxs, wswyry,...) = (0,0,...)}
( ) € Z : wowzxrz = 0,wowszy =0,...}

( )

€7 :x, =0,k >3},
temos que ey € ker B2. Assim, de forma indutiva temos que

ker B! (x1,29,...) € Z : Bl(x1,29,...) =0}

=1
= {(x1,29,...) € Z : =0, Vk > n+ 1},

donde e, € ker B} para todo n € N. Logo,

k (9]
spanie, :n € N} = {Z ane, o €Keke N} - U ker(B],)) = X, (4.2)
n=1 n=1
provando que X, é denso em X. [ |

Observacao. 4.8. Um operador deslocamento com pesos pode ser Li-Yorke cadtico mas
nao ser hiperciclico.

De fato, seja Z = £, (1 < p < 00) ou Z := ¢y, e consideremos o operador de
deslocamento & esquerda com peso B, sobre Z, demos uma caracterizacao para dito
operador.
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Afirmacao 8. B, ¢ Li-Yorke cadtico se e somente se

sup wi|:meN, m>n,=o0.
[T e

i=n

Primeiramente introduziremos alguns conceitos. Como toda teoria matemética tem
sua nog¢ao de isomorfismo, entao a pergunta natural é: Quando podemos considerar dois
sistemas dinamicos 7' : X — X e S : Y — Y iguais? Deveria haver um homeomorfismo
¢ Y — X tal que, quando x € X corresponde a y € Y via ¢, entdo T'(x) deve
corresponder a um S(y) via ¢. Em outras palavras, se © = ¢(y) entdo Tx = ¢(S(y)). Isto
equivale a dizer que

Top=q¢oS.

Lembremos que um homeomorfismo é uma func¢ao bijetiva continua com inversa con-
tinua. Em muitas aplicagoes basta exigir que ¢ seja continua com imagem densa.

Definicao 4.9. Sejam S:Y — Y eT : X — X sistemas dindmicos lineares. Dizemos
que € T linearmente conjugado a S, se existe um homeomorfismo linear ¢ : Y — X
tal que T op = po S, isto €, tal que o diagrama

S

Yy — Y
o} 1o
X 7> X

comuta.

Uma conjugacao linear ¢ uma relagao de equivaléncia entre sistemas dinamicos lineares,
e tais sistemas dinamicos conjugados tém os mesmos comportamentos dinamicos.

Definicao 4.10. Dizemos que uma propriedade P dos sistemas dindmicos lineares se
preserva por conjugacao linear. Se dado S :Y — Y € um sistema dindmico que tem
a propriedade P, entao todo sistemas dindmico linear T' : X — X que € linearmente
conjugado com S também a tem.

Consideremos o operador
By : (zo, 1,22, ...) € Z +— (w11, wake, waxs,...) € Z

onde (w;);en € uma sequéncia de inteiros positivos limitada, e o operador deslocamento
sem peso

B (xg,r1,29,...) € Z > (x1,29,23,...) € Z
sobre 0 espaco com peso
0 ’
Z=1t(v) == (x:)ien : ||2]| = (Z Vi|$i|p> <00,
i=1
com 1 < p < oo e onde (1);eny € uma sequéncia de inteiros positivos tal que

v

sup < 00.

ieN Vi41
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Afirmamos que o operador B é Li-Yorke caotico sobre Z se, e somente se,

Myzzsup{ﬁ:nEN,m>n}:oo.

m

Suponhamos que B é Li-Yorke caotico, e seja x = (x;);en um vetor irregular para B.
Entao

o [e.e]

1%
B @IP =3 bl = 3 vl

k=0 k=0 Ftm

(o)
<M, Z Vitn|Thnl” < My||z[|P.
k=0

Portanto,
||B"(z)|| < M,||z|| (||x|| constante fixa).

Se assumimos M, < oo, entdo B™(z) converge para zero. Logo, B nao admite vetor
irregular o que é um absurdo ja que B ¢é Li-Yorke.

Para provar a reciproca, suponhamos que M, = oo; entao o conjunto {Z—Z 'n €
N, m > n} é ilimitado. Como m > n, entdo m = n + k para algum k£ € N. Assim para
todo k € N existem pg, g € N (g > py) tais que

Upe - 3k vk e N. (4.3)
Ugy,
Por outro lado, dado que
M, = lim 2% = oo,
mon Yotk

entao, dado M > 0 existe ng € N tal que se k > ng entao V”—’“k > M. Assim, tomando

D
as sequéncias crescentes (ng)ren = (no + k)ren € (Myg)ken = (ng + 2k)ren de inteiros
positivos temos que my > n; para todo k € N e

lim (my — ng) = oo. (4.4)
k—o0

Portanto, para todo k > ng temos que (4.3) e (4.4). Definamos o vetor = (z;)ien € Z
(20 )77 se i =y
T =
0 outro caso.
Logo,

[e.e]
||Bmk_nk (x)Hp :Z Vi|$i+mk—nk|p = Vnk|$mk|p

=1

)
() (3):

3=
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= (2) (1) @) wen

Passando ao limite k& — oo, temos

Resumindo,

lim ||B"™ " (z)|| = oc. (4.5)
k—o00
Por outra parte, como o suporte de z ¢ finito entao para s > ng, assim temos que
||B**(z)|| =0 para todo k € N. (4.6)

Portanto, das equagdes (4.5) e (4.6) concluimos que B ¢é Li-Yorke cadtico em Z.
Definamos v = (vq,v9,v3,... ), onde

n -1
Uy, = (H wl-) Vn € N,
i=1

e considere o espaco
Zu = {(xn>n€N . (xnl/n>n€N S Z}

Definimos em Z, as seminormas

P,(z) = sgp |zp| Vn eN,
1<k<n

onde & = (2;)ien € Z,. A aplicagao

by 7, — Z

(:L‘n>n€N — (xnyn>n€Na

¢ um isomorfismo de espacos vetoriais, com a topologia em Z, dada pela familia de
seminormas citada acima. Nao é dificil ver que U é aberto em Z, se, e somente se, ¢, (U)
é aberto em Z. Além disso,

(Bw o ¢V)($1, T2, T3, ... ) = Bw(l’ll/l, Tola,T3lV3, . .. )

2 —1 3 —1
:Bw<l’1wfl,$2<nwi> ,iﬁ'z(Hwi) ,)
=1 =1
2 -1 3 -1
:(UJQLEQ(HU]Z) 7w3x3<HwZ> ,)
=1 =1
2 -1
:(x2w1_17$3<1_[wi> 7'")7
=1

(gbv © Bw)(xh T2, T3, ... ) = ¢V(5E2, T3, T4, .- )

= ($2V1, T3lVo, Tyl3, . . . )

2 -1
-1
:<x2w1 ,x;;(Hwi) ,)
i=1
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Portanto, B, o ¢, = ¢, 0 B , e assim ¢, é uma conjugacao linear.

X = X
o} 1o
X, ? X,

Como B é um operador Li-Yorke cadtico sobre Z , entao B, também serd um operador
Li-Yorke caotico sobre Z, ja que a propriedade é preservada por conjugacao. Além disso,

Uy i
Sup{—:nGN, m>n}zsup{Hwi:n€N, m>n}.
Vm

i=n
Assim,

sup{H|wi|:n€N, m>n}:oo,

=n
mostrando uma caracterizacao para os operadores de deslocamento com peso.
Por outra parte, temos outra caracterizacao para a hiperciclicidade de B,,, a saber:
B,, € um operador hiperciclico sobre Z se, e somente se,

sup w;|:n e N = o0;
[ 1w
i=1

a demonstragdo pode ser vista em |9, exemplo 4.9(a)|. Portanto, estas caracterizagoes
nos permitem construir sequéncias de pesos w = (w;);ey de modo que B, seja Li-Yorke
cadtico mas nao hiperciclico.

4.4 Operadores de Composicao

Nesta secao vamos caracterizar caos Li-Yorke para operadores de composicao.

Proposicao 4.11. Sejam €y e Q5 dominios em C e ¢ : Q0 — Qo um mapa conforme.
Se 1 e o sao automorfismos de )y e €y, respectivamente, tais que ps 0P = Yoy entdo
Cy, e Cy,, sao linearmente conjugados via o mapa

J:H(Qy) — H(D)

[ fou,
tais que o diagrama
H() =5 H(®)
Jl $J

HSw) — H)

®1

comuta.
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A demonstragao da Afirmacao 4.11 esta fora do objetivo deste trabalho e pode ser
encontrada em [9].

Definigao 4.12. Seja 2 um dominio de C e ¢, : @ — Q, n > 1, uma sequéncia de
automorfismos. Entao a sequéncia (pn)nen € dita Tun-away se, para todo subconjunto
compacto K C (), existe um m € N tal que,

om(K)NK =10.

Na pratica, esta defini¢ao é aplicada a sequéncia de iteragoes (¢"),en de um automor-
fismo ¢ sobre 2. Vejamos o seguinte exemplo.

Exemplos 4.13.

(a) Seja Q = C. Entao os automorfismos de C sao as fungoes
p(z)=az+b, a#0, beC,

e (")nen € uma sequéncia run-away se, e somente se, a = 1, b # 0. De fato, seja
@ um automorfismo de C. Se ¢ nao é um polindomio entao, pelo Teorema de Casorati-
Weierstrass, ¢({z € C : |z| > 1}) € denso em C e portanto intercepta o conjunto p(D),
o qual € aberto pelo Teorema da aplicagao aberta. Assim isto contradiz o fato que p seja
injetivo. Portanto ¢ € um polindmio. Novamente pela injetividade, o grau do polinémio
tem que ser um, assim @ tem duas formas de ser escrito. Se a =1 entdo ¢"(z) = z + nb.
Assim (¢")nen € uma sequéncia run-away se, e somente se, b # 0. Enquanto se a # 1
entdo (1 —a)™'b é um ponto fizo de @. Portanto, (p™),en nGo pode ser uma sequéncia
TUN-QWay.
(b) Seja Q = C* = C\{0}, o plano perfurado. Com um argumento andlogo como em (a)
podemos mostrar que 0s automorfismos de C* sao as funcoes
ou (z)=az ou @(z)= g, a # 0.

Entao (¢")nen € uma sequéncia run-away se, e somente se, p(z) = az com |a| # 1.

Mostraremos, a seguir, que a propriedade de ser run-away para uma sequéncia (¢"),en,
¢ uma condigao necesséria para que o operador composicao seja Li-Yorke cadtico.

Proposicao 4.14. Sejam Q um dominio em C e ¢ € Aut(Q2). Se C, é Li-Yorke cadtico,
entao (™ )nen € uma sequéncia Tun-away.

Demonstragao: Suponhamos que C, é Li-Yorke cadtica e (¢™),eny ndo é uma sequéncia
run-away, isto é, existe um compacto K; C € tal que ¢"(K;) N K; # () para todo n € N.
Seja f € H(Q2) um vetor irregular para C, (Teorema 2.10). Entao a sequéncia ((Cy)" f)nen
¢ ilimitada, ou seja, existe um compacto Ky C € tal que a sequéncia (f o ¢™)peny nao é
uniformemente limitada sobre K.

Afirmagao 9. Eziste um subconjunto K C §2, compacto e conexo contendo Ky e K.

Como KUK é compacto e Q\C é aberto, entao 2¢ = d(K;UK,, Q\C) > 0. Definamos
as colegoes

A:{ReRgﬂKl#m}

B={R.:R.NK,+0}
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onde, R, é um retangulo aberto de lados €. Assim, temos que

Kyc |JR e Ko | Re
R.eA R.eB

Como (Re)r.ca € (Re)r.es sao recobrimentos abertos K; e Kj, respectivamente, existem
colegoes finitas (&), e (€)™, tais que

KlCORa e KQCOREz"
=1 =1

Dai,
k

KUK, C U RZ‘,
i=1
onde Ule R; é compacto em (2, ja que é unido (finita) de compactos. Mas nao necessari-

amente ¢ conexo. Para isso definimos os conjuntos

Ll = {LRZ';R]':R’L'GA7 RjeAezuj:177k}

L= {Lnan, s R € B, By € Beij— L.k}

0s quais sao compactos. Além disso, como Ule R; & compacto em (2, existe um caminho
em () tal que liga R, € Ae R,, € B'. Contudo,

k k
KUK, C URZ C URZ UL;ULyU {LRn;Rm} = K,

i=1 i=1

o qual é compacto (por ser uma unido finita de compactos) e conexo (por ser conexo
por caminhos) em ). Assim, concluimos que existe um conjunto compacto e conexo K
contendo a K; e K.

&
Entao temos que,
P (K)NK #0 (4.7)
e
(f 0 ¢")nen nao € uniformente limitada sobre K. (4.8)

Por outra parte, como f nao é identicamente nula (f é irregular), pelo Principio da
Identidade, f tem um nimero finito de zeros em K. Se f € H(Q2) ndo tem zeros em K,
por (4.7) existe um z € K tal que ¢"(x) € K para todo n € N. Entao fo " # 0 em
K. Assim, f o™ -» 0 uniformemente sobre K o que contradiz o fato que f € H(Q) é
um vetor irregular para C, concluindo que f tem ao menos um zero em K. Suponhamos
que 21, 22,...,2, € K sao zeros de f em K. Pela maneira pela qual K foi construido,

(o]

podemos supor que 21, 2, .. ., 2, € K, e assim que posso escolher abertos disjuntos V; tais
que z; € V; para cada j € {1,...,7}. Seja

§:=min{|f(2)| : z € K\(ViUVaU---UV,)}.

I No caso que K1 N Ky =0
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Como f € H() é um vetor irregular, ((Cy,)"f)nen tem uma subsequéncia que converge
para 0 uniformemente em K, ou seja, existe um ng € N tal que

se k > ng entdo P(f o ™) :=sup|f o ©"(2)| < J;
zeK

em particular tomando mg > ng temos que

sup |f o ™ (2)] < 6.

zeK

Logo,

sup [f(¢™(2))] <€ <= sup |f(Z)] <4,

zeK Ze™o(K)
entao

sup  |f(Z)| < sup |f(Z)| <.
Zep™o(K)NK Zee™o (K)

Assim,

OM(KYNK CViUVaU---UV,,
isto ¢, ¢ (K) NV, # 0, para alguns j’s. Dali,

Y"(K)NEK CViUTaU--- UV, U (Q\K).

Por outra parte, como K é conexo e ¢™° & continuo, entdao ¢™°(K) é conexo, logo
@™ (K) C V; para algum j € {1,...,7}. Em particular, ¢ (K) C K e assim

Y"(K)C KUp(K)U-- U™ (K) V¥n € Ny.

~
B

Dado que K é compacto e ¢™ é continuo, entdao ¢P(K) é compacto com 0 < p < m — 1.
Logo B é compacto em (2 e assim f € H(Q2) é limitada sobre o compacto B D K o que
contradiz (4.8) concluindo que a sequéncia (¢"),en € run-away. |

Corolario 4.15. Nao existe automorfismo em C* tal que o operador composicao seja
Li-Yorke cadtico.

Demonstracao. Pela Proposicao 4.14 e o Exemplo 4.13, temos que o operador C, é Li-
Yorke caotico sobre H(Q2) se ¢(z) = az com |a| # 1. Seja f € H(C*) e suponha que
((Cyp)™ fnen tem uma subsequéncia convergindo para zero em H(C*). Entao existe uma
sequéncia crescente (n;);en de inteiros positivos tal que

((Cp)" f)(2) = f(a™z) — 0 uniformemente sobre o circulo unitério T. (4.9)
Portanto, aplicando o Teorema do Moédulo Maximo temos que
f(z) >0 quando |z|] - cose |a]| >1 e f(z) =0 quando |z| = 0se |a] < 1. (4.10)

De fato, consideremos dois casos separadamente.
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(i) |a] > 1 entdo |a™| — 400 (s@o circulos concéntricos).
J

Aplicando a defini¢ao a (4.9), dado € > 0 existe jo € N tal que |f(a"z)| < € para todo
z € T e para todo 7 > jo, isto €, para j > jo temos que

[f()] <e Vi|z[=la[" e [f(z)] <€ VI|z|=]a]"*. (4.11)
Logo, como f é holomorfa, aplicando o Teorema do Mdédulo Maximo no dominio
Q:={z:a]" < |z| < |a|"*},
temos que |f| atinge o méximo na fronteira, mas por (4.11) vemos que
If(z)] <e Vzel.

Entao,
[f(2)] <€ Vz| > [a]™0.

Assim,
f(z2) = 0 quando |z| = oo (se |a| > 1).

(ii) |a| < 1 entéo |a™| — 0 (séo circulos concéntricos contraindo).
J

Aplicando a defini¢ao a (4.9), dado € > 0 existe j; € N tal que |f(a"z)| < € para todo
z € T e para todo 7 > jy, isto é, para j > j; temos que

[f(2)] <e Viz[=la[" e [f(z)] <€ V]z|=a]"". (4.12)
Logo, como f é holomorfa, aplicando o Teorema do Médulo Maximo no dominio
Q:={z:|a]"" < |z| < |a|]™},
temos que |f| atinge o méximo na fronteira; mas por (4.12) vemos que
1f(z)] <e Vzell

Dalf,
[f(2)] <€ V]z| < a]™e.

Portanto,
f(z) = 0 quando |z|] = 0 (se|a| <1).

Logo, de (4.10) temos que
f(a"z) — 0 uniformemente sobre K (VK C 2 compacto).

De igual forma devemos considerar dois casos.

(a) Se |a] > 1, dado € > 0 existe uma constante C' > 0 tal que
If(2)] <€ V]z| > C. (4.13)
Como K é compacto e 0 ¢ K, entao d(0, K) > 0. Logo, tomando r > 0 tal que

|z| >r >0 paracada z € K,
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segue que
la"z| = |a|"|z] > |a|"r — +00 quando n — o0 Vz e K.

Logo existe um ng € N tal que |a|™r > C. Dali, se n > ng entao |a"z| > C para todo
z € K. Portanto, por (4.13) temos que

|f(a"z)| < e paratodo z € K.

Portanto f(a"z) — 0 uniformemente sobre K.

(b) Se |a| > 1, dado € > 0 existe uma constante R > 0 tal que
lf(2)] <e Y]|z| < R. (4.14)
Como K é limitado, entao existe um v > 0 tal que |z| <~ para todo z € K. Entao
la"z| = |a|"|z] < |a|"y Vze K.

Logo,
la"z| — 0 quando n — 0.

Dai, existe um n; € N tal que se n > n; entdo |a"z| < R para todo z € K. Logo, por
(4.14) temos que
|f(a"z)| < e paratodo z € K.

Portanto f(a"z) — 0 uniformemente sobre K.
Acabamos de mostrar que (C,)"f converge para zero em H(C*), provando que o
operador C, nao tem vetor irregular; assim C,, nao ¢ Li-Yorke cadtico. |

Quando ) = C*, a propriedade de uma sequéncia ser run-away nao é uma condicao
suficiente para ser Li-Yorke cadtico. O objetivo é mostrar que em outros casos, o opera-
dor Li-Yorke cadtico é caracterizado pela propriedade run-away. Para isso, introduzimos
algumas propriedades topologicas de conjuntos no plano complexo.

Denotemos por C = C U {oco} a compactificagdo de Alexandroff de C. Um dominio
2 diz-se simplesmente conexo, se @\Q ¢ conexo. Um dominio €2 diz-se finitamente
conexo, se @\Q contém no méximo uma quantidade finita de componentes conexas,
em outro caso dizemos que ¢ infinitamente conexo. Se M é qualquer conjunto em
C entao dizemos que uma componente limitada de C\M é um buraco. Neste sentido,
um dominio finitamente conexo contém s6é um ntmero finito de buracos e um dominio
simplesmente conexo nao contém buracos. No caso de ter dominios finitamente conexos,
mas nao simplesmente conexos {2, pode-se mostrar que tais dominios sao conformalmente
equivalentes a C*, assim que 2 ndo admite um automorfismo ¢ tal que (¢"),en seja uma
sequéncia run-away, mas omitiremos a demonstragao neste caso. Portanto da Proposicao
4.14 e o Corolério 4.15 temos a seguinte proposicao.

Proposicao 4.16. Seja 2 um dominio finitamente conexo, mas nao simplesmente conexo
em C. Entao C, nao é Li-Yorke cadtico para qualquer automorfismo ¢ de §2.

Em outro caso, temos o seguinte teorema.

Teorema 4.17. Seja Q) um dominio em C o qual é ou simplesmente conexo ou infinita-
mente conexo e seja ¢ qualquer automorfismo de Q. Entao C, sobre H(Q2) é Li-Yorke
cadtico se e somente se € hiperciclico.
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Demonstragao: Suponhamos que C, é um operador Li-Yorke caético. Pela Proposigao
4.14, temos que (¢"),en € uma sequéncia run-away, logo pelo |9, Teorema 4.32| concluimos
que C,, ¢ um operador hiperciclico.

Reciprocamente suponhamos que C, ¢ um operador hiperciclico. Entao admite um
vetor hiperciclico f € H(2), o qual é também é um vetor irregular para C,. Portanto C,,
¢ um operador Li-Yorke caotico (Teorema 2.10). [



Capitulo 5

Operadores Genericamente Li-Yorke
Cadticos

5.1 Introducao

Neste capitulo estudaremos o conceito de caos Li-Yorke genérico para operadores sobre
espagos de Fréchet. O resultado principal é o Teorema 5.1 que nos fornece caracterizagoes
para caos Li-Yorke genérico. Em particular, este teorema nos diz que um operador T' €
L(X) é genericamente Li-Yorke caotico se e somente se o espago todo X é um conjunto
misturador para 7. Como aplicacao, veremos que nenhum operador deslocamento com
pesos B, sobre um espaco de Fréchet de sequéncias Z e nenhum operador de composi¢ao
C, sobre um espago de Fréchet de fungdes holomorfas H(€2) pode ser genericamente
Li-Yorke caotico (Teorema 5.2). Também apresentaremos um exemplo de um operador
genericamente Li-Yorke cadtico sobre o espaco de Hilbert /5 que nao é completamente
irregular (Teorema 5.3). Todos os resultados deste capitulo foram obtidos em [5].

No que se segue, X denotard um espago de Fréchet arbitrario.

5.2 Caracterizacoes de Caos Li-Yorke Genérico

Teorema 5.1. Para todo T € L(X), as sequintes afirmagoes sao equivalentes:

(i) T é genericamente Li-Yorke cadtico;
(i) Todo vetor nao-nulo € semi-irreqular para T';

(i1i) X é um conjunto misturador para T.

Demonstracao:

((i1) < (i1i)) Segue do fato de que (z,y) ¢ um par Li-Yorke para T" se e somente se x — y
é um vetor semi-irregular para 7.

((i77) = (i)) Obvio, ja que X é um conjunto residual em X.

((7) = (4i)) Fixemos z um vetor nao nulo em X. Por hipotese, existe um conjunto residual
misturador S para T'. Por translac¢do, z + S também é residual em X. Logo, SN (z + .5)
também ¢é um conjunto residual. Em particular, é diferente de vazio, isto é, existe y €
SN(z+S). Entaoy € Sey =x+ 2z com z € S. Como = # 0 entdo y # z. Assim,
(y,z) € um par Li-Yorke para T', ja que S é um conjunto misturador para 7T'. Portanto,
r =y — z é um vetor semi-irregular para 7' [
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Teorema 5.2. As sequintes classes de operadores nao contém operadores genericamente
Li-Yorke caoticos:

(a) Operadores deslocamento com pesos sobre espagos de Fréchet de sequéncias.

(b) Operadores de composicao sobre os espagos de Fréchet H(Q2) (Q um dominio em C).

Demonstracao:

(a) Consideremos o operador deslocamento com a sequéncia de pesos w = (w,,)nen, definido
como

Bw (ZE) - (wn-l—ll‘n—s—l)nEN-

Mostremos que B, nao é um operador genericamente Li-Yorke caético. Aplicando o
Teorema 5.1 (i), basta provar que existe um vetor ndo-nulo que nao é semi-irregular para
B,,. De fato, ponha z := e;. Como

Bl(z)=0 VneN,

z nao é um vetor semi-irregular para B,,.

b) Consideremos o operador de composicao C, sobre H({2), o espaco das func¢oes holo-
©

morfas sobre o dominio €2. Vamos mostrar que C,, tem um ponto fixo nao trivial, isto é,

que existe f € H(§2) nado-nula tal que

Cso(f) =/
Tomando f = K (constante K # 0), entao
Co(f) = Co(K) = Kop=K = .

Logo, (C3(f))nen ndo tem subsequéncia que convirja para zero. Portanto, f ndo é um

vetor semi-irregular para C,. Aplicado de novo o Teorema 5.1 (i7), temos o desejado. W

5.3 Um Operador Genericamente Li-Yorke Cadtico que
nao é Completamente Irregular

Teorema 5.3. Existe um operador genericamente Li- Yorke cadtico S : {o — £y que admite
um conjunto denso de vetores nao-irrequlares.

Demonstragao: Na prova de [13, Teorema 3.13], foi construida uma sequéncia de pesos
(w;)ien tal que o operador

T (al,ag,ag, .. ) € ly —> (O,wlal,wgaQ,wgag, .. ) € (s,

tem a propriedade de que todo vetor nao nulo x € £y é um vetor irregular para 7. Além
disso, a sequéncia (w;);en satisfaz

<w; <2 VieN, (5.1)

N | —

lim su w; = 00. 5.2
n%opg (5.2)
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De (5.2), existe um menor inteiro positivo 1 tal que []iL, w; > 2. Ponhamos

, Ww; sel<i<r
U)l:: Wry

T, set=r.
=

Novamente de (5.2), existe um menor inteiro positivo 7, > 71 tal que [[;2, |

Ponhamos

L Wi > 2.

/

w, .= w. .
v ——2—  8e 1l =r,.
i=rq4+1 Wi

{wi sery <1t <79

Continuando de maneira indutiva, conseguimos uma sequéncia (w});ecy juntamente com
uma sequéncia crescente (r,)nen de inteiros positivos de modo que, para todo n € Ny,

) {wi sery, <1< Thnil
Wirm ) st o=y
Hiifnﬂl wi b

onde ro = 1. Note que

w; < w; para todo i € N, (5.3)

n

ng < 2 para todon € N, (5.4)

i=1
e

Tn

Hw; =1 para todo n € N. (5.5)

i=1
De fato, a equagao (5.3) resulta 6bvia em vista da defini¢ao da sequéncia (w});en. A
equacao (5.5) é verdade, ja que dada a definigao de (w});en

Tn
Hw;: Hw;~w/rn l<i<r,—1<my,)
i=1 ;

|
/—\%
e}

IS
N——
A/~
=
IS
= s
g
~

para todo n € N. Por altimo, para a equacao (5.4), dado n € N existe um inteiro positivo
k tal que r, < n < rgyq. Entao

Hw; = <Hw;> ( H w;) (por (5.5))

!/
1] wi

i=rp+1
< 2,

pela minimalidade de r;11. Seja S : ¢35 — {5 0 operador de deslocamento a direita com a
sequéncia de pesos (w});en. Pela equagao (5.3), temos que, para todo n € N e todo x € o

15" ]| < [[T"]].
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Como todo vetor nao nulo de ¢ é irregular para T, segue da desigualdade acima que
liminf [|S"z|| =0 Vz € {,.
n—oo

Por outra parte, das equagoes (5.4) e (5.5), temos que

1 <limsup||S"e|| < 2. (5.6)
n—oo
Logo, como cada elemento de f é uma combinagao linear de {e, : n € N}, e pela
linearidade do operador, temos que
limsup [|S"(x)|| > 0 Vz € £,\{0}.
n—oo
Portanto, todo vetor nao nulo de ¢, é semi-irregular para S. Assim, pelo Teorema 5.1,
mostramos que S é genericamente Li-Yorke cadtico. Além disso, da equagao (5.6), segue-
se que todo elemento em /5 de suporte finito nao é um vetor irregular para S. De fato,
como
S(ay,ag,as,...) = (0,wia, whas, wyas, ... ),

entdo S(e1) = wiey. Assim, ey posso escrever na forma
1
€y = —,561.
1
De igual forma, como S?%e; = wjwhes, posso escrever ez na forma

1
€3 —
wiwsy

5261.

Logo, de maneira indutiva pode-se mostrar que para todo 5 > 2,

Portanto, existe uma sequéncia (c;) en, com co := 1 tal que, para todo j > 2,
€; = ijlsjlel.

Como todo vetor x € f5 com suporte finito admite uma representacao da forma

k
r = (r1,%2,T3,...) = g xje;
7=1
entao
k k
n _E, gn _24 . antj-l
S"x = z;5"e; = xjcj_1S e.
=1 =1

Logo,

k
[152]] < lallej-al[1S™ e

=1

k
<33 lasllesa] (por (56))
j=1

=C}
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para todo n > my'. Dai, concluimos que

limsup ||S"z|| < Ck < 0.
n—oQ
Portanto, como o limite superior fica limitado, entao  nao é um vetor irregular para S,
mostrando assim a existéncia de um operador genericamente Li-Yorke cadtico que nao

admite um conjunto denso de vetores irregulares.
|

! Como limsup,, , ., [|5™|| = limp, 00 (SUP,, 5, |[S™€1]]) < 2 entdo, tomando e = 1 existe mg € N tal
que sup,,>,, |[S"e1|| < 3. Portanto [[S™e;[| < 3 para todo n > mg
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