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Resumo

Nesta dissertação de mestrado desenvolveremos a teoria de semigrupos a partir de formulações fracas.
Isto é, consideraremos uma classe de equações diferenciais parciais definidas a partir de sua formula-
ção variacional e a partir desta formulação procuraremos por hipóteses sobre as correspondentes formas
bilineares para poder garantir a existência de umC0-semigrupo que defina a solução do problema. Resul-
tados como este possuem muitas aplicações para problemas de evolução com coeficientes descontínuos.

Neste contexto, estudaremos uma classe de problemas variacionais de segunda ordem no tempo da
forma

(utt, v) + b(ut, v) + a(u, v) = 0.

Mostraremos que sob determinadas condições nas formas bilineares (·, ·), a(·, ·), b(·, ·) a solução é de-
finida por um semigrupo, que pode ser analítico, diferenciável ou assintóticamente estável. Finalmente,
ilustraremos a aplicabilidade do nosso resultado principal, atraves de diversos exemplos.

Palavras-chave: Semigrupos, formulações diferenciais, diferenciabilidade, analiticidade, estabili-
dade assintótica, equações diferenciais parciais.
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Abstract

In this work we develop the theory of semigroups from partial diferential equations in its variational
formulation. That is to say, we consider a class of partial differential equations defined from its va-
riational formulation looking from hypotheses over the bilinear forms that garanted the existence of a
C0-semigroup that define the solutions of the corresponding problem. This problem has several applica-
tions to evolutions equations with discontinuous coefficients

In this approach we study a class of variariational problems of second order in time

(utt, v) + b(ut, v) + a(u, v) = 0.

We will prove that over some conditions of the bilinear forms (·, ·), a(·, ·), b(·, ·) the corresponding
solution is defined by a semigroop that can be analytical or differentiable or asymptotically stable.

Finally, we give several examples of applications of our result.

Key-words: Semigroups, differential formulation, analyticity, asymptotic stability, partial differen-
tial equations.
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Introdução

Este trabalho é dedicado ao problema de saber se um sistema linear elástico amortecido é associado a
um semigrupo analítico ou diferenciável sobre seu espaço de estado de energia finita. Se a resposta for
afirmativa, o sistema é bem conhecido por ter pelo menos as seguintes propriedades dinâmicas:

(i) Os estados do sistema se tornará a infinitamente suave no tempo após o tempo inicial;

(ii) A taxa exponencial de decaimento/crescimento da energia é determinado pelo espectro do sistema;

(iii) Modos de vibração com maior frequência de decaimento a taxas exponenciais mais elevadas.

A consideração deste problema parece ter sido iniciada por Chen e Russell [10] em 1981. Eles
estudaram o sistema elástico amortecido descrito pelo equação de segunda ordem

wtt +Bwt +Aw(t) = 0

num espaço de Hilbert H onde A (o operador elástico) é um operador auto-adjunto definida positivo em
H e B (o operador de amortecimento) é um operador adjunto positivo emH. Chen and Russell reduziram
a equação anterior para uma de primeira ordem em H ×H

d

dt

[
A1/2w

wt

]
=

[
0 A1/2

−A1/2 −B

][
A1/2w

wt

]
.

Seja V = D(A1/2), H = V × H com o produto interno induzidas naturalmente, então a equação
anterior é equivalente à equação de primeira ordem em H

d

dt

[
w

wt

]
= AB

[
w

wt

]
,

onde 
AB =

[
0 I

−A −B

]
,

D(AB) = D(A)× [D(A1/2) ∩D(B)].

Chen e Russell [10] conjeturaram que AB é o gerador infinitesimal de um semigrupo analítico sobre
H se

D(A1/2) ⊂ D(B) (1)

e qualquer das seguintes desigualdades vale para alguma constante ρ1 > 0:

ρ1‖A1/4v‖H ≤ ‖B1/2v‖H , ∀v ∈ D(A1/4);

ρ1‖A1/2v‖H ≤ ‖Bv‖H , ∀v ∈ A1/2.
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As provas completas dos dois conjeturas foram dadas por Huang [18], [19].
A condição (1) implica que D(A1/4) ⊂ D(B1/2). Ressaltamos que a condição (1) para a primeira con-
jetura não pode ser substituído por D(B1/2) = D(A1/4) ( ver o contra-exemplo no capítulo 2 ).
Neste trabalho, consideramos analiticidade e diferenciabilidade do C0-semigrupo dando a solução para
uma equação de evolução variacional de segunda ordem. Este modelo pode cobrir sistemas elásticos com
forças giroscópicas, tais como equações de vibração de um feixe de rotação. Primeiro damos uma condi-
ção sob a qual a equação da segunda ordem não é fortemente bem colocado. Em seguida, estudamos uma
equação de viga com um coeficiente de amortecimento descontínua e será provado que o correspondente
AB não é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo no espaço com a norma de energia natural. Na
seção seguinte pelos teoremas de representação, apresentamos a nova definição na redução de primeira
ordem. A boa colocação da equação de segunda ordem segue a partir da geração de um C0-semigrupo.
Fornecemos condições suficientes para que o semigrupo associado ser analítico ou diferenciável. Os
teoremas abrangem os resultados conhecidos sempre que a equação de segunda ordem é escrita sob a
forma variacional.
Finalmente, ilustramos a aplicabilidade do nosso resultado principal com vários modelos concretos.

xi



Capítulo 1

Resultados Preliminares

Nesta seção, daremos alguns resultados que serão usados durante o desenvolvimento do trabalho.

1.1 Operadores Lineares

Nesta seção, todos os espaços vetoriais podem ser definidos sobre um corpo K = R ouC. Apresentamos
também a definição de resolvente e espectro de um operador linear e algumas propriedades.

Definição 1.1. Sejam X , Y espaços de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ Y um operador linear com
domínio D(A).

1. A é dito limitado quando existe uma constante C ≥ 0 tal que ‖Au‖Y ≤ C ‖u‖X , ∀u ∈
D(A). Caso contrário, A é dito não limitado.

2. A é dito densamente definido quando D(A) = X.

3. A é dito fechado quando o gráfico de A, G(A) = {(u,Au) ∈ X × Y : u ∈ D(A)} , é um sub
espaço fechado de X × Y, onde X × Y é um espaço de Banach com a norma

‖ · ‖X×Y =
(
‖ · ‖2X + ‖ · ‖2Y

)1/2
.

Sejam X e Y espaços normados. Representa-se por

L(X,Y ) = {A : X −→ Y /A é linear e limitado }.

L(X,Y ) é um espaço normado com a norma definida por

‖A‖L(X,Y ) = sup
‖u‖X≤1

‖Au‖Y .

Além disso, se Y é um espaço de Banach então L(X,Y ) é um espaço de Banach. Denotar-sé por
L(X) := L(X,X).

Teorema 1.1 ( Teorema da Aplicação Aberta ). Sejam X , Y espaços de Banach e A : X −→ Y

um operador linear, limitado e sobrejetivo. Então existe r > 0 tal que BY (0; r) ⊂ A(BX(0; 1)).

1



Demonstração. Ver [6].

Corolário 1.1. Sejam X , Y espaços Banach e A : X −→ Y um operador linear, limitado e bijetivo.
Então A−1 é limitado.

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.2 ( Teorema do Gráfico Fechado ). Sejam X , Y espaços de Banach e A : X −→ Y

um operador linear. Se A é fechado então é limitado.

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.3 ( Operador Fechado ). Sejam X , Y espaços normados e A : D(A) ⊂ X −→ Y um
operador linear limitado.

1. Se D(A) é um subconjunto fechado de X , então A é fechado.

2. Se A é fechado e Y é um espaço de Banach, então D(A) é um subconjunto fechado de X.

Demonstração. Ver [23].

Teorema 1.4 ( Teorema da Limitação Uniforme ). Sejam X um espaço de Banach, Y um espaço
normado e (Ai)i∈I uma família (não necessariamente contável) em L(X,Y ). Suponha que:

sup
i∈I
‖Ai u‖Y <∞ , ∀u ∈ X.

Então
sup
i∈I
‖Ai‖L(X,Y ) <∞ .

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.5. Sejam X um espaço normado e Y um subespaço de X. Então:

1. Se X é reflexivo, então é completo.

2. Se X um espaço de Banach, então [ Y é completo ⇐⇒ Y é fechado em X. ]

3. Se o espaço dual X ′ é separável, então X é separável.

4. Se Y tem dimensão finita, então é completo, reflexivo e fechado em X.

Demonstração. Ver [23].

Proposição 1.1. Sejam X um espaço de Banach, Y um sub espaço de X e 0 < r < 1. Se
Y 6= X, então existe um y0 ∈ X tal que ‖y0‖ = 1 e ‖y − y0‖ ≥ r , ∀ y ∈ Y .

Demonstração. Ver [29].

Teorema 1.6. Sejam X um espaço de Banach e A ∈ L(X). Se ‖A‖ < 1, então (I −A)−1 ∈

L(X) e (I −A)−1 =
∞∑
i=1

Ai.

2



Demonstração. Ver [23].

Definição 1.2. Sejam X um espaço de Banach complexo e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador
linear.

1. O conjunto resolvente de A, %(A), é o conjunto:

%(A) :=
{
λ ∈ C / (λ I −A) é invertível, (λ I −A)−1 é limitado com domínio denso emX

}
.

Além disso; para cada λ ∈ %(A), o operador linear R(λ ; A) := (λ I −A)−1 é chamado
resolvente de A.

2. O espectro de A, σ(A), é o conjunto: σ(A) := C \ %(A).

Proposição 1.2 ( Domínio de R(λ,A) ). Sejam X um espaço de Banach complexo, A : X −→ X

um operador linear e λ ∈ %(A). Se A é limitado ou fechado, então D(R(λ,A)) = X.

Demonstração. Ver [23].

Teorema 1.7 ( Representação do Resolvente ). Sejam X um espaço de Banach complexo e A :

D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Se µ ∈ %(A) e |λ− µ| = ‖R(µ,A)‖−1, então λ ∈ %(A)

e R(λ,A) =

∞∑
i=0

(µ−A)iR(µ,A)i+1.

Demonstração. Ver [29].

Corolário 1.2 ( Resolvente e Espectro ). Sejam X um espaço de Banach complexo e A : D(A) ⊂
X −→ X um operador linear. Então:

1. %(A) é aberto em X e R(λ,A) é uma função contínua em %(A).

2. Se A é limitado, então σ(A) é um conjunto compacto não vazio e σ(A) ⊂ {λ ∈ C : |z| ≤ ‖A‖} .

Demonstração. Ver [29].

Teorema 1.8 ( Equação resolvente e Comutatividade ). Sejam X um espaço de Banach complexo,
A,S ∈ L(X) e λ, µ ∈ %(A). então:

1. Equação resolvente: R(λ,A)−R(µ,A) = (λ− µ)R(λ,A)R(µ,A).

2. Se S A = AS =⇒ R(λ,A)S = S R(λ,A).

3. R(λ,A)R(µ,A) = R(µ,A)R(λ,A).

Demonstração. Ver [23].

Teorema 1.9. Sejam X um espaço de Banach complexo, A ∈ L(X) e µ ∈ %(A). então:

1. R(λ,A) é analítica em %(A).

2. ‖R(µ,A)‖ ≥ 1

d(µ)
, onde d(µ) = dist(µ, %(A)) := inf

λ∈%(A)
‖µ− λ‖.

Além disso, ‖R(µ,A)‖ −→ ∞ quando d(µ) −→ 0.

3



Demonstração. Ver [23].

Definição 1.3. Sejam X um espaço de Banach complexo e A ∈ L(X). O raio espectral de A,

Rσ(A), é o número real: Rσ(A) = sup
λ∈σ(A)

|λ|.

Proposição 1.3. Sejam X um espaço de Banach complexo e A ∈ L(X). Então Rσ(A) =

lim
k−→∞

‖Ak‖1/k.

Demonstração. Ver [23].

Definição 1.4. Um produto interno num espaço vetorial X é um aplicação

〈., .〉 : X ×X → K
(u, v) 7→ 〈u, v〉,

de maneira que satisfaz para u, v, w ∈ X , α ∈ K:

1. 〈αu+ v, w〉 = α〈u,w〉+ 〈v, w〉.

2. 〈u, v〉 = 〈v, u〉.

3. 〈u, u〉 ≥ 0

4. 〈u, u〉 = 0 se e somente se u = 0.

Num espaço com produto interno (X, 〈., .〉) a função u 7→
√
〈u, u〉, u ∈ X é uma norma, chamada

norma induzida pelo produto interno.

Definição 1.5. Um espaço de Hilbert H é um espaço com produto interno que é completo na norma
induzida pelo produto interno.

Teorema 1.10. Sejam H um espaço de Hilbert e Y um subespaço de H. então:

1. H é reflexivo.

2. Se H é separável, então Y é separável.

3. Se Y é fechado em H, então Y =
(
Y ⊥
)⊥ e H = Y ⊕ Y ⊥.

4. Y é denso em H ⇐⇒ Y ⊥ = {0}.

Demonstração. Ver [23].

Definição 1.6. Sejam H um espaço de Hilbert , D, D(A) subespaços de H , D ⊂ D(A), B ∈ L(H),
A : D(A) ⊂ H −→ H um operador linear.

1. A ⊂ A∗ quando 〈Au, v〉H = 〈u,A v〉H , ∀u, v ∈ D(A) .

2. A é dito simétrico quando D(A) = H e A ⊂ A∗ .

3. A é dito autoadjunto quando A = A∗ .

4. B é dito unitário quando B∗ = B−1 .

4



5. A é dito não negativo se 〈Ax, x〉 ≥ 0, ∀x ∈ D(A).

6. A é dito positivo se 〈Ax, x〉 > 0, ∀x ∈ D(A), x 6= 0.

7. A variação numérica de A é o conjunto Θ(A) = {(Ax, x)/x ∈ D(A), ‖x‖ = 1}.

8. A é dito limitado inferiormente se existe m ∈ R tal que

(Ax, x) ≥ m‖x‖2 x ∈ D(A)

Neste caso escrevemos A ≥ m é dizemos que m é uma cota inferior para A. A maior cota inferior
de A é denotada por mA a qual é dada por mA = infΘ(A).

9. D é um cerne de D(A) se D é denso em D(A) para a norma ‖.‖ = ‖.‖H + ‖A(.)‖H .

Teorema 1.11. Seja A : D(A) ⊂ H → H um operador linear e simétrico, são equivalentes:

1. A é autoadjunto.

2. A é fechado e Ker(A∗ ± i) = {0}.

3. R(A± i) = H .

Demonstração. Ver [34]

Definição 1.7. Seja um operador linear A : D(A) ⊂ H → H

1. A é dito monótono ou acretivo (−A é dissipativo ), se

Re(Au, u) ≥ 0 ∀u ∈ D(A).

2. A é dito maximal monótono se R(I +A) = H .

Proposição 1.4. Seja A um operador maximal monótono. Então

1. D(A) é denso em H .

2. A é um operador fechado.

3. Para todo λ > 0, (I + λA) é uma bijeção de D(A) sobre H , (I + λA)−1 é um operador limitado
e ‖(I + λA)−1‖ ≤ 1

Demonstração. Ver [6].

Proposição 1.5. Seja A um operador maximal monótono. Se A é simétrico então A é autoadjunto.

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.12. Seja A um operador autoadjunto e não negativo, então existe um único operador A1/2

autoadjunto e não negativo tal que (A1/2)2 = A. Além disso, D(A) é um cerne de D(A1/2).

Demonstração. Ver [21].

Proposição 1.6. Seja C : D(C) ⊂ H → H , C ≥ 0, C = C∗, então

(Cx, y) = (C1/2x,C1/2y) x ∈ D(C), y ∈ D(C1/2).

Demonstração. Decorre do (w,C1/2y) = (C1/2w, y), para w, y ∈ D(C1/2) e (C1/2)2 = C.

5



1.2 Formas Sesquilineares em Espaços de Hilbert, Teoremas de Repre-
sentação

Num espaço unitário de dimensão finita, a noção de uma forma sesquilinear e de um operador linear são
equivalentes, formas simétricas correspondem a operadores simétricos . Isso é verdade mesmo em um
espaço de Hilbert de dimensão infinita, no caso de formas limitadas e operadores limitados. No entanto
as formas são não limitados, não existe tal óbvio relacionamento óbvio. Entretanto existe uma relação
entre formas simétricas semilimitadas ( limitadas inferiormente ) e operadores auto-adjuntos.

Teorema 1.13 ( Teorema de Representação de Riesz-Frechet ). Dada qualquer φ ∈ H ′ existe um
único f ∈ H tal que

φ(u) = 〈u, f〉 ∀u ∈ H.

Mais ainda
‖φ‖H′ = ‖f‖.

Demonstração. Ver [6].

Definição 1.8. Sejam N1, N2 espaços normados, B(·, ·) : N1 × N2 −→ K e f : N1 −→ C
aplicações.

1. B(·, ·) é uma forma sesquilinear quando ∀α, β ∈ K , se verifica:

(a) B(αu+ β w, v) = αB(u, v) + β B(w, v), ∀u,w ∈ N1 , ∀v ∈ N2,

(b) B(u, α v + β w) = αB(u, v) + β B(u,w) , ∀u ∈ N1 , ∀v, w ∈ N2.

2. Se K = R, B(·, ·) é chamada forma bilinear.

3. f é dita antilinear quando f(αu+ v) = α f(u) + f(v) , ∀u, v ∈ N1 , ∀α ∈ C .

Observação: Se f é antilinear e g ∈ X ′, então f ∈ X ′ e g é antilinear, onde X é um
espaço normado complexo.

Definição 1.9. Sejam N1, N2 espaços normados e B(·, ·) : N1 ×N2 −→ K uma forma sesquilinear.

1. B(·, ·) é dita contínua ou limitada quando existe M ≥ 0 tal que |B(u, v)| ≤ M ‖u‖ ‖v‖, para
todo u ∈ N1, v ∈ N2.

2. No caso que N1 = N2, B(·, ·) é dita coerciva quando existe c ≥ 0 tal que ReB(u, u) ≥ c ‖u‖2,
para todo u ∈ N1.

Teorema 1.14 ( Teorema de Lax-Milgram ). Sejam H um espaço de Hilbert e b(·, ·) uma forma
sesquilinear, contínua e coerciva. Então para todo f ∈ H ′, existe um único u ∈ H tal que

b(η, u) = f(η), ∀η ∈ H.

Demonstração. Ver [14].

Corolário 1.3 ( Caso real ). Sejam H um espaço de Hilbert real e b(·, ·) uma forma bilinear,
contínua e coerciva. Se f ∈ H ′, então existe uma única u ∈ H tal que B(u, v) = f(v) , ∀ v ∈ H.
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Demonstração. Ver [6].

Corolário 1.4 ( Caso complexo ). Sejam H um espaço de Hilbert complexo e B(·, ·) uma forma
sesquilinear, contínua e coerciva. Se f : H −→ C é uma aplicação antilinear continua, então existe
uma única u ∈ H tal que B(u, v) = f(v) , ∀ v ∈ H.

Demonstração. Ver [40].

Definição 1.10. Uma forma sesquilinear ( ou brevemente uma forma ) sobre um subespaço D(t) de um
espaço de Hilbert complexo H é uma aplicação t : D(t)×D(t)→ C tal que

t[αx+ βy, z] = αt[x, z] + βt[y, z], t[z, αx+ βy] = αt[z, x] + βt[z, y],

para todo α, β ∈ C e x, y, z ∈ D(t). O subespaço D(t) é chamado o domínio de t, e a forma
quadrática t[.] : D(t)→ C associada com a forma t é definida por

t[x] = t[x, x].

Definição 1.11. Sejam s, t formas em H e α ∈ C, a soma s+ t e a múltiplo escalar αs são as formas

1. (s+ t)[x, y] = s[x, y] + t[x, y], x, y ∈ D(s+ t) := D(s) ∩D(t).

2. (αs)[x, y] = αs[x, y], x, y ∈ D(αs) := D(s).

Em particular denotamos por α a forma α(., .), então t+ α é a forma dada por

(t+ α)[x, y] := t[x, y] + α(x, y), D(t+ α) = D(t).

Definição 1.12. Seja t uma forma sesquilinear em D(t) num espaço de Hilbert H .

1. t é dita densamente definida se D(t) é denso em H .

2. Uma forma t é chamada simétrica ou Hermitiana se t[x, y] = t[y, x], para x, y ∈ D(t).

3. Uma forma simetrica é dita semilimitada inferiormente , se existe m ∈ R tal que

t[x] ≥ m‖x‖2 x ∈ D(t).

Neste caso escrevemos t ≥ m e dizemos que m é uma cota inferior para t. A maior cota inferior
de t é denotada por mt a qual é dada por

mt = infΘ(t), onde Θ(t) = {t[x]‖x‖−2/x ∈ D(t), x 6= 0}.

A forma é dita positiva se t ≥ 0.

Observação: A forma t é simétrica se e somente se Θ(t) ⊂ R.

Definição 1.13. Suponhamos que t é uma forma simétrica, semilimitada inferiormente de um espaço de
Hilbert complexo H , seja m uma cota inferior. A aplicação

〈., .〉t : D(t)×D(t) → C
(x, y) 7→ t[x, y] + (1−m)(x, y)H ,
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define um produto interno em D(t) com a norma dada por ‖x‖t = (t[x] + (1 − m)‖x‖2)1/2, a qual
satisfaz ‖.‖t ≥ ‖.‖ em D(t).
Notemos que 〈x, y〉t = 〈x, y〉t0 = t0[x, y] + (x, y)H , onde t0 := t − me e e(x, y) = (x, y)H , da
desigualdade de Cauchy-Schwarz aplicada a t0 e da relação anterior chegamos a que

|t[x, y]| ≤ (1 + |m|)‖x‖t‖y‖t, x, y ∈ D(t).

Seja Ht o espaço de Hilbert obtido por completamento do espaço Pre-Hilbert (D(t), ‖.‖t). Desde
que a aplicação inclusão (D(t), ‖.‖t) → (H, ‖.‖) é contínua, esta admite uma única extensão It apli-
cação linear e continua de Ht em H .

Definição 1.14. Seja t uma forma simétrica, semilimitada inferiormente.

1. t é dito fechado se (D(t), ‖.‖t) é um espaço de Hilbert.

2. t é dito fechável se existe uma forma s simétrica, semilimitada inferiormente e fechada que
estende a t i.e D(t) ⊂ D(s) e s[x, y] = t[x, y] para x, y ∈ D(t).

3. Um subespaço D é um cerne de D(t) se D é denso em (D(t), ‖.‖t).

Proposição 1.7. São equivalentes

1. t é fechada.

2. Se (xn) ⊂ D(t), xn
H→ x e t[xn − xm]→ 0, então x ∈ D(t) e t[xn − x]→ 0.

3. t′ é semi-contínua inferiormente em H , onde

t′[x] =

{
t[x], se x ∈ D(t)

+∞, se x /∈ D(t).

4. Se (xn) ⊂ D(t) tal que xn
H→ x e {t[xn]/n ∈ N} é limitado, então x ∈ D(t) e t[x] ≤ limt[xn].

Demonstração. Ver [37]

Proposição 1.8. Seja t uma forma simétrica e semilimitada inferiormente, são equivalentes:

1. t é fechável.

2. Para qualquer (xn) ⊂ D(t) tal que xn
H→ 0 e t[xn − xm]→ 0, entao t[xn]→ 0.

3. A aplicação It é injetiva.

Se t é fechável. definimos

D(t) = {x ∈ H/∃(xn) ⊂ D(t), xn
H→ x, t[xn − xm]→ 0}.

Sejam (xn), (yn) sequências em D(t) associadas a x, y ∈ D(t), então

t[x, y] = lim
n→+∞

t[xn, yn],

então D(t) é um subespaço vetorial de H , t é a menor extensão fechada de t e mt = mt.
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Demonstração. Ver [37],[5].

Proposição 1.9. Temos que:

1. Seja A um operador em H com domínio D(A), a forma tA dada por tA[x, y] = (Ax, y) com
domínio D(tA) = D(A) é dita a forma gerada por A. Se A é simétrico e limitado inferiormente
o mesmo acontece para tA

2. Uma forma s a qual é gerada por um operador A o qual é simétrico e limitado inferiormente; é
fechável e seu fecho s, satisfaz s[x, y] = (Ax, y), para todo x ∈ D(A) = D(s) e y ∈ D(s).

Demonstração. Ver [5]

Teorema 1.15 ( Primeiro Teorema de Representação para Formas Sesquilineares ). Seja t uma
forma sesquilinear simétrica, fechada, densamente definida e semilimitada inferiormente em H , então
existe um operador At autoadjunto tal que:

1. D(At) ⊂ D(t) e t[u, v] = (Atu, v), para todo u ∈ D(At), v ∈ D(t).

2. D(At) é um cerne de t.

3. Se u ∈ D(t) e w ∈ H tal que t[u, v] = (w, v), para todo v pertencendo a um cerne de t, então
u ∈ D(At) e w = Atu.

4. Se T é um operador linear tal que D(T ) ⊂ D(t) e t[u, v] = (Tu, v) para todo u ∈ D(T ) e
v ∈ D(t) então T ⊂ At. Em particular, se T é autoadjunto, T = At, dai que o operador At é
unicamente determinado pela condição 1.

5. At é semilimitado inferiormente e mA = mt.

Demonstração. Ver [5](Teorema 4.6.8), [37](Teorema 10.7), para uma versão geral [21].

Corolário 1.5. O teorema de representação define uma bijeção entre t 7→ At do conjunto das formas fe-
chadas, simétricas, densamente definidas e semilimitadas inferiormente com o conjunto dos operadores
autoadjuntos limitados inferiormente ; At é limitado se e somente se t é limitado.

Demonstração. Ver [5].

Teorema 1.16 ( Extensão de Friedrichs). Suponhamos que A0 é um operador simétrico semilimitado
inferiormente, s a forma fechada gerada por A0 e As o operador autoadjunto associado a s, então
A0 ⊂ As é mAs = mA0 . Além disso, As é a única extensão autoadjunta de A0 tal que D(As) ⊂ D(s).

Demonstração. Ver [5], [37], [38].

Teorema 1.17 ( Segundo Teorema de Representação para Formas Sesquilineares ). Seja t uma forma
simétrica, fechada, densamente definida e não negativa i.e t ≥ 0 e B = At o operador autoadjunto
associado, então temos que:

1. D(B1/2) = D(t).

2. t[u, v] = (B1/2u,B1/2v), para todo u, v ∈ D(t).
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3. D′ ⊂ D(t) é um cerne se e somente se D′ é um cerne de D(B1/2).

Demonstração. Ver [21].

Corolário 1.6. Sob as hipóteses do primeiro teorema de representação e seja t ≥ m, então:

1. At −mI ≥ 0.

2. D((At −mI)1/2) = D(t) e t[u, v] = ((At −mI)1/2u, (At −mI)1/2v) +m(u, v), x, y ∈ D(t).

3. D′ ⊂ D(t) é um cerne se e somente se D′ é um cerne de (At −mI)1/2.

Demonstração. Ver [4]

1.3 Teorema Espectral e Funções de um Operador Autoadjunto

Definição 1.15 ( Resolução da Identidade ). Seja H um espaço de Hilbert separável. Uma família
{Eλ}λ∈R de projeções ortogonais é dita uma família espectral ou resolução da identidade se satisfaz as
seguintes condições:

1. Eλ.Eµ = Einf(λ,µ) λµ ∈ R;

2. E−∞ = 0, E+∞ = I,

E−∞x = lim
λ→−∞

Eλx,

E+∞x = lim
λ→+∞

Eλx,

para todo x ∈ H.

3. Eλ+0 = Eλ, onde Eλ+0x = lim
e→0+

Eλ+εx para todo x ∈ H .

Os limites são tomados na norma em H .

Teorema 1.18. Existe uma aplicação injetiva

σ̂{Eλ}λ∈R 7→ A

do conjunto das famílias espectrais num espaço de Hilbert H no conjunto dos operadores autoadjuntos
em H .

Demonstração. Ver [12].

Teorema 1.19 ( Teorema Espectral ). Seja H um espaço de Hilbert separável.

1. Existe uma aplicação bijetiva σ̂ do conjunto das famílias espectrais em H sobre o conjunto dos
operadores autoadjuntos em H

2. Seja {Eλ}λ∈R uma família espectral e A = σ̂({Eλ}λ∈R). Então Eλ e o resolvente R(ζ) =

(ζI −A)−1 estão relacionados por (R(ζ)x, y) =

∫ +∞

−∞

1

ζ − λ
d(Eλx, y)

para todo x, y ∈ H, ζ ∈ C− R.
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Demonstração. Ver [12].

Definição 1.16. Seja A um operador autoadjunto num espaço de Hilbert separável H e A =

∫
R
λdEλ

sua decomposição espectral, se f é uma função complexo valorada definida em R, então f(A) é o
operador definido pela fórmula

f(A)x =

∫
R
f(λ)dEλx, x ∈ D(f(A)),

onde

D(f(A)) =

x ∈ H
∣∣∣∣ f é mensurável com a medida dλ(Eλx, x) = dλ|Eλx|2∫

R
|f(λ)|2d|Eλ(x)|2 < +∞.


Definição 1.17. Seja H um espaço de Hilbert separável. DefinimosM0 como o conjunto das funções
mensuráveis em relação a dλ(Eλx,x) para todo x ∈ H .
Tais funções são obtidas por limites simples de funções contínuas.

Proposição 1.10. Se f ∈M0 e f(A) =

∫ ∞
−∞

f(λ)dEλ. Então para todo x ∈ D(f(A)) e y ∈ H , temos

que:

(f(A)x, y) =

∫ ∞
−∞

f(λ)d(Eλx, y).

Demonstração. Ver [12].

Teorema 1.20. Seja A um operador autoadjunto num espaço de Hilbert separável H e A =

∫
R
λdEλ

seu decomposição espectral.

1. Se f̄ é a função conjugada de f , então

D(f̄(A)) = D(f(A))

e para x, y ∈ D(f̄(A)) = D(f(A)):

(f(A)x, y) = (x, f̄(A)y).

2. Se x ∈ D(f(A)), y ∈ D(g(A)), então

(f(A)x, g(A)y) =

∫ +∞

−∞
f(λ)ḡ(λ)d(Eλx, y).

3. Para α ∈ C, x ∈ D(f(A))

(αf)(A)x = αf(A)x.

Para x ∈ D(f(A)) ∩D(g(A)), temos que

(f + g)(A)x = f(A)x+ g(A)x.

Demonstração. Ver [12].
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O teorema a seguir sera muito crucial no desenvolvimento deste trabalho:

Teorema 1.21.

Se x ∈ D(f(A)), então a condição f(A)x ∈ D(g(A)) é equivalente à condição x ∈ D(g.f(A)) ( onde
g.f(λ) = g(λ)f(λ) ) e temos que

g(A).f(A)x = (g.f)(A)x.

Se f ∈M0 e D(f(A)) é denso em H , entao o adjunto

[f(A)]∗ = f̄(A);

f(A) é um operador normal (e autoadjunto se f̄ = f ).

Se f 6= 0 q.t.p em relação as medidas {σx}x∈H , então [f(A)]−1 existe e

[f(A)]−1 =

(
1

f

)
(A).

Onde σx = σx,x = d(Eλx, x).

Demonstração. Ver [12].

Teorema 1.22. Seja A um operador autoadjunto num espaço de Hilbert separável H com domínio
D(A), denso em H satisfazendo a condição:{

∃γ > 0 tal que

(Ax, x) ≥ γ‖x‖2, ∀x ∈ D(A).
(1.1)

Para 0 ≤ β ≤ 1, temos que:

1. D(A) ⊂ D(Aβ);

2. Para todo x ∈ D(A),
(Aβx, x) ≤ γβ‖x‖2.

Além disso (Aβ)−1 = A−β ∈ L(H); A−β , Aβ sao operadores autoadjuntos;

3. D(Aβ) munido da norma do gráfico definida por:

‖x‖2β = ‖x‖2 + ‖Aβx‖2, x ∈ D(Aβ),

é um espaço de Hilbert;

4. Se 0 ≤ β1 < β2 ≤ 1,

D(Aβ2) ↪→ D(Aβ1) (↪→ inclusão contínua )

e D(Aβ2) é denso em D(Aβ1);

5. Para todo x ∈ D(A), temos que:

‖Aβx‖ ≤ ‖Ax‖β‖x‖1−β.

Demonstração. Ver [12].

Observação: Decorre dos items 2 e 3 do teorema anterior que D(Aβ) é um espaço de Hilbert com
a norma ‖x‖Aβ = ‖Aβx‖, a qual é equivalente á norma do gráfico.
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1.4 Espaços de Sobolev

Notações:
N = {n ∈ Z : n ≥ 1} .
↪→ : imersão contínua.
c
↪→ : imersão contínua e compacta.

Teorema 1.23 ( Du - Bois - Raymond ). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto e u ∈ L1
loc(Ω) .

Se
∫

Ω
u(x)ϕ(x) dx = 0 , ∀ϕ ∈ C∞0 (Ω) , então u = 0 quase sempre em Ω .

Demonstração. Ver [7].

Lema 1.1. Seja f ∈ L1
loc(I) tal que ∫

I
fϕ′ = 0 ∀ϕ ∈ C∞c (I).

Então existe uma constante C tal que f = C q.t.p em I .

Demonstração. Ver [6].

Proposição 1.11. Sejam I ⊂ R limitado ou não, g ∈ L1
loc(I), para y0 ∈ I fixo definimos

v(x) =

∫ x

y0

g(t)dt, x ∈ I.

Então v ∈ C(I) e ∫
I
vϕ′ = −

∫
I
gϕ ϕ ∈ C∞c (I).

Demonstração. Ver [6]

Teorema 1.24 ( Desigualdade de Poincaré ). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e 1 ≤ p < +∞ .

Então existe uma constante C , que depende de Ω e p , tal que:

‖u‖Lp(Ω) ≤ C ‖∇u‖Lp(Ω) , ∀u ∈W
1,p
0 (Ω) .

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.25 ( Regularidade Elítica ). Sejam Ω ⊂ Rn um aberto regular, L um operador diferencial
elítico de ordem 2m, m ∈ N e f ∈ L2(Ω) . Se v é solução de Lv = f no sentido distribucional,
então v ∈ H2m(Ω) .

Demonstração. Ver [1].

Corolário 1.7. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto regular e f ∈ L2(Ω) . Se v é solução de{
−∆u = f em Ω

u = 0 em ∂Ω
,

então v ∈ H2(Ω) e ‖v‖H2(Ω) ≤ C ‖f‖L2(Ω) , onde C ≥ 0 .
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Demonstração. Ver [1].

Teorema 1.26. Seja u ∈ W 1,p(I) com 1 ≤ p ≤ ∞ e I limitado ou não; então existe uma função
u ∈ C(I) tal que

u = u q.t.p em I

e
u(x)− u(y) =

∫ x

y
u′(t)dt ∀x, y ∈ I.

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.27. Seja u ∈W 1,p(I) com 1 ≤ p <∞. Então existe uma sequência (un) ⊂ C∞c (R) tal que
un|I → u em W 1,p(I).

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.28. Seja u ∈W 1,p(I). Então u ∈W 1,p
0 (I) se e somente se u = 0 em ∂I.

Demonstração. Ver [6].

Teorema 1.29. Sejam 1 ≤ p <∞ e u ∈ Lp(I). Definimos ū por

ū(x) =

{
u(x) se x ∈ I
0 se x ∈ R \ I.

Então u ∈W 1,p
0 (I) se e somente se ū ∈W 1,p(R).

Demonstração. Ver [6].

1.5 Imersões em Espaços de Sobolev

Teorema 1.30 ( Imersão Contínua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Se verificam:

(a) Se mp < n e p ≤ q ≤ n p

n−mp
, então Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) .

(b) Se mp = n e p ≤ q < +∞ , então Wm,p(Rn) ↪→ Lq(Rn) .

(c) Se mp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um inteiro não negativo, então

Wm,p(Rn) ↪→ Ck,λ(Rn) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
se m− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 se m− k − n

p
= 1 .

2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Se verificam:

(a) Se p = 1 , então Wm,1(R) ↪→ Cm−1
b (R) .

(b) Se 1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, então Wm,p(R) ↪→ Cm−1,λ(R) .
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3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ . Verifica-se: Wm,+∞(Rn) é isomorfo a Cm−1,1(Rn) .

Demonstração. Ver [28].

Teorema 1.31 ( Imersão Contínua ). Tem-se os seguintes casos:

1. Caso: n ∈ N com n ≥ 2 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe
Cm . Se verificam:

(a) Se mp < n e 1 ≤ q ≤ n p

n−mp
, então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) .

(b) Se mp = n e 1 ≤ q < +∞ , então Wm,p(Ω) ↪→ Lq(Ω) .

(c) Se mp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um inteiro não negativo, então

Wm,p(Ω) ↪→ Ck,λ(Ω) , onde

i. 0 < λ ≤ m− k − n

p
se m− k − n

p
< 1 ,

ii. 0 < λ < 1 se m− k − n

p
= 1 .

2. Caso: n = 1 , m ∈ N e 1 ≤ p < +∞ . Seja I ⊂ R um intervalo aberto limitado. Se verificam:

(a) Se p = 1 , então Wm,1(I) ↪→ Cm−1(I) .

(b) Se 1 < p < +∞ e 0 < λ ≤ 1− 1

p
, então Wm,p(I) ↪→ Cm−1,λ(I) .

3. Caso: n ∈ N , m ∈ N e p = +∞ . Seja Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe Cm . Verifica-se:
Wm,+∞(Ω) é isomorfo a Cm−1,1(Ω) .

Demonstração. Ver [28].

Corolário 1.8. Sejam Ω ⊂ Rn um aberto limitado e m ∈ N . Então:
Wm,+∞

0 (Ω) é isomorfo a Cm−1,1(Ω) .

Demonstração. Ver [28].

Teorema 1.32 ( Rellich - Kondrachov ). Sejam n ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto limitado
de classe C1 . Se verificam:

1. Se p < n e 1 ≤ q < n p

n− p
, então W 1,p(Ω)

c
↪→ Lq(Ω) .

2. Se p = n e 1 ≤ q < +∞ , então W 1,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω) .

3. Se n < p ≤ +∞ , então W 1,p(Ω)
c
↪→ C0(Ω) .

Demonstração. Ver [6]

Corolário 1.9. Sejam n , m ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto limitado de classe Cm . Se
verificam:

1. Se p < n e 1 ≤ q < n p

n− p
, então Wm,p(Ω)

c
↪→Wm−1,q(Ω) .
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2. Se p = n e 1 ≤ q < +∞ , então Wm,p(Ω)
c
↪→Wm−1,q(Ω) .

3. Se n < p ≤ +∞ , então Wm,p(Ω)
c
↪→ Cm−1(Ω) .

Demonstração. Ver [28]

Corolário 1.10. Sejam n , m ∈ N , 1 ≤ p ≤ +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto limitado. Se verificam:

1. Se Ω é de classe Cm+1 , então Wm+1,p(Ω)
c
↪→Wm,p(Ω) .

2. Wm+1,p
0 (Ω)

c
↪→Wm,p

0 (Ω) .

Demonstração. Ver [28]

Teorema 1.33 ( Imersão Compacta ). Sejam n , m ∈ N , 1 ≤ p < +∞ e Ω ⊂ Rn um aberto limitado
de classe Cm . Se verificam:

1. Se mp < n e 1 ≤ q < n p

n−mp
, então Wm,p(Ω)

c
↪→ Lq(Ω) .

2. Se mp = n e 1 ≤ q < +∞ , então Wm,p(Ω)
c
↪→ Lq(Ω) .

3. Se mp > n e k < m− n

p
≤ k + 1 , k é um inteiro não negativo, então Wm,p(Ω)

c
↪→ Ck(Ω) .

Demonstração. Ver [28]

1.6 Espaços Intermediários entre Espaços de Hilbert

Sejam X e Y dois espaços complexos de Hilbert separáveis, assumimos que:{
X ↪→ Y.

X é denso em Y.
(1.2)

Denotemos por (., .)X ( resp. (., .)Y ), ||X ( resp. ||Y ) o produto escalar e a norma em X (resp. em Y ).
Definimos

h(u, v) = (u, v)X para u, v ∈ X.

Seja A o operador não limitado em Y com domínio dado por:

D(A) = {u ∈ X|v 7→ h(u, v) é contínua em X na topologia de Y }.

Sabemos das seções anteriores que A é um operador autoadjunto definido positivo com inversa limitada
satisfazendo:

(Au, u)Y = h(u, u) = |u|2X ≥ C̃|u|2Y , C̃ > 0, para todo x ∈ D(A),

i.e a é coerciva. Temos também que:

D(A) = {u ∈ X|Au ∈ Y }.
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Seja {Eµ}µ∈R a decomposição espectral de A em Y ( σ(A) ⊂ [µ0,+∞) com µ0 > 0 ). Para u ∈ D(A)

temos que:

(Au, u)Y =

∫ +∞

µ0

µd|Eµu|2Y = |u|2X =

∫ +∞

µ0

(µ1/2)2d|Eµu|2Y ,

i.e
|u|2X = |A1/2u|2Y , u ∈ D(A).

Da densidade de D(A) em D(A1/2) e X , vemos que:

D(A1/2) = X.

Definindo Λ = A1/2; Λ é um operador autoadjunto com domínio D(Λ) = X satisfazendo:

(Λu, u)Y ≥ (C̃)1/2|u|2Y u ∈ D(Λ) = X.

Seja {Fλ} a família espectral associada com Λ; temos que

Fλ = Eλ2 .

Definição 1.18. Sejam X , Y espaços de Hilbert separáveis satisfazendo a condição (1.2). Para θ ∈
[0, 1], definimos os espaços de interpolação [X,Y ]θ dados por

[X,Y ]θ = D(Λ1−θ) = D(A
1−θ
2 ).

Λ = A1/2 é o operador não limitado em Y com domínio X definido acima. Dado o produto escalar:

(u, v)θ = (u, v)Y + (Λ1−θu,Λ1−θv)Y ,

[X,Y ]θ é um espaço de Hilbert, chamado o espaço intermédio entre X e Y .

Um típico exemplo da teoria anterior é

V = H1
0 (Ω), H = L2(Ω), A = −∆

e
D(A) = H2(Ω) ∩H1

0 (Ω)

onde Ω é um aberto limitado de classe C2.
Observação

Se Λ1 e Λ2 são dois operadores autoadjuntos positivos em Y , com domínio X , então

D(Λ1−θ
1 ) = D(Λ1−θ

2 ), (1.3)

com normas equivalentes. Seja Ω um aberto de Rn satisfazendo:

A fronteira Γ de Ω é uma variedade diferenciável (n−1) dimensional, Ω estando localmente de um lado de Γ.

(1.4)
Ω é limitado. (1.5)
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Teorema 1.34. Suponhamos que Ω satisfaz (1.4) e (1.5). Seja

s1 > s2 ≥ 0,

s1 e s2 6= inteiro +1
2 . Se

(1− θ)s1 + θs2 6= inteiro +
1

2
,

então
[Hs1

0 (Ω), Hs2
0 (Ω)]θ = H

(1−θ)s1+θs2
0 (Ω),

com normas equivalentes.

Demonstração. Ver [25].

1.7 Semigrupos de Operadores Lineares

Nesta seção, todos os espaços vetoriais são definidos sobre um corpo K = R ou C.

Definição 1.19. Seja X um espaço de Banach. Uma família de operadores lineares e limitados
{S(t)}t≥0 ⊂ L(X) é dito um semigrupo em X , quando:

1. S(0) = I , onde I é o operador identidade de L(X).

2. S(t+ s) = S(t)S(s) , ∀ t, s ≥ 0.

Definição 1.20. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X. O operador
linear A : D(A) ⊂ X −→ X definido por

1. D(A) =

{
u ∈ X : lim

t−→0

S(t)u− u
t

existe
}

2. Au = lim
t−→0

S(t)u− u
t

, ∀u ∈ D(A) ,

é chamado gerador infinitesimal do semigrupo {S(t)}t≥0 .

Observações:

1. D(A) = {u ∈ X : Au ∈ X} .

2. S(t) = et A , ∀ t ≥ 0 é um semigrupo em X com gerador infinitesimal A, onde A ∈ L(X).

Definição 1.21. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X. {S(t)}t≥0 é
dito uniformemente contínuo quando lim

t−→0
‖S(t)− I‖L(X) = 0.

Proposição 1.12. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X.

{S(t)}t≥0 é uniformemente contínuo se e somente se lim
t−→r

‖S(t)− S(r)‖L(X) = 0.

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.35. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 , {T (t)}t≥0 semigrupos em X.

Se lim
t−→0

T (t)− I
t

= A = lim
t−→0

S(t)− I
t

, então T (t) = S(t) , ∀ t ≥ 0.
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Teorema 1.36. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X.

S(t) é uniformemente contínuo se e somente se S(t) = et A , ∀ t ≥ 0 , para algum A ∈ L(X).

Demonstração. Ver [29].

Corolário 1.11. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo uniformemente contínuo.
Então:

1. Existe uma ω ≥ 0 tal que ‖S(t)‖L(X) ≤ eω t , ∀ t ≥ 0.

2. A aplicação t 7−→ S(t) é diferenciável em [0,+∞[ e
d

dt
S(t) = AS(t) = S(t)A.

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.22. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X.

1. {S(t)}t≥0 é dito de classe C0 ou C0− semigrupo quando lim
t−→0

S(t)u = u , ∀u ∈ X.

2. {S(t)}t≥0 é dito fortemente contínuo quando lim
t−→r

S(t)u = S(r)u , ∀u ∈ X.

Proposição 1.13. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um semigrupo em X.

1. {S(t)}t≥0 é um C0− semigrupo se e somente se é fortemente contínuo.

2. Se {S(t)}t≥0 é uniformemente contínuo, então é um C0− semigrupo.

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.37. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então:

1. lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

:= ω0.

2. Para cada ω > ω0, existe uma constante M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M eω t , ∀ t ≥ 0.

Demonstração. Ver [29].

Corolário 1.12. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então existem
constantes ω ≥ 0 e M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M eω t , ∀ t ≥ 0.

Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.13. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo. Então para cada
u ∈ X, a aplicação t 7−→ S(t)u é contínua em [0,+∞[.

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.23. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo, {S(t)}t≥0 é dito
uniformemente limitado quando existe uma M ≥ 1 tal que ‖S(t)‖ ≤M , ∀ t ≥ 0. Se M = 1 , é
dito um C0− semigrupo de contrações.

Teorema 1.38. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então:
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1. ∀u ∈ X, tem-se: lim
h−→0

1

h

∫ t+h

t
S(r)u dr = S(t)u.

2. ∀u ∈ X, tem-se:
∫ t

0
S(r)u dr ∈ D(A) e A

(∫ t

0
S(r)u dr

)
= S(t)u− u.

3. ∀u ∈ D(A), tem-se: S(t)u ∈ D(A) , ∀ t ≥ 0 e
d

dt
S(t)u = AS(t)u = S(t)Au.

4. ∀u ∈ D(A), tem-se: S(t)u− S(s)u =

∫ t

s
S(r)Audr =

∫ t

s
AS(r)u dr.

Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.14. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então D(A) é denso em X e A é um operador linear fechado.

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.24. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Denota-se por: A0 = I , A1 = A. Supondo que An−1 esteja definido, se define
An como: {

D(An) =
{
u ∈ X : u ∈ D(An−1) e An−1 u ∈ D(A)

}
,

An u = A (An−1 u) , ∀u ∈ D(An).

Proposição 1.14. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então:

1. D(An) é um subespaço de X e An é um operador linear.

2. ∀u ∈ D(An), tem-se: S(t)u ∈ D(An) , ∀ t ≥ 0 e
dn

dtn
S(t)u = An S(t)u = S(t)An u.

3. Formula de Taylor: se u ∈ D(An) , então

S(t)u =
n−1∑
k=0

(t− t0)k

k!
Sk S(t0)u+

1

(n− 1)!

∫ t

t0

(t− r)n−1An S(r)u dr.

4. ∩∞n=1D(An) é denso em X.

Demonstração. Ver [29].

Proposição 1.15. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado. O funcional ‖ · ‖n : D(An) −→ R tal que ‖u‖n =
n∑
k=0

‖Ak u‖ é uma norma sobre D(An)

com a qual D(An) é um espaço de Banach.

Demonstração. Ver [29].

Definição 1.25. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear

fechado. A norma ‖ · ‖n : D(An) −→ R , ‖u‖n =

n∑
k=0

‖Ak u‖ é chamada norma do gráfico.
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Proposição 1.16. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador
infinitesimal A. Então, para cada u ∈ D(An) tem-se: S(t)u ∈ Cn−k([0,+∞[ ; D(Ak)), para
todo k = 0, 1, ..., n , com a norma do gráfico.

Demonstração. Ver [29].

Teorema 1.39. Sejam X um espaço de Banach e A o gerador de um C0-semigrupo T (t) em X satis-
fazendo ‖T (t)‖ ≤ Meωt. Se B ∈ L(X) então A + B é o gerador de um C0-semigrupo S(t) em X

satisfazendo ‖S(t)‖ ≤Me(ω+M‖B‖)t.

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.26. Sejam X um espaço de Banach ,X∗ seu dual e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador
linear.
Denota-se o valor de u∗ ∈ X∗ em u ∈ X por 〈u, u∗〉X×X∗ . Para cada u ∈ X , define-se o
conjunto dualidade F (u) ⊂ X∗ como: F (u) =

{
u∗ ∈ X∗ : 〈u, u∗〉X×X∗ = ‖u‖2 = ‖u∗‖2

}
.

A é chamado dissipativo quando Re 〈Au, u∗〉X×X∗ ≤ 0 , ∀u ∈ D(A) com u∗ ∈ F (u).

Observação: Se X = H é um espaço de Hilbert , então usando-se o teorema de Representação
de Riesz , tem-se:
A é dissipativo quando Re 〈Au, u〉H ≤ 0 , ∀u ∈ D(A) .

Teorema 1.40. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.
A é dissipativo se e somente se ‖(λ I −A)u‖ ≥ λ ‖u‖ , ∀u ∈ D(A) , ∀λ > 0 .

Demonstração. Ver [32].

Proposição 1.17. Seja (A,D(A)) um operador dissipativo num espaço de Banach X , então:

1. λ−A é injetivo para todo λ > 0 e

‖(λ−A)−1z‖ ≤ 1

λ
‖z‖

para todo z ∈ (λ−A)(D(A)).

2. λ−A é sobrejetivo para algum λ > 0 se e somente se é sobrejetivo para cada λ > 0. Neste caso
tem-se que (0,+∞) ⊂ %(A).

Demonstração. Ver [15]

Teorema 1.41. Sejam H um espaço de Hilbert e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinite-
simal A .
{S(t)}t≥0 é um C0− semigrupo de contrações, se e somente se A é dissipativo.

Demonstração. Ver [30].

Lema 1.2. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Se existe
uma sequência {Am}m≥1 ⊂ L(X) tais que:

1. Am u −→ Au em X , ∀u ∈ D(A) .
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2.
{
et Am

}
m≥1

−→ S(t) em L(X) , ∀ t > 0 .

Então {S(t)}t≥0 é um C0-semigrupo com gerador infinitesimal A .

Demonstração. Ver [30].

Lema 1.3. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limitado.
Se A satisfaz:

1. A é fechado e D(A) = X .

2. R+ ⊂ %(A) e ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0 , onde R(λ ; A) = (λ I −A)−1 .

Então lim
λ−→+∞

λR(λ ; A)u = u , ∀u ∈ X .

Demonstração. Ver [32].

Definição 1.27. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear. Para
cada λ > 0 , define-se a Aproximação de Yosida de A , como a aplicação linear Aλ : X −→ X tal
que

Aλ := λAR(λ ;A) = λ2R(λ ;A)− λ I .

Observação: Aλ é limitado.

Lema 1.4. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limitado.
Se A satisfaz as condições do lema anterior, então lim

λ−→+∞
Aλ u = Au , ∀u ∈ D(A) .

Demonstração. Ver [32].

Lema 1.5. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear não limi-
tado. Se A satisfaz as condições do lema anterior, então et Aλ , t ≥ 0 é um semigrupo de contrações,
uniformemente contínuo tal que:

‖et Aλ u− et Aµ u‖ ≤ t ‖Aλ u−Aµ u‖ , ∀λ , µ > 0 .

Demonstração. Ver [32].

Teorema 1.42 ( Hille - Yosida ). Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um
operador linear não limitado.
A é o gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações, se e somente se

1. A é fechado e D(A) = X .

2. R+ ⊂ %(A) e ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ
, ∀λ > 0 .

Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.15. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimal A . Então:

S(t)u = lim
λ−→+∞

et Aλ u , ∀u ∈ X .
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Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.16. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimal A . Então:

{λ ∈ C : Reλ > 0} ⊂ %(A) e para tal λ tem-se ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

Reλ
.

Demonstração. Ver [32].

Corolário 1.17. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear.
A é o gerador infinitesimal de um {S(t)}t≥0 C0− semigrupo satisfazendo ‖S(t)‖ ≤ eω t , ∀ t ≥ 0 ; se
e somente se

1. A é fechado e D(A) = X .

2. {λ ∈ C : Imλ = 0 , λ > ω} ⊂ %(A) e para tal λ tem-se ‖R(λ ; A)‖ ≤ 1

λ− ω
.

Demonstração. Ver [32].

Proposição 1.18. Sejam X um espaço de Banach , A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear ,
B ∈ L(X) e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo.
Se A é o gerador infinitesimal de {S(t)}t≥0 e AB = BA , então (A+B) é o gerador infinitesimal
do
{
S(t) eB t

}
t≥0

C0− semigrupo.

Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.43 ( Lumer - Phillips). Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um
operador linear densamente definido.

1. Se A é dissipativo e existe uma λ0 > 0 tal que Im (λ0 I − A) = X , então A é gerador
infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações.

2. Se A é gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações, então A é dissipativo e
R (λ I −A) = X , ∀λ > 0 .

Demonstração. Ver [30].

Corolário 1.18. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear fechado
e densamente definido.
Se A e A∗ são dissipativos, então A é gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações.

Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.44. SejaA um operador linear densamente definido num espaço de HilbertH . A é o gerador
infinitesimal de um C0-semigrupo de contrações se e somente se A é dissipativo e R(I −A) = H .

Demonstração. Ver [27]

Lema 1.6. Sejam X um espaço de Banach , B ∈ L(X) e A ∈ L(X) com inversa limitada.

Se ‖B‖ < 1

‖A−1‖
então (A+B) é linear, limitado e inversível.
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Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.45. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, densa-
mente definido e dissipativo.
Se 0 ∈ %(A) , então A é gerador infinitesimal de um C0− semigrupo de contrações.

Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.46. Seja A um operador dissipativo em X .

(a) Se para algum λ0 > 0, R(λ0I −A) = X então R(λI −A) = X para todo λ > 0.

(b) Se A é fechável então Ā, é também dissipativo.

(c) Se D(A) = X então A é fechável.

Demonstração. Ver [32]

Teorema 1.47. Sejam X um espaço de Banach e A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, dissipa-
tivo com R(I −A) = X .

Se X é reflexivo, então D(A) = X .

Demonstração. Ver [32].

1.8 Problema de Cauchy Abstrato.

Sejam X um espaço de Banach, A : D(A) ⊂ X −→ X um operador linear, f : [0, T 〉 −→ X uma
aplicação e x0 ∈ X .

Definição 1.28. O problema de Cauchy abstrato é uma equação de evolução abstrata do tipo{
u′(t) = Au(t) + f(t) , t > 0

u(0) = x0 .
(1.6)

Definição 1.29. Uma aplicação u : [0, T ) −→ X é uma solução clássica de (1.6) sobre [0, T ) , se
u é contínua sobre [0, T ) , continuamente diferenciável sobre (0, T ) , u(t) ∈ D(A) para (0, T ) e u

satisfaz (1.6) em [0, T ) .

Definição 1.30. Sejam {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimal A , f ∈ L1(0, T ;X)

e x0 . A aplicação u ∈ C([0, T ];X) dada por

u(t) = S(t)x0 +

∫ t

0
S(t− s) f(s) ds , 0 ≤ t ≤ T

é chamada de solução integral do problema (1.6) sobre [0, T ] .

Teorema 1.48. Sejam {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimal A , f ∈ L1(0, T ;X)

contínua em (0, T ] e

v(t) =

∫ t

0
S(t− s) f(s) ds , 0 ≤ t ≤ T .

Então o problema (1.6) possui uma solução u sobre [0, T ) para cada x0 ∈ D(A) , se uma das
seguintes condições é satisfeita
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1. v é continuamente diferenciável sobre (0, T ) .

2. v(t) ∈ D(A) para 0 < t < T e Av(t) é contínua sobre (0, T ) .

Reciprocamente, se (1.6) possui uma solução u sobre [0, T ) para algum x0 ∈ D(A) , então v satisfaz
as condições 1 e 2.

Demonstração. Ver [32].

1.9 Estabilidade Exponencial e Analiticidade.

Nesta seção vamos apresentar alguns resultados relacionados à estabilidade exponencial e decaimento
do tipo polinomial de C0− semigrupos definidos em espaço de Hilbert.

Definição 1.31. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimal A .
Diz-se que {S(t)}t≥0 é exponencialmente estável quando existem constantes µ > 0 e M ≥ 1 tal
que ‖S(t)‖L(X) ≤M e−µ t , ∀ t ≥ 0 .

Definição 1.32. Sejam X um espaço de Banach e T : D(T ) ⊂ X −→ X um operador linear.
A cota superior do espectro de T , ωσ(T ) , é o valor

ωσ(T ) := sup{Reλ : λ ∈ σ(T )} .

Definição 1.33. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimal A . O tipo do semigrupo gerado por A , ω0(A) , é o valor

ω0(A) := lim
t−→+∞

ln ‖S(t)‖
t

= inf
t>0

ln ‖S(t)‖
t

.

Proposição 1.19. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Então:

1. ω0(t A) = t ω0(A) , ∀ t > 0 .

2. ∀ ε > 0 , existe Mε ≥ 1 tal que ‖S(t)‖L(X) ≤Mε e
(ω0(A)+ε) t , ∀ t > 0 .

Demonstração. Ver [30].

Proposição 1.20. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo de contrações com
gerador infinitesimal A . Se ω0(A) = 0 , então ‖S(t)‖L(X) = 1 , ∀ t > 0 .

Demonstração. Ver [30].

Lema 1.7. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinitesimal
A . Então:

1. ωσ(A) ≤ ω0(A) .

2. Rσ(S(t)) = eω0(A) t , ∀ t > 0 .
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Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.49. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infinite-
simal A . Então:

ω0(A) = inf
{
µ ∈ R : ‖(λ I −A)−1‖L(X) <∞ , ∀Reλ ≥ µ

}
.

Demonstração. Ver [30].

Corolário 1.19. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0-semigrupo com gerador infini-
tesimal A . Se {λ ∈ C : Reλ ≥ 0} ⊂ %(A) e ‖(λ I − A)−1‖L(X) < ∞ , ∀Reλ ≥ 0 , então existe
ε > 0 tal que

{λ ∈ C : Reλ ≥ −ε} ⊂ %(A)

e ‖(λ I −A)−1‖L(X) <∞ , ∀Reλ ≥ −ε .

Demonstração. Ver [30].

Corolário 1.20. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infini-
tesimal A .
Se {λ ∈ C : Reλ ≥ 0} ⊂ %(A) e existe M > 0 tal que ‖(λ I −A)−1‖L(X) < M , ∀Reλ ≥ 0 , então
o semigrupo {S(t)}t≥0 é exponencialmente estável.

Demonstração. Ver [30].

Definição 1.34. Sejam X um espaço de Banach e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Diz-se que {S(t)}t≥0 tem a propriedade do crescimento determinada pelo espectro,
quando ω0(A) = ωσ(A) .

Proposição 1.21. Sejam H um espaço de Hilbert e {S(t)}t≥0 um C0− semigrupo com gerador infi-
nitesimal A . Então:
ω0(A) = ωσ(A) , se e somente se, ∀ ε > 0 , existe Mε > 0 tal que

‖(λ I −A)−1‖L(X) ≤Mε , ∀Reλ ≥ ωσ(A) + ε .

Demonstração. Ver [30].

Teorema 1.50. Seja (S(t))t≥ 0 um C0-semigrupo sobre um espaço de Hilbert H , gerado por A..
Então (S(t))t≥ 0 é exponencialmente estável, se e somente se

sup{Reλ; λ ∈ σ(A)} < 0

e
sup

Re λ≥0
‖(λI −A)−1‖ <∞

Demonstração. Ver [27]

Teorema 1.51 ( Gearhart). Seja (S(t))t≥ 0 um C0-semigrupo de contrações sobre um espaço de
Hilbert H , gerado por A. O semigrupo (S(t))t≥ 0 é exponencialmente estável, se e somente se,

iR ⊂ %(A) e lim sup
|α|−→+∞

∥∥(i α I −A)−1
∥∥
L(H)

<∞ .
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Demonstração. Ver [17].

Teorema 1.52 ( Prüss - Huang - Renardy). Seja (S(t))t≥0 um C0-semigrupo sobre um espaço de
Hilbert H , gerado por A . O semigrupo (S(t))t≥0 é exponencialmente estável, se e somente se,

iR ⊂ %(A) e
∥∥(i λ I −A)−1

∥∥
L(H)

≤ C , ∀λ ∈ R .

Demonstração. Ver [33].

Observação : Observa-se que existem duas maneiras equivalentes de se obter estabilidade exponen-
cial para C0− semigrupos de contrações em espaços de Hilbert, e uma prova dessa equivalência pode
ser encontrada em Liu - Zheng [27] .

Nem sempre um semigrupo é exponencialmente estável. Neste caso, devemos procurar outra forma de
estabilizar o sistema, como por exemplo determinar decaimento polinomial de soluções.

Vamos designar por ∆(α) o setor do plano complexo definido por

∆(α) = {z ∈ C|z 6= 0, |arg z| < α, 0 < α ≤ π}.

Seja X um espaço de Banach.

Definição 1.35. ( Semigrupos Analíticos) Diz-se que uma função S : ∆(α) ∪ {0} → L(X), onde
0 < α ≤ π/2, é um semigrupo holomorfo de classe C0 em ∆(α) se:

1. S(0) = I;

2. S(z1 + z2) = S(z1)S(z2), para todo z1, z2 ∈ ∆(α);

3. lim
z→0

S(z)x = x, para todo z ∈ X , z ∈ ∆(α− ε), 0 < ε < α;

4. S é holomorfa em ∆(α).

No que se refere a analiticidade de um C0-semigrupo de contrações em espaços de Hilbert, nós
temos o seguinte resultado

Teorema 1.53. Seja S(t) = eAt um C0-semigrupo de contrações num espaço de Hilbert. Suponhamos
que

{iβ|β ∈ R} ≡ iR ⊂ %(A).

Então S(t) é analítico se e somente se

lim
|β|→∞

‖β(iβI −A)−1‖ <∞

Demonstração. Ver [27].
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Capítulo 2

Um Exemplo Relativo a Má Colocação

2.1 Introdução

Nesta seção daremos primeiro as condições nas quais a equação

wtt(t) +Bwt(t) +Aw(t) = 0 (t ≥ 0) (2.1)

num espaço de Hilbert H com norma ‖.‖, onde A é um operador auto-adjunto definido positivo em H

e B é um operador adjunto positivo em H , não é fortemente bem colocada, conceito a definir na seção
2.2, seguidamente enunciamos uma caraterização para um problema ser fortemente bem colocado. Na
seção 2.3 apresentamos uma condição, em geral fácil de verificar sob, a qual podemos conhecer se uma
equação da segunda ordem não é fortemente bem colocada. Em seguida na seção 2.4, estudamos uma
equação de viga com um coeficiente de amortecimento descontínuo ( equação 2.5) onde o operador A é
chamado o operador elástico e B como o operador de amortecimento, e será provado com a ajuda da
proposição 2.1 que o correspondente operador AB , onde

AB =

[
0 I

−A −B

]
,

D(AB) = D(A)× [D(A1/2) ∩D(B)],

(2.2)

não é o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo no espaço H = V × H , onde V = D(A1/2) com
o produto interno induzido de maneira natural, o qual diz que em algumos casos a configuração de
2.2 pode ser inadequado. Por outro lado, pode acontecer que um problema não seja fortemente bem
colocado em H mesmo que AB seja o gerador de um C0-semigrupo analítico em H ( ver o exemplo 3.1
em [9]).

2.2 O Problema Fortemente Bem Colocado e Teoremas Relacionados

Denotamos com R+
0 = [0,+∞), vamos começar com algumas reformulações das definições de [16] e

[39]:

Definição 2.1. Dizemos que uma função u : R+
0 → H , é uma solução de (2.1) se u(t) é duas vezes

continuamente diferenciável, u(t) ∈ D(A), ut ∈ D(B), Au(t) e But são contínuas e (2.1) é satisfeita
para t ≥ 0.

28



Definição 2.2. Dizemos que o problema de Cauchy para (2.1) é bem colocado se as seguintes condições
são satisfeitas:

(a) Existem subespaços densosD0,D1 deH tal que, para qualquer u0 ∈ D0, u1 ∈ D1, existe a solução
u(t) de (2.1) com u(0) = u0, ut(0) = u1.

(b) Existe uma função não negativa N(t) definida em t ≥ 0 tal que

‖u(t)‖ ≤ N(t)(‖u(0)‖+ ‖ut(0)‖) (t ≥ 0) (2.3)

para qualquer solução de (2.1).

Definição 2.3. Assuma que o problema de Cauchy para (2.1) é bem colocado. Defina para t ≥ 0,
u ∈ D0, v ∈ D1,

C(t)u = u(t), S(t)v = v(t),

onde u(t) (resp. v(t)) é solução de (2.1) com u(0) = u, ut(0) = 0 (resp. v(0) = 0, vt(0) = v). Em vista
da (2.3), C(t) (resp. S(t)) é um operador limitado em D0 (resp. D1). Desde que D0 (resp. D1) é denso
em H nós podemos estender C(t) (resp. S(t)) a um operador limitado em H , o qual denotamos pelo
mesmo símbolo.

Nós chamamos as funções C(t) e S(t) com valores em L(H), os propagadores de (2.1).

Definição 2.4. Um estado de fase em t ≥ 0 para a equação (2.1) é um espaço produto H = H0 ×H1

munido de qualquer de suas normas produto, onde H0 e H1 são espaços de Hilbert satisfazendo as
seguintes hipóteses:

(a) H0, H1 ⊂ H com inclusão contínua, mais ainda, D0 ∩ H0 (resp. D1 ∩ H1) é denso em H0 na
topologia de H0 (resp. é denso em H1 na topologia de H1).

(b) Existe um C0-semigrupo G(t) emH tal que

G(t)

[
u(0)

ut(0)

]
=

[
u(t)

ut(t)

]
,

em t ≥ 0 para qualquer solução u(t) com u(0) ∈ H0, ut(0) ∈ H1.

Se B = 0, a equação (2.1) torna-se na equação incompleta

wtt(t) +Aw(t) = 0 t ≥ 0). (2.4)

Segundo [16] (capítulo 2, teoremas 1.1 e 2.1), se o problema de Cauchy para (2.4) é bem colocado
então as soluções crescem exponencialmente e existe um estado de fase, ainda melhor a boa colocação
é determinado pelo resolvente de A.
Teorema (A). O Problema de Cauchy para (2.4) é bem colocado se e somente se existem constantes
C,ω ≥ 0 tais que para Reλ > 0, (λ2I +A)−1 ∈ L(H) e

‖[λ(λ2I +A)−1](n)‖L(H) ≤ Cn!(Reλ− ω)−n−1 (n = 0, 1, 2, . . .).

Demonstração. Ver [16], Teorema 2.1.
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No entanto, para a equação completa (2.1), os problemas são difíceis de discutir se usamos a mesma
definição de boa colocação. Podemos encontrar situações que impliquem perda de crescimento expo-
nencial de soluções e não existência de espaços de fase como foi ilustrado por [16](reveja o exemplo 2.1
e o teorema 2.3 do capítulo VIII). Para isso êm Fattorini [16] introduz a seguinte
Hipótese 3.1

(a) S(t)u é continuamente diferenciável em t ≥ 0 para todo u ∈ H .

(b) S(t)(H) ⊂ D(B) e BS(t)u é continua em t ≥ 0 para todo u ∈ H .

Em [16], se mostra que a Hipótese 3.1 garante crescimento exponencial das soluções ([16], Teorema
3.2, Cap. VIII) ê a existência de um estado de fase ([16], Teorema 4.2, Cap. VIII).

Definição 2.5. Dizemos que o problema de Cauchy para (2.1) é fortemente bem colocado se é bem
colocado e satisfaz a Hipótese 3.1.

Decorre das definições anteriores que se AB gera um C0-semigrupo em H então a equação (2.1) é
fortemente bem colocada em H .

Existe uma caraterização muito útil para os problemas de Cauchy fortemente bem colocados, a qual
enunciamos no contexto dos espaços de Hilbert:

Teorema 2.1. Para a equação (2.1) os seguinte enunciados são equivalentes:

1. O problema de Cauchy para (2.1) é fortemente bem colocado.

2. Existe λ0 ∈ C tal que
∆(λ0) = λ2

0I + λ0B +A

é fechado, densamente definido e ∆(λ0)(D(∆(λ0))) = H . O problema de Cauchy é bem colocado
e ( 2.1 ) tem uma única solução para todo valor inicial (u0, u1) ∈ (D(A) ∩ D(B)) × (D(A) ∩
D(B)).

3. D(A) ∩D(B) é denso em H . Existem constantes C,ω ≥ 0 tais que para Reλ > ω

∆(λ)−1 = (λ2I + λB +A)−1 ∈ L(H),

∆(λ)−1A é fechável e

‖[λ∆(λ)−1](n)‖L(H) ≤ Cn!(Reλ− ω)−n−1 (n = 0, 1, 2, ...),

‖[B∆(λ)−1](n)‖L(H) ≤ Cn!(Reλ− ω)−n−1 (n = 0, 1, 2, ...),

‖[∆(λ)−1Bu](n)‖L(H) ≤ Cn!(Reλ− ω)−n−1‖u‖ (u ∈ D(A) ∩D(B), n = 0, 1, 2, ...).

Demonstração. Ver [39]

A seguir, escreveremos uma proposição estabelece condições suficientes para que o problema de
Cauchy associado a (2.1) não seja fortemente bem colocado.
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Proposição 2.1. Seja A um operador autoadjunto definido positivo em H e B um operador autoadjunto
não negativo em H , definimos

∆(λ) = λ2 + λB +A, D(∆(λ)) := D∆ = D(A) ∩D(B).

Suponhamos queD(A1/2) ⊂ D(B1/2) eD∆ não é denso emD(A1/2), então R(∆(λ)) 6= H , para todo
λ > 0. Assim a equação (2.1) não é fortemente bem colocada em H .

Demonstração. Seja λ > 0, definimos em H a aplicação:

aλ : V × V → C
(u, v) 7→ λ2(u, v) + λ(B1/2u,B1/2v) + (A1/2u,A1/2v),

onde D(aλ) := D(A1/2) = V . Note que A é autoadjunto e definida positiva, B é autoajunto e não
negativa, assim existem A1/2 e B1/2 e são definida positiva e não negativa respectivamente, logo aλ é
bem definido.
Sejam u, v ∈ V , da linearidade do produto interno em H e a linearidade dos operadores A1/2 e B1/2

que aλ é uma forma sesquilinear em V e também vale aλ(u, v) = aλ(v, u).
Por outra lado para u ∈ V , temos que

aλ(u, u) = λ2(u, u) + λ(B1/2u,B1/2u) + (A1/2u,A1/2u) ≥ 0

e
aλ(u, u) ≥ λ2(u, u).

Da ultima desigualdade, se aλ(u, u) = 0, então u = 0, isto é aλ é uma forma sesquilinear simétrica
definida positiva, por tanto aλ é um produto interno em V .
Já que D(A1/2) é denso em H , então aλ é densamente definida em H . Também acontece que a forma

aλ é fechada; de fato, seja (xn) ⊂ V , xn
H→ x e aλ[xn − xm]→ 0, então

‖A1/2xn −A1/2xm‖2, ‖B1/2xn −B1/2xm‖2 → 0.

Segue-se que existem x1, x2 ∈ H tais que A1/2xn
H→ x1 e B1/2xn

H→ x2, já que os operadores A1/2,
B1/2 são fechados, então x ∈ D(A1/2) ∩ D(B1/2) = D(A1/2) e x1 = A1/2x e B1/2x = x2, logo
x ∈ D(aλ) e aλ[xn − x]→ 0, pela proposição (1.7) temos provado que a forma aλ é fechada.

Além disso aλ[u] ≥ λ2‖u‖2, para u ∈ D(aλ), i.e aλ é semi-limitada inferiormente. Assim se
cumprem as hipóteses do Primeiro e Segundo Teorema de Representação (Teoremas 1.15, 1.17), logo
existe um operador autoadjunto não-negativo ∆̃ tal que D(∆̃1/2) = V . Da proposição (1.6) temos que
aλ(u, v) = (∆(λ)u, v) para u ∈ D∆, v ∈ V , dai que pelo item 4) do Teorema(1.15):

∆ ⊂ ∆̃.

Como D(∆̃) é denso em D(∆̃1/2) = V = D(A1/2) então D∆ 6= D(∆̃). Observando que ∆̃ ≥ λ2 então
∆̃ é injetiva, logo existe ∆̃−1 ∈ L(H). Segue-se daí que R(∆(λ)) ( R(∆̃), logo R(∆(λ)) 6= H , para
todo λ > 0. Se a equação (2.1) fosse fortemente bem colocada, pelo Teorema (2.1 ∆(λ0) é sobrejetivo
para algum λ0 > 0 o qual é absurdo, isto conclui a prova.
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2.3 Uma Equação de Viga com Coeficiente de Amortecimento Desconti-
nuo

Consideremos a equação de viga amortecida{
wtt(x, t) + wxxxx(x, t)− (d(x)wxt(x, t))x = 0, (x, t) ∈ (0, 2)× R+,

w(0, t) = w(2, t) = wx(0, t) = wx(2, t) = 0, t > 0,
(2.5)

onde

d(x) =

{
1, 0 < x < 1

2, 1 < x < 2.

Seja H = L2(0, 2), defina em H os operadores{
Aw = wxxxx D(A) = H4(0, 2) ∩H2

0 (0, 2),

Bv = −(d(x)vx)x, D(B) = {v ∈ H1
0 (0, 2)/ dvx ∈ H1(0, 2)}.

(2.6)

Afirmação 2.1. Os operadores A, B definidos em (2.6) são positivos, autoadjuntos em H e

D(A1/2) = H2
0 (0, 2), D(B1/2) = D(A1/4) = H1

0 (0, 2).

Demonstração. Seja Ω = (0, 2), dividimos a prova em etapas:

(a) A, B são operadores monótonos: seja v ∈ D(A), pelo teorema (1.31), v ∈ C3(Ω). Por outra parte
v ∈ H2

0 (Ω) ⊂ H1
0 (Ω) e vx ∈ H1

0 (Ω), pelo teorema (1.28) temos que v = vx = 0 em ∂Ω. Agora
consideramos

(Av, v) =

∫ 2

0
vxxxx(x, t)v(x, t)dx,

pelas considerações anteriores e integrando por partes temos que

(Av, v) = vxxxv|20 −
∫ 2

0
vxvxxx = −

∫ 2

0
vxvxxx = −vxxvx|20 +

∫ 2

0
vxxvxx =

∫ 2

0
vxxvxx ≥ 0.

Logo o operador A é monótono.
Agora tomemos w ∈ D(B), como antes temos que w = 0 em ∂Ω e dwx ∈ C(Ω), logo por
integração por partes

(Bw,w) =

∫ 2

0
(−dwx)xwdx = (w(−dwx))|20 −

∫ 2

0
(−dwx)wx =

∫ 2

0
d|wx|2 ≥ 0.

(b) R(I +A) = R(I +B) = H : sejam f, g ∈ H , por provar que existem w0 ∈ D(A) e w1 ∈ D(B)

satisfazendo
w0 + w0xxxx = f e w1 − (dw1x)x = g.

Consideremos á aplicação b dada por

b(u, v) =

∫
Ω
uv +

∫
Ω
uxxvxx, u, v ∈ D(b) = H2

0 (Ω).

É claro que b é sesquilinear e continua, a coercividade segue da Desigualdade de Poincaré (Teorema
1.24). Considerando a forma antilinear contínua f(v) = (f, v) com v ∈ H2

0 (Ω) temos pelo Teorema
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de Lax-Milgram versão complexa (Teorema 1.14) que existe um único u ∈ H2
0 (Ω) verificando que

b(u, v) = f(v), para todo v ∈ H2
0 (Ω), em particular temos que∫

Ω
(f − u)v =

∫
Ω
uxxvxx ∀v ∈ C∞c (Ω).

Segue-se dai que existe a derivada distribucional de ordem 2 de uxx e uxxxx = f−u ∈ H = L2(Ω).
Fixando y0 ∈ Ω e definindo w(x) =

∫ x
y0

(f − u), temos pela proposição (1.11) que w ∈ C(Ω) ⊂
L2(Ω) ( pois |I| < ∞ ) e wx = f − u = uxxxx , dai que existe uxxx = w ∈ L2(Ω). Assim
u ∈ H4(Ω), junto u ∈ H4(Ω) ∩H2

0 (Ω).

Agora consideremos a aplicação h dada por h(u, v) =
∫

Ω uv+
∫

Ω duxv
′ com u, v ∈ D(h) = H1

0 (Ω).

É claro que h é sesquilinear e continua, a coercividade decorre de

h(u, u) =

∫
Ω
|u|2 +

∫
Ω
d|ux|2 ≥

∫
Ω
|u|2 +

∫
Ω
|ux|2 = ‖u‖H1

0 (Ω).

Definindo a forma antilinear continua g̃(v) = (g, v) com v ∈ H1
0 (Ω), pelo Teorema de Lax-Milgram

versão complexa (Teorema 1.14) que existe um único u0 ∈ H1
0 (Ω) tal que h(uo, v) = (g, v), para

todo v ∈ H1
0 (Ω). Analogamente ao raciocínio anterior temos que−(dvx)x = g−v ∈ L2(Ω). Assim

temos que dvx ∈ H1(Ω). Junto v ∈ D(B).

(c) A, B são autoadjuntos: Temos pelos itens anteriores queA,B são operadores maximaís monótonos,
logo pela proposição (1.4) são densamente definidos em H . Sejam u, v ∈ D(A) ⊂ H2

0 (Ω) temos
que

(Au, v) =

∫
Ω
uxxxxv =

∫
Ω

(fu − u)v = fu(v)− (u, v) =

∫
Ω
uxxvxx,

e

(u,Av) =

∫
Ω
uvxxxx =

∫
Ω
u(fv − v) = fv(u)− (v, u) = (vxx, uxx) = (uxx, vxx) =

∫
Ω
uxxvxx.

De donde concluímos que A é simétrico. Sejam agora u, v ∈ D(B), temos que

(Bu, v) = (−(dux)x, v) = (fu − u, v) = (dux, vx),

e
(u,Bv) = (u,−(dvx)x) = (u, fv − v) = (fv − v, u) = (dvx, ux) = (dux, vx).

De donde temos que B é simétrico. Segue-se da proposição (1.5) que A, B são autoadjuntos.

(d) A, B são definidos positivos: Temos do item (a) que para v ∈ D(A), (Av, v) = ‖vxx‖2H . Assim,
(Av, v) = 0 então vxx = 0 q.t.p em Ω, já que v ∈ C3(Ω) e v = vx = 0 em ∂Ω. Logo v = 0 q.t.p
em Ω. Analogamente, se (Bw,w) = 0, w ∈ D(B) pelo item (a), temos que w = 0 q.t.p em Ω.

(e) D(A1/2) = H2
0 (Ω) e D(B1/2) = D(A1bh/4) = H1

0 (Ω): seja t[u, v] = (Au, v) a forma gerada por
A, D(t) = D(A), pela proposição (1.9) t é densamente definida, simétrica, não negativa (t ≥ 0,
m = 0) e fechável, já que A é autoadjunto, segue do primeiro e segundo teorema de representação
que At = A e D(t) = D(A1/2). Do item (c) temos t[u, v] = (uxx, vxx), logo a norma do D(t)
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é dada por ‖u‖2t = ‖uxx‖2H + ‖u‖2H , u ∈ D(t) e notamos que pela desigualdade Poincaré é uma
norma equivalente em H2

0 (Ω).
Se x ∈ D(t) e (xn) ⊂ D(t) a sequência associada a x na definição de D(t), então (xn) é de Cauchy
em ‖.‖t, D(t) ⊂ H2

0 (Ω) e como ‖.‖t é uma norma em H2
0 (Ω), temos que x ∈ H2

0 (Ω), logo temos
provado que D(t) ⊂ H2

0 (Ω).
Como C∞c (Ω) é denso em H2

0 (Ω) e C∞c (Ω) ⊂ D(t), temos que H2
0 (Ω) ⊂ D(t). Portanto, D(t) =

H2
0 (Ω).

Por outro lado, considerando X = H2
0 (Ω) e Y = L2(Ω) temos que estos espaços verificam a

condição (1.2), logo existe um operador Ã autoadjunto e definido positivo tal que D(Ã1/2) = X ,
decorre de (1.3) e o feito acima que

D(A
1−θ
2 ) = D(Ã

1−θ
2 )

com normas equivalentes.
Decorre do teorema (1.34) aplicado com θ = 1

2 que

[H2
0 (Ω), L2(Ω)] 1

2
= H1

0 (Ω) = D(Ã1/4),

segue-se disto e a relação entre Ã e A e além disso que D(A1/4) = H1
0 (Ω).

Como antes consideramos a forma s gerada por B, ela é densamente definida, simétrica, não nega-
tiva; segue do primeiro e segundo teorema de representação que Bs = B e D(s) = D(B1/2), do
item (c) temos que s[u, v] = (dux, vx), logo a norma doD(s) é dada por ‖u‖2s = ‖u‖2H+‖

√
dux‖2H ,

como d > 0 é limitada, temos que ‖.‖s é equivalente a norma doH1
0 (Ω), segue da definição deD(s)

e de maneira análoga ao anterior que D(s) = H1
0 (Ω).

Proposição 2.2. O AB definido por (2.2) onde A, B são definidos por (2.6); é densamente definido,
fechado dissipativo em H = H2

0 (0, 2)×L2(0, 2), mas a imagem (I −AB)(D(AB)) 6= H . Isto é AB

não é gerador infinitesimal de um C0-semigrupo em H .

Demonstração. A prova decorre da proposição da seção anterior e o fato que AB é fechado. Note que
D(A1/2) ⊂ D(B1/2). Note que D(A1/2) ∩D(B) = {v ∈ H2

0 (Ω)/vx(1) = 0} e que D(A1/2) ∩D(B)

não é denso em D(A1/2). De fato Como antes denotamos com Ω = (0, 2), V = H2
0 (Ω) e H = L2(Ω),

temos então que

D(A) ∩D(B) = H4(Ω) ∩ (H2
0 (Ω) ∩ {v ∈ H1

0 (Ω)/dvx ∈ H1(Ω)})
= H4(Ω) ∩ (D(A1/2) ∩ {v ∈ H1

0 (Ω)/dvx ∈ H1(Ω)})
= H4(Ω) ∩ {v ∈ H2

0 (Ω)/vx(1) = 0}.

Seja

ϕ(x) =

{
exp(4/((6x− 5)2 − 4)) ; se x ∈ (1/2; 7/6)

0 ; se x ∈ R \ (1/2; 7/6)

então ϕ ∈ C∞0 (R) e supp(ϕ) = [1/2; 7/6] ⊂ (0; 2), dai que ϕ ∈ C∞0 (Ω) ⊂ H2
0 (Ω) = D(A1/2),

ϕ(1) 6= 0. Agora suponhamos que existe (fn) ⊂ D(A) ∩D(B), tal que fn
H2

0→ ϕ, daí que (fn)x
L2

→ ϕx.
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Logo existe (fnj ) ⊂ (fn) tal que (fnj )x → ϕx q.t.p em Ω, como (fnj )x(1) = 0 então ϕx(1) = 0 o qual
é uma contradição. Logo pela proposição anterior, o problema (2.5) não é fortemente bem colocado e
por tanto AB não é o gerador de um C0-semigrupo.

Agora daremos uma prova direta da proposição 2.2 , para isto consideramos H2
0 (Ω) = D(A1/2)

munido do produto interno (A1/2., A1/2.)H , a qual, pela desigualdade de Poincaré é equivalente a norma
do gráfico de H2

0 (Ω). Começamos provando que:

(a) AB é dissipativo: seja y = (u, v)T ∈ D(AB), então

(ABy, y)H = = (v, u)V + (−Au− bv, v)H
= (A1/2v,A1/2u)H − (Au, v)H − (Bv, v)H
= (v,Au)H − (Au, v)H − (Bv, v)H
= 2iIm((v,Au)H)− (Bv, v)H .

Onde a terceira igualdade decorre da proposição (1.6), assim Re(ABy, y)H = Re(−(Bv, v)) ≤ 0.

(b) D1 := D(A1/2) ∩D(B) = {v ∈ H2
0 (Ω)/vx(1) = 0}: seja w ∈ C∞0 (Ω) então

((dvx)x, w) = −(dvx, wx)

= −
∫ 2

0 dvxwx
= −

∫ 1
0 vxwx − 2

∫ 2
1 vxwx

( int. por partes ) = −{vxw|10 −
∫ 1

0 vxxw} − 2{vxw|21 −
∫ 2

1 vxxw}
= vx(1)w(1) +

∫ 1
0 vxxw + 2

∫ 2
1 vxxw

= vx(1)w(1) +
∫ 2

0 dvxxw

= (vxδ1 + dvxx, w).

Assim temos que ((dvx)x − dvxx, w) = (vx(1)δ1, w) para todo w ∈ C∞0 (Ω). Segue-se que

v ∈ D(A1/2) ∩D(B) se e somente se v ∈ H2
0 (Ω) tal que vx(1) = 0

Alem disso (dvx)x = dvxx.

(c) R1 := R(AB) = D1 ×H: seja y = (u, v) ∈ D(A)×D1, tem-se que

ABy = (v,−Au−Bv) ∈ D1 ×H.

Dado (f, g) ∈ D1 ×H queremos provar que existem (u0, v0) ∈ D(A)×D1 e AB(uo, vo) = (f, g)

isto é possível se e somente se vo = f e −Au0 − Bv0 = g. Definindo v0 = f ∈ D1 temos que
−g − Bv0 ∈ L2(Ω). Logo existe um único u0 ∈ D(A) tal que Au0 = −g − bv0 ( decorre da
existência da solução fraca e o teorema de regularidade 1.25).

(d) R1 é fechado em H : sejam (f, g) ∈ D1 ×H
H , então existe (fn) ⊂ D1 e (gn) ⊂ H tal que

fn
H2

0→ f e gn
H→ g. Logo f ∈ H2

0 (Ω), g ∈ H e existe (fnj ) ⊂ (fn), (fnj )x → fx, q.t.p assim
fx(1) = 0 i.e f ∈ D1, portanto (f, g) ∈ R1.

(e) D(AB) = D(A)×D1 é denso em H : seja (f, g) ∈ H , então f ∈ H2
0 (Ω) e g ∈ ×L2(Ω). Como

C∞c (Ω) ⊂ D(A) ⊂ H2
0 (Ω) e C∞0 (Ω)

‖.‖
H2
0 = H2

0 (Ω) então existe (fn) ⊂ C∞0 (I) ⊂ D(A) tal
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que fnH2
0→f . Por outro lado g ∈ L2(Ω) ⊂ L2(Ω \ {1}), logo existe (gn) ⊂ C∞c (Ω \ {1}) ⊂

C∞c (Ω) ⊂ H2
0 (I) tal que gn

L2(Ω\{1})−→ g e g(k)
n (1) = 0 para todo k ∈ N, decorre do teorema (1.29)

que gn ∈ H2
0 (Ω), daí que gn ∈ D1 e gn

L2(I)−→ g.

(f) Existe A −1
B ∈ L(H ): considere

A −1
B :=

[
−A−1B −A−1

I 0

]
.

É claro que A −1
B ◦AB = ID(AB) e AB ◦A −1

B = ID(A −1
B ).

Seja y = (u, v) ∈ R1, temos que A −1
B y = (−A−1Bu−A−1v, u)

‖A −1
B y‖H = ‖ −A−1Bu−A−1v‖H2

0
+ ‖u‖L2

≤ ‖A−1Bu‖H2
0

+ ‖A−1v‖H2
0

+ ‖u‖L2

(C é uma constante obtida da desig. de Poincaré) ≤ C‖Bu‖L2 + C‖v‖L2 + ‖u‖L2

= C‖ − (dux)x‖L2 + C‖v‖L2 + ‖u‖L2

= C‖duxx‖L2 + C‖v‖L2 + ‖u‖L2

≤ C‖d‖∞‖uxx‖L2 + C‖v‖L2 + ‖u‖L2

= 2C‖uxx‖L2 + C‖v‖L2 + ‖u‖L2

≤ C̃‖u‖H2
0

+ C̃‖v‖L2

= C̃‖y‖H

.

Por tanto A −1
B ∈ L(H ).

(g) AB é fechado: decorre do fato de que A −1
B é limitado e R1 é fechado.

(h) 0 ∈ σ(AB): decorre do fato de R1  H ( 0 pertence ao espectro residual ). De fato R1 é um hiper-
plano não trivial ( a demonstração é análoga ao caso presentado no [9] ).

Finalmente suponhamos que R(I − AB) = H , pela dissipatividade de AB e pela proposição
(1.17) temos que (0,+∞) ⊂ %(AB). Logo existe uma sucessão (un) ⊂ %(AB), tal que un → 0.
Assim, pelo Teorema (1.9) temos que ‖R(un,AB)‖ → ∞. Segue-se do Teorema (1.4) que existe
z0 ∈H , z0 6= 0 e (unj ) ⊂ (un) tal que ‖R(unj ,AB)z0‖ → ∞. Definimos

zj :=
R(unj ,AB)z0

‖R(unj ,AB)z0‖H
.

Temos que zj ∈ D(unj −AB) = D(AB), ‖zj‖H = 1. Por outra parte

unjR(unj ,AB)−ABR(unj ,AB) = IH ,

substituindo zj :
unjzj −ABzj =

z0

‖R(unj ,ABz0)‖H
,

dai que ABzj → 0 e como A −1
B ∈ L(H ) temos que zj → 0, o qual é uma contradição. Portanto

pelo teorema (1.44) AB não é o gerador de um C0-semigrupo.
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Capítulo 3

Semigrupos Definidos por Formulações
Variacionais

3.1 Introdução

Neste capítulo estudaremos as condições que devem apresentar as formas bilineares de tal maneira que
a solução da equação este definido por um semigrupo C0 de contrações.

3.2 Os Modelos

Consideremos a seguinte equação de evolução variacional

c(wtt(t), ŵ) + b(wt(t), ŵ) + a(w(t), ŵ) = 0, ∀ŵ ∈ V, t > 0. (3.1)

Um sistema elástico linear amortecido pode ser escrito sob a forma (3.1), onde a(v, v) e c(v, v)

são as formas quadráticas relacionadas a energia de deformação e a energia cinética, respectivamente
e além disso b(v, v) é a forma a quadrática tal que, Reb(v, v) e Imb(v, v) representam as forças de
amortecimento e giroscópicas respetivamente ( Ver [24]).

Assumamos que:
(A1) V,H são espaços de Hilbert com produto interno e norma a(., .) e ‖.‖V , c(., .) e ‖.‖H res-

pectivamente.
(A2) V ↪→ H é uma imersão contínua e densa.

Existe M > 0 tal que M‖u‖2H ≤ a(u, u), para tudo u ∈ V . Como V é denso em H , então pelo
primeiro e segundo teorema de representação para formas sesquilineares (teoremas 1.15, 1.17), existe
um operador autoadjunto, definido positivo A em H tal que

c(Au, u) = a(u, u) = ‖u‖2V ≥Mc(u, u) = M‖u‖2H ∀u ∈ D(A),

e
D(A1/2) = V, a(u, v) = c(A1/2u,A1/2v), ∀u, v ∈ V.

Decorre do H é Hilbert separável e o teorema (1.22) e sua observação correspondente que D(Aβ),
com 0 < β ≤ 1 é um espaço de Hilbert com o produto interno

c(Aβ., Aβ.).
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(A3) b(., .) é uma forma sesquilinear contínua em D(Aα/2), para α ∈ (0, 1].
Pelo teorema de representação de Riesz, existe um operador S1 ∈ L(D(Aα/2)) tal que

b(u, v) = c(Aα/2S1u,A
α/2v), ∀u, v ∈ D(Aα/2).

Definimos S := Aα/2S1, tomando v = A−α/2Su, com u ∈ D(Aα/2) obtemos que

S ∈ L(D(Aα/2);H), (3.2)

já que b é contínua em o referido domínio.
Seja

H = V ×H

com o produto interno induzido de maneira natural dado por

< (u, v), (û, v̂) >H = a(u, û) + c(v, v̂).

Definimos o operador A em H da seguinte maneira:{
D(A ) = {(u, v) ∈H |u ∈ D(A1−(α/2)), v ∈ V,A1−(α/2)u+ Sv ∈ D(Aα/2)},
A (u, v) = (v,−Aα/2[A1−(α/2)u+ Sv]).

(3.3)

Denotamos por b(v) = b(v, v).

Teorema 3.1. Sob as condições (A1)-(A3) e assumindo que existe λ0 ≥ 0 tal que

λ0‖v‖2H +Re b(v) ≥ 0, ∀v ∈ V.

Então A é o gerador de um C0- semigrupo etA em H .

Demonstração. Podemos supor que λ0 = 0. De fato, consideramos a forma

b0(v) = b(v) + λ0‖v‖2H ,

então por (3.2), o operador S0 ∈ L(D(Aα/2);H), onde b0(u, v) = c(S0u,A
α/2v) tem a forma

S0 = S + λ0A
−α/2, D(S0) = D(S).

De fato para u, v ∈ D(Aα/2)

b0(u, v) = c(S0u,A
α/2v)

= b(u, v) + λ0(u, v)

= c(Su,Aα/2v) + λ0c(u, v)

(A−α/2 ∈ L(H,D(Aα/2)), A−α/2 = (A−α/2)∗) = c(Su,Aα/2v) + λ0c(A
−α/2u,Aα/2v).

Tomando v = A−α/2w com w ∈ H nesta ultima igualdade temos que

c(S0u,w) = c(Su+ λ0A
−α/2u,w), u ∈ D(Aα/2), w ∈ H,

logo S0 = S + λ0A
−α/2 e D(S0) = D(S).

Do anterior deduzimos que

D(A0) = {(u, v)|u ∈ D(A1−(α/2)), v ∈ V,A1−(α/2)u+ (S + λ0)A−α/2v ∈ D(Aα/2)} = D(A )
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pois A−α/2v ∈ D(Aα/2), para todo v ∈ H , também

A0(u, v) = (v,−Aα/2[A1−(α/2)u+ S0v])

= (v,−Aα/2[A1−(α/2)u+ Sv]) + (0,−Aα/2(λ0A
−α/2v))

= A (u, v)− λ0(0, Aα/2(A−α/2v)).

Definindo B(u, v) = (0, λ0v), temos que A0 = A − B e B ∈ L(H ). Logo pelo Teorema (1.39)
temos que A0 é o gerador de um C0-semigrupo se e somente se A é gerador de um C0-semigrupo.

(a) A é dissipativo: seja (u, v) ∈ D(A ), como

Aα/2 = (Aα/2)∗

e
(u, v)V = a(u, v) = c(A1/2u,A1/2v) = (u, v)H ,

temos que

< A (u, v), (u, v) >H = (v, u)V + (−Aα/2(A1−(α/2)u+ Sv), v)H
( 0 < α ≤ 1 : V = D(A1/2) ↪→ D(Aα/2)) = (v, u)V − (A1−(α/2)u+ Sv,Aα/2v)H

= (A1/2v,A1/2u)H − (A1−(α/2)u,Aα/2v)H
−(Sv,Aα/2v)H

= (A1/2v,A1/2u)H − (Aα/2(A1−(α/2)u), v)H
−b(v)

( teorema 1.21, f(x) = x1−(α/2), g(x) = xα/2) = (A1/2v,A1/2u)H − (Au, v)H − b(v)

(1/2 ≤ 1− α/2 : D(A1−(α/2)) ↪→ D(A1/2)) = (A1/2v,A1/2u)H − (A1/2u,A1/2v)H − b(v)

= 2Im((A1/2v,A1/2u)H)i− b(v).

Daí que Re(< A (u, v), (u, v) >H ) = −Re b(v) ≤ 0.

(b) Ker(A )={0}: consideramos (u, v) ∈ D(A ), tal que A (u, v) = (v,−Aα/2[A1−(α/2)u+Sv]) = 0,
então v = 0 e −Aα/2[A1−(α/2)u + Sv] = 0, já que Aα/2 é definido positivo então A1−(α/2)u = 0.
De novo pelo mesmo argumento segue que u = 0.

(c) R(A ) = H : seja (f, g) ∈H , temos que provar que existe (u, v) tal que A (u, v) = (f, g), isto é,
se e somente se (v,−Aα/2[A1−(α/2)u+ Sv]) = (f, g) se e somente se

v = f e −Aα/2[A1−(α/2)u+ Sv] = g.

Definimos v := f e notamos que A1−(α/2)u+ Sf ∈ D(A−α/2) e que

A1−(α/2)u = −A−α/2g − Sf.

Como A−α/2g ∈ D(Aα/2), Sf ∈ H temos que A−α/2g + Sf ∈ H , então u ∈ D(A1−(α/2)) e
u = −A−1−(α/2)(A−α/2g + Sf). Logo (u, v) ∈ D(A ).
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(d) Se A (u, v) = (f, g), existe M̂ > 0 tal que |(u, v)|H ≤ M̂ |(f, g)|H : temos que

|(u, v)|H = ‖u‖2V + ‖v‖2H
= ‖A−(1−(α/2))(A−α/2g + Sf)‖2V + ‖f‖2H
= ‖A1/2(A−(1−(α/2))(A−α/2g + Sf))‖2H + ‖f‖2H

(V ↪→ H) ≤ ‖A1/2(A−(1−(α/2))(A−α/2g + Sf))‖2H + 1
M ‖f‖

2
V

(D(A1−(α/2) ↪→ D(A1/2)) ≤ (C1)2‖A1−(α/2)[A−(1−(α/2))(A−α/2g + Sf)]‖2H + 1
M ‖f‖

2
V

= (C1)2‖A−α/2g + Sf‖2H + 1
M ‖f‖

2
V

≤ 2(C1)2(‖A−α/2g‖2H + ‖Sf‖2H) + 1
M ‖f‖

2
V

≤ 2(C1)2(‖A−α/2‖2‖g‖2H + ‖S‖2‖f‖2H) + 1
M ‖f‖

2
V

≤ 2(C1)2(‖A−α/2‖2‖g‖2H + ‖S‖2 1
M (‖f‖2V )) + 1

M ‖f‖
2
V

≤ M̂(‖f‖2V + ‖g‖2H)

= M̂ |(f, g)|H .

(e) A é fechado: decorre do fato que A é sobrejetivo e A −1 é limitado.

(f) R(λI −A ) = H , para algum λ > 0: é consequência do fato que A −1 é limitado i.e 0 ∈ %(A ),
como %(A ) é um conjunto aberto de C temos o resultado.
Finalmente pelos teoremas 1.46, 1.47 temos que D(A ) é denso em H , logo pelo Teorema de
Lummer-Phillips (Teorema 1.43); A é o gerador de um C0-semigrupo de contrações em H .

Seja S(t) = etA o semigrupo gerado por o operador A da proposição anterior, temos o seguinte:

Teorema 3.2. Sob as hipóteses do Teorema anterior e definindo

(w(t), w1(t)) = etA (w0, w1), (w0, w1) ∈H .

Então a função w(.) ∈ C([0,∞);V ) ∩ C1([0,∞);H) e satisfaz wt(.) = w1(.). Além disso,

c(wtt(t), ŵ) + b(wt(t), ŵ) + a(w(t), ŵ) = 0, ∀ŵ ∈ V, t > 0

com a condição inicial w(0) = w0, wt(0) = w1.
Se (w0, w1) ∈ D(A ), entãow(.) ∈ C2([0,∞);H)∩C1([0,∞);V )∩C([0,∞);D(A1−(α/2))) e satisfaz

wtt(t) +Aα/2(A1−(α/2)w(t) + Swt(t)) = 0, t ≥ 0.

Demonstração. Vamos a dividir a prova do teorema em 2 casos:
Caso i: (w0, w1) ∈ D(A ). Seja

u(t) = (w(t), w1(t)) = etA (w0, w1),

então u é solução do problema de Cauchy{
ut = A u t > 0

u(0) = (w0, w1).
(3.4)
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Segue-se que u ∈ C([0,+∞);D(A ))∩C1([0,+∞); H ). Seja t0 ∈ [0; +∞), das condições anteriores
temos que:

u(t)
H→ u(t0), A u(t)

H→ A u(t0), ut(t)
H→ ut(t0).

Em termos das componentes temos que:

w(t)
V→ w(t0) (3.5)

w1(t)
H→ w1(t0) (3.6)

w1(t)
V→ w1(t0) (3.7)

Aα/2(A1−(α/2)w(t) + Sw1(t))
H→ Aα/2(A1−(α/2)w(t0) + Sw1(t0)) (3.8)

wt(t)
V→ wt(t0) (3.9)

(w1)t(t)
H→ (w1)t(t0). (3.10)

Por outro lado da equação (3.4) temos que para t > 0:

wt(t) = w1(t) (3.11)

(w1)t(t) = −Aα/2(A1−(α/2)w(t) + Sw1(t)). (3.12)

Já que V ↪→ H , temos de (3.5):
w(t)

H→ w(t0). (3.13)

De (3.11), (3.5), (3.6):
w1 = wt, ∀t ≥ 0, (3.14)

de isto
w(0) = w0 wt(0) = w1. (3.15)

Das relações (3.14), (3.13), (3.6), (3.10) temos que w ∈ C2([0,+∞);H) e de (3.14), (3.5), (3.7) dedu-
zimos que w ∈ C1([0,+∞);V ).
Desde que w ∈ D(A1−(α/2)) e A−α/2 ∈ L(H), por (3.8):

A1−(α/2)w(t) + Sw1(t)
H→ A1−(α/2)w(t0) + Sw1(t0), (3.16)

mas S ∈ L(D(Aα/2);H) e V ↪→ D(Aα/2), logo de (3.6):

Sw1(t)
H→ Sw1(t0). (3.17)

De (3.16) e (3.17):
A1−(α/2)w(t)

H→ A1−(α/2)w(t0). (3.18)

Assim de (3.13) e (3.18) concluímos que w ∈ C([0,+∞);D(A1−(α/2))).
De (3.4) e (3.14):

wtt(t) +Aα/2(A1−(α/2)w(t) + Swt(t)) = 0 t ≥ 0. (3.19)

Seja ŵ ∈ V , de (3.19) tomando o produto interno em H e integrando em relação a t, com t > 0:∫ t

0
c(wtt(r), ŵ)dr +

∫ t

0
c(Aα/2(A1−(α/2)w(r) + Swt(r)), ŵ)dr = 0.
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Acontece que na primeira integral w ∈ C2([0,+∞);H), logo o integrando do primeiro termo o qual é
bem definido e contínuo, pode-se aplicar o teorema fundamental do cálculo e obtemos que:∫ t

0
c(wtt(r), ŵ)dr = c(wt(t), ŵ)− c(w1, ŵ).

Na segunda integral já que V ↪→ D(Aα/2) e Aα/2 = (Aα/2)∗ obtemos∫ t

0
c(Aα/2(A1−(α/2)w(r) + Swt(r)(t)), ŵ)dr =

∫ t

0
c(A1−(α/2)w(r) + Swt(r), A

α/2ŵ)dr

=

∫ t

0
c(A1−(α/2)w(r), Aα/2ŵ)dr+∫ t

0
c(Swt(r), A

α/2ŵ)dr

(wt = w1 ∈ V ↪→ D(Aα/2), S ∈ L(D(Aα/2)), H) =

∫ t

0
c(Aα/2(A1−(α/2)w(r)), ŵ)dr+

c(Sw(t), Aα/2ŵ)− c(Sw(0), Aα/2ŵ)

(Aα/2(A1−(α/2)u) = Au,∀u ∈ D(A)) =

∫ t

0
c(Aw(r)), ŵ)dr + c(Sw(t), Aα/2ŵ)−

(D(A1−(α/2)) ↪→ D(A)) c(Sw(0), Aα/2ŵ)

(w(r) ∈ V ) =

∫ t

0
c(A1/2w(r)), A1/2ŵ)dr+

c(Sw(t), Aα/2ŵ)− c(Sw(0), Aα/2ŵ)

(b(u, v) = c(Su,Aα/2v);u, v ∈ D(Aα/2)) =

∫ t

0
a(w(r), ŵ)dr+

(V ↪→ D(Aα/2)) b(w(t), ŵ)− b(w(0), ŵ).

Portanto temos que:

c(wt(t), ŵ)− c(w1, ŵ) +

∫ t

0
a(w(r), ŵ)dr + b(w(t), ŵ)− b(w(0), ŵ) = 0 ∀ŵ ∈ V, t > 0, (3.20)

o qual é equivalente a equação (3.1).
Caso ii: (w0, w1) ∈H . Seja (w0, w1) ∈H então as funções w(t), z(t) definidas por

u(t) := (w(t), z(t)) = etA (w0, w1)

verificam que u ∈ C([0,+∞); H ), i.e

w ∈ C([0,+∞);V )

e
z ∈ C([0,+∞);H).

Por outro lado da densidade de D(A ), existe uma sequência (w0,n, w1,n) ∈ D(A ) tal que

(w0,n, w1,n)
H→ (w0, w1)

isto é w0,n
V→ w0 e w1,n

H→ w1. Pelo Caso i, existem funções

(wn(t), zn(t)) = etA (w0,n, w1,n), (3.21)
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tal que wn ∈ C2([0,+∞);H) ∩ C1([0,+∞);V ) ∩ C([0,+∞);D(A1−(α/2))), (wn)t = zn e

c((wn)t, ŵ)− c(w1,n, ŵ) +

∫ t

0
a(wn(r), ŵ)dr + b(wn(t), ŵ)− b(w0,n, ŵ) = 0 ∀ŵ ∈ V, t > 0.

Seja T > 0, de 3.21 temos que wn → w em C([0, T ];V ) e zn = (wn)t → z em C([0, T ];H), i.e
z = wt ∈ C([0, T ];H), então tomando limite na relação integral anterior:

c(wt(t), ŵ)− c(w1, ŵ) +

∫ t

0
a(w(r), ŵ)dr + b(w(t), ŵ)− b(w0, ŵ) = 0 ∀ŵ ∈ V, t > 0,

ou equivalentemente:

c(wtt, ŵ) + b(wt, ŵ) + a(w(t), ŵ) = 0, ∀ŵ ∈ V, t > 0.
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Capítulo 4

Analiticidade e Diferenciabilidade do
Semigrupos Gerados por Formulação
Variacional

4.1 Introdução

Neste capítulo fornecemos condições suficientes para o semigrupo associado com a equação de segunda
ordem escrita na forma variacional seja analítico ou diferenciável.

4.2 Definições e Resultado Principal

Vamos começar com uma definição:

Definição 4.1. Seja A o gerador infinitesimal de um C0-semigrupo etA em H . O tipo do semigrupo é
dado por

ω0 = lim
t→∞

log‖etA ‖
t

.

Definição 4.2. O semigrupo etA é dito de classe G(ε) para algum 0 < ε ≤ 1, se existe σ > ω0, Mσ ≥ 1

tal que

‖(σ + iω −A )−1‖ ≤ Mσ

1 + |ω|ε
, ∀ω ∈ R. (4.1)

Observações:

(a) Se (4.1) se verifica para algum σ1 > ω0, então se verifica para todo σ > ω0.

(b) Um C0-semigrupo é de classe G(1) se e somente se é analítico.

(c) Se (4.1) se verifica então etA é um semigrupo diferenciável satisfazendo:

lim
t→0+

t(2/ε)−1‖A etA ‖ < +∞,

que tem algumas propriedades desejadas como as de um semigrupo analítico.
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(d) Se etA é de classe G(ε), então et(A +B) é de classe G(ε) para qualquer B ∈ L(H ).

Teorema 4.1. Sob as condições (A1)-(A3) do Capitulo 3, e assumindo que para α considerado em (A3)
existem constantes λ0 ≥ 0, δ > 0 tais que

λ0‖v‖2H +Re b(v) ≥ δ‖Aα/2v‖2, ∀v ∈ V. (4.2)

Então etA é de classe G(ε), onde ε = min{1, 2α}.

Demonstração. Desde que a classe G(ε) de C0-semigrupos é preservado sob perturbação limitada do
gerador infinitesimal, podemos supor que λ0 = 0 como ao inicio do Teorema 3.1 sem perdida de gene-
ralidade, logo 0 ∈ ρ(A ) e A é um C0-semigrupo de contrações, também por isto podemos supor que
σ = 0.

Devemos verificar que iR ⊂ %(A ) e que a relação (4.1) se verifica para ε = min{1, 2α} e σ = 0.
Como 0 ∈ %(A ), é suficiente provar que existe c > 0

|ω|−ε‖(iω −A )z‖H ≥ c > 0 (4.3)

para todo z ∈ D(A ), ‖z‖H = 1 e para todo |ω| > δ0, δ0 = 1
2‖A

−1‖−1.
Suponhamos que (4.3) é falso, então existe uma sequência (ωn) ⊂ R, |ωn| > δ0 e (zn) ⊂ D(A ),
‖zn‖H = 1, zn = (un, vn) tal que:

‖ω−εn (iωn −A )zn‖H → 0. (4.4)

Podemos supor que ωn > δ0 ( no caso que ωn < −δ0, a prova será análoga nesse caso ), então a relação
(4.4) em termos de componentes fica da seguinte forma:

iω1−ε
n un − ω−εn vn

V→ 0, (4.5)

iω1−ε
n vn + ω−εn Aα/2[A1−(α/2)un + Svn]

H→ 0. (4.6)

Segue-se de (4.4) que

(ω−εn (iωn −A )zn, zn)H = a(iω1−ε
n un − ω−εn vn, un)

+c(iω1−ε
n vn + ω−εn Aα/2[A1−(α/2)un + Svn], vn)

= iω1−ε
n a(un, un)− ω−εn a(vn, un) + iω1−ε

n c(vn, vn)

+ω−εn c(Aα/2[A1−(α/2)un + Svn], vn)

= iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un)− ω−εn c(A1/2vn, A
1/2un) + iω1−ε

n c(vn, vn)

+ω−εn c(A1−(α/2)un, A
α/2vn) + ω−εn c(Svn, A

α/2vn)

= iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un) + iω1−ε
n c(vn, vn)− ω−εn c(A1/2vn, A

1/2un)

+ω−εn c(A1−(α/2)un, A
α/2vn) + ω−εn c(Svn, A

α/2vn)

= iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un) + iω1−ε
n c(vn, vn)− ω−εn c(A1/2vn, A

1/2un)

+ω−εn c(Aα/2(A1−(α/2)un), vn) + ω−εn c(Svn, A
α/2vn)

= iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un) + iω1−ε
n c(vn, vn)− ω−εn c(A1/2vn, A

1/2un)

+ω−εn c(Aun, vn) + ω−εn b(vn, vn)

= iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un) + iω1−ε
n c(vn, vn)− ω−εn c(A1/2vn, A

1/2un)

+ω−εn c(A1/2un, A
1/2vn) + ω−εn b(vn)

= ω−εn b(vn) + iω1−ε
n c(A1/2un, A

1/2un) + iω1−ε
n c(vn, vn)

+ω−εn c(A1/2un, A
1/2vn)− ω−εn c(A1/2vn, A

1/2un).
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Decorre de esta última igualdade que Re(ω−εn (iωn −A )zn, zn)H = ω−εn Re b(vn), logo por (4.4):

ω−εn Re b(vn)→ 0. (4.7)

Então de (4.2), (4.7) e a hipótese (A3) (continuidade de b):

‖ω−ε/2n Aα/2vn‖H → 0, w−εn b(vn)→ 0. (4.8)

Fazendo o produto interno de (4.5) com ωε−1
n un em V , pela desigualdade de Schwarz e tendo em conta

que ‖(un, vn)‖ = 1 temos que
i‖un‖2V − ω−1

n a(vn, un)→ 0, (4.9)

agora o mesmo para (4.6) com ωε−1
n vn em H e tendo em conta (4.8) temos que

ω−1
n c(Svn, A

α/2un) = ω−1
n b(vn, un)→ 0 ,

logo
i‖vn‖2H + ω−1

n c(A1−(α/2)un, A
α/2vn)→ 0, (4.10)

pelo feito linhas acima:

i‖vn‖2H + ω−1
n c(A1−(α/2)un, A

α/2vn) = i‖vn‖2H + ω−1
n a(un, vn),

consequentemente:
i‖vn‖2H + ω−1

n a(un, vn)→ 0.

Tomando a parte imaginária da diferença de (4.9) e (4.10) temos que:

‖un‖2V − ‖vn‖2H → 0. (4.11)

Já que ‖(un, vn)‖H = 1, obtemos de (4.11) que

‖un‖2V →
1

2
, ‖vn‖2H →

1

2
. (4.12)

Dividiremos a prova em casos tendo em conta os valores de α.

Caso i: α ∈ [1/2, 1]. Neste caso temos que ε = 1. Notamos que A1−αun é limitado em H , de fato
temos que para esta escolha de α tem-se que D(A1/2) ↪→ D(A1−α), disto existe M > 0 tal que

‖A1−αw‖H ≤M‖A1/2w‖H , ∀w ∈ D(A1/2),

Por outro lado D(A1−(α/2)) ⊂ D(A1/2), pois α ≤ 1. Se (un) ⊂ D(A1−(α/2)), então

‖A1−αun‖H ≤M‖A1/2un‖H = M‖un‖V ≤M.

Continuando com a prova do caso, tomando o produto interno de (4.6) com A1−αun em H temos que

ic(vn, A
1−αun) + ‖ω−1/2

n A1−(α/2)un‖2H +
1

ωn
c(Svn, A

1−(α/2)un)→ 0. (4.13)

Tomando a parte real de (4.13)

Re
(
ic(vn, A

1−αun)
)

+ ‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖2H +Re c(ω−1/2

n Svn, ω
−1/2
n A1−(α/2)un)→ 0.
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Logo existe n0 ∈ N tal que se n ≥ n0 então

|Re
(
ic(vn, A

1−αun)
)

+ ‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖2H +Re c(ω−1/2

n Svn, ω
−1/2
n A1−(α/2)un)| ≤ 1.

Note que |Re
(
ic(vn, A

1−αun)
)
| ≤ M‖vn‖H ≤ M , para todo n ∈ N, pois ‖vn‖H ≤ 1. Disto deduzi-

mos que existe R > 0 tal que

n ≥ n0 : ‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖2H +Re c(ω−1/2

n Svn, ω
−1/2
n A1−(α/2)un)| ≤ R,

por outro lado, já que S ∈ L(D(Aα/2);H) deduzimos da relação (4.8) que ‖ω−1/2
n Svn‖H é limitado,

logo
Re c(ω−1/2

n Svn, ω
−1/2
n A1−(α/2)un) ≤ k‖ω−1/2

n A1−(α/2)un‖H ,

então
‖ω−1/2

n A1−(α/2)un‖2H ≤ R+ k‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖H .

disto obtemos que ‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖H é limitado; caso contrário

‖ω−1/2
nj A1−(α/2)unj‖H → +∞

e
‖ω−1/2

nj A1−(α/2)unj‖H ≤
R

‖ω−1/2
nj A1−(α/2)unj‖H

+ k,

fazendo j → +∞ obtemos uma contradição.
Finalmente já que ‖ω−1/2

n A1−(α/2)un‖H é limitado e por (4.8) com ε = 1 temos que

|ω−1
n c(A1−(α/2)un, A

α/2vn)| ≤ ‖ω−1/2
n A1−(α/2)un‖H‖ω−1/2Aα/2vn‖H → 0,

ou seja
ω−1
n c(A1−(α/2)un, A

α/2vn)→ 0,

e
w−1
n b(vn)→ 0.

isto em (4.10) da como resultado que
‖vn‖H → 0.

Logo de (4.9) segue como resultado que ‖un‖V → 0 o qual contradiz o fato ‖(un, vn)‖H = 1.

Caso ii: α ∈ (0, 1/2). Neste caso temos que ε = 2α. Tomando o produto interno de (4.6) com
ω4α−2
n A1−αun em H temos que:

c(gn, ω
4α−2
n A1−αun) = c(ω2α−1

n gn, ω
2α−1
n A1−αun)→ 0,

onde
gn := iw1−2α

n vn + w−2α
n Aα/2[A1−(α/2)un + Svn]

H→ 0,
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já que como no Caso i. (A1−αun) é limitado em H . Também

c(gn, ω
4α−2
n A1−αun) = c(ivn, ω

2α−1
n A1−αun) + ω2α−2

n c(Aα/2[A1−(α/2)un + Svn], A1−αun)

= c(ivn, ω
2α−1
n A1−αun) + ω2α−2

n c(A1−(α/2)un + Svn, A
α/2(A1−αun))

= c(ivn, ω
2α−1
n A1−αun) + ω2α−2

n c(A1−(α/2)un + Svn, (A
1−(α/2)un))

= c(ivn, ω
2α−1
n A1−αun) + ω2α−2

n c(A1−(α/2)un, A
1−(α/2)un)+

ω2α−2
n c(Svn, (A

1−(α/2)un))

= c(ivn, ω
2α−1
n A1−αun) + ‖ωα−1

n A1−(α/2)un‖2+

c(ωα−1
n Svn, ω

α−1
n A1−(α/2)un).

Temos a seguinte igualdade:

‖wα−1
n A1−(α/2)un‖2H = c(w2α−1

n gn − ivn, w2α−1
n A1−αun)− c(wα−1

n Svn, w
α−1
n A1−(α/2)un). (4.14)

Observamos que A1/2un, ω2α−1
n gn, ivn são limitados em H , por (A2), (4.6) e (4.12) respetivamente.

Pelo teorema (1.21) temos que:

A1−αw = (A1/2−α)(A1/2w), w ∈ D(A1−α) ⊂ D(A1/2),

também pelo mesmo teorema:
(A

1−α
2 )

1−2α
1−α = A(1/2)−α,

isto junto com a desigualdade de interpolação ( Teorema 1.22):

ω2α−1
n ‖A1−αun‖H = ω2α−1

n ‖(A
1−α
2 )

1−2α
1−α (A1/2un)‖H

≤ ω2α−1
n ‖A(1−α)/2(A1/2un)‖(1−2α)/(1−α)

H ‖A1/2un‖(1−(1−2α)/(1−α)
H

( Teorema (1.21)) = ω2α−1
n ‖A1/2un‖α/(1−α)

H ‖A1−(α/2)un‖(1−2α)/(1−α)
H

= ‖A1/2un‖α/(1−α)
H ‖ωα−1

n A1−(α/2)un‖(1−2α)/(1−α)
H .

(4.15)

Tomando valor absoluto em (4.14) e usando (4.15):

‖wα−1
n A1−(α/2)un‖2H ≤ |c(w2α−1

n gn − ivn, w2α−1
n A1−αun)|+ |c(wα−1

n Svn, w
α−1
n A1−(α/2)un)|

≤ ‖ω2α−1
n gn − ivn‖H(ω2α−1

n ‖A1−αun‖H) + ‖wα−1
n Svn‖H‖wα−1

n A1−(α/2)un‖H
≤ ‖ω2α−1

n gn − ivn‖H‖A1/2un‖α/(1−α)
H ‖ωα−1

n A1−(α/2)un‖(1−2α)/(1−α)
H +

‖wα−1
n Svn‖H‖wα−1

n A1−(α/2)un‖H .
(4.16)

Como no Caso i; acontece que ωα−1
n Svn é limitado em H , isto junto com A1/2un, ω2α−1

n gn − ivn
limitados em H tem como consequência que

‖wα−1
n A1−(α/2)un‖2H ≤ C‖ωα−1

n A1−(α/2)un‖(1−2α)/(1−α)
H + ‖ωα−1

n A1−(α/2)un‖H ,

para alguma M > 0, decorre disto último de maneira análoga ao Caso i que ‖ωα−1
n A1−(α/2)un‖H é

limitado.
Segue-se disto último e a relação (4.8) com ε = 2α, em (4.10) que

‖vn‖H → 0.

Logo de (4.9) segue que ‖un‖V → 0 o qual contradiz o fato ‖(un, vn)‖H = 1.
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Capítulo 5

Aplicações

Neste capítulo aplicamos os resultados das seções anteriores para diversos PDE’s com coeficientes des-
contínuos e condições mecânicas de fronteira.
No primeiro exemplo provamos que o sistema está associado a um semigrupo analítico e exponencial-
mente estável embora sua forma quadrática não seja definida positiva. Outro é um exemplo de modelo
de vibração de flexão de um gasoduto com um amortecimento estrutural contendo fluido, a analiticidade
do semigrupo associado será provado para este caso. Finalmente o último exemplo é associado a um
semigrupo diferenciável.

5.1 O Modelo de Histerese Espacial de Russell para uma Viga Elástica

Vamos introduzir uma descrição do modelo a tratar, para detalhes revisar a referência [36].
A equação de viga de Euler-Bernoulli, servirá de ponto de partida para nossa discussão aqui e baseia-se
na conservação no tempo da expressão de energia, isto é

E
(
w,
∂w

∂t

)
=

1

2

∫ 2

0

[
ρ

(
∂w

∂t

)2

+ EI

(
∂2w

∂x2

)2
]
dx,

onde por simplicidade escreveremos w, ρ, EI em lugar de w(x, t), ρ(x), EI(x) respectivamente, sendo
ρ a densidade de massa por unidade de comprimento, onde ρ e EI o segundo momento do módulo da
elasticidade em relação ao eixe elástico ( sobre a qual o primeiro momento do módulo de elasticidade
desaparece ), ρ, EI são funções uniformemente positivas em [0, L]. Assumindo que a função w a qual
descreve a evolução do deslocamento da viga é suave, um cálculo simples mostra que

d

dt
E
(
w(., t),

∂w

∂t
(., t)

)
=

∫ L

0

[
ρ
∂w

∂t

∂2w

∂t2
+ EI

∂2w

∂x2

∂3w

∂t∂x2

]
dx,

então integrando o segundo termo por partes,

d

dt
E
(
w(., t),

∂w

∂t
(., t)

)
=

∫ L

0

[
ρ
∂w

∂t

∂2w

∂t2
− ∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
∂2w

∂t∂x

]
dx+ EI

∂2w

∂x2

∂2w

∂t∂x

∣∣L
0 . (5.1)

A presença da expressão da velocidade angular ∂2w/∂t∂w indica que o coeficiente−(∂/∂x)(EI∂2w/∂x2)

deve ser interpretado como um torque de restauração que surge na variável espacial devido flexão da viga.
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Percebendo que este coeficiente representa um torque ajuda-nos na interpretação do termo de amorteci-
mento o qual introduzimos via definição

τh(x, t) = 2

∫ L

0
h(x, ξ)

[
∂2w

∂t∂x
(x, t)− ∂2w

∂t∂x
(ξ, t)

]
dξ.

Nós pensamos de τh como um torque atuando na viga no ponto x, devido ao diferencial de rotação, em
comparação com a rotação em x da viga em os pontos ξ próximos a x. Em muitos casos o soporte do
Kernel de interação h()x, ξ deve ser restringido a uma faixa estreita em R2 centrada na linha x = ξ. A
aplicação da segunda lei de Newton dita a condição de simetria

h(ξ, x) = h(x, ξ).

A fonte do torque de amortecimento em rotação diferencial é melhor ilustrado para o caso de vigas com-
postas do materiais composto como fibra de vidro, compostos de grafite e boro, e madeira. Podemos
imaginar que fibras grandes cujos modulo de elasticidade por unidade de área transversal é maior que o
total da viga, passam através da viga, mantido no lugar por um material de matriz de algum tipo. Como
a viga sofre deformação de diversos tipos, os elementos da viga em x e ξ podem rotar a taxas diferentes,
refletidas por diferentes valores de (∂2w/∂t∂x)(x, t), (∂2w/∂t∂x)(ξ, t).
Se pensamos que as fibras elas mesmas tendo quase comprimento constante, diferencial de rotação deve
resultar em movimento das fibras relativo a matriz com acompanhamento de força de fricção ou defor-
mação do material da matriz. O resultado é um torque, do tipo que acabamos de descrever, uma vez
que o movimento em conjunto das fibras em relação à matriz, dentro dos elementos de viga individuais,
será diferente de um lado do eixo elástico do que no outro lado, quando uma tal rotação diferencial for
efetuada

Somando o termo ∫ L

0
τh(x, t)

∂2w

∂t∂x
(x, t)dx

a ambos lados de (5.1) temos que

d
dtE
(
w, ∂w∂t

)
+

∫ L

0
τh(x, t)

∂2w

∂t∂x
(x, t)dx =

∫ L

0

(
ρ
∂w

∂t

∂2w

∂t2
+

[
τh −

∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)]
∂2w

∂t∂x

)
dx

+EI ∂
2w
∂x2

∂2w
∂t∂x |

L
0

( int.partes ) =

∫ L

0

∂w

∂t

(
ρ
∂2w

∂t2
+

∂

∂x

[
∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
− τh

])
dx

+

(
EI

∂2w

∂x2

∂2w

∂t∂x
−
[
∂

∂t

(
EI

∂2w

∂x2

)
− τh

]
∂w

∂t

) ∣∣L
0 .

(5.2)
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Igualando as partes separadas de (5.2) a zero ( pelo princípio de trabalho virtual )

ρ
∂2w

∂t2
+

∂

∂x

[
∂

∂x

(
EI

∂2w

∂x2

)
− τh

]
= 0

se produz a equação integro-diferencial parcial

ρ
∂2w

∂t2
− 2

∂

∂x

∫ L

0
h(x, ξ)

[
∂2w

∂t∂w
(x, t)− ∂2w

∂t∂w
(ξ, t)

]
dξ +

∂2

∂x2

(
EI

∂2w

∂x2

)
= 0 (5.3)

e a exigência de que, em x = 0 e x = L

EI
∂2w

∂x2

∂2w

∂t∂x
−
[
∂

∂t

(
EI

∂2w

∂x2

)
− τh

]
∂w

∂t
= 0 (5.4)

Várias configurações da viga agora levam a diferentes conjuntos de condições de contorno, por exemplo,
no caso onde a viga está fixada em x = 0 e livre em x = L obtém-se que

w(0, t) =
∂w

∂x
(0, t) =

∂2w

∂x2
(L, t) = 0 (5.5)

− ∂

∂x

(
EI(x)

∂2w

∂x2

)
|x=L + 2

∫ L

0
h(L, ξ)

[
∂2w

∂t∂x
(L, t)− ∂2w

∂t∂x
(ξ, t)

]
dξ = 0 (5.6)

Então temos a equação:


ρwtt − 2

(∫ L

0
h(x, ξ)[wxt(x, t)− wxt(ξ, t)]dξ

)
x

+ (EIwxx)xx = 0 (0, L)× R+

w(0, t) = wx(0, t) = wxx(L, t) = 0 t > 0

−(EI(x)wxx)x |x=L + 2

∫ L

0
h(L, ξ)[wxt(L, t)− wxt(ξ, t)]dξ = 0 t > 0,

(5.7)

onde os coeficientes satisfazem:

ρ,EI ∈ L∞(0, L), h ∈ L∞((0, L)2), ρ, EI ≥ c0 > 0, h ≥ c1 > 0.

h(x, ξ) = h(ξ, x)
(5.8)

Multiplicando a equação (5.7) por u em algum espaço adequado por determinar e integrando em (0, L)

procedendo formalmente temos que:∫ L

0
ρwttū︸ ︷︷ ︸
i

−2

∫ L

0

(∫ L

0

)
x

ū︸ ︷︷ ︸
ii

+

∫ L

0
(EIwxx)xxū︸ ︷︷ ︸
iii

= 0

(i) Queremos que

c(wtt, u) =

∫ L

0
ρwttū.

Fazemos H = L2
ρ(0, L), com a forma bilinear associada c(u, v) =

∫ L

0
ρuv̄dx, para u, v ∈ H .
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(ii) Integrando por partes temos que:

−2

∫ L

0

(∫ L

0
h(x, ξ)[wxt(x, t)− wxt(ξ, t)]dξ

)
x

ūdx = 2

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[wxt(x, t)− wxt(ξ, t)]ūx(x)dξdx

+2ū(0)

(∫ L

0
h(0, ξ)[wxt(0, t)− wxt(ξ, t)]dξ

)
−2ū(L)

(∫ L

0
h(L, ξ)[wxt(L, t)− wxt(ξ, t)]dξ

)
Precisamos ter b(wt, u) e b ∈ L(D(Aα/2)), V = D(A1/2) ⊂ D(Aα/2), então fazemos u(0) = 0 e

b(wt, v) = 2

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[wxt(x, t)− wxt(ξ, t)]v̄x(x)dξdx.

(iii) Integrando por partes e tendo em conta as condições de fronteira:∫ L

0
(EIwxx)xxū(x)dx = u(L)(EIwxx)x |x=L + (EIwxx(0, t)ūx(0)) +

∫ L

0
EIwxx ¯uxxdx.

Fazemos ux(0) = 0, uxx ∈ L2(0, L) e a(u, v) =

∫ L

0
EIuxx ¯vxx

Pelas condições de fronteira temos que:

c(wtt, u) + b(wt, u) + a(w, u) = 0 t > 0,

portanto definimos

• H = L2
ρ(0, L), c(u, v) =

∫ L

0
ρuv̄dx.

• V = {v ∈ H2(0, L)|v(0) = vx(0) = 0}, a(u, v) =

∫ L

0
EIuxxvxxdx.

• b(u, v) = 2

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]v̄x(x)dξdx.

Por simplicidade escreveremos J = (0, L).

Afirmação 5.1. Existe c̃ = c̃(L) > 0 tal que

‖u‖L2(J) ≤ c̃‖uxx‖L2(J) u ∈ V.

Demonstração. Seja u ∈ V , então u ∈ H1(J) e u(0) = 0, pelo teorema (1.27) existe (un) ⊂ C∞c (R)

tal que un|J → u em H1(J). Consideremos t ∈ J ,

un(t) =

∫ t

0
(un)x(r)dr ;un(0) = 0,

pela Desigualdade de Hölder:
|un(t)|2 ≤ L‖(un,x‖2L2(J),
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assim
‖un‖L2(J) ≤ L‖un,x‖L2(J),

logo pelo teorema (1.27) concluímos que

‖u‖L2(J) ≤ L‖ux‖L2(J) (5.9)

Já que u ∈ V , então ux ∈ H1(J) e ux(0) = 0, aplicando a desigualdade anterior temos

‖u‖L2(J) ≤ L‖ux‖L2(J) ≤ L2‖uxx‖L2(J). (5.10)

Agora verificaremos que as hipóteses (A1), (A2), (A3) são satisfeitas:

(a) É claro que V , H são espaços vetoriais e que a, c são formas sesquilineares positivas em V , H res-
petivamente. Se a(u, u) = 0, então ‖uxx‖L2 = 0, logo uxx = 0, pelo Lema (1.1); ux = C q.t.p J ,
já que H2(J) ⊂ C1,λ(J̄) e como u ∈ V , então u = 0, assim a(., ) é um produto interno em V .

Se c(u, u) = 0, u ∈ H , decorre da propriedade de ρ que ‖u‖L2(J) = 0, logo u = 0, i.e c(., .) é um
produto interno em H . Definimos M := max{‖ρ‖∞, ‖EI‖∞}, então

c0‖u‖L2(J) ≤ ‖u‖H ≤M‖u‖L2(J), (5.11)

disto decorre que H é um espaço de Hilbert.
Seja (un) ⊂ V , sequencia de Cauchy, então pela desigualdade (5.10), (un), ((un)x), ((un)xx) são
sequencias de Cauchy em L2(J), logo existem uo, v0, w0 ∈ L2(J) tais que

un
L2(J)→ u0

un,x
L2(J)→ v0

un,xx
L2(J)→ w0.

Temos que ∫
J
un,xϕ = −

∫
I
unϕx, ∀ϕ ∈ C∞c (J),

fazendo n → ∞:
∫
J
v0ϕ = −

∫
I
u0ϕx i.e v0 = (u0)x no sentido distribucional, analogamente

w0 = (v0)x no sentido distribucional, segue-se que u ∈ H2(J). Por outra parte existe (unj ) ⊂ (un)

tal que
unj → u0 q.t.p J

(unj )x → v0 q.t.p J

por tanto u(0) = ux(0) = 0, como un,xx → uxx em L2(J) temos que un → u0 em V , u0 ∈ V , i.e
V é um espaço de Hilbert. A hipótese (A1) é verificada.

(b) Seja u ∈ V , pela desigualdade (5.10):

‖u‖H ≤M‖u‖L2(I) ≤ML2‖u′′‖L2(I) ≤
ML2

c0
c0‖u′′‖L2(I) ≤

ML2

c0
‖u‖V ,

disto decorre que V ↪→ H . Sabemos que C∞c (I) é denso em L2(I), como C∞c (I) ⊂ V temos pela
desigualdade (5.11) que V é denso em H , i.e a hipótese (A2) é verificada.
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(c) Temos que
D(A1/4) = {v ∈ H1(0, L)|v(0) = 0}.

então para u, v ∈ D(A1/4)

|b(u, v)| ≤ ‖h‖∞
∫ L

0

∫ L
0 |u

′(x)||u′(ξ)||v′(x)|dξdx
= ‖h‖∞

∫ L
0

(∫ L
0 |u

′(x)||v′(x)|dξ + |v′(x)|
∫ L

0 |u
′(ξ)|dξ

)
dx

≤ ‖h‖∞L‖u′‖L2‖v′‖L2 + ‖h‖∞(
∫ L

0 |u
′(ξ)|dξ)(

∫ L
0 |v

′(ξ)|dx)

( Desig. Hölder ) ≤ 2‖h‖∞L‖u′‖L2‖v′‖L2 .

≤ 2‖h‖∞L‖u‖H1‖v‖H1 .

Assim a condição (A2) é verificada para α = 1/2.

Verificaremos que se cumpre a desigualdade (4.2) usando as condições sobre a função h, seja u ∈ V ,
nós agora calculamos

b(u) = 2

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]ūx(x)dξdx

=

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]v̄x(x)dξdx+

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]ūx(x)dξdx

=

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]ūx(x)dξdx+

∫ L

0

∫ L

0
h(ξ, x)[ux(ξ)− ux(x)]ūx(ξ)dxdξ

(T.Fubini) =

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(x)− ux(ξ)]ūx(x)dξdx+

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)[ux(ξ)− ux(x)]ūx(ξ)dξdx

=

∫ L

0

∫ L

0
h(x, ξ)|[ux(x)− ux(ξ)|2dξdx

≥ c1

∫ L

0

∫ L

0
|ux(x)− ux(ξ)|2dξdx

= c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(x)− ux(ξ))(ux(x)− u′(ξ))dξdx

= c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(x)− ux(ξ))ux(x)dξdx+ c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(ξ)− ux(x))ux(ξ)dξdx

= c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(x)− ux(ξ))ux(x)dξdx+ c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(x)− ux(ξ))ux(ξ)dξdx

(T.Fubini) = 2c1

∫ L

0

∫ L

0
(ux(x)− ux(ξ))ux(x)dξdx

= 2c1

(∫ L

0

∫ L

0
|ux(x)|2dξdx−

∫ L

0

∫ L

0
ux(ξ)ux(x)dξdx

)
= 2c1

(
L

∫ L

0
|ux(x)|2dx− |u(L)|2

)
,

ou seja

b(u) ≥ 2c1

(
L

∫ L

0
|ux(x)|2dx− |u(L)|2

)
, ∀v ∈ V. (5.12)
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Observamos que para u ∈ V se verifica

|u(L)|2 = 2Re

∫ L

0
uxūdx

≤ 2

∫ L

0
|ux||ū|dx(

(
√

L
2 |ux| −

√
2
L |u|)

2 ≥ 0 , integrando em (0, L)

)
≤ L

2

∫ L

0
|ux|2dx+

2

L

∫ L

0
|u|2dx.

(5.13)

Decorre de (5.12) e (5.13) que

b(u) ≥ c1L

∫ L

0
|ux|2dx− 4

c1

L

∫ L

0
|u|2dx.

Por tanto se verificam as hipóteses do teorema (4.1), logo o sistema (5.7) esta associado a um C0-
semigrupo etA de classe G(1), pela observação b) no Capítulo 4, etA é um C0-semigrupo analítico de
contrações em V ×H .
Já que etA é um C0-semigrupo analítico de contrações, segue dos teoremas (1.51) e (1.53) que basta
provar que iR ⊂ %(A ), ou uma condição equivalente{

a(u, û)− ω2c(u, û) = 0, ∀û ∈ V
b(u) = 0, u ∈ V.ω ∈ R

=⇒ u = 0, em V. (5.14)

Pela desigualdade de Schwarz

|u(L)|2 =

∣∣∣∣∫ L

0
uxdx

∣∣∣∣2
≤

(∫ L

0
|ux|dx

)2

≤ L

∫ L

0
|ux|2dx, ∀u ∈ V.

(5.15)

Considerando u ∈ V , se a igualdade em (5.15) se verifica então u ≡ 0; para isto basta provar que
u(L) = 0. De fato

∫ L
0

∣∣∣|ux|2 − |u(L)|2
L2

∣∣∣ dx = 0, daí que |u|2 = |u(L)|2
L2 em [0, L], como ux(0) = 0

chegamos a uma contradição. A recíproca é imediata.
Por tanto de (5.12) temos que b(u) > 0 para tudo u ∈ V não nulo. Logo a condiçao (5.14) é verificada.
Temos provado o teorema:

Proposição 5.1. O Modelo de Histerese Espacial de Russell dado pela equação (5.7) esta associado a
um C0-semigrupo analítico e exponencialmente estável no espaço de energia finita H = V ×H .

5.2 Um Modelo de Flexão-Vibração de um Gasoduto com Amortecimento
Estrutural Contendo Líquido Circulante

Consideramos o modelo{
(ρ+ ρ1)wtt + (EIwxx)xx + ρ1η

2wxx + 2ρ1ηwxt − (dwxt)x = 0 (0, L)× R+

w(0, t) = w(L, t) = wx(0, t) = wx(L, t) = 0 t > 0,
(5.16)
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onde os coeficientes satisfazem

ρ, ρ1, η, EI, d ∈ L∞(0, L)

ρ,EI, d ≥ c0 > 0, ρ1, η ≥ 0.
(5.17)

onde ρ é a densidade de massa por unidade de comprimento do tubo, ρ1 a densidade de fluido, η é a
velocidade do fluido e EI é a rigidez à flexão do tubo. Em ordem de definir os espaços V , H e seus
produtos internos multiplicamos a equação (5.16) por uma função v e integramos em J := (0, L), tem-se∫ L

0
(ρ+ ρ1)wttv̄︸ ︷︷ ︸

i

+

∫ L

0
(EIwxx)xxv̄︸ ︷︷ ︸

ii

+

∫ L

0
ρ1η

2wxxv̄︸ ︷︷ ︸
iii

+

∫ L

0
(2ρ1ηwxt − (dwxt)x)v̄︸ ︷︷ ︸

iv

= 0.

Tendo em conta as condições de fronteira procedemos a analisar os termos senhalados

1. De i, temos que ja aparece um termo com segunda derivada, então definimos H := L2(J) e

c(u, v) =

∫ L

0
(ρ+ ρ1)uv̄dx.

2. De ii, integrando por partes temos que∫ L

0
(EIwxx)xxv̄ = (EIwxx)xv̄

∣∣L
0 −

∫ L

0
(EIwxx)xv̄x,

daí que para simplificar a expressão fazemos que u = 0 em x = 0, L. Integrando por partes o
termo restante: ∫ L

0
(EIwxx)xxv̄ = −(EIwxx)v̄x

∣∣L
0 −

∫ L

0
(EIwxx) ¯vxx,

novamente por simplicidade fazemos ux = 0 em x = 0, L, logo podemos definir V = H2
0 (J) e

a(u, v) =

∫ L

0
EIuxx ¯vxx.

3. De iv, integrando por partes só um termo, tem-se∫ L

0
2ρ1ηwxtv̄dx−

∫ L

0
(dwxt)xv̄dx =

∫ L

0
2ρ1η wxtv̄dx− (dwxt)v̄

∣∣L
0 +

∫ L

0
(dwxt)v̄xdx

pelas condições de fronteira a integral fica como∫ L

0
2ρ1ηwxtv̄dx−

∫ L

0
(dwxt)xv̄dx =

∫ L

0
(dwxtbarvx + 2ρ1ηwxtv̄)dx.

Logo definimos b(u, v) =

∫ L

0
(duxv̄x + 2ρ1ηuxv̄)dx.

Resumindo

• H = L2(0, L) c(u, v) =

∫ L

0
(ρ+ ρ1)uv̄dx,

• V = H2
0 (0, L) a(u, v) =

∫ L

0
EIuxx ¯vxxdx,
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• b(u, v) =

∫ L

0
(duxv̄x + 2ρ1ηuxv̄)dx.

Logo a equação de evolução variacional correspondente a (5.16) é dada por

c(wtt(t), ŵ) + b(wt(t), ŵ) + a(w(t), ŵ) +

∫ L

0
ρ1η

2wxxŵdx = 0, ∀ŵ ∈ V, t > 0. (5.18)

De maneira análoga ao feito na equação anterior as hipóteses (A1) e (A2) se verificam imediatamente.
Em quanto a hipótese (A3), considerando X = H2

0 (J) e Y = L2(J) temos que aqueles espaços verifi-
cam a condição (1.2), logo existe um operador Ã autoadjunto e definido positivo tal que D(Ã1/2) = X ,
decorre da observação (1.3) e o feito acima que

D(A
1−θ
2 ) = D(Ã

1−θ
2 )

com normas equivalentes, Decorre do teorema (1.34) aplicado com θ = 1
2 que

[H2
0 (J), L2(J)] 1

2
= H1

0 (J) = D(Ã1/4),

logo D(A1/4) = H1
0 (0, L).

Consideremos u, v ∈ D(A1/4) = H1
0 (0, L) então

|b(u, v)| ≤
∫ L

0
|(duxv̄x + 2ρ1ηuxv̄)|dx

( k = max {‖d‖∞, 2‖ρ1‖∞, ‖η‖∞}) ≤ k

∫ L

0
|ux||vx|+ 2k2

∫ L

0
|ux||v|

( Desigualdade de Hölder ) ≤ k‖ux‖L2‖vx‖L2 + 2k2‖ux‖L2‖v‖L2

≤ M‖u‖H1
0
‖v‖H1

0
.

Assim a hipótese (A2) se verifica para α = 1/2.
Seja u ∈ V , a desigualdade (4.2) decorre da seguinte estimativa:

Reb(u) =

∫ L

0
d‖ux‖2 +Re

(∫ L

0
2ρ1ηūux

)
≥ c0

∫ L

0
‖ux‖2 +Re

(∫ L

0
2ρ1ηūux

)
≥ c0

∫ L

0
‖ux‖2 −

(
c0

2

∫ L

0
‖ux‖2 +

2

c0

∫ L

0
|ρ1ηu|2dx

)
,

definindo M = max{‖ρ1‖∞, ‖η‖∞}, temos que

2M2

c0
‖u‖2H +Re b(u) ≥ c0

2

∫ L

0
‖ux‖2. (5.19)

Segue-se da desigualdade de Poincaré que podemos considerar que ‖ux‖L2 = ‖u‖H1
0

e pela observação
(1.3) que ‖u‖D(A)1/4 = ‖A1/4u‖ = ‖u‖H1

0
. Logo a desigualdade anterior comprova a verifica a relação

(4.2) com α = 1/2, segue então pelo teorema (4.1) e pela observação (a) do Capítulo 4 que o semigrupo
gerado por nossa forma variacional é analítico.
Definimos em H = H2

0 (0, L)× L2(0, L) o operador

B(u, v) = (0, ρ1η
2u′′), ∀u, v ∈H ,

é claro que B ∈ L(H ). Pela observação (d) do capitulo 4, temos que et(A +B) também é de classe
G(1). Além disso o semigrupo et(A +B) é solução da equação (5.18) no sentido dado pelo teorema (3.2).
Note-se que a equação (2.5) é um caso especial do (5.16).
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5.3 Um Terceiro Exemplo

Consideremos a seguinte equação{
wtt − (wxxxx + d(x)wxt)x = 0 (0, L)× R+

w(0, t) = w(L, t) = wxx(0, t) = wxx(L, t) = wxxxx(0, t) = wxxxx(L, t) = 0, t > 0.

(5.20)
Onde

d ∈ L∞(0, L), d(x) ≥ c0 > 0.

Tal como foi feito nas seções anteriores, definimos

• H = L2(0, L), c(u, v) =

∫ L

0
uv̄dx,

• V = {v ∈ H1
0 (0, L) ∩H3(0, L)|vxx(0) = vxx(L) = 0}, a(u, v) =

∫ L

0
uxxx ¯vxxxdx,

• b(u, v) =

∫ L

0
d(x)uxv̄xdx.

Assim a equação (5.20) fica na forma:

c(wtt(t), ŵ) + b(wt(t), ŵ) + a(w(t), ŵ), ∀ŵ ∈ V, t > 0.

De maneira análoga como na prova da Afirmação (5.1) temos que

L‖uxxx‖L2(J) ≥ ‖uxx‖L2(J),

e
L‖ux‖L2(J) ≥ ‖u‖L2(J), u ∈ V.

Seja u ∈ V , então ux ∈ H1(J) segue-se do teorema (1.27) que

L‖uxx‖L2(J) ≥ ‖ux‖L2(J).

Resumindo existem constantes c1(L), c2(L), c3(L) > 0 tais que

‖uxxx‖L2(J) ≥ c1‖uxx‖L2(J) ≥ c2‖ux‖L2(J) ≥ c3‖u‖L2(J). (5.21)

Decorre das propriedades da integral e a desigualdade (5.21) que a, c são produtos internos em V , H
os quais tornam-se em espaços de Hilbert. Já que C∞c (J) ⊂ V então deduzimos que V é denso em H ,
assim as hipóteses (A1 e (A2) são verificadas. Já que

D(A1/6) = H1
0 (0, L),

então a hipótese (A3) se verifica para α = 1/3, também de maneira imediata se verifica a hipótese do
teorema (4.1), logo por o mesmo teorema temos que o semigrupo etA associado com a equação (5.20) é
de classe G(2/3), logo é um semigrupo diferenciável.
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