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Simulação de Reservatórios

Dissertação de Mestrado apresentada ao Pro-
grama de Pós-Graduação em Matemática,
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CENPES/Petrobras
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Resumo

LEAL, Rafael Mendes. Esquemas Multimalhas para o Ajuste ao Histórico em

Simulação de Reservatórios. Rio de Janeiro, 2014. Dissertação (Mestrado em Ma-

temática)- Instituto de Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2014

A simulação de reservatórios é uma ferramenta fundamental no planejamento e no geren-

ciamento da produção de campos de petróleo. Um pré-requisito para uma simulação é

a construção de um bom modelo do reservatório. Frequentemente, o modelo dispońıvel

antes do ińıcio da produção carrega grande incerteza. A técnica de Ajuste ao Histórico

consiste em usar dados de produção (o histórico) para reduzir esta incerteza. A princi-

pal contribuição deste trabalho é a proposta de um esquema multimalhas para o Ajuste

ao Histórico, modelado como um problema de otimização não-linear do tipo mı́nimos

quadrados. A ideia deste esquema é a de resolver inicialmente versões grosseiras do pro-

blema e utilizar estes resultados como modelos iniciais para a resolução em malhas mais

finas. A resolução em malhas mais grossas é substancialmente mais barata, o que torna

a técnica vantajosa em termos de custo computacional. Em nossos experimentos, este

custo é de duas a três vezes menor do que num esquema de uma malha. Outro aspecto

positivo do esquema proposto é a sua robustez. Houve convergência em quase todos os

experimentos realizados com este esquema, ao passo que no esquema de uma malha a

taxa de sucesso foi de cerca de 55%. Finalmente, observamos que em nossos experimentos

tanto o esquema multimalhas quanto o esquema de uma malha foram capazes de produzir

múltiplas soluções para o problema.

Palavras-chave: Ajuste ao histórico, Simulação de reservatórios, Esquema multińıvel,

Problema inverso, Método de Gauss-Newton.





Abstract

LEAL, Rafael Mendes. Esquemas Multimalhas para o Ajuste ao Histórico em

Simulação de Reservatórios. Rio de Janeiro, 2014. Dissertação (Mestrado em Ma-

temática)- Instituto de Matemática da Universidade Federal do Rio de Janeiro, Rio de

Janeiro, 2014

Reservoir simulation is an essential tool for planning and management of oil production. In

order to run a simulator, one needs a good reservoir model. Often, the available model at

the beginning of the production phase carries a lot of uncertainty. The History Matching

technique consists of using production data (history) to reduce the uncertainty. The

main contribution of this work is the proposal of a multigrid scheme for the optimization

of the nonlinear least-square History Matching problem. The idea is to start solving

coarse versions of the problem and using these solutions as initial guesses for the solution

on coarser grids. The solution on coarse grids is considerably cheaper, which makes the

scheme computationally efficient. In our experiments, the cost is two to three times smaller

than the one-level method. Another advantage of our scheme is robustness. Almost all

test cases that we tried converged when using the multigrid scheme, as opposed to a 55%

success rate for the one-level one. Finally, we note that in our experiments both schemes

have proved capable to produce multiple solutions to the History Matching problem.

Key-words: History matching, reservoir simulation, multilevel scheme, inverse problem,

Gauss-Newton method.
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6.2 Tratamento do histórico . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22

xiii



xiv SUMÁRIO
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Caṕıtulo 1

Introdução

A recuperação de petróleo é um processo altamente elaborado, que exige um
elevado grau de sofisticação tecnológica e de conhecimento cient́ıfico. Nor-
malmente, o petróleo se encontra incrustrado no interior de rochas porosas,
em um reservatório situado a uma grande profundidade abaixo do solo. Sua
recuperação demanda o conhecimento da localização do óleo e de uma boa ca-
racterização das propriedades petrof́ısicas do reservatório. Estas informações
não podem ser obtidas por medições diretas. Assim, em uma fase preliminar,
procedimentos para se obter medidas indiretas do reservatórios são postos
em prática. A informação obtida a partir destes procedimentos, acrescida
de outras medidas diretas, mas localizadas em regiões onde o reservatório
é perfurado, ainda são insuficientes para um bom conhecimento das propri-
edades petrof́ısicas em questão. Desta forma, o desenho da estratégia de
operação do reservatório (localização dos poços injetores e produtores, modo
de operação destes poços, etc.) fica prejudicado. Além disso, as previsões
sobre a produção do campo mostram-se eventualmente incorretas.

Passados alguns anos, uma vez verificado o desajuste entre a produção
prevista e a efetivamente realizada, uma atividade usual na indústria de
petróleo é a de procurar melhorar a caracterização do campo usando-se os
dados de produção agora conhecidos, o chamado histórico de produção. Este
procedimento é conhecido na Engenharia de Petróleo como o problema do
Ajuste ao Histórico.

Há uma extensa literatura sobre este importante problema, veja [15], [16].
Levando em conta que as observações contêm erros de medição, consideramos
aqui o enfoque probabiĺıstico proposto em [16]. Assim, a informação obtida
antes da exploração do reservatório (de natureza geoestat́ıstica) é traduzida
por uma distribuição de probabilidades a priori ppr(m), onde m é o modelo
que caracteriza o reservatório. Supomos ainda que os dados de produção
que constituem o histórico d contenham erros de medição cuja distribuição
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2 CAPÍTULO 1. INTRODUÇÃO

de probabilidades pd também é conhecida. Seguindo o ponto de vista de
[19], dizemos que o problema do Ajuste ao Histórico consiste em determinar
a distribuição de probabilidades a posteriori p{m|d}. Ocorre que p{m|d} é
multi-modal e sua obtenção é um problema muito dif́ıcil. O objetivo prin-
cipal desta dissertação é apresentar um esquema de resolução multimalhas
que permite encontrar um (ou mesmo diversos) campos que produzem bons
ajustes.

No Caṕıtulo 2, apresentamos as equações (de conservação de massa) que
descrevem o escoamento de fluxos em meios porosos. Nosso enfoque central
foi o estudo do escoamento bifásico água-óleo. Estas equações de conservação
formam um sistema de equações diferencias parciais que não pode ser resol-
vido explicitamente. No Caṕıtulo 3, discutimos um esquema de resolução
numérica deste sistema, o chamado esquema IMPES. O Problema do Ajuste
ao Histórico é discutido no Caṕıtulo 4, sob a ótica da abordagem Bayesiana
inspirada em [16]. Mostramos como a moda da distribuição a posteriori pode
ser obtida resolvendo-se um problema de otimização. No Caṕıtulo 5, discu-
timos o esquema iterativo de Gauss-Newton para resolver o problema de oti-
mização. O esquema de Gauss-Newton conduz à resolução de um problema
de mı́nimos quadrados linear. Usamos o algoritmo de gradientes conjuga-
dos associado a uma estratégia de truncamento para resolver este problema
de mı́nimos quadrados. Este algoritmo é complementado por uma busca de
linha, conforme discutimos posteriormente. O esquema multimalhas é in-
troduzido no Caṕıtulo 6. Algumas alternativas de passagens entre malhas
são discutidas. Experiências numéricas foram realizadas tanto em problemas
bifásicos e bidimensionais quanto em modelos black-oil tridimensionais. Di-
versos resultados estão apresentados no Caṕıtulo 7. Nos testes realizados, o
esquema multimalhas mostrou um excelente desempenho. Ele foi sistema-
ticamente bem mais rápido do que o esquema tradicional, e sensivelmente
mais robusto. De fato, no caso do modelo black-oil, o esquema de uma ma-
lha convergiu em cerca de 50% dos casos, ao passo que no esquema de três
malhas sempre houve convergência. Uma discussão final sobre este trabalho
encontra-se no Caṕıtulo 8.



Caṕıtulo 2

Modelagem

Ao longo deste trabalho, na maior parte do tempo usamos um simulador
bifásico bidimensional para testar ideias e estratégias no nosso esquema mul-
timalhas. Por esta razão, neste caṕıtulo, discutimos apenas o modelo de
escoamento bifásico bidimensional em meios porosos. Numa segunda etapa,
estudamos o desempenho do esquema em problemas do tipo black-oil 3D.
Para detalhes do modelo trifásico black-oil, ver [5].

O escoamento de fluidos em meios porosos é modelado usando-se leis de
conservação de massa e a Lei de Darcy. Esta é uma lei experimental que
descreve o fluxo de um ou mais fluidos em um meio poroso submetido a um
gradiente de pressão. Com estes ingredientes, apresentamos inicialmente as
equações que descrevem o escoamento monofásico. Em seguida, obtemos o
sistema de equações que modela o fluxo de dois fluidos em um meio poroso.
Para maiores detalhes, e o estudo de casos mais gerais, veja [3], [5], [17].

Discutimos ainda uma modelagem simplificada da Śısmica-4D, um proce-
dimento que recentemente vem sendo utilizado no Ajuste ao Histórico como
forma de agregar informação relevante ao histórico.

2.1 Fluxo em Meios Porosos – Lei de Darcy

A lei de Darcy para um fluxo monofásico diz que o volume de fluido por
unidade de tempo Q atravessando um meio poroso de comprimento L e área
seccional A é dado por

Q =
KA

µ

∆p

L
, (2.1)

onde ∆p é a variação de pressão entre as extremidades do meio, µ é a visco-
sidade do fluido e K é a permeabilidade absoluta do meio.

3



4 CAPÍTULO 2. MODELAGEM

Se o escoamento é unidirecional (na direção de x), podemos reescrever a
equação (2.1) na seguinte forma diferencial

v =
Q

A
= −K

µ

∂p

∂x
. (2.2)

Mais geralmente, tem-se

~v = −K
µ
∇~p. (2.3)

2.2 Escoamento bidimensional

Discutiremos agora o caso de um escoamento bidimensional em um meio
definido pela altura H = H(x, y) a cada ponto (x, y) de uma região do
plano. Considere um bloco de comprimento ∆x e largura ∆y, com centro na
posição (x′, y′), onde x′ = x + 1

2
∆x, y′ = y + 1

2
∆y . Observando que a face

esquerda tem área H(x, y′) ·∆y, a taxa de massa que entra por esta face é

ρ(x, y′) · vx(x, y′) ·H(x, y′) ·∆y = ∆y(Hρvx)x,y′ . (2.4)

Da mesma forma, a massa de fluido que sai pelo lado direito é

∆y(Hρvx)x+∆x,y′ . (2.5)

A quantidade de massa de fluido que entra pela face frontal é

∆x(Hρvy)x′,y, (2.6)

e o que sai por trás,

∆x(Hρvy)x′,y+∆y. (2.7)

O volume do bloco é H ·∆x ·∆y, a taxa mássica de injeção de fluido no

bloco é qH∆x∆y e a taxa de acumulação de massa no bloco é ∂(φρ)
∂t

H∆x∆y,

onde H, q, φ e ρ são respectivamente as médias das altura, injeção de fluido,
porosidade do meio e densidade do fluido.

Fazendo o equiĺıbrio de massas, temos

H
∂(φρ)

∂t
∆x∆y = [∆y(Hρvx)x,y′ + ∆x(Hρvy)x′,y]

−[∆y(Hρvx)x+∆x,y′ + ∆x(Hρvy)x′,y+∆y] + [qH∆x∆y]. (2.8)
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Reorganizando, dividindo por ∆x e ∆y e fazendo ∆x → 0 e ∆y → 0,
teremos

−∂(Hρvx)

∂x
− ∂(Hρvy)

∂y
+Hq = H

∂(φρ)

∂t
(2.9)

ou, ainda,

−∇ · (Hρ~v) +Hq = H
∂(φρ)

∂t
. (2.10)

Considerando H constante e substituindo (2.3) em (2.10), temos

∇ ·
[
ρK

µ
(∇p)

]
+ q =

∂(φρ)

∂t
. (2.11)

2.3 Escoamento bifásico bidimensional

No modelo usado em nosso simulador temos que levar em consideração a
iteração entre as duas fases, no caso, óleo e água. Vamos supor os ĺıquidos
imisćıveis e o meio molhável à água.

2.3.1 Saturação

Definimos a saturação como a fração do meio poroso que é preenchida pelo
fluido. Uma vez que o óleo e a água preenchem completamente o espaço
vazio, temos

sw + so = 1, (2.12)

onde sw é a saturação de água e so a saturação de óleo. Usaremos sempre o
subscrito w para a água e o para óleo.

2.3.2 Pressão capilar

Por um efeito de tensão superficial, ocorre que a pressão no fluido não mo-
lhante (óleo) é maior do que a pressão no fluido molhante (água). A diferença
entre elas é chamada de pressão capilar pc:

pc = po − pw. (2.13)

Assumimos que a pressão capilar seja função unicamente da saturação,

po − pw = pc(sw). (2.14)
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2.3.3 Lei de Darcy para o caso bifásico

A lei de Darcy se aplica para cada fluido separadamente:{
~vo = −Ko

µo
∇po,

~vw = −Kw

µw
∇pw.

(2.15)

No caso de dois fluidos, cada um interfere no escoamento do outro. Desta
forma, temos que Ko, Kw ≤ K. Definimos as permeabilidades relativas do
óleo e da água {

kro = Ko/K ≤ 1,
krw = Kw/K ≤ 1.

(2.16)

2.3.4 Conservação de cada fase

Argumentando como no caso monofásico, obtemos a equação de conservação
de massa de cada fluido{

−∇ · (ρo ~vo) + qo = ∂t (φρoso) ,
−∇ · (ρw ~vw) + qw = ∂t (φρwsw) .

(2.17)

2.3.5 Equações diferenciais para o escoamento bifásico

Suponha que o meio e os fluidos sejam incompresśıveis, de modo que φ, ρo e ρw
sejam constantes. Suponha ainda que os efeitos capilares sejam despreźıveis,
de modo que pw = po =: p. Dividindo a primeira equação de (2.17) por ρo e
a segunda por ρw e somando as duas, obtemos

−∇ · (~vo + ~vw) +Qo +Qw = φ∂t (so + sw) , (2.18)

onde Qo = qo/ρo e Qw = qw/ρw são as densidades de vazão. Definindo
a velocidade total ~vt = ~vo + ~vw e a densidade de vazão volumétrica total
Qt = Qo +Qw, usando que so + sw = 1, reescrevemos (2.18) como

∇ · ~vt = Qt. (2.19)

Introduzimos as mobilidades
λo = kro/µo,
λw = krw/µw,
λt = λo + λw,
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as transmissibilidades 
To = Kλo,
Tw = Kλw,
Tt = To + Tw,

e o fluxo fracionário f(sw) = Tw/Tt = λw/λt. Então,
~vw = −Tw∇p,
~vo = −To∇p,
~vt = −Tt∇p,
~vw = f(s)~vt,

(2.20)

de modo que a segunda equação de (2.17) se escreve como

φ∂tsw +∇ · (f(sw)~vt) = Qw. (2.21)

Para mais detalhes sobre a modelagem de escoamentos em meios porosos,
ver [3],[5],[17].

2.4 Śısmica 4D

A chamada Śısmica 4D é um procedimento que permite obter informação
sobre o deslocamento de fluidos em um meio poroso através da medição da
reflexão de ondas de pressão emitidas na superf́ıcie do meio. Mais precisa-
mente, é através da diferença de respostas em dois instantes distintos que se
pretende determinar o deslocamento dos fluidos. Para maiores detalhes, ver
[13].

A velocidade da onda-P vp é dada por

vp =

√
ρ−1

(
K +

4

3
G

)
, (2.22)

onde ρ é a densidade da rocha saturada, K é o módulo de volume e G o
módulo de cisalhamento, veja [6]. A Teoria de Gassman permite obter K
e G explicitamente como funções de saturações e pressões, veja [6]. Deste
modo, é fácil incorporar dados de Śısmica-4D no problema de Ajuste. Ob-
servamos que, enquanto os dados de poços variam temporalmente, mas estão
localizados no espaço, os dados da Śısmica 4-D são localizados no tempo,
mas espacialmente distribúıdos. Neste sentido, a Śısmica-4D representa uma
informação complementar à do histórico de produção.
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Caṕıtulo 3

Resolução Numérica

Apresentamos neste caṕıtulo um esquema de resolução numérica do modelo
de escoamento bifásico discutido no caṕıtulo anterior. Usando (2.19), (2.20)
e (2.21), obtemos{

φ∂ts+∇ · (f(s)~vt) = Qw,

−∇ · (Tt∇p) = Qt, com ~vt = −Tt∇p.
(3.1)

Acrescentamos ao sistema a condição inicial s(0) = s0 e a condição de con-
torno (Tt∇p) · η = 0 na fronteira, onde η é a normal unitária exterior, o
que corresponde a dizer que o reservatório está isolado. Além disso, a den-
sidade de vazão total Qt é prescrita nos poços. Observe que Qt = Qw em
um poço injetor. Note ainda que devido à incompressibilidade, a condição
de compatibilidade

∫
Qt = 0 deve ser atendida.

Consideramos que a segunda equação descreve a evolução da pressão e
tem natureza eĺıtica, ao passo que a primeira descreve a evolução da saturação
e tem natureza hiperbólica. O método IMPES usa um esquema impĺıcito para
a pressão e expĺıcito para a saturação.

3.1 Algoritmo IMPES

Vamos descrever a seguir o método IMPES [3], que resolve o sistema por
diferenças finitas, implicitamente na pressão e explicitamente na saturação.

3.1.1 Discretização Espacial

Dividimos um reservatório de dimensões Mx×My em Nx×Ny partes obtemos
blocos de tamanhos ∆x×∆y onde ∆x = Mx/Nx e ∆y = My/Ny. Chamare-
mos de Vi,j o bloco cujo centro seja Ci,j = (xi, yj) onde xi = (i + 1/2)∆x e

9



10 CAPÍTULO 3. RESOLUÇÃO NUMÉRICA

yj = (j+ 1/2)∆y, 0 ≤ i < Nx, 0 ≤ j < Ny. As interfaces dos blocos serão re-
presentadas pelos ı́ndices (i+1/2, j) e (i, j+1/2) onde xi+1/2 = (xi+xi+1)/2
e yj+1/2 = (yj + yj+1)/2. Definimos o divergente discreto ∇h·, que leva uma
função de interface a uma função de bloco, por

∇h · Fi,j =
Fi+1/2,j − Fi−1/2,j

∆x
+
Fi,j+1/2 − Fi,j−1/2

∆y
. (3.2)

Figura 3.1: Ilustração dos valores de Fi,j e Ci,j

Definimos também o gradiente discreto ∇h como uma função que leva
vetores de bloco em vetores de interface tal que

∇hfi+1/2,j =
fi+1,j − fi,j

∆x
,

∇hfi,j+1/2 =
fi,j+1 − fi,j

∆y
. (3.3)
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Figura 3.2: Ilustração dos valores de fi,j e Ci,j

A discretização espacial de (3.1) é dada por{
φ∂ts+∇h ·

(
f(S)~Vt

)
= Qw,

−∇h · ( ~Tt∇hp) = Qt, com ~vt = −Tt∇hp.
(3.4)

3.1.2 Discretização Temporal

A ideia do esquema IMPES é a de resolver a equação da saturação expli-
citamente e a da pressão de forma impĺıcita. Além disso, utilizamos passos
diferentes para saturação e pressão. Assim, dado tn calculamos P n resolvendo
o problema eĺıptico

−∇h · (T nt ∇hP
n) = Qn

t

onde T nt = Tt(S
n) e Qn

t = Qt(t
n). Este problema envolve um sistema linear

que pode ser resolvido usando-se um método direto ou iterativo. A seguir,
calculamos V n

t = −T nt ∇hP
n e avançamos a saturação no tempo resolvendo
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explicitamente

φ
Sn,l − Sn,l−1

∆tn,l
−∇h ·

(
f(Sn,l−1) ~V n

t

)
= Qn,l−1

w

para l = 1, · · · , L, onde Sn,0 = Sn e Sn+1 = Sn,L. Os critérios para a
escolha dos passos de tempo ∆tn,l são ditados por restrições do tipo CFL.
Para maiores detalhes ver [1, página 53],[5] .

Resumimos a seguir o método IMPES.
Para n = 0, 1, ..., N faça
Calcule o valor de Tt nas interfaces dos blocos Vi,j usando médias harmônicas

para estimar a permeabilidade absoluta e considerando as viscosidades cons-
tantes.

Ki+1/2,j =
2Ki,jKi+1,j

Ki,j +Ki,j+1

, Ki,j+1/2 =
2Ki,jKi,j+1

Ki,j +Ki,j+1

. (3.5)

Calcule as permeabilidades relativas seguindo o esquema a montante. Como
o fluido escoa do local de maior pressão para o de menor teremos a relação: se
pi+1,j > pi,j então (kr)i+1/2,j = kr(si+1,j) e analogamente as outras interfaces
são tratadas.

Conhecida a saturação, obtenha a pressão implicitamente como solução
de

−∇h · (Tt (sn)∇hp
n) = Qn

t . (3.6)

Depois, faça

vn = −Tt (sn)∇hp
n. (3.7)

Sabendo pn e sn = sn,0, determine sn,l para l = 0, 1, ..., L− 1 resolvendo

φδts
n,l = −∇h ·

(
f
(
sn,l−1

)
vn
)

+Qn,l
w . (3.8)

Faça então sn+1 = sn,L.

Fim do laço.



Caṕıtulo 4

O Problema do Ajuste ao
Histórico

4.1 Introdução

O Ajuste ao Histórico em Simulação de Reservatórios é um problema de
fundamental importância em Engenharia de Reservatórios de Petróleo. Usu-
almente, antes de um campo ser explorado, a informação sobre sua estru-
tura geológica provém do tratamento geoestat́ıstico de dados de śısmica, de
análises de amostras retiradas do reservatório e, eventualmente, outras in-
formações. Este conjunto de dados ainda é insuficiente para uma boa carac-
terização do reservatório. Como consequência, a exploração do campo é feita
sob alto grau de incerteza. Quando se inicia a produção do campo, verifica-se
eventualmente que as previsões feitas não foram de boa qualidade. O pro-
blema do Ajuste ao Histórico consiste em incorporar a nova informação, i.e.,
os dados de produção, para se obter uma melhor caracterização do campo.
Do ponto de vista matemático, trata-se de um problema inverso. O fluxo de
fluidos em um meio poroso é governado por um sistema de EDP’s (de tipo
parabólico-hiperbólico) que dependem de certos parâmetros, veja o Caṕıtulo
2. Deseja-se determinar estes parâmetros, conhecendo-se dados de fluxo e de
pressão nos poços ao longo do tempo e, eventualmente, outras informações .

Ao longo das últimas décadas o Ajuste ao Histórico (AH) tem sido uma
área bastante ativa de pesquisa e um considerável progresso vem sendo feito
no desenho de algoritmos robustos para o AH. Uma discussão abrangente do
desenvolvimento desta área pode ser encontrada em [16] e em [5]. O AH é
um problema inverso de dif́ıcil solução. Ele se caracteriza pelo fato de que
se pretende caracterizar o reservatório a partir de pouca informação. Desta
forma, trata-se de um problema mal-condicionado. Existem duas formas na-

13
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turais de enfrentar esta dificuldade. Uma delas é incorporar mais dados, se
posśıvel. A segunda é reduzir o número de parâmetros a serem recupera-
dos. Esta segunda alternativa é usualmente feita restringindo-se a busca de
soluções a um subespaço de baixa-dimensão do espaço de parâmetros. Este
procedimento, conhecido como parametrização reduzida, foi considerado por
diversos autores, com diferentes estratégias. O método de zoneamento, veja
[9], [10], foi o primero esquema nesta direção. O esquema gradzone proposto
em [18] foi um aperfeiçoamento do método de zoneamento. De fato, no lugar
de considerar zonas fixas, no esquema gradzone as zonas são obtidas de forma
automática, compostas por autovetores de GtG, onde G é a matriz de sensi-
bilidade do problema. Um passo adiante foi proposto com esquema TSVD de
[11] (veja também [7], [20]), baseado na decomposição em valores singulares
de G. O esquema multimalhas que apresentamos neste trabalho se inscreve,
de uma certa maneira, nesta perspectiva. De fato, o ajuste em malhas mais
grosseiras é uma forma de parametrização introduzida no problema.

Um outro aspecto importante do AH é a incerteza. Os dados adquiridos
possuem erros de medição (e outros) que devem ser levados em conta no
ajuste. Por esta razão, seguimos aqui o ponto de vista proposto em [16],
de estudar o problema sob a ótica probabiĺıstica. Discutimos a seguir a
abordagem Bayesiana do problema do Ajuste.

4.2 A abordagem Bayesiana

Discutiremos o problema do Ajuste sob a ótica da teoria probabiĺıstica Baye-
siana, como descrito em [16]. Seja g a função que associa a cada modelo m o
vetor g(m) de dados observados. Denotamos por do o vetor de dados obser-
vados e supomos que o erro de medição seja uma variável aleatória gaussiana,
de média zero e covariância CD. Neste caso, a distribuição de probabilidades
(pdf) condicional p(do|m) é dada por

p{do|m} ∝ exp

[
−1

2

〈
C−1
D (g(m)− do), g(m)− do

〉]
Supomos também que a informação a priori a respeito do modelo m

seja traduzida por uma variável aleatória de tipo gaussiana, de média mp e
covariância CM , de modo que a pdf a priori é dada por

p(m) ∝ exp

[
−1

2

〈
C−1
M (m−mp),m−mp

〉]
. (4.1)

Assumindo ainda que estas duas variáveis aleatórias sejam independentes, a
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pdf a posteriori p{m | do} é dada por

p{m | do} ∝ exp
(
−1

2

( 〈
C−1
M (m−mp),m−mp

〉
+
〈
C−1
D (g(m)− do), g(m)− do

〉 ))
,

veja [16]. A resolução do problema de Ajuste ao Histórico consiste em deter-
minar a distribuição a posteriori p(m | do). No entanto, neste estudo iremos
nos concentrar na meta (menos ambiciosa) de obter o MAP (o ponto de
máximo da distribuição a posteriori), ou seja, obter a solução de

min f(m), (4.2)

onde

f(m) = 〈C−1
M (m−mprior),m−mprior〉+ 〈C−1

D (g(m)− do), g(m)− do〉. (4.3)

Do ponto de vista determińıstico, a resolução de (4.2) pode ser vista como um
modo de minimizar a discrepância entre os dados de observações simulados
e medidos, levando-se em conta a informação a priori.
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Caṕıtulo 5

Um Esquema de Otimização

Discutiremos neste caṕıtulo um esquema numérico de otimização para resol-
ver o problema de MAP discutido no Caṕıtulo 4. Isto equivale a resolver o
problema de mı́nimos quadrados não linear

f(m) =
1

2

[〈
C−1
M (m−mp),m−mp

〉
+
〈
C−1
D (g(m)− do), g(m)− do

〉]
. (5.1)

Usamos o Método de Gauss-Newton para minimizar f(m). A cada iteração
de Gauss-Newton deve-se resolver um sistema linear cuja matriz associada é
simétrica e positiva-definida. Empregamos um método de gradientes conju-
gados truncado para a sua resolução. A descrição do esquema de otimização
é feita a seguir.

5.1 O Método de Gauss-Newton

A função f(m) é não-linear, mas tem um estrutura especial. Ela pode ser
vista como a norma quadrada de uma função não-linear. O método de Gauss-
Newton tira proveito deste fato. Em um ponto de mı́nimo de f(m) temos
∇mf = 0, isto é,

∂f(m)

∂mi

= 0, para i = 1, 2, ..., Nm (5.2)

Assim, dado m0, aplicando o método de Newton-Raphson, calcula-se ∆mk =
mk+1 −mk resolvendo

H(mk)∆mk = −∇f(mk), (5.3)

17
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onde H é a matriz Hessiana de f :

hi,j(m) =
∂2f(m)

∂mi∂mj

(5.4)

Temos então,

∇f(m) = C−1
M (m−mp) +GTC−1

D (g(m)− do) (5.5)

e, desprezando os termos envolvendo a segunda derivada de g,

H ≈ C−1
M +GTC−1

D G, (5.6)

onde G é o Jacobiano de g,

[G]i,j =
∂gi
∂mj

. (5.7)

Assim, teremos(
C−1
M +GT

kC
−1
D Gk

)
∆mk = −

(
C−1
M (mk −mp) +GT

kC
−1
D (g(mk)− do)

)
.

(5.8)
Discutimos a seguir a resolução deste problema.

5.1.1 Calculando a direção do passo

A equação (5.8) consiste na resolução de um sistema linear e simétrico. Va-
mos reescrevê-lo de uma forma mais adequada. Definimos

rk = do − g(mk),
ϕk = C−1

M (mk −mp),
∆ϕk = ϕk+1 − ϕk = C−1

M ∆mk.
(5.9)

Agora, podemos reescrever (5.8) como

(
I +GT

kC
−1
D GkCM

)
∆ϕk = −ϕk +GT

kC
−1
D rk. (5.10)

Resolvemos a equação (5.10) usando o método dos gradientes conjugados
truncado, que descrevemos a seguir.
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5.1.2 O algoritmo TCG:

Reescrevemos
(
I +GT

kC
−1
D GkCM

)
como Ak e −ϕk+GT

kC
−1
D rk como bk. Dessa

forma, (5.10) se escreve: Ak∆ϕk = bk onde Ak é simétrica positiva definida
em relação ao produto interno que associa (x, y) com yTCMx. Ao final recu-
peramos o valor de ∆ϕk que será usado no passo k do Gauss-Newton.

O método de gradientes conjugados para resolver (5.10) na k-ésima iteração
de Gauss-Newton é dado por:

∆ϕk ← 0
Ak ← I +GT

kC
−1
D GkCM

R0 ← ϕk +GT
kC
−1
D rk

p0 ← R0

Para j = 0, 1, 2, · · · , Niter − 1
αj ← (RT

j CMRj)/(R
T
j CMAkpj)

∆ϕk ← ∆ϕk + αjpj
Rj+1 ← Rj − αjAkpj
βj ← (RT

j+1CMRj+1)/(RT
j CMRj)

pj+1 ← Rj+1 + βjpj

(5.11)

Aqui, Rj é o reśıduo no passo j, pj é o vetor de busca Ak-conjugado com
os anteriores. Para mais detalhes sobre gradientes conjugados ver [8, caṕıtulo
11]. A denominação “truncado” refere-se ao fato de que, no algoritmo 5.11,
não iteramos até convergência, fazendo apenas poucas iterações. Isto tem um
efeito regularizante no esquema, semelhante ao do truncamento no esquema
TSVD [11, 7].

Notemos que a cada iteração de Gauss-Newton é preciso calcular ϕk =
C−1
M (mk−mp). Isto parece envolver a resolução de sistemas lineares com CM .

No entanto, se tomamos m0 = mp (uma escolha natural), teremos ϕ0 = 0.
A partir dáı, podemos atualizar ϕk+1 = ϕk + ∆ϕk sem jamais inverter CM .
(Aqui, ∆ϕk é o resultado do método de gradientes conjugados).

5.1.3 Busca de Linha

Uma vez encontrado ∆ϕk, obtemos ∆mk = CM∆ϕk. É importante observar
que ∆mk é o valor ótimo para o problema de mı́nimos quadrados linear
obtido pela aproximação de Gauss-Newton. No entanto, é bem conhecido
que a atualização mk+1 = mk + ∆mk não é recomendável para a otimização
de f(m). De fato, nem sempre temos que f(mk + ∆mk) < f(mk), ou seja,
nem sempre mk+∆mk é um valor de descida. No entanto, como ∆mk é uma
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direção de descida, fazemos

mk+1 = mk + µk∆m
k+1 (5.12)

onde µk é um passo a ser escolhido. Idealmente, gostaŕıamos de escolher mk+1

como o ponto que minimiza a função objetivo ao longo da reta mk+µk∆m
k+1.

Na prática, escolhemos µk que garanta um decrescimento adequado da função
objetivo. Tal estratégia é conhecida como a busca de linha. A busca de linha
é uma componente importante de um processo de otimização. A ideia é
que ela não seja muito custosa, mas que garanta a convergência global do
método. Para uma discussão detalhada do assunto, veja [14]. Usamos a
subrotina lnsrlb[2] da biblioteca Minpack2.



Caṕıtulo 6

O Método Multińıvel

Neste caṕıtulo, discutimos uma estratégia multińıvel para a resolução do
problema de ajuste. A ideia, no caso de um método de dois ńıveis, é a de
resolver o problema em uma malha mais grosseira, com menor custo, e usar
a aproximação obtida como ponto de partida para a resolução na malha mais
fina. Evidentemente, este esquema pode ser replicado na malha mais grossa,
obtendo-se assim um esquema de muitos ńıveis. Apresentamos abaixo o
algoritmo multińıvel proposto. Em particular, discutimos um aspecto chave
do esquema, a passagem da solução obtida na malha grossa à malha mais
fina.

6.1 O Algoritmo Multińıvel

Descrevemos o algoritmo de forma resumida, para o caso de três ńıveis. Su-
pomos que o problema possa ser resolvido em cada malha. Em particular,
supomos que a matriz de covariância CM esteja constrúıda em cada malha.

1. Representamos o histórico do nas três malhas.

2. Projetamos o campo inicial m0 na malha mais grossa. Fazemos mp =
m0.

3. Resolvemos o problema na malha mais grossa.

4. Injetamos o campo obtido na malha intermediária, usando-o como mo-
delo inicial e como prior para a otimização nesta malha.

5. Resolvemos o problema na malha intermediária.

6. Injetamos o campo obtido na malha fina, usando-o como dado inicial e
como prior para a otimização nesta malha.

21
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7. Resolvemos o problema na malha fina.

Vamos agora discutir as etapas de projeção e de injeção do algoritmo.

6.2 Tratamento do histórico

Os dados de poços (vazões e pressões de fundo) independem da malha de
simulação. Já os dados de śısmica 4D (as velocidades vp, ver Seção 2.4) são
conhecidos em cada célula da malha. Desta forma, é necessária a definição
de versões grosseiras do campo vp. Isto é feito através de um procedimento
muito simples de upscaling, em que o valor do atributo em uma célula da
malha grossa é calculado como a média aritmética dos valores nas células
finas correspondentes, como ilustrado na Figura 6.1.

Figura 6.1: v̄ = (v1 + v2 + v3 + v4)/4

6.3 Passagem da malha grossa à fina

Vamos discutir agora algumas estratégias de injeção de campos de uma malha
grossa a uma malha fina. Veja a Figura 6.2.

6.3.1 A Primeira Estratégia

Em nossos experimentos numéricos, cada bloco da malha fina está contido
em um bloco da malha grossa. Assim, a primeira estratégia que usamos foi a
de injeção simples, atribuindo a cada bloco da malha fina o mesmo valor que
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Figura 6.2: Injeção da malha grossa na malha fina — primeira estratégia.

o da malha grossa correspondente. Este procedimento não produziu bons
resultados, como ilustra a Figura 6.3, relativa a um experimento numérico
do caso bifásico 2D, discutido a seguir.

Para melhor entendermos onde esta estratégia falha, convém decompor a
função-objetivo da seguinte forma:

f(m) =
1

2
〈C−1

M (m−mp),m−mp〉+
1

2
〈C−1

D (g(m)− do), g(m)− do〉

= fgeo(m) + fhist(m).

No caso em questão temos uma malha fina 32×32 e usamos uma estratégia
de 3 ńıveis. Primeiramente fazemos o ajuste no campo 8×8, com m8

inic = m8
p,

onde m8
p é o upscaling do prior original, m32

p . Obtemos como resultado m8
f .

Fazemos então o ajuste na malha média a partir de m16
inic = m8

f , com m16
p

obtido por upscaling de m32
p . Finalmente, fazemos o ajuste na malha fina

partindo de m32
inic = m16

f . Na Tabela 6.4, listamos os valores de f , fgeo e fhist

iniciais e finais em cada ńıvel.
Vemos assim que cada passagem da malha grossa à mais fina provoca um

grande aumento da função objetivo. O multińıvel chega ao ńıvel 32×32 com
um valor de f mais de 6 vezes maior do que o caso padrão, um resultado
exatamente oposto ao que se pretendia obter. Não é surpreendente que,
subsequentemente, o caso multińıvel não tenha convergido.

Este resultado ruim pode ser entendido através do seguinte exemplo uni-
dimensional. Suponhamos que a matriz CM de um reservatório unidimen-
sional tenha um alcance de 1 unidade, e que uma malha grossa tenha blo-
cos de 2 unidades. Então, mj+1 − mj = ∆m grande pode ser um campo
aceitável. No entanto, se fizermos na malha fina m+

j = mj e m−j+1 = mj+1 ,
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Figura 6.3: Ilustração da primeira estratégia do multińıvel
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malha m f(m) fhist(m) fgeo(m)

8× 8
m8

inic 4.2× 104 4.2× 104 0.0× 100

m8
f 2.5× 102 2.4× 102 1.5× 101

16× 16
m16

inic 3.6× 104 1.1× 104 2.5× 104

m16
f 3.6× 102 1.3× 102 2.4× 102

32× 32
m32

inic 6.4× 105 5.2× 103 6.4× 105

m32
f 1.9× 105 1.9× 103 1.9× 105

Tabela 6.4: multińıvel sem suavização.

m−j+1 −m+
j = ∆m torna-se menos provável. Esta observação está coerente

com os resultados dos nossos testes. De fato, o crescimento de f(m) quando
passamos a uma malha mais fina deve-se ao crescimento de sua componente
geoestat́ıstica a priori.

Tendo em vista os resultados obtidos, propusemos uma injeção alterna-
tiva, de suavização do campo, conforme discutimos a seguir.

6.3.2 A Segunda Estratégia

Nossa conclusão foi a de que era preciso representar o campo na malha fina
levando-se em conta a informação geoestat́ıstica. Isto foi feito projetando-o
num subespaço gerado pelos autovetores da matriz CM associados aos mai-
ores autovalores. Evidentemente, isto requer o cálculo do espectro (parcial)
de CM . No entanto, este custo adicional não foi significativo nos problemas
considerados.

Testamos dois procedimentos para determinar o subespaço de autovetores
associados a CM .

Estratégia A

Consideramos a projeção no subespaço dos autovetores vj associados a au-
tovalores λj com λj/λmax ≥ α, onde λmax é o maior autovalor de CM e α
é um parâmetro a ser escolhido. Denotamos por “Ak” testes usando esta
estratégia com α = 10−k.
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malha m f(m) fhist(m) fgeo(m)

8× 8
m8

inic 4.2× 104 4.2× 104 0.0× 100

m8
f 2.5× 102 2.4× 102 1.5× 101

16× 16
m16

inic 1.1× 104 1.1× 104 3.4× 101

m16
f 2.8× 102 2.4× 102 4.3× 101

32× 32
m32

inic 3.9× 103 3.8× 103 6.4× 101

m32
f 7.2× 102 6.8× 102 4.6× 101

Tabela 6.6: multińıvel com suavização.

Estratégia B

Chamamos de “Bk” à projeção no subespaço de autovetores correspondente
aos k maiores autovalores.

É claro que, fixada uma matriz CM , ambas as estratégias são equivalentes,
no seguinte sentido: para cada kA, existe um kB tal que as estratégias AkA
e BkB projetam sobre o mesmo subespaço. E vice-versa. No caṕıtulo de
resultados, a Tabela 7.1 explicita esta equivalência.

6.3.3 Exemplo de Suavização

A Figura 6.5 e a Tabela 6.6 ilustram bem o que ocorre na otimização mul-
tińıvel com a estratégia de suavização A2. Na passagem de uma malha grossa
a uma malha mais fina, a injeção suavizada respeita a geoestat́ıstica da ma-
lha fina. Em conseqûencia, há um crescimento aceitável do valor da função
objetivo. Assim, esta estratégia permite obter um esquema mais rápido e
mais robusto. Neste exemplo, a razão entre os tempos de CPU da estratégia
multińıvel e da estratégia padrão foi de 0.51.
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Figura 6.5: Ilustração da segunda estratégia do Multińıvel
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Resultados

Neste caṕıtulo, apresentamos um conjunto de experimentos numéricos que
indicam que o esquema multińıvel é uma alternativa interessante para o pro-
blema do Ajuste ao Histórico. De fato, ele mostrou ao mesmo tempo melhor
desempenho e maior robustez que o esquema tradicional.

Conforme discutido anteriormente, no método de Gauss-Newton, a cada
iteração k é preciso aplicar o jacobiano Gk em um vetor de parâmetros e ainda
aplicar Gt

k em um vetor de observações, veja o algoritmo em (5.11). Em geral,
os simuladores não possuem estas opções de cálculo, e eles não podem ser
implementados eficientemente usando-se o simulador como caixa-preta.

Com base nas ideias discutidas em [12], algoritmos de cálculo de deriva-
das e adjuntas foram implementados pelo grupo do LabmaPetro da UFRJ
em um simulador bifásico bidimensional, veja [1], e no simulador black-oil 3D
SIMPAR, desenvolvido inicialmente pelo CENPES/Petrobras, veja [4]. Nos-
sos experimentos numéricos são todos sintéticos e estão divididos em dois
grupos. Um deles compreende problemas bifásicos 2D e utilizam o primeiro
simulador. O outro grupo refere-se a problemas black-oil 3D, estudados no
SIMPAR.

7.1 A Geoestat́ıstica sintética

Vamos descrever o modo como definimos a geoestat́ıstica a priori, comum
aos casos bi e tridimensionais. Ela é suposta log-normal e estacionária, com
matriz de covariância CM gerada por uma função de covariância gaussiana.1

Além disso, são dadas as direções principais de correlação e os respectivos
alcances. (Geramos matrizes CM nas malhas mais grossas da mesma forma,

1De fato, tivemos problemas numéricos com ν = 2 (caso gaussiano) e usamos o expoente
ν = 1.999.

29
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usando as mesmas direções e alcances.) Para maiores detalhes, ver [16,
Caṕıtulo 5].

7.2 Caso bifásico 2D

Vamos descrever o caso bidimensional que estamos usando para teste dos
esquemas de ajuste multińıveis. Trata-se de um escoamento bifásico bi-
dimensional areal em um reservatório com a forma de um paraleleṕıpedo
200 × 200 × 20 m3 com 5 poços, sendo um injetor no centro e 4 produtores
nos cantos. Consideramos os fluidos incompresśıveis, a porosidade constante
φ = 0, 2, uma vazão de injeção de água constante no poço central igual a
400 m3/dia e a vazão total de produção igual a 100 m3/dia em cada poço
produtor.

Com o objetivo de testar a estratégia multińıvel, procedemos da seguinte
maneira. Sorteamos o campo “real” usando a matriz CM . Rodamos o si-
mulador para obter dados de pressão em todos os poços e dados de vazão
de óleo nos poços produtores. Em alguns testes, inclúımos ainda dados de
śısmica 4-D (velocidade da onda-p). Um rúıdo da ordem de 10% foi introdu-
zido para a śısmica e de 5% para vazão e pressão, para gerar nosso histórico
sintético. Dados de poços foram gerados a cada 10 dias, durante um peŕıodo
de 400 dias. Dados de śısmica 4-D foram obtidos no dia 250. Partindo de
um campo homogêneo, fizemos o ajuste ao histórico usando o procedimento
usual e o procedimento multińıvel. Em ambos, o critério de parada foi a faixa
Nd − 5

√
2Nd ≤ 2f(m) ≤ Nd + 5

√
2Nd, assumindo que o mı́nimo de 2f(m)

tem uma distribuição χ2 de média E[f(m)] = Nd

2
e desvios padrão

√
2Nd,

onde Nd é o tamanho do vetor do veja [16, Seção 8.1.1].

7.3 Estratégia de injeção

Inicialmente, fizemos um estudo em problemas 2D para determinar o com-
portamento das estratégias A e B, discutidas na Seção 6.3. Para isto, geramos
um histórico e realizamos ajustes usando Ak e Bk para diferentes valores de k.
Foram realizados ajustes usando um histórico composto apenas por vazões e
pressões nos poços (coluna “Ajuste sem Śısmica”) e ajustes incluindo śısmica
4D (coluna “Ajuste com Śısmica”). Os resultados de todos estes experimen-
tos estão compilados na Tabela 7.1, onde inclúımos ainda uma linha com os
resultados do ajuste pelo método padrão (1 ńıvel), para referência. Todos
os experimentos foram repetidos a partir de 50 estimativas iniciais sortea-
das. Os ajustes multińıvel foram bem sucedidos em todos os casos, enquanto
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o esquema padrão convergiu em 44 dos casos, com śısmica, e em 46, sem
śısmica. Apresentamos nesta tabela, na coluna “Razão”, a razão entre o
tempo total dos ajustes com o esquema multińıvel e o com o esquema padrão
(considerando-se apenas os casos que convergiram) e, na coluna “ffinal”, a
média dos valores finais da função objetivo.

Ajuste com Śısmica Ajuste sem Śısmica

f inicial = 1.8× 105 f inicial = 1.3× 105

Estrat. (equiv.) Razão ffinal Razão ffinal

A1 (B15) 0.62 734 0.58 207
A2 (B34) 0.63 728 0.57 204
A3 (B55) 0.54 738 0.54 205
A4 (B76) 0.52 737 0.57 206
A5 (B103) 0.55 758 0.59 210
B10 (A0.6) 1.02 743 1.13 219
B20 (A1.2) 0.77 730 0.56 205
B30 (A1.7) 0.49 745 0.54 211
B40 (A2.2) 0.60 738 0.53 205
B50 (A2.7) 0.53 725 0.53 208
B60 (A3.2) 0.51 735 0.55 208
B70 (A3.6) 0.51 732 0.54 210
B80 (A4.1) 0.53 740 0.59 213
B90 (A4.5) 0.53 751 0.59 207
B100 (A4.8) 0.55 761 0.62 208

padrão 1.00 760 1.00 220

Tabela 7.1: Estratégias para passagem entre malhas.

A partir destes resultados, decidimos considerar apenas a estratégia A,
por ser menos dependente do problema, restringindo-nos aos casos A2 e A3.

7.4 Múltiplas soluções

Em geral, a informação do histórico é insuficiente para caracterizar univoca-
mente o campo. A introdução da geoestat́ıstica permite regularizar o pro-
blema e restringir o conjunto de campos admisśıveis. Mesmo assim, espera-se
que exista um conjunto, eventualmente grande, de soluções do problema.

Deste modo, o que se espera idealmente é a descrição de todos os campos
admisśıveis. Este é um objetivo que está fora do escopo deste trabalho. O
que estudamos aqui é a habilidade do esquema multińıvel em obter diversas



32 CAPÍTULO 7. RESULTADOS

realizações. Para isto, fizemos várias simulações, a partir de campos iniciais
sorteados segundo a distribuição de probabilidade a priori. Na Figura 7.4
mostramos diversas soluções obtidas pelo método multińıvel, enquanto que
a Figura 7.4 apresenta soluções obtidas pelo método original. Ambos os
algoritmos foram capazes de produzir múltiplas soluções.

Um aspecto importante neste contexto é o espectro de cenários futu-
ros que este conjunto de realizações pode fornecer. É o que estudamos na
próxima seção.
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Figura 7.2: Ajustes com multińıvel e o campo real.
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Figura 7.3: Ajustes com o esquema padrão e o campo real.
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7.5 Cenários futuros

Para estudar o espectro de cenários, consideramos um histórico de 120 dias
(0, 3 V.P.I.) e depois observamos a produção futura dos campos encontrados,
até o dia 400. Foram realizadas 50 rodadas, sendo que 49 delas convergiram
no esquema multińıvel e 37 no padrão. As Figuras 7.4 e 7.5 mostram as
previsões do esquema multińıvel. As Figuras 7.6 e 7.7 apresentam as do
esquema padrão. Os resultados indicam que os dois esquemas têm potenciais
semelhantes de amostragem de cenários futuros.

Figura 7.4: Vazões para o método multińıvel. Em preto, observado; em azul,
ajustes; em vermelho, o real.
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Figura 7.5: Pressões para o método padrão. Em preto, observado; em azul,
ajustes; em vermelho, o real.

Figura 7.6: Vazões para o método padrão. Em preto, observado; em azul,
ajustes; em vermelho, o real.
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Figura 7.7: Pressões para o método padrão. Em preto, observado; em azul,
ajustes; em vermelho, o real.

7.6 Multińıvel em diferentes ńıveis

Estudamos também o desempenho do esquema multińıvel de acordo com o
número de ńıveis empregados. Consideramos aqui um campo quadrado com
4 poços nos cantos, com dois produtores em extremos opostos e dois injetores,
também em extremos opostos. Assim, a localização dos poços varia pouco
nos diversos ńıveis. Fizemos uma simulação para 50 casos, nos métodos de 2,
3 e 4 ńıveis. Foi calculada a razão entre o tempo total dos ajustes multińıvel
e o dos padrão, considerando-se apenas os casos em que os dois métodos
convergiram.

No método padrão, não houve convergência em cinco casos. No método
de dois ńıveis dois casos não convergiram e obtivemos a razão de 0.55. Com
três ńıveis um caso não convergiu e a razão foi de 0.42. O esquema de quatro
ńıveis produziu uma razão de 0.54 e todos os casos convergiram.

Estes resultados estão em concordância com os testes anteriores, que in-
dicavam a robustez do esquema multińıvel. Aqui, o número de insucessos
diminui à medida em que se aumenta o número de ńıveis de resolução do
algoritmo.
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7.6.1 Sobre a projeção

Nos perguntamos se a maior robustez do método multińıvel se explica sim-
plesmente pela suavização aplicada na passagem da malha grossa para a
malha fina. Para averiguar isso, suavizamos 50 campos iniciais que haviam
convergido no método multińıvel e fizemos um novo ajuste usando o esquema
padrão. Todavia, os resultados foram análogos aos do caso padrão sem sua-
vização. Desta forma, descartamos a hipótese levantada.

7.7 Caso 3D

Vamos agora descrever algumas experiências numéricas com o esquema mul-
tińıvel em problemas tridimensionais. Estes testes foram realizados usando o
SIMPAR, um simulador desenvolvido pelo CENPES/PETROBRAS. O SIM-
PAR original foi atualizado pela equipe do LabmaPetro do IM/UFRJ, e pos-
sui ferramentas de cálculo de derivada e adjunta. Ele é um simulador black-oil
3D totalmente impĺıcito. Veja [4] para mais informações.

Em nossos testes, usamos uma malha 32×32×3, de porosidade constante
e igual a 0.2. A dimensão do reservatório é de 3200× 3200× 90 pés cúbicos.
Consideramos um modelo 5-spot como antes, 4 poços produtores nos cantos
e 1 injetor no centro. Os campos de permeabilidade são gerados com uma
matriz de covariância de alcance de 1500 pés na direção principal, 750 na
secundária ambas horizontais e 105 na vertical. A direção principal apresenta
uma inclinação θ = arccos 0.6 com relação aos eixos coordenados. Dois des-
vios-padrão de permeabilidade (95%) correspondem à faixa entre 10 e 1000
mD.

No poço injetor, a vazão de água é prescrita em 8000 bbl/dia. Em dois
poços produtores diagonalmente opostos, a vazão total de ĺıquido é prescrita
em 2200 bbl/dia, e em 1600 bbl/dia nos outros dois produtores.

O tempo de simulação foi de 1650 dias. Observamos a cada 50 dias as
vazões de água, óleo e gás dos poços produtores, assim como as pressões de
fundo de poço em todos os 5 poços.

Nos testes realizados com o esquema multińıvel, fizemos o upscaling so-
mente nas dimensões horizontais, mantendo sempre três ńıveis verticais.

7.7.1 Soluções obtidas

A Figura 7.8 mostra o resultado de um ajuste utilizando o esquema padrão
(1-ńıvel). Em cada coluna, são mostradas as três camadas: para o campo
inicial, o ajustado e o real. Chamamos a atenção para a grande semelhança
entre os campos inicial e ajustado. No entanto, quando se olha para as curvas
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de produção (Figura 7.9), percebe-se que o ajuste era necessário e foi bem-
sucedido. (Mostramos apenas o poço onde as curvas iniciais e o histórico
mais diferiam. Em todos os poços a qualidade do ajuste foi igualmente boa.)

Estimativa inicial Ajuste Real

Figura 7.8: Campo ajustado pelo esquema padrão – 3 camadas.

Resolvemos o mesmo problema com o esquema multińıvel. Não inclúımos
os gráficos do ajuste das curvas, da mesma qualidade que os do esquema
padrão. Na Figura 7.10, esquematizamos o processo de solução. Observamos
que o campo ajustado não é tão próximo do inicial como no caso padrão.
Este afastamento ocorre notavelmente na otimização no ńıvel mais grosso.
Aparentemente, não existe uma solução próxima do modelo inicial nesta
malha.
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legenda

· histórico
— inicial
— ajuste

Figura 7.9: Ajuste com esquema padrão.
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m0

↘

m08
inic → m08

final

↙

m16
inic → m16

final

↙

m32
inic → m32

final

Figura 7.10: Processo de ajuste multińıvel: setas inclinadas indicam passa-
gem entre ńıveis; setas horizontais, otimizações.
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7.7.2 Robustez e Custo Computacional

Para testar a robustez do esquema, simulamos 50 ajustes com estimativas
iniciais sorteadas. No otimizador padrão, apenas 27 dos 50 casos convergi-
ram.

No esquema de 2 ńıveis, 16×16×3 e 32×32×3, usando a estratégia A3,
42 dos 50 casos convergiram. Com relação ao custo computacional, a razão
entre os tempos foi igual a 0.42. Com 3 ńıveis, 08 × 08 × 3, 16 × 16 × 3 e
32 × 32 × 3, testamos as estratégias A1, A2 e A3. Não houve convergência
em A1. Na estratégia A2 45 de 50 convergiram. Já na estratégia A3, todos
os casos convergiram. Com A2, obtivemos razão igual a 0.7 e com A3, igual
a 0.3. Note que os ganhos em desempenho foram ainda mais expressivos nos
experimentos 3D do que no caso 2D.

7.7.3 Cenários futuros

Estudamos também a variabilidade dos cenários que se podem projetar a
partir dos diversos ajustes obtidos. Apresentamos gráficos de vazão de óleo e
de pressão nos poços, para um intervalo de tempo que compreende o histórico
e mais um peŕıodo de previsão. Inclúımos os dados do histórico, as curvas
relativas ao campo real e as curvas relativas a cada um dos campos ajusta-
dos. As Figuras 7.11 e 7.12 apresentam os resultados do ajuste multińıvel,
enquanto as Figuras 7.13 e 7.14 apresentam os do esquema padrão.

Notamos que aquela variabilidade de cenários é grande. Campos que
ajustam muito bem o histórico apresentam comportamentos futuros bastante
distintos, como se nota, por exemplo, nas curvas de vazão de óleo dos poços
PROD2 e PROD4. Isto mostra a importância de se obter um conjunto de
cenários que procure amostrar a PDF a posteriori.

Neste caso, os dois esquemas apresentaram resultados qualitativamente
semelhantes. Ambos produziram “faixas azuis” semelhantes, envolvendo as
curvas vermelhas.

Repetimos o experimento, desta vez fechando o poço PROD1 ao final do
peŕıodo de histórico (quando o corte de água era de 63%). Os resultados
são apresentados nas Figuras 7.15 e 7.16, para o esquema multińıvel, e nas
Figuras 7.17 e 7.18, para o padrão. Novamente, observamos uma grande
variabilidade de cenários futuros e uma semelhança dos desempenhos dos
esquemas padrão e multińıvel. Notamos, no entanto, que no gráfico de vazão
de óleo do poço PROD3 do multińıvel (Figura 7.15), a previsão real sai um
pouco da faixa azul.
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Figura 7.11: Cenários para vazão de óleo, método multińıvel. Em vermelho,
real; em azul, ajustes; em preto, histórico.



44 CAPÍTULO 7. RESULTADOS

Figura 7.12: Cenários para Pressão de fundo de poço, método multińıvel.
Em vermelho, real; em azul, ajustes; em preto, histórico.
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Figura 7.13: Cenários para vazão de óleo, método padrão. Em vermelho,
real; em azul, ajustes; em preto, histórico.
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Figura 7.14: Cenários para pressão de fundo de poço, método padrão. Em
vermelho, real; em azul, ajustes; em preto, histórico.
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Figura 7.15: Cenários para vazão de óleo com Poço 1 fechado ao final do
ajuste, método multińıvel. Em vermelho, real; em azul, ajustes; em preto,
histórico.
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Figura 7.16: Cenários para pressão de fundo de poço com Poço 1 fechado ao
final do ajuste, método multińıvel. Em vermelho, real; em azul, ajustes; em
preto, histórico.
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Figura 7.17: Cenários para vazão de óleo com Poço 1 fechado ao final do
ajuste, método padrão. Em vermelho, real; em azul, ajustes; em preto,
histórico.



50 CAPÍTULO 7. RESULTADOS

Figura 7.18: Cenários para pressão de fundo de poço com Poço 1 fechado
ao final do ajuste, método padrão. Em vermelho, real; em azul, ajustes; em
preto, histórico.
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Conclusões

Nosso principal objetivo neste trabalho foi o de estudar um esquema mul-
tińıvel para o Ajuste ao Histórico. Este estudo foi desenvolvido em dois
problemas distintos. O primeiro é um modelo água-óleo 2D, o segundo con-
siste em um modelo black-oil 3D. Nos dois casos, o multińıvel mostrou um
excelente desempenho. Dentre suas caracteŕısticas mais relevantes, destaca-
mos:

• Robustez — O ajuste com o esquema padrão nem sempre foi bem
sucedido. Nos experimentos 3D, houve convergência em cerca de 54%
dos casos. No caso multińıvel com 3 ńıveis, todos os casos convergiram
(com 2 ńıveis, 84% dos casos convergiram).

• Desempenho — O esquema multińıvel foi sistematicamente mais rápido
do que o original. Considerando-se apenas os casos convergentes do caso
3D, a estratégia de 3 ńıveis mostrou-se cerca de 3 vezes mais rápida do
que a padrão.

• Sensibilidade aos Parâmetros — Um elemento-chave do esquema é a
transferência da malha grossa à fina. Ela é feita por projeção em um
subespaço de autovetores da matriz de covariância CM . Observamos
que o esquema global é relativamente pouco senśıvel à dimensão deste
subespaço.

A solução do problema de Ajuste ao Histórico, sob a ótica Bayesiana,
consiste na determinação da PDF a posteriori do campo de parâmetros.
Uma resolução aproximada satisfatória do problema consiste em se obter
uma boa amostragem desta PDF. Não abordamos neste trabalho as técnicas
estat́ısticas apropriadas para a obtenção desta amostragem. Estas técnicas
envolvem, em geral, a resolução de um grande número de otimizações. Como
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cada otimização é bastante custosa, encontrar um conjunto representativo
de campos com bom ajuste é um grande desafio. Neste sentido, a busca de
estratégias de ajuste eficientes é um problema relevante.

O esquema multińıvel proposto mostrou-se robusto e eficiente. Procura-
mos verificar se ele era capaz de obter soluções que amostrassem conveniente-
mente os cenários futuros. Nossos experimentos preliminares em problemas
2D e 3D indicam que, deste ponto de vista, os esquemas multińıvel e padrão
têm desempenhos semelhantes.

Finalmente, observamos que, nos testes realizados, a estrutura cartesiana
dos reservatórios e das malhas tornaram simples o upscaling. Dado o bom de-
sempenho do esquema de vários ńıveis, seria interessante estudar a aplicação
destas ideias a problemas com configurações mais complexas.
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